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RESUME

Ce travail de recherche s’intéresse a I’étude de I’interaction entre fissures et inclusions.
La méthode de discontinuité de deplacement a été choisie pour réaliser la simulation
numeérique. Le code de calcul ANSYS a été utilisé pour des calculs comparatifs. L’aspect
du potentiel critique de la position de la fissure par rapport a I’inclusion est mis en
évidence en travaillant sur les propriétés mecaniques des inclusions et de la matrice. Le
facteur d’intensité de contrainte est le parametre utilisé dans ce cas.

Mots clés : discontinuité de déplacement /fissure /facteur d’intensité de

contrainte /inclusion /interaction.

ABSTRACT

This research focuses on the study of the interaction between cracks and inclusions.

The displacement discontinuity method has been chosen to carry out numerical
simulation. The computer code ANSY'S was used in order to compare results. The
appearance of the critical configuration of the crack with respect to inclusion is
highlighted by working on the mechanical properties of the inclusions and matrix. The
stress intensity factor is the parameter used in this case.

Key words: Displacement discontinuity/ stress intensity factor/ / inclusion / displacement

discontinuity method / interaction.
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De nombreux matériaux présentent des hétérogénéités microstructurales importantes telles
que les inclusions, les cavités et les microfissures, etc. Le comportement élastique des
matériaux est tres affecté par la présence de défauts qui peuvent entrainer I’affaiblissement de
la structure et provoquer sa destruction. Dans les zones a fortes concentrations de contraintes,
des microfissures apparaissent. Ces microfissures se développent et coalescent les unes avec
les autres jusqu’a ce qu’elles forment une fissure de taille macroscopique qui se propage

jusgu’a la ruine de la structure.

Probleme : interaction entre inclusion et fissure

Fizsure i

Micro-sphares

Fig.1: Types de problémes d’interaction entre fissure et I’inclusion

Généralement, les composites sont employés dans beaucoup d'applications modernes de
technologie telles que l'aviation civile, et les pieces complexes afin de réduction du nombre
d’interface (boulonnage, rivetage, et soudures sur structure métalliques). Les machines en
géneéral en matériaux composites offrent en particulier des solutions dans de telles situations
exigeantes. Un matériau composite est I’union d’au moins deux matériaux constituants qui
sont différentes sur échelles microscopiques/macroscopiques, et les caractéristiques
mécaniques et thermiques pour obtenir le comportement global désiré.

Les défauts sont presents pratiquement dans toutes les structures métalliques, ils apparaissent

lors de la fabrication essentiellement. A la solidification, les variations de volume, de
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température et de composition, induisent des séries de défauts, les soudures augmentent les
mémes phénomenes. L’usinage et les traitements thermiques peuvent étre a | ‘origine de
fissurations dans I'état final des piéces. En présence d'un défaut détecté dans une piéce ou
dans un assemblage métallique, il est nécessaire de connaitre le danger qu'il peut représenter
lors de 1'usage normal pour lequel 1'objet a été congu. Divers comportements peuvent
apparaitre : au cours de la durée de vie pour laquelle la piece a été définie, le danger peut
rester identique a lui-méme.

L’inclusion est formée d’un matériau élastique dont le module de Young est différent a celui
de la matrice (Fig.2). L’inclusion est modélisée par une forme cylindrique de diametre d.

Inclusion
E, v

Matrix crack
"E.'H: l'Iln'i'l

Fig.2 : Inclusion située au voisinage d’une fissure.

De plus en plus d’application de la mécanique de la rupture aux dispositifs fonctionnels
miniaturisés ont besoin d'intégrité structurale [Cot-2002].

En dehors de I’expérimentation, la simulation numérique est une voie pour prendre en charge
ce type de problémes et beaucoup de problémes de I’ingénierie.

Les principales méthodes numeériques qui sont maintenant bien établies pour la résolution des
problemes de mécanique de la rupture sont la méthode des éléments finis, la XFEM et la
méthode des éléments de frontiere (BEM).

La méthode des éléments de frontiere a été développée suivant deux approches. L’une d’elles
est d’origine mathématique basée sur des théorémes classiques de la théorie du potentiel.
L’existence de solution a une équation intégrale, expression d’un probléeme aux limites dans le
cadre de la théorie des potentiels a été montrée par Fredholm (1903). La discrétisation de la

frontiere pour résoudre I’équation intégrale, pour des problemes de potentiels avec
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I’avénement des ordinateurs est due en premier a Jawson [Jaw-1963] et Sym [Sym-1963]. La
formulation de la méthode directe sous sa forme actuelle a été présentée par Rizzo [Riz-1967]
et appliquée en thermo-élasticité par Rizzo et al. [Riz-1977]. La méthode a été étendue en 3-D
par Cruse et al. [Cru-1971] et par Lachat et al. [Lac-1976].

A partir du théoréme de reciprocité de Maxwell-Betti, I’identité de Somogliana est obtenue
comme une représentation intégrale directe donnant les déplacements dans le domaine en
fonction des déplacements ou contraintes sur la frontiére. En écrivant cette identité sur deux
domaines complémentaires, deux méthodes intégrales dites indirectes ont été proposées par
Crouch [Cro-1976] et [Cro-1983]. La premiére représentation est connue sous le nom de
potentiel de simple couche de densité la discontinuité de contrainte et proposee par Crouch
[Cro-1983] sous I’appellation de contraintes fictives ou discontinuité de contraintes. La
deuxiéme représentation est connue sous I’appellation de potentiel double couche de densité
la discontinuité de déplacement et proposée par Crouch [Cro-1976] comme étant la méthode
de discontinuité de déplacement (MDD).

Nous avons adopté la DD comme outil numérique pour I’étude de I’interaction entre fissures
et inclusions. Des calculs ont été menés sur ANSY'S pour confronter les résultats.

Nous avons décomposé le mémoire en trois chapitres:

Le premier chapitre présente quelques notions sur la mécanique de la rupture. 1l s’intéresse
particuliérement au calcul du facteur d’intensité de contrainte.

Le deuxieme chapitre est consacré a la méthode de discontinuité de déplacement qui
représente une méthode indirecte dans la famille des méthodes intégrales de frontiére. Les
problémes posés par les multicouches prenant en compte les inclusions est présenté.

Le troisieme chapitre est consacré aux applications ou des exemples sont présentés et
discutés. Il s’agit surtout de traiter I’effet de la présence d’une inclusion pres de la fissure en
tenant compte du type du matériau de I’inclusion, de sa dimension et de I’effet de la distance
de celle-ci par rapport a la fissure. L’étude est terminée par une conclusion générale.
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I.1. INTRODUCTION

Il est rare qu’un probléme réel ou la géométrie et les conditions de chargement souvent tres
complexes, ait une solution analytique. Parfois on est amené a simplifier le probleme pour le
rapprocher a un cas ou la solution analytique est envisageable. Mais une telle situation n’est
pas possible sans trop s’éloigner du cas réel. De ce fait, nous faisons appel aux méthodes
numériques qui englobent depuis leur apparition une grande variété de techniques. Parmi ces
techniques citons la méthode des différences finis (FDM), la méthode des volumes finis, la
méthode des éléments finis(FEM) et XFEM, et la méthode des éléments frontieres(BEM).
Certaines techniques utilisent des combinaisons de ces méthodes pour bénéficier des
avantages de chacune d’elle en raison notamment de leur efficacité dans le traitement des

singularités de contrainte au voisinage de téte de fissure.

=
n
|

(ct) (b)

Fig.1: Exemple de discrétisation d’un domaine bidimensionnel fissuré.
(a) par FEM — (b) par BEM

La question de I’efficacité relative des différentes méthodes numériques FEM , XFEM et
BEM, objet de nombreuses discussions notamment entre les deux premiéres, ne semble pas
essentiel. En effet, la FEM occupe une position dominante. Son champ d’application est plus
grand que celui des autres. La BEM présente aussi un avantage pour le traitement de certaines
situations de fissuration en utilisant des éléments de discontinuités de déplacement et pour les

problémes ou le milieu est supposé infini ou semi infini.
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I.2. METHODE INDIRECTE ET DIRECTE EN BEM

L approche indirecte est basée sur les équations intégrales qui sont exprimées entiérement en
termes de solutions d'unité singuliere a partir d’équations différentielles originales et est
distribuée avec des densités inconnues spécifiques sur la frontiere du domaine de ce
probleme. Les fonctions de densité elles-mémes n'ont aucune signification physique
apparente. Une fois les fonctions de densité obtenues, les calculs peuvent étre poursuivies en
n’importe quel point intérieur du domaine étudié par un procédé d'intégration simple.
L approche indirecte regroupe la méthode de discontinuité de déplacement DDM et la
méthode de discontinuité de contrainte appelée parfois la methode des contraintes fictives
FSM. Dans notre étude, nous retenons la DD comme outil de simulation numérique.

Les équations intégrales dans cette approche sont celles qui sont exprimées en termes de
variables physiques reelles du probléme, telles que les tractions et les déplacements sur la
frontiére pour I’élasticité. Les parametres pour le volume peuvent étre obtenus comme un
calcul ultérieur, une fois les valeurs sur la frontiéere connues. L'approche directe a une
similitude étroite avec la FEM, avec laquelle beaucoup d'ingénieurs sont familiarisés. Cette

méthode a été couplée avec la méthode des éléments finis dans plusieurs études [Abd -1997].

1.2.1. METHODE DIRECTE

Le concept de la distribution ou de pondération d’une équation différentielle est non
seulement valide pour les solutions approximatives mais c’est un concept mathématique
fondamental, qui peut étre employé dans des applications innombrables d’ingénierie.
Lagrange a proposé la premiére démonstration du principe des travaux virtuels, en utilisant
les concepts des distributions, appliquant ce qui s’appelle maintenant les multiplicateurs

Lagrangiens. Ces concepts sont également essentiels pour traiter des equations différentielles.

2.1.1. EQUATIONS DE BASE
Les équations d’équilibre suivantes doivent étre satisfaites en tout point du domaine étudié :
0o

1
Ou o representent les composantes du tenseur des contrainteso et F; sont les composantes

des forces de volumes.
La loi de Hooke généralisée est donné par :

oy =24 Sij +A, 64 5 (12)
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Oug;sont les composantes du tenseur linearis¢ des déformations e.A4, ety sont les

coefficients de Lamé.
Les composantes du tenseur de déformations sont obtenues a I’aide des composantes du

champ de déplacement u,

~ou,
& :l(ﬂ+_l] (1.3)
2( ox; O

Le vecteur contrainte f(M ,ﬁ) agissant au point sur une surface I" de normalen est donné
par :

T(Mn)=cn (1.4)
Nous obtenons I’équation d’équilibre de Lamé-Navier suivante en termes de déplacement en
injectant les équations(1.2) et (1. 3) dans I’équation (1.1) :

(A + 4 ) grad (divu)— g rotu+F =0 (1.5)

2.1.2. SOLUTION FONDAMENTALE
La formulation intégrale requiert la solution répondant a un probleme représenté par un
domaine infini en présence d’une force concentré. Cette solution est due a Kelvin et connue
sous le nom de solution fondamentale.
La solution fondamentale de I’équation de Lame-Navier est obtenue en recherchant une
solution particuliere de I’équation (1.5) en posant une distribution de charges concentrées
unitaires F  appliquée au point P dans la direction e, egale a:

F =0(M-P)e (1.6)
OU &(M —P)est la distribution de Dirac.

Pour un champ de déplacement virtuelu , il est possible de déduire le théoréme des travaux

virtuels qui s’écrit :

jaDT(M,n) u ds +jDF u dv :jDag dv (1.7)
Nous pouvons déduire le théoréme de réciprocité de Maxwell Betti qui s’écrit :

JaDT(M,n) udS+[ Fudv=[ T (M,n)udS+jDF udv (1.8)

OU u est le champ de déplacement réel.
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Utilisons le résultat précédent pour les deux états suivants :
Etat 1:

u: Déplacement,f(M ,ﬁ) : Vecteur contrainte agissant au point M présentant une normalen

F : Force de volume
Etat 2 :

U;; (M,P): Déplacement du point M dans la direction j dd & une force unitaire appliquée
au point P dans la direction i

r;; : Tension au point M dans la direction j due a une force unitaire dans la directioni
F"=5(M —P)e : Force de volume (probléme de Kelvin)

En considérant les forces dans les trois directions de I’espace, le déplacement en un point M

quelconque du domaine s’écrit :

1=U{;(M,P)e, (1.9)

Uj

Les expressions des solutions fondamentales pour un probléme de Kelvin ont été données par
[Cru- 1974] et [Dom-1987] sous la forme :

« 1 or or
US(M,P)=— | (3-4v)5, + - 11
i ) 167r,u(1—v)r(( V) ”+8Xi 6Xj] (1-10)

Dans le cas d’un probleme en 3—D et

« 1 1 or or

Dans le cas d’un probléme en 2—D en déformation plane .Our =r(P,M )est la distance

entre le point P et le point M appartenant au contour.

M

Fig.2: Domaine d’étude D avec P a I’intérieur.
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Et v est le coefficient de Poisson.

Les contraintes peuvent étre déduites au pointP .
Les composantes du vecteur contrainte T (M ,ﬁ) au point M prennent la forme suivante :
T, =7;(P.M)g, (1.12)

T;; Est donné pour les problémes 3D comme suit :

ri*jz—;z a (1-2v)5; + w3 o\, +(1-2v) niﬂ—njﬂ (1.13)
8z (1-v)r*| on %, OX, X, OX,
Et pour les problemes 2D en déformation plane il est donné par :
ri*j=——1 Ol 1-2v)8+2 28 O |4 (1-20) 0, L op O (1.14)
4z (1-v)r?| on O, OX, L ox, X,

2.1.3. IDENTITE DE SOMIGLIANA

Considérons deux états élasto-statiques[;,ﬁ,f} et[a

*,G*,F*} définis sur le méme

domaine borné D de frontiereI" et reprenons le théoréeme de Maxwell-Betti écrit pour les

deux états elastiques qui s’écrit :
jaDT(M ,n) u’”ds +IDF u”dv :j@DT (M ,n)uds +jDF udv (1.15)
Soit D, suppose une partie du domaine infini et chargé au point P par une force unitaire dans

la directioni. Nous pouvons écrire a partir de I’équation (1.16) et de la distribution de Dirac

pour un point P a I’intérieur du domaine D, ce qui suit :

U (P)+[ 7 (M, P)u;(M)dS = [ Uy (M,P)T;(M)dS+[ F;(MU;(M,M)dV (1.16)
Connue sous le nom d’identité de Somigliana.
En I’absence de forces de volumes, I’équation (1.16) presente la forme simplifiée suivante :

U (P)=—[ 7;(M,P)u; (M)dS+ [ Uy (M,P)T;(M)ds (1.17)

oD
Au passage a la limite, lorsque le point P est sur le contour, les intégrales sont singulieres.
Celles-ci sont intégrées au sens des valeurs principales de Cauchy.
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Fig.3 : Domaine avec le point P sur la frontiére.

Dans le cas du plan, il est montré par [Dom-1987], pour un point P appartenant a la surface,

que I’équation (1.17) devient:

cjui (P)=—[ 7;(M,P)u; (M)dS + [ Uy (M,P)T;(M)ds (1.18)

C; Estun terme libre qui dépend de la régularité du contour.
Ona c; =% pour un contour lisse au point P

C;j =0PourP al’intérieur du domaine.

L’identité de Somigliana est commune comme une représentation intégrale directe donnant
les contraintes et les déplacements en un point du domaine a partir des conditions appliquées a

la frontiere en termes de contrainte et déplacement.

1.2.2. METHODES INDIRECTES

Il existe des représentations ou les déplacements et les contraintes sont des fonctions de
certaines quantités qui ne sont ni les déplacements ni contraintes appliqués. Ces techniques
sont appelées méthodes directes.

Celles-ci peuvent étre introduites comme suit en supposant avoir a résoudre deux problémes :
un probleme intérieur (borné) et un probléme extérieur (infini).

Pour le probleme intérieur (borné), on écrit I’identité de Somigliana pour ce probléeme(Fig.4)
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Fig.4 : Domaine D" intérieur repéré par le signe (-).

Le domaine(—) est le domaine réel occupé par la structure et sa solution est[a U } :

On considére le domaine complémentaire aD™ , soit D" . Pour ce probléme la solution est

[Zaaﬂ .

D+

Fig.5 : Domaine D" extérieur repéré par le signe +.

Appliquons le théoréme de la réciprocité entre I’état (+) et la solution fondamental, lorsque la

charge concentrée est dans le domaine D~ . Nous obtenons I’identité de Somigliana comme
suit :

0=—[z;(M,P)u; (M)dS+ [U; (M,P)T;"(M)ds (1.19)

oD
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En soustrayant membre & membre (1.19) et I’équation (1.17) écrite pour le domaine D™, nous

obtenons :

U (P) == 7;;(M,P)(u; —uj )(M)dS+ [ Uy (M,P)(T, =T, ")(M)ds (1.20)

oD

La solution dans D + peut étre choisie arbitrairement.

Choisissons, sur la frontiére la condition suivante : TJ. * =TJ.’

En posant : D, =uj+—uj‘ ,]=12

Alors, il reste :
Ui (P)= [ 7;(M,P)(u; —u;)(M)dS = [ z;(M,P)D;ds (1.21)
ob oD

Ce résultat est connu sous le nom de potentiel de double couche avec la densité D;. Cette

méthode a été introduite en premier par Crouch (1976) sous le nom de méthode des
discontinuités de déplacement (MDD).

D, Est la discontinuité de déplacement dans la direction j .

I.3. METHODE DE DISCONTINUITE DE DEPLACEMENT

C’est une méthode de type indirecte qui fait intervenir des variables auxiliaires qui sont
les discontinuités de déplacement. De maniére évidente, ceci est un avantage pour I'étude des
milieux fissurés.

La méthode est fondée sur la solution analytique du probléme d'une discontinuité de
déplacement constante le long d'un segment de droite fini dans le plan xy , d'un solide
élastique infini (figure 6 ). Le contour du domaine ainsi que les fissures peuvent étre
discrétisés par un nombre fini d’éléments dont les inconnues sont les discontinuités de
déplacement définies. Sur les fissures, ces inconnues sont bien I’ouverture et le glissement des
lévres [Cro-1976],[Sta-1983].

Fig.6 :Milieu infini avec une fissure. D, et D,, sont respectivement les

discontinuités tangentielle et normale.
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Le déplacement est discontinu sur le segment de longuer 2a disposé sur I’axe x.
Désigneé par D; = (Dy, D),
D, =AU, =U,;(x,0_)-U,(x,0,) (1.22)
Ou
D, =U,(x,0 )-U,(x,0,)
( ) (1.23)
D, =U,(x,0_)-U,(x,0,)
1.3.1. SOLUTION FONDAMENTALE
La solution en contraintes et en déplacements est donnée par crouch ([Cro-1976]) pour un
milieu homogene et isotrope par la fonction f (x,y) et ses dérivés dans le xoy du systeme de la

coordonnée local.

f(xy)=- ! {y(arctg y —arctg y} ! [—(x—a)ln,/(x—a)%yz+(x+a)|n\/(x—a)2+y2J (1.24)
4z(l-v) X—a X+a

Ar(-v)

Ou 2a est la longueur d'un segment orientée dans le domaine infini Q et rapporté dans le
repére local xoy . v est le coefficient du Poisson.
Les fonctions des déplacements et contraintes pour tout point arbitraire (x, y) en fonction de

discontinuité de déplacement Au,, normale et Au, tangentielle,ayant la forme suivante :

( —

u, 2(1-v)f,—yf, —(1-2v)f, —yf, |
u, (1-2v)f —yf, 2(1-2v)f, —yf Ay
o =] 2G(2 f‘Xy - yflxw) 2G( fyyy + yfw) {Aux} (1.25)
o, 2G(-yf ) 2G(2f,, —yf,,) y
T i 2G(2 f'yy + yf’yyy) 2G (—yf‘XW)
Avec G = %(li/) : module de cisaillement .

Les dérivées de fonction f (X, y) sont obtenues directement a partir de I’équation (I .24) :

f, =;[In,/(x—a\)2 +y®—Iny(x+a)’+ yz]

A (1-v) (1.26)
fy =—[arctan y —arctan y }
Y Ar(1-v) X—a X+a
fo= 1 y _ y
Yo Ar(l-v) (x—a)*+y’  (x+a)’+y?
(1.27)

f 1 x-a  X+a
Y 4 (1-v) [ (x—a)’ + Yt (x+a)’+y?
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f’ny:flxxxz (X_a)z_yzz— (X+a)2_y22
#20| Joar oy (e ar o]

2y (x—a) (x+a)
f, = f, _ 2_ 2
P oy (o)

Ces équations forment la base de la méthode de discontinuité de deplacement.

Les déplacements le long de la droite y= 0 sont :

uxz—iDX lim [arctani—arctan y }— d-2v) D, In x—a
T x—0+ X—a X+a 47[(1_‘/) X+a
uxz—iDy lim [arctani—arctan y }+ d-2v) D, In .
o Y xo0x X—a x+a| 4z@-v) X+a

Les valeurs des limites en arc tangent sont les suivantes :

) 0 |X| >a,y=0
lim,,_, o+ [arctan_i— arctan =— ] ={+7  Ixl<ay= 0"
- xX—a x+a _
- |x|<a,y=0"

On peut considérer trois cas pour évaluer les déplacements le long de la ligne y=0.

x| >aety=0

u, (x,0)=— L=2v) b jnX=2

4z(1-v) ¥’ |x+a
u,(x,0)=— (-2v) D, In X—a
Y 4r(1-v) X+a

2) x| <aety=07

ux(x,O*)z—lDX— d-2v) D, In x—a
2 dr(l-v) X+a
uX(X,O+):—£Dy+ 1-2v) D, In X—a
2 4z(l-v) X+a

x| <a,y=0"

UX(X,O+)=1DX— (1—2V) Dyln X—a
2 Az(1-v) X+a
ux(x,O*):lD L =2 D, In X—a
2 Y 4z(l-v) x+a

Chapitre |

(1.28)

(1.29)

(1.30)

(1.31)
(1.32)

(1.33)

Les déplacements uy et uy sont continus pour |x| > a et y= 0, mais ont une discontinuité

constante  +D, et +D, pour|x| < a, Les contraintes le long de la ligne y=0, d’apres

I’équation(1.24) peuvent étre évaluées comme suite :
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o, (x0)=——2C p 1
zl-v) ' x*-a
aG 1
X,0)=— D 1.34
7y (%.0) z@l-v) ¥ x*-a? (134)
oy (x0)=——22 p 1
z(l-v) "x°-a

1.3.2. PROCEDURE NUMERIQUE

La MDD est un moyen de trouver une approximation de la distribution réguliére du
déplacement et contraintes. On utilise la procédure numérique pour résoudre les problémes
complexes aux limites, qui peuvent étre développés au moyen des équations algébriques.
Nous subdivisons la frontiére de la région qui nous intéresse en N segments de droite. Chaque
segment de droite représente une discontinuité de déplacement définie suivant un repére local
s, n comme le montre la figure 7, parfaitement reliés les uns aux autres et forment une

courbe gquelconque.

5
" P
-
il 2T [N
o

¥ f«" i)

Fig.7: Représentation d’une fissure ou contour quelconque en N segments.

La longueur de chacun de ces segments est notée par 2a‘comme le montre la figure (7).
Les composantes Dsj etD,’; sont données par I’expression :
i —qi- i+
D, =u,” —u 135
i i+ )
Dn =u; —Uu,

Ol ulet u/, sont les déplacements normaux et tangentiels de I’élément j .
Les contraintes normales et tangentielles au milieu de I’élément i peuvent étre

exprimées en fonction des composantes de discontinuité de I’élément j comme suit :
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. =AD; +A;D]
» = AD/+ A, D]

En utilisant le principe de superposition, et en tenant compte de I’effet des N éléments

i=1N (1.36)

(discontinuités), nous obtenons le champ de contrainte:

. N . . N . .

o.=2 AD)+Y AD)

I:Il IT\ll i — 1’ N (|.37)

oy =2 AD!+> ALD]
i=1 i=1

Ou A- :sont les coefficients d’influences relatifs aux contraintes sur la frontiére.

De méme maniére ,on établit le champ de déplacement :

S BID) +3 B! D!

u,
W =Y BID] + BID;

N
i i=1

1 i=1 .
N | :1, N (|38)
=1

Ou BY sont les coefficients d’influences relatifs aux déplacement sur la frontiére.

1.3.3. TRANSFORMATION DES COORDONNEES

Les coefficients d’influence dans I’équation (1.37) et (1.38) sont développés dans le probleme
pour une discontinuité  de déplacement constante avec une orientation arbitraire d’un
segment dans un solide infini. La méthode de discontinuité de déplacement est basée
essentiellement sur la connaissance des coordonnées des points a étudier par rapport au repére

local de chaque segment et I’orientation de ce repére par rapport au repére global.

Fig. 8 : Discontinuité sur un segment d’orientation arbitraire.

MADANI Fateh, Mémoire de magister -ENP 2012 Page 17



La méthode des éléments de frontiéres Chapitre |

Les coordonnées locales (x,y) sont obtenues par une translation et une rotation par rapport au
repere global (x, y) de systeme. Les composantes du centre de I’élément sont C, et C,suivant
X, Y respectivement, tandis que la rotation est définie par I’angle B positif dans le sens
trigonomeétrique.
Les déplacements et les contraintes dans les systemes de coordonnée locale sont trouveés en
replacant (x, y) par (x,y) dans les équations (1.25), avec :
f(XY)=REY), [XY) = K& {,KY) = R(XY),
g (X,9) = Fy(R,9), (R, 9) == F 4 (R,9) = Ry (K,9), (1.39)
fay (X, Y) =R (X, ¥), Ty (X, ¥) = R (X, V)
Les coordonnées des deplacements et de contraintes dans le repere global (x, y) de systeme,
sont :
U, = D[ ~(1-2v)sin BF, + 2(1-v)cos BF, + Y (sin BF, — cos AF, |
+D; [ ~(1—2v)cos BF, - 2(1—v)sin BF, - y(cos BF, +cos SF, |

U, =D, [ (1-2v)cos BF, + 2(1-v)sin BF, - y(cos BF, +sin BF, | 9
+D, [~(1—2v)sin BF, + 2(1—v)cos BF, — Y(sin SF, —cos SF, |

o, =2GD, [Zcos2 BF, +sin 2 F, + y(cos 2 5F, —sin ZﬂE)]

2GD; [ -F, + (sin 23F, +cos23F,) |

o, =2GD, [Zsin2 BF, —sin 2 8F, — y(cos 2 8F, —sin 2,B|E7)] (1.41)

2GD; [ -F, - Y (sin 28F; +cos23F,) |
o,, = 2GD, [sin23F, —cos 28F, + y(sin 28F; +cos 25F,) |
2GD, [—V(COS 28F, —sin Zﬂﬁ)]

On peut utiliser ces équations pour calculer les coefficients d’influence.

1.3.4.CONSTRUCTION DU SYSTEME D’EQUATION
Nous considérons un domaine infini contenant N segments de droites orientés dans des

directions arbitraires par rapport au repere global (x, y). Nous considérons deux éléments
distincts < i >> et <« j > reliés & un repére local (x,y?) et (x/,y’) respectivement, et

orientés de Blet B/ :
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Fig. 9 : Position et orientation des éléments limites.
Les coordonneées locales (x,y)dans les équations(l.40)et (1.41) représentent celles du point

(x, y)par rapport au milieu de I’élément i :

X =(x-x")cos g’ +(y—y')sin g’
y =—(x—x")sin g’ + (y-y’)cos B’

Les déplacements et les contraintes en ce point dues aux discontinuités de déplacements sur

(1.42)

les N éléments sont obtenus par la sommation des contributions de chaque élément.
En choisissant le point (x, y) comme étant le milieu de I’élément i ,c’est-a-dire : x=x‘et y=y",

I’équation devient :

X = (X' —x')cos #' +(y' —y')sin B
y =—(x'=x})sin g +(y' - y')cos g’

Les composantes de déplacements et de contraintes relativement au repére local au point

(1.43)

< i>sont x” ety . Les deux repéres locaux de I’élément i et I’élément j sont relies par les
relations suivantes :

X =Xcosy+ysiny

, ] (1.44)
y =-Xsiny+ycosy
Ou y = B¢ — B/ (orientation de I’élément j par rapport au I’ élément i)
Les déplacements et les contraintes seront :
U' =U' cosy+U';siny
(1.45)

U'V. =-U';siny+U' cosy
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o' =0y €08’ y+20' sinycosy + oy sin’ y

o' =og'sin’y—20' sinycosy+o, cos’y (1.46)

XX

<
<l

i i iyei [ 2, ain2
o'y =—(0x —0y')sinycosy+o'y(cos” y —sin” y)
Les coefficients d’influence pour les déplacements et les contraintes sont obtenues des

systémes des équations(l1 .40),(11 .41),(11.45)et (11.46) aprés avoir posé :

P
— ,0p = O0_

i _pni J_nJ i _pt a0 o— i i i
Ds =Dz Dy =D, us =Dy Up = Uy 05 = 0y vy

Donc
U, = D', [ @—2v)sin yF, + 2(1-v)cos yF, — y(sin yF, + cos yF, |
+D’ [ -(1—2v)cos yF, + 2(1-v)sin yF, — y(cos yF, —cos y ) | (1.47)
U', =D’ [ (1-2v)cosyF, —2(1—-v)sin yF, — y(cos yF, —sin yF,) |
+Dy [ (1—-2v)sin yF, + 2(1—v)cos yF, + Y (sin ¥ F, + cos BF,) |
o', =2GD’ | -sin 2yF, —cos 2y F, - (sin 2y F, - cos 2y F,) |
+2GD’, [ -y(cos 2y F, +sin 2yF,) |

_ _ L _ _ _ (1.48)
o', =2GD’ | 2sin’ yF, —cos 2y, — y(cos 2y F, +sin 2y F,) |
2GD’, [ -F, - y(sin 2y F, —cos 2y F,) |
On peut écrire les équations (11.26) et (11.27) sous la forme suivante :
N N
u; =>_ BlD/ +> BlD,
izl i:Nl i = 1’ N
u, =2>_BLD/ +> B D/
2 b2 (1.49)
- N es - N es -
o, =2 AlD) +> AlD,
i=1 i=1 i — 1’ N

N N
on =2 ALD! + > AlLD/]
i=1 i=1
1.4.COCCLUSION
Dans ce chapitre ,les équations qui régissent la theorie de I’élasticité ont étés transformées en
équations intégrales etune présentation détaillée de la méthode de discontinuité de
déplacement dans le but d’exploiter cette technique pour résoudre le probléme des structure

fissuré.
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A propos de la mecanique de la rupture Chapitre I

1.1. APERCU HISTORIQUE

La mécanique de la rupture a pour objet I’étude du comportement mécanique d’un matériau
en présence de fissures macroscopiques. Cela revient notamment a déterminer le champ des
contraintes et des déformations au voisinage de la pointe d’une fissure. Cette derniére
constitue le défaut majeur qui pilote la rupture pouvant déboucher a la ruine.

Le cout des accidents liés aux ruptures catastrophiques des structures jusqu’a la fin des années
quatre —vingt du siecle dernier représente, d’aprés une étude économique [Zeg-2003] , prés de
4% du produit national brut (PNB) dans les pays industrialisés. D apres la méme étude, on
pourrait réduire ce cout d’environ 30% si on appliquait correctement les concepts connus de
la mécanique de la rupture d’une part, et de 25% supplémentaires par le développement de
recherches dans le domaine de la rupture d’autre part. La pertinence de la maitrise d’une telle
science est due a I’importance des incidents liés a la rupture et a la délicatesse de la
prévention de leurs risques.

Par gros temps, le «FLARE» s'est brisé en deux. Vingt et un membres de I'équipage ont péri

et quatre ont survécu. Le gasoil qui s'est échappé n'a pu étre récupéré et s'est dispersé sur une

Fig.1: Naufrage du FLARE 16 janvier 1998 au large de Terre Neuve.

On distingue deux causes majeures provoquant la rupture des structures :

- Une négligence dans la conception, dans la construction ou dans I’utilisation de la
structure qui pourrait étre évitée si la structure avait été bien dimensionnée avec un
choix de matériaux adapté et un chargement correctement évalue.

- L’utilisation d’un nouveau matériau ou d’un nouveau procédé, qui peut provoquer

une rupture inattendue ou la prévention de la rupture est plus délicate ; en effet
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lorsqu’on utilise un nouveau matériau ou un nouveau procédé, il ya souvent un certain

nombre de facteurs que le concepteur ne maitrise pas toujours.

Eviter la rupture des édifices et des structures est depuis longtemps une préoccupation pour
I’homme. Les concepteurs des structures de I’Egypte des pharaons (pyramides) ou ceux des
civilisations qui leurs ont succédé (romaine, perse, musulmane, ...) nous ont laissé des
édifices que I’on peut contempler, prouvant bien qu’ils avaient le souci d’éviter la ruine des
structure. Mais comme les structures anciennes de pierre, de brique ou de mortier étaient
concues de telle sorte a n’avoir que des contraintes en compression, elles ont autant résisté car
le risque de rupture par fissuration était tres faible en I’absence de la traction contribuant
directement a I’ouverture des fissures. Le probléme de la rupture est actuellement plus
crucial avec le développement de structures complexes lié au progres technologique utilisant
des matériaux travaillant en traction tels que les aciers, les alliages métalliques et les
composites. Les avancées dans la connaissance en mécanique da la rupture ont permis de
mieux prévenir le risque de rupture.

La premiére vraie interprétation qualitative de la rupture est exposée en 1920 par Griffith
[Gri-1920] qui etablit une relation directe entre la taille du défaut et la contrainte de
rupture .S’appuyant sur les travaux de Inglis [Ing-1913] au début du 20°™€ | Griffith
appliqua I’analyse des contraintes autour d’un trou elliptique a la propagation instable d’une
fissure. 1l formule ainsi a partir du premier principe de la thermodynamique, une théorie de la
rupture basée sur la stabilité de la fissure uniquement pour les matériaux fragiles, ne tenant
pas compte de la dissipation d’énergie due a la plastification. Il a fallu attendre les travaux
d’Irwin [Irw1948- Irw1949] qui proposa une modification de la théorie de Griffith en
incluant justement dans le bilan énergétique, I’énergie due a la plastification, pour que
I’approche de Griffith soit applicable aux matériaux ductiles .

Irwin [lrw-1956], avec un groupe de chercheurs dans les laboratoires de la marine
américaine, développa en 1956 le concept de taux de restitution d’énergie a partir toujours de
la théorie de Griffith mais sous une forme facilement exploitable par les concepteurs de
structures. En 1957, s’appuyant sur les travaux de Westergraad [Wes-1939] et [Irw-1956],
montra que les déplacements et les contraintes au voisinage de I’extrémité d’une fissure
peuvent étre décrits a I’aide d’un paramétre unique relié aux taux de restitution d’énergie. Ce
parametre issu de la mécanique linéaire de la rupture, est appelé le facteur d’intensité de

contrainte (FIC). Le concept de FIC fut également utilisé par paris [Par-1963] afin de décrire
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la propagation des fissures en remplacgant la notion d’endurance par la notion de fatigue pour
une meilleure prédiction des durées de vie des fissures.

La période entre 1960 et 1980 vit une intensification des recherches sur la rupture avec deux
écoles concurrentes. D’une part les tenants de I’approche utilisant la mécanique linéaire de la
rupture et d’autre part ceux qui s’intéressaient essentiellement a la plastification qui se
développe a I’extrémité d’une fissure. La mécanique linéaire de la rupture cesse d’étre valable
lorsqu’une plastification importante précede la rupture. Pour tenir compte de I’effet de cette
plastification sur les champs de contraintes et de déplacements a I’extrémité d’une fissure,
plusieurs auteurs comme Irwin [Irw-1962], Dugdale [Dug-1960], et Barenblatt [Bar-1962]
proposerent ce qu’on appelle une correction de zone plastique. La taille de la fissure est
augmentée de cette zone plastique pour retrouver les champs de contraintes élastiques décrits
par le FIC.

Actuellement, on s’intéresse en plus au comportement viscoplastique et viscoélastique.
Généralement, le comportement viscoplastique est observé a température élevée lorsque les
phénomenes de fluage deviennent importants.

Cependant beaucoup de mécanismes de rupture restent toujours mal connus lorsqu’on utilise
de nouveaux matériaux ou de nouveaux procedes.

L apparition des matériaux composites a de nouveau permis I’utilisation des concepts de la
mécanique linéaire de la rupture pour décrire le comportement de ces matériaux.

Dans cette étude, nous nous limitons a la mécanique linéaire de la rupture.

11.2. FACTEURS D’INTENSITE DE CONTRAINTE-APPROCHE LOCALE
D’un point de vue macroscopique, on peut considérer trois modes fondamentaux de rupture
[Rec-1995]. La fissure représente des discontinuités du champ de déplacement. Les
mouvements possibles des lévres de chaque fissure sont des combinaisons de trois
mouvements appelés modes fondamentaux de rupture.

Mode I: « mode par ouverture » ; Mode d’ouverture de la fissure ou le chargement est
perpendiculaire au plan de la fissure.
- Mode II: « cisaillement plan » ; mode de cisaillement plan ou le chargement est parallele
au plan et perpendiculaire au front de la fissure.
- Mode IlI: « cisaillement anti-plan » mode de cisaillement anti plan ou le chargement est
paralléle au plan et au front de la fissure.
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a) Maode | h) Maode 11 ¢} Maode I11

Fig.2 : Modes fondamentaux de rupture.

Le mode | est le mode principal de rupture. Il concerne les cas de chargement les plus

importants et les plus dangereux.

11.2.1 ETAT DE CONTRAINTE EN FRONT DE FISSURE
On peut distinguer deux approche planes: I'état plan de contrainte et I'état plan de
déformation (figure 3).
En état plan de contraintes nous avons :

O, =0, =0,=0 (1.1)
L’etat plan de déformation est défini lorsque :
€22 = Ezx = &2y =0 (11.2)
L'état plan de déformation peut avoir lieu au centre d'une piéce épaisse, ou la tri axialité des
contraintes est important. Dans la suite de I’étude, nous supposons un état de déformation
plan. D’apres IRWIN [IRW-1949], les champs de contraintes et de déplacements au
voisinage de la pointe de fissure s’exprimant dans le cadre d’élasticité et en déformation plane
par les relations suivantes pour les différentes modes. Les facteurs K, , Kj; et K;;; sont
exprimés en MPaym . Ils sont appelés facteurs d’intensités de contraintes. Ces paramétres

dépendant uniquement des conditions de chargement et de géomeétrie.
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Fig.3 : Elément de volume au voisinage d’un front de fissure rectiligne.

En mode |
o, = Ky cosg[l—singsin%}
© J2xr 2 2 2
o, = Ks cosg 1+ SinQSinﬁ
2xr 2 2 2
T, = Ky smecosgcosﬁ
Yo J2xr 2 2
o,=v(o,+o,),7,=1,,=0 (11.3)

=— cos—[l 2v +sin? Q}
\/ 2
Vv =ﬁ,/Lsing{2—2v+sin2§}
u\2rx 2 2
w=0

Enmode Il :
K, .. 9{ 0 3.9}
0, =———=SIN—| 2+C0S—C0S—
2xr 2 2
o ——"singcosgcosﬁ
' J2ar
K, 9[ 0 . 39}
7,, =—=—=C0S—|1-sin—sin—
! 2rr 2 2 2
o,=v(o,-0,),7,=7,=0 (1.4)

K [2 2V + C0s? Q}
Y7, 2
:K— /— os—[ 1+2v +sin® Q}
u \2r 2
=0
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En mode 111 :

T _—&sing

Xz 2rr 2

T :&COSQ

v 2mr 2 (11.5)
K r . 60

W= —sin—
u \2r 2

v est le coefficient de poisson et u est le module de cisaillement avec : u = TS

11.2.2. FACTEUR D’INTENSITE DE CONTRAINTE (FIC)
Le facteur d’intensité de contrainte est un parametre couramment utilisé pour caractériser la
singularit¢ du champ de contrainte au voisinage de la téte de la fissure. Il permet de
déterminer completement les champs de contraintes ou de déplacement au voisinage de la
fissure contenue dans une structure considerée elastique.
Il est possible de trouver le facteur d’intensité de contrainte pour le mode @ = 1,11, 11 par :

K, = lim,_oV27r o;; (11.6)
Une autre alternative permet de calculer ces facteurs.
Si nous connaissons les discontinuités des composantes des déplacements [u], [v], et [w]
des levres de la fissure (approche cinématique), on peut déterminer les FIC des différents

modes en un point donné du front de fissure M par les expressions suivantes [LEM-2001]:

K, (M) = lim(c,~/27T) = (8(1_ )[ v] 277?)
Ky (M) = lim(z,,v27r) = (8(1_ )[] 27”) (11.7)
Ky (M) = lim(z,,v271) = (m[w] 27”)

Il faut noter que les expressions restent toujours valables en déformation plane.

1.3 ASPECTS ENERGETIQUES- APPROCHE GLOBALE

Griffith (1920) a été le premier a étudier la rupture d’un point de vue énergétiqgue GRIFFITH
[GRI-1920] constata que, lorsqu’une fissure est introduite dans une plaque de matériaux
élastique ou qu’une fissure se propage, deux phénomenes se produisent, en rapport avec la
quantité d’énergie dans la plaque.

- Relaxation des contraintes autour de la fissure, provoquant une diminution de I’énergie

potentielle.
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- Création de nouvelles surfaces de rupture

ol

3

BJ

Fig.4 : Définition du taux de restitution d’énergie G.

La creation des nouvelles surfaces de rupture est un processus qui absorbe de I’énergie. Il
s’agit de quantifier ces processus énergétiques.

Griffith suppose I’existence d’une énergie de liaison positive par unité de surface y ,Griffith
étudie alors I’éventualité de la propagation quasi statique, et sous chargement constant, d’une
fissure et définit une énergieG. Le taux de restitution d’énergie G correspond a la

décroissance de I’énergie potentielle totale W, pour passer d’une configuration initiale avec

une longueur de fissurea, a une autre ou la fissure s’est propagée d’une longueur oa.

W
Gz_ia_ap (11.8)

Avec: W, =W, - D,

ou D, :_[ F-udv +j T -udS : Le travail des forces extérieures.
Q dQ

W, = Lé?:g:dv : L’énergie de déformation élastique du systéme.

Il existe une énergie critique G, =2y et le critére de propagation s’écrit comme suit :

G>G, =2y (11.9)
Il faut relever que pour les problémes en mécaniques de la rupture linéaire, les hypothéses de
Griffith sont suffisantes pour le traitement des problémes. Pour les chargements dynamiques

ou en présence de zones plastiques non négligeables en téte de fissure, il faut tenir en compte

des dissipations d’énergie dans le bilan [Bui-1980].

MADANI Fateh, Mémoire de magister -ENP 2012 Page 28



A propos de la mecanique de la rupture Chapitre I

11.L3.1.RELATION ENTRE G ET K
Il est intuitif de pense que le taux de libération d’énergie, G, sera une grandeur trés sensible a

la singularité des contraintes.
On montre que Nous allons montrer qu’en fait les deux quantités K et G sont liés.
Quand la fissure se propage dans sa propre direction, le taux de restitution d’énergie est

donnée par :
2
En déformation plane : -1V (Kf+Kf)
(11.10)
En contrainte plane : G= é(Kf +KJ)
(11.12)
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Application de la MDD aux bi-materiaux Chapitre IlI

ILLLINTRDUCTION

Pours des inclusions de petites dimensions au voisinage des fissures, des résultats analytiques
des FIC peuvent étre obtenus. Ces résultats seront exploités. Pour d’autres configurations, la
simulation numérique est la seules disponibles. La méthode adoptée est donc confrontée a des

résultats obtenus par des études numériques.

I11.2. SOLUTION POUR L’INTERACTION ENTRE FISSURE ET INCLUSION

La rupture dans un matériau composite (contenant une inclusion dans notre cas) dépend de la
la forme de I’inclusion, la fraction de volume, la différence entre les propriétés élastiques de
la matrice et de I’inclusionet la force d’interface (amorcage des cavités a partir de
décohesion).

Un certain nombre d’études ont été établies pour les problémes de fissuration et I’interaction
entre fissure et inclusion. L analyse du facteur d’intensité de contrainte est importante pour
comprendre le phénomene dans les matériaux composites.

La solution analytique du facteur d’intensité de contrainte peut étre obtenue pour quelques cas
simples. Tamate [Tam-1968], Erdogan [Erd-1974], Hassi [Has -1976] et Shivakumar [Shi-
1976 ] ont étudié I’interaction entre une fissure et I’inclusion de forme circulaire.

La solution pour une inclusion elliptique est due a Nisitami [Nis-1996]).

La solution basée sur une théorie de transformation sur la solution du probléme de
I’inclusion d’Eshelby, est développée pour obtenir le facteur d’intensité de contrainte pour
une fissure pres d’une inclusion de forme et de taille arbitraire soumise a un chargement
générant un mode mixte.

La plupart des études qui traitent de l'interaction entre une fissure et une inclusion de forme,
taille et localisation différente ont été effectuées par des approches numériques. Nous pouvons
citer les travaux de Kassam et al. [Kas-1995] et Boselli et al. [Bos-2001] qui ont utilisés la
méthode des éléments finis. Des résultats sur I’interaction utilisant la méthode des équations
intégrales de frontiere sont dus & Bush [Bus-1997], Asher [Ash-1998] et Wang [Wan-1998].

¥ 4 o
.r" = A
| : c:
[ — = .

I

—
o
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L

Fig .1 :Modéle mécanique.
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En présence d’inclusion au voisinage de la téte de la fissure, se pose le probléme de
I’identification du facteur d’intensité de contrainte.

Dans ce qui suit nous traitons ce probléeme. La figure (1) présente une structure plane
contenant une fissure et une inclusion de forme arbitraire soumises a un champ de

contrainte o;3.

Le facteur d’intensité de contrainte en mode mixte (mode | et mode Il dans le cas plan), en

absence d’inclusion, est noté par Ket K au voisinage de la fissure dans une structure
considéré élastique. En présence de I’inclusion, le facteur d’intensité est noté par K,”p et
K,t,‘p.Pour simplifier le probleme, nous supposons que I’inclusion et la matrice soient

. n .. . E; N
isotropes et ont le méme coefficient de poissonv. Posons a=E—l; ou E;et E, sont

m

respectivement les modules de Young pour I’inclusion et la matrice.

On peut supposer qu’en I’absence de matrice, I’inclusion aurait subi une déformation libre e
dans le domaine d’inclusion au bout de la fissure. La déformation finale dans I’inclusion e’
présente la maniére équivalente I’incompatibilité crée par e/ et par I’hétérogénéité élastique

entre la matrice et I’inclusion varie, peut étre exprimée par Eshelby [Esh-1957] :

e’ =Le” (111.1)
Oou
L=[(a-1)s+1] @-a) (111.2)

S est un tenseur du quatrieme ordre, appelé tenseur d’Eshelby . Il dépend des modules
d’élasticité de la matrice et de la géométrie de I’inclusion. | est le tenseur identité. Pour un
élément infinitésimal de section circulaire, le tenseur d’Eshelby [Esh-1957] est donné par :

5-4y
1111 — ©2222 — m
4y -1
S1122 = s1122 = m
1%
Stigs = Sppg3 = m (1n.3)
s 3-4v
1212 41—v)
1

S1313 = S2323 = E

Les autres composantes sont nulles. Le tenseur d’Eshelby équivalent est :
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Ly =  (-a)A-v)B-4v +5a-5va)
M2 T (14— 2v)(L+ 3a — dva)
(1-a)*(@1-v)(1-4v)

Ltz = Lopy = Q+a-2v)(1+3a—-4va)
(1—a)’v
133 = Lopgs =7 €thy = (1
L (1+oc—2v)el_3 ) o
L,, = 2d-a)d=v)
212 = (1+3c — 4var)

Et les déformations sont données par :

A K(1+v) 0 . 30 K”(1+v). 1-v: , v(l+v)

9 0 g . 30
e 1-2v)-sin— Sln— - 21-1) - c0s—8in— |+ ——g? "7/
"I ot {( V- } E_\2zr [( v)-cosy 2} E 8 g %

m m

2
e, = K, (1+V)cos'9[(1 2v)+smgs|n30} K"(1+V) i 0{2 +cos€sm%} v o —V(1+V)a°

% E arr E\/ﬁ E. © E, " (I15)
e, = E(lj/rz‘/? cos H{K sin Hcos 329 Ky (1—sin§sin%)}+(%:/)afz
La déformation équivalent finale dans I’inclusion e peut étre exprimée par: e" = Le”
e, = oo 512_‘/;{()1(1;;)_ ) [(3 —4v +5a +4va)e), — (1-a)(1- 4v)e2A2]
e = TOY) g oy avyel— (3-dv+ 5 — dva)ed ] (111.6)

l+a—2v)1+3a—4va)
To_ 4l-a)1-v) A
¥ 1+3a—4dva) ?

Les facteurs d’intensité de contrainte en mode mixte au front de la fissure est déterminé

(cf.[Yan-2004], [Che-2004]) et [Lam-1986]) par :

1 E
Ky, =—F——""5 2Q (ew,H)dA
dA : élément de surface de I’inclusion.
ou

Q,e!,,0)= (e, +e;2)cos%+3ef2 cos%sin 9+%(e§2 —e/)sin Hsin%

(111.8)
A partir des équations précédentes, nous trouvons (cf. [Zhon-2002],[Qian-2002]):
AK,, = CKOI r [cosgcosﬁ+Lsin2 6 cos Hj dA
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ol
_(A-2) B,y (111.10)
C2r l-v) E

111.3.APPLICATION DE LA METHODE DE DISCONTINUITE DE DEPLACEMENT

AUX BI-MATERIAUX
Nous présentons un exemple simple de multi couches. Nous supposons que le corps a étudier

est composé de deux milieux R;et R, présentés sur la figure 2.
Chaque domaine est supposé isotrope, homogéne et linéairement élastique avec des

constantes élastiques v, ,E; et v, ,E,.

™

Fig.2 : Corps non homogeéne formé 2 milieux.

Les systémes locaux des coordonnées sont associés aux deux contours. Ils sont directement
opposees le long de I’intrface, c'est-a-dire : s;=—s, et n;=—n,.

Pour la résolution de ce probléme, nous définissons les conditions aux limites du probléme
dans le corps représenté en figure 2 par des conditions en déplacements et en contraintes pour

la partie d’interface .
Ces conditions de continuités sont définies pour un point Q de I’interface :

ot (Q)=0(Q)

Gﬁ” Q) :G?](Q) (111.11)

et

(111.12)
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Nous utilisons la procédure numérique de la méthode des discontinuités de déplacement pour
traiter le probléme de la figure (2) . Avec les deux milieux R,et R,, nous considérons, pour la
résolution, deux problémes liés entre eux par les conditions a I’interface. Nous associons les

discontinuités de déplacement D¢ etD,, a chaque élément des contours C; et Cz. Les

déplacements les contraintes dans le milieu R, sont donnés en fonction D[ let D I des N,

éléments du contourC; et les déplacements et les contraintes dans le milieu R, sont donnés en

fonction D[ I

et D I des N, éléments du contourC,.

Le probléme se raméne a trouver les discontinuités de déplacement D et D,, dans chaque
élément de frontiére parmi les N = N, + N, éléments si les conditions aux limites et les
conditions de continuites sont prétes pour la construction du systéme algébrique d’équation
pour ce probléme composé . Il est préférable de numéroter les éléments de frontiéres de deux
milieux dans un certain ordre. Nous commencons par le milieu R, a partir de I’élément 1
jusqu’a I’élément N; le long de C; . Nous continuons pour le milieu R, de I’élément N; + 1
jusqu’al’élément N = N; + N, le long de C,. En se référant aux équations (1.49), les

contraintes sur la frontiére de R, peuvent étre :
|\ Al ™ Al i

1 ij{1 jl1 ij|1 jl1
:z/xs D!+ 3 D,

ZA\? 1]D ZA:J[l DJ[l

Et les contraintes dans la frontiére du milieu R, peuvent s’écrire :

ri=LN, (111.13)

ol = 3" AEIDI 3 A
N;+1 N, +1 .
N N =N, +LN (111.14)
ol = > AIDIE 3 All2lpIi2
N;+1 N;+1
Et les déplacements sont :
ul = Z BMpH 4 Z BUMp
=1 N, (111.15)
|[1 ZBU Dj +ZB|1[1]D][1

Et les déplacements dans la frontiéredu milieuR, peuvent s’écrire :
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N : N .
u;[Z]: z BSIJS[Z]DSJ[Z] n Z Bsun[Z]DnJ[Z]
j—N1+1 j=N;+1

i=N,+1N (111.16)

J = 3 giEpIE 3 gD

j=N;+1 j=N;+1

Les coefficients d’influences dans les équations (111.13) a (111.16) sont calculés exactement de
la méme maniere que le cas du milieu moncouche. Mais il est nécessaire d’utiliser les
propriétés d’élasticité de chaque milieu.

Les équations(I11.13) a (111.16) peuvent se mettre sous la forme d’un systéeme algébrique de

2N équations a 2N inconnus (les Dg et D, ) :

N B . N . .

b, =>CIiDJ+> ClD]
= i1

N . . N B )

bl => CID}+> ClD}
i=1 i=1

en conservant les conditions aux limites et les conditions de continuités comme suit :

i=1,N,(N=N,+N,) (111.17)

a) L’element i appartient a la partie libre de C; et posons qu’ona des contraintes

appliqguées a cet  élément ai = (o)), et a,i[” = (o), donc:
Ca ={/¥‘;, j=1N,
0,j=N,+1N (111.18)

bl =(02), b1 = (1),

méme chose pour C2, ¢, ¢

b) L’élément i appartient a la partie libre de C, et si les conditions imposées sont en

déplacement u'® = (ui), et w!® = (ui), donc:

Cl=(0,j=
{ Ss,j—N +1,N
bsi =(U;)0 ’brl‘ :(u:‘ )o

Méme chose pour C, ¢, cY .

(111.19)
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Avec des relations similaires, nous pouvons exprimer les autres coefficients d’influence en
combinant les deux conditions aux limites des deux milieux et en faisant un simple
réarrangement des équations(l11.18) et(111.19) . Nous obtenons un seul systéme.

Si I’élément i est situé sur la portion d’interface qui est C;. Nous obtenons un élément i*
opposé directement a i et appartenant au contour C,. Nous obtenons quatre conditions a
vérifier concernant les deux éléments face a face i et i*, soit deux conditions de continuité de

contraintes et deux de déplacements .

1) Les conditions de continuité en contraintes sont :

a,:[l] B 0:[2] o (111.20)
D’aprés |, les quantitésb, bl et CJ .. .etc, dans de I’équation seront :
cl=|AM j=
{ .Jz] i=N,+LN (1.212)
bi=oM ol =0,b =M -6 =0
Et identiquement pour les autres coefficients d’influence.
2) Les conditions de continuité en déplacements sont :
ul +ul® =0
u;[l] +u:[2] _0 (111.22)

D’aprés les équation(111.15) et (111.16), les quantitésh?, by, et CS‘; ...etc, dans de I’équation

seront :

ci =B j=1N,
B j=N, +LN (111.23)

bl =u +ul P =00l =u™+u P =0

Et identiquement pour les autres coefficients d’influence.

111.4.CALCUL NUMERIQUE DE FACTEUR D’INTENSITE DE CONTRAINTE
Les discontinuitées de déplacements D; sont les déplacements relatifs entre la surface
supérieure et la surface intérieure de la fissure.les facteurs d’intensité de contraintes sont

déterminés a I’aide de ces discontinuités [Wen-1996].
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Pour déterminer les facteurs d’intensité de contraintes, une formulation par la méthode de
discontinuité de déplacements nous donne la combinaison liant les contrariantes en chaque
élément i et les discontinuités de déplacements en chaque élément de la fissure.

A I’élément i, en utilisant I’équation (1.25), nous avons :

i s
T T T T 1
—"'l I Zily

Fig .3: Elément d’une fissure.

- Ga,D/
o, = r 1 alm n
" ;ﬂ'(l_v) (Xm_xi)z_am2 Z
y _G - (111.24)
i am Dg]
O = r - alm s
) mzzlﬂ'(l_v) (Xm_xi)z_amz z
Ou a est la moitie de la longueur d’élément i et :
Ga
= (111.25)

aim = 2 2
7(1-v)[ (% - %)’ -a,’ |
Et x; est la coordonnée de milieu de I’élément i dans le repére lié a la fissure.

D’apres [Wen-1996], le facteur d’intensité de contrainte peut étre donnée par, (en basant sur
le noyau de green) :

K= \/_:[0' mdx iﬁéﬁx/%:iéaimFiD:\/% e
K = \/_ja —dx Zasﬁr—iliﬂa,mF,D\/_

Ou

X +a' T X +dl
F _ 1 j CHX gy - L [arcsin(ﬁ)a)i 1—(5)2} (1.27)
e 2\ cux w c ¢’

C : est la moitie de la longueur de la fissure.
Le signe positif est attribué a la téte droite de la fissure et le signe négatif a la téte gauche de

la fissure.
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D’aprés I’équation (I11.26), on peut prévoir qu’elle donne une meilleure approche de facteur
d’intensité de contrainte car elle se base sur les discontinuités de déplacements de tous les
éléments de la fissure. Cependant, plus on se rapproche de la téte de la fissure, plus

I’influence de sa discontinuité déplacement d’élément est plus grande.

111.5. CNCLUSION
Ce chapitre consacré a la méthode de discontinuité de déplacement est I’outil numérique pour
traiter des milieux non homogeénes prenant en charge I’interaction entre des inclusions et des

fissures.
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Exemples, résultats et interprétations Chapitre IV

I11.1. INTRODUCTION

Dans cette partie, nous traitons un nombre d’exemples en mécanique des solides simulés
numériquement par la méthode de discontinuités de déplacement (MDD) en bidimensionnel
en utilisant un code de calcul en langage de programmation FORTRAN90.Dans le cas des
fissures en présence d’inclusions, les résultats obtenus avec la présente approche (MDD)
seront comparés avec des resultats analytiques, quand elles sont disponibles, des résultats
obtenus par le code de calcul ANSYS. Des comparaisons sur le plan qualitatif avec des

résultats de la littérature obtenus numériquement sont présentées.

I111.2. MODELISATION PAR ELEMENTS FINIS

ANSYS est un code éléments finis d’usage général dédié a la résolution numérique d’une
large variété de problémes physique en général et de mécanique en particulier. Ces problémes
portent notamment : analyse structurale en statique et en dynamique (linéaire et non
linéaire), transfert de chaleur, dynamique des fluides, acoustique, électromagnétique.

Pour nos simulations Ansys, nous nous sommes intéressés a L’élément  SOLID PLANE
82.Les éléments Solid PLANE 82 sont définis par 8 nceuds et permettent de fournir des
résultats plus précis et peuvent tolérer des formes irréguliéres, sans que la perte de beaucoup
de précision.

De facon générale, une résolution par éléments finis par ANSYS comporte trois étapes :

1. Préparation des données ou Pré-processing: definir le probleme; les étapes majeurs

sont données : Définition des points clés (keypoints) /lignes/surfaces/volumes ; Définir le
type d’élément fini, ses propriétés géométriques et les propriétés

physiques des matériaux ; Maillage des lignes /surfaces/volume si cela est requis. Les données
nécessaires dépendent évidemment de la de la dimension du probleme (1D, 2D,
axisymétrique, 3D).

2. Traitement ou Processing: assigner les charges, contraintes (conditions aux limites)

et résolution; on spécifie notamment la nature des charges (localisées et/ou distribuees),
contraintes ou conditions aux limites (translation et rotation) et, finalement, on résout le
systéme d’équations.

3. Post-processing: analyse et visualisation des résultats; lors de cette étape, on peut
examiner : La liste des déplacements nodaux ; Les forces et des moments au niveau des

éléments; Tracé des Déformées ; Tracé des Iso contours des contraintes
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I111. 3. STRUCTURE DE PROGRAMME

Le programme est construit a I’aide du langage de programmation FORTRAN90. Le
programme est constitué de quatre parties :

-Localisation des éléments et définitions.

-Calcul des discontinuités des déplacements sur les frontieres ainsi que les contraintes et les
déplacements aux frontieres.

-Introduction des fissures.

-Calcul les contraintes et déplacements en des points intérieurs choisis.

Le premier module du programme comporte la lecture des principales donnees: les
caractéristiques mecaniques, le chargement et la discrétisation. Il discrétise le corps a étudier
et il affecte a chaque élément sa position, son orientation et ses conditions aux limites.

Le deuxiéme module est la partie principale. Il récupére les données a partir de la localisation
et il calcule les coefficients d’influence en appelant a la subroutine COEFF. Il construit
ensuite le systeme algébrique d’équations pour le résoudre grace a subroutine SOLVE pour
obtenir les composantes de discontinuité de deplacement de chaque élément. Ces résultats
vont étre chargés dans un fichier qui va étre utilisé comme une base de données pour les
autres parties .Finalement cette partie calcule le champ de contrainte et de déplacement pour
chaque élément de frontiére.

La troisieme partie du programme traite les probléemes de la mécanique de la rupture.

En présence de fissure, il récupere les données a partir de la deuxieme partie, ajoute les
nouveaux €éléments, et calcule les nouveaux coefficients d’influences en appelant la
subroutine COEFF. La subroutine SOLVE est appelée encore pour la résolution et le facteur
d’intensité de contrainte peut étre calculé.

Dans le but de valider notre travail, les résultats obtenus avec la présente méthode (MDD)
sont comparés avec des résultats obtenus par solutions analytique empiriques issus de la
littérature scientifique et concernent principalement le calcul du FIC. Des calculs ont été
lancés avec le code de calcul ANSYS. Une étude comparative est faite.

Les problemes traités dans ce chapitre sont dans I’ordre :

-Interaction de la fissure proche de I’inclusion : inclusion située a une certaine distance de la
fissure : a) Effet de rigidité b) Effet de distance.

-Deux fissures et une inclusion :a) Effet de rigidité b) Effet de distance.

-Fissure a I’intérieur de I’inclusion :a) Effet de rigidité b) Effet de distance.

-Une fissure avec une orientation arbitraire proche de I’inclusion et fissure centrée entre une

lacune circulaire et une inclusion.
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1111.4. EXEMPLES, RESULTATS ET INTREPRETATIONS
1111.4.1. INCLUSION DANS UNE PLAQUE SANS FISSURE
Le premier exemple concerne une plague carrée sans fissure contenant une inclusion en son

milieu. Ce test est préliminaire validation du code de calcul. La plague est soumise a une

traction uni-axiale c=100Pa.

>

A A A

A 4

& N
< >

Fig.1 : Modele géométrique d’une plaque sollicitée en traction.

L’inclusion est formée d’un matériau élastique dont le module de Young E; est différent de
celui de la matrice. L’inclusion est modélisée par une forme cylindrique de diametre D.

Les caractéristiques mécaniques de la plague sont E =21000MPa etv = 0.3.

Pour le calcul numérique, nous prenons L=5D, ou D est le diamétre de I’inclusion.

Le coté L de la plaque est égal a L=200mm .Chaque cété de la plaque est discrétisé par un
nombre d’eléments Ngy g, = 40 éléments. L’inclusion est discrétisé par :

Ninctusion = 150 éléments.

La variation du champ de contraintes est obtenue pour les trois rapports (pour : E»/E; =5,
E,/Ei=1et E,/E1=0.2).
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—— E2/E1=5(MDD)

- E2/E1=5(ANSYS)
E2/E1=1(MDD)

- E2/E1=1(ANSYS)

E2/E1=0.2(MDD)

- E2/E1=0.2(ANSYS)

B
@
]
|
|

17

[ S R R
N Wb

contrainte longitudinale
&

Fig.2 : Variation du champ de contraintes normales o,,, en présence de I’inclusion sur

y=0 (pour E,/E;=5,E,/E1=1,E,/E1=0.2).

La comparaison des résultats obtenus par notre code de calcul avec les résultats obtenus par le
code de calcul ANSYS 12 montre une trés bonne corrélation pour les trois rapports de
module de Young. Ceci nous permet d’avoir « confiance » dans les calculs concernant les
probléemes d’inclusion en présence de fissures.

Les résultats représentés sur la figure (2) sont obtenus pour trois rapports E»/E;.

Le programme met en évidence la discontinuité des contraintes au voisinage de I’interface
sauf pour le rapport E,/E;=1 équivalent dans ce cas, a un milieu continu.

Nous remarquons que pour un rapport E,/E; =0,2 la contrainte maximale est au niveau de
I’interface matrice inclusion .Une inclusion moins dure que la matrice permet I’obtention
d’une concentration de contraintes de degré moindre. Un effet contraire est observeé pour un
rapport égal a cinq (E2/E1=5). Dans ce cas les contraintes minimales sont au niveau de

I’interface matrice-inclusion.
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NODAL SOLUTICH

NODAL SOLUTICH ANSYS

HOV 4 2011
15:31:29

STEP=1
S0B =1
TIME-1

105.721 137.791 169.862
B9.686 121.756 153.826 185.897

Fig.4 : Variation du champ de contraintes normales au niveau de I’inclusion E,/E; =0.2.
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NODAL SOLUTION

STEP=1

SUB =1

TIME=1

SMx =146.547
{ |
jor o
| E . !
| » f
i

45.999 68.343 13.031 ° 135.375
57.171 124.203 146.547

Fig.5:Variation du champ de contraintes normales au niveau de I’inclusion E,/E; =5.

1111.4.2. INTERACTION D’UNE FISSURE ET D’UNE INCLUSION
Dans le cas de petites inclusions, des solutions analytiques sont disponibles donnant les FIC.
Pour de grosses inclusions, les solutions sont plus compliquées. Les travaux dans ce cas sont

orientés vers des calculs numériques.
4.2.1. EFFET DE RIGIDITE POUR PETITE INCLUSION

Pour mener a bien cette étude on considére que la plaque carrée d’une longueur de 0.2m de
coté, contenant une fissure de 40mm proche d’une inclusion de rayon R =2mm. La distance
1 entre I’inclusion et I’extrémité de la fissure est égale a 10R. Dans ce cas de figure, des
solutions analytiques sont disponibles.

La discrétisation est la suivante : 40 éléments sur les c6tés, 10 éléments sont utilisés sur la
fissure et I’inclusion est discrétisée avec 100 éléments.

La solution analytique en mode | avec un chargement transversale, a été donnée par (111.9) :

AKﬁp=CKojr0‘2 cos 20520+ —2_sin? 9cose |da
) 22 41-2v)

(111.2)
Pour 6 = 0, AK,;,peut étre exprimé sous forme ([Zhon-2002], [Qian-2002]) :
AK, =CK, [ 12 cos L cos an
A 2 2 (111.2)

Pour une seule petite inclusion avec une section circulaire de rayon R (R<<ry), le FIC est
donné par ([Zhon-2002], [Qian-2002]) :
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AKﬂpcho,”—Rz2
5 (111.3)
S N N 0 O
ro 2R

2a

Y

< [ >

Fig.6: une inclusion située a une certaine distance de la fissure.

(1-2v) E

&z _ 1),

Avec : AK;p = Ky — Kjp €t C = 2m(1-v) “E;

La solution analytique pourkj, , donnée par [Pil-1994] :

Kio = f(%)o'\/a

(11.4)
Avec :
a a a a
f(—)=(1-0.1(—)*+0.96(-)"),/1/ —
()= 0-01(2)" +0.96(3)"), 1/ cos(x())
(111.5)
L’equation (111 .3) peut étre écrite :
7R?
Ktip = (C?'i'l)Km
o (111.6)

D’apres (111.4), on trouve : K;, = 25,680Mpa
Les résultats analytiques et numériques peuvent étre représentes dans le tableau suivant:

Tableau 01 : FIC en fonction du rapport des modules de Young pour petite inclusion

Emar/. o1 | 02 | 03 05 1 2 5 10

incl

Rifo=0.1 | Kep(ANA) | 2564 | 2565 | 2565 | 2566 | 2568 | 25.78 | 25.86 | 26.06
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K. (MDD) 23.70 23.79 23.87 23.91 23.98 24.11 24.26 24.70

Le FIC augmente avec I’augmentation du rapport des modules de Young. Etant donné la
faible dimension de I’inclusion ayant permis la formulation de la solution analytique, la

variation du FIC n’est pas trés sensible. Mais les résultats obtenus restent satisfaisants.

\NSYS

O D petite inclusion

88.377
126

Fig.7: Aucun effet n’est prépondérant pour les petites inclusions.

4.2.2. EFFET DE RIGIDITE POUR GROSSE INCLUSION

Dans ce cas, nous supposons que la fissure est située dans la matrice et se propage vers
I’inclusion distante de d =10mm. Dans le cas d’inclusion considéré « grande » D = 40mm, le

modele précédent n’est pas utilisé. Nous nous contentons d’un calcul numérique.

FEERRTEIRTTTRRRY

d

L "

D=2R “—>

A

&
<

Fig.8 : Représentation d’une plaque sollicitée en traction en présence d’une fissure proche

d’une inclusion.
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Nous considérons le méme modele géométrique (figure 8), avec le méme chargement dont
les propriétés du matériau constituant la plaque sont : le module de Young E et le coefficient
de Poisson v; (Figure 8). Nous nous intéressons a la variation du FIC en fonction des
différents rapports des modules de Young inclusion-matrice. Les résultats obtenus
correspondent aux différentes longueurs de fissure respectivement a = 40mm et 60mm. Ces
résultats sont représentés sur la figure (9).

Les nombres des €léments ont été choisis comme suit : Nyg,geyr = 40 €léments,

Nfissure = 10€léments et Ny cpysi0n = 100 €léments.

10éléments et Ny ciusion = 100 éléments.

Tableau 02 : FIC en fonction du rapport des modules de Young pour grosse inclusion.

E,
/ E, 0.1 0.2 0.3 0.5 1 2 5 10
K, (ANS) 45.12 42.16 40.386 37.14 33.96 32.45 30.24 29.37
a=40mm
K,(MDD) 44.71 41.99 40.07 37.51 34.30 31.85 29.87 29.08
E,
/ E, 0.1 0.2 0.3 0.5 1 2 5 10
K, (ANS) 64.12 59.97 58.07 54.57 50.13 47.27 43.91 42.00
a= 60mm
K,(MDD) 63.86 60.04 57.37 53.86 49.49 46.15 43.43 42.33

—m— KI (MDD) a=0.04
~ % KI(ANS) a=0.04
* KI(MDD) a=0.06
~ % KI(ANS) a=0.06

Kl

Fig.9 : Variation du FIC en fonction des caractéristiques des matériaux inclusion-matrice.
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223.985 ° 52,3
159.78 288.191

a) E,/E1=0.5 b) E,/E1=1

C) Eg/E1:10

Fig.10 : Variation du champ de contraintes normales au niveau de la pointe de la fissure.

Nous remarquons que le du FIC diminue avec le rapport des valeurs E,/E;. Ce qui montre
que la configuration critique est obtenue pour une fissure proche d’une inclusion plus souple

que la matrice ou que I’inclusion rigide tend a freiner la propagation.

4.2.2. EFFET DE LA DISTANCE ENTRE LA FISSURE ET L’INCLUSION
Nous nous intéressons a la variation du FIC en fonction de la distance séparant I’inclusion de

la pointe de la fissure pour trois valeurs du rapport E,/E;. La fissure est fixé égale a a =3mm.

Tableau 03 : FIC en fonction de la distance entre fissure et I’inclusion.

d(mm) 10 11 12 15 17 20 25 30
E,/E;=02 | K(MDD) | 3548 | 3490 | 34.43 | 3337 32.87 32.32 31.77 31.55
KI(ANS) | 3571 | 3502 | 33.98 | 33.27 32.77 32.22 31.94 31.42

d 10 11 12 15 17 20 25 30
E,JE,=1 | KI(MDD) | 2871 | 2873 | 28.76 | 28.83 | 28.892 28.99 29.20 29.51
KI(ANS) | 2887 | 2875 | 2893 | 29.33 29.13 29.12 29.15 29.47

E,/E;=5 d 10 11 12 15 17 20 25 30
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Kl (MDD) 24.82 25.18 25.49 26.24 26.63 27.12 27.77 28.39
KI (ANS) 25.23 25.73 26.01 26.42 26.87 27.36 28.07 28.58
— = E2/E1=0.2 (MDD)
— o E2/E1=0.2(ANS)
60 -« E2/E1=1(MDD)
& e E2/E1=1(ANS)
53 —+ E2/E1=5 (MDD)
54 ~ + - E2/E1=5(ANS)
45
4Q
X 35
30

RSYS=0

MK =. 002055
M =-30.085
M =475.369

a) d=30mm

62.238

128.4

——
1594.561 5 306.885

419.208
Q75380

250.72 363.046

b) d=10mm
Fig. 12 : Variation du champ de contraintes normales au niveau de la pointe de la fissure qui

se propage vers I’inclusion pour E,/E;=5.

La figure (11) montre la variation du FIC en fonction de la distance d séparant I’inclusion de

la téte de fissure pour trois valeurs du rapport E,/E;.
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Le FIC diminue en fonction de la distance d pour le rapport des module de Young E,/E;=0.2
alors qu’il augmente pour le rapport E,/E1=5. Mais a une distance d fixée et a longueur de
fissure égale, le FIC est sensiblement supérieur pour le rapport E»/E; =0.2. Le cas critique
dans ce cas est obtenu pour une inclusion plus rigide que la matrice. Le potentiel de
propagation est plus important lorsque I’inclusion est plus souple que la matrice.

Nous retrouvons les conclusions de I’exemple précédent.

Au loin, le FIC se stabilise vers la valeur obtenue pour un rapport E»/E;=1.Nous retrouvons le

cas d’un matériau quasi homogene.

Tous ces résultats sont retrouveés par les calculs lancés sur ANSYS 12.
—

a) d=10 mm b) d=30mm
Fig. 13 : Variation du champ de contraintes normales au niveau de la pointe de la fissure qui

se propage vers I’inclusion pour E,/E;=0.2.
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. }L i == 05 (LAOAYY) N S I 2 (L&O&W)
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N S \L i ——us (pesery PR s Tl —a—4(presenty |
] B s e & 06 (pessrl) [ e opaf o 4o —— == - 6 (presant) -——=
< L < 03F-———q-=—= 4o eem |77 Bpresent) S
[ | === 10 &0&wW)
0.2 ] | o 10° {prasent)
0.1 I : | | |
| | l | |
0.1 o2 0.3 04 0.6 0.6 0.7 0.8
d/R
a) E2/E1< 1 b) E2/E1> 1

Fig.14 : Variation du FIC en fonction de I’avance de la fissure vers I’inclusion.

(C.Y. Dong, K.Y. Lee:A new integral equation formulation of two-dimensional inclusion—crack problems)

Nous pouvons noter un bon accord avec les travaux de Dong et al. pour les rapports de

module de Young comparables en se référant aux figures 14 a et 14 b.
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1111.4.3. INCLUSION CENTREE ENTRE DEUX FISSURES

Dans cet exemple, nous considérons une inclusion centrée entre deux fissures. Nous
considérons le méme modele géométrique avec le méme chargement et la méme
discrétisation. Les propriétés du matériau constituant la plaque sont le module de Young E; et
le coefficient de Poisson v.

La fissure a pour longueur a = 40mm et I’inclusion D =40mm (Figure 15).

CULTLILLILt LY

d d
«— D A «—>

d a

>

NN N

& N
< >

Fig. 15 : Représentation d’une plaque sollicitée en traction en présence de deux fissures

émanant d’une inclusion.

4.3.1. EFFET DE DISTANCE

Nous nous intéressons a la variation du FIC en fonction en fonction des différents rapports
d /R. Deux valeurs du rapport E,/E;sont considérées. Les résultats obtenus avec la présente
approche (MDD) sont comparés avec des résultats obtenus par le code de calcul ANSYS et
des résultats numériques de la littérature. Nous nous intéressons a la variation du FIC en

fonction des différents rapports d /R.
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— - — Kl B (MDD) E2/E1=2

5Q e KI B (ANS) E2/E1=2
KI B (MDD) E2/E1=0.5
—+— KI A (MDD) E2/E1=2
. A Kl A (MDD) E2/E1=0.5
3 ~ KI B (ANS) E2/E1=0.5
- KI A (ANS) E2/E1=2
- . - KIA(ANS) E2/E1=0.5
49 N
z o o ° . . g é
35 .
30
,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9

d/R

Fig.16 : Variation du FIC en fonction des distances d /R.

—O—G2G1=05 TipA

08 ¢ —DO—G2G1=05Tip B
0.7 =—A—G2G1=20 Tip A
—0— G2IE1=2.0 Tip B
08 T T -
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 086 0.7 0.8

d/R
Fig.17 : Variation du FIC en fonction des distances d /R [DON-2003]

La comparaison de ces résultats obtenus par notre code de calcul avec les resultats obtenus par
le code de calcul ANSYS 12 montre une bonne corrélation pour les quatre courbes.

La comparaison effectuée (figure 16 etl7) permet de montrer un bon accord en terme
qualitatif par rapport a nos résultats.

- Le FIC est maximum aux pointes de fissure B et C pour un rapport E»/E;1=0.5.
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- Pour un rapport E2/E1 =0,5, le FIC diminue avec I’augmentation du rapport.

Les observations concernant I’influence de la distance entre la fissure et I’inclusion sont

équivalentes a celle du test précédent.

4.3.2. EFFET DE RIGIDITE
Nous nous intéressons au calcul du FIC en fonction des différents rapports des modules de

Young matrice-inclusion.

Tableau 04 : FIC en fonction des caractéristiques des matériaux inclusion-matrice.

E2/E1 0.1 0.2 0.3 0.5 1 2 3 5 10

K,c(MDD) | 47.47 44.15 | 41.85 38.86 35.21 32.51 31.39 30.39 29.57

K;:(ANS) | 46.95 43.99 | 40.96 39.01 35.95 32.68 31.57 30.55 29.13

K;p(MDD) | 40.41 3890 | 37.88 36.56 35.00 33.86 33.40 33.00 32.66

K;c(ANS) | 41.23 39.15 37.48 36.23 34.32 32.42 32.10 31.91 31.87

—m— KI C (MDD)
— % KI C (ANS)

Kl D (MDD)
— - Kl D (ANS)

Kl
W W oA A

)

Fig.18 : Variation du FIC en fonction des caractéristiques des matériaux inclusion-matrice.

La comparaison de ces résultats obtenus par notre code de calcul avec les résultats obtenus par
le code de calcul ANSYS 12 montre un bon accord pour les différents rapports comme le
montre la figure (18). Les deux courbes montrent dans ce cas que le FIC diminue avec le
rapport des modules de Young inclusion/matrice. Le point E,/E;=1 constitue un point
d’inversion du point critique. La pointe de la fissure la plus critique devient celle la plus

éloignée de I’inclusion.
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e ———
165.654 245.012
126.035 205.353 284.671

A) E2/E1=1 B) E2/E1=0.2

HOTAL SOLOTTON

STER=1

AVE)

I
236 155.694 304.609
118.465 152.923 267.38 341.838

C) E2/E1=5

Fig. 19 : Variation du champ de contraintes normales au niveau de la pointe de la fissure.

1111.4.4.INCLUSION FISSUREE

Nous considérons dans cet exemple le cas ou la fissure se trouve dans I’inclusion (figure 20).
Nous calculons le FIC en fonction des différents rapports des modules de Young matrice-
inclusion (figure 21).
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IR E R R RN

>

/n

NN RN

Fig. 20 : Représentation d’une plaque sollicitée en traction en présence d’une fissure située

au fond de I’inclusion.

Les résultats obtenus correspondent a la longueur de fissure a=2mm en gardant les

discrétisations des exemples précédents. Ces résultats sont représentés sur la figure (21).

Tableau 05 :FIC en fonction des caractéristiques des matériaux inclusion-matrice.

EZ/E1 0.1 0.2 0.3 0.5 1 2 5 10
a=omm | KIANS) | 4301 | 3852 | 3491 | 2944 | 21250 | 13.74 6.73 3.65
KI(MDD) | 43.07 | 39.12 | 3546 | 28.99 22.16 13.72 7.262 4.61
—=— KI
50
49
30
=
20 /
/
O 2 4 [5] 8 10

E2/E1

Fig.21 : Variation du FIC en fonction des caractéristiques des matériaux inclusion-matrice.
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Nous remarquons que le FIC augmente avec le rapport des modules de Young E,/E;. Une
augmentation de ce rapport conduit a un FIC plus important et par conséquent un taux de
restitution d’énergie G plus important. Dans ce cas, le cas le plus critique correspond a une

inclusion plus rigide. Ce qui conforte les résultats obtenus avec une fissure dans la matrice.

X =194.576

a) Ex/E;1 =5 b) E»/E1=0.2
Fig. 22 : Variation du champ de contraintes normales au niveau de la pointe de la fissure qui

se propage vers la matrice.

Sur la figure (23), nous présentons la variation du FIC en fonction la distance (e)séparant la
pointe de la fissure et I’interface pour trois valeurs du rapport E,/E;.

Tableau 06 : FIC en fonction de I’avance de la fissure vers la matrice.

a =0.002 e 0.1 0.2 0.3 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

E,/E;1=5 K; 3782 | 3829 | 3895 | 41.16 | 43.01 | 4581 | 50.71 | 61.20
E,/E; =1 Ky 2230 | 2231 | 2232 | 2236 | 2236 2242 | 2247 | 22.50
E,/E =2 Ky 7.71 7.67 7.58 7.35 7.35 7.17 6.58 6.04
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6!
6 -
5 /
/-
4! /-
A - —m— E2/E1=5
.
- - - —e— E2/E1=1
— 3 E2/E1=0.2
X
3
2
[ ] ®— @ [ J [ ] ®— @ @
2
1
1
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 T,0

Fig.23 : Variation du FIC en fonction de I’avance de la fissure vers la matrice.

Pour un rapport E»/E; =0,2, le FIC diminue lIégerement avec I’augmentation du distance e.
Donc, le potentiel de propagation est moindre pour une inclusion plus souple que la matrice.
Si la matrice et I’inclusion présentent les mémes caractéristiques mécaniques (E»/E; = 1), on
peut considérer qu’il s’agit du méme matériau et c’est I’effet de la fissure qui apparait.
Contrairement a la fissure dans le matrice, pour le rapport E»/E1=5, la configuration est la

plus critique lorsque la fissure est dans I’inclusion pour une inclusion plus dure.

1111.4.5. FISSURE AVEC UNE ORIENTATION ARBITRAIRE PROCHE DE
L’INCLUSION

La figure (24) montre une plaque contenant une inclusion circulaire et une fissure de longueur
(a = 40mm); soumise a traction d’intensité o = 100 Mpa . Nous faisons varier I’angle 6
entre 0°et90°. La distance d = 30mm, La discrétisation est la méme que I’exemple précédent.
Nous calculons la variation des deux FIC (KI et KII) en fonction de I’orientation est tracée et

représentee sur la figure (24).
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Fig.24 : une fissure avec une orientation arbitraire proche de I’inclusion.

Tableau 07: Variation du FIC en fonction de I’inclinaison de la fissure pour E,/E;=2.

6 0 20 30 40 45 50 80 90
K1,(ANSYS) 30.15 27.20 23.38 19.05 15.82 13.21 | 6.14 0
Kl, 29.737 26.40 22.90 18.65 15.58 12.05 5.32 0
6 0 20 30 40 45 50 80 90
K11, (ANSYS) 0 10.04 13.83 15.64 16.01 16.22 | 27.93 | 3843
KIl, 051 9.79 13.45 15.094 1554 | 15.914 | 28.454 | 37.22
—o— KI ANSYS
49 —+— KI MDD .
~+ KIl ANSYS ;
35 —v— KIl MDD

cle

29

29

FIC

15

1Q

ANGLE

Fig.25 : Variation du FIC en fonction de I’inclinaison de la fissure pour E2/E1=2.
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Nous obtenons une bonne coincidence des résultats obtenus par ANSYS 12 et les résultats
obtenus par la méthode de discontinuité de déplacement.

La figure (25) montre la variation du FIC en fonction de I’orientation de la fissure pour une
distance d fixée entre le centre de la fissure et le point du cercle sur I’axe des abscisses et pour
un rapport des modules de Young E,/E;=2. Nous remarquons que K, diminue vers
I’inclinaison90° ce qui correspond a la position la plus stable. Cependant le K augmente.
Mais en termes d’équivalence en G en utilisant les relations en fonction des Kl globalement

les positions les plus critiques sont obtenues pour 6=0 et 90°.

- 1610688 H 111.726 164.77 7.8
027 178. 05 138.248 151.291 244,335

a) 6 = 45° b) 6 = 30°
Fig.26 : Variation du champ de contraintes en fonction de I’inclinaison de la fissure pour
E2/E1=2.

1111.4.6.FISSURE CENTREE ENTRE UNE ENTAILLE CIRCULAIRE ET UNE
INCLUSION

Dans cet exemple, nous considere une plaque carrée fissurée de longueur L =0.2m.E présente
une lacune circulaire centrée dans la moitié gauche de la plaque de rayon R=0.02m et une
inclusion de méme rayon sur la moitié droite de la plaque. Nous considérons le méme
chargement que I’exemple précédent. Le module de Young E;est égal a=21000MPa et le

coefficient de Poisson v =0.3.
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Fig.27 : une fissure centrée entre une entaille -inclusion.
Nous calculons la variation du FIC en fonction des différents rapports des modules de Young
inclusion-matrice. Les résultats obtenus correspondent a une longueur fissure a =20mm Les

courbe (28) la variation du FIC en fonction des rapports E,/E;.

Tableau 08: FIC en fonction des caractéristiques des matériaux inclusion-matrice.

E2/E1 0.1 0.2 0.3 0.5 1 2 3 5 10

Kiinc(MDD) 38.62 36.26 34.56 32.28 29.39 27.16 26.21 25.35 24.63

Kiinc(ANS)| 3731 | 3594 | 3405 | 3097 | 29.18 | 2596 25.14 24.58 23.93

Kieaine(MD] 39.95 | 3847 | 3742 | 36.01 | 3424 | 33.86 32.31 31.79 31.36

Kjrae(ANY 3890 | 37.98 | 36.81 | 35.46 | 3391 | 32.10 31.54 30.97 30.76
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—m— Kl inc(MDD)
~ o KIINC(ANS)

Kl ent(MDD)
- v Kl ent(ANS)

Fig.28 : Variation du FIC en fonction des caractéristiques des matériaux inclusion-matrice.

Le FIC diminue avec le rapport E»/E; pour les deux tétes de fissure. Le FIC c6té entaille est
plus grand que le FIC c6té inclusion. Une inclusion plus dure que la matrice permet le
ralentissement de la propagation de la fissure. Ceci est relevé dans les travaux de [Don-2003]

présentés sur la figure 29.

3q
2.5
— 2 = —é— —_—— i
<
[
=15
=
<= 1
A (BEM) | 3
S| A (present !
0.5 —— {I'.'l - :l _____________ _—— e — ]
— — — B (BEM} :
= B (present) |
D I | I ] 1
o 1 2 3 4 5

=, /G

Fig. 29:Variation du FIC en fonction des caractéristiques des matériaux inclusion-matrice.
([Don-2003])
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' 5 ‘ A.?, ‘

a) E2/E1=0.2 b) E2/E1=5
Fig.30 : Variation du champ de contraintes normales au niveau de la pointe de la fissure.

1111.5.CONCLUSION

Cette étude a été menée dans le but d’étudier le comportement d’une structure fissuré en
présence d’une inclusion pres de la fissure. L analyse des résultats donnés par la méthode de
discontinuité de déplacement, en les confrontant aux calculs sur ANSYS et d’autres travaux
de la littérature, a permis de tirer les conclusions suivantes :

-Pour une fissure dans la matrice et pour le rapport des modules de Young inclusion/matrice
E,/E; inférieur a 1, c'est-a-dire une inclusion plus souple que la matrice, pour une
configuration de fissure sur I’axe de I’inclusion, la position la plus critique correspond a la
téte de fissure la plus proche de I’inclusion. Cette situation s’inverse lorsque ce rapport est
supérieur a un et la position critiqgue correspond a la téte de fissure la plus éloignée de

I’inclusion.

-L’orientation d’une fissure ayant pour centre I’axe de I’inclusion fait intervenir le mode I et
I1. Un fort taux du mode Il est remarqué pour une fissure verticale due a I’interaction
inclusion/fissure. Les modes les plus critiques restent le mode 1 et le mode Il pur. Ce résultat a
été testé pour un rapport de E»/E;=2. Nous pensons que cela reste valable quelle que soit les

rapports des modules de Young.

-Pour une fissure contenue dans I’inclusion, la position la plus critique pour une téte plus
proche de I’inclusion est obtenue pour une inclusion plus rigide que la matrice. Ce qui

I’inverse du cas d’une fissure dans la matrice avec une inclusion plus souple.
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Dans cette étude, La méthode de discontinuité de déplacement est adopté pour la simulation
du probleme d’interaction inclusion fissure. L’étude montre I’efficacité de cette méthode.

Les résultats montrent particulierement I’effet de la présence d’inclusion pres de la fissure en
tenant compte du type du matériau de I’inclusion et de I’effet de la distance de celle-ci par
rapport a la fissure.

Les résultats obtenus concernent le FIC. Ils ont été comparés a une solution analytique dans
le cas de petites inclusions.

Les solutions analytiques pour de grosses inclusions ne sont pas disponibles. Dans ce cas, la
simulation numérique s’impose.

Des résultats numériques ont été obtenus et comparés aux resultats de la littérature. Des
calculs ont été lancés aussi sur ANSYS 12.

Les différentes comparaisons permettent d’apprécier la qualité des résultats obtenus par la
MDD et montrent le bon accord de nos résultats avec ceux trouves dans la littérature
scientifique.

L’analyse des résultats donnés par la méthode de discontinuité de déplacement, en les
confrontant aux calculs sur ANSYS et d’autres travaux de la littérature, a permis de tirer les

conclusions suivantes :

- Pour une fissure dans la matrice et pour le rapport des modules de Young
inclusion/matrice E,/E; inférieur a 1, c'est-a-dire une inclusion plous souple que la
matrice, pour une configuration de fissure sur I’axe de I’inclusion, la position la plus
critique correspond a la téte de fissure la plus proche de I’inclusion. Cette situation
s’inverse lorsque ce rapport est supérieur a un et la position critique correspond a la téte

de fissure la plus éloignée de I’inclusion.

- L’orientation d’une fissure ayant pour centre I’axe de I’inclusion fait intervenir le mode |
et Il. Un fort taux du mode Il est remarqué pour une fissure verticale due a I’interaction
inclusion/fissure. Les modes les plus critiques restent le mode I et le mode Il pur. Ce
résultat a été testé pour un rapport de E»/E1=2. Nous pensons que cela reste valable quelle
que soit les rapports des modules de Young.

- Pour une fissure contenue dans I’inclusion, la position la plus critique pour une téte plus
proche de I’inclusion est obtenue pour une inclusion plus rigide que la matrice. Ce qui

I’inverse du cas d’une fissure dans la matrice avec une inclusion plus souple.
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Cette étude a été menée sur des multi-matériaux isotropes par partie. La méthode est
extensible aux milieux orthotropes. Dans cette perspective, une étude complémentaire peut

étre menée pour travailler dans le cadre des milieux orthotropes non homogeénes.
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