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Abstract: This work deals with the fractional order control of nonlinear systems. A   conventional PID controller  

and fractional order  one  (PI
α
D

β
) are synthesized and compared  in term of dynamic performances of the TRMS system. 

Then, different nonlinear control approaches of fractional order are proposed for different classes of nonlinear systems. 

For the first class of nonlinear TITO systems, some structures of sliding mode control with   fuzzy logic are designed to 

overcome the chattering phenomena. Different sliding surfaces of integer order (PD, PID) and fractional order (PD
α
, 

PI
α
D

α
) are proposed. For the second class of nonlinear SITO systems, sliding mode controllers of integer order and 

fractional order were also proposed. In order to improve the performance of the system in closed loop, the algorithm of 

particle swarm (PSO) is used to optimize the control laws parameters. Numerical simulations were performed to 

highlight the performances of the proposed approaches. The simulation results shows the superiority of the fractional 

order control compared with the integer order one in the most cases. 

 

Key words: fractional order calculus, TRMS, TITO system, SITO system, PID controller, PI
α
D

β 
controller,     

sliding mode control,   PSO algorithm. 

 

 

Résumé: La théorie du calcul fractionnaire fait l’objet de multiples études depuis plusieurs années. L’objectif visé 
par le présent travail de thèse est l’utilisation de cette théorie pour la synthèse de lois de commande pour plusieurs 

classes de systèmes dynamiques. Dans un premier lieu, des commandes par PID classique et PID fractionnaire (PI
α
D

β
) 

sont synthétisées pour le système Twin Rotor Mimo System (TRMS). Ensuite, plusieurs  approches de commande non 

linéaires d’ordre fractionnaire sont proposées pour différents systèmes non linéaires. Pour les systèmes non linéaires 

Two Inputs Two outputs (TITO), différentes structures de commande par mode glissant combiné avec la logique floue 

élaborées afin de remédier aux problèmes de chattering ont été élaborées. Des surfaces de glissement d’ordre entier 
(PD, PID) et d’ordre fractionnaire (PDα

, PI
α
D

α
) sont proposées. Pour des systèmes non linéaires Single Input Two 

Outputs (SITO), des commandes par mode glissant d’ordre entier et d’ordre fractionnaire ont été également 

synthétisées. Afin d’optimiser les valeurs des paramètres des lois de commande proposées,  l’algorithme d’optimisation 
par essaim de particules (OEP) a été utilisé. Les résultats de simulation ont démontré la supériorité, en terme de 

performances des commandes d’ordre fractionnaire par rapport à celle d’ordre entier dans la majorité des situations.    

     

Mots clés: calcul d’ordre fractionnaire, TRMS, système TITO, système SITO , régulateur PID, régulateur PI
α
D

β
, 

commande par mode glissants, algorithme OEP.  
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✷✳✸ tr❛❝és ❞❡ ❇♦❞❡ ✭❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ♣❤❛s❡✮ ❞❡ ❞ér✐✈❛t❡✉r ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ s0.5

❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ s♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽
✷✳✹ ❉ér✐✈❛t❡✉r ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ (sα) ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ❞✬❡♥tré❡ r❛♠♣❡ ♣♦✉r ❞✐❢✲

❢ér❡♥ts ♦r❞r❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽
✷✳✺ ❘é❣✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥s (sα) ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ✹✺
✷✳✻ ❙tr✉❝t✉r❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✬✉♥ ré❣✉❧❛t❡✉r P■❉ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾
✷✳✼ ❈♦♠♠❛♥❞❡ P■❉ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ✭❛✮ ❥✉sq✉✬❛✉ ♣❧❛♥ ✭❜✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾
✷✳✽ ❧❡ s✐♠✉❧❛t❡✉r ❞✬❤é❧✐❝♦♣tèr❡ ❚❘▼❙✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶
✷✳✾ ❘é♣♦♥s❡ ❧✐❜r❡ ✭uv = uh = 0 ✈✮ ❞✉ s②stè♠❡ ❚❘▼❙ ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡

✭αv0, αh0✮❂✭✵✱ ✵✮ r❛❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸
✷✳✶✵ ❘é♣♦♥s❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡rt❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞❡ ❝♦✉♣❧é ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s

❡①❝✐t❛t✐♦♥s✱ ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ αv0, αh0 = (0, 0) r❛❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸
✷✳✶✶ s❝❤é♠❛ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ P■❉ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♦♣t✐♠✐sé❡ ♣❛r ❖❊P ❞✉

❚❘▼❙ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹
✷✳✶✷ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉t ❋ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❛s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺
✷✳✶✸ ❘é♣♦♥s❡ ❞✉ s♦✉s s②stè♠❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣♦✉r ✉♥ t❡st ❞❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻
✷✳✶✹ ❘é♣♦♥s❡ ❞✉ s♦✉s s②stè♠❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣♦✉r ✉♥ t❡st ❞❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻
✷✳✶✺ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼
✷✳✶✻ ❘é♣♦♥s❡ ❞✉ s♦✉s s②stè♠❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣♦✉rs✉✐t❡ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽
✷✳✶✼ ❘é♣♦♥s❡ ❞✉ s♦✉s s②stè♠❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣♦✉rs✉✐t❡ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✺✽
✷✳✶✽ ❘é♣♦♥s❡ ❞✉ s♦✉s s②stè♠❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣♦✉r t❡st ❞❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡

♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡①t❡r♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾
✷✳✶✾ ❘é♣♦♥s❡ ❞✉ s♦✉s s②stè♠❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣♦✉r t❡st ❞❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡

❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡①t❡r♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✸✳✶ s❝❤é♠❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺
✸✳✷ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✓ s❣♥ ✔ ❞❡ un✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺
✸✳✸ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡

❚■❚❖✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻
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✸✳✹ P❛rt✐t✐♦♥ ✢♦✉❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵
✸✳✺ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❞❡✱ ❛✮ ❧✬❡♥tré❡ s ❡t ❞❡✱ ❜✮ ❧❛ s♦rt✐❡ ✉❢ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵
✸✳✻ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡s rè❣❧❡s ✢♦✉❡s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ r ✳ ✳ ✳ ✼✷
✸✳✼ ❙②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ✢♦✉ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ ✳ ✳ ✳ ✼✸
✸✳✽ Pr♦❝❡ss✉s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✈❡❝ ❖❊P ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽
✸✳✾ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞♦✉❜❧❡ ♣❡♥❞✉❧❡ ✐♥✈❡rsé ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾
✸✳✶✵ ré♣♦♥s❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞♦✉❜❧❡ ♣❡♥❞✉❧❡ ✐♥✈❡rsé ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡rt❡ ♣♦✉r ❞❡s

é❝❤❡❧♦♥s ❞❡ ✷ ◆♠✱ ❛✈❡❝ (θ1(0), θ3(0)) = (0.5,−0.5) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵
✸✳✶✶ ▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉t ✭❋✮ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s str❛té❣✐❡s ❞❡

❝♦♠♠❛♥❞❡s s②♥t❤ét✐sé❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶
✸✳✶✷ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét❛t ✭x1✮ ❡t ✭x3✮✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✈❡❝ s✉r✲

❢❛❝❡ P❉✴ P❉ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷
✸✳✶✸ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ✭u1✮ ❡t ✭u2✮✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✈❡❝ s✉r❢❛❝❡

P❉✴ P❉ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷
✸✳✶✹ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét❛t ✭x1✮ ❡t ✭x3✮✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✈❡❝ s✉r✲

❢❛❝❡ P■❉✴ P■❉ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸
✸✳✶✺ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ✭u1✮ ❡t ✭u2✮✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✈❡❝ s✉r❢❛❝❡

P■❉✴ P■❉ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸
✸✳✶✻ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét❛t ✭x1✮ ❡t ✭x3✮ ❛✈❡❝ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s

❡①t❡r♥❡s✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✈❡❝ s✉r❢❛❝❡ P❉✴ P❉ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹
✸✳✶✼ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ✭u1✮ ❡t ✭u2✮ ❛✈❡❝ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❡①✲

t❡r♥❡s✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✈❡❝ s✉r❢❛❝❡ P❉✴ P❉ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹
✸✳✶✽ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét❛t ✭x1✮ ❡t ✭x3✮ ❛✈❡❝ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s

❡①t❡r♥❡s✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✈❡❝ s✉r❢❛❝❡ P■❉✴ P■❉ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺
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t❡r♥❡s✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✈❡❝ s✉r❢❛❝❡ P■❉✴ P■❉ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺
✸✳✷✵ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét❛t ✭x1✮ ❡t ✭x3✮ ❛✈❡❝ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s✱

✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✈❡❝ s✉r❢❛❝❡ P❉✴ P❉ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻
✸✳✷✶ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ✭u1✮ ❡t ✭u2✮ ❛✈❡❝ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s✱
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✸✳✷✸ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ✭u1✮ ❡t ✭u2✮ ❛✈❡❝ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s✱
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ●é♥ér❛❧❡

✵✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉✉r❛♥t ❧❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❞é❝❡♥♥✐❡s✱ ✉♥ ♣r♦❣rès ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡ ❛ été r❡♠❛rq✉é ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡✲

❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❡♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s

s♦♥t ♣r♦♣♦sé❡s ♣❛r ❧❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs ❛❧❧❛♥t ❞✉ P■❉ ❥✉sq✉✬❛✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s ❧❡s ♣❧✉s é❧❛❜♦ré❡s✳

▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r P■❉ ❡st s✉♣♣♦sé❡ êtr❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❜❛s❡ q✉✐ ❛ été

❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✈❡❝ s✉❝❝ès ❞❛♥s ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ✐♥❞✉str✐❡❧ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s q✉❡

♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ♦ù ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❝❤❛♥❣❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛

❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥✳

▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❡st ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞✐s❝♦♥✲

t✐♥✉❡✱ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét❛t✱ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❝ré❡r ✉♥❡

✈❛r✐été ♦✉ ❤②♣❡r✲s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✱ ❞♦♥t ❧❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ❢♦r❝❡r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡

à ❝♦ï♥❝✐❞❡r ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②♣❡r✲s✉r❢❛❝❡✳ ◗✉❛♥❞ ❧✬ét❛t ❡st ♠❛✐♥t❡♥✉

s✉r ❝❡tt❡ ❤②♣❡r✲s✉r❢❛❝❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ s❡ tr♦✉✈❡ ❡♥ ré❣✐♠❡ ❣❧✐ss❛♥t✳ ❙❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡♠❡✉r❡

❛❧♦rs ✐♥s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉① ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❡①tér✐❡✉r❡s ❡t ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s t❛♥t q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❞✉ ré❣✐♠❡ ❣❧✐ss❛♥t s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✈❛♥t❛❣❡s t❡❧s

q✉❡ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡✱ ❧❛ st❛❜✐❧✐té✱ ❡t ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡

❞❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ♦✉ ❜r♦✉t❡♠❡♥t ♣r♦✈♦q✉é ♣❛r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❡✉t

❛✈♦✐r ✉♥ ❡✛❡t ♥é❢❛st❡ s✉r ❧❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs✳ P♦✉r r❡♠é❞✐❡r à ❝❡t ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t✱ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✲

❧✉t✐♦♥s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ❉❛♥s ❬✶❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ✉♥❡ ❜❛♥❞❡

❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥✳ ❉✬❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❬✷❪✱

❬✸❪ ♦♥t été é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé❡s✱ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r

❧♦❣✐q✉❡ ✢♦✉❡ ♣♦✉r ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❤②❜r✐❞❡ ❛♣♣❡❧é❡ ❢✉③③②✲s❧✐❞✐♥❣ ♠♦❞❡ ❝♦♥tr♦❧✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❝♦♥t❡♥❛✐❡♥t ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❞ér✐✈é❡s ❡t ✐♥✲

té❣r❛❧❡s ❞✬♦r❞r❡ ❡♥t✐❡r✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭❞✬♦r❞r❡ ❡♥t✐❡r✮ ✈❡rs

✶✶



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ●é♥ér❛❧❡

❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬♦r❞r❡ ♥♦♥ ❡♥t✐❡r ❝♦♥❞✉✐t ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s ét✉❞❡s s②sté✲

♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❢✉r❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❛✉ 19iem s✐è❝❧❡ ♣❛r ▲✐♦✉✈✐❧❧❡✱ ❘✐❡♠❛♥♥ ❡t ❍♦❧✲

♠❡❣r❡♥ ❬✹❪✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞✬♦r❞r❡ ❡♥t✐❡r ♦♥t été ét❡♥❞✉❡s ❛✉① ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞✬♦r❞r❡

❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✳

▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✱ r❡✈✐❡♥♥❡♥t à ❖✉st❛✲

❧♦✉♣ q✉✐ ❛ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❧❛ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❘♦❜✉st❡ ❞✬❖r❞r❡ ◆♦♥ ❊♥t✐❡r ✭❈❘❖◆❊✮ ❬✺✱ ✻✱ ✼✱ ✽✱ ✾❪✱

♣✉✐s P♦❞❧✉❜♥② ❬✶✵❪✱ q✉✐ ♣r♦♣♦s❡ ❧❡ ré❣✉❧❛t❡✉r PIαDβ✳ ❊♥ ✷✵✵✸✱ ❈❛❧❞❡r♦♥ ❬✶✶❪ ❛ é❧❛r❣✐ ❧❛

❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ ❡♥t✐❡r à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝✲

t✐♦♥♥❛✐r❡ ❀ ❡t ♦✉✈r✐t ❧❛ ♣♦rt❡ à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❤❛♠♣✱ ♦ù ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s

♣❛r ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♦♥t été ♣r♦♣♦sés t❡❧❧❡s q✉❡ ✿ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡

❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦✉r ❧❛

❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ♠♦t❡✉r s②♥❝❤r♦♥❡ à ❛✐♠❛♥t ♣❡r♠❛♥❡♥t ❬✶✷❪✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r

♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♣♦✉r ✉♥ ❜r❛s ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ✢❡①✐❜❧❡ ❬✶✸❪✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡

♣❛r ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❢r❡✐♥❛❣❡ ♥♦♥ ❜❧♦❝❛❜❧❡s ❬✶✹❪✱ ❧❛

❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t t❡r♠✐♥❛❧ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡s s②stè♠❡s

❞②♥❛♠✐q✉❡s ❛✈❡❝ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❬✶✺❪ ❡t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✢♦✉✲♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ à ❞♦✉❜❧❡ rés❡r✈♦✐rs ❡t ❜r❛s ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ❬✶✻❪ ❀ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡st

✐♥tr♦❞✉✐t ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❡s ✈❛r✐étés ❞❡ s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✳

■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛❥❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠❛♥q✉❡ ❞❡

♠ét❤♦❞❡s s②sté♠❛t✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s

❧❡ ❝❛s ❞❡s s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝tés✳ ▲❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❡t ❧❛ s②♥t❤ès❡ s❡ ❜❛s❡♥t

s✉r ❧✬❡①♣❡rt✐s❡ ❡t ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s à ❝♦♠♠❛♥❞❡r✳ P♦✉r r❡♠é❞✐❡r

à ❝❡t ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t✱ ♣❧✉s✐❡✉rs t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦♥t été ✉t✐❧✐sé❡s ❛✜♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r

❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❖♥

♣❡✉t ❝✐t❡r✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❀ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❣é♥ét✐q✉❡s✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦❧♦♥✐❡s ❞❡ ❢♦✉r♠✐s

❡t ❧✬❡ss❛✐♠ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s✳ ✳ ✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs✱ ❛♣♣❡❧és ♠ét❤♦❞❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❡ss❛✐♠ ❞❡

♣❛rt✐❝✉❧❡s ✭❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✱ P❛rt✐❝❧❡ ❙✇❛r♠ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ P❙❖✮ ❬✶✼❪ s✬✐♥s♣✐r❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t

❞❡s ❛♥✐♠❛✉① ✈✐✈❛♥t ❡♥ ❡ss❛✐♠s ✭❛❜❡✐❧❧❡s✱ ♦✐s❡❛✉①✱ ♣♦✐ss♦♥s✳ ✳ ✳ ❡t❝✮✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s P❙❖

s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡ ♣rés❡♥t tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ❧♦✐s ❞❡

❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ q✉❡ ♥♦✉s s②♥t❤ét✐s❡r♦♥s✳

✶✷



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ●é♥ér❛❧❡

✵✳✷ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❡t ♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ✈✐sé ♣❛r ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♠✲

♠❛♥❞❡ ❜❛sé❡s s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧♦rs ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞❡s

❣❧✐ss❛♥ts ♦ù ♣❡✉ ❞❡ rés✉❧t❛ts s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳

▲❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♦r❣❛♥✐sé ❡♥ q✉❛tr❡ ❝❤❛♣✐tr❡s

❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s q✉❡❧q✉❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s

❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ P❙❖ ❡♥ ♠❡tt❛♥t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡✉rs ♣r✐♥❝✐♣❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉r ♠♦❞❡

❞❡ ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✳

❉❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s q✉❡❧q✉❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❧❡s

♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡s ❡♥ ♠❡tt❛♥t ❡♥ ❡①❡r❣✉❡ ❧❡✉rs ♣r♦♣r✐étés ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳

▲❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ♣❛r ♠♦❞è❧❡s ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s

❡st ❡♥s✉✐t❡ ❡①♣❧✐❝✐té❡✳ ▲❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣rés❡♥té❡s✳ ◆♦✉s s②♥t❤ét✐s♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ P■❉ ❞✬♦r❞r❡

❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♦♣t✐♠✐sé❡ ♣❛r P❙❖ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❚❘▼❙ ✭❚✇✐♥ ❘♦t♦r ▼✐♠♦ ❙②st❡♠✮✳

▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞❡

s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ✭PDα ❡t PIαDα✮ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡

❝♦♠♠❛♥❞❡ ❤②❜r✐❞❡s ✢♦✉❡✲♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡s s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s

❚■❚❖ ✭❚✇♦ ✐♥♣✉ts ❚✇♦ ❖✉t♣✉ts✮✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥

❞✬ét❛t ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ré❞✉✐t❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝✲

t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ❝❤♦s❡ q✉✐ ❢❛❝✐❧✐t❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❡①✐st❛♥t

❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❬✶✽❪✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣r♦♣♦sé❡s s♦♥t ♦♣t✐♠✐sé❡s

♣❛r ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❙❖✳

❉❛♥s ❧❡ q✉❛tr✐è♠❡ ❡t ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♣♦rt❡ s✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧♦✐s

❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♦♣t✐♠✐sé❡s ♣❛r P❙❖ ❞❡s s②stè♠❡s

❙■❚❖ ✭❙✐♥❣❧❡ ■♥♣✉t ❚✇♦ ❖✉t♣✉ts✮ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❯♥❡ ét✉❞❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♠✲

♠❛♥❞❡s ❞✬♦r❞r❡ ❡♥t✐❡r ❡t ❝❡❧❧❡s ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡st ♠❡♥é❡ ❛✜♥ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡

❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳

❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ rés✉♠❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧

❡t ❧❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s q✉✬✐❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦✉✈r✐r✳

✶✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✶

❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❡ss❛✐♠ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s

✭❖❊P✮

✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉❡✱ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✉♥ ❛①❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡

♣r✐✈✐❧é❣✐é ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs éq✉✐♣❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ✈✉ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❝❛♣✐t❛❧❡ q✉✬❡❧❧❡ r❡✈êt ❞❛♥s

♥♦tr❡ ✈✐❡ q✉♦t✐❞✐❡♥♥❡✳ ❈❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ à ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s

❡t ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ❬✶✾❪✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à r❡❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡

s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ q✉❛❧✐té s✉✣s❛♥t❡ ♣❛r♠✐ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛✉ r❡❣❛r❞ ❞✬✉♥ ✭❞❡s✮

❝r✐tèr❡✭s✮ ❞♦♥♥é ✭s✮ ❡t ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s à s❛t✐s❢❛✐r❡✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♠❛①✐♠✐s❡r ♦✉ à ♠✐♥✐♠✐s❡r

✉♥❡ ♦✉ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ✜t♥❡ss ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐é❡s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡

tr❛✐té✳ ❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♦♥ tr♦✉✈❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ♣❛r♠✐ ❡✉① ❝❡❧✉✐

❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❡ss❛✐♠ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s✳

▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❡ss❛✐♠ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✭❖❊P✮✱ ♦✉ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s P❛rt✐❝❧❡ ❙✇❛r♠ ❖♣t✐✲

♠✐③❛t✐♦♥ ✭P❙❖✮ ❡st ✉♥❡ ♠ét❛✲❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡

s♦❧✉t✐♦♥s ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ♣♦✉r ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡

❛ été ✐♥✈❡♥té ♣❛r ❘✉ss❡❧ ❊❜❡r❤❛rt ✭✐♥❣é♥✐❡✉r ❡♥ é❧❡❝tr✐❝✐té✮ ❡t ❏❛♠❡s ❑❡♥♥❡❞② ✭s♦❝✐♦✲

♣s②❝❤♦❧♦❣✉❡✮ ❡♥ ✶✾✾✺ ❬✶✼❪✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ✐♥s♣✐ré❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♦❝✐❛❧ ❞❡s ❛♥✐✲

♠❛✉① é✈♦❧✉❛♥t ❡♥ ❡ss❛✐♠✱ t❡❧s q✉❡ ❧❡s ❜❛♥❝s ❞❡ ♣♦✐ss♦♥s ❡t ❧❡s ✈♦❧s ❣r♦✉♣és ❞✬♦✐s❡❛✉①

❬✷✵❪✱ ❬✷✶❪✳ ❘❡②♥♦❧❞s ❛ ♠♦♥tré q✉✬✉♥ ❡ss❛✐♠ ré❛❧✐st❡ ❞✬♦✐s❡❛✉ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ♣r♦❣r❛♠♠é ❡♥

♠❡tt❛♥t ❡♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ tr♦✐s rè❣❧❡s s✐♠♣❧❡s ✿ ❛ss♦rt✐r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡s ✈♦✐s✐♥s✱ ♦r✐❡♥t❡r ♣♦✉r

❧❡ ❝❡♥tr❡ ♣❡rç✉ ❞❡ ❧✬❡ss❛✐♠✱ ❡t é✈✐t❡r ❧❡s ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❬✷✷❪✳

❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❝♦♦♣ér❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉s s✐♠♣❧❡s s♦✉✈❡♥t ❛♣♣❡❧és ❞❡s

✶✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❡ss❛✐♠ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✭❖❊P✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬❡ss❛✐♠ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✭❖✐s❡❛✉①✮✳

♣❛rt✐❝✉❧❡s✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s ♣♦ssè❞❡♥t ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ♠é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❝❤❛q✉❡

♣❛rt✐❝✉❧❡ s❡ r❛♣♣❡❧❧❡ ❞❡ s❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✈✐s✐té❡ ❡t ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣♦s✐t✐♦♥ tr♦✉✈é❡ ❞❛♥s

s♦♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳ ❈❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ❛❧♦rs s❡❧♦♥ ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♣❡rt✉r❜é❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t

❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❬✷✸❪✳

▲✬❖❊P ❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✐♠♣❧❡ ❡t ❡✣❝❛❝❡ q✉✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡

♣❛rt✐❝✉❧❡s ♣❧❛❝é❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ✐♥✐t✐❛❧✐sé❡s ❛✈❡❝ ❞❡s

✈✐t❡ss❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳

✶✳✷ ❋♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥

❉❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❡ss❛✐♠ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s ❛♣✲

♣❡❧és ♣❛rt✐❝✉❧❡s✱ s♦♥t ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡♠❡♥t ❞✐s♣♦sés ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡t ❤♦♠♦❣è♥❡✱ s❡ ❞é♣❧❛ç❛♥t

❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ❝♦♥st✐t✉❛♥t✱ ❝❤❛❝✉♥❡✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡✳

❈❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ♠é♠♦✐r❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t s❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✈✐s✐té❡ ❛✐♥s✐

q✉❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r ❛✈❡❝ ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❡ s♦♥ ❡♥t♦✉r❛❣❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ à ❝❤❛q✉❡

✐tér❛t✐♦♥ ✿

✶✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❡ss❛✐♠ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✭❖❊P✮

✖ ❈❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❣❛r❞❡r ❡♥ ♠é✲

♠♦✐r❡ s❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣♦s✐t✐♦♥ q✉✬❡❧❧❡ ❛ ❛tt❡✐♥t ❥✉sq✉✬✐❝✐ ✭♣❛r❢♦✐s ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡✮

❡t s❛ q✉❛❧✐té ✭❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ♦♣t✐♠✐s❡r ❡♥ ❝❡tt❡ ♣♦s✐t✐♦♥✮✳

✖ ❈❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s❡s ✈♦✐✲

s✐♥s ❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡❧❧❡s s❛ ♣r♦♣r❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭❡t ❧❛ q✉❛❧✐té

❛✛ér❡♥t❡✮✳

✖ ❈❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❝❤♦✐s✐t ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❞♦♥t ❡❧❧❡ ❛

❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ♠♦❞✐✜❡ s❛ ✈✐t❡ss❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ s❡s ♣r♦♣r❡s

❞♦♥♥é❡s ❡t s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✳

P♦✉r ré❛❧✐s❡r s♦♥ ♣r♦❝❤❛✐♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✱ ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❝♦♠❜✐♥❡ ❧❡s tr♦✐s t❡♥❞❛♥❝❡s

s✉✐✈❛♥t❡s ✿ s✉✐✈r❡ s❛ ♣r♦♣r❡ ✈✐t❡ss❡✱ r❡✈❡♥✐r ✈❡rs s❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❡t ❛❧❧❡r ✈❡rs ❧❛

♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ s❡s ✐♥❢♦r♠❛tr✐❝❡s✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ✐♥❢♦r♠❛tr✐❝❡ ❞ét❡❝té❡✱ ❧❛

♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡st ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❝❡s tr♦✐s t❡♥❞❛♥❝❡s✳ ▲❛

str❛té❣✐❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❡st ✐❧❧✉stré❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❉é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡✳

✶✳✷✳✶ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s

▲❡ ♥♦♠❜r❡ n ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❛❧❧♦✉é❡s à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞é♣❡♥❞ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t

❞❡ ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ✿

▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ D ❡t ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡

❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡t ❧❡ t❡♠♣s ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ■❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ rè❣❧❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❝❡

♣❛r❛♠ètr❡ n✱ ♠❛✐s ré❛❧✐s❡r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❡ss❛✐s ♣❡r♠❡t ❞❡ s❡ ❞♦t❡r ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡

à ❧✬❛♣♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡✳

❈❡ q✉✐ ❝♦♠♣t❡✱ ❝✬❡st ♣❧✉tôt ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✜t♥❡ss ❞♦✐t êtr❡ é✈❛❧✉é❡ ❝❛r

✶✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❡ss❛✐♠ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✭❖❊P✮

❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ré❡❧s✱ ❝❡tt❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ t❡♠♣s ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✱

❡t é✈✐❞❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ❝❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡st é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s✳

❉♦♥❝ s✐ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥❡

s♦❧✉t✐♦♥✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ t❡♥tés ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡ss❛✐♠✳ ▼❛✐s ✉♥ ❡ss❛✐♠

tr♦♣ ♣❡t✐t r✐sq✉❡ ❞❡ ♠❡ttr❡ très ❧♦♥❣t❡♠♣s ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦✉ ♠ê♠❡ ♥❡ ♣❛s ❧❛

tr♦✉✈❡r ❞✉ t♦✉t✳ ❉♦♥❝ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s à tr♦✉✈❡r✳ ❊♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t❡✉rs

♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✷✵ à ✸✵ ♣❛rt✐❝✉❧❡s q✉✐✱ ❡♥ ❡✛❡t✱ s❡ ré✈è❧❡♥t t♦✉t à ❢❛✐t

s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❛ q✉❛s✐✲t♦t❛❧✐té ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ t❡st ❝❧❛ss✐q✉❡s ❬✷✹❪✳

✶✳✷✳✷ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡ss❛✐♠

▲❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉r ✈✐t❡ss❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✐♥✐t✐❛❧✐sés ❛❧é❛t♦✐✲

r❡♠❡♥t s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r ❬✵✱ ✶❪✳

▼❛✐s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡ q✉❡ tr♦♣ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s t❡♥❞❡♥t à s♦rt✐r ❞❡

❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞ès ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣❛s ❞✉ t❡♠♣s✱ ♥✐ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ♣❧✉s t❛r❞✳ P♦✉r ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s

❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ♥♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥t❡♥t♦♥s ❞❡ t✐r❡r ❛✉ ❤❛s❛r❞ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡

❝❤❛q✉❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ✈✐t❡ss❡✱ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❛♥s ✿

[(xmin − xmax) /2, (xmax − xmin) /2] ✭✶✳✶✮

✶✳✷✳✸ ❊q✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡

à ♠✐♥✐♠✐s❡r s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❉✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t s♦♥ ✈❡❝t❡✉r

❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ xi = [xi1, xi2, ..., xiD]✱ ❡t s♦♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ✈✐t❡ss❡ vi = [vi1, vi2, ..., viD]✳ ▲❛ q✉❛❧✐té

❞❡ s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❢ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✳

❈❡tt❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❣❛r❞❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❡❧❧❡ ❡st ❞é❥à ♣❛ssé❡✱

q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ Pbesti = (pbesti1, pbesti2, ..., pbestiD)✳ Gbest = (gbest1, gbest2, ..., gbestD)

❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛tt❡✐♥t❡ ♣❛r ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❡ ❧✬❡ss❛✐♠✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ré✲

❢ér♦♥s à ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧✬❖❊P✱ ♦ù t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❡ ❧✬❡ss❛✐♠ s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s

❝♦♠♠❡ ✈♦✐s✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ✐✱ ❞✬♦ù ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ Gbest ✭❣❧♦❜❛❧ ❜❡st✮✳

❆✉ ❞é♣❛rt ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❡ ❧✬❡ss❛✐♠ s♦♥t ✐♥✐t✐❛❧✐sé❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧é❛t♦✐✲

r❡✴ré❣✉❧✐èr❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❆ ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ❝❤❛q✉❡

♣❛rt✐❝✉❧❡ s❡ ❞é♣❧❛❝❡✱ ❧❡✉rs ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ❧❡✉rs ♣♦s✐t✐♦♥ à ❧✬✐tér❛t✐♦♥ ✭k + 1✮

s♦♥t ♠✐s❡s à ❥♦✉rs✳ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ré❣✐ss❛♥t ❝❡tt❡ ét❛♣❡ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✭✶✳✷✮ ❡t ✭✶✳✸✮

✶✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❡ss❛✐♠ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✭❖❊P✮

r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❬✷✺❪ ✿

vk+1
i,j = wvki,j + c1r

k
1i,j(pbest

k
i,j − xki,j) + c2r

k
2i,j(gbest

k
j − xki,j), j ∈ {1, .., D} ✭✶✳✷✮

P❜❡stk+1
i =







Pbestki , si f(xk+1
i ) ≥ Pbestki

xk+1
i , sinon

xk+1
i,j = xki,j + vk+1

i,j , j ∈ {1, ..., D} ✭✶✳✸✮

✇ ✿ s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✐♥❡rt✐❡✱ ✐❧ s❡rt à ❝♦♥trô❧❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❧❛✲

❝❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❢✉t✉r✳

c1 ❡t c2 ✿ s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s✱ ❛♣♣❡❧é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❝♦❣♥✐t✐❢ ❡t

❧❡ ❢❛❝t❡✉r s♦❝✐❛❧ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧ ❡t ❝♦❧❧❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❤❛q✉❡

♣❛rt✐❝✉❧❡✳

r1 ❡t r2 ✿ s♦♥t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞✐str✐❜✉és ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❬✵✱✶❪✳

➚ ❧✬✐tér❛t✐♦♥ ✭k + 1✮✱ ❧❡s ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs Pbesti ❡t Gbest s♦♥t ♠✐s à ❥♦✉r✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡

♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ✭✶✳✹✮✱ ❡t ✭✶✳✺✮ ❬✷✺❪✳

Pbestk+1
i =







Pbestki , si f(xk+1
i ) ≥ Pbestki

xk+1
i , sinon

✭✶✳✹✮

Gbestk+1 = argmin
Pbesti

f(Pbestk+1
i ), 1 ≤ i ≤ n ✭✶✳✺✮

♦ù f ❝✬❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉t✳

▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❡ss❛✐♠ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❡st rés✉♠é❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

✭✶✳✶✮✳ ▲❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt ♣❡✉t êtr❡ ❞✐✛ér❡♥t s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦sé✳ ❙✐ ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧

❡st ❝♦♥♥✉ ❛ ♣r✐♦r✐✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ✑❡rr❡✉r ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✑ ξ ❝♦♠♠❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt ❬✷✹❪✳

✶✳✷✳✹ ❈♦♥✜♥❡♠❡♥t ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡

▲♦rs ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡ss❛✐♠✱ ✐❧ ♣❡✉t ❛rr✐✈❡r q✉✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ s♦rt❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡

r❡❝❤❡r❝❤❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ ❀ P♦✉r s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s ♦♥t

été ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ✭♥♦té❡ Vmax✮

q✉✐ ✈❛ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧✑ ✬❡①♣❧♦s✐♦♥✑ ❞✉ s②stè♠❡✱ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

✭✶✳✷✮ ❬✷✻❪✳ ❉❛♥s ❬✷✼❪ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✉♥❡ ét✉❞❡ s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❖❊P s✉✐✈❛♥t ❝❡tt❡

♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

✶✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❡ss❛✐♠ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✭❖❊P✮

❚❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❡ss❛✐♠ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✳✶
✶✳ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ♥ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✿ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ✈✐t❡ss❡✳
✷✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡
✸✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ✐✱ Pbesti = xi
✹✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ●❜❡st s❡❧♦♥ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✺✮
✺✳ ❚❛♥t q✉❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s❢❛✐t ❢❛✐r❡ ✿
✻✳ ❉é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s s❡❧♦♥ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✶✳✷✮ ❡t ✭✶✳✸✮
✼✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s
✽✳ ▼✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ Pbesti ❡t ●❜❡st s❡❧♦♥ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✶✳✹✮ ❡t ✭✶✳✺✮
✾✳ ❋✐♥

❚❛❜❧❡❛✉ ✶✳✷✿ ❋✐①❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♠❛①✐♠❛❧❡
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✳✷
✶✳ ❙✐ vki,j ≻ Vmax ❛❧♦rs
✷✳ vki,j = Vmax

✸✳ ❋✐♥ s✐
✹✳ ❙✐ vki,j ≺ −Vmax ❛❧♦rs
✺✳ vki,j = −Vmax

✻✳ ❋✐♥ s✐

❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❀ ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡

♣❡r♠❡t ❞❡ r❛♠❡♥❡r ✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳

❙✉♣♣♦s♦♥s✱ ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r✱ q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s♦✐t [xmin, xmax]
D ❛✈❡❝ ❉ ❡st ❧❛

❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳

❆❧♦rs ❝❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ st✐♣✉❧❡ q✉❡ s✐ ✉♥❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ xk+1
i,j ✱ ❝❛❧❝✉❧é❡ s❡❧♦♥ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s

❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✱ s♦rt ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [xmin, xmax]✱ ♦♥ ❧✉✐ ❛ttr✐❜✉❡ ❡♥ ❢❛✐t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣♦✐♥t

❢r♦♥t✐èr❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ à r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡s

éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✭✶✳✸✮ ♣❛r ✿

xk+1
i,j = min(max(xki,j + vk+1

i,j , xmin), xmax) ✭✶✳✻✮

❊♥ ♦✉tr❡✱ ♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ s♦✉✈❡♥t ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡

❧❛ ✈✐t❡ss❡✱ s♦✐t ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ q✉✐ ♣♦s❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛r s♦♥ ♦♣♣♦sé❡✱ s♦✉✈❡♥t

♣♦♥❞éré❡ ♣❛r ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à ✶✱ s♦✐t✱ t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ ❧✬❛♥♥✉❧❛♥t✳

P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ♠ê♠❡ ❞✉ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❝♦♥s✐st❡ à ❞✐r❡ ❝❡❝✐ ✿ ✓ s✐ ✉♥❡

♣❛rt✐❝✉❧❡ t❡♥❞ à s♦rt✐r ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ r❛♠❡♥❡r ❛✉ ♣♦✐♥t ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡

q✉✐ s♦✐t ❞❛♥s ❝❡t ❡s♣❛❝❡ ❡t ♠♦❞✐✜❡r s❛ ✈✐t❡ss❡ ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✔✳ ■❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r

❧❡s ❝♦♥✜♥❡♠❡♥ts ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s à ❣r❛♥✉❧❛r✐té ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ✭P♦s✐t✐♦♥s à ✈❛❧❡✉rs

❡♥t✐èr❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ ♦✉ à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✭❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✮ ❞♦♥t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s

✶✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❡ss❛✐♠ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✭❖❊P✮

❞♦✐✈❡♥t ❛✈♦✐r t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳

✶✳✷✳✹✳✶ ❈♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧✬❡ss❛✐♠

❡st ♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❈❧❡r❝ ❡♥ ✷✵✵✷ ❬✷✽❪✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ χ

q✉✐ ❝♦♠❜✐♥❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s w✱ c1✱ c2✳ ▲❡s ét✉❞❡s ❡✛❡❝t✉é❡s ♣❛r ❈❧❡r❝ ❡t ❑❡♥♥❡❞② ♦♥t

❞é♠♦♥tré q✉✬✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ✉♥❡ ♣ré✈❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡ss❛✐♠✱ ♣❡✉t êtr❡

❛ss✉ré❡ ❡♥ r❡♥❞❛♥t ❞é♣❡♥❞❛♥ts ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s w✱ c1✱ c2✳ P❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡

❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✮ ❞❡✈✐❡♥t ✿

vk+1
i,j = χ

[

vki,j + Φ1r
k
1i,j(pbest

k
i,j − xki,j) + Φ2r

k
2i,j(gbest

k
j − xki,j)

]

✭✶✳✼✮

❆✈❡❝ ✿

χ =
2

∣
∣
∣2− Φ−

√
Φ2 − 4Φ

∣
∣
∣

✭✶✳✽✮

♦ù Φ = Φ1 + Φ2✱ Φ ≻ 4✳

P❛r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞✐✜é❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❖❊P ❡st

éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧✬❖❊P ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛✈❡❝ ✿ w ↔ χ, c1 ↔ χΦ1 et c2 ↔ χΦ2✳

❆✈❡❝ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① t❡sts ❡✛❡❝t✉és ❞❛♥s ❬✷✽❪✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♦♣t✐♠❛❧❡s ❞❡ Φ1✱ Φ2 s♦♥t ❞é✲

t❡r♠✐♥és✳ ●é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ Φ = 4.1 ❡t Φ1 = Φ2 = 2.05✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

χ = 0.7298844✳

✶✳✷✳✺ ❈r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt

❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❣❛r❛♥t✐❡ ❞❛♥s t♦✉s

❧❡s ❝❛s✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❞♦t❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✉♥❡ ♣♦rt❡ ❞❡ s♦rt✐❡ ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥

♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s✳ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ s✬❛rrêt❡ ❛❧♦rs s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡

♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❡st ❛tt❡✐♥t ♦✉ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❝r✐tèr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ♣♦✉r

❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳

✶✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❖❊P

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❖❊P ♦♥t été ❛♣♣❧✐q✉é❡s à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡s

t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡✱ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s ré✲

✷✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❡ss❛✐♠ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✭❖❊P✮

s❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s✱ ❡t ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s✱ à ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❤❛✉t❡♠❡♥t s♣é❝✐❛❧✐sé❡s

t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ré❛❝t✐✈❡ ❡t ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ t❡♥s✐♦♥ ❬✷✾❪✱ ❧✬❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡ ❜✐♦✲

♠é❞✐❝❛❧❡ ❬✸✵❪ ✱ ❡t ♠ê♠❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✉s✐q✉❡ ❬✸✶❪✳ ❆✉ ❝♦✉rs ❞❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❖❊P ❡st ❞❡✈❡♥✉ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❝❤♦✐① ♣r✐✈✐❧é❣✐é ♣♦✉r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❤❡r❝❤❡✉rs

♣♦✉r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢s ❬✸✷❪ ❡t ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞②♥❛✲

♠✐q✉❡ ❬✸✸❪✳

▲✬✉♥❡ ❞❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❖❊P ét❛✐t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡

♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s✳ ❊❜❡r❤❛rt ❛ ✉t✐❧✐sé ❧✬❖❊P ♣♦✉r r❡♠♣❧❛❝❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡

tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧ r❡tr♦✲♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ ❬✷✻❪✳ ❊♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ s♦♥

❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛♣✐❞❡✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❖❊P ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ rés❡❛✉

❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ♣❡✉t q✉❡❧q✉❡s ❢♦✐s é❝♦♥♦♠✐s❡r ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛❣❡ s✉✐✈❛♥t❡ ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❖❊P q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr♦✉✈és ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳

✶✳✹ ❖❊P ❡t ❤②❜r✐❞❛t✐♦♥

▲✬❤②❜r✐❞❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❝♦♥s✐st❛♥t à ❝♦♠❜✐♥❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s

♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ♣♦✉r t✐r❡r ♣r♦✜t ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s q✉✬♦✛r❡ ❝❤❛q✉❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ▼❛✐s

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ rés✉❧t❛♥t r✐sq✉❡ ❞✬❤ér✐t❡r é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❡✉rs ❢❛✐❜❧❡ss❡s ❬✷✺❪✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t

♦♥ ❞♦♥♥❡ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❤②❜r✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❖❊P ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳

❊♥ ✶✾✾✽✱ ❆♥❣❡❧✐♥❡ ❛ ♣r♦♣♦sé ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❤②❜r✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❖❊P ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦✲

r✐t❤♠❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ❬✻✽❪ ❞♦♥t ❧❡ ❜✉t ❡st ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡s ❜♦♥♥❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s q✉✐ ✈♦♥t s✉❜✐r

✉♥❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ❡t ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ♠❛✉✈❛✐s❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s✳ P✉✐s✱ ▲✐❛♥ ❡t ❛❧ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❡♥ ✷✵✵✻

✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❖❊P ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ♥♦♠♠é ◆P❙❖ ❬✻✾❪

❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧s ♦♥t ✐♥té❣ré ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❝r♦✐s❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ét❛♣❡s

❞❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❖❊P✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❖❊P ❡st ❛✉ss✐ ❤②❜r✐❞é ❛✈❡❝ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦❧♦♥✐❡s ❞❡ ❢♦✉r♠✐s✱ t❡❧s

q✉❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❙❤❡❧♦❦❛r ❡t ❛❧✱ ❡♥ ✷✵✵✼ ❬✼✵❪✱ ❡t ❩❛♥❣ ❡t ❛❧✱ ❡♥ ✷✵✵✾ ❬✼✶❪✳ ❉❛♥s ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s

❤②❜r✐❞❡s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦❧♦♥✐❡ ❞❡ ❢♦✉r♠✐s ❛ été ✉t✐❧✐sé ❡♥ t❛♥t q✉❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡

❧♦❝❛❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s✳

❊♥✜♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ❤②❜r✐❞❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❖❊P ❛✈❡❝

❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s✳ ◆♦✉s ❝✐t♦♥s ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ❖❊P ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❚❛❜♦✉ ❬✼✷❪✱ ❬✼✸❪ ❀ ❖❊P

❛✈❡❝ ❧❡ r❡❝✉✐t s✐♠✉❧é ❬✼✹❪✳✳✳❡t❝✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❡ss❛✐♠ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✭❖❊P✮

❚❛❜❧❡❛✉ ✶✳✸✿ ❯♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❖❊P✳
Pr♦❜❧è♠❡ ❆✉t❡✉r ❘é❢ér❡♥❝❡
✲♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ ✲●✳❈✳ ❖♥✇✉❜♦❧✉ ❡t ❛❧✳ ❬✸✹❪
✲♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛❝ à ❞♦s ✲❏✳ ❈✳ ❇❛♥s❛❧ ❡t ❛❧✳ ❬✸✺❪
✲❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡ ✲❆✳ ❙❛❧♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✸✻❪
✲rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s ✲❏✳ ❑❡♥♥❡❞② ❡t ❛❧✳ ❬✷✷❪

✲❘✳ ▼❡♥❞❡s ❡t ❛❧✳ ❬✸✼❪
✲❆✳✈✳❊✳ ❈♦♥r❛❞✐❡ ❡t ❛❧✳ ❬✸✽❪
✲❱✳●✳ ●✉❞✐s③ ❡t ❛❧✳ ❬✸✾❪
✲ ❏✲❘✳ ❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✹✵❪

✲❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ✲❊✳❙✳ ❈♦rr❡❛ ❡t ❛❧✳ ❬✹✶❪
✲❱✳▲✳ ●❡♦r❣✐♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✹✷❪

✲❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥❞✉str✐❡❧ ✲❙✳ ❑❛t❛r❡ ❡t ❛❧✳ ❬✹✸❪
✲❘✳ ▼❛r✐♥❦❡ ❡t ❛❧✳ ❬✹✹❪

✲♣✉✐ss❛♥❝❡ ré❛❝t✐✈❡ ❡t ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ t❡♥s✐♦♥ ✲❍✳ ❨♦s❤✐❞❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✾❪
✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r P■❉ ✲❩✲▲✳ ●❛✐♥❣ ❬✹✺❪
✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ❋❖P■❉ ✲❍✳ ❘❛♠❡③❛♥✐❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✹✻❪

✲❩✳ ❇✐♥❣✉❧ ❡t ❛❧✳ ❬✹✼❪
✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ❧♦❣✐q✉❡ ✢♦✉❡ ✲❩✳ ❇✐♥❣✉❧ ❡t ❛❧✳ ❬✹✽❪
✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ✲ ❍✳ ❆❜❞❡rr❡③❡❦ ❡t ❛❧✳ ❬✹✾❪

✲ ▼✳ ❚❛❤❡r❦❤♦rs❛♥❞✐ ❡t ❛❧✳ ❬✺✵❪
✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ✢♦✉❡✲♠♦❞❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ✲ ❘✳ ❍♦♦s❤♠❛♥❞ ❡t ❛❧✳ ❬✺✶❪
✲❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡ ❜✐♦✲♠é❞✐❝❛❧ ✲▼✳P✳ ❲❛❝❤♦✇✐❛❦ ❡t ❛❧✳ ❬✸✵❪
✲s②stè♠❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✲●✳❑✳ ❱❡♥❛②❛❣❛♠♦♦rt❤② ❬✺✷❪
✲❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✲❙✳ ▼✐❦❦✐ ❡t ❛❧✳ ❬✺✸❪
✲s②stè♠❡ P❱❚ ✲■✳ ❚❛❜❡t ❡t ❛❧✳ ❬✺✹❪
✲♣r♦❜❧è♠❡s ♠✉❧t✐ ♦❜❥❡❝t✐❢ ✲❏✳ ▼♦♦r❡ ❡t ❛❧✳ ❬✺✺❪

✲❈✳❆✳ ❈♦❡❧❧♦ ❡t ❛❧✳ ❬✺✻❪
✲❏✳❊✳ ❋✐❡❧❞s❡♥❞ ❡t ❛❧✳ ❬✺✼❪
✲❳✳ ❍✉ ❡t ❛❧✳ ❬✺✽❪
✲❑✳❊✳ P❛rs♦♣♦✉❧♦s ❡t ❛❧✳ ❬✺✾❪

✲♣r♦❜❧è♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✲❆✳ ❈❛r❧✐s❧❡ ❡t ❛❧✳ ❬✻✵❪
✲❳✳ ❍✉ ❡t ❛❧✳ ❬✻✶❪
✲❘✳❈✳ ❊❜❡r❤❛rt ❡t ❛❧✳ ❬✻✷❪
✲❆✳ ❈❛r❧✐s❧❡ ❡t ❛❧✳ ❬✻✸❪
✲❚✳ ❇❧❛❝❦✇❡❧❧ ❡t ❛❧✳ ❬✻✹✱✻✺❪
✲❙✳ ❏❛s♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✻✻❪
✲❉✳ P❛rr♦tt ❡t ❛❧✳ ❬✻✼❪
✲❳✳ ▲✐ ❡t ❛❧✳ ❬✸✸❪

✲♠✉s✐q✉❡ ✲❚✳▼✳ ❇❧❛❝❦✇❡❧❧ ❡t ❛❧✳ ❬✸✶❪

✶✳✺ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ t❡st

❆✜♥ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❖❊P ❞❡ s❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ t❡❧s q✉❡✱ ❧❛

❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭❉✮✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✭♥✮ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ✭❦✮

❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ t❡sts s✉r ❧❡s ❞❡✉①

❢♦♥❝t✐♦♥s ✭✶✳✾✮ ❡t ✭✶✳✶✵✮✳ ❈❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦ssè❞❡♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ✉♥ ♦♣t✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧ é❣❛❧ à

✷✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❡ss❛✐♠ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✭❖❊P✮

✵✳

Fonction Sphre







F1(x) =
D∑

i=1
x2i

x = [x1, x2, ...., xD] ∈ [−10, 10]
✭✶✳✾✮

Fonction Rastrigin







F2(x) =
D∑

i=1
(x2i − 10. cos(2πxi) + 10)

x = [x1, x2, ...., xD] ∈ [−5.12, 5.12]
✭✶✳✶✵✮

▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s Φ1✱ Φ2 ❡t χ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❖❊P ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡ s♦♥t ✜①és à

✷✳✵✺✱ ✷✳✵✺ ❡t ✵✳ ✼✷✾✽ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ▲❛ sér✐❡ ❞❡ t❡sts ❡st ❡✛❡❝t✉é ❛✈❡❝ ❧❡s tr♦✐s s❝é♥❛r✐♦s

s✉✐✈❛♥t ✿

✖ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r s❝é♥❛r✐♦ ✿ ♦♥ ✜①❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❦ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ♥

à ✶✵✵ ❡t ✷✵ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❡t ♦♥ ✈❛r✐❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❉✳

✖ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ s❝é♥❛r✐♦ ✿ ♦♥ ✜①❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❦✱ ❡t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

❉ à ✶✵✵ ❡t ✶✵ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❡t ♦♥ ✈❛r✐❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ♥✳

✖ ▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ s❝é♥❛r✐♦ ✿ ♦♥ ✜①❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❉ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛rt✐✲

❝✉❧❡s ♥ à ✶✵ ❡t ✷✵ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❡t ♦♥ ✈❛r✐❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❦✳

❆♣rès ✉♥❡ sér✐❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❡ ✺ ❡ss❛✐s ❝❤❛❝✉♥❡ ❀ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s♦♥t

❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✶✳✸✱ ✶✳✹ ❡t ✶✳✺ ❡t ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① ✶✳✹✱ ✶✳✺ ❡t ✶✳✻ ✿
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ s❝❡♥❛r✐♦ ✶ ❀ ❛✮ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F1✱ ❜✮ ♣♦✉r ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ F2

❉✬❛♣rès ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✶✳✸✱ ✶✳✹

❡t ✶✳✺ ❀ ❡t ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① ✶✳✹✱ ✶✳✺ ❡t ✶✳✻✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ✿

✷✸
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✿ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ s❝❡♥❛r✐♦ ✸ ❀ ❛✮ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F1✱ ❜✮ ♣♦✉r ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ F2

❚❛❜❧❡❛✉ ✶✳✹✿ ▼✐♥✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❉✳
❋♦♥❝t✐♦♥ ▼✐♥✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧ ❉❂✶✵ ❉❂✷✵ ❉❂✸✵

F1 ✵ ✷✳✵✹✹ ✯ ✶✵−9 ✵✳✵✷✸✶✾ ✵✳✹✸✺✹
F2 ✵ ✵✳✵✵✵✶✹✷✶ ✺✳✹✺ ✸✷✳✼✸

✖ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♠♣ê❝❤❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧✬♦♣✲

t✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧✳

✖ ❧❡ ❜♦♥ ❝❤♦✐① ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✭♥✮ ♣❡✉t ❛✐❞❡r à ❝♦♥✈❡r❣❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✈❡rs

✷✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❡ss❛✐♠ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✭❖❊P✮

❚❛❜❧❡❛✉ ✶✳✺✿ ▼✐♥✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ♥✳
❋♦♥❝t✐♦♥ ▼✐♥✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧ ♥❂✺ ♥❂✶✵ ♥❂✷✵

F1 ✵ ✵✳✸✷✻✽ ✵✳✵✵✶✺✾✶ ✸✳✷✸ ✯ ✶✵−7

F2 ✵ ✷✷✳✸✽ ✵✳✶✽✶✻ ✵✳✵✵✵✽✽✼✻

❚❛❜❧❡❛✉ ✶✳✻✿ ▼✐♥✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❦✳
❋♦♥❝t✐♦♥ ▼✐♥✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧ ❦❂✷✵ ❦❂✺✵ ❦❂✶✵✵

F1 ✵ ✵✳✵✵✽✷✹✻ ✵✳✵✵✵✸✸✾✾ ✵✳✵✵✵✶✼✶✷
F2 ✵ ✸✳✾✽✷ ✵✳✵✶✼✸✺ ✹✳✾✵✾ ✯ ✶✵−5

❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧✳

✖ s❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭❉✮ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✭♥✮✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥♥❡r

✉♥ ♥♦♠❜r❡ s✉✣s❛♥t ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♣♦✉r q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ❧✬♦♣t✐♠✉♠

❣❧♦❜❛❧✳

✖ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r ❛✉ss✐ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s✱ ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

✭F1✮ ❡st ♠❡✐❧❧❡✉r q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✭F2✮ ❀ ❛❧♦rs✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉✬✐❧ ② ❛ é❣❛❧❡✲

♠❡♥t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳

✶✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ✉♥ ✐♥térêt ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛ été ♣♦rté à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❡s✲

s❛✐♠ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✭❖❊P✮✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✱ ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞✬❛♥✐♠❛✉① ❡♥ ❡ss❛✐♠s✱

❛ ❝♦♥♥✉ ✉♥ ❣r❛♥❞ s✉❝❝ès ❞❡♣✉✐s s❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡✳ ❙❛ r❡❧❛t✐✈❡ s✐♠♣❧✐❝✐té ❡t s♦♥ ❡✣❝❛❝✐té ❡♥

❢♦♥t ✉♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❧❡s ♣❧✉s ✉t✐❧✐sés ❞❡ ♥♦s ❥♦✉rs✳ ❉✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝é ♣❛r

❝✐t❡r s♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❡✱ s♦♥ ♦r✐❣✐♥❡✱ s❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛✐♥s✐ q✉❡ s♦♥ ❤②❜r✐❞❛t✐♦♥

❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❖❊P

❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥♥é ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ t❡st s✉r ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ✉s✉❡❧❧❡s✳ ❉❛♥s

❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts ♥♦✉s ❢♦✉r♥✐r♦♥s ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧ s✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡

❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✳

✷✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❙✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬♦r❞r❡

❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡st ✉♥ s✉❥❡t ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞♦♥t ❧✬❤✐st♦✐r❡ r❡♠♦♥t❡ à

♣❧✉s ❞❡ ✸✵✵ ❛♥s✳ ▲✬✐❞é❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡ ❞❡♣✉✐s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬♦r❞r❡ ❡♥t✐❡r ❀

❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ré❢ér❡♥❝❡ ét❛♥t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❝❡❧❧❡ ❧✬❛ss♦❝✐❛♥t à ▲❡✐❜♥✐③ ❡t ❞❡ ❧✬❍♦♣✐t❛❧ ❡♥

✶✻✾✺ ♦ù ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞✬♦r❞r❡ ❞❡♠✐ ✭✶✴✷✮ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f(t) ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ t ❛

été ♠❡♥t✐♦♥♥é❡✳ ➚ ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✱ ♦♥ ❛ss✐st❡ ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t r❛♣✐❞❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❈❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡

❞é❝r✐r❡ ❡t ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥ ♦❜❥❡t ré❡❧ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s

✧❡♥t✐èr❡s✧ ❀ ❝❛r ❧❡s ♦❜❥❡ts ré❡❧s s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❬✻❪✱ ❬✼✺❪✱ ❬✼✻❪✳ P♦✉r✲

t❛♥t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ✢✉✐❞❡s ♠♦♥tr❡ ❝♦♠♠❡♥t ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞✬♦r❞r❡ ✉♥

❞❡♠✐ ❛♣♣❛r❛ît t♦✉t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t q✉❛♥❞ ♦♥ ✈❡✉t ❡①♣❧✐❝✐t❡r ✉♥ ✢✉① ❞❡ ❝❤❛❧❡✉r s♦rt❛♥t ❧❛té✲

r❛❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✐❞❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ✐♥t❡r♥❡✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥ ♣rés❡♥t❡✱ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❧❡s ♣❧✉s

❝♦♥♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❡✉rs

♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣r♦♣r✐étés q✉✐ ♥♦✉s s❡r♦♥t ✉t✐❧❡s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡

❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✳

❖♥ ♣rés❡♥t❡ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ✈✉❡ ❣é♥ér❛❧❡ s✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝✲

t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ❧❡✉rs ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❛✐♥s✐ q✉❡ q✉❡❧q✉❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✬♦r❞r❡

❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ♣✉✐s ♦♥ t❡r♠✐♥❡ ♣❛r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥ ♣rés❡♥t❡✱ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❧❡s ♣❧✉s

✷✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

❝♦♥♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❡✉rs

♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣r♦♣r✐étés q✉✐ ♥♦✉s s❡r♦♥t ✉t✐❧❡s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡

❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✳

❖♥ ♣rés❡♥t❡ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ✈✉❡ ❣é♥ér❛❧❡ s✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝✲

t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ❧❡✉rs ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❛✐♥s✐ q✉❡ q✉❡❧q✉❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✬♦r❞r❡

❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ♣✉✐s ♦♥ t❡r♠✐♥❡ ♣❛r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

✷✳✷ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

✷✳✷✳✶ ❋♦♥❝t✐♦♥s s♣é❝✐✜q✉❡s ♣♦✉r ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

❉❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❥♦✉❛♥t ✉♥ rô❧❡ très

✐♠♣♦rt❛♥t✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ●❛♠♠❛ ❊✉❧❡r ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ▼✐tt❛❣✲▲❡✤❡r ❬✼✼❪ ♣rés❡♥té❡s

❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

✷✳✷✳✶✳✶ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ●❛♠♠❛

▲✬✉♥❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ●❛♠♠❛✳ ❈❡tt❡

❢♦♥❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❛ ❢❛❝t♦r✐❡❧❧❡ n!✱ ❡t ♣❡r♠❡t à ♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♥♦♥ ❡♥t✐èr❡s✳ ▲❛

❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ●❛♠♠❛ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✐♥té❣r❛❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❬✼✽❪✱ ❬✼✾❪ ✿

Γ(z) =

∞∫

0

e−ttz−1dt, z > 0 ✭✷✳✶✮

■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ✭✷✳✶✮ ❝♦♥✈❡r❣❡ ♣♦✉r t♦✉t z ∈ C✱ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ Re(z) ≻ 0✳

▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ✭✷✳✷✮ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s ❞❡ ✭✷✳✶✮✳

Γ(z + 1) = zΓ(z) ✭✷✳✷✮

➱✈✐❞❡♠♠❡♥t Γ(1) = 1✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✷✳✷✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣♦✉r z = 1, 2, 3, ...

Γ(2) = 1.Γ(1) = 1!

Γ(3) = 2.Γ(2) = 2!

Γ(4) = 3.Γ(3) = 3!

...........................

Γ(n+ 1) = n.Γ(n) = n.(n− 1)! = n!

✭✷✳✸✮

❯♥❡ ❛✉tr❡ ♣r♦♣r✐été ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ●❛♠♠❛ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ❛ ❞❡s ♣ô❧❡s s✐♠♣❧❡s

✷✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

♣♦✉r z = 0,−1,−2,−3, ...

❙♦♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡st ✿

Γ(z) = ϕ(z) +
(−1)0

0!

1

0 + z
+

(−1)1

1!

1

1 + z
+

(−1)2

2!

1

2 + z
+ .... ✭✷✳✹✮

❆✈❡❝ ✿

ϕ(z) =

∞∫

1

e−ttz−1dt ✭✷✳✺✮

❈❡❝✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡♥t✐èr❡s ♥é❣❛t✐✈❡s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ●❛♠♠❛ t❡♥❞ ❛s②♠♣✲

t♦t✐q✉❡♠❡♥t ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳

✷✳✷✳✶✳✷ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ▼✐tt❛❣✲▲❡✤❡r

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬♦r❞r❡ ❡♥t✐❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ exp(z) ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳

❉❡ ♠ê♠❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ▼✐tt❛❣✲▲❡✤❡r ❥♦✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t

✉♥ rô❧❡ très ✐♠♣♦rt❛♥t ❬✼✽❪✳

❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ✉s✉❡❧❧❡s ✿

✖ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▼✐tt❛❣✲▲❡✤❡r à ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Eα(z) =
∞∑

k=0

zk

Γ(αk + 1)
α > 0 ✭✷✳✻✮

❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ▼✐tt❛❣✲▲❡✤❡r ❡♥ ✶✾✵✸ ❬✼✽❪✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ✉s✉❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ α = 1 ❬✼✾❪✳

E1(z) =
∞∑

k=0

zk

Γ(k + 1)
=

∞∑

k=0

zk

k!
= ez ✭✷✳✼✮

❊♥ ✶✾✺✸✱ ❧❛ ❢❛♠❡✉s❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▼✐tt❛❣✲▲❡✤❡r à ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s Eα,β(z) ❛ été ✐♥tr♦✲

❞✉✐t❡ ♣❛r ❆❣❛r✇❛❧ ❬✽✵❪✳ ❙❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢✉t ♠♦❞✐✜é❡ ♣❧✉s t❛r❞ ♣❛r ❊r❞é❧②✐ ❡t ❛❧✳ ❬✽✶❪ ♣♦✉r

❞❡✈❡♥✐r✱

Eα,β(z) =
∞∑

k=0

zk

Γ(αk + β)
α, β > 0 ✭✷✳✽✮

✷✳✷✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡s ❞✐✛❡r♦✲✐♥t❡❣r❛❧ ♥♦tés ♣❛r aD
α
t ✱ ❖ù ❛ ❡t t s♦♥t ❧❡s ❧✐♠✐t❡s

❞❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❡t α ∈ R s♦♥t ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝✐❛t✐♦♥

✷✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬♦r❞r❡ ♥♦♥ ❡♥t✐❡r✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✐✛❡r♦✲✐♥té❣r❛❧ ❝♦♥t✐♥✉ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

aD
α
t =







dα

dtα
pour α ≻ 0

1 pour α = 0
∫ t
a (dτ)

α pour α ≺ 0

✭✷✳✾✮

❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝✲

t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ♠❛✐s ❧❡s ♣❧✉s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sés s♦♥t ✿

✷✳✷✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥✲▲✐♦✉✈✐❧❧❡ ✭❘▲✮

❙♦✐❡♥t α ∈ R+ ❡t ❢ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✐♥té❣r❛❜❧❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r [a+∞]✳

▲✬✐♥té❣r❛❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞✬♦r❞r❡ α ❞❡ ❢ ❞❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❛ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❬✽✷❪ ✿

aI
α
t f(t) =

1

Γ(α)

∫ t

a
(t− τ)α−1f(τ)dτ ✭✷✳✶✵✮

▲❛ ❞ér✐✈é❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞✬♦r❞r❡ α ❞❡ ❢ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❬✽✷❪ ✿

aD
α
t f(t) =

1

Γ(m− α)

dm

dtm

∫ t

a

f(τ)

(t− τ)1−(m−α)
dτ ✭✷✳✶✶✮

❖ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❡♥t✐❡r m ❡st t❡❧ q✉❡ m− 1 < α < m

❈❡tt❡ ❞ér✐✈é❡ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ ❞é✜♥✐❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✵✮

❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

aD
α
t f(t) =

dm

dtm
{aI(m−α)

t f(t)} ✭✷✳✶✷✮

✷✳✷✳✷✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❈❛♣✉t♦

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❈❛♣✉t♦ ♣❡✉t êtr❡ é❝r✐t❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t

❬✼✻❪✱ ❬✽✸❪ ✿

aD
α
t f(t) =

1

Γ(m− α)

∫ t

a

fm(τ)

(t− τ)1−(m−α)
dτ ✭✷✳✶✸✮

❆✈❡❝ m− 1 < α < m

❉❛♥s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥✲▲✐♦✉✈✐❧❧❡✱ ❡t ❈❛✲

♣✉t♦ s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ◆♦t♦♥s ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥✲▲✐♦✉✈✐❧❧❡ ♣❛r

RL
a Dα

t T (t) ❡t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❈❛♣✉t♦ ♣❛r C
aD

α
t f(t)✱ ❛❧♦rs ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❡✉① ❡st ✿

✷✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

RL
a Dα

t T (t) =
C
aD

α
t f(t) +

m−1∑

k=0

(t− a)k−α

Γ(k − α + 1)
f (k)(a) ✭✷✳✶✹✮

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡s ❛✈❡❝ ❧❡s

❞ér✐✈é❡s ❞❡ ❈❛♣✉t♦ s♦♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦r♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞✬♦r❞r❡

❡♥t✐❡r✳ ■❧ ❡st ✉♥ ❛✈❛♥t❛❣❡ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❡①✐❣❡♥t ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡

❞ér✐✈é❡s ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡s✱ ♦ù ✐❧ ② ❛ ❞❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s s❝❛❧❛✐r❡s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s✱ q✉✐

❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t f(a)✱ f
′(a)✱ f ,,(a)✱ ✳✳✳❡t❝ ❬✽✹❪✳

✷✳✷✳✷✳✸ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ●rü♥❞✇❛❧❞✲▲❡✐t♥✐❦♦✈ ✭●▲✮

❯♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❡♥t✐èr❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ●▲ ♣❡✉t

êtr❡ ❢♦r♠❛❧✐sé❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❬✼✻❪ ✿

aD
m
t f (t) = lim

h→0

1

hm

∞∑

k=0

(−1)k






m

k




 f (t− k.h) ✭✷✳✶✺✮

❖ù ❤ ❡st ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❜✐♥♦♠✐❛✉①






m

k




 s♦♥t ❞♦♥♥és

♣❛r ✿






m

k




 =

m!

k! (m− k)!
✭✷✳✶✻✮

❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧✬❡♥t✐❡r ♠ ♣❛r ❧✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ α ∈ R+✱ ❡t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✷✳✶✻✮ ♣❛r

❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿






α

k




 =

Γ (α + 1)

Γ (k + 1) Γ (α− k + 1)
✭✷✳✶✼✮

Γ ét❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ●❛♠♠❛✳

▲❛ ❞ér✐✈é❡ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞✬♦r❞r❡ α ≻ 0 ❞❡ ●✲▲ ❡st ❞♦♥❝ ✿

aD
α
t f (t) = lim

h→0

1

hα

N∑

k=0

(−1)k






α

k




 f (t− k.h) ✭✷✳✶✽✮

❖ù N = t−a
h
✱

❙✐ ❢ ❡st ❝❛✉s❛❧❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ♣❛s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❤ ✓ ♣❡t✐t ✔✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ✿

✸✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

aD
α
t f (t) ≈

1

hα

N∑

k=0

(−1)k






α

k




 f (t− k.h) ✭✷✳✶✾✮

❖♥ ♠♦♥tr❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡

α à ❧✬✐♥st❛♥t tm = h.m✱ ♦ù ❤ ❡st ❧❡ ♣❛s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✱ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

aD
α
t f (tm) =

1

hα

N∑

k=0

(−1)k






α

k




 fm−k ✭✷✳✷✵✮

❖ù fm = f (tm)✱

❈❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥

♥♦♥ ❡♥t✐èr❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢ ❝❛✉s❛❧❡✳

✷✳✷✳✸ ◗✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

▲❡s ♣r♦♣r✐étés ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞❡s ❞ér✐✈é❡s✴✐♥té❣r❛❧❡s ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ s♦♥t ❧❡s s✉✐✲

✈❛♥t❡s ❬✹❪✱ ❬✼✻❪✱ ❬✼✽❪✱ ❬✽✹❪✱ ❬✽✺❪ ✿

✖ ❙✐ f(t) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ t✱ ❛❧♦rs s❛ ❞ér✐✈é❡ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

0D
α
t f(t) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ t✱ α✳

✖ P♦✉r α = n✱ ♦ù n ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❡♥t✐❡r✱ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ 0D
α
t f(t) ❞♦♥♥❡ ❧❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t

q✉❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝✐❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ ❡♥t✐❡r ♥✳

✖ P♦✉r α = 0✱ 0D
α
t f(t) = f(t)

✖ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝✐❛t✐♦♥ ❡t ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ s♦♥t ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❧✐♥é❛✐r❡s ✿

aD
α
t (λf(t) + µg(t)) = λaD

α
t f(t) + µaD

α
t g(t) ✭✷✳✷✶✮

✖ ▲❛ ❞ér✐✈é❡ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ f(t) ❞♦♥♥❡ ✿

aD
α
t (aD

−α
t f(t)) = f(t) ✭✷✳✷✷✮

✖ ▲✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ ❞ér✐✈é❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ f(t) ❛✉ s❡♥s ❞❡

❈❛♣✉t♦ ❞♦♥♥❡ ✿

aD
−α
t (aD

α
t f(t)) = f(t)−

m−1∑

k=0

fk(a)

k!
(t− a)k ✭✷✳✷✸✮

✖ ▲✬✐♥té❣r❛❧ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ ❞ér✐✈é❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ f(t) ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❘▲

❞♦♥♥❡ ✿

✸✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

0D
−α
t (0D

α
t f(t)) = f(t)−

m∑

k=1

[

0D
α−k
t f(t)

]

t=0

tα−k

Γ(α− k + 1)
, m− 1 ≺ α ≺ m ✭✷✳✷✹✮

✖ s✐ f(t) ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣♦✉r t ≥ 0 ❧✬é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ✈ér✐✜é❡ ✿

D−α
t (D−β

t f(t)) = D−β
t (D−α

t f(t)) = D−α−β
t f(t), α, β ∈ R+ ✭✷✳✷✺✮

✖ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ❈❛♣✉t♦ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à (m−α) ✕❢♦✐s ✐♥té❣r❛✲
t✐♦♥s ❛♣rès ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝✐❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ♠✳

Dα
t (f(t)) = D

(α−m)
t

dm

dtm
(f(t)) ✭✷✳✷✻✮

❆✈❡❝ m− 1 < α < m, m ∈ N, α ∈ R

✖ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❘▲ ♣❡✉t êtr❡ réé❝r✐t❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡

aD
α
t (f(t)) =

dm

dtm
(aD

(α−m)
t f(t)) ✭✷✳✷✼✮

❆✈❡❝ m− 1 < α < m, m ∈ N, α ∈ R

✖ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❛❞❞✐t✐❢ ✭♣r♦♣r✐été s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡✮✳

▲❛ ❞ér✐✈é❡ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞✬♦r❞r❡ ❡♥t✐❡r

dm

dtm
(aD

α
t f(t)) = aD

α
t (
dmf(t)

dtm
) = aD

α+m
t f(t) ✭✷✳✷✽✮

s♦✉s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ t = a✱ ♦♥ ❛ fk(a) = 0✱ ✭k = 0, 1, 2...m− 1✮✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s

❡st ✈ér✐✜é❡✳

✖ ❉ér✐✈é❡s ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s

aD
α
t f(t) = aD

α1

t aD
α2

t aD
α3

t ....aD
αn
t f(t)

α = α1 + α2 + α3 + ....+ αn, 0 ≺ αi ≺ 1
✭✷✳✷✾✮

▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞ér✐✈é❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ Dα
t ♣❡✉t êtr❡ ❞❡ ●▲✱ ❘▲ ♦✉ ❞❡ ❈❛♣✉t♦✳

✷✳✷✳✹ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡

❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ✳

▲❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛✉ss✐

s✐♠♣❧❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♦r❞✐♥❛✐r❡✳ ▲❡ ♣r♦❝é❞é ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡

✸✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

▲❛♣❧❛❝❡ ❡st s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦✉t✐❧ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉✐ s❡ ♣♦s❡♥t

❞❛♥s ❧✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ❬✹❪✱ ❬✽✻❪✳

✷✳✷✳✹✳✶ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥✲

♥❛✐r❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥✲▲✐♦✉✈✐❧❧❡ ❞✬♦r❞r❡ α > 0 ❞é✜♥✐ ♣❛r ✭✷✳✶✵✮✱ q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❝r✐r❡

❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s g(t) = tα−1

Γ(α)
❡t f(t) ❬✼✽❪ ✿

0I
α
t f(t) = 0D

−α
t f(t) = 1

Γ(α)

∫ t
a (t− τ)α−1f(τ)dτ

= tα−1

Γ(α)
∗ f(t)

✭✷✳✸✵✮

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ tα−1

Γ(α)
❡st ❬✼✻❪✱ ❬✼✽❪ ✿

G(s) = L

(

tα−1

Γ(α)
; s

)

= s−α ✭✷✳✸✶✮

s ét❛♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ é❣❛❧ à ❥✇✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥

❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✷✳✸✷✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥✲▲✐♦✉✈✐❧❧❡ ❡t ●r✉♥✇❛❧❞✲▲❡t♥✐❦♦✈ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✷✳✸✸✮ ✿

L {f(t) ∗ g(t); s} = F (s).G(s) ✭✷✳✸✷✮

L
{

0D
−α
t f(t); s

}

= s−α.F (s) ✭✷✳✸✸✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧ s✉r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡

✈♦✐r ❬✼✽❪✳

✷✳✷✳✹✳✷ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

✖ ❉ér✐✈é❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥✲▲✐♦✉✈✐❧❧❡

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥✲

▲✐♦✉✈✐❧❧❡ ♣♦✉r m− 1 ≺ α ≺ m ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❬✹❪✱ ❬✼✻❪✱ ❬✽✹❪✱ ❬✽✻❪ ✿

L {0Dα
t f(t); s} = sαF (s)−

(m−1)
∑

k=0

sk
[

0D
(α−k−1)
t f(t)

]

t=0
✭✷✳✸✹✮

▼❛❧❣ré q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥✲▲✐♦✉✈✐❧❧❡

s♦✐t ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡ ❀ ❡❧❧❡ s♦✉✛r❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s ❞✬✉♥❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞✉❡ à ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡

✸✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❧✐♠✐t❡s ❞❡s ❞ér✐✈és ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♣♦✉r t = 0✳ ❏✉sq✉✬à

♣rés❡♥t✱ ❝❡tt❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♥✬❛ été rés♦❧✉❡ q✉❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❛❝❝♦♠♣❧✐ ♣❛r

❍❡②♠❛♥s ❡t P♦❞❧✉❜♥②✱ ❡♥ ✷✵✵✻ ❬✽✼❪✳

✖ ❉ér✐✈é❡ ❞❡ ❈❛♣✉t♦

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❛✉

s❡♥s ❞❡ ❈❛♣✉t♦ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❬✼✻❪ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

L {0Dα
t f(t); s} = sαF (s)−

(m−1)
∑

k=0

s(α−k−1)fk(0) ✭✷✳✸✺✮

❆✈❡❝ m− 1 < α < m

▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

✐♥✐t✐❛❧❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❢✭✵✮ ❡st ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ ❢✬✭✵✮ ❡st ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t ❢✑✭✵✮ ❡st

❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ✳ ✳ ✳❡t❝✮ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s✱ q✉✬♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r✱ s♦♥t

❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞ér✐✈é❡ ❡♥t✐èr❡ é✈❛❧✉é❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❬✼✻❪✱ ❬✼✾❪✳

▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

✐♥✐t✐❛❧❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ f(0) ❡st ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ f
′(0) ❡st ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t f

′′

(0) ❡st

❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ✳ ✳ ✳❡t❝✮ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s✱ q✉✬♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r✱ s♦♥t

❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞ér✐✈é❡ ❡♥t✐èr❡ é✈❛❧✉é❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❬✼✻❪✱ ❬✼✾❪✳

✖ ❉ér✐✈é❡ ❞❡ ●rü♥❞✇❛❧❞✲▲❡✐t♥✐❦♦✈

L (0D
α
t f(t)) = sα.F (s) ✭✷✳✸✻✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ P♦✉r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ♥✉❧❧❡s✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡s ❞é✲

r✐✈é❡s ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥✲▲✐♦✉✈✐❧❧❡ ❡t ❈❛♣✉t♦ s♦♥t ré❞✉✐t❡s à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ●rü♥❞✇❛❧❞✲

▲❡✐t♥✐❦♦✈✳

✷✳✸ ▼ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬♦r❞r❡

❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

❉❡♣✉✐s ❧❡s ❛♥♥é❡s s♦✐①❛♥t❡ ✭✶✾✻✵✮ q✉❡❧q✉❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs s❡ s♦♥t ✐♥tér❡ssés à ❧✬✐❞é❡ ❞✬♦❜t❡✲

♥✐r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠és ❞✬♦r❞r❡ ❡♥t✐❡r ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞✬♦r❞r❡ ♥♦♥ ❡♥t✐❡r ♦✉ ❢r❛❝t✐♦♥✲

♥❛✐r❡✳ P❛r♠✐ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ tr♦✉✈é❡s

❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❧❡s ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞❡s ❢r❛❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ✭❈❋❊✮ ❡t

✸✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳ ▲❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡ s♦♥t✱ ❧❛

♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❈❛r❧s♦♥ ❬✽✽❪✱ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛ts✉❞❛ ❬✽✾❪✳

✲▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ♦✉ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s

❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳

▲❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❧❡s ♣❧✉s ❝♦♥♥✉❡s ❡t ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t ❝❡❧❧❡s ♣r♦♣♦sé❡s ♣❛r ❈❤❛r❡❢ ❬✾✵✱

✾✶❪ ❡t ❖✉st❛❧♦✉♣ ❬✾✷❪✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st ♣❧✉s é❧❛❜♦ré❡ ❡t ♣❧✉s ♣r❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣r♦①✐✲

♠❛t✐♦♥s ❞❡s tr❛♥s❢❡rts ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r

❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦s s❝❤é♠❛s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ❡t ♥♦✉s ❧❛ ♣rés❡♥t❡r♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳

✷✳✸✳✶ ▼ét❤♦❞❡ ❞✬❖✉st❛❧♦✉♣

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❖✉st❛❧♦✉♣ ❞❛♥s ❬✾✷❪ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛✲

t❡✉r ❞✬♦r❞r❡ ♥♦♥ ❡♥t✐❡r ✭❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✮ G(s) = sα ❛✈❡❝ α ∈ R✱ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡

✭❛♣♣❡❧é❡ ❛✉ss✐ ✜❧tr❡ ré❝✉rs✐❢ ❞✬❖✉st❛❧♦✉♣✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❞❡ ③ér♦s

❡t ❞❡ ♣ô❧❡s ❞✬♦r❞r❡ ❡♥t✐❡r✱ ré♣❛rt✐s ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❧✐♠✐té❡✳

▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r sα ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ [wb, wh] ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

Ĝ(s) =
(
wu

wh

)α

.
N∏

k=−N

(

1 + s

w
′

k

)

(

1 + s
wk

) ✭✷✳✸✼✮

❆✈❡❝ ✿ wb ❡t wh s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❜❛ss❡s ❡t ❤❛✉t❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✳

wu =
√
wb.wh

wk
′

= wb.
(
wh/wb

)(k+N+0.5(1−α))/(2N+1)

wk = wb.
(
wh/wb

)(k+N+0.5(1+α))/(2N+1)

✭✷✳✸✽✮

(2N + 1) ❡st ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ✜❧tr❡✳

❈❡ ✜❧tr❡ ❡st ❞♦♥♥é ❛✈❡❝ ✉♥❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛r ✿ ❬✾✸❪

Ĝ(s) = K.
N∏

k=−N

(

s+ w
′

k

)

(s+ wk)
✭✷✳✸✾✮

❆✈❡❝ K = wα
h

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ sα ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s

N = 2 ❡t ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ w = (10−2; 102) r❛❞✴s❡❝✳

➚ t✐tr❡ ❞✬✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❧❡s ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

✸✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

✷✳✸✳✶✳✶ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t❡✉r ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ 1/s0.5

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t❡✉r ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡

❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

G (s) =
Y (s)

E (s)
=

1

s0.5
✭✷✳✹✵✮

❆✈❡❝ ❊ ❧✬❡♥tré❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t❡✉r ❡t ❨ s❛ s♦rt✐❡✳

▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt G(s) ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ✜❧tr❡ ❞✬❖✉st❛❧♦✉♣

❛✈❡❝ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞♦♥♥és ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡

s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Ga (s) =
Ya (s)

Ea (s)
=

0.1s5 + 7.497s4 + 76.85s3 + 121.8s2 + 29.85s+ 1

s5 + 29.85s4 + 121.8s3 + 76.85s2 + 7.497s+ 0.1
✭✷✳✹✶✮

▲❡ tr❛❝é ❞❡ ❇♦❞❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s G(s) ❡t Ga(s) ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✳
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Bode Diagram

Frequency  (rad/sec)

G(s)

G
a
(s)Bande d’approximation

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ tr❛❝és ❞❡ ❇♦❞❡ ✭❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ♣❤❛s❡✮ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t❡✉r ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡
1/s0.5 ❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ s♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

❖♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ❧❡ tr❛❝é ❞❡ ❇♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥Ga(s)

❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ❧❡ tr❛❝é ❞❡ ❇♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ G(s) ❀ ❧❛ ♣❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t❡✉r ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ à ✉♥❡ ♣❡♥t❡ ❞❡ ✲✶✵ ❞❇✴❞é❝❛❞❡ ✭✲

✷✵①✵✳✺✮✱ ❡t ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ −45o✱ ✭✲✵✳✺①π/2✮ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

✸✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷ ♠♦♥tr❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ❞✬❡♥tré❡ r❛♠♣❡

✭ea(t) = t✮ ♣♦✉r ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♦r❞r❡s ✿

0 1 2 3 4 5
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temps, t

y
(t

)=
D

t−
α
(t

)

 

 

signal d’entrée (rampe)

intégration d’ordre α=0.2

intégration d’ordre α=0.4

intégration d’ordre α=0.6

intégration d’ordre α=0.8

intégration d’ordre α=1

intégration d’ordre
entier

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ■♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ✭1/sα✮ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ❞✬❡♥tré❡ r❛♠♣❡ ♣♦✉r
❞✐✛ér❡♥ts ♦r❞r❡s✳

❉✬❛♣rès ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ♣♦✉r α = 1 ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡

❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ s❡ s✉♣❡r♣♦s❡ ❛✈❡❝ ❧✬✐♥té❣r❛t❡✉r ❞✬♦r❞r❡ ❡♥t✐❡r✱ ❝❡ q✉✐ ❥✉st✐✜❡ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❛♣✲

♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✳

✷✳✸✳✶✳✷ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❞ér✐✈❛t❡✉r ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ s0.5

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ❞ér✐✈❛t❡✉r ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡

❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

H (s) =
Y (s)

E (s)
= s0.5 ✭✷✳✹✷✮

▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt H(s) ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ✜❧tr❡ ❞✬❖✉st❛❧♦✉♣ ❡st

❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ Ha(s) s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Ha (s) =
Ya (s)

Ea (s)
=

10s5 + 298.5s4 + 1218s3 + 768.5s2 + 74.97s+ 1

s5 + 74.97s4 + 768.5s3 + 1218s2 + 298.5s+ 10
✭✷✳✹✸✮

▲❡ tr❛❝é ❞❡ ❇♦❞❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s H(s) ❡t Ha(s) ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✳

❖♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ❧❡ tr❛❝é ❞❡ ❇♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥Ha(s)

❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ❧❡ tr❛❝é ❞❡ ❇♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐rr❛t✐♦♥❡❧❧❡ H(s) ❀ ❧❛ ♣❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

✸✼
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Bande d’approximation

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ tr❛❝és ❞❡ ❇♦❞❡ ✭❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ♣❤❛s❡✮ ❞❡ ❞ér✐✈❛t❡✉r ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ s0.5

❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ s♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ à ✉♥❡ ♣❡♥t❡ ❞❡ ✶✵ ❞❇✴❞é❝❛❞❡ ✭✷✵①✵✳✺✮✱

❡t ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ 45o✱ ✭✵✳✺①π/2✮ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ❞✬❡♥tré❡ ✭ea(t) = t✮

♣♦✉r ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♦r❞r❡s ✿
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signal d’entrée (rampe)

dérivation d’ordre α=0.2

dérivation d’ordre α=0.4

dérivation d’ordre α=0.6

dérivation d’ordre α=0.8

dérivation d’ordre α=1

dérivation d’ordre entier

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❉ér✐✈❛t❡✉r ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ (sα) ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ❞✬❡♥tré❡ r❛♠♣❡ ♣♦✉r ❞✐✛é✲
r❡♥ts ♦r❞r❡s✳

❉✬❛♣rès ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ♣♦✉r α = 1✱ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ s❡
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

s✉♣❡r♣♦s❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞✬♦r❞r❡ ❡♥t✐❡r✱ ❝❡ q✉✐ ❥✉st✐✜❡ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡t ❧❛

✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ▲♦rsq✉❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❡♥t✐❡r ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❡s

♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡s ❛✈❡❝ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ✜❧tr❡ ré❝✉rs✐❢

❞✬❖✉st❛❧♦✉♣✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬♦r❞r❡ ❡♥t✐❡r rés✉❧t❛♥t ♣♦✉rr❛✐t ❛✈♦✐r ✉♥ ❡①trê♠❡♠❡♥t é❧❡✈é✳ ❊♥

❡✛❡t✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ♣❧✉s ré❞✉✐t ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡

ré❞✉❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❬✾✹❪✳

✷✳✹ ❙②stè♠❡s ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

❆♣rès ❛✈♦✐r ét❛❜❧✐ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡t ❧❡✉rs ♣r♦✲

♣r✐étés ❞❛♥s ❧❡s ♣❛rt✐❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♣♦rt❡r❛ s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞é❝r✐ts

♣❛r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ✈❛ êtr❡ ét✉❞✐é❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s

s②stè♠❡s ❞✬♦r❞r❡ ❡♥t✐❡r ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s r❡♣rés❡♥✲

t❛t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ♦✉ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡t ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té✳

✷✳✹✳✶ ❙②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

✷✳✹✳✶✳✶ ❊q✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt

❯♥ s②stè♠❡ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝r✐t ♣❛r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❢r❛❝✲

t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

anD
αny(t) + an−1D

αn−1y(t) + ...+ a0D
α0y(t)

= bmD
βmu(t) + bm−1D

βm−1u(t) + ...+ b0D
β0u(t)

✭✷✳✹✹✮

❆✈❡❝ u(t) ❡t y(t) ❞és✐❣♥❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧✬❡♥tré❡ ❡t ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ Dα
t ≡ 0D

α
t

r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ●▲✱ ❘▲ ♦✉ ❈❛♣✉t♦ ❬✼✻❪✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

tr❛♥s❢❡rt ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♥♦♥ ❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡

❬✽✹❪ ✿

G(s) =
bms

βm + bm−1s
βm−1 + ...+ b0s

β0

ansαn + an−1sαn−1 + ...+ a0sα0
=
Q(sβk)

P (sβk)
✭✷✳✹✺✮

❖✉ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❬✾✺❪ ✿

G(s) = bm(jw)βm+bm−1(jw)βm−1+...+b0(jw)β0

an(jw)αn+an−1(jw)αn−1+...+a0(jw)α0

= Q((jw)βk )

P ((jw)βk )

✭✷✳✹✻✮

✸✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

❆✈❡❝ ak(k = 0, ..., n)✱ bk(k = 0, ...,m)✱ s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✱ ❡t αk(k = 0, ..., n)✱ βk(k =

0, ...,m)✱ s♦♥t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s ♦✉ r❛t✐♦♥♥❡❧ ❛r❜✐tr❛✐r❡s✱ ❡t s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ✐❧s

♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✐s♣♦sés ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥ ✿ αn > αn−1 > .... > α0✱ ❡t βn > βn−1 > ... > β0✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù t♦✉s ❧❡s ❡①♣♦s❛♥ts ❞❡ s s♦♥t ♠✉❧t✐♣❧❡s ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ✈❛❧❡✉r ré❡❧❧❡ α

✭♦r❞r❡s ❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜❧❡s✮✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ✭✷✳✹✺✮ ♣❡✉t êtr❡ réé❝r✐t❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

❬✾✻❪ ✿

G(s) =
Y (s)

U(s)
=

m∑

k=0
bk(s

α)k

n∑

k=0
ak(sα)

k
✭✷✳✹✼✮

❖ù ♠ ❡t ♥ s♦♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs t❡❧s q✉❡ m ≤ n✳

❯♥ s②stè♠❡ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞é❝r✐t ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✷✳✹✼✮

❡st ❛♣♣❡❧é s②stè♠❡ ❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜❧❡ ❬✾✻❪✳

✷✳✹✳✶✳✷ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t

▲❡ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡

r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t s✉✐✈❛♥t ❬✽✹❪ ✿

0D
α
t x(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t) +Du(t)
✭✷✳✹✽✮

❆✈❡❝ x ∈ Rn, u ∈ Rr ❡t y ∈ Rp s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t✱ ❧❡ ✈❡❝✲

t❡✉r ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ s♦rt✐❡✱ A ∈ Rn.n, B ∈ Rn.r, C ∈ Rp.n, D ∈ Rp.r s♦♥t

t♦✉t❡s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ♦✉ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs à é❧é♠❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts ❡t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♣♣r♦♣r✐é❡s✳

α = [α1, α2, ..., αn]
T s♦♥t ❧❡s ♦r❞r❡s ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡s✳ ❙✐ α1 = α2 = ... = αn✱ ❧❡ s②stè♠❡

✭✷✳✹✽✮ ❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬♦r❞r❡ ❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜❧❡✱ s✐♥♦♥ ✐❧ ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬♦r❞r❡ ♥♦♥

❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜❧❡✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥✈❡rt✐ à ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❬✾✼❪✳

G(s) = C(sαI − A)−1B +D ✭✷✳✹✾✮

❆✈❡❝ ■ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n.n✳

❆ss♦❝✐é❡s à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ✭✷✳✹✼✮✱ tr♦✐s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s ❞✬❡s♣❛❝❡

❞✬ét❛t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣r♦♣♦sé❡s✳ ❊❧❧❡s s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡❧❧❡s ❬✾✽❪ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣♦✉r ❧❡s s②s✲

tè♠❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞✬♦r❞r❡ ❡♥t✐❡r ❬✾✾❪✳

✹✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

✖ ▲❛ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ét❛t ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ s❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡

▲❛♣❧❛❝❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

X1(s) =
1

n∑

k=0
ak(sα)

k
U(s) ✭✷✳✺✵✮

▲❡s é❧é♠❡♥ts r❡st❛♥ts ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ré❝✉rs✐✈❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❝♦♠♠❡

xi+1 = Dαxi, i = 1, 2, ..., n− 1, ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❡①♣r✐♠é❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡

❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡✱ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡ ❬✾✾❪ ✿




















Dαx1

Dαx2
✳✳✳
✳✳✳
✳✳✳

Dαxn




















=




















0 1 0 ... 0 0

0 0 1 ... 0 0
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

✳✳✳

0 0 0 · · · 1 0

0 0 0 · · · 0 1

−a0 −a1 −a2 · · · −an−2 −an−1







































x1

x2
✳✳✳
✳✳✳
✳✳✳

xn




















+




















0

0
✳✳✳
✳✳✳

0

1




















u ✭✷✳✺✶✮

y = [b0 − bna0, b1 − bna1, ..., bn−1 − bnan−1]













x1

x2
✳✳✳

xn













+ bnu ✭✷✳✺✷✮

❆✈❡❝ bi = 0 ♣♦✉r m < i < n

✖ ❋♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡

❉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✼✮✱ ♥♦✉s r❡❣r♦✉♣♦♥s ❞✉ ❝ôté ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❧❡s t❡r♠❡s q✉✐

❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡ s ❡t ❞✉ ❝ôté ❞r♦✐t ❧❡s t❡r♠❡s q✉✐ ♥✬❡♥ ♦♥t ♣❛s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

sα
[

((sα)n−1 + an−1(s
α)n−2 + ...+ a1)Y (s)− (bn(s

α)n−1 + ...+ b1)U(s)
]

︸ ︷︷ ︸

X(1)

= b0U(s)− a0Y (s)

✭✷✳✺✸✮

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ X1 ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥

❞✬ét❛t ❡t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡s ét❛ts s✉✐✈❛♥ts s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ✿

✹✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

Dαx1(t) = b0u(t)− a0y(t)

X1(s) = ((sα)n−1 + an−1(s
α)n−2 + ...+ a1)Y (s)− (bn(s

α)n−1 + ...+ b1)U(s)
✭✷✳✺✹✮

P❛r ré♣ét✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✷✳✺✹✮ ❧❡ ré❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ré❛❧✐sé ❡♥ ✭✷✳✺✸✮

❞♦♥♥❡ ✿

sα
[

((sα)n−2 + an−1(s
α)n−3 + ...+ a2)Y (s)− (bn(s

α)n−2 + ...+ b2)U(s)
]

︸ ︷︷ ︸

X(2)

= X1(s) + b1U(s)− a1Y (s)

✭✷✳✺✺✮

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡X2 ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ éq✉❛t✐♦♥

❞✬ét❛t ❡t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡s ét❛ts s✉✐✈❛♥ts s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ✿

Dαx2(t) = x1(t) + b1u(t)− a1y(t)

X2(s) = ((sα)n−2 + an−1(s
α)n−2 + ...+ a2)Y (s)− (bn(s

α)n−2 + ...+ b2)U(s)
✭✷✳✺✻✮

▲❛ ré♣ét✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ xn ❡st ❞é✜♥✐❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❡♥✜♥ ✿

Dαxn(t) = xn−1(t) + bn−1u(t)− an−1y(t)

Xn(s) = Y (s)− bnU(s)
✭✷✳✺✼✮

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ✭✷✳✺✼✮ ❡st ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ s♦rt✐❡✳

❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ② ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✺✹✮✱ ✭✷✳✺✻✮✱

✭✷✳✺✼✮✱ ❡t ❡♥ ré❛rr❛♥❣❡❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬ét❛t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❧❛ ❢♦r♠❡

❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥s✉✐t❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ✿




















Dαx1

Dαx2
✳✳✳
✳✳✳
✳✳✳

Dαxn




















=




















0 0 ... 0 0 −a0
1 0 ... 0 0 −a1
0 1 ... 0 0 −a2
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳

0 0 ... 1 0 −an−2

0 0 ... 0 1 −an−1







































x1

x2
✳✳✳
✳✳✳
✳✳✳

xn




















+




















b0 − bna0

b1 − bna1

b2 − bna2
✳✳✳

bn−2 − bnan−2

bn−1 − bnan−1




















u ✭✷✳✺✽✮

✹✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

y = [0, 0, ..., 0, 1]













x1

x2
✳✳✳

xn













+ bnu ✭✷✳✺✾✮

❆✈❡❝ bi = 0 ♣♦✉r m ≺ i ≺ n

✖ ❋♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♠♦❞❛❧❡

❊✛❡❝t✉❛♥t ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ❡♥ ❢r❛❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❡ ✭✷✳✹✼✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ sα✱ ❡t s✉♣♣♦s♦♥s

q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣ô❧❡ λ1 ❡st ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té r ❡t ❧❡s ♥✲r ♣ô❧❡s r❡st❛♥t s♦♥t ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ✶✱

♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ é❝r✐r❡ ✿

Y (s) =
[

bn +
ρ1

(sα−λ1)
r + ...+ ρr−1

(sα−λ1)
2 +

ρr
(sα−λ1)

+ ρr+1

(sα−λr+1)
+ .... ρn

(sα−λn)

]

U(s)
✭✷✳✻✵✮

▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét❛t s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

X1(s) =
1

(sα−λ1)
rU(s) = 1

sα−λ1
X2(s),

X2(s) =
1

(sα−λ1)
r−1U(s) =

1
sα−λ1

X3(s),
✳✳✳

Xr−1(s) =
1

(sα−λ1)
2U(s) =

1
sα−λ1

Xr(s),

Xr(s) =
1

sα−λ1
U(s),

Xr+1(s) =
1

sα−λr+1
U(s),

Xn(s) =
1

sα−λn
U(s),

✭✷✳✻✶✮

❉❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ✭r − 1✮ ét❛ts✱

❢♦♥t q✉❡ Dαxi = λ1xi + xi+1, 1 ≤ i ≺ r✱ ❡t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡s ét❛ts r❡st❛♥ts ❢♦♥t q✉❡

Dαxi = λixi + u, r ≤ i ≺ n✱ ✭♦ù ✐❧ ❡st s✉♣♣♦sé q✉❡ λr = λ1✮✳

❚❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡t ❞❡ ✭✷✳✻✵✮✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♠♦❞❛❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡

♣❛r ✿

✹✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡
























Dαx1

Dαx2
✳✳✳

Dαxr

Dαxr+1

✳✳✳

Dαxn
























=
























λ1 1 · · · 0 0 · · · 0

0 λ1 · · · 0 0 · · · 0
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

0 0 · · · λ1 0 · · · 0

0 0 · · · 0 λr+1 · · · 0
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

0 0 · · · 0 0 · · · λn















































x1

x2
✳✳✳

xr

xr+1

✳✳✳

xn
























+
























0

0
✳✳✳

1

1
✳✳✳

1
























u ✭✷✳✻✷✮

y = [ρ1, ρ2, ..., ρr, ρr+1, ..., ρn]













x1

x2
✳✳✳

xn













+ bnu ✭✷✳✻✸✮

❆✈❡❝ bn = 0 s✐ m ≺ n✳

P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧ ✈♦✐r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t✐❢ ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❬✾✾❪✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉① ❝♦♥❝❡♣ts ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✐té

❡t ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✐té ❡t ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✬♦r❞r❡

❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ❬✶✵✵❪ ✿

▲❡ s②stè♠❡ ✭✷✳✹✽✮ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♠♠❛♥❞é s✉r ❬t0✱ tf ❪✱ s✐ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✐té Ca

✭✷✳✻✹✮ ❡st ❞❡ r❛♥❣ n✳

Ca =
[

B AB A2B...An−1B
]

✭✷✳✻✹✮

▲❡ s②stè♠❡ ✭✷✳✹✽✮ ❡st ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ s✉r ❬t0✱ tf ❪ s✐ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té Co ✭✷✳✻✺✮ ❡st

❞❡ r❛♥❣ n✳

Co =













C

CA
✳✳✳

CAn−1













✭✷✳✻✺✮

✷✳✹✳✶✳✸ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té

▲❡ s②stè♠❡ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ✭✷✳✹✽✮ ❡st st❛❜❧❡ s✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

❡st ✈ér✐✜é❡ ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ✜❣✉r❡ ✷✳✺✮ ❬✶✽❪ ✿

✹✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

|arg(eig(A))| > α
π

2
✭✷✳✻✻✮

❆✈❡❝ eig(A) r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❆✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧✬❊t❛t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✈❡rs ✵ ❝♦♠♠❡ t−α✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ G(s) ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✾✮ s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡

tr❛♥s❢❡rt ❛✈❡❝ ✉♥ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r ❝♦♠♠✉♥ ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

φ (sα) = det (sαI − A) ✭✷✳✻✼✮

◆♦t♦♥s q✉❡ pi s♦♥t ❧❡s ♣ô❧❡s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✷✳✹✾✮✳ ■❧s s♦♥t ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡

❧✬éq✉❛t✐♦♥ φ (sα) = 0 ✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✐❧ s❡ ❞é❞✉✐t ❛✐sé♠❡♥t ❞❡ ✭✷✳✻✼✮ q✉❡ ❧❡s ♣ô❧❡s ❞✉ s②stè♠❡

♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉s à ♣❛rt✐r ✿

pi = λ
1/α
i ✭✷✳✻✽✮

❆✈❡❝ λi ✱ 1 ≤ i ≤ n ét❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❆✳

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❇■❇❖ ✭❇♦✉♥❞❡❞ ■♥♣✉t✲❇♦✉♥❞❡❞ ❖✉t♣✉t✮ ❡st

♦❜t❡♥✉❡ s✐ ❧❡s ♣ô❧❡s ❞✉ s②stè♠❡ s♦♥t s✐t✉és ❞❛♥s ❧❡ ❞❡♠✐ ♣❧❛♥ ♥é❣❛t✐✈❡ ❞✉ ♣❧❛♥ ❝♦♠♣❧❡①❡

s ✭|arg (pi)| ≻ π
2
✮✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❘é❣✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥s (sα) ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✳

✷✳✹✳✷ ❙②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

▲❡ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❝♦♠♠❡

s✉✐t ❬✽✹❪ ✿

✹✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

0D
αi
t xi(t) = fi(x1(t), x2(t), ..., xn(t), t),

xi(0) = ci, i = 1, ..., n
✭✷✳✻✾✮

❆✈❡❝ ✿ fi s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ci ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s✳

▲❡s ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✷✳✻✾✮ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

fi (x) = 0 ✭✷✳✼✵✮

❊t ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ E∗ = (x∗1, x
∗

2, ..., x
∗

n) ❡st ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✷✳✻✾✮✳

✖ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té

▲❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡st très ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t ❞✐✛ér❡♥t❡

❞✉ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té

P♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❛ été ❢♦r♠✉❧é❡ ♣❛r ❆✳ ▼✳ ▲②❛♣✉♥♦✈✳

❈♦♠♠❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é ❞❛♥s ❬✶✽❪✱ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r

❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s s②stè♠❡s ❀ ❞♦♥❝ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♦♥t

été ✐♥tr♦❞✉✐t❡s✳

✖ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶ ✿

▲❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ x(t) = 0 ❞✉ s②stè♠❡ ✭✷✳✻✾✮ ❡st t−α ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡

✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ α t❡❧ q✉❡ ✿

∀ ‖x(t)‖ avec t ≤ t0, ∃N(x(t)), telque ∀t ≥ t0, ‖x(t)‖ ≤ Nt−α ✭✷✳✼✶✮

▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ x(t) ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❧❡♥t❡♠❡♥t ✈❡rs ✵ s✉✐✈❛♥t t−α ❝♦♥❞✉✐t à

❞❡s s②stè♠❡s ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡s ♣❛r❢♦✐s ❛♣♣❡❧és s②stè♠❡s ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ à ❧♦♥❣ t❡r♠❡✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡

st❛❜✐❧✐té t−α ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ▼✐tt❛❣✲▲❡✤❡r ❬✶✵✶❪✳

✖ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶ ✿

❙❡❧♦♥ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❬✶✵✷❪✱ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ s♦♥t ❛s②♠♣✲

t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡s ♣♦✉r α1 = α2 = ... = αn... ≡ α✱ s✐ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s

λi(i = 1, ..., n) ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❏❛❝♦❜✐❡♥♥❡ J = ∂f/∂x✱ ♦ù f = [f1, f2, ..., fn]
T é✈❛❧✉é❡ à

E∗ ✱ s❛t✐s❢♦♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❬✶✵✸✱ ✶✵✹❪✳

|arg(eig(J))| = |arg(λi)| > α
π

2
, i = 1, 2, ..., n ✭✷✳✼✷✮

✖ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷ ❬✶✵✶❪ ✿

❙♦✐t x = 0 ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❈❛♣✉t♦ ♦✉ ❘▲ s✉✐✈❛♥t ✿

✹✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

Dα
t x(t) = f(x, t) ✭✷✳✼✸✮

♦ù f(x, t) s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ l ≻ 0 ❡t

α ∈ (0, 1) ✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ V (t, x(t)) s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ✿

α1‖x‖a ≤ V (t, x) ≤ α2 ‖x‖
V̇ (t, x) ≤ −α3 ‖x‖

✭✷✳✼✹✮

α1, α2, α3 ❡t ❛ s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❡t ‖.‖ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♥♦r♠❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡ ♣♦✐♥t

❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✷✳✼✸✮ ❡st ▼✐tt❛❣✲▲❡✤❡r ✭❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✮ st❛❜❧❡✳

✷✳✺ ❈♦♠♠❛♥❞❡s r♦❜✉st❡s ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

P❡✉t✲êtr❡ q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r s✐❣♥❡ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ r♦❜✉st❡ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥✲

♥❛✐r❡✱ ♠❛✐s s❛♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ t❡r♠❡ ✑ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ✑✱ ❡st ❛♣♣❛r✉ ❛✈❡❝ ❇♦❞❡ ❬✶✵✺✱ ✶✵✻❪✳ ❯♥

♣r♦❜❧è♠❡ ❝❧é s✉r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛♠♣❧✐✜❝❛t❡✉r à r❡t♦✉r ❛ été ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡

❞❡ r❡t♦✉r ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ s♦✐t ✐♥s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉① ✈❛r✐❛t✐♦♥s

❞❛♥s ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐✜❝❛t❡✉r✳ ❇♦❞❡ ❛ ♣rés❡♥té ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ é❧é❣❛♥t❡ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡

❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ r♦❜✉st❡✱ q✉✬✐❧ ❛ ❛♣♣❡❧é ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ✐❞é❛❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ ✭❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✱ ✐❞❡❛❧

❝✉t♦✛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✮✱ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ✐❞é❛❧ ❞❡ ❇♦❞❡

✭❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✱ ❇♦❞❡✬s ✐❞❡❛❧ ❧♦♦♣ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❬✾✾❪✮✱ ❞♦♥t ❧❡ tr❛❝é ❞❡ ◆②q✉✐st ❡st ✉♥❡ ❧✐❣♥❡

❞r♦✐t❡ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞♦♥♥❛♥t ✉♥❡ ♠❛r❣❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ✐♥s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉① ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ ❣❛✐♥

❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐✜❝❛t❡✉r✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❛ été

✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❬✶✵✼❪✱ ❡t ❬✶✵✽❪✳

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ ❖✉st❛❧♦✉♣ ❡t s❡s ❝♦❧❧è❣✉❡s ♦♥t ét✉✲

❞✐é ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❡t

♦♥t ❞é♠♦♥tré ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❘♦❜✉st❡ ❞✬❖r❞r❡ ◆♦♥ ❊♥t✐❡r

✭❈❘❖◆❊✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ré❣✉❧❛t❡✉r P■❉ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❚r♦✐s str❛té❣✐❡s ❜✐❡♥ ❞✐st✐♥❝t❡s ❛s✲

s✉r❛♥t ❞✬❡①❝❡❧❧❡♥t❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ r♦❜✉st❡ss❡ ♦♥t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts t❤é♦✲

r✐q✉❡s ❡t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡s ✐♠♣♦rt❛♥ts✱ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡❧❧❡s ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠✲

♠❛♥❞❡ ❈❘❖◆❊ ❬✶✵✾❪✳

P♦❞❧✉❜♥② ❬✶✵❪ ❛ ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ré❣✉❧❛t❡✉r P■❉✱ à s❛✈♦✐r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r

PIλDµ✱ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ✉♥ ✐♥té❣r❛t❡✉r ❞✬♦r❞r❡ λ ❡t ✉♥ ❞ér✐✈❛t❡✉r ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ µ✳ ■❧ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t

❞é♠♦♥tré ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ré❣✉❧❛t❡✉r

✹✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

P■❉ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❧♦rsq✉✬✐❧ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✳

❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ré❣✉❧❛t❡✉rs P■❉ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

❛ é❣❛❧❡♠❡♥t été ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ❬✶✶✵❪✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ s✬ét❡♥❞ é❣❛❧❡♠❡♥t à ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s

❞✉ P■❉✳ P♦✉r ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s H2 ❡t H∞✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❬✶✶✶❪ tr❛✐t❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡

H2 ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❙■❙❖ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ❡t ❬✶✶✷❪ ❛ tr❛✐té ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡

❞❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs H2 ❡t H∞ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✳

▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s s②stè♠❡s s♦♥t ♥♦♠✲

❜r❡✉s❡s✳ ❉❛♥s ❬✶✶✸❪✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡s ❛♠♦rt✐❡ ❡st ♣rés❡♥té❡✳

▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à ✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✢❡①✐❜❧❡ ❬✼❪✱ à ✉♥❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❛❝t✐✈❡

❬✶✶✹❪✱ à ✉♥ ❝♦♥✈❡rt✐ss❡✉r ❛❜❛✐ss❡✉r ❬✶✶✱ ✶✶✺❪✱ à ✉♥ ❛❝t✐♦♥♥❡✉r ❤②❞r❛✉❧✐q✉❡ ❬✶✶✻❪✱ à ✉♥ ❜r❛s

♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ✢❡①✐❜❧❡ ❬✶✶✼❪✱ à ❞❡s r♦❜♦ts r✐❣✐❞❡s ❬✶✶✽❪✱ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❡r♠❡ é♦❧✐❡♥♥❡

❬✶✶✾❪✱ ❡t à s②stè♠❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ❬✶✷✵❪ s♦♥t ❛✉ss✐ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳

✷✳✺✳✶ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r P■❉ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ✭PIλDµ✮

▲❡ ré❣✉❧❛t❡✉r P■❉ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ✭PIλDµ✮ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬✶✵✱ ✼✻❪ ❝♦♠♠❡

✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ré❣✉❧❛t❡✉r P■❉ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ✐♥té❣r❛t❡✉r ❞✬♦r❞r❡ ré❡❧ λ ❡t ❞ér✐✲

✈❛t❡✉r ❞✬♦r❞r❡ ré❡❧ µ✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ❝❡ ré❣✉❧❛t❡✉r P■❉ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ♣r❡♥❞ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ❬✶✵❪✱ ❬✶✷✶❪ ✿

C(s) =
U(s)

E(s)
= kp + kis

−λ + kds
µ, (λ, µ ∈ R+) ✭✷✳✼✺✮

kp ét❛♥t ❧❡ ❣❛✐♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧✱ ki ❧❡ ❣❛✐♥ ❞✬✐♥té❣r❛t❡✉r ❡t kd ❧❡ ❣❛✐♥ ❞✉ ❞ér✐✈❛t❡✉r✳

❈♦♠♠❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✻✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r♥❡ ❞✉ ré❣✉❧❛t❡✉r P■❉ ❞✬♦r❞r❡

❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ s❡ ❝♦♠♣♦s❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ✐♥té❣r❛❧❡✱

❡t ❞ér✐✈é❡ ✿

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ✭✷✳✼✺✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣♦r❡❧ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥

❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ✭✷✳✼✻✮✳

u(t) = kpe(t) + kiD
−λ
t e(t) + kdD

µ
t e(t) ✭✷✳✼✻✮

❈♦♠♠❡ ✐❧ ❡st ♠♦♥tré s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✼✱ ❧❡ ré❣✉❧❛t❡✉r P■❉ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ✭PIλDµ✮ ❣é✲

♥ér❛❧✐s❡ ❧❡ ré❣✉❧❛t❡✉r P■❉ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ❧✬ét❡♥❞ ❞✉ ♣♦✐♥t ❛✉ ♣❧❛♥✳ ❈❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦✛r❡

❞✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ✢❡①✐❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♣❛r P■❉✳

✹✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❙tr✉❝t✉r❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✬✉♥ ré❣✉❧❛t❡✉r P■❉ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ P■❉ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ✭❛✮ ❥✉sq✉✬❛✉ ♣❧❛♥ ✭❜✮✳

✷✳✺✳✶✳✶ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

P❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ❛✜♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡✣❝❛❝❡s

♣♦✉r ❧❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ré❣✉❧❛t❡✉rs ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥

❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ré❣✉❧❛t❡✉rs ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿

✖ ▲❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❛r❣❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ φm ❡t ❣❛✐♥ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡

wc

▲❡s ♠❛r❣❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡t ❞❡ ❣❛✐♥ ♦♥t t♦✉❥♦✉rs s❡r✈✐ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡

r♦❜✉st❡ss❡ ❀ ♣✉✐sq✉❡ ✐❧ ❡st ❝♦♥♥✉ q✉❡ ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡st ❧✐é❡ ❛✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛♠♦rt✐ss❡✲

♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡✳ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s q✉✐ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡t ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡

❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ s♦♥t ✿

✹✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

|C(jwc)G(jwc)|dB = 0 dB, arg(C(jwc)G(jwc)) = −π + φm ✭✷✳✼✼✮

❆✈❡❝ C(s) ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❞✉ ré❣✉❧❛t❡✉r ❡t G(s) ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❞✉

s②stè♠❡✳

✖ ❘♦❜✉st❡ss❡ ❛✉① ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ ❣❛✐♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❬✶✷✸❪

▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✿

d arg(F (s))

dw

∣
∣
∣
∣
∣
w=wc

= 0 ✭✷✳✼✽✮

❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛ été ❝♦♥s✐❞éré❡ ♣♦✉r ❢♦r❝❡r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡rt❡ ❞✉ s②stè♠❡

F (s) = C(s)G(s) ❞✬êtr❡ ♣❧❛t❡ à wc✳

✖ ❘❡❥❡t ❞✉ ❜r✉✐t à ❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❬✾✾❪

❯♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ T (jw) ♣❡✉t êtr❡ ét❛❜❧✐❡ ✿

∣
∣
∣T (jw) = C(jw)G(jw)

1+C(jw)G(jw)

∣
∣
∣
dB

≤ A dB,

∀ w ≥ wt rad/ sec ⇒ |T (jwt)|dB = A dB
✭✷✳✼✾✮

❆✈❡❝ ❆ ❧✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ ❞és✐ré❡ ❞✉ ❜r✉✐t ♣♦✉r ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s w ≻ wt r❛❞✴s❡❝✳

P♦✉r ❛ss✉r❡r ✉♥ ❜♦♥ r❡❥❡t ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ à ❧❛ s♦rt✐❡ ❬✾✾❪✱ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té S(jw) ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ✿

∣
∣
∣S(jw) = 1

1+C(jw)G(jw)

∣
∣
∣
dB

≤ B dB,

∀ w ≤ ws rad/ sec ⇒ |S(jws)|dB = B dB
✭✷✳✽✵✮

❆✈❡❝ ❇ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞és✐ré❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s w ≤ ws r❛❞✴s❡❝

✭♣❧❛❣❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ s♦✉❤❛✐té❡✮✳

❉✬❛✉tr❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs s❡ s♦♥t ♣❡♥❝❤és s✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s é✈♦❧✉t✐♦♥♥❛✐r❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥

♣♦✉r ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ♦♥ ❝✐t❡ à t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡s

❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❣é♥ét✐q✉❡✱ ❡t ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❡ss❛✐♠ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❬✹✼❪✳

✷✳✻ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❞❡✉① ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♣❛r P■❉

❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ✭❋❖P■❉✮ ❡t P■❉ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ s✐♠✉❧❛t❡✉r ❞❡ ✈♦❧ ❞✬❤é❧✐❝♦♣tèr❡

✭❚✇✐♥ ❘♦t♦r ▼✐♠♦ ❙②st❡♠ ✭❚❘▼❙✮ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮ ❡♥ ♠♦❞❡ ❝♦✉♣❧é✳ ❆✜♥ ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡s ♣❛r❛✲

♠ètr❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ré❣✉❧❛t❡✉r✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✭❖❊P✮ ❞ét❛✐❧❧é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡

✺✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

✶✳

▲❡ s②stè♠❡ ❚❘▼❙ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✽ ❡st ✉♥ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❞❡ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞é✈❡✲

❧♦♣♣é ♣❛r ❬✶✷✹❪✱ ❡t ❝♦♥ç✉ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬❡①♣ér✐♠❡♥t❡r ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s

t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❬✶✷✺❪✳ ❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❀ ❝✬❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ s②stè♠❡ ♣rés❡♥t❛♥t

✉♥❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❡t ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é❡✳ ▲❡ ❚❘▼❙ ❡st ❢♦r♠é ❞❡ ✭✜❣✉r❡

✷✳✽✮ ✿

✖ ✉♥❡ ♣♦✉tr❡ ♣♦✉✈❛♥t ♣✐✈♦t❡r s✉r s❛ ❜❛s❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ♣✉✐ss❡ t♦✉r♥❡r

❧✐❜r❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ♣❧❛♥s ✈❡rt✐❝❛❧ ❡t ❤♦r✐③♦♥t❛❧

✖ ❉❡✉① ♣r♦♣✉❧s❡✉rs ✭♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡t s❡❝♦♥❞❛✐r❡✮ ✜①és ❛✉① ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡✳

■❧s s♦♥t ❢♦r♠és ❞✬✉♥❡ ❤é❧✐❝❡✱ ❞✬✉♥ ♠♦t❡✉r à ❝♦✉r❛♥t ❝♦♥t✐♥✉ ✭❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

✉ ✈❛r✐❡ ❡♥tr❡ ±2.5 ✈♦❧t✮ ❝♦✉♣❧és à ✉♥ t❛❝❤②♠ètr❡ ❡t ❞✬✉♥ ❜♦✉❝❧✐❡r ❞❡ sé❝✉r✐té ❀

✖ ❯♥ ❝♦♥tr❡♣♦✐❞s ✜①é s✉r ✉♥❡ t✐❣❡ ❝♦❧❧é❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♣✐✈♦t ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡✱ s♦♥ rô❧❡

❡st ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡s ✈✐❜r❛t✐♦♥s ✭♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✮ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❀

✖ ❯♥❡ t♦✉r ♣♦✉r ♠❛✐♥t❡♥✐r ❧❛ ♣♦✉tr❡ ❀

✖ ❯♥❡ ❜❛s❡ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❞❡s ❝✐r❝✉✐ts é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ ❧❛ s②♥❝❤r♦♥✐s❛✲

t✐♦♥ ❡t ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❡♥tr❛♥ts ❡t s♦rt❛♥ts ❀

✖ ❯♥ ❜♦ît✐❡r ❞❡ ♠❛r❝❤❡✴❛rrêt ❞❡s ♠♦t❡✉rs

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ❧❡ s✐♠✉❧❛t❡✉r ❞✬❤é❧✐❝♦♣tèr❡ ❚❘▼❙✳

▲✬ét❛t ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡ ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r ✹ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✿ ❧❡s ❛♥❣❧❡s ❤♦r✐③♦♥t❛❧ αh ✭❛③✐♠✉t✮ ❡t

✈❡rt✐❝❛❧ αv ✭é❧é✈❛t✐♦♥✮ ♠❡s✉rés à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❝❛♣t❡✉r s❡ tr♦✉✈❛♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♣✐✈♦t ✭❡t

q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s s♦rt✐❡s ❞✉ s②stè♠❡✮✳ ▲❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ❧❡s ✈✐t❡ss❡s

❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❛✉t♦✉r ❞❡s ❛①❡s ✈❡rt✐❝❛❧ ❡t ❤♦r✐③♦♥t❛❧✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬❡♥tré❡ ❡st ❢♦r♠é ❞❡s t❡♥s✐♦♥s

❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ uv ❡t uh ❞❡s ❞❡✉① ♠♦t❡✉rs à ❝♦✉r❛♥t ❝♦♥t✐♥✉s✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s

✈✐t❡ss❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ❝❡s ♠♦t❡✉rs

à ❝♦✉r❛♥t ❝♦♥t✐♥✉✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✿

✺✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

duvv

dt
= 1

Tmr
(−uvv +Kmruv) , wv = Pv (uvv)

duhh

dt
= 1

Ttr
(−uhh +Ktruh) , wh = Ph (uhh)

✭✷✳✽✶✮

▲❡ ♠♦❞é❧❡ ❞✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t ❣❧♦❜❛❧ ❞✉ s②stè♠❡ ❚❘▼❙ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✲

✈❛♥t❡s ✿

ẋ1 =
x2+JtrPh(x6)

Jv

ẋ2 = lmFv (Pv (x3))−Kv

[
x2+JtrPh(x6)

Jv

]

+ g ((A− B) cos (x1)− C sin (x1))

−1
2

[
x5+JmrPv(x3) cos(x1)

Jh(x1)

]2
(A+B + C) sin (2x1)

ẋ3 =
1

Tmr
(−x3 +Kmruv)

ẋ4 =
x5+Jmr(Pv(x3)) cos(x1)

Jh(x1)

ẋ5 = ltFh (Ph (x6)) cos (x1)−Kh

[
x5+JmrPv(x3) cos(x1)

Jh(x1)

]

ẋ6 =
1
Ttr

(−x6 +Ktruh)

✭✷✳✽✷✮

❆✈❡❝ ✿

Fh/v(h/v) ✿ ❋♦♥❝t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❛ér♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❀ ❞✉ r♦t♦r s❡❝♦♥❞❛✐r❡✴♣r✐♥✲

❝✐♣❛❧✳

Jtr/mr ✿ ▼♦♠❡♥t ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦t❡✉r s❡❝♦♥❞❛✐r❡✴♣r✐♥❝✐♣❛❧✳

Jv/h ✿ s♦♠♠❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❞✬✐♥❡rt✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛①❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧✴✈❡rt✐❝❛❧✳

lm/t ✿ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✴s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ t✐❣❡✳

Kv/h ✿ ❈♦♥st❛♥t❡s ❞❡ ❢r✐❝t✐♦♥✳

Tmr/tr ✿ ❈♦♥st❛♥t❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞✉ ♠♦t❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧✴s❡❝♦♥❞❛✐r❡✳

Kmr/tr ✿ ●❛✐♥ st❛t✐q✉❡ ❞✉ ♠♦t❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧✴s❡❝♦♥❞❛✐r❡✳

g ✿ ❢♦r❝❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡

A,B,C,D ✿ s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠❡tr❡s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✈♦✐r ❬✶✷✹❪✮✳

▲❡s ✜❣✉r❡s ✷✳✾ ❡t ✷✳✶✵ r❡♣rés❡♥t❡♥t q✉❡❧q✉❡s ré♣♦♥s❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡rt❡ ✿

▲❛ ré♣♦♥s❡ ❧✐❜r❡ ❞✉ s♦✉s✲s②stè♠❡ ❞✬é❧é✈❛t✐♦♥ ❡st ♦s❝✐❧❧❛t♦✐r❡ ❛♠♦rt✐❡✱ ❞♦♥t ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡st

❧❡ ♠♦♠❡♥t ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥♥❡❧✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♥✬❛❣✐t q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ✈❡rt✐❝❛❧✳ ▲✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t

q✉❛♥t à ❧✉✐ ❡st ❞û ❛✉① ❢♦r❝❡s ❞❡ ❢r✐❝t✐♦♥s q✉✐ ❢♦r❝❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ à s❡ st❛❜✐❧✐s❡r à ✉♥ ♣♦✐♥t

❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✭ αv0 = −0.94 r❛❞ ✮✳ ◗✉❛♥t ❛✉ s♦✉s s②stè♠❡ ❞✬❛③✐♠✉t✱ ✐❧ r❡st❡ à s❛ ♣♦s✐t✐♦♥

✐♥✐t✐❛❧❡ t❛♥t q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❡①❝✐té✳

▲♦rsq✉✬♦♥ ❡①❝✐t❡ ❧❡ s②stè♠❡✱ ❧❡ s♦✉s✲s②stè♠❡ ✈❡rt✐❝❛❧ t❡♥❞ ✈❡rs ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐✲

❧✐❜r❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞r❛ ❞❡ ❧✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡✳ P♦✉r ✉♥❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ uv ∈ [−2.5, 2.5]✱ ❧❡

s♦✉s s②stè♠❡ ✈❡rt✐❝❛❧ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❇■❇❖ ✭❇♦✉♥❞❡❞ ■♥♣✉t ❇♦✉♥❞❡❞

✺✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ ❘é♣♦♥s❡ ❧✐❜r❡ ✭uv = uh = 0 ✈✮ ❞✉ s②stè♠❡ ❚❘▼❙ ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡
✭αv0, αh0✮❂✭✵✱ ✵✮ r❛❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ ❘é♣♦♥s❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡rt❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞❡ ❝♦✉♣❧é ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s
❡①❝✐t❛t✐♦♥s✱ ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ αv0, αh0 = (0, 0) r❛❞✳

❖✉t♣✉t✮✳ ▲❡ s♦✉s s②stè♠❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ✐♥té❣r❛t❡✉r✱ ✐❧ ❛ ✉♥❡ ✐♥✜✲

♥✐té ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡s ✭t♦✉t ❧❡ ♣❧❛♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧✮✱ ❡t ✐❧ ❞✐✈❡r❣❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❞❡ ♣❡t✐t❡s

❡①❝✐t❛t✐♦♥s✳

◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ ♣♦✉rs✉✐t❡ ❞❡s ❞❡✉① ❛♥❣❧❡s ✭αv, αh✮✱ ❡t ❝❡❧❛ s❡ ❢❛✐t ♣❛r

❞❡✉① s♦✉s✲❝♦♥trô❧❡✉rs✱ ❧✬✉♥ ♣♦✉r ❧❡ s♦✉s✲s②stè♠❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡t ❧✬❛✉tr❡ ♣♦✉r ❧❡ s♦✉s✲s②stè♠❡

✈❡rt✐❝❛❧ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✷✳✶✶✮✳

▲❡s ❞❡✉① ré❣✉❧❛t❡✉rs P■❉ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ✭❋❖P■❉✮ s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ✿

✺✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✿ s❝❤é♠❛ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ P■❉ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♦♣t✐♠✐sé❡ ♣❛r ❖❊P ❞✉
❚❘▼❙

uv(t) = kp1ev(t) + ki1D
−λ1

t ev(t) + kd1D
µ1

t ev(t), ev = αvref − αv ✭✷✳✽✸✮

uh(t) = kp2eh(t) + ki2D
−λ2

t eh(t) + kd2D
µ2

t eh(t), eh = αhref − αh ✭✷✳✽✹✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ♣♦✉r ❧❡s ré❣✉❧❛t❡✉rs P■❉ ♥♦✉s ❛✈♦♥s λ = µ = 1✳

■❧ ❡st à ♥♦t❡r✱ q✉❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡ s✉r ❧❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ré❡❧ ♥✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉✬✉♥❡

❢♦✐s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ré❣❛❧❛❣❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❡st ❢❛✐t✳ ◆é❛♥✲

♠♦✐♥s✱ ✉♥ ré❣❧❛❣❡ ♦♥✲❧✐♥❡ ❡st ♣r❡sq✉❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❡♥tr❛✐♥❡♠❡♥t ♣❛r

✉♥❡ ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t très ❣♦✉r♠❛♥❞ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ②

❛ ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡ t♦♠❜❡r ❞❛♥s ✉♥ ét❛t ❞✬✐♥st❛❜✐❧✐té ❛✉ ❞é❜✉t ❞✉ ré❣❧❛❣❡ ♣❛r ✉♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥

♣ré♠❛t✉ré❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡♥ q✉❡st✐♦♥✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ très

♣r♦❝❤❡ ❞✉ s②stè♠❡ ré❡❧ ❡st ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ♣♦✉r ré✉ss✐r ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✶ ♠♦♥tr❡

❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦✛✲❧✐♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ré❣✉❧❛t❡✉rs ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❚❘▼❙✳

▲❡ ✈❡❝t❡✉r Pi q✉✐ ♣♦rt❡ t♦✉s ♣❛r❛♠ètr❡s à ré❣❧❡r ❛✜♥ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût

✭✷✳✽✺✮ ❡st ❡①♣r✐♠é ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

Pi = [kp1, ki1, kd1, λ1, µ1, kp2, ki2, kd2, λ2, µ2]

F (k) =
N∑

i=1

|eh(i)|+ |ev(i)| ✭✷✳✽✺✮

◆ ét❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱ ❡t ❦ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s✳

❊♥ s♦♠♠❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✶✵ ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦✉r ❧❡s ré❣✉❧❛t❡✉rs P■❉ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

❡t ✻ ♣♦✉r ❧❡s ré❣✉❧❛t❡✉rs P■❉ ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❞♦♥t ❧❡✉rs ❜♦r♥❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳

✺✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

0 ≺ kp1, ki1, kd1, kp2, ki2, kd2 ≺ 10 ❡t 0 ≺ λ1, µ1, λ2, µ2 ≺ 2

▲❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛ été ❡✛❡❝t✉é❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬♦✉t✐❧ ▼❛t✲

❧❛❜✴❙✐♠✉❧✐♥❦ ♣♦✉r ❧❛ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②st❡♠ ❚❘▼❙ ❛✉t♦✉r ❞❡ s♦♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡

✭αv✱αh✮❂✭✵✱✵✮ r❛❞ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭✲✵✳✺✱✲✵✳✺✮ r❛❞✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❡

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❖❊P ❡st ✜①é à ✸✵ ♣❛rt✐❝✉❧❡s✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s Φ1 ✱ Φ2 ❡t χ s♦♥t ♠✐s à ✷✳✵✺✱ ✷✳✵✺

❡t ✵✳✼✷✾✽ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❀ ❛ ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ♣s❡✉❞♦✲st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❖❊P✱

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❡①é❝✉té ✺ ❢♦✐s ❛✈❡❝ ✶✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s ♣❛r ❡①é❝✉t✐♦♥ ✭♦♥ ♣r❡♥❞ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❛✈❡❝

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ♠✐♥✐♠❛❧❡✮✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✷ ♠♦♥tr❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ✭❋ ✮

❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❛s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❀ ✐❧ ❡st ❜✐❡♥ ♦❜s❡r✈é q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r P■❉ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

❞♦♥♥❡ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✭❋ ✮✱ ❡t ❋ ♣❡✉t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r ❞✬❛✈❛♥t❛❣❡ s✐ ♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡

♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s✱ ♣❛r ❝♦♥tr❡ ❧❡ P■❉ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡st st❛❜✐❧✐sé à ❧✬✐tér❛t✐♦♥ ✻✵✳ ➚

❧✬✐tér❛t✐♦♥ ✶✵✵ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♦♣t✐♠❛✉① ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s t❛❜❧❡❛✉①

✷✳✶ ❡t ✷✳✷ ❀ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ré❣✉❧❛t❡✉r ❋❖P■❉✲❖❊P ✭s❛✉❢ kp1✮ s♦♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t

♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡✉① ❞✉ ré❣✉❧❛t❡✉r P■❉✲ ❖❊P✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸ ❡t ✷✳✶✹ ♠♦♥tr❡♥t ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞❡s

❞❡✉① s♦✉s s②stè♠❡s ❝♦♠♠❛♥❞és ♣❛r P■❉ ❡t P■❉ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♦♣t✐♠✐sé ♣❛r ❖❊P✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✿ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉t ❋ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❛s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

❚❛❜❧❡❛✉ ✷✳✶✿ P❛r❛♠ètr❡s ♦♣t✐♠❛✉① ❞❡s ❞❡✉① ré❣✉❧❛t❡✉r P■❉ ❡t ❋❖P■❉ ♣♦✉r ❧❡ s♦✉s s②s✲
tè♠❡ ✈❡rt✐❝❛❧✳

P❛r❛♠ètr❡ kp1 ki1 kd1 λ1 µ1

P■❉ ✸✳✺✺✺✺ ✵✳✼✸✷✷ ✹✳✸✸✵✹ ✲ ✲
❋❖P■❉ ✶✵✳✵✵✵✵ ✵✳✺✻✷✵ ✹✳✻✹✹✼ ✶✳✶✼✹✶ ✶✳✹✵✶✻
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

❚❛❜❧❡❛✉ ✷✳✷✿ P❛r❛♠ètr❡s ♦♣t✐♠❛✉① ❞❡s ❞❡✉① ré❣✉❧❛t❡✉r P■❉ ❡t ❋❖P■❉ ♣♦✉r ❧❡ s♦✉s s②s✲
tè♠❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧✳

P❛r❛♠ètr❡ kp2 ki2 kd2 λ2 µ2

P■❉ ✶✳✶✶✹✽ ✵ ✵✳✽✹✶✼ ✲ ✲
❋❖P■❉ ✵✳✽✼✹✻ ✵ ✵✳✺✾✶✻ ✵✳✶✽✾✽ ✶✳✵✺✽✻
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸✿ ❘é♣♦♥s❡ ❞✉ s♦✉s s②stè♠❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣♦✉r ✉♥ t❡st ❞❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹✿ ❘é♣♦♥s❡ ❞✉ s♦✉s s②stè♠❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣♦✉r ✉♥ t❡st ❞❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥

▲❡ ré❣✉❧❛t❡✉r P■❉ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❛✈❡❝

❛❜s❡♥❝❡ ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❡♥ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❛♥t✳ ❈❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ✉♥ s✐❣♥❛❧

❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛tt❡✐❣♥❛♥t ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ✭±2.5 ✈♦❧t✮ ❡♥ ré❣✐♠❡ tr❛♥s✐t♦✐r❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥

P■❉ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ s♦✉s s②stè♠❡
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

✈❡rt✐❝❛❧ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té à ❧❛ ❢♦r❝❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ tr❛❞✉✐t❡ ♣❛r ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❡♥

ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❛♥t✳

❆✜♥ ❞❡ t❡st❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❡t ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s ❞❡✉① ré❣✉❧❛t❡✉rs ♦♣t✐♠❛✉① ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉①

❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ❞❡s t❡sts s✉✐✈❛♥ts ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s

s✉✐✈❛♥t❡s ✿

αhref (t) = 0.3
[

cos
(
0.15πt

2

)

+ sin
(
0.15πt

3

)]

✭✷✳✽✻✮

αvref (t) = −αhref (t) ✭✷✳✽✼✮

◆♦✉s s✉♣❡r♣♦s♦♥s ❛✉① s♦rt✐❡s ✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡①t❡r♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ d(t) = 0.1sin(0.5πt)

♣❡♥❞❛♥t ✹ s❡❝ ✭✜❣✉r❡ ✷✳✶✺✮✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✷✳✶✻ à

✷✳✶✾✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺✿ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣rés❡♥tés ♣❛r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✷✳✶✻ à ✷✳✶✾ ♠♦♥tr❡♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t

❧❛ s✉♣ér✐♦r✐té ❞✉ ré❣✉❧❛t❡✉r P■❉ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❡♥ ♣♦✉rs✉✐t❡ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s

q✉✬❡♥ r❡❥❡t ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳ ▲❡ ré❣✉❧❛t❡✉r P■❉ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❛ ♠♦♥tré s❡s ❧✐♠✐t❡s ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛❧❧❛♥t ❥✉sq✉✬à ❧❛ ♣❡rt❡ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té✳

✷✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❜❛s❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❛♥s

❧❡s ❞❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ✭t❡♠♣♦r❡❧ ❡t ❢réq✉❡♥t✐❡❧✮✱ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs

❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r♦♣r✐étés ❡t ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❡t

✺✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

0 10 20 30 40 50
−3.5

−3

−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

temps

α
v
 (

ra
d

)

a)

 

 

avec PID fractionnaire

α
vref

avec PID

0 10 20 30 40 50
−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

temps

u
v
 (

v
o

lt
)

b)

 

 

avec PID fractionnaire

avec PID

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻✿ ❘é♣♦♥s❡ ❞✉ s♦✉s s②stè♠❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣♦✉rs✉✐t❡ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡

0 10 20 30 40 50
−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

temps

α
h
 (

ra
d

)

a)

 

 

α
href

avec PID fractionnaire

avec PID

0 10 20 30 40 50
−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

temps

u
h
 (

v
o

lt
)

b)

 

 

avec PID fractionnaire

avec PID

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✼✿ ❘é♣♦♥s❡ ❞✉ s♦✉s s②stè♠❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣♦✉rs✉✐t❡ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡

❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❛✉ss✐✱

✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ s✐♠♣❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♦✉ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞✬♦r❞r❡

❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ✜❧tr❡ ❞✬❖✉st❛❧♦✉♣✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡

s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡t ❧❡✉rs ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ st❛❜✐❧✐té✳

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉ s②stè♠❡ ❚❘▼❙ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ P■❉ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

♣rés❡♥t❡ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ré❣✉❧❛t❡✉r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧ P■❉✳ ❈❡

❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ♣rés❡♥t❡r q✉❡❧q✉❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❡t ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♥♦♥

❡♥t✐èr❡s ❡t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❧❡✉rs ✐♥térêts ♣♦✉r ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡t

✺✽
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✾✿ ❘é♣♦♥s❡ ❞✉ s♦✉s s②stè♠❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣♦✉r t❡st ❞❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡
❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡①t❡r♥❡

❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s s②stè♠❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✳

✺✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t

❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♦♣t✐♠✐sé❡ ❞❡s

s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❚■❚❖

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆✈❡❝ ❧❡ ♣r♦❣rès t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡ ❛❝t✉❡❧✱ ❧❛ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❝♦♠✲

♣❧❡①❡s ❡t ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝tés ❞❡✈✐❡♥t ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ✉♥ ❛①❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t très

♣r✐✈✐❧é❣✐é ❀ ❧❛ ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐té ❡t ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉s s②stè♠❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡ s②stè♠❡

❣❧♦❜❛❧ r❡♥❞ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ très ❞é❧✐❝❛t❡ ❡t ❝♦♠♣❧❡①❡ à ♠❡ttr❡

❡♥ ÷✉✈r❡✳ ❆✜♥ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛

❧✐ttér❛t✉r❡✳

▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❡st ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s q✉✐ ❛ ❧❛r❣❡♠❡♥t ♣r♦✉✈é s♦♥

❡✣❝❛❝✐té à tr❛✈❡rs ❧❡s ét✉❞❡s t❤é♦r✐q✉❡s r❛♣♣♦rté❡s ❡t ♣r❛t✐q✉❡s ❬✶❪✱ ❬✶✷✻❪✱ ❬✶✷✼❪✳ ❈❡tt❡

❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t✱ é❧❛❜♦ré❡ ❡♥ tr♦✐s ét❛♣❡s ✿

✖ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ✿ ❝❡tt❡ s✉r❢❛❝❡ ét❛♥t

✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét❛ts ❞✉ s②stè♠❡✱ ❡❧❧❡ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛é✲

r❡♥t✐❡❧❧❡ ❡t ❞ét❡r♠✐♥❡ ❞♦♥❝ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉✬✐❧

r❡st❡ s✉r ❝❡tt❡ s✉r❢❛❝❡ ❬✶✷✽❪✳ P♦✉r q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬✐♥s❡♥s✐❜✐❧✐té ❛✉① ♣❡rt✉r❜❛✲

t✐♦♥s ♥❡ s♦✐t ♣❛s ♣❡r❞✉✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡①✐❣é❡ ♣❛r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞♦✐t êtr❡

❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❵✬✉t✐❧❡✑ ❡t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥

❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡rt❡ ❬✶✷✽❪✳

✖ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥❝❡✈♦✐r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❡t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡

✻✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♦♣t✐♠✐sé❡ ❞❡s
s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❚■❚❖

❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ ✭❛ttr❛❝t❛♥t❡✮ ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✱ ❞❡

t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s ét❛ts ❞✉ s②stè♠❡ s♦✐❡♥t ❢♦r❝és ✈❡rs ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❡t

❣❧✐ss❛♥t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ s♦✉❤❛✐té❡✳

✖ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ét❛♣❡ ❡st ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ✿ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐r❡❝t❡

❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ♣❡r♠❡t ❞❡ s❡ ♣r♦♥♦♥❝❡r q✉❛♥t à ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ét❛t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ s❛♥s

❛✈♦✐r r❡❝♦✉rs à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬ét❛ts ❞✉ s②stè♠❡ ❬✶✷✽❪✳

❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ♦♥t été

r❛♣♣♦rté❡s✱ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❬✶✷✾✱ ✶✸✵❪ ❡t ❬✶✸✶✱ ✶✸✷❪ ✉t✐❧✐s❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s

s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ ❞ér✐✈é ❡t ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ ✐♥té❣r❛❧✱ ♦ù ❧✬♦r❞r❡

❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❡t ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❡♥t✐❡r✳ ❉❛♥s ❬✶✸✸❪✱ ❬✶✸✹❪ ❡t ❬✶✸✺❪ ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡

❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ❛❞♦♣té❡✳ ❯♥❡ s✉r❢❛❝❡ s♦✉s

❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ré❣✉❧❛t❡✉r P■❉ ❡st ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❛rt✐❝❧❡s t❡❧s q✉❡ ❬✶✸✻❪ ❡t ❬✶✸✼❪✳

❊♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❛♥s ❞✐✈❡rs ❞♦♠❛✐♥❡s✱ ✉♥❡

s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t P❉ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬✶✷❪✱ ❬✶✻❪✱ ❬✶✸✽❪✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ P■❉

❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❬✶✸✾✱ ✶✹✵❪✱ ❡t ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s

s✉r❢❛❝❡s P❉ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✱ P❉✱ ❡t P■❉ ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ▼■▼❖✳

P♦✉r r❡♠é❞✐❡r ❛✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ✢♦✉❡ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✐❣♥ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛ttr❛❝t❛♥t❡ ❧✐ss❡✳ ❆✜♥ ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts

♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❖❊P s❡r❛ ✉t✐❧✐sé✳

✸✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝té ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥

❞✬ét❛t ❞✬♦r❞r❡ ✹ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ẋ1(t) = x2(t)

ẋ2(t) = f1(X) + b1(X)u1(t) + d1(t)

ẋ3(t) = x4(t)

ẋ4(t) = f2(X) + b2(X)u2(t) + d2(t)

x0 = x(t0)

✭✸✳✶✮

❆✈❡❝ X = [x1, x2, x3, x4]
T ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t✱ f1✱ f2✱ b1 ❡t b2 s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥♦♥✲

❧✐♥é❛✐r❡s✱ u1 ❡t u2 s♦♥t ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞❡s s♦✉s s②stè♠❡s ✶ ❡t ✷ ❝♦♥ç✉❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣♦✉rs✉✐t❡

❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s x1d ❡t x3d ❀ d1 ❡t d2 s♦♥t ❧❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❡①t❡r♥❡s✱ ❡t Y = [x1, x3]
T ✱ ❡st

✻✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♦♣t✐♠✐sé❡ ❞❡s
s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❚■❚❖

❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ s♦rt✐❡ ❞✉ s②stè♠❡✳

▲❡ s②stè♠❡ ✭✸✳✶✮ ♣❡✉t êtr❡ réé❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ẋ2j−1(t) = x2j(t)

ẋ2j(t) = fj(X) + bj(X)uj(t) + dj(t) , j = 1, 2
✭✸✳✷✮

▲❡ s②stè♠❡ ♣rés❡♥té ✐❝✐ ❡st ❞♦♥❝ ré❣✐ ♣❛r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❞❡s

t❡r♠❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉s✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ♦r❞✐♥❛✐r❡s ♥❡ ♣❡r♠❡t

♣❛s ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❛♥s ❞❡ t❡❧s ❝❛s ❡t ✐❧ ❢❛✉t ❛❧♦rs s❡ r❡♣♦rt❡r

à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❬✶✹✶✱ ✶✹✷❪ ❡t ❛✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❋✐❧✐♣♣♦✈

❬✶✹✸❪✳

❍②♣♦t❤ès❡s ✿

✖ ❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ bj(x) ≻ 0∀x✳
✖ ▲❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ dj(t) s✉♣♣♦sé❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❜♦r♥é❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✲

✈❛♥t❡s ✿

|dj(t)| ≤ δj ✭✸✳✸✮

∣
∣
∣D

(αj−1)
t dj(t)

∣
∣
∣ ≤ ψj ✭✸✳✹✮

δj✱ ψj s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❝♦♥♥✉❡s ❀ αj ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ ❡♥tr❡ ✵ ❡t

✶✳

P✉✐sq✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝❡♥tr❛❧✐sé❡ ❛ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡

❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ♠✐s❡s ❡♥ ÷✉✈r❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✱

❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❡ s②stè♠❡ ❣❧♦❜❛❧ ✭✸✳✶✮ s❡r❛ ❞é❝♦♠♣♦sé ❡♥ ✷ s♦✉s✲s②stè♠❡s✱ ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡✉①

❡st ❝♦♠♠❛♥❞é ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ♣❛r ✉♥ ré❣✉❧❛t❡✉r✳ ▲❡s ✐♥t❡r❝♦♥♥❡①✐♦♥s s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s

❝♦♠♠❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲s②stè♠❡✳

✸✳✸ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ ❡♥t✐èr❡

✸✳✸✳✶ ❈❤♦✐① ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t sj ✭j = 1, 2✮

▲❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s(x, t)

❛♣♣❡❧é❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ♦✉ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❡st

❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❙ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

✻✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♦♣t✐♠✐sé❡ ❞❡s
s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❚■❚❖

S = {x ∈ Rn |s(x, t) = 0} ✭✸✳✺✮

❉✬❛♣rès ❬✶✷✼❪✱ ♦♥ ❞✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❣✐♠❡ ❣❧✐ss❛♥t ✐❞é❛❧ s✉r ❙ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡♠♣s ✜♥✐

ts t❡❧ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✉ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s(x, t) = 0 ♣♦✉r t♦✉t t ≥ ts✳

❏✳❏ ❙❧♦t✐♥❡ ❬✶❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡

❣❧✐ss❡♠❡♥t q✉✐ ❛ss✉r❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ① à s❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝♦♥s✐❣♥❡✳

s(x) =

(

d

dt
+ kp

)r−1

e(x) ✭✸✳✻✮

① ✿ ✈❛r✐❛❜❧❡ à ❝♦♠♠❛♥❞❡r✳

e(x) ✿ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣♦✉rs✉✐t❡ e(x) = x− xd✳

kp ✿ ❯♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ q✉✐ ✐♥t❡r♣rét❡r❛ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡

r ✿ ❧❡ ❞❡❣ré r❡❧❛t✐❢ ❞✉ s②stè♠❡✱ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♣rét❡r ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s q✉✬✐❧ ❢❛✉t

❞ér✐✈❡r ❧❛ s♦rt✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧✬❡♥tré❡ ✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡

❬✶✹✹❪✳

s(x) = 0 ❡st ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞♦♥t ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st e(x) = 0✱

♣♦✉r ✉♥ ❝❤♦✐① ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡ ❞✉ ❣❛✐♥ kp✳

❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s s②stè♠❡ ❥ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❂✷ ❀ ❛❧♦rs ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞èr♦♥s

❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ sj s✉✐✈❛♥t❡ ✿

sj = kpje(2j−1) + ė(2j−1), e(2j−1) = x(2j−1) − x(2j−1)d ✭✸✳✼✮

❊♥ ré❣✐♠❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ✐❞é❛❧✱ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❡st ♥✉❧❧❡ sj = 0✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥

✭✸✳✼✮ ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs ė(2j−1) = −kpje(2j−1)✳

▲❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧❡ ❥ ❡st ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t st❛❜❧❡ ❡♥ ré❣✐♠❡ ❣❧✐ss❛♥t s✐

kpj ≻ 0✳

❉❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❛rt✐❝❧❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❬✶✸✻❪✱ ❬✶✸✼❪✱ ❝❡tt❡ s✉r❢❛❝❡ ❡st ❛✉❣♠❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ✐♥té✲

❣r❛t❡✉r ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ t②♣❡ P■❉✱ ❝❡ ❝❤♦✐① ❡st r❡t❡♥✉ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡

❞✬❡rr❡✉r s♦✉❤❛✐té❡ ❡t ✉♥❡ ❡rr❡✉r ♥✉❧❧❡ ❡♥ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❬✶✸✻❪ ✿

sj = kpje(2j−1) + ė(2j−1) + kij

∫ t

0
e(2j−1)(τ)dτ ✭✸✳✽✮

▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts kpj✱ ❡t kij✱ s♦♥t ❝❤♦✐s✐s ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t s♦✐t ❍✉r✇✐t✲

③✐❡♥♥❡ ❡t ❣❛r❛♥t✐t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❬✶✸✼❪✳

❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ✐❧s ❡①✐st❡♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s Kj ❡t kj t❡❧s q✉❡ ✿

✻✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♦♣t✐♠✐sé❡ ❞❡s
s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❚■❚❖

∥
∥
∥eΛjt

∥
∥
∥ ≤ Kj.e

−kjt, Λj =






0 1

−kij −kpj




 ✭✸✳✾✮

❆✈❡❝ ‖.‖ ét❛♥t ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✳

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣♦✉rs✉✐t❡ ❡t ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡

❣❧✐ss❡♠❡♥t ❡st é♥♦♥❝é ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ♣♦✉rs✉✐t❡

❞és✐ré❡s✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶ ❬✶✸✼❪ ✿ ❙✐ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✭✸✳✽✮ s❛t✐s❢❛✐t |sj| ≤ γj

♣♦✉r t ≥ t0 ✭❛✈❡❝ t0 ❡st ❧❡ t❡♠♣s ✐♥✐t✐❛❧✮✱ ❡t |Ej(t0)| ≤ γj
kj

✭❛✈❡❝ Ej = [e(2j−1) ė(2j−1)] ✮

❡st s❛t✐s❢❛✐t✱ ❛❧♦rs ✿

∣
∣
∣e(2j−1)

∣
∣
∣ ≤ ε1j ✭✸✳✶✵✮

∣
∣
∣ė(2j−1)

∣
∣
∣ ≤ ε2j ✭✸✳✶✶✮

❙♦♥t s❛t✐s❢❛✐t ♣♦✉r t♦✉t t ≥ t0✱ ❛✈❡❝ ε1j ❡t ε2j s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❞é✜♥✐s ♣❛r ✿

ε1j =
Kj

kj
.γj, ε2j = γj.

(

1 + Zj.
Kj

kj

)

, Zj ≡ ‖[kpj kij]‖ ✭✸✳✶✷✮

P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s ✈❡✉✐❧❧❡③ ❝♦♥s✉❧t❡r ❬✶✸✼❪✳

✸✳✸✳✷ ❊❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ uj ✭❥❂✶✱✷✮

❉❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à str✉❝t✉r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❛♥✐èr❡s ♣♦✉r

❝❤♦✐s✐r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛✜♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♦♥

tr♦✉✈❡ tr♦✐s t②♣❡s ❞❡ str✉❝t✉r❡s très ré♣❛♥❞✉❡s ✿ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ❝♦♥tr❡✲ré❛❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡

à ❣❛✐♥s ❝♦♠♠✉tés✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r r❡❧❛✐s ❡t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✳ ▲❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐èr❡s

❛♣♣r♦❝❤❡s s♦♥t ♣r✐✈✐❧é❣✐é❡s ❬✶✹✺❪✳

❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ s❝❤é♠❛t✐sé❡

s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶ ❬✶✹✺❪✳

❆✈❡❝ ueq ❡st ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ṡ(x, t) = 0 ✱ ❡t un ❡st ❧❛

❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ ♦✉ ❛ttr❛❝t❛♥t❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❜❛s❡ q✉✐ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ r❡❧❛✐s

r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✓ s❣♥ ✔ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✷✮ ✿

un = −Kssgn(s), Ks > 0 ✭✸✳✶✸✮

✻✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♦♣t✐♠✐sé❡ ❞❡s
s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❚■❚❖

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ s❝❤é♠❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✓ s❣♥ ✔ ❞❡ un✳

▲❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ r❡❧❛✐s ❝♦♠♠✉t❛♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡

✐♥✜♥✐❡✳

Pr❡♥❛♥t ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s t ❞❡s ❞❡✉① s✉r❢❛❝❡s ✭✸✳✼✮ ❡t ✭✸✳✽✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t







1ercas ṡj = kpj ė(2j−1) + ë(2j−1)

= kpj.ė(2j−1) + ẍ(2j−1) − ẍ(2j−1)d

= kpj.ė(2j−1) + fj(X) + bj(X)uj + dj − ẍ(2j−1)d

2emecas ṡj = kij.e(2j−1) + kpj ė(2j−1) + ë(2j−1)

= kij.e(2j−1) + kpj.ė(2j−1) + fj(X) + bj(X)uj + dj − ẍ(2j−1)d

✭✸✳✶✹✮

P♦s❛♥t ṡj = 0 ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿







1ercas u(eq)j =
−1

bj(X)

[

kpj.ė(2j−1) + fj(X)− ẍ(2j−1)d

]

2emecas u(eq)j =
−1

bj(X)

[

kij.e(2j−1) + kpj.ė(2j−1) + fj(X)− ẍ(2j−1)d

] ✭✸✳✶✺✮

✻✺
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s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❚■❚❖

▲❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❣❧♦❜❛❧❡s q✉✐ s❛t✐s❢♦♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✿







1ercas uj =
−1

bj(X)

[

kpj.ė(2j−1) + fj(X)− ẍ(2j−1)d +Ksjsgn(sj)
]

2emecas uj =
−1

bj(X)

[

kij.e(2j−1) + kpj.ė(2j−1) + fj(X)− ẍ(2j−1)d +Ksjsgn(sj)
] ✭✸✳✶✻✮

❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸ r❡s✉♠❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❚■❚❖✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡
❚■❚❖✳

✸✳✸✳✸ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét❛t ❞✉

s②stè♠❡ V (x) ≻ 0✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞♦✐t êtr❡ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♦✐t

❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ✭V̇ (x) < 0✮✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡ s(x)✱ ❡t ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r

✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ u q✉✐ ❝♦♥❞✉✐s❡✱ ❞❛♥s ✉♥ t❡♠♣s ✜♥✐✱ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ✈❡rs ❧❛ s✉r❢❛❝❡

❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ❝❛rré ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❡st✱ ❞♦♥❝✱ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

V (x) =
1

2
s2(x) ✭✸✳✶✼✮

▲❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦♥♥❡

V̇ (x) = s(x)ṡ(x) ✭✸✳✶✽✮

P♦✉r q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ V (x) ♣✉✐ss❡ ❞é❝r♦îtr❡✱ ✐❧ s✉✣t q✉❡ s❛ ❞ér✐✈é❡ s♦✐t ♥é❣❛t✐✈❡✳ ❊♥

s✉❜st✐t✉❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ✭✸✳✶✻✮ ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ✭✸✳✶✹✮ ♦♥ ❛✉r❛

✻✻
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s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❚■❚❖

❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ✿

ṡj = dj −Ksjsgn(sj) ✭✸✳✶✾✮

❡t

sj ṡj = sj(dj −Ksjsgn(sj))

≤ (δj −Ksj) |sj|
✭✸✳✷✵✮

❉♦♥❝ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❡st ✈ér✐✜é❡ s✐ Ksj > δj✳

▲✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✸✳✷✵✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ s✐ sj 6= 0 ❛❧♦rs V̇j = sj ṡj < 0✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ✿

V̇ =
2∑

j=1

V̇j < 0 ✭✸✳✷✶✮

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❣❧♦❜❛❧ ✭✸✳✶✮ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡ ❛✈❡❝

❧❡s ❞❡✉① str❛té❣✐❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ uj ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✳

P❛r❢♦✐s✱ ✉♥ ❣r❛♥❞ ❣❛✐♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ Ksj ♣r♦✈♦q✉❡ ♣❛r❢♦✐s ✉♥ ❡✛❡t ❞❡ ❈❤❛tt❡r✐♥❣✳

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✐❣♥ ♣❡✉t é❧✐♠✐♥❡r ❝❡

♣❤é♥♦♠è♥❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞✉

❈❤❛tt❡r✐♥❣ ❡t ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ♣♦✉rs✉✐t❡✱ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ✢♦✉❡ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t❡✳

✸✳✹ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ✢♦✉❡✲♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ ❡♥t✐❡r

▲❛ ❧♦❣✐q✉❡ ✢♦✉❡ ❡st ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡

❡①♣❡rt à ❜❛s❡ ❞❡ ❧♦✐s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t❛❧❡s✳ ❊❧❧❡ ❡st ❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡ ✉♥❡ ❝♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ✏❜♦♥

s❡♥s✑✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s à ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞✬✉♥ êtr❡ ❤✉♠❛✐♥✳

■❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ✢♦✉❡

à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❊❧❧❡s s✉✐✈❡♥t ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t q✉❛tr❡

ét❛♣❡s ✿ ❧❛ ❢✉③③✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s

❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡s ❞❡s rè❣❧❡s ✢♦✉❡s ❡t ❧❛ ❞é❢✉③③✐✜❝❛t✐♦♥✳

▲❛ ❢✉③③✐✜❝❛t✐♦♥ ✿ ❝✬❡st ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡♥tré❡s ❡t s♦rt✐❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥

❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✉♥✐✈❡rs ❞❡ ❞✐s❝♦✉rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥

❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✢♦✉s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉rs

❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❛ss♦❝✐é❡s✳

▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✿ ❝✬❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❧✐♥❣✉✐st✐q✉❡s q✉✐ ❛ss✉r❡ ❧❡

✻✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♦♣t✐♠✐sé❡ ❞❡s
s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❚■❚❖

❝♦♥trô❧❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✳ ▲❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✱ ❛✉ s❡♥s ♣❤②s✐q✉❡ ♦✉ ❞✬❛♣rès ❧❡s

❞✐r❡s ❞✬❡①♣❡rts✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡r ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡t ❞❡ r❡♠♣❧✐r ❞❡s t❛❜❧❡s ❞❡

rè❣❧❡s✳

▲❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡s rè❣❧❡s ✢♦✉❡s ✿ ❈✬❡st ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥

q✉✐✱ ❡♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛♥t ❧❡ ❜❧♦❝ ❞❡s rè❣❧❡s✱ ét❛❜❧✐t ✉♥❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳ ■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs str❛té❣✐❡s

❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✿

▼❛♠❞❛♥✐ ✭▼❛①✱ ▼✐♥✳✮✳

▲❛rs❡♥ ✭▼❛①✱ Pr♦❞✳✮✳

❙✉❣❡♥♦ ✭❙♦♠♠❡✱ Pr♦❞✳✮✳

▲❛ ❞é❢✉③③✐✜❝❛t✐♦♥ ✿ ❝✬❡st ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ q✉✐ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♥♦♥ ✢♦✉❡

♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ s♦rt✐❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✱

♠❛✐s ❧❛ ♣❧✉s ❢réq✉❡♥t❡ ❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❝❡♥tr❡s ❞❡ ❣r❛✈✐té✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✢♦✉ q✉✐ ♦❜é✐t à ❧❛ t❤é♦r✐❡

❞❡s s②stè♠❡s à str✉❝t✉r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ❝❡❝✐ ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ st❛❜✐❧✐té✳ ❈❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈✐s✐♦♥

❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✢♦✉✳

❯♥❡ rè❣❧❡ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✢♦✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❬✶✹✻❪ ✿

Ri : Si (Ai, Bi) Alors Ci ✭✸✳✷✷✮

❖ù Ai ❡t Bi s♦♥t ❞❡s q✉❛♥t✐tés ✢♦✉❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❡t Ci ❡st

✉♥❡ q✉❛♥t✐té ✢♦✉❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡

Ri ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ✏str✉❝t✉r❡✑ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✢♦✉ q✉✐ ❝❤❛♥❣❡ s❡❧♦♥ ❧❡s ét❛ts ❞✉

♣r♦❝❡ss✉s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ✏str✉❝t✉r❡✑ ❡st ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ s②stè♠❡

❞❡ ❝♦♥trô❧❡ à str✉❝t✉r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❊♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❝❡tt❡ ✐❞é❡✱ ♦♥ ♣❡✉t tr❛✐t❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✢♦✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥

t②♣❡ ❞❡ s②stè♠❡ à str✉❝t✉r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ✢♦✉ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r à

str✉❝t✉r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❧✐♠✐t❡ ✏❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r✑✮✳

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❞é❥à ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥

❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à str✉❝t✉r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

un = −Ks.sgn(s) ✭✸✳✷✸✮

❚❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❡st ✐❞é❛❧✳ ❉û ❛✉ r❡t❛r❞ ❞❡ ❝♦♠✲

♠✉t❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st r❛r❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ré❡❧✱ q✉❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ✐❞é❛❧ s❡ ♣r♦❞✉✐s❡✱ ❡♥

✻✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♦♣t✐♠✐sé❡ ❞❡s
s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❚■❚❖

♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❝❛✉s❡ ❞✉ ❜r♦✉t❡♠❡♥t ✭❈❤❛tt❡r✐♥❣✮ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✳ ❈❡tt❡

s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st ❝♦rr✐❣é❡ ♣❛r ✉♥ ❧✐ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥❡ ❜❛♥❞❡

❧✐♠✐t❡ ✭❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✮✳

❉♦♥❝ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❧✐♠✐t❡ φ ✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❡st

♠♦❞✐✜é❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ❬✶✹✼❪ ✿

un =







Ks s > φ

−Ks.
s
φ

− φ ≤ s ≤ φ

−Ks s < −φ

✭✸✳✷✹✮

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r ✢♦✉ ✭s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ✢♦✉❡✮ q✉✐

❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ ✭✸✳✷✹✮✳

▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❡st q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡

❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✱ s = 0 ✈❡rs ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ✢♦✉❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥

❧✐♥❣✉✐st✐q✉❡ ❬✶✸✸✱ ✶✸✹❪ ✿

s̃ est zros ✭✸✳✷✺✮

❆✈❡❝ s̃ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐♥❣✉✐st✐q✉❡ ❞❡ s ❡t ✏③ér♦✑ ❡st ❧✬✉♥ ❞❡ s❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✢♦✉s✳ ❉❛♥s ❧❡

❜✉t ❞❡ ❢✉③③✐✜❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t s ♦♥ ❞é✜♥✐t ❝✐♥q s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡s

✢♦✉s ✭✜❣✉r❡ ✸✳✹✮✱ t❡❧s q✉❡ ✿

T (s̃) = {NG,NM,EZ, PM,PG} =
{

F̃ 1
s , ..., F̃

5
s

}

✭✸✳✷✻✮

❆✈❡❝ ❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts s✉✐✈❛♥ts ✿

◆● ✿ ♥é❣❛t✐❢ ❣r❛♥❞ ❀ ◆▼ ✿ ♥é❣❛t✐❢ ♠♦②❡♥ ❀ ❊❩ ✿ ❡♥✈✐r♦♥ ③ér♦ ❀ P▼ ✿ ♣♦s✐t✐❢ ♠♦②❡♥ ❀

P● ✿ ♣♦s✐t✐❢ ❣r❛♥❞✳

◗✉❛♥t à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ un✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❛✉ss✐ ❝✐♥q s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✢♦✉s t❡❧s q✉❡ ✿

T (ũn) = {PG, PM,EZ,NM,NG} =
{

F̃ 1
un
, ..., F̃ 5

un

}

✭✸✳✷✼✮

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❞❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s s ❡t un✱ s♦♥t ✐❧❧✉stré❡s ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡

✸✳✺✳

❖♥ ❞é✜♥✐t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡

❣❧✐ss❡♠❡♥t s ❡t ❞❡s s✐♥❣❧❡t♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ un✳

❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✺✱ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡✱ r ∈ [0, 1] ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❛❥✉st❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts ♠♦❞❛✉①

✻✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♦♣t✐♠✐sé❡ ❞❡s
s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❚■❚❖

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ P❛rt✐t✐♦♥ ✢♦✉❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✳

❞✉ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❊❩ ✭❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥✱ s̃ ❡st ③ér♦✮✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❞❡✱ ❛✮ ❧✬❡♥tré❡ s ❡t ❞❡✱ ❜✮ ❧❛ s♦rt✐❡ ✉❢

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ♣♦✉r ❝❡ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ✢♦✉✱ ❧❡s rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

❘✶ ✿ ❙■ s ❡st ◆● ❆❧♦rs ✉❢ ❡st P●

❘✷ ✿ ❙■ s ❡st ◆▼ ❆❧♦rs ✉❢ ❡st P▼

❘✸ ✿ ❙■ s ❡st ❊❩ ❆❧♦rs ✉❢ ❡st ❊❩

❘✹ ✿ ❙■ s ❡st P▼ ❆❧♦rs ✉❢ ❡st ◆▼

❘✺ ✿ ❙■ s ❡st P● ❆❧♦rs ✉❢ ❡st ◆●

❖♥ ♣❡✉t ♠❡ttr❡ ❛✉ss✐ ✿

✼✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♦♣t✐♠✐sé❡ ❞❡s
s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❚■❚❖

Ri : SI s est F i
s Alors uf est F

i
u .Avec i = 1, ..., 5 ✭✸✳✷✽✮

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❳ ❡t ❨✱ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡s rè❣❧❡s ✢♦✉❡s

r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ P♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✢♦✉ ❛r❜✐tr❛✐r❡ F̃x ❞❛♥s ❳✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✢♦✉ F̃x ◦Ri ❡st

❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❨ ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ Ri✳

P❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♠❛①✲♠✐♥ ❬✶✹✽❪✱ ❬✶✹✾❪✳

µF̃xoRi(uf ) = max
s∈X

[min[µF̃ x(s),min[µF̃ i
s
(s), µF̃ i

u
(uf)]]] ✭✸✳✷✾✮

❆✐♥s✐✱ ❧❡s s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✢♦✉s ❡t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥és✳ ■❧ ♥❡

♥♦✉s r❡st❡ q✉❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ❞é❢✉③③✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❡①tr❛✐r❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ un✳

P♦✉r ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ F̃x ❡st ✉♥ s✐♥❣❧❡t♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ✿

µF̃x
(s) =







1 Si s = α

0 ailleurs
✭✸✳✸✵✮

P♦✉r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❞é❢✉③③✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té❡✱ ❝❡ q✉✐

♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✿

un =

5∑

i=1
µi(s).uf

i

5∑

i=1
µi(s)

✭✸✳✸✶✮

❆✈❡❝✱ µi(s) ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❞❡ s ❛✉ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ F i
s ✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r t♦✉t s✱ s✬é❝r✐t ❬✶✺✵❪ ✿

un = −K.sig
(

s

φ

)

✭✸✳✸✷✮

❆✈❡❝ ✿

sig (z) =







−1 z ≺ −1

z+r−1
2−r

− 1 ≤ z ≺ −r/2
z
r

− r/2 ≤ z ≺ 0

z
r

0 ≤ z ≺ r/2
z+1−r
2−r

r/2 ≤ z ≺ 0

1 z ≥ 1

✭✸✳✸✸✮

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✻✱ ✐❧❧✉str❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡s rè❣❧❡s ✢♦✉❡s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡

✼✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♦♣t✐♠✐sé❡ ❞❡s
s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❚■❚❖

❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ r✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ r ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t

❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ P♦✉r r = 1✱ ♦♥ ♣❡✉t ❧❛ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

s❛t✉r❛t✐♦♥✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t

❞❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡s rè❣❧❡s ✢♦✉❡s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ r

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✢♦✉❡✲♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✸✳✶✮ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡✉①

t❡r♠❡s✱ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✢♦✉❡ ✭u(nF )j✮ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✸✳✸✹✮ q✉✐ ❛♣♣r♦①✐♠❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐s✲

❝♦♥t✐♥✉❡ ✭−Ksjsgn(sj)✮✱ ❡t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳







uj = u(eq)j + u(nF )j

avec u(nF )j =

5∑

i=1

µi(sj).uf
i
j

5∑

i=1

µi(sj)

, j = 1, 2
✭✸✳✸✹✮

▲❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✢♦✉❡ ✉t✐❧✐sé ❡st ❞ét❛✐❧❧é❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✼ ✿

✼✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♦♣t✐♠✐sé❡ ❞❡s
s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❚■❚❖

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❙②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ✢♦✉ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡

✸✳✺ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥✲

♥❛✐r❡

✸✳✺✳✶ ❈❤♦✐① ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t sj ✭❥❂✶✱✷✮

❉❛♥s ♥♦tr❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❬✶✷❪✱

❬✶✻❪ ❝✬❡st ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ré❣✉❧❛t❡✉r P❉ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ✭PDα✮ s❛ ❢♦r♠❡

❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

sj = kpje(2j−1) +D
αj

t e(2j−1), 0 < αj < 1 ✭✸✳✸✺✮

❖ù ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❈❛♣✉t♦ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

❊♥ ré❣✐♠❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ✐❞é❛❧✱ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t sj = 0✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✺✮ ❞♦♥♥❡

❛❧♦rs Dαj

t e(2j−1) = −kpje(2j−1) ✳

❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ |arg(−kpj)| = π > απ
2
✳ ❉♦♥❝ ❧❡s ❣❛✐♥s kpj s♦♥t ❝❤♦✐s✐❡ ♣♦✉r

êtr❡ ♣♦s✐t✐❢s ❛✜♥ ❞❡ s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ✭✷✳✻✻✮✳

❘❡s♣❡❝t❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❈❛♣✉t♦ ❞❡ ✭✷✳✷✻✮✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✺✮ ♣❡✉t êtr❡ réé❝r✐t❡ ❝♦♠♠❡

s✉✐t ✿

sj = kpje(2j−1) +D
(αj−1)
t ė(2j−1) ✭✸✳✸✻✮

P♦✉r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s✱ ♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ré❣✉❧❛t❡✉r

P■❉ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ✭PIαDα✮ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ❬✶✸✾✱ ✶✹✵❪ ✿

sj = kpje(2j−1) + kijD
−αj

t e(2j−1) +D
αj

t e(2j−1), 0 < αj < 1 ✭✸✳✸✼✮

✼✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♦♣t✐♠✐sé❡ ❞❡s
s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❚■❚❖

❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❡✉t êtr❡ réé❝r✐t❡ ❝♦♠♠❡✱ ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭✷✳✷✻✮ ✿

sj = kpje(2j−1) + kijD
−αj

t e(2j−1) +D
(αj−1)
t ė(2j−1) ✭✸✳✸✽✮

▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❞❡ t✐r❡r ♣r♦✜t ❞❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s

✭kij ❡t −αj✮ ❡t ❞✬ét❛❜❧✐r ❞❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥✱ ❛ss✉r❛♥t ✉♥❡

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r♦❜✉st❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❝♦♠♠❛♥❞é ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❡t

❧❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❡①t❡r♥❡s ❬✶✸✾❪✳

❉❛♥s ❧❡ ré❣✐♠❡ ❣❧✐ss❛♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s sj = 0✱ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✼✮ ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs ✿

kpje(2j−1) + kijD
−αj

t e(2j−1) +D
αj

t e(2j−1) = 0 ✭✸✳✸✾✮

❖♥ ❝❤♦✐s✐ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t
[

D
−αj

t e(2j−1) e(2j−1)

]

= [E1j E2j]✳ ❉✬♦ù ❧❡ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡

❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ✿







D
αj

t E1j = E2j

D
αj

t E2j = −kijE1j − kpjE2j

✭✸✳✹✵✮

❖✉ s♦✉s ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ✿






D
αj

t E1j

D
αj

t E2j




 =






0 1

−kij −kpj











E1j

E2j




 ✭✸✳✹✶✮

▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s kpj ❡t kij ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t s♦♥t ❝❤♦✐s✐s ♣♦s✐t✐❢s ❛✜♥ q✉❡ ❧❡s

✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❆r❡♠♣❧✐ss❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞✉ ✭✷✳✻✻✮✳

✸✳✺✳✷ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ uj ✭j❂✶✱✷✮

▲❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ uj s❡ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡

❞✬♦r❞r❡ ❡♥t✐❡r✱ ♦ù ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛ ♣❛rt✐r ❞❡ ṡ = 0 ✱ ❡t un ❧❛

❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♠♦❞✐✜é❡ ❡t êtr❡ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♣♦✉r

❞❡s r❛✐s♦♥ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té✳

❊♥ rés✉♠é✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ uj ❡st ❛❧♦rs ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✳

P♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ✭❛✈❡❝ s✉r❢❛❝❡ PDα✮ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ✭✸✳✸✻✮ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✿

ṡj = kpj.ė(2j−1) +D
(αj−1)
t ë(2j−1)

= kpj.ė(2j−1) +D
(αj−1)
t (ẍ(2j−1) − ẍ(2j−1)d)

= kpj.ė(2j−1) +D
(αj−1)
t (fj(X) + bj(X)uj + dj − ẍ(2j−1)d)

✭✸✳✹✷✮

✼✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♦♣t✐♠✐sé❡ ❞❡s
s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❚■❚❖

P♦s❛♥t ṡj = 0✱ ❡t r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞ér✐✈é❡ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡

❈❛♣✉t♦ ✭✷✳✷✷✮✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ u(eq)j ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ✿

u(eq)j =
−1

bj(X)

[

kpj.D
(1−αj)
t (ė(2j−1)) + fj(X)− ẍ(2j−1)d

]

✭✸✳✹✸✮

▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❣❧♦❜❛❧ uj ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

uj =
−1

bj(X)

[

kpj.D
(1−αj)
t (ė(2j−1)) + fj(X)− ẍ(2j−1)d +D

(1−αj)
t (Ksj.sgn(sj))

]

✭✸✳✹✹✮

P♦✉r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s ✭❛✈❡❝ s✉r❢❛❝❡ PIαDα✮✱ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ✭✸✳✸✽✮ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡

ṡj = kpj ė(2j−1) + kijD
−αj

t ė(2j−1) +D
(αj−1)
t ë(2j−1)

= kpje(2j−1) + kijD
−αj

t e(2j−1) +D
(αj−1)
t (ẍ(2j−1) − ẍ(2j−1)d)

= kpje(2j−1) + kijD
−αj

t e(2j−1) +D
(αj−1)
t (fj(X) + bj(X)uj + dj − ẍ(2j−1)d)

✭✸✳✹✺✮

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ u(eq)j ❡st ♦❜t❡♥✉❡

❡♥ ♣♦s❛♥t ṡj = 0 ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

u(eq)j =
−1

bj(X)

[

kpj.D
(1−αj)
t (ė(2j−1)) + kij.D

(1−2αj)
t (ė(2j−1)) + fj(X)− ẍ(2j−1)d

]

✭✸✳✹✻✮

❊t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❣❧♦❜❛❧ uj ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

uj =
−1

bj(X)

[

kpj.D
(1−αj)
t (ė(2j−1)) + kij.D

(1−2αj)
t (ė(2j−1)) + fj(X)− ẍ(2j−1)d

+D
(1−αj)
t (Ksj.sgn(sj))

] ✭✸✳✹✼✮

✸✳✺✳✸ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té

P♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ✿

P❛r s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✹✮ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✷✮✱ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ✿

ṡj = kpj.ė(2j−1) +D
(αj−1)
t (dj)− kpj.D

(αj−1)
t D

(1−αj)
t ė(2j−1) −D

(αj−1)
t D

(1−αj)
t (Ksj.sgn(sj))

✭✸✳✹✽✮

✼✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♦♣t✐♠✐sé❡ ❞❡s
s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❚■❚❖

❘❡s♣❡❝t❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭✷✳✷✸✮ ♣♦✉r m = 1✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✽✮ ❞❡✈✐❡♥t ✿

ṡj = D
(αj−1)
t (dj) + kpj.ė(2j−1)(0)−Ksj.(sgn(sj)) +Ksj.sgn(sj(0)) ✭✸✳✹✾✮

❙✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ✿

kpj.ė(2j−1)(0) +Ksj.sgn(sj(0)) = 0 ✭✸✳✺✵✮

❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✿

sj ṡj = sj.
(

D
(αj−1)
t (dj)−Ksj.(sgn(sj))

)

≤ (ψj −Ksj) |sj|
✭✸✳✺✶✮

❉✬❛♣rès ✭✸✳✺✶✮✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❡st ✈ér✐✜é❡ s✐ Ksj ≻ ψj

❆✉tr❡♠❡♥t✱ s✐
∣
∣
∣kpj.ė(2j−1)(0) +Ksj.sgn(sj(0))

∣
∣
∣ ≺ ξj ≺ ∞

s1j ṡ1j ≤ (ψj −Ksj + ξj) . |sj| ✭✸✳✺✷✮

❆❧♦rs✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❡st ✈ér✐✜é❡ s✐ Ksj ≻ (ψj + ξj)

P♦✉r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s ✿

▲❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✼✮ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✺✮✱ ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été

✭✷✳✷✸✮ ❞♦♥♥❡ ✿

ṡj = D
(αj−1)
t (dj) + kpj.ė(2j−1)(0) + kij.D

−αj

t ė(2j−1)(0)−Ksj.(sgn(sj)) +Ksj.sgn(sj(0))

✭✸✳✺✸✮

❙✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ✿

kpj.ė(2j−1)(0) + kij.D
−αj

t ė(2j−1)(0) +Ksj.sgn(sj(0)) = 0 ✭✸✳✺✹✮

❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ✿

sj ṡj = sj.
(

D
(αj−1)
t (dj)−Ksj.(sgn(sj))

)

≤ (ψj −Ksj) |sj|
✭✸✳✺✺✮

❉✬❛♣rès ✭✸✳✺✺✮✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❡st ✈ér✐✜é❡ s✐ Ksj ≻ ψj

❆✉tr❡♠❡♥t✱ s✐
∣
∣
∣kpj.ė(2j−1)(0) + kij.D

−αj

t ė(2j−1)(0) +Ksj.sgn(sj(0))
∣
∣
∣ ≺ εj ≺ ∞

✼✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♦♣t✐♠✐sé❡ ❞❡s
s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❚■❚❖

s1j ṡ1j ≤ (ψj −Ksj + εj) . |sj| ✭✸✳✺✻✮

❆❧♦rs✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❡st ✈ér✐✜é❡ s✐ Ksj ≻ (ψj + εj)

✸✳✻ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✢♦✉❡✲♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥✲

♥❛✐r❡

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✐❣♥ ❞❛♥s ✭✸✳✹✹✮ ❡t ✭✸✳✹✼✮ ♣❡✉t ❡♥❣❡♥❞r❡r ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❈❤❛tt❡r✐♥❣ ✳ P♦✉r

r❡♠é❞✐❡r à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r ✢♦✉✳ ▲❛ ♠ê♠❡

♣r♦❝é❞✉r❡ ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✢♦✉✲♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ ❡♥t✐❡r✳ ▲❛

❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✢♦✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r♦✜t❡r ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❬✶✻❪✳ ▲❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡

✢♦✉❡ ✉t✐❧✐sé ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✼✳

✸✳✼ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❖❊P ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s

s②♥t❤ét✐sé❡s

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥ç✉ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♦♣t✐♠❛❧❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s

❝♦♠♠❛♥❞❡s s②♥t❤ét✐sé❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❛✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥

❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡✳

Pr❡♥❛♥t P ❝♦♠♠❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s à ♦♣t✐♠✐s❡r✳

P = [kp1, kp2, ki1, ki2, α1, α2, φ1, φ2, r1, r2, K1, K2] ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ré❣✉❧❛t❡✉r ✢♦✉✲♠♦❞❡

❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❛✈❡❝ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ✭PIαDα✮✳

P = [kp1, kp2, ki1, ki2, φ1, φ2, r1, r2, K1, K2] ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ré❣✉❧❛t❡✉r ✢♦✉✲♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t

❞✬♦r❞r❡ ❡♥t✐❡r ❛✈❡❝ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ✭P■❉✮✳

P = [kp1, kp2, α1, α2, φ1, φ2, r1, r2, K1, K2] ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ré❣✉❧❛t❡✉r ✢♦✉✲♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t

❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❛✈❡❝ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ✭PDα✮✳

P = [kp1, kp2, φ1, φ2, r1, r2, K1, K2] ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ré❣✉❧❛t❡✉r ✢♦✉✲♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡

❡♥t✐❡r ❛✈❡❝ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ✭P❉✮✳

❖ù ❧❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s sé❧❡❝t✐❢s s♦♥t ♠❡♥t✐♦♥♥é❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

0.01 ≺ kp1, kp2, ki1, ki1, φ1, φ2, K1, K2 ≺ 10 ❀ 0.01 ≺ α1, α2, r1, r2 ≺ 1

P♦✉r ❝♦♥✈❡r❣❡r ✈❡rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❖❊P ❞♦✐t êtr❡ ❣✉✐❞é ♣❛r ❧❛

✼✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♦♣t✐♠✐sé❡ ❞❡s
s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❚■❚❖

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❡❧❧❡ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ ❛✈❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥

❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❖❊P✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣rés❡♥t❡ ét✉❞❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ✉t✐❧✐sé❡ ✭❋ ✮ ❡st ❞é✜♥✐❡

♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

F (k) =
N∑

i=1

2∑

j=1

(

γ(2j−1)

∣
∣
∣e(2j−1)(i)

∣
∣
∣+ γ(2j) |uj(i)|

)

✭✸✳✺✼✮

❖ù e(2j−1)(i) ❡st ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣♦✉rs✉✐t❡ ❞❡ ❧✬✐❡♠❡ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✱ uj(i) ❡st ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠✲

♠❛♥❞❡ ❞❡ ❧✬ieme é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✱ ◆ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱ ❡t ❦ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐té✲

r❛t✐♦♥s✳ ▲❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ γ(2j−1) ❡t γ2j s♦♥t ❡♠♣❧♦②és ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ♣❧✉s ❞❡

✢❡①✐❜✐❧✐té ❛✉ ❝♦♥❝❡♣t❡✉r s❡❧♦♥ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞♦♥♥é❡ à ❧✬❡rr❡✉r

♦✉ ❛✉ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✽ ♠♦♥tr❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✉t✐❧✐s❛♥t

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❖❊P✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ Pr♦❝❡ss✉s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✈❡❝ ❖❊P

✸✳✽ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉ s②stè♠❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ♣❡♥❞✉❧❡ ✐♥✈❡rsé

▲❡ ❞♦✉❜❧❡ ♣❡♥❞✉❧❡ ✐♥✈❡rsé ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✐♥t❡r❝♦♥✲

♥❡❝té✳ ■❧ ❡st s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡✉rs ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞é❞✐é❡s ❛✉① s②stè♠❡s

✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝tés✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❡st ✐❧❧✉stré❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✾✳

▲❡s ❞❡✉① ♣❡♥❞✉❧❡s ✐♥✈❡rsés s♦♥t ❝♦♥♥❡❝tés ❡♥tr❡ ❡✉① ♣❛r ✉♥ r❡ss♦rt ❞❡ r❛♣♣❡❧✳ ❉❡✉①

❝♦✉♣❧❡s u1 ❡t u2 s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉és ❛✉① ❡♥tré❡s à tr❛✈❡rs ❞❡s s❡r✈♦♠♦t❡✉rs ❛✜♥ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❡s

♣♦s✐t✐♦♥s θ1 ❡t θ2 ❞és✐ré❡s✳

▲❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ❬✶✺✶❪✱ ❬✶✺✷❪ ✿

✼✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♦♣t✐♠✐sé❡ ❞❡s
s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❚■❚❖

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞♦✉❜❧❡ ♣❡♥❞✉❧❡ ✐♥✈❡rsé

ẋ1(t) = x2(t)

ẋ2(t) =
(
m1gr
J1

)

sin(x1) +
(
kr2

4J1

)

(sin(x3)− sin(x1)) +
(

kr
2J1

)

(l − b) + u1(t)
J1

+ d1(t)

ẋ3(t) = x4(t)

ẋ4(t) =
(
m2gr
J2

)

sin(x3) +
(
kr2

4J2

)

(sin(x2)− sin(x3))−
(

kr
2J2

)

(l − b) + u2(t)
J2

+ d2(t)

✭✸✳✺✽✮

❖ù ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét❛t s♦♥t ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❡t ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❞♦♥♥és

♣❛r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r X = [x1, x2, x3, x4] = [θ1, θ̇1, θ2, θ̇2] ✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ s②stè♠❡ ✉t✐❧✐sé

❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡ s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❬✶✺✶❪ ✿

❦❂ ✶✵✵ ❬◆✴▼❪ ❀ ❣❂ ✾✳✽✶ ❬m/s2❪ ❀ m1❂ ✷ ❬❦❣❪ ❀ m2❂ ✷✳✺ ❬❦❣❪ ❀ l❂ ✵✳✺ ❬♠❪ ❀ r❂ ✵✳✺ ❬♠❪ ❀

b❂ ✵✳✹ ❬♠❪ ❀ J1❂✵✳✺ ❬kg.m2❪ ❀ J2❂ ✵✳✻✷✺ ❬kg.m2❪✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✵ ♣r❡s❡♥t❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡rt❡ ♣♦✉r ❞❡s é❝❤❡❧♦♥s ❞❡

❝♦✉♣❧❡ u1 = u2 = 2 N.m ❀ ❈❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❡st ✐♥st❛❜❧❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡

♦✉✈❡rt❡✳

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ s②♥t❤ét✐s❡r ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s u1 ❡t u2 ♣♦✉r ♠❛✐♥t❡♥✐r ❧❡s ét❛ts ❞és✐rés

x1d ❡t x3d s✉✐✈❛♥t ✿

x1d(t) = 0.12(cos(πt) + sin(2πt/3)) rad

x3d(t) = 0.12(sin(πt) + cos(πt/3)) rad
✭✸✳✺✾✮

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s s♦♥t (x1(0), x3(0)) = (0.0) ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡

✼✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♦♣t✐♠✐sé❡ ❞❡s
s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❚■❚❖
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ré♣♦♥s❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞♦✉❜❧❡ ♣❡♥❞✉❧❡ ✐♥✈❡rsé ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡rt❡ ♣♦✉r ❞❡s
é❝❤❡❧♦♥s ❞❡ ✷ ◆♠✱ ❛✈❡❝ (θ1(0), θ3(0)) = (0.5,−0.5)

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❖❊P ♣♦✉r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♥trô❧❡✉rs s②♥t❤ét✐sés ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t

s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶✳

❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶✿ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs s♣é❝✐✜q✉❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❖❊P✳
❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❱❛❧❡✉r
◆♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✭♥✮ ✷✵
◆♦♠❜r❡ ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s ✭❦✮ ✷✵
P❛r❛♠ètr❡ ✭Φ1✮ ✷✳✵✺
P❛r❛♠ètr❡ ✭Φ2✮ ✷✳✵✺
❢❛❝t❡✉r ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ✭γ(2j−1) j = 1 : 2✮ ✸
❢❛❝t❡✉r ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ✭γ2j j = 1 : 2✮ ✵✳✶

▲❡s ❝♦✉r❜❡s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉t ✭❋ ✮ ♠✐♥✐♠❛❧❡✱ ♣❛r♠✐ ❧❡s ✺ ❡①é❝✉t✐♦♥s

❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❛s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ s♦♥t ✐❧❧✉stré❡s ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✶✳ ❖♥

♣❡✉t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✈❡❝ s✉r❢❛❝❡ P■❉ ❡st ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt

à t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ❡t ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡

❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳

▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♦❜t❡♥✉s ❛♣rès ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r

❧❡s t❛❜❧❡❛✉① ✸✳✷ ❡t ✸✳✸✳

❉✬❛♣rès ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① ✸✳✷ ❡t ✸✳✸✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❡st ✈ér✐✜é❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❛s ❀

♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❆ ❞❡ ✭✸✳✹✶✮ s❛t✐s❢♦♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✻✻✮✳

▲❡s ré♣♦♥s❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❞♦✉❜❧❡ ♣❡♥❞✉❧❡ ✐♥✈❡rsé✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

✽✵
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉t ✭❋✮ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s str❛té❣✐❡s ❞❡
❝♦♠♠❛♥❞❡s s②♥t❤ét✐sé❡s✳

❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✷✿ P❛r❛♠ètr❡s ♦♣t✐♠❛✉① ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✈❡❝ s✉r❢❛❝❡ P❉ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✴s✉r✲
❢❛❝❡ P❉✳

P❛r❛♠ètr❡ kp α φ r ❑
❙♦✉s s②stè♠❡ ✶ ✵✳✾✷✽✷ ✵✳✶✶✼✽ ✵✳✵✶✵✵ ✵✳✼✼✺✹ ✵✳✺✻✵✹

✸✳✺✾✽✺ ✲ ✵✳✽✻✺✻ ✵✳✵✶✵✵ ✶✳✺✾✷✸
❙♦✉s s②stè♠❡ ✷ ✵✳✻✵✻✽ ✵✳✷✸✸✽ ✵✳✵✶✵✵ ✵✳✼✺✽✻ ✵✳✻✺✸✹

✷✳✸✷✷✼ ✲ ✵✳✵✶✵✵ ✵✳✽✸✵✻ ✵✳✺✽✵✶

❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✸✿ P❛r❛♠ètr❡s ♦♣t✐♠❛✉① ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✈❡❝ s✉r❢❛❝❡ P■❉ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✴✲
s✉r❢❛❝❡ P■❉✳

P❛r❛♠ètr❡ kp ki α φ r ❑
❙♦✉s s②stè♠❡ ✶ ✶✳✵✶✻✸ ✵✳✶✾✽✽ ✵✳✶✵✷✷ ✵✳✹✵✽✺ ✵✳✵✺✷✼ ✶✳✷✶✵✶

✺✳✶✽✵✸ ✵✳✵✶✵✵ ✲ ✵✳✵✶✵✵ ✵✳✾✼✶✼ ✸✳✾✾✶✵
❙♦✉s s②stè♠❡ ✷ ✵✳✽✸✾✺ ✵✳✷✽✷✸ ✵✳✷✺✺✺ ✵✳✵✶✵✵ ✵✳✼✵✸✶ ✵✳✺✻✶✹

✹✳✽✽✻✹ ✵✳✷✷✺✽ ✲ ✵✳✵✶✵✵ ✵✳✸✺✾✵ ✵✳✽✾✸✼

❛✈❡❝ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♦♣t✐♠❛✉① s♦♥t ✐❧❧✉strés ♣❛r ❧❡s ✜❣✉r❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳ P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡

❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ✜❣✉r❡✳

▲❡s ✜❣✉r❡s ✸✳✶✷ ❡t ✸✳✶✸ ♠♦♥tr❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét❛ts ❡t ❞❡s

❝♦♠♠❛♥❞❡s ❛✈❡❝ s✉r❢❛❝❡ P❉ ❡t P❉ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ✸✳✶✹ ❡t ✸✳✶✺ ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s

rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ s✉r❢❛❝❡ P■❉ ❡t P■❉ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✳

❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s ✜❣✉r❡s ✸✳✶✷ à ✸✳✶✺✱ ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞✬♦r❞r❡ ❡♥t✐❡r ♦✉ ❢r❛❝✲

t✐♦♥♥❛✐r❡ ❛ss✉r❡♥t ❧❛ ♣♦✉rs✉✐t❡ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✳ ❊♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡

❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s ❞❡

✽✶
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✿ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ✭u1✮ ❡t ✭u2✮✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✈❡❝ s✉r❢❛❝❡
P❉✴ P❉ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

ré♣♦♥s❡✳

▲❡ r❡❥❡t ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❞é♠♦♥tré à tr❛✈❡rs ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛✲

t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❡①t❡r♥❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ d1 = d2 = 0.1sin(t)✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✸✳✶✻ à ✸✳✶✾✳

▲❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs ♦♣t✐♠❛✉① ❡st t❡sté❡ ❛✉ss✐ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡

tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ✭s✐❣♥❛❧ r❛♠♣❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❡♥t❡ ❞❡ ✵✳✵✽✮ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ✭x1(0), x3(0)✮

✽✷
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺✿ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ✭u1✮ ❡t ✭u2✮✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✈❡❝ s✉r❢❛❝❡
P■❉✴ P■❉ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

❂ ✭✵✳✶✱ ✲ ✵✳✶✮✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s ✜❣✉r❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳

❉✬❛♣rès ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❡①t❡r♥❡s✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡✱ ❧❛

♣♦✉rs✉✐t❡ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❡st ❛ss✉ré❡ ❛✈❡❝ ✐♥s❡♥s✐❜✐❧✐té ♥✉❧❧❡ ❛✉① ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ❊♥ ❝❤❛♥✲

❣❡❛♥t ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞és✐ré❡s ❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞❡s ét❛ts✱ ❧❡ s②stè♠❡ r❡st❡ st❛❜❧❡

❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣♦✉rs✉✐t❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥❞és✐r❛❜❧❡s à ❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ✭♣❤é✲

♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣✮ s♦♥t ❝♦♥st❛té❡s s✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❀ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✸✱ ❧❛
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼✿ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ✭u1✮ ❡t ✭u2✮ ❛✈❡❝ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s
❡①t❡r♥❡s✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✈❡❝ s✉r❢❛❝❡ P❉✴ P❉ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✈❡❝ s✉r❢❛❝❡ P■❉ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❣é♥éré❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉①

s♦✉s s②stè♠❡s✱ ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s à ❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ✭♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣✮✳

P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s

s②♥t❤ét✐sé❡s✱ ❛ été ❢❛✐t❡ ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡s ❞❡✉① ❝r✐tèr❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ J1 ❛♥❞ J2 ❞♦♥♥é❡s

♣❛r ✭✸✳✻✵✮✱ ❛✈❡❝ ◆ ét❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞✉ s✐❣♥❛❧ ♠❡s✉ré✳
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t❡r♥❡s✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✈❡❝ s✉r❢❛❝❡ P■❉✴ P■❉ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

J1 =
N∑

i=1

2∑

j=1

∣
∣
∣e(2j−1)(i)

∣
∣
∣

J2 =
N∑

i=1

2∑

j=1
|uj(i)|

✭✸✳✻✵✮

❉✬❛♣rès ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① ✸✳✹✱ ✸✳✺ ❡t ✸✳✻✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① str❛té❣✐❡s ❞❡ ❝♦♠✲

♠❛♥❞❡s ♣❛r ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞♦♥♥❡♥t ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❡♥ t❡r♠❡s

❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ✭min(J1)✮ ❛✈❡❝ é✈✐❞❡♠❡♥t ✉♥❡ s✉♣ér✐♦r✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✈❡❝ s✉r❢❛❝❡ P■❉
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✶✿ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ✭u1✮ ❡t ✭u2✮ ❛✈❡❝ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s✱
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✈❡❝ s✉r❢❛❝❡ P❉✴ P❉ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✹✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡
s❡✐♥
❈r✐tèr❡ s✉r❢❛❝❡ P❉ s✉r❢❛❝❡ P❉ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ s✉r❢❛❝❡ P■❉ s✉r❢❛❝❡ P■❉ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡
J1 ✶✶✳✵✻✸✵ ✺✳✺✷✾✻ ✼✳✾✽✸✽ ✺✳✶✻✸✻
J2 3.1455 ∗ 103 3.2943 ∗ 103 ✸✳✶✸✽✽✯✶✵3 3.2900 ∗ 103

❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✭J2✮ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s

❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s é♥❡r❣ét✐q✉❡s ✭max(J2)✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s✱ q✉✐
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✸✿ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ✭u1✮ ❡t ✭u2✮ ❛✈❡❝ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s✱
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✈❡❝ s✉r❢❛❝❡ P■❉✴ P■❉ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✺✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❡①t❡r♥❡s
❈r✐tèr❡ s✉r❢❛❝❡ P❉ s✉r❢❛❝❡ P❉ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ s✉r❢❛❝❡ P■❉ s✉r❢❛❝❡ P■❉ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡
J1 ✶✶✳✶✹✵✾ ✺✳✾✵✽✾ ✽✳✵✹✽✾ ✺✳✺✶✻✺
J2 3.1501 ∗ 103 3.2947 ∗ 103 ✸✳✶✹✵✸✯✶✵3 3.2943 ∗ 103

❛ss✉r❡♥t q✉❛♥t à ❡❧❧❡s ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❛✈❡❝ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ s✉♣ér✐♦r✐té ❞❡ ❧❛

❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✈❡❝ s✉r❢❛❝❡ P■❉ ❝❧❛ss✐q✉❡✳

✽✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♦♣t✐♠✐sé❡ ❞❡s
s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❚■❚❖

❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✻✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣♦✉r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞és✐ré❡s
❈r✐tèr❡ s✉r❢❛❝❡ P❉ s✉r❢❛❝❡ P❉ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ s✉r❢❛❝❡ P■❉ s✉r❢❛❝❡ P■❉ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡
J1 ✶✵✳✻✽✺✵ ✺✳✸✻✼✵ ✽✳✼✶✵✹ ✹✳✻✹✹✷
J2 2.9676 ∗ 103 3.0077 ∗ 103 ✷✳✾✺✻✷✯✶✵3 2.9823 ∗ 103

✸✳✾ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✢♦✉❡✲♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és

♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❞♦✉❜❧❡ ♣❡♥❞✉❧❡ ✐♥✈❡rsé✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❝♦♠♠❡♥❝é ♣❛r ❡①♣♦s❡r ❧❡s

❞❡✉① str❛té❣✐❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t P❉ ❡t P■❉ ❞✬♦r❞r❡

❡♥t✐❡r✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r❡ ❧❛ s②♥✲

t❤ès❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡s ❞❡ t②♣❡ P❉ ❡t P■❉✳ ▲❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉

s②stè♠❡ ❡st ❞é♠♦♥tré❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉s ♦♥t ♠♦♥tré ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❡t ❧❛ s✉♣ér✐♦r✐té

❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡❧❧❡s ❞✬♦r❞r❡ ❡♥t✐❡r✳

✽✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t

❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♦♣t✐♠✐sé❡ ❞❡s

s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❙■❚❖

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ❧❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s ♦♥t ✈✉ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s à ❡♥tré❡

✉♥✐q✉❡ ❡t ♣❧✉s✐❡✉rs s♦rt✐❡s ✭❛♣♣❡❧é ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t s②stè♠❡s s♦✉s ❛❝t✐♦♥♥é❡s✮ ✱ ♣❛rt✐❝✉❧✐è✲

r❡♠❡♥t à ✉♥❡ ❡♥tré❡ ❡t ❞❡✉① s♦rt✐❡s ✭❡♥ ❛♥❣❧❛✐s ❙✐♥❣❧❡ ■♥♣✉t ❚✇♦ ❖✉t♣✉t ✭❙■❚❖✮✮ ❛ ❣❛❣♥❡r

✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡t ❛tt✐r❡r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡✉rs✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❬✶✺✸❪

❞❡s ré❣✉❧❛t❡✉rs P■❉ s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉és à ❧❛ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ♣♦✉rs✉✐t❡ ❞❡ tr♦✐s

t②♣❡s ❞❡ ♣❡♥❞✉❧❡s ✐♥✈❡rsés ❀ ❞❛♥s ❬✶✺✹❪ ❧❡ ré❣✉❧❛t❡✉r P■❉ ❡t ❝♦♠❜✐♥é ❛✈❡❝ ❧❡ ▲◗❘ ❛✜♥

❞✬❛❜♦✉t✐r à ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ rés✉❧t❛♥t❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❀ ✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r ✢♦✉ ❛✈❡❝ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ s❡s

♣❛r❛♠ètr❡s ❛ été ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬✶✺✺❪✳ ❯♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ P❉ ✢♦✉

t②♣❡✲✷ ❛ été é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬✶✺✻❪✳

▲❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ♣♦✉r ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❝♦♥st✐t✉❡

✉♥ ❞é✜ ❞❡ t❛✐❧❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡ ❀ ❧❡ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞é❝♦✉♣❧é ❬✶✺✼❪ ❀ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡

✢♦✉❡✲♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ♦♣t✐♠✐sé❡ ♣❛r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦❧♦♥✐❡s ❞❡ ❢♦✉r♠✐s ❬✶✺✽❪✱ ❬✶✺✾❪ ❀ ❧❛ ❝♦♠✲

♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞é❝♦✉♣❧é❡ ❛✈❡❝ ✢♦✉✲rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❬✶✻✵❪✱ ♦ù ❧❡ ✢♦✉✲rés❡❛✉①

❞❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r

q✉❡ t♦✉t❡s ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s s♦♥t ❜❛sé❡s s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬♦r❞r❡ ❡♥t✐❡r✳

▼♦t✐✈é ♣❛r ❝❡ q✉✐ ❛ été ♦❜t❡♥✉ ❝♦♠♠❡ rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♣♦✉r

✽✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♦♣t✐♠✐sé❡ ❞❡s
s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❙■❚❖

✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❙■❚❖✳ ❊♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ ❞❡✉① s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝✲

t✐♦♥♥❛✐r❡s s♦♥t ♣r♦♣♦sé❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ tr❛♥s❢éré ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ s✉r❢❛❝❡

✈❡rs ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✭❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✮✱ ❛✜♥ ❞✬❤✐ér❛r❝❤✐s❡r ❧❡s ❞❡✉① s✉r❢❛❝❡s ❞❡

❣❧✐ss❡♠❡♥t✳ ❊♥ s❡❝♦♥❞ ❧✐❡✉✱ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛ été s②♥t❤ét✐sé❡ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡r ❧❡s

❞❡✉① s♦rt✐❡s ❞✉ s②stè♠❡✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❛✉ s❡♥s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❛ été ♣rés❡♥té❡

❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❉❛♥s ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r

❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❡ss❛✐♠ ❞❡

♣❛rt✐❝✉❧❡s ❛ été ✉t✐❧✐sé✳

❊♥✜♥✱ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❡t ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡

❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞✬♦r❞r❡ ❡♥t✐❡r✱ s♦♥t ❞é♠♦♥tré❡s à tr❛✈❡rs ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ s②stè♠❡ ❇✐❧❧❡✲❇❛rr❡ ✭❡♥ ❛♥❣❧❛✐s ❇❛❧❧✲❇❡❛♠✮✳

✹✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡

❙♦✐t ❧❡ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ẋ1(t) = x2(t)

ẋ2(t) = f1(X) + b1(X)u(t) + d1(t)

ẋ3(t) = x4(t)

ẋ4(t) = f2(X) + b2(X)u(t) + d2(t)

✭✹✳✶✮

❆✈❡❝ ✿

X = [x1, x2, x3, x4]
T ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t✱ f1(X), f2(X), b1(X) ❡t b2(X) s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝✲

t✐♦♥s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✱ u(t) ❡st ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉① ❞❡✉① s♦✉s s②stè♠❡s✱

d1(t) ❡t d2(t) s♦♥t ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❡①t❡r♥❡s✱ ❡t Y = [x1, x3]
T ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ s♦rt✐❡ ❞✉

s②stè♠❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ✐❝✐✳

✹✳✸ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡

❡♥t✐❡r ✭▼●❖❊✮

▲✬✐❞é❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✹✳✶✮ ♣❡✉t êtr❡

♣rés❡♥té❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

❖♥ ❞é❝♦✉♣❧❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s s②stè♠❡s ✭❧❡ ♣r❡♠✐❡r s♦✉s s②stè♠❡ ❝♦♥t✐❡♥s

✾✵
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❧❡s ét❛ts x1 ❡t x2✱ ❡t ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ét❛ts x3 ❡t x4✮✱ ❡t ♦♥ ❞é✜♥✐t ❞❡✉① s✉r❢❛❝❡s

❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t S1 ❡t S2 ✿

S1 = ė1 + λ1.e1, e1 = x1 − x1d ✭✹✳✷✮

S2 = ė3 + λ2.e3, e3 = x3 − x3d ✭✹✳✸✮

❆✈❡❝ λ1 ❡t λ2 s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥ts ♣♦s✐t✐✈❡s✳

◆♦t❡③ q✉❡ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❢♦r❝❡r ❧❡s ét❛ts ❞✉ ♣r❡♠✐❡r s♦✉s✲s②stè♠❡

à s❡ ❞é♣❧❛❝❡r ✈❡rs ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t S1 = 0 ❡t ❝♦♥✈❡r❣❡r ✈❡rs x1 = x1d✱ x2 = ẋ1d✳

▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❢♦r❝❡r ❧❡s ét❛ts ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ s♦✉s✲s②stè♠❡ à s❡ ❞é♣❧❛❝❡r ✈❡rs

❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t S2 = 0 ❡t ❝♦♥✈❡r❣❡r ✈❡rs x3 = x3d✱ x4 = ẋ3d✳

P✉✐sq✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ u1 ❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t

S1✱ ♥✬❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ét❛ts x1✱ x2 ❛✉① s♦✉❤❛✐tés✱ ✈❛❧❡✉rs ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡

❝♦♠♠❛♥❞❡ u2 ❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t S2✱ ♥✬❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

ét❛ts x3✱ x4✱ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬✐❞é❡ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❬✶✺✽❪ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡

✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ z ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✺✮ ♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s tr❛♥s❢éré❡s ❞❡ S2

✈❡rs S1✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t S1 ❡st ♠♦❞✐✜é❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✹✮ ❡t

❧❛ s✉r❢❛❝❡ S2 ❝♦♥s❡r✈❡ t♦✉❥♦✉rs ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦r♠❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✮✳

❈❡tt❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ x1 = x1d✱ x2 = ẋ1d ❡t x3 = x3d✱

x4 = ẋ3d à x1 = x1d + z✱ x2 = ẋ1d ❡t x3 = x3d✱ x4 = ẋ3d✳

S1 = ė1 + λ1.(e1 − z) ✭✹✳✹✮

z = sat

(

S2

ϕ2

)

.k2, 0 < k2 < 1 ✭✹✳✺✮

❆✈❡❝ ϕ2 ❡st ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t S2 q✉✐ ❛ss✉r❡ ❧❡ ❧✐ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛

❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ❧❡ ♠❛✐♥t✐❡♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❜❛♥❞❡✳

❉✬❛♣rès ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✹✮✱ s✐ S1 = 0✱ ❛❧♦rs x1 = x1d+z ❡t x2 = ẋ1d✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧♦rsq✉❡

S2 6= 0 ❛❧♦rs z 6= 0✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ❞❡ ré❞✉✐r❡ S2✳ ▲♦rsq✉❡

S2 ❞✐♠✐♥✉❡✱ z ❞✐♠✐♥✉❡ ❛✉ss✐✳ ❊♥ rés✉♠é✱ ❧♦rsq✉❡ S2 → 0 ❛✈❡❝ x3 = x3d✱ ❛❧♦rs z → 0

❛✈❡❝ x1 = x1d ❀ ❛❧♦rs S1 → 0✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ❛tt❡✐♥t✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡

❝♦♠♠❛♥❞❡ s❡r❛✱❞♦♥❝✱ ❛tt❡✐♥t q✉❛♥❞ S1 = 0 ❡t S2 = 0✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ s✐ tf1 ≥ tf2✱ tf2 ❡st

♥♦♥ ❝♦♥s✐❞éré✱ tf s❡r❛ é❣❛❧ à tf1✱ ❊♥ ♦✉tr❡✱ s✐ tf2 ≥ tf1✱ tf1 ❡st ♥♦♥ ❝♦♥s✐❞éré✱ tf s❡r❛ é❣❛❧

✾✶
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s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❙■❚❖

à tf2 ❀ ❛✈❡❝ tf1✱ tf2 ❡t tf r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ t❡♠♣s ✜♥❛❧ ✭♣♦✉r ❧✬❡rr❡✉r ❡❂✵✮ ❞❡ s♦✉s s②stè♠❡

✶✱ s②stè♠❡ ✷ ❡t s②stè♠❡ ❣❧♦❜❛❧✳

❉✬❛♣rès ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✺✮ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ e1 s❡r❛ ❧✐♠✐té❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✹✮ ♣❡✉t êtr❡ réé❝r✐t❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

S1 = ė1 + λ1 · e1 − λ1 · sat
(

ė3 + λ2 · e3
ϕ2

)

· k2 ✭✹✳✻✮

❙✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ✿

|ė3 + λ2 · e3| ≤ ϕ2 ✭✹✳✼✮

◆♦✉s s♦♠♠❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✓s❛t✔ ❡t ❛❧♦rs ✭✹✳✻✮ ❞❡✈✐❡♥t

S1 = ė1 + λ1 · e1 − λ1 ·
(

ė3 + λ2 · e3
ϕ2

)

· k2 ✭✹✳✽✮

❊♥ ré❣✐♠❡ ❣❧✐ss❛♥t ♦♥ ❛ S1 = 0✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡st ❛tt❡✐♥t q✉❛♥❞ t → ∞✱ ❞❛♥s

❝❡ ❝❛s ė1 = ė3 = 0✳ ❉♦♥❝ ♦♥ tr♦✉✈❡ q✉❡ ✿

S1 = 0 = λ1 · e1 − λ1 ·
(

λ2 · e3
ϕ2

)

· k2 ⇒ e1 =

(

λ2 · e3
ϕ2

)

· k2 ✭✹✳✾✮

❙✐ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✹✳✼✮ ❡st ✈ér✐✜é❡✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ❛✉r✐♦♥s ❡♥ ré❣✐♠❡ ❣❧✐ss❛♥t
∣
∣
∣
λ2·e3
ϕ2

∣
∣
∣ ≤ 1✳ ❉♦♥❝

♣❛r s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❛♥s ✭✹✳✾✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥ |e1| ≤ k2✳

▲❛ str✉❝t✉r❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ q✉✐ ré♣♦♥❞ à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ♣❡✉t êtr❡

é❝r✐t❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

u = ueq + un ✭✹✳✶✵✮

❆✈❡❝ ueq ❡st ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ Ṡ1 = 0✱ ❡t ✉♥ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡

❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ ♦✉ ❛ttr❛❝t❛♥t❡✳

▲❛ ❞ér✐✈é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✹✮ ❞♦♥♥❡ ✿

Ṡ1 = ë1 + λ1.(ė1 − ż)

= (ẍ1 − ẍ1d) + λ1.(ė1 − ż)

= (f1 + b1u+ d1 − ẍ1d) + λ1.(ė1 − ż)

✭✹✳✶✶✮

❆✈❡❝ ż ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❬✺✵❪ ✿
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s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❙■❚❖

ż =







k2
ϕ2
.Ṡ2 si

∣
∣
∣
S2

ϕ2

∣
∣
∣ ≺ 1

0 si
∣
∣
∣
S2

ϕ2

∣
∣
∣ ≥ 1

✭✹✳✶✷✮

❊t Ṡ2 ♣❛r ✿

Ṡ2 = ë3 + λ2.ė3

= (ẍ3 − ẍ3d) + λ2.ė3

= (f2 + b2u+ d2 − ẍ3d) + λ2.ė3

✭✹✳✶✸✮

❊♥ s✉❜st✐t✉❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✸✮ ❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✷✮ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✶✮ ❡t ❡♥ ♣♦s❛♥t

Ṡ1 = 0✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ♥♦♥ ♣❡rt✉r❜é ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ✿

ueq =
−1

(b1 − λ1
k2
ϕ2
b2)

[f1 − ẍ1d − λ1
k2
ϕ2

. (f2 − ẍ3d) + (λ1.ė1 − λ1λ2
k2
ϕ2

.ė3)] ✭✹✳✶✹✮

▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ✉ s❡r❛ ✿

u =
−1

(b1 − λ1
k2
ϕ2
b2)

[f1− ẍ1d−λ1
k2
ϕ2

. (f2 − ẍ3d)+(λ1ė1−λ1λ2
k2
ϕ2

.ė3)+(k1.sgn(
S1

ϕ1

))] ✭✹✳✶✺✮

❖ù k1 ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t ϕ1 ❡st ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t

S1✳

✹✳✸✳✶ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té

●❛r❞❡r ❧❡s ét❛ts ❞✉ s②stè♠❡ ✭x1✱ x3✮ s✉r ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t S1✱ S2✱ ∀t ≻ 0

❣❛r❛♥t✐r❛ q✉❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ♣♦✉rs✉✐t❡ ✭e1✱ e3✮ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t

✈❡rs ③ér♦✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t❡

❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❬✶✻✵❪ ✿







V = 1
2
S2
1

V̇ = S1Ṡ1 ≤ 0
✭✹✳✶✻✮

❙✉❜st✐t✉❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✺✮ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✶✮

Ṡ1 =
(

d1 − λ1
k2
ϕ2
.d2
)

− k1sgn(
S1

ϕ1
)

≤
(

δ1.sgn(
S1

ϕ1
)− λ1

k2
ϕ2
.δ2.sgn(

S1

ϕ1
)
)

− k1.sgn(
S1

ϕ1
)

✭✹✳✶✼✮

✾✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♦♣t✐♠✐sé❡ ❞❡s
s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❙■❚❖

❉✬♦ù

S1Ṡ1 ≤ ϕ1

(

δ1 − λ1
k2
ϕ2

.δ2 − k1

) ∣
∣
∣
∣
∣

S1

ϕ1

∣
∣
∣
∣
∣

✭✹✳✶✽✮

❉✬❛♣rès ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✽✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❡st ♦❜t❡♥✉❡

s♦✉s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

k1 ≻ (δ1 − λ1
k2
ϕ2

.δ2) ✭✹✳✶✾✮

▼❛✐s✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✺✮ ❛✉r❛ ✉♥❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ à ❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ✭❝❤❛tt❡r✐♥❣✮ à ♣r♦①✐✲

♠✐té ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ✭S1 = 0✮ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✬s❣♥✬ ✐♠♣❧✐q✉és✳ ❆✐♥s✐✱

❛✜♥ ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡✱ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ sgn(S1/ϕ1) ♣❛r sat(S1/ϕ1) ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

u =
−1

(b1 − λ1
k2
ϕ2
b2)

[f1− ẍ1d−λ1
k2
ϕ2

. (f2 − ẍ3d)+(λ1.ė1−λ1λ2
k2
ϕ2

.ė3)+(k1.sat(
S1

ϕ1

))] ✭✹✳✷✵✮

✹✳✹ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡

❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ✭▼●❖❋✮

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡

❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣♦✉rs✉✐t❡ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✹✳✶✮✳ ❆ ❝❡t ❡✛❡t✱ ❧❡s ❢♦r♠❡s

✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sés✳

▲❡s ❞❡✉① s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ❬✶✻✶❪ ✿

S1 = Dα
t e1 + λ1.(e1 − z), 0 < α < 1 ✭✹✳✷✶✮

S2 = Dα
t e3 + λ2.e3 ✭✹✳✷✷✮

❯t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✉ ❞ér✐✈é ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❈❛♣✉t♦ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥

✭✷✳✷✻✮ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❀ S1 ❡t S2 ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ réé❝r✐t❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

S1 = D
(α−1)
t ė1 + λ1.(e1 − z) ✭✹✳✷✸✮

S2 = D
(α−1)
t ė3 + λ2.e3 ✭✹✳✷✹✮

✾✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♦♣t✐♠✐sé❡ ❞❡s
s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❙■❚❖

Pr❡♥❛♥t ❧❡ ❞ér✐✈é ❞❡s ❞❡✉① ❝ôtés ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✸✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s t✱ ♦♥

♦❜t✐❡♥t ✿

Ṡ1 = D
(α−1)
t ë1 + λ1.(ė1 − ż)

= D
(α−1)
t (ẍ1 − ẍ1d) + λ1.(ė1 − ż)

= D
(α−1)
t (f1 + b1u+ d1 − ẍ1d) + λ1.(ė1 − ż)

✭✹✳✷✺✮

❆✈❡❝ ż ♣r❡♥❞ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦r♠❡ q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✷✮✱ ❡t

Ṡ2 = D
(α−1)
t ë3 + λ2.ė3

= D
(α−1)
t (ẍ3 − ẍ3d) + λ2.ė3

= D
(α−1)
t (f2 + b2u+ d2 − ẍ3d) + λ2.ė3

✭✹✳✷✻✮

❊♥ ♣♦s❛♥t Ṡ1 = 0 ❡t ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✐♥é❛r✐té ❞❡s ❞ér✐✈és ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡s

❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ✿

ueq =
−1

(b1 − λ1
k2
ϕ2
b2)

[f1 − ẍ1d − λ1
k2
ϕ2

. (f2 − ẍ3d) +D
(1−α)
t (λ1.ė1 − λ1λ2

k2
ϕ2

.ė3)] ✭✹✳✷✼✮

▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❣❧♦❜❛❧❡ s❡r❛ ✿

u = −1

(b1−λ1
k2
ϕ2

b2)
[f1 − ẍ1d − λ1

k2
ϕ2
. (f2 − ẍ3d) +D

(1−α)
t (λ1ė1 − λ1λ2

k2
ϕ2
.ė3)

+D
(1−α)
t (k1.sgn(

S1

ϕ1
))]

✭✹✳✷✽✮

❖ù un ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r s❛ ♣r♦♣r❡ ❢♦r♠❡ ❞❛♥s ✭✹✳✷✽✮ ❛✜♥ ❞❡ s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❡①✐s✲

t❡♥❝❡ ❡t ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞✉ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t✳

✹✳✹✳✶ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té

P♦✉r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té✱ ❡♥ s✉❜st✐t✉❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✽✮ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✺✮ ❀

✐❧ ❡♥ rés✉❧t❡ ✿

Ṡ1 = −D(α−1)
t D

(1−α)
t (λ1.ė1 − λ1λ2

k2
ϕ2
.ė3) −D

(α−1)
t D

(1−α)
t (k1.sgn(

S1

ϕ1
))

+(λ1.ė1 − λ1λ2
k2
ϕ2
.ė3) +D

(α−1)
t d1 − λ1

k2
ϕ2
.D

(α−1)
t d2

✭✹✳✷✾✮

Pr❡♥♦♥s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❈❛♣✉t♦ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ♣❛r ✭✷✳✷✸✮ ❀

✾✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♦♣t✐♠✐sé❡ ❞❡s
s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❙■❚❖

❝❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✿

Ṡ1 = −k1.(sgn(S1

ϕ1
)) + k1.(sgn(

S1(0)
ϕ1

)) + (λ1.ė1(0)− λ1λ2
k2
ϕ2
.ė3(0))

+D
(α−1)
t d1 − λ1

k2
ϕ2
.D

(α−1)
t d2

✭✹✳✸✵✮

❙✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡

k1.(sgn(
S1(0)

ϕ1

)) + (λ1ė1(0)− λ1λ2
k2
ϕ2

ė3(0)) = 0 ✭✹✳✸✶✮

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✵✮ ❞❡✈✐❡♥t

Ṡ1 = −k1(sgn(S1

ϕ1
)) +D

(α−1)
t d1 − λ1

k2
ϕ2
.D

(α−1)
t d2

= −k1(sgn(S1

ϕ1
)) + ψ1(sgn(

S1

ϕ1
))− λ1

k2
ϕ2
.ψ2(sgn(

S1

ϕ1
))

✭✹✳✸✷✮

❆❧♦rs

S1Ṡ1 ≤ ϕ1.

(

ψ1 − λ1
k2
ϕ2

.ψ2 − k1

)

.

∣
∣
∣
∣
∣

S1

ϕ1

∣
∣
∣
∣
∣

✭✹✳✸✸✮

❉✬❛♣rès ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✸✮ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❡st ♦❜t❡♥✉❡ s♦✉s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

k1 ≻ (ψ1 − λ1
k2
ϕ2

.ψ2) ✭✹✳✸✹✮

P❛r ❝♦♥tr❡ s✐ ✿

∣
∣
∣
∣
∣
k1.(sgn(

S1(0)

ϕ1

)) + (λ1ė1(0)− λ1λ2
k2
ϕ2

ė3(0))

∣
∣
∣
∣
∣
≺ ξ ≺ ∞ ✭✹✳✸✺✮

❈❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✿

S1Ṡ1 ≤ ϕ1.

(

ψ1 − λ1
k2
ϕ2

.ψ2 − k1 + ξ

)

.

∣
∣
∣
∣
∣

S1

ϕ1

∣
∣
∣
∣
∣

✭✹✳✸✻✮

❉♦♥❝ ♣♦✉r ✿

k1 ≻ (ψ1 − λ1
k2
ϕ2

.ψ2 + ξ) ✭✹✳✸✼✮

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ✭✹✳✶✻✮ ❡st ❡♥❝♦r❡ ✈ér✐✜é❡✳

▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡ s❡r❛ ❞♦♥❝ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

u = −1

(b1−λ1
k2
ϕ2

b2)
[f1 − ẍ1d − λ1

k2
ϕ2
. (f2 − ẍ3d)

+D
(1−α)
t (λ1.ė1 − λ1λ2

k2
ϕ2
.ė3) +D

(1−α)
t (k1.sat(

S1

ϕ1
))]

✭✹✳✸✽✮

✾✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♦♣t✐♠✐sé❡ ❞❡s
s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❙■❚❖

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶ rés✉♠❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ ❡♥t✐❡r✴❢r❛❝✲

t✐♦♥♥❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦ù ❧❡s ❞❡✉① s♦✉s s②stè♠❡s s♦♥t ❝♦♠♠❛♥❞és ♣❛r ✉♥ s❡✉❧

ré❣✉❧❛t❡✉r✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❙❝❤❡♠❛ ❞❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡
❙■❚❖✳

✹✳✺ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♣❛r ❡ss❛✐♠ ❞❡ ♣❛rt✐✲

❝✉❧❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❖❊P ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s s②♥t❤ét✐sé❡s ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉t ❋ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

F (k) =
N∑

i=1

(γ1 |e1(i)|+ γ2 |e3(i)|+ γ3 |u(i)|) ✭✹✳✸✾✮

▲❡ ✈❡❝t❡✉r P ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s à ♦♣t✐♠✐s❡r✱ r❡❣r♦✉♣❛♥t t♦✉s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❡st ❞♦♥♥é

❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❛s ♣❛r ✿

✖ P = [λ1, λ2, k1, k2, ϕ1, ϕ2] ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ré❣✉❧❛t❡✉r ♣❛r ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ ❡♥t✐❡r✳

✖ P = [λ1, λ2, k1, k2, ϕ1, ϕ2, α] ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ré❣✉❧❛t❡✉r ♣❛r ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡

❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✳

▲❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s sé❧❡❝t✐❢s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✿

0.01 ≺ λ1, λ2, k1, ϕ1, ϕ2 ≺ 10✱ 0.01 ≺ k2, α ≺ 1

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st rés✉♠é ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳

✹✳✻ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉ s②stè♠❡ ❇✐❧❧❡✲❇❛rr❡

❆✜♥ ❞❡ t❡st❡r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

♣r♦♣♦sé❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣♦✉rs✉✐t❡ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡s s②stè♠❡s à ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❡♥tré❡ ❡t ❞❡✉①

✾✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♦♣t✐♠✐sé❡ ❞❡s
s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❙■❚❖

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ Pr♦❝❡ss✉s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✈❡❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞✬❖❊P ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❙■❚❖✳

s♦rt✐❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❇✐❧❧❡✲❇❛rr❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝♦♠♠❡ s②stè♠❡ ❞❡ t❡st ❞❛♥s

❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡s ❞✬❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦♥❞❡✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❙②stè♠❡ ❇✐❧❧❡✲❇❛rr❡✳

❯♥ ❝♦✉♣❧❡ u(t) ❡st ❛♣♣❧✐q✉é à ❧✬❡♥tré❡ ❞✉ s②stè♠❡ à tr❛✈❡rs ✉♥ ♠♦t❡✉r✱ ♣r♦✈♦q✉❛♥t ❧❛

r♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛rr❡ ❞✬✉♥ ❛♥❣❧❡ θ✱ ❧❛ ❜✐❧❧❡ s❡ ❞é♣❧❛❝❡ à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ r✳

▲❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❇✐❧❧❡✲❇❛rr❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ❬✺✵❪ ✿

ẋ1 = x2

ẋ2 =
−msx3(2x4x2−gcos(x1))

msx2
3
+Ib

+ 1
msx2

3
+Ib

u+ d

ẋ3 = x4

ẋ4 =
−5
7
(gsin(x1)− x3x

2
2) + d

✭✹✳✹✵✮

❆✈❡❝ ✿

x1 = θ, x2 = θ̇, x3 = r, x4 = ṙ

✾✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♦♣t✐♠✐sé❡ ❞❡s
s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❙■❚❖

u(t) ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❧❛ ❜❛rr❡✳

ms = 0.05kg ✿ ▲❛ ♠❛ss❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐❧❧❡✳

mb = 1kg ✿ ▲❛ ♠❛ss❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛rr❡✳

a = 1m ✿ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜❛rr❡✳

rs = 0.01m ✿ ❘❛②♦♥ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡✳

Ib =
mba

2

12
✿▲❡ ♠♦♠❡♥t ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛rr❡✳

Is =
2
5
(msr

2
s) ✿ ▲❡ ♠♦♠❡♥t ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐❧❧❡✳

g = 9.81m/s2 ✿ ▲✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡s❛♥t❡✉r✳

❈❡ s②stè♠❡ ❡st ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✐♥st❛❜❧❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡rt❡ ❀ ❝♦♠♠❡ ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡

✹✳✹✱ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛ été ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ ✐♥❥❡❝t❛♥t ✉♥ é❝❤❡❧♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡♥ ❡♥tré❡ s✉r ✉♥❡ ❞✉ré❡ ❞❡

✶ s❡❝♦♥❞❡ ❛✈❡❝ (x1(0), x3(0)) = (0, 0)✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

♣♦✉r ❧❡ st❛❜✐❧✐s❡r✳

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

1

2

3

4

temps

θ
 (

ra
d
)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−4
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−1

0

temps

r 
(m

)

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❘é♣♦♥s❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡rt❡ ♣♦✉r ✉♥ é❝❤❡❧♦♥ ❞❡ ✶◆✳♠✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣♦✉rs✉✐t❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❛✉

♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ (x1d, x3d) = (0, 0) r❛❞ ❀ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s X(0) = [0, 0, 0.3, 0]✳

❖ù ❧❡s ✈❛❧❡✉rs s♣é❝✐✜q✉❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❖❊P ♣♦✉r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❝♦♥trô❧❡✉rs

s♦♥t ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

✖ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✭♥✮❂ ✷✵

✖ ◆♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ✭❦✮❂ ✷✵

✖ P❛r❛♠ètr❡s Φ1 = Φ2 = 2.05

✖ ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥s γ1 = 1; γ2 = 2; γ3 = 1

✾✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♦♣t✐♠✐sé❡ ❞❡s
s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❙■❚❖

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s ✜❣✉r❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❀ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✺ ♠♦♥tr❡

❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s ✺ ❢♦✐s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❛♥s

❝❤❛q✉❡ ❝❛s ❀ à ❧✬✐tér❛t✐♦♥ ✷✵ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❖❊P ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♦♣t✐♠❛✉①

❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✻ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ét❛ts ❞✉ s②stè♠❡

✈❡rs ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡s✳ ▲❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ③ ❡t ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✉ s♦♥t

❞♦♥♥és ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✼✳
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avec mode glissant d’ordre fractionnaire

avec mode glissant d’ordre entier

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✭❋ ✮ ♣♦✉r ❧❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✿ P❛r❛♠ètr❡s ♦♣t✐♠❛✉① ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ▼●❖❋ ❡t ▼●❖❊✳
P❛r❛♠ètr❡ λ1 ϕ1 λ2 ϕ2 k1 k2 α
▼●❖❋ ✶✳✷✼✷✶ ✵✳✸✷✾✾ ✶✳✸✾✷✹ ✵✳✼✼✺✻ ✶✳✹✼✺✹ ✵✳✹✾✹✾ ✵✳✷✽✵✾
▼●❖❊ ✸✳✼✺✽✺ ✵✳✷✹✶✶ ✶✳✼✻✹✵ ✷✳✻✺✽✺ ✶✳✽✼✶✼ ✶✳✵✵✵✵ ✲

P♦✉r t❡st❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❡①t❡r♥❡s ❡t ✈✐s✲

à✲✈✐s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s✱ ❧❡s ❞❡✉① t❡sts s✉✐✈❛♥ts s♦♥t ❡✛❡❝t✉és ✿ ❧✬✉♥ ❛✈❡❝

❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡①t❡r♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ d(t) = 0.01sin(t)✱ ❡t ❧✬❛✉tr❡ ❛✈❡❝ ❧❡

❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♣❛r (x1d, x3d) = (0, 0.2sin(0.1πt)) ❀ ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

♦♣t✐♠❛✉① ❛✐♥s✐ ❝❛❧❝✉❧és ✐♥❝❤❛♥❣és✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s ✜❣✉r❡s

✭✹✳✽ à ✹✳✶✶✮✳

❉✬❛♣rès ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣rés❡♥tés ♣❛r ❧❡s ✜❣✉r❡s✱ ✐❧ ❡st ❜✐❡♥ ♦❜s❡r✈é q✉❡ ❧❡s

❞❡✉① ét❛ts x1 ❡t x3 ❝♦♥✈❡r❣❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✈❡rs ❧❡s ét❛ts ❞és✐ré x1d ❡t x3d✳ ♦♥ s✬❛♣❡rç♦✐t

é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬ét❛t x3 ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡

❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❡st ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✬♦r❞r❡

✶✵✵
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ③ ❡t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✉

❡♥t✐❡r ✳ ❈❡❝✐ ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ θ✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❛✉ss✐ q✉❡

❧✬❡✛❡t ❞✉ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ❡st é❧✐♠✐♥é ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❛t✳

❊♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡t ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦♠♠❛♥❞é

♣❛r ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡t ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ ❡♥t✐❡r s♦♥t st❛❜✐❧✐sés ❞❛♥s

❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✳

❯♥❡ ét✉❞❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ✭❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡t

❞✬♦r❞r❡ ❡♥t✐❡r✮ ❡st ♠❡♥é❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝r✐tèr❡s s✉✐✈❛♥ts ✭J1 ❡t J2✮✱

❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r t♦t❛❧❡ rés✉❧t❛♥t❡✱ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡st ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ③ ❡t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✉ ❛✈❡❝ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥
❡①t❡r♥❡

❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝r✐tèr❡ s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s

❧❡s t❛❜❧❡❛✉① ✹✳✷✱ ✹✳✸✱ ✹✳✹✳

J1 =
N∑

i=1

2∑

j=1

∣
∣
∣e(2j−1)(i)

∣
∣
∣

J2 =
N∑

i=1
|u(i)|

✭✹✳✹✶✮

❉✬❛♣rès ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① str❛té❣✐❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s②♥t❤ét✐sé❡s✱ ♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ③ ❡t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✉ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡s
tr❛❥❡❝t♦✐r❡s

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✷✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ▼●❖❋ ❡t ▼●❖❊ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ s❡✐♥✳
❈r✐tèr❡ ▼●❖❋ ▼●❖❊
J1 ✸✽✳✾✼✺✶ ✹✹✳✾✻✻✼
J2 ✷✼✳✵✶✸✽ ✶✽✳✺✾✼✾

♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ❧❡ ❝r✐tèr❡

J1 ♣r❡♥❞ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❧❡s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s ✭✈❛❧❡✉rs ❡♥ ❣r❛s✮ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ♥♦♥ ♣❡rt✉r❜é✱

♣❡rt✉r❜é ❡t ❛✈❡❝ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✳ ❈❡tt❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝
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❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✸✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ▼●❖❋ ❡t ▼●❖❊ ❛✈❡❝ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❞❡
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡①t❡r♥❡ d(t)✳

❈r✐tèr❡ ▼●❖❋ ▼●❖❊
J1 ✸✾✳✻✽✹✹ ✹✺✳✸✵✸✵
J2 ✷✼✳✻✼✻✻ ✶✾✳✵✷✾✼

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✹✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ▼●❖❋ ❡t ▼●❖❊ ❛✈❡❝ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡
tr❛❥❡❝t♦✐r❡✳

❈r✐tèr❡ ▼●❖❋ ▼●❖❊
J1 ✹✸✳✼✼✸✷ ✺✵✳✹✶✺✾
J2 ✶✹✹✳✾✾✹✹ ✶✹✷✳✼✼✵✾

✉♥❡ ✈❛❧❡✉r é❧❡✈é❡ ❞✉ ❝r✐tèr❡ J2✱ ♦ù ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞♦♥♥❡ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs

rés✉❧t❛ts✳

✹✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♦♣t✐♠❛❧❡

♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❙■❚❖ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ❡t ❝♦♠♣❛ré❡ à ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✬♦r❞r❡

❡♥t✐❡r ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❇❛sé s✉r ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✱ ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s♦♥t

❝♦♥ç✉❡s✱ ❛ss✉r❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ♣♦✉rs✉✐t❡ ❞❡s ré❢ér❡♥❝❡s ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡✳ ▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s

❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣r♦♣♦sé❡s ❡st ❛ss✉ré❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❖❊P s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ ❝♦✉t✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥t ❞é♠♦♥tré ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❡t ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❝❡s

❝♦♥trô❧❡✉rs✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡

❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡st ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡♠❡♥t à ❝❡❧❧❡ ❞✬♦r❞r❡ ❡♥t✐❡r✳

✶✵✹



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ●é♥ér❛❧❡ ❡t P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

▲❡ tr❛✈❛✐❧ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡s

s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ♦♣t✐♠✐sé❡ ♣❛r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❖❊P✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥

♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s s♦♥t ♣r♦♣♦sé❡s✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❡st ♠❡♥é❡ s✉r ❝❡s

❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡♥ ♠❡tt❛♥t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡✉r str✉❝t✉r❡ ❡t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❧♦rs ❞❡

❧❡✉r ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡✳ ▲❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ❡①♣❧✐❝✐té❡s✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ s❡ ❢❛♠✐❧✐❛r✐s❡r ❛✈❡❝ ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬✐♥térêt

❛✈éré ❡♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳

▲❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣r♦♣♦sé❡s ♦♥t ♠♦♥tré❡s ❧❛ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ❝❛❧❝✉❧

❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✳ ▲❛ st❛❜✐❧✐té

❡st ❞é♠♦♥té❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡✳

▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣r♦♣♦sé❡s s♦♥t ✈❛❧✐❞é❡s ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s✉r ❞❡s s②stè♠❡s ♣❤②s✐q✉❡s✳ ▲❡s

♣r❡♠✐❡rs rés✉❧t❛ts ♦♥t ♣♦rté s✉r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ré❣✉❧❛t❡✉rs P■❉ ❞✬♦r❞r❡ ♥♦♥ ❡♥t✐❡r

♦♣t✐♠✐sés ✭PIαDβ✮ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✬✉♥ ❚❘▼❙✳ ▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st

❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❡ss❛✐♠ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✭❖❊P✮✳ ❯♥❡ ét✉❞❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ s✉r ❧❡s

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ré❣✉❧❛t❡✉rs P■❉ ❡t PIαDβ ❛ été ♠❡♥é❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♠♦♥tr❡♥t

❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛♣✲

♣r♦❝❤❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳

❉❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬♦r❞r❡ ❡♥t✐❡r ❡t ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ s♦♥t ❡♥s✉✐t❡

♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ❞❡ s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✳

P♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❚■❚❖ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝tés✱ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✢♦✉❡✲♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ ❡♥t✐❡r ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✢♦✉❡✲♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t

❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❛ été ♣rés❡♥té❡✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡st ❞é❝♦♠♣♦sé ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s s②s✲

tè♠❡s ♦ù ❝❤❛q✉❡ s♦✉s s②stè♠❡ ❡st ❝♦♠♠❛♥❞é ♣❛r ✉♥ ré❣✉❧❛t❡✉r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t✳ ▲❛ st❛❜✐❧✐té

❞✉ s②stè♠❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡st ❞é♠♦♥tré❡✳

❆ tr❛✈❡rs ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❧✬ét✉❞❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s ❧✬❛♣♣♦rt

é✈✐❞❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ▲✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s ❝♦♠✲

♠❛♥❞❡s é❧❛❜♦ré❡s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❡①t❡r♥❡s ❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts

✶✵✺



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ●é♥ér❛❧❡

❞❡ ré❢ér❡♥❝❡s ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r♦✉✈é❡✳

P♦✉r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s②stè♠❡s s♦✉s ❛❝t✐♦♥♥é❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♣❛r

♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡t ❞✬♦r❞r❡ ❡♥t✐❡r ♦♣t✐♠❛❧❡s s♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s✳

▲❛ ♣♦✉rs✉✐t❡ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡s ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ❡st ❣❛r❛♥t✐❡ ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ❧♦✐s ❞❡

❝♦♠♠❛♥❞❡ s②♥t❤ét✐sé❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞é♠♦♥tré ❧✬❡✣❝❛❝✐té

❡t ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣r♦♣♦sé❡s✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛✐t

♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✬♦r❞r❡ ❡♥t✐❡r ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❈❡ q✉✐ ♦✉✈r❡ ✉♥

❣r❛♥❞ ❛①❡ ❞✬✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞✬❛✉tr❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✬♦r❞r❡ ♥♦♥ ❡♥t✐❡r✳

▲❡ tr❛✈❛✐❧ ❡✛❡❝t✉é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ s❛♥s ❛✈♦✐r ❧❛ ♣rét❡♥t✐♦♥ ❞❡ rés♦✉❞r❡

t♦✉s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❛ ❝♦♥tr✐❜✉é à ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ❡①❡r❣✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✬♦r❞r❡

❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ q✉✐ ❡st ♣❛r❢♦✐s ✐❣♥♦ré❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❞❡s ❛✉t♦♠❛t✐❝✐❡♥s✳

❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❡t à tr❛✈❡rs ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ✐❧ ❡st s✉❣❣éré ❞✬❡①♣❧♦r❡r ❧❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✲ ▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞❡s ♣r♦t♦t②♣❡s ré❡❧s✳

✲ ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬❛✉tr❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✬♦r❞r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s

❝❧❛ss❡s ❞❡ s②stè♠❡s✳

✶✵✻
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