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Resumé

Resume

The objective in this memory is to conceive a nonlinear controller by backstepping to allow
the control of a robot scara with two articulations actuated by DC motors to do this a ma-
thematical modeling of the robot was carried out .the design of the controller by backstepping
was carried out from the model its stability whas validated using the theory of Lyapunov
finally, the results of simulation illustrate the performance of this control strategy
keywords
:robot , backstepping , SCARA,MCC,lyapunov,non linear control

Resumé

L’objectif dans ce mémoire est de concevoir un contrôleur non linéaire par backstepping
pour permettre le controle du robot scara à deux articulations actionnées par des MCC .
Pour ce faire, une modélisation mathématique du robot a été effectuée. Par la suite, la
conception du contrôleur par backstepping a été effectuée à partir du modèle. Sa stabilité a
été validée à l’aide de la théorie de stabilité de Lyapunov.Et en fin des résultats de simula-
tions illustrent les performances de cette stratégie de commande.
mots clés
:robot , backstepping ,SCARA,MCC,lyapunov,commande non linéaire
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Introduction générale

Ces dernières années, le monde de l’industrie a connu un avancement technologique sans
pareil dans le domaine de la robotique et du control .Ce développement a permis aux cher-
cheurs de concevoir de nouvelles méthodes de control pour les processus industriels trés
complexes ,ces méthodes sont basées sur les concepts de systèmes à structure variable ,de
la logique flou ,des réseaux de neuronne ..etc.
les robots manipulateurs sont largement utilisés dans les systèmes manufacturiers jouant
un role trés important ,pour augmenter la productivité ,réduire les couts de production et
améliorer la qualité de la production .nous trouvons également l’utilisation des bras mani-
pulateurs dans les hopitaux ou ils assistent dans de difficiles procédures chirurgicales .Ainsi
dans les milieux hostiles à l’homme ,telles que les hautes températures et la radioactivité
,les bras manipulateurs exécutent de dangereuses taches de manipulation .
Commander un robot manipulateur consiste à lui permettre d’atteindre un état désiré ou
de réaliser une tache bien spécifique dans un environnement réel ,cette opération est déli-
cate à cause des perturbations dues à l’environnement ,à la structure complexe du robot
qui mène à des équations dynamiques non linéaires ,ou aux paramètres d’inertie qui dé-
pendent de la charge transportée et qui est souvent inconnue.Pour toutes ces raisons ,il est
important d’envisager l’application de technique de commande robustes. .
les techniques classiques telles que les PID (PI,DI,PD) sont les plus utiliséés pour la com-
mande de ces systèmes , parcequ’ils sont simple et leurs réglage et l’implémentation de leur
bonnes performances .Cependant ,ces dernières trouvaient leurs limites dés l’aparition des
variations paramétriques , non linéarités ou des perturbations exterieures ,et par consé-
quent ,ces dernières deviennent insuffisantes surtout lorsque les exigences sur la précision
et d’autre caractéristiquement dynamiques sont strictes .L’appel à des lois de commande
robustes insensibles aux variations paramétriques ,aux perturbations externes et aux non
linéarités est nécessaires

11
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généralités sur les robots manipulateurs et modélisation
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1.1 introduction

Pour développer une stratégie de commande performante pour un robot, il est impératif
de connaître la cinématique et la dynamique du manipulateur considéré. Pour cela on est
souvent amené à décrire les différentes relations mathématiques qui permettent de définir
les mouvements de ce dernier dans l’espace.
Dans la pratique courante de robotique, la description du mouvement d’un robot ma-
nipulateur dans l’espace est réalisée en fonction du modèle géométrique, cinématique et
dynamique.
Dans le présent chapitre, on présentera quelques définitions concernant ces modèles ainsi
que la façon de leurs obtentions.

1.2 géneralites sur les robots manipulateurs

1.2.1 définition de base

Un robot manipulateur à structure ouverte simple est composé de (n+1) corps rigide notés
c0 ,c1,c2...cn et (n) articulations ou liaisons le corps c0 constitue la base du robot tandis
que le corps Cn porte l’organe terminal .
L’articulation (J) relie le corps Cj au corps Cj-1, chaque articulation est indépendamment
et son mouvement produit le mouvement relatif du corps .
Les mouvements articulaires sont des rotations , dans ce cas l’articulation est dite rotoide
ou translation ,alors l’articulation est prismatique axiale , les liaisons à plusieurs degrés de
liberté sont décomposées en autant de liaisons à un seul degré de liberté ,par adjonction
de corps fictifs
Selon que l’articulation soit de type rotoide ou de type prismatique rj , on définit la va-

Figure 1.1 – robot manipulateur à structure ouverte simple
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riable articulaire qj associée à l’articulation j par la relation suivante :

qj = σ̄jθj + σjrj

σj = 0si l’articulation j est rotoide
σj = 1si l’articulation est prismatique

Espace articulaire ou espace de configuration

on appelle espace articulaire ou espace de configuration , l’espace de représentation de la
situation des variables articulaires du robot manipulateur . l’espace articulaire est noté Rn
et les variables articulaires sont définies par

q = [q1q2 · ..qn]

espace opérationnel

On appelle espace opérationnel,l’espace de représentation de la situation ( position et
orientation ) de l’organe terminal . La représentation la plus simple consiste à utiliser les
coordonnées cartésiennes pour la représentation de la position La dimension de cet espace
constitue le nombre de degrés de liberté maximum que peut avoir l’organe terminal et
correspond au nombre de paramètres indépendants nécessaires pour décrire sa situation
dans l’espace cartésien. L’espace opérationnel est noté Rm;m étant sa dimension. Les
coordonnées opérationnelles sont définies par :

p = [p1p2 . . . pm]T

description de la situation d’un solide dans l’espace

Pour positionner un solide dans l’espace il faut fixer six paramètres indépendants : trois
paramètres pour sa position et trois pour l’orientation de ce repère par rapport à un repère
de référence du poste de travail ou l’espace oppérationnel.

1.3 modélisation.

La commande d’un robot consiste à asservir la situation (position et orientation) de son
organe terminale à une situation imposée, en agissant sur les actionneurs dont il est doté et
modifier ainsi sa configuration Cette commande nécessite la disposition de certains modèles
mathématique à savoir :
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— Le modèle géométrique direct et inverse qui expriment la situation de l’organe ter-
minal en fonction des variables articulaires du mécanisme et inversement

— le modèle cinématique direct et inverse qui expriment la vitesse de l’organe terminal
en fonction des vitesses articulaires et inversement

— le modèle dynamique qui représente les équations du mouvement du robot, permet-
tant d’établir les relations entre les couples ,les forces exercées par les actionneurs
et les positions ,vitesses et accélérations des actionneurs

transformation homogène

On appelle transformation homogène la matrice de dimension (4x4) permettant la défi-
nition d’une transformation quelconque (rotation ou translation ) d’un repère Ri vers un
repère Rj

T ji =

[
sji nji aji pji
0 0 0 1

]
=


sx nx ax px
sy ny ay py
sz nz az pz
0 0 0 1


ou sji , n

j
i et a

j
i désignent respectivement les vecteurs unitaires suivant les axes Xj, Yj et Zj

du repère Rj exprimés dans le repère Ri

pji est l’origine du repère Rj exprimée dans le repère Ri

l’espace de travail du robot manipulateur

l’espace de travail du robot maniplateur est définicomme l’ensemble des positions et des
orientations accessibles par un repère particulier ,lié en général à son organe terminal .il
est entièrement determiné par la structure du bras manipulateur :longueur des éléments
rigides,amplitude maximale de la rotation et de translation des articulation et du déplace-
ment du bras.

1.4 modélisation géométrique

La modélisation géométrique est l’ensemble des relations qui permettent d’exprimer la
situation de l’organe terminal du robot en fonction de ses coordonnées articulaires et in-
versement .
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1.4.1 modéle géométrique direct

Le modèle géométrique direct (MGD) est défini par la fonction f, tq :

f : Rn → Rmq → p = f(q)

On présente dans ce qui suit le formalisme des matrices homogènes de DENAVIT-HARTENBERG
paramètres de DENAVIT-HARTENBERG :
la matrice de passage entre les repères Rj−1 au repère Rj noté T jj−1 est obtenue en effec-
tuant les transformations homogènes suivantes :

— Rotation autour de Xj−1 d’un angle αj
— translation le long de Xj−1 d’une longeur j
— rotation autour de Zj d’un angle θj
— translation le long de Zj d’une distance rj

Figure 1.2 – Représentation de DENAVIT-HARTENBERG

T jj−1 = Rot (X,αj) .Trans (dj, 0, 0) · Rot (Z, θj)Trans (0, 0, rj)

Sachant que :
L’opérateur Rot représente la matrice homogène de rotation autour des axes Xj−1 et Zj
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l’opérateur Trans représente la matrice homogène de translation le long des axes Xj−1 et
Zj
ce qui donne :

T jj−1 =


cos (θj) sin (θj) 0 dj

cos (αj) sin (θj) cos (αj) cos (θj) − sin (αj) −rj sin (αj)

sin (αj) sin (θj) sin (αj) cos (θj) cos (αj) −rj cos (αj)

0 0 0 1

 =

[
M j

j−1 P j
j−1

0 1

]
La matrice de passage T n0 , qui relie le repère de l’organe terminal et celui de la base
s’obtient en effectuant le produit des matrices de passage homogène élémentaires selon
l’equation suivante :

T n0 = T 1
0 × T 2

1 × T 3
2 . . .× T nn−1

1.4.2 modèle géométrique inverse

Le modèle géométrique inverse (MGI) consiste à calculer les coordonnées articulaires cor-
respondant à une situation donnée de l’organe terminale lorsqu’elles existent ; ceci est défini
par l’équation suivante : {

f−1 : Rm → Rn

p→ q = f−1(p)

1.4.3 modélisation différentielle

Le modèle différentiel d’un robot manipulateur représente les variations élémentaires des
coordonnées opérationnelles en fonction des variation élémentaires des coordonnées arti-
culaires et inversement l’intérêt de la représentation différentielle d’un robot manipulateur
est multiple ,il permet :

— le calcul de façon itérative des variables articulairesqi connaissant les coordonnées
opérationnelles pi

— l’obtention du modèle cinématique qui exprime les vitesses opérationnelles en fonc-
tion des vitesses articulaires

— l’Etablissement de la relation reliant les efforts exercés sur l’organe terminal aux
forceset couples des actionneurs

La matrice JACOBIENNE d’un robot manipulateur

Le modèle différentiel est donné par l’équation suivante : dp = J(q)dq

ou :J(q) désigne la matrice JACOBIENNE du mécanisme
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la matrice JACOBIENNE est donnée par :

Ji,j =
∂pi
∂qj

=
∂fi(q)

∂qj

matrice JACOBIENNE inverse d’un robot manipulateur

l’inverse d’une matrice JACOBIENNE est donné par l’équation suivante :

J−1
i,j =

∂qi
∂pj

=
∂f−1

i (p)

∂pj

1.5 modélisation cinématique

1.5.1 modèle cinématique directe

Le modèle cinématique direct d’un robot manipulateur décrit la vitesse des coordonnées
opérationnelles en fonction des vitesses articulaires

Ẋ = [J ]q̇

1.5.2 modèle cinématique inverse

L’objectif du modèle cinématique inverse est de calculer à partir d’une configuration donnée
la vitesse articulaire q̇ qui assure au repère terminal une vitesse opérationnelle Ẋ imposée
Cette définition est analogue à celle du modèle différentiel inverse ; ce dernier permet de
déterminer la différentielle articulaire dq correspondant à une différentielle des coordonnées
opérationnelles dx spécifiées

q̇ = [J ]−1Ẋ

1.6 modélisation dynamique

energie cinétique du bras manipulateur

Le formalisme de L-E exige la connaissance de l’énergie cinétique du système physique, qui
à son tour exige la connaissance de la vitesse de chaque liaison.
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Soient iri
les coordonnées homogènes d’un point fixe appartenant à la liaison i, par rapport au référen-
tiel de la liaison i, 0ri ces coordonnées par rapport au référentiel fixe de la base. On a donc :

◦ri = A0
i × iri

avec :

A0
i = A0

1 × A1
2 × . . . . . . . . . .Ai−1

i

Puisqu’il s’agit d’une liaison rigide, il s’ensuit que : dj∗in
dt

= 0 d’où

0vi =
d0ri
dt

= iri

(
d0ri
dt

)
= iri

(
d0Ai
dt

)

d’une manière générale, on trouve :

0vi =
i∑

j=1

∂A0
i

∂qj
· dqj
dt
· iri

En remarquant que la dérivée précédente de la matrices A0
i peut être obtenu aisément à

l’aide de la matrice Q, définie pour une structure à articulations rotationnelles, comme
suit :

Qi=


0 −1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0


et pour une structure à articulations prismatiques, comme suit :

Qi=


0 −1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0


On obtient :

Uij =
∂Ai
∂qj

=

{
0 si j ≥ i

A0
j−1QjAA

j−1
i si j ≤ i
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d’où en utilisant les notations précédentes, on aura :

0vi =
∑

Uij
dqj
dt
iri

Si on désigne par Eci l’énergie cinétique de la liaison i, et par dEci l’énergie cinétique de
particule de masse dm de 1 ’ articulation i, on a :

dEci = 1
2

(
(dxi/dt)

2 + (dyi/dt)
2 + (dzi/dt)

2) dm
dEci = 1

2
trace

(
0vi · vTi

)
· dm

En substituons on trouve :

dEci =
1

2
trace |

i∑
p=1

i∑
r=1

Uip
(
iridm

irTi
)
UT
ir q̇pq̇r

L’énergie cinétique totale de l’articulation i est donc donnée par :

Eci =
1

2
trace |

i∑
p=1

i∑
r=1

Uip

(∫ i

riir
Ti
i

)
UT
ir q̇pq̇r

Le terme entre parenthèse représente l’inertie de l’articulation et peut s’écrire sou matri-
cielle comme suit :

Cette matrice d’inertie peut être exprimée à l’aide des moments d’inertie de la liaison i par
rapport aux principaux axes du référentiel
(xi, yi, zi) 

−Ix+Iy+Izz
2

Ixy Ixz mix̄i
Ixy

Ix−Iyy+Izz
2

Iyz mȳi
Ixz Iyz

Ixx+Iyy−Iz
2

mz̄i
mx̄i mȳi mz̄i m


Il s’ensuit que l’énergie totale du bras manipulateur sera la suivante :

EcTotaic =
1

2

n∑
i=1

(
i∑

p=1

i∑
r=1

trace
(
UipJiU

T
ir

)
q̇pq̇r

)

energie potentielle du bras manipulateur

L’énergie potentielle de l’articulation i Ept est donnée par :Epi = −mig (Airi)

tel que : g est le vecteur de gravitation
. g = (0 0 − |g| 0)T
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La dynamique des robots est décrite par les équations différentielles en présence de forces
de pesanteur ,des couplages dus aux interactions dynamiques (forces d’inerties, forces de
coriolis et forces centrifuges ) ; des autres non linéarités spécifiques aux actionneurs (hys-
térisis,frottement complexes) .Ce modèle peut être écrit sous la forme matricielles et d’une
manière condensée par l’équation :

D(q)q̈ + h(q, q̇) + g(q) = Γ(u)

q, q̇, q̈ : représentent respectivement les vecteurs position , vitesse et accélérations arti-
culaires
D(q) : matrice (n xn )des interactions d’inertie entre les différents éléments du robot ma-
nipulateur
h(q, q̇) :vecteur (n x 1) regroupant les non linéarités telles que les forces centrifuges ,les
forces de coriolis et les forces de frottement .
g(q) : vecteur représentant les forces de la pesanteur .
Γ(u) :vecteur de couples ou des forces appliqués aux axes par les actionneurs.
Plusieurs formalismes ont été utilisés pour calculer le modèle dynamique des robots ; le
formalisme le plus utilisé est celui de LAGRANGE . ce dernier conduit directement au sys-
tème des équations non linéaires couplés du second ordre ,en utilisant la formule suivante :

d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
= ζi

Avec L : est le Lagrangien du système ,tel que :

L = T − Ept
ou T : énergie cinétique du système.
Ept : énergie potentielle
Expression de l’énergie cinétique :

2T = Mi

[
V 0
Gi (Ri)

]2
+ Ω0T

i (Ri) I
0
i Ω (Ri)

Ii :Matrice d’inertie du corps i
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Mi : masse du corps i
VGi :vitesse linéaire du centre de gravité du corps i
Ωi :vitesse angulaire du corps i
La matrice d’inertie Ii exprimée dans un repère lié au corps i est donnée comme suit :

Ii =

 ∫ (y2 + z2) dm −
∫
xydm −

∫
xzdm

−
∫
xydm

∫
(x2 + z2) dm −

∫
yzdm

−
∫
xzdm −

∫
yzdm

∫
(y2 + x2) dm



1.6.1 modèle dynamique direct

Connaissant les forces généralisées (Γ) exercées par les actionneurs sur les articulations,
pour un point donné de la trajectoire (q, q̇, q̈) on calcule alors les accélérations q̈ , puis les
vitesses q̇ et les positions q que prennent les articulations D’où le modèle dynamique direct
est illustré par la figure suivante :

Figure 1.3 – modèle dynamique direct

1.6.2 modèle dynamique inverse

le modèle dynamique inverse du robot manipulateur est constitué par les relations qui ex-
priment les couples Γ exercés par les actionneurs aux articulations en fonction des positions
q , vitesses q̇ et accélérations q̈ des variables articulaires

1.7 Application au robot SCARA à deux degrés de li-
berté

Dans ce travail, nous avons opté pour un robot planaire SCARA à 2 ddl seule les articu-
lation 1 et 2 du robot industriel SCARA sont prise en compte. Le schéma descriptif de ce
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Figure 1.4 – modèle dynamique inverse

manipulateur est donné à la figure suivante :

Figure 1.5 – représentation du robot scara à 2 ddl

Les paramètres de la transformation D-H du robot, sont regroupés dans le tableau suivant :

articulation θi ai di αi
1 θ1 l1 0 0
2 θ2 l2 0 0

L’implémentation des repères pour chaque liaison, en suivant les étapes de l’algorithme
cité ci-dessus, est illustrée sur la figure suivante

Ainsi en utilisant l’algorithme de la représentation de D-H nous aboutissons aux matrices
de transformations homogènes suivantes :
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Figure 1.6 – implémentation de la méthode de D-H

A0
1 =


c1 −s1 0 l1C1

s1 c1 0 l1S1
0 0 1 0

0 0 0 1



A1
2 =


c2 −s2 0 l2c2
s2 c2 0 l2s2
0 0 1 0

0 0 0 1



Alors

0
2A = 0

1TA · 21T =


sx nx ax Px

sy ny ay Py

sz nz az Pz

0 0 0 1


Aprés un calcul on a

sx = C1.C2− S1.S2

nx = −C1.S2− C2.S1

ax = ay = 0

Sy = C1.S2 + C2.S1

ny = C1.C2− S1.)

Sy = C1.C2− S1.S2
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nz = −C1.S2− C2.S1

az = 1

Donc :
Px = l (c1 + c12)Py = l (s1 + s12)

avec
c12 = cos (θ1 + θ2)

Il existe plusieurs méthodes et procédures numériques pour le calcul du MGI, nous inté-
ressons à la méthode de Paul

La méthode de Paul consiste à pré-multiplier, successivement, les deux membres de l’équa-
tion par

jTj−1, (j = 1 . . . , n− 1)

ce qui permet de calculer, successivement, les variables qj Nous résoudrons :

U0 = 0
1T (q1) ·12 T (q2)

on trouve :

θ2 = acos

(
(x2 + y2 − l12 − l2)

(2.l1.l2)

)

β = a cos

(
x2 + y2 + l21 − l21

2l1
√
x2 + y2

)
α = atan (y, x)

θ1 = α− β

modèle cinématique direct

Le modèle cinématique d’un robot se base sur la matrice jacobienne donc on suit les étapes
suivantes :

La position de l’effecteur (ax, by) dans le plan (x, y) est exprimée en fonction des variables
articulaires (θ1, θ2) par :
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[
ax = 11 · cos(θ1) + 12 · cos(θ1 + θ2)

by = 11 · sin(θ1) + 12 · sin(θ1 + θ2)

Sous l’hypothèse que l’effecteur du robot se déplace par de petits accroissements, les déri-
vées partielles des coordonnées opérationnelles par rapport aux variables des articulations
sont exprimées par :

dax =
∂ax (θ1, θ2)

∂θ1
dθ1 +

∂ ax (θ1, θ2)

dx
dθ2

dby =
∂by (θ1, θ2)

∂θ1
dθ1 +

∂by (θ1, θ2)

dx
dθ2

Ou sous la forme matricielle suivante :

[
dax

dby

]
=

[
∂ax(θ1,θ2)

∂θ1

∂ ax(θ1,θ2)
dθ2

∂by(θ1,θ2)
∂θ1

∂by(θ1,θ2)
dθ2

]
=

[
dθ1
dθ2

]

On peut l’écrire sous la forme suivante :

dP = J(q) · dq

Avec
dP = [dax, dby]T , dq = [dθ1, dθ2]T ,

J(q) est une matrice appelée jacobienne Donc la matrice jacobienne de notre robot est :

J =

[
−11 sin (θ1)− 12 sin (θ1 + θ2) −12 sin (θ1 + θ2)

cos (θ1) + 12 cos (θ1 + θ2) −12 cos (θ1 + θ2)

]

modèle dynamique

Pour établir le modèle dynamique du robot, nous avons besoin de calculer les matrices Uj
et Uijk, pour cela en utilise les équations
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Les matrices d’inertie sont données par :

Q1 = Q =


0 −1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0



U11 = A1
0QAA

0
1 =


−s1 −c 0 −ls1
−c1 −s1 0 lc1

0 0 0 0

0 0 0 0



U21 = Q1A
2
0 =


−512 −c12 0 −l(s12− S1)

−c12 −s12 0 l(c12 + c1)

0 0 0 0

0 0 0 0



U22 = A2
0Q2A

2
0 =


−s12 −c12 0 −lS12
−c12 −s12 0 lc12

0 0 0 0

0 0 0 0



U212 = U221 = QA1
0Q2A

2
1 =


−c12 s12 0 −lc12
−s12 −c12 0 −ls12

0 0 0 0

0 0 0 0



U211 = QA2
0 =


−c12 s12 0 −l (c12 + c1)

−s12 −c12 0 −l (s12 + s1)

0 0 0 0

0 0 0 0


U222 = A1

0Q2A
1
1Q2A

2
1 = U212

Ji =


Ii −1 0 x̄mi

0 0 0 0

0 0 0 0

x̄im 0 0 mi

 ; i = 1.2

avec : Ii = 1
2
mil2 et x̄ = x̄2 = −1

2

On obtient finalement et après quelque calcules le modèle dynamique du robot manipula-
teur [

τ1(θ)

τ2(θ)

]
=

[
1
3
m1l

2 + 4
3
m2l

2 +m2l
2c2

1
3
m2l

2 + 1
2
m2l

2c2
1
3
m2l

2 + 1
2
m2l

2c2
1
3
m2l

2

] [
θ̈1
θ̈2

]
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+

[
−1

2
m2l

2s2θ̇
2
2 −m2l

2s2θ̇1θ̇2
1
2
m2l

2s2θ̇
2
1

]
+

[
1
2
m1glc1 +m2gl (1/2c12 + c1)

1
2
m2glc12

]
La mise sous forme matricielle du modèle de robot donne le système suivant[

τ1
τ2

]
=

[
α β

β γ

] [
q̈1
q̈2

]
+

[
f1
f2

]
+

[
g1
g2

]
+

[
b1
b2

] [
q̇1
q̇2

]


α = 1
3
l2 (m1 + 4m2 + 3m2 cos (q2))

β = m2l
2
(
1
3

+ 1
2

cos (q2)
)

γ = 1
3
m2l

2
f1 = −m2l

2q̇2 sin (q2)
(
1
2
q̇2 + q̇1

)
f2 = 1

2
m2 sin (q2) l

2q̇21
g1 = 1

2
m1gl cos (q1) +m2gl

[
1
2

cos (q1 + q2) + cos (q1)
]

g2 = 1
2
m2gl cos (q1 + q2)

tel que : b et b2 sont les termes de frottement visqueux. On détermine alors la forme d’état
suivante :

ẋ1 = x2

ẋ2 =

[
(k1u1−f1−g1−b1q̇1)

α
+ (−k2u2 + f2 + g2 + b2q̇2)

β
αγ

]
[
1− β

αγ
β
]

ẋ3 = x4

ẋ4 =

[
(k2u2−f2−g2−b2q̇2)

γ
+ (−k1u1 + f1 + g1 + b1q̇1)

β
αγ

]
[
1− β

αγ
β
]

la réponse en position et en vitesse du robot à une entrée échelon est donnée dans les
figures ci-dessous
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Figure 1.7 – réponses en position du robot en boucle ouverte

Figure 1.8 – réponse en vitesses des articulation du robot en boucle ouverte à une entrée
échelon
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1.8 conclusion

Dans ce chapitre nous avons donné des généralités sur le monde de la robotique spéciale-
ment les robots manipulateurs
on a aussi donné les différentes types de modélisation à savoir (la modélisation géométrique,
cinématique )
nous avons ensuite établi le modèle dynamique à l’aide du formalisme de Lagrange-Euler
qui nous a permis d’établir la représentation d’état du robot SCARA à deux degré de
liberté que nous avons ensuite exploité pour effectuer les testes en boucle ouverte



CHAPITRE 2

Méthodes de Lyapunov et commande par backstepping
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2.1 Introduction

La plupart des systèmes physiques (procédés) qui nous entourent sont non linéaires. Bien
souvent, ces non-linéarités sont faibles ou ne sont pas visibles sur la plage d’opérations
de ces procédés. Le souci constant d’améliorer les performances des systèmes commandés
conduit à des modélisations de plus en plus précises qui permettent de répondre sur une plus
large plage d’opérations. C’est à ce moment que les non-linéarités se font sentir et rendent
les outils d’analyse et/ou de synthèse des lois de commande, utilisés dans le domaine
linéaire, caduques et absolument incapables de rendre compte de certains phénomènes.
C’est pourquoi, depuis quelques années, beaucoup de recherche ont été effectuées dans
le domaine de la commande des systèmes non linéaires. Le backstepping fait partie de
ces nouvelles méthodes de contrôle. Ce chapitre présente, dans un premier temps, une
brève introduction des systèmes non linéaires et du vocabulaire qu’il comporte et, dans un
deuxième temps, il introduit la méthode du backstepping.

2.2 systèmes non linéaires

De façon générale, les systèmes physiques représentés par des équations différentielles li-
néaires à coefficients constants sont appelés systèmes linéaires. L’hypothèse de linéarité
équivaut au principe de superposition. Les systèmes non linéaires, par opposition aux sys-
tèmes linéaires, sont des systèmes physiques qui ne sont pas régis par des équations linéaires.
Autrement dit, le principe de superposition ne peut pas leur être appliqué.
Les systèmes non linéaires peuvent être le lieu de plusieurs phénomènes. Par exemple, ils
peuvent converger, en régime permanent, à différents points d’équilibres, contrairement aux
systèmes linéaires, qui n’en possèdent qu’un seul. Cependant, bien d’autres phénomènes
caractérisent les systèmes non linéaires [5]. Quelques différences vont être introduites dans
les sous sections suivantes. :

2.2.1 équilibre

Physiquement, un système est en équilibre lorsqu’il conserve son état en absence de forces
externes. Mathématiquement, cela équivaut à dire que la dérivée ẋ de son vecteur d’état
est nulle. Pour un système ẋ = ϕ(x) L’état (ou les états) d’équilibre xe est la solution
(sont les solutions) de l’équation algébrique ϕ(x) = 0 Pour les systèmes linéaires, on a
ϕ(x) = Ax ce qui implique que x = 0 est un point d’équilibre pour tous les systèmes
linéaires. Deux cas différents peuvent survenir, si A est régulière, alors l’origine est le seul
point d’équilibre ; Si A est singulière, ce qui défini un sous-espace où Ax = 0, alors il existe
une région d’équilibre. Pour les systèmes non linéaires, la solution n’est pas aussi évidente
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et l’équilibre ne se trouve pas toujours à l’origine . Les régions d’équilibres peuvent etre
constituées dedomaines continus ou de points isolées ou la combination des deux

Figure 2.1 – trajectoire d’un système dans le plan de phase

2.2.2 plan de phase

Pour bien comprendre le comportement d’un système non-linéaire on fait appel à une re-
résentation de ses trajectoires dans l’éspace de phase .ces trajéctoires sont un ensemble de
courbes qui représentenr l’évolution de l’état du système dans le temps .Cette représen-
tation doit toutefois passer par la résolution de l’équation différentielle ce qui n’est pas
toujours facile .Cepandant ,les techniques basées sur la deuxième méthode de Lyapunov
contournent ce problème

2.2.3 stabilité

De facon générale on dit qu’un système est stable si, déplacé de sa position d’équilibre il
tend à y revenir ;instable ,s’il tend à s’en écarter d’avantage .Lyapunov fournit une expli-
cation un peu plus mathématique de la stabilité .prenons comme exemple un système dont
l’état est défini par le vecteur x qui possède la position d’équilibre Xe Écarté de sa position
d’équilibre et abandonné à lui-même au temps t = t0 avec les conditions initiales x (t0) , le
système aura comme état x(t). La position d’équilibre du système est stable (figure ‖.2 )
si, pour tout ε > 0, il existe σ > 0 tel que
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Figure 2.2 – types de stabilité selon Lyapunov

‖x (t0)− xe‖2 < σ

et qu’après un certain temps t, et pour toutes les valeurs t > t0, la relation suivante est
vérifiée :

‖x(t)− xe‖2 < ε

Dans le cas contraire l’équilibre est instable. Il n’est pas nécessaire que l’état x(t) tend
vers xe lorsque t augmente indéfiniment, pour que le système soit stable. Si l’état tend
effectivement vers xe le système est stable asymptotiquement. Dans le cas où les états
n’atteignent pas xe mais qu’ils restent à l’intérieur d’un certain seuil ε alors le système à
une stabilité simple

2.3 méthodes de Lyapunov

Les faibles non-linéarités dans un système à commander sont, la plupart du temps,traitées
comme des perturbations affectant un modele linéaire du systeme. Toutes les théories, qui
ont été développées depuis plusieurs années et qui sont bien connues des systèmes linéaires
sont utilisées. Malheureusement, ces non-linéarités ne peuvent pas toujours être mises de
côté et il faut alors utiliser d’autres méthodes.
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Il y a deux approches possibles pour la commande d’un système non linéaire. La pre-
mière vise à linéariser le système à commander, afin de profiter des techniques des modèles
linéaires. Cette linéarisation est réalisée, moyennant des approximations ou des transfor-
mations géométriques dans l’espace de phase. Le système linéarisé est ensuite traité avec
la théorie des systèmes linéaires.
La deuxième approche consiste à trouver une fonction de commande de Lyapunov garantis-
sant certaines performances pour le système en boucle fermée. De telles fonctions peuvent
être très difficiles à trouver pour un système non linéaire d’ordre élevé. C’est là qu’entre en
jeu la technique du backstepping qui permet de réduire cette complexité. Cette technique
sera développée plus en détail à la section II.3. Toutefois, avant d’introduire le backstep-
ping, les deux méthodes d’analyse des systèmes non linéaires, fournies par Lyapunov, vont
être brièvement décrites. Une attention particuliere sera portée sur la deuxième méthode de
Lyapunov qui fourni un outil très puissant pour tester et trouver des conditions suffisantes
a la stabilité des systèmes dynamiques, sans avoir à résoudre explicitement les équations
differentielles les décrivant.

2.3.1 première méthode de lyapunov

Le théorème de stabilité locale de Lyapunov, connu sous le nom de première méthode,
permet de se prononcer sur la linéarisation d’une dynamique autour d’un point d’équi-
libre. Cette méthode apporte une validité théorique à la technique de linéarisation. Elle
mentionne que si le système linéarisé est asymptotiquement stable, alors i1 y a stabilité
asymptotique. Dans le cas où le système linéarisé est instable, il y a instabilité. Par contre
si celui-ci est stable sans pour autant l’être asymptotiquement, alors il est impossible de se
prononcer sur la stabilité.
Ce théorème est d’une importance limitée, car il ne permet d’étudier que la stabilité d’un
point singulier (stabilité locale) et ne donne aucune information sur le domaine de stabilité
(stabilité globale) . De plus, dû aux approximations du premier degré (linéarisation), il
n’est pas possible de tenir compte de tous les types de phénomènes nonlinéaires (organe
avec zone morte, plus ou-moins, ...).

2.3.2 deuxième méthode de Lyapunov

Cette méthode est basée sur le concept d’énergie dans un système. Pour un système phy-
sique, l’énergie est une fonction définie positive de son état. Dans un système conservatif,
l’énergie reste constante ; pour un système dissipatif, elle décroît. Pour ces deux cas, le
système est stable. Si l’énergie croît, le système est instable.
L’idée de cette méthode est d’analyser la stabilité du système, sans avoir à résoudre explici-
tement les équations différentielles non linéaires le régissant. Il suffit simplement d’étudier
les variations (signe de la dérivée) de l’énergie (ou une fonction qui lui est équivalente) le
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long de la trajectoire du système (figures II.3). Les théorèmes suivants, qui permettent de
se prononcer sur la stabilité (ou instabilité) d’un système, sont fournis par Lyapunov

2.3.3 Théorème 1 :stabilité asymptotique

S’il est possible de trouver une fonction V(x) de signe défini (avec V (0 )= 0, dans un
domaine D comprenant la position d’équilibre et dont la dérivée totale par rapport au temps
V soit définie et de signe opposé dans le même domaine, l’équilibre sera asymptotiquement
stable dans ce domaine

2.3.4 théorème 2 :instabilité

S’il est possible de trouver une fonction V dont la dérivée est de signe défini dans un
domaine D comprenant l’origine et que V soit : définie de meme signe que V̇
indéfinie en signe l’équilibre est instable

Figure 2.3 – contour à énergie constante dans le plan de phase

2.3.5 stabilité simple

S’il est possible de trouver une fonction V de signe défini dans un domaine D et dont la
dérivée totale V̇ soit semi-définie et de signe opposé dans le même domaine, l’équilibre
est (simplement) stable dans ce domaine (c’est-à-dire stable non asymptotiquement, figure
(II.3)).
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Contrairement à la première méthode, la deuxième méthode donne plus d’informations
au niveau de la stabilité. Elle a l’avantage de ne pas se limiter à la prédiction des points
d’équilibre, mais bien d’une région d’attraction autour de ces points d’équilibre.
Ces théorèmes présentent une condition suffisante à la stabilité. Pour l’étude de la stabilité
d’un système caractérisé par un vecteur d’état x, la méthode directe de Lyapunov consiste
alors, à chercher une fonction V(x) (représentative de l’énergie) de signe défini qui se prête
à l’application de l’un des théorèmes cités précédemment. Il n’y a aucune méthode qui
permet de trouver directement une fonction de Lyapunov pour un système donné. Néan-
moins, il existe des approches qui conduisent, en général, à des résultats acceptables [5].
Voici quelques exemples de fonction de Lyapunov :
Fonction quadratique

V (x) = xTPx

où P est une matrice symétrique définie positive Fonction quadratique plus intégrale (Lur’e)

V (x) = xTPx+

∫ x

0

ϕ(u)du

avec ϕ assujettie à certaines contraintes.

2.4 méthode de backstepping

Le backstepping a été développé par Kanellakopoulos et al et inspiré par les travaux de
Feurer et Morse d’une part et Tsinias et Kokotovii et Sussman d’autre part. Elle offre
une méthode systématique pour effectuer le design d’un contrôleur pour les systèmes non
linéaires. L’idée consiste à calculer une loi de commande afin de garantir que la dérivée
d’une certaine fonction (de Lyapunov) soit définie positive et que sa dérivée soit toujours
négative. La méthode consiste à fragmenter le système en un ensemble de soussystèmes
imbriqués d’ordre décroissant. Le calcul de la fonction de Lyapunov s’effectue, ensuite,
récursivement en partant de l’intérieur de la boucle. À chaque étape, l’ordre du système
est augmenté et la partie non stabilisée lors de l’étape précédente est traitée. À la der-
nière étape, la loi de commande est trouvée. Celle-ci permet de garantir, en tout temps,
la stabilité globale du système compensé tout en travaillant en poursuite et en régulation.
Contrairement à la plupart des autres méthodes, le backstepping n’a aucune contrainte au
niveau du type de non-linéarité. Cependant, le système doit se présenter sous la forme dite
paramétrique pure. Les équations d’un tel système sont données par
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ẋ1 = ϕ1 (x1)
T θ + ψ1 (x1)x2

ẋ2 = ϕ2 (x1, x2)
T θ + ψ1 (x1, x2)x3

...
ẋR−1 = ϕn−1 (x1, · · · , xn−1)

T θ + ψn−1 (x1, · · · , xn−1)xn
ẋn = ϕn (x1, · · · , xn−1, xn)T θ + ψn (x1, · · · , xn−1, xn)u

y = x1

où θ est le vecteur de paramètres constants. Les ψi et les ϕi sont des fonctions non linéaires
connues, avec ϕ(0) = 0 et ψn(x) 6= 0,∀x ∈ Rn. De plus, le backstepping permet de garder
les non-linéarités utiles

etape1

On commence par la première équation du système ci-dessus ou x2 sera considérée comme
une commande virtuelle intermédiaire .La première référence désirée est notée :
(x1)d = α0 = yref
ce qui conduit à l’erreur de référence suivante : e1 = x1 − α0

ainsi sa dérivée est :

ė1 = ẋ1 − α̇0 = f1 (x1) + g0 (x1)x2 − α̇0

Pour un tel système, nous construisons d’abord la fonction de Lyapunov V1 sous une forme
quadratique :

V1 =
1

2
e21

Sa dérivée temporelle est :

V̇1 = e1ė1 = e1 [f1 (x1) + g0 (x1)x2 − α̇0]

Un choix judicieux de x2 rendrait V̇1 négative et assurerait la stabilité pour la dynamique
. Pour cela, prenons : x2 = α1 telle que :

f1 (x1) + g0 (x1)α1 − α̇0 = −k1e1

Où k1 > 0 est une constante de conception. Ainsi, la loi de commande pour le système sera
donnée par :

α1 =
1

g0 (x1)
[−k1e1 + α̇0 − f1 (x1)]

ce qui implique :
V̇1 = −k1e12
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etape2

Maintenant, la nouvelle référence désirée sera la variable de commande pour le sous-système
précédent :

(x2)d = α1

D’où l’erreur de régulation :
e2 = x2 − α1

Sa dérivée est :
ė2 = ẋ2 − α̇1 = f2 (x1, x2) + g1 (x1, x2)x3 − α̇1

Pour le système la fonction de Lyapunov étendue est :

V2 = V1 +
1

2
e22 =

1

2

(
e21 + e22

)
Dont la dérivée est :

V̇2 = V̇1 + e2ė2 = −k1e21 + e2 [f2 (x1, x2) + g1 (x1, x2)x3 − α̇1]

Le choix de x3d qui stabilisera la dynamique du système (2.12), et rendra V̇2 négative est

x3d = α2

Telle que :
f2 (x1, x2) + g1 (x1, x2)x3 − α̇1 = −k2e2

Où k2 > 0 est une constante de conception. Ainsi, la loi de commande pour le système (
2.12 ) sera donnée par :

α2 =
1

g1 (x1, x2)
[−k2e2 + α̇1 − f2 (x1, x2)]

Avec

α̇1 =
g0 (x1)

[
−k1ė1 + α̈0 − ḟ1 (x1)

]
− [−k1e1 + α̇0 − f1 (x1)] ġ0 (x1)

g20 (x1)

Un tel choix implique que :
V̇2 = −k1e21 − k2e22 ≤ 0

etape n

De la même façon, pour cette étape la référence à suivre sera :

(xn)d = αn−1
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D’où l’erreur de régulation :
en = xn − αn−1

Sa dérivée est :

ėn = ẋn − α̇n−1 = fn (x1, . . . , xn) + gn (x1, . . . , xn)u− α̇n−1

Pour le système , la fonction de Lyapunov étendue est :

Vn = V1 + V2 + . . . .+
1

2
e2n =

1

2

[
e21 + e22 + . . . .e2n

]
Sa dérivée est :

V̇n = V̇1+. . . . . .+enėn = −k1e21+. . . . . .+en [fn (x1, . . . . . . , xn) + gn (x1, . . . . . . , xn)u− α̇n−1]

Dans cette dernière étape, on est arrivé à déduire la loi de commande pour le système
entier. Un bon choix doit satisfaire :

fn (x1, . . . . . . , xn) + gn (x1, . . . .., xn)u− α̇n−1 = −knen

Où kn > 0 est une constante de conception. Ainsi, la loi de commande pour le système
entier sera donnée par :

u =
1

gn (x1, . . . ., xn)
[−knen + α̇n−1 − fn (x1, . . . , xn)]

Ce qui garantit la négativité de la dérivée de la fonction de Lyapunov étendue :

V̇n = −k1e21 − . . . . . .− kne2n ≤ 0

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons définit les systèmes non linéaires ensuite nous avons décrit de
la technique du « Backstepping » . Cette procédure permet d’obtenir de façon constructive
une loi de commande qui assure la stabilité du système en boucle fermée via une fonction
de Lyapunov.



CHAPITRE 3

Résulats et simulations
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on va élaborer la représentation d’etat du systeme robot actionné par
des MCC à partir des équation différenlles du modèle dynamique calculées précédemment
àl’aide de la méthode de Euler-Lagrange puis on va calculer la commande par backstep-
ping pour stabiliser le système et on va simuler le système en boucle fermée à l’aide de
SIMULINK /MATLAB

3.2 représentation d’état du robot SCARA à deux arti-
culations actionné par des moteurs éléctriques

on a : [
τ1
τ2

]
=

[
α β

β γ

] [
q̈1
q̈2

]
+

[
c11(q, q̇)c12(q, q̇)

c21(q, q̇)c22(q, q̇)

] [
q̇1
q̇2

]
+

[
g1(q)

g2(q)

]
α = (m1 +m2) l

2
1 +m2l

2 + 2m2l1l2 cos (q2)

β = m2l
2
2 +m2l1l2 cos (q2)

γ = m2l
2
2

c11(q, q̇) = −2m2l1l2q̇2 sin (q̇2)

c12(q, q̇) = −m2l1l2q̇2 sin (q̇2)

c21(q, q̇) = m2l1l2q̇1 sin (q̇2)

c22(q, q̇) = 0

g1(q) = (m1 +m2) l1 cos (q2) g +m2l2 cos (q1 + q2) g

g2(q) = m2l2 cos (q1 + q2) g

τ1 = αq̈1 + βq̈2 + h1

τ2 = βq̈1 + γq̈2 + h2

avec :
h1 = h1(q, q̇)

h2 = h2(q, q̇)

les couples τ1 et τ2 sont fournies par les moteurs 1 et 2

τ1 = Ki1i1

τ2 = Ki2i2
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Ki1i1 et Ki2i2 constantes de couple
i1 et i2 les courants de l’induit

application de la loi des mailles

L1
di1
dt

+R1i1 + E1 = U1

L2
di2
dt

+R2i2 + E2 = U2

E1 = Kw1w1etE2 = Kw2w2

(vitesse du moteur = vitesse articulaire) donc w1=q̇1 et w2=q̇2 Kw1 et Kw2 constantes de
vitesse , ce qui donne

di1
dt

=
−R1

L1

i1 +
Kw1

L1

q̇1 +
1

L1

U1

di2
dt

=
−R2

L2

i2 +
Kw2

L2

q̇2 +
1

L2

U2

En posant x1 = q1, x2 = q̇1,x3 = i1,x4 = q2,x5 = q̇2,x6 = i2 donc on a ẋ1 = x2 et ẋ4 = x5
on remplace les couples dans l’equation 1

Ki1i1 = αq̈1 + βq̈2 + h1

Ki2i2 = βq̈1 + γq̈2 + h2

Ki1x3 = αẋ2 + βẋ5 + h1

Ki2x6 = βẋ2 + γẋ5 + h2

à partir des équations éléctriques :

ẋ3 =
−R1

L1

x3 +
Kw1

L1

x2 +
1

U1

L1

ẋ6 =
−R2

L2

x6 +
kw2
L2

x5 +
1

L2

U2
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le modèle terminal est donné par :

ẋ1 = x2

ẋ2 = 1
(1−β2/αγ)

(
K11x3−h1(x)

α
+ (−Ki2x8 + h2(x)) β

αγ

)
ẋ3 = − (KW1/L1)x2 − (R1/L1)x3 + (1/L1)u1
ẋ4 = x5

ẋ5 = 1
(1−β2/αγ)

(
κax6−h2(x)

α
+ (−Ki1x3 + h1(x)) β

αγ

)
ẋ6 = − (KW2/L2)x5 − (R2/L2)x6 + (1/L2)u2

on a

α = (m1 +m2) l
2
1 +m2l

2 + 2m2l1l2 cos (x4) , β = m2l
2
2 +m2l1l2 cos (x4)

γ = m2l
2
2 and h(x) = h(q, q̇) = (h1(x)h2(x))T

h1(x) = −m2l
2x6 sin (x5) (0.5x6 + x2) + 0.5m1gl cos (x1) +m2gl (0.5 cos (x1 + x5) + cos (x1))

and h2(x) = 0.5m2l
2 sin (x5)x

2
2 + 0.5m2gl cos (x1 + x5)

valeurs numériques des paramètres :

l1 = 1m, l2 = 1m,m1 = 1kg,m2 = 2kg, g = 9.81ms−2, Kcl = 0.26Nm/V, K0 = 0.26Nm/v, K41 =

0.26 Nm/A, Kn2 = 0.26Nm/A, R1 = 1.6Ω, R2 = 1.6Ω, L1 = 0.001H, L2 = 0.001

l1 : la longueur de segment 1
l2 : la longueur de segment 2
m1 : la masse de segment 1
m2 : la masse de segment 2
g : constant de gravite
Kc1 : constant de couple de moteur 1
Kc2 : constant de couple de moteur 2
Kwl :constant de vitesse de moteur 1
Kw2 : constant de vitesse de moteur 2
R1 : Resistance de l’induit de moteur 1
R2 : Resistance de l’induit de moteur 2
L1 : Inductance de bobine de moteur 1
L2 : Inductance de bobine de moteur 2
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Dans notre étude le robot se déplace dans le plan horizontal ce qui va annuler le terme de
pesanteur

modèle d’etat du système robot+moteur simulé sous simulink

Figure 3.1 – schéma de représentation d’état du système moteur +robot simulé sous
SIMULINK

3.3 Algorithme de backstepping

ẋ1 = x2
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ẋ2 = g11x3 + g12

ẋ3 = g13 +

(
1

L1

)
U1

ẋ4 = x5

ẋ5 = g21x6 + g22

ẋ6 = g23 +
1

L2

U2

etape1

soit :
V1 =

1

2
e21

fonction définie positive sur R
en dérivant on obtient :

→ V̇1 = ė1e1

e1 = x1 − x1d→ ė1 = x2 − ẋ1d

x1d = q1d →

position desirée(référence)

etape2

on pose
e2 = x2 − ϕ1

ė1 = (e2 + ϕ1 − ẋ1d) e1
on pose

ϕ1 = ẋ1d − λ1e1
pour que v2soit négative

V̇1 = e1e2− λ1e21
V2 = V1 + 0.5e22

V̇2 = V̇1 + e2ė2

V̇2 = V̇1 + e2 (ẋ2 − ϕ̇1)

V̇2 = V̇1 + e2 (g11x3 + g12 − ϕ̇2)

on pose
e3 = x3 − ϕ2
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x3 = e3 + ϕ2

V2 = −λ1e21 + e1e2 + e2 (g11 (e3 + ϕ2) + g12 − ϕ̇1)

onpose

ϕ2 =
1

g11
(−e1 − g12 + ϕ̇1 − λ2e2)

V̇2 = −λ1e21 − λ2e22 + g11e2e3

etape3

V3 = V 2 + 0.5e32

V̇3 = V̇2 + e3ė3

V̇3 = −λ1e2 − λ2e22 + g11e2e3 + e3

(
g13 +

(
1

L1

)
U1 − ϕ̇2

)
V̇3 = −λ1e2 − λ2e22 + e3

(
g13 +

(
1

L1

)
U1 − ϕ̇2 + g11e2

)
U1 = L1 (−g11e2 − g13 + ϕ̇2 − λ3e3)

V̇3 = −λe21 − λe22 − λe23
fonction définie négative

etape4

V4 = V3 +
1

2
e24 → V̇4 = ė4e4 + V̇3

e4 = x4 − x4d→ ė4 = x5 − ẋ4d

x4d = q2d →

position desirée(référence)
on pose

e5 = x5 − ϕ4

.

V̇4 = (e5 + ϕ4 − ẋ4d) e4 + V̇3
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on pose
ϕ4 = ẋ4d − λ4e4

V̇4 = e4e5− λ1e21 − λ2e22 − λ3e23 − λ4e24

etape 5

V5 = V4 + 0.5e25

V̇5 = V̇4 + e5ė5

V̇5 = V̇4 + e5 (ẋ5 − ϕ̇4)

V̇5 = V̇4 + e5 (g21x6 + g22 − ϕ̇4)

on pose
e6 = x6 − ϕ5

x6 = e6 + ϕ5

V̇5 = −λ4e24 − λ1e21 − λ2e22 − λ3e23 + e4e5 + e5 (g21 (e6 + ϕ5) + g22 − ϕ̇4)

onpose

ϕ5 =
1

g21
(−e4 − g22 + ϕ̇4 − λ5e5)

V̇5 = −λ1e21 − λ2e22 − λ3e23 − λ4e54 − λ5e25 + g21e5e6

V6 = V5 + 0.5e26

etape6

V̇6 = V̇5 + e6ė6

V̇6 = −λ1e21 − λ2e22 − λ3e23 − λ4e2 − λ5e25 + g21e5e6 + e6

(
g23 +

(
1

L2

)
U2 − ϕ̇5

)
V̇6 == −λ1e21 − λ2e22 − λ3e23 − λ4e2 − λ5e25 + e6

(
g23 +

(
1

L2

)
U2 − ϕ̇5 + g21e5

)
il faut que notre commande soit égale à

U2 = L2 (−g21e5 − g23 + ϕ̇5 − λ6e6)

pour que
V̇6 = −λe21 − λe22 − λe23 − λ4e24 − λ5e25 − λ6e26

soit fonction définie négative
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3.4 résultats de simulations

simulation sans perturbation
nous avons pris les trajectoires suivantes pour le reste des simulations

θ1d(t) = sin(t) 0 ≤ t ≤ 10

θ2d(t) = sin(t) 0 ≤ t ≤ 10

Les figures 3.3 montre les performances de commande obtenus dans le cas de trajectoire
sinusoidale sans perturbation externe, .sans variation paramétrique et sans bruit .nous ob-
tenons une bonne précision de poursuite et nous remarquons dans ce cas .la poursuite
s’effectue sans aucun dépassement et montrent la convergence des positions angulaire.

Figure 3.2 – schéma block de la commande par backstepping du robot actionné par des
mcc sous simulink

Nous constatons d’après les figure que la trajectoire parcouru par les articulations suivent
parfaitement les références désirées avec une erreur quasi nulle
Les résultats obtenus ont montré l’efficacité de l’utilisation de ce type de commande, et
ceci est démontré par les bonnes performances du contrôleur.
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Figure 3.3 – réponse en position des articulations
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3.4.1 resultats de simulations avec perturbations

Dans ce test nous avons appliqués des pertubations externes d’amplitude 20 deg à l’instant
3sec et de duré de 150ms ,nous avons également considéré des trajectoires sinusoidale .les
performances de commande obtenues sont illustrées par la figure 1.6 nous remarquons qu’il
y’ a une bonne poursuite de trajectoire .

Figure 3.4 – réponse en position des articulation soumis à des perturbations
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Figure 3.5 – erreur de position
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interprétation des résultats

Durant la présence de la perturbation (3 ème sec), on remarque que il y a un léger dépas-
sement de 0.003rad = 0.6 pourcent aprés 0.1 sec il revient à sa trajctoire désirée avec un
erreur presque nul
Les tests effectuées montrent que notre contrôleur est capable de compenser fortement les
perturbations externe

3.5 conclusion

Dans ce chapitre nous avons calculé les équations dynamiques du système robot SCARA
actionné par des moteurs à courant continu à partir duquel on a tiré le modèle d’état, à
partir du modèle d’état on a élaboré l’algorithme de backstepping que nous avons après
simulé dans l’environnement SIMULINK MATLAB, alors que la technique de commande
par backstepping est une excellente stratégie de contrôle. Cette technique de commande
permet d’obtenir de façons constructives une loi de commande qui assure la stabilité Robot
en boucle fermée via une fonction de Lyapunov. Les résultats de simulation montrent la
précision dans la poursuite des trajectoires de référence, et dans le rejet de perturbations
externes.

Grâce à ces résultats de simulation nous conclurons que, la commande par backstepping
est une commande très efficace qui permet d’assurer facilement la stabilité d’un système
non linéaire en boucle fermée.



Conclusion générale

Nous avons abordé, dans ce mémoire, la problématique du contrôle d’un bras manipulateur
à deux articulations de type SCARA actionné par des MCC
Le robot SCARA est un système complexe non linéaire, multi variables, instable et pré-
sente une dynamique fortement couplée.
Le problème traité consiste à garantir en premier lieu la stabilité de ce dernier. Pour ce
faire, nous avons fait concevoir un contrôleur non linéaire permettant de contrôler le robot
à deux degrés de liberté actionné par MCC
Nous avons donc commencé par la définition des principes de la robotiques et les diffé-
rentes modèles , et en suite on a développé un modèle mathématique en se basant sur les
lois fondamentales de la mécanique du processus. Le modèle obtenu régi par un système
d’équations fortement non linéaires présente une dynamique instable en boucle ouverte. À
partir de ce modèle, la construction d’un contrôleur par backstepping et appliqué au robot
La stabilité du système en boucle fermée est démontrée par la théorie de Lyapunov
Le contrôleur a été validé par des résultats de simulation. Ces résultats ont montré l’ef-
ficacité de la commande par backstepping en termes de poursuite de trajectoire et en
compensation de perturbations
Enfin, on conclut que les résultats obtenus montrent le bon fonctionnement de la commande
par backstepping aussi bien pour les simulations effectuées sur le modèle du robot

54
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ANNEXE A

théorèmes fondamentaux

1. Stabilité ordinaire : 1er théorème de Lyapunov
• Enoncé
La condition suffisante pour qu’un équilibre soit défini par Ẋ = F (X, t) avec F (0, t) = 0

soit stable est qu’il existe une fonction V (X, t) définie positive, telle que sa dérivée totale
par rapport au temps, V̇ (X, t), ne soit pas positive.
- Hypothèses
V (X, t) définie positive
V̇ (X, t), non positive.
2. Stabilité asymptotique : 2ème théorème de Lyapunov
- Enoncé
La condition suffisante pour qu’un équilibre défini par Ẋ = F (X, t) avec F (0, t) = 0 soit
asymptotiquement stable est qu’il existe une fonction V (X, t) définie positive et décrois-
sante telle que sa dérivée totale par rapport au temps V̇ (X, t), soit définie négative.
3. Stabilité asymptotique globale (théorème de Barbashin et Krasowski)
• Enoncé
La condition suffisante pour qu’un équilibre, défini par Ẋ = F (X, t) avec F (0, t) = 0 soit
globalement asymptotiquement stable est qu’il existe une fonction de Lyapunov V (X, t)

définie positive dans tout l’espace des mouvements, décroissante et dont la dérivée totale
par rapport au temps le long de la trajectoire soit définie négative.
4. Théorème de Lasalle
- Enoncé
Soit Ẋ = F (X), 1’équation d’état d’un système autonome, et V (X) une fonction scalaire
dont les dérivées premières partielles sont continues. Supposons que :
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Pour un nombre l > 0 quelconque, la région Ωl définie par V (X) < l soit limitée. V̇ ≤ l

pour tout X ∈ Ωl Soit R, 1 ’ensemble de tout les points de Ω1 ou V̇ (X) = 0,M la réunion
de tous les ensembles invariants de R.

Alors toute solution p (t,X0, t0) prenant naissance dans Ωl tend vers M quand t tend vers
l’ infini.
Si de plus V̇ ≤ 0 ∀X et V (X)→∞ avec ‖x‖ → ∞, alors les trajectoires tendent globa-
lement asymptotiquement vers M quand t tend vers l’infini.
5. Lemme de Barbalat
• Enonce Si une fonction dérivable f(t) a une limite finie quand t → ∞, et si f̃(t) est
uniformément continue, alors (condition suffisante) : ḟ(t) → 0 si t → 0 Application aux
fonctions de Lyapunov Si une fonction scalaire V (X, t) satisfait : V (X, t) limitée inférieu-
rement
V̇ (X, t) semi-définie négative
V̇ (X, t) continue en t alors
V̇ (X, t)→ 0s i t→ 0

6. Théorèmes de Lyapunov sur l’instabilité
Théorème 1 (espace d’état)
• Enoncé La condition suffisante pour que l’équilibre défini par Ẋ = F (X, t)

avec F (0, t) = 0 soit instable est qu’il existe une fonction V (X) telle que : V (X) soit
continue ainsi que ses dérivées premières dans un voisinage h de l’origine
V (0) = 0 à l’origine, non définie négative ou semi-définie positive dans h
V̇ (t) définie positive le long de la trajectoire
- Théorème 2 (espace d’état)
• Enoncé
La condition suffisante pour que l’équilibre défini par Ẋ = F (X, t) avec F (0, t) = 0F (0, t)

= 0 soit instable est qu’il existe une fonction V (X) telle que :
V (X) s’annule à l’origine, V (0) = 0 et existe dans un voisinage h de l’origine.
Le long de la trajectoire V̇ (t) est de la forme V̇ (t) = λV (X) +W (X) ou λ > 0

et W (X) semi- définie positive.
V (X) n’est pas définie ou semi-définie positive dans h
7. Théorème de Persidski ( espace des mouvements )
- Enoncé
La condition suffisante pour qu’un équilibre défini par Ẋ = F (X, t) avec F (0, t) = 0 soit
instable est qu’il existe une fonction V (X, t) telle que : V (X, t) soit définie positive
V̇ (t) soit semi-définie positive le long de la trajectoire
V (X, t) décroissante uniformément avec t
8. Théoreme de Weierstrass : Soit C([a, b]) l’ensemble des fonctions à valeurs réelles dé-
finies et continues sur l’intervalle [a, b], la norme utilisée de f ∈ C([a, b]) est donnée par
‖f‖ = max f(t) parfois appelée norme de convergence ou norme de Tchebycheff.
Soit P l’ensemble des polynômes de degré arbitraire qui forme un sous espace vectoriel de
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C([a, b])

K. Weierstrass (1885) a démontré le théoreme fondamental suivant :
Théorème :
Le sous espace P de polynômes est dense dans l’espace C([a, b]) des fonctions continues,
P ⊂ C([a, b])

Autrement dit, pour toute fonction f ∈ C([a, b]) et pour tout ε > 0, il existe un polynôme
p ∈ P tel que
f(x)− p(x) ≤ ε ∀x ∈ [a, b]
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