
République Algérienne Démocratique et Populaire
الشعبية الديمقراطية الجزائرية الجمهورية

Ministère de l’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique
العلمي البحث و العالي التعليم وزارة

École nationale polytechnique 
Département d’Automatique

Projet de fin d’études

Pour l’obtention du diplôme d’Ingénieur d’État en Automatique

Commandes d'ordre fractionnaire 
par PID et mode de glissement 

appliquées au Twin Rotor MIMO 
System (TRMS)

Réalisé par :
M. Arab Abdel-hakim
M. Hafdi Mohammed Habib Errahmane

Encadré par : 
Pr. Boukhetala Djamel 
Mr. Elbey Abdeldjalil

ENP 2023

Présenté et soutenue publiquement le 4 Juillet 2023.

Membres du jury :

ENPPrésident  
Dr. ACHOUR Hakim

Promoteur 
 Mr. ELBEY AbdeldjalilCo-Promoteur ENP

Examinateur    
Pr. BOUKHETALA Djamel

Dr. CHAKIR Messaoud

ENP
ENP





République Algérienne Démocratique et Populaire
الشعبية الديمقراطية الجزائرية الجمهورية

Ministère de l’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique
العلمي البحث و العالي التعليم وزارة

École nationale polytechnique 
Département d’Automatique

Projet de fin d’études

Pour l’obtention du diplôme d’Ingénieur d’État en Automatique

Commandes d'ordre fractionnaire 
par PID et mode de glissement 

appliquées au Twin Rotor MIMO 
System (TRMS)

Réalisé par :
M. Arab Abdel-hakim
M. Hafdi Mohammed Habib Errahmane

Encadré par : 
Pr. Boukhetala Djamel 
Mr. Elbey Abdeldjalil

ENP 2023

Présenté et soutenue publiquement le 4 Juillet 2023.

Membres du jury :

ENPPrésident  
Dr. ACHOUR Hakim

Promoteur 
 Mr. ELBEY AbdeldjalilCo-Promoteur ENP

Examinateur    
Pr. BOUKHETALA Djamel

Dr. CHAKIR Messaoud

ENP
ENP



ملخص
المشروع لهذا الرئيسي الهدف عديدة. سنوات مدار على واسع نطاق على الكسري التكامل و التفاضل حساب نظرية دراسة تم
الصحيحة. الرتب ذات التقليدية التحكم طرق مع ومقارنتها الهليكوبتر طائرة مقلد لنظام التحكم قوانين لتطوير النظرية هذه تطبيق هو
الرياضية المفاهيم على عامة نظرة نقدم ثم بالتفصيل. الهليكوبتر طائرة مقلد لنظام الخطي الغير الرياضي النموذج بتحليل البحث نبدأ
متحكمات بتصميم نقوم ذلك، بعد الديناميكية. الانٔظمة في التحكم في وتطبيقه الكسري التكامل و التفاضل بحساب المتعلقة
الخطي، غير التحكم من اخٔرى لانٔواع التطرق قبل النظام. استقرار لضمان الكسرية الرتب ذات و الصحيحة الرتب ذات PID
خوارزمية نستخدم المتحكمات، هذه ادٔاء لتحسين الكسرية. الرتب ذو المنزلق والتحكم التقليدي المنزلق التحكم في المتمثلة و
حيث من الصحيحة الرتب ذوي نظرائها على الكسرية الرتب ذات المتحكمات تفوق عموماً المحاكاة نتائج تظهر الجزيئات. سحابة

. الادٔاء
: مفتاحية كلمات

الجزيئات. سحابة خوارزمية ، المنزلق التحكم ، FOPID ،متحكم PID متحكم ، الهليكوبتر ،مقلد الكسري حساب

Abstract
The fractional calculus theory has been extensively studied for many years. The main objec-

tive of this project is to apply this theory to design control laws for the Twin Rotor MIMO System
(TRMS) and compare them with traditional integer order controls. The research starts by ana-
lyzing the mathematical model of the TRMS system in detail. Then, we provide a brief overview
of the mathematical concepts related to fractional calculus and its application in controlling
dynamic systems. Afterwards, we design both integer order and fractional order PID controllers
to stabilize the system. Additionally, we propose two non linear control techniques : sliding
mode control and fractional order sliding mode control. In order to optimize the performance of
these controllers, we use a metaheuristic algorithm called Particle Swarm Optimization (PSO).
Simulation results demonstrate that, in the majority of scenarios, fractional order controllers
outperform their integer-order counterparts by achieveing better system performance.

Keywords : fractional order calculus, TRMS, PID controller, FOPID controller, sliding
mode control, PSO algorithm.

Résumé
La théorie du calcul fractionnaire fait l’objet de multiples études depuis plusieurs années.

L’objectif visé par le présent travail de ce mémoire est l’utilisation de cette théorie pour la
synthèse des lois de commande pour le TRMS (Twin Rotor MIMO System), afin de comparer
ses résultats avec les commandes d’ordre entier. Nous commençons par explorer le modèle ma-
thématique analytique du système TRMS à travers une étude physique détaillée. Après, nous
présentons un rappel sur les concepts mathématiques liés à la théorie du calcul fractionnaire et
son utilisation en commande des systèmes dynamiques. Ensuite, des commandes de type PID
d’ordre entier et d’ordre fractionnaire sont synthétisées afin de stabiliser le système. Avant de
synthétiser d’autres types de commandes non linéaires, il s’agit de la commande par mode de
glissement et le mode de glissement d’ordre fractionnaire. Les paramètres de l’ensemble des
commandes proposées sont optimisés par un algorithme métaheuristique de type (PSO). Les
résultats de simulation ont démontré la supériorité, en termes de performances, des commandes
d’ordre fractionnaire, par rapport à celle d’ordre entier, dans la majorité des situations.

Mots clés : calcul d’ordre fractionnaire, TRMS, régulateur PID, régulateur FOPID , com-
mande par mode glissants, algorithme PSO.
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Introduction générale

Grâce aux progrès technologiques dans tous les domaines, en particulier l’aéronautique,
ont donné un élan important à l’automatique. De nombreux travaux de recherche ont été
réalisés pour développer des lois de commande des différents systèmes, où l’application de
certaines de ces méthodes aux avions et aux hélicoptères a démontré son efficacité.

Toutefois, avec la complexité croissante des systèmes à contrôler, les lois de commande
deviennent elles-mêmes complexes et parfois difficiles à mettre en pratique. C’est pour-
quoi des prototypes ou simulateurs ont été développés pour tester de nouvelles lois de
commande qui ne peuvent pas être directement appliquées aux systèmes réels. Le simu-
lateur de vol d’hélicoptère TRMS (Twin Rotor Mimo System) est l’un de ces prototypes.
Il s’agit d’un système multivariable avec deux entrées et deux sorties, caractérisé par une
forte non-linéarité, un couplage important et une dynamique instable en boucle ouverte.

Au cours des dernières décennies, d’importants travaux de recherche ont été menés
pour améliorer les performances des hélicoptères. Ces efforts ont conduit à l’émergence
de nombreuses approches et techniques de commande, allant de la commande PID aux
techniques les plus élaborées telles que la commande par mode de glissement.

La commande PID est une technique couramment utilisée dans le domaine de la ré-
gulation des systèmes dynamiques. Elle se caractérise par sa simplicité et son efficacité,
basée sur trois actions principales : la proportionnelle, l’intégrale et la dérivée. Ces élé-
ments agissent conjointement sur les trois caractéristiques : la réduction des oscillations
indésirables, la régulation de l’erreur statique et l’amélioration de la stabilité.

La commande par mode glissant a aussi fait ses preuves dans les études théoriques et
pratiques [1], [2] en termes d’efficacité. Cette commande non-linéaire, caractérisée par sa
robustesse, a pour objectif de forcer la dynamique du système à suivre une trajectoire spé-
cifique, définie par une hypersurface de glissement. Le principe de base de la commande de
mode glissant est de commuter entre différentes lois de commande, généralement basées
sur des variables d’état du système, de manière à maintenir l’état du système sur l’hyper-
surface de glissement. Lorsque le système se trouve sur cette hypersurface de glissement, il
est en régime glissant, ce qui signifie que sa dynamique est contrainte à suivre celle définie
par l’équation de l’hypersurface. En régime glissant, le système devient insensible aux er-
reurs paramétriques, tant que les conditions du régime glissant sont satisfaites. Malgré les
différents avantages qu’elle présente cette commande, en termes de stabilité et robustesse
face aux incertitudes des systèmes, sauf qu’elle a un inconvénient majeur, qui est connu
par le phénomène de chattering, causé principalement par la nature discontinue de cette
commande, il se manifeste par des oscillations rapides et non souhaitées dans les valeurs
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de commande, ce qui peut entraîner une usure accrue des actionneurs et des vibrations in-
désirables. De nombreuses solutions ont été suggérées dans les travaux existants. Dans [3],
pour pallier ce problème, les auteurs ont proposé une approche qui consiste à substituer
la fonction de commutation de la commande par une fonction de saturation.

L’ensemble des lois de commande développées contenaient des dérivations et des in-
tégrations d’ordre entier. De nombreuses recherches théoriques ont été réalisées depuis
le siècle par Liouville, Riemann et Holmegren afin de généraliser cet ordre de dérivation
et intégration à un ordre non entier, ce qu’on appelle l’ordre fractionnaire. Avant d’inté-
grer cette théorie de calcul fractionnaire pour l’expansion des commandes d’ordre entier
à la commande d’ordre fractionnaire. Le calcul fractionnaire apporte une contribution
significative à la théorie de commande. D’ailleurs, il permet de modéliser avec précision
les comportements fractionnaires présents dans les systèmes réels, qui ne peuvent être
décrits par des modèles d’ordre entier. De plus, les contrôleurs basés sur le calcul frac-
tionnaire offrent une plus grande flexibilité dans la synthèse des commandes par rapport
aux régulateurs d’ordre entier et offrent un niveau de robustesse élevé.

Dans cette thèse, nous nous intéressons à la modélisation et à la commande du TRMS
en utilisant deux techniques principales : la commande PID et la commande par mode
glissant. Nous nous concentrons sur l’extension de ces approches pour prendre en compte
à la fois les deux commandes d’ordre entier et d’ordre fractionnaire.

Ce rapport se compose de quatre chapitres en plus de l’introduction et de la conclusion
générale. Le premier chapitre présente un descriptif détaillé sur le système du TRMS, son
principe de fonctionnement, ainsi que sa modélisation analytique, suivie finalement par
quelques simulations en boucle ouverte. Le deuxième chapitre est consacré à la théorie
de calcul fractionnaire, en étudiant les différentes approches et fondamentaux du calcul
fractionnaire, comme un outil principal dans les deux derniers chapitres, où on va présenter
respectivement des résultats comparatifs entre l’ordre entier et l’ordre fractionnaire des
deux synthèses des commandes PID et mode de glissement en utilisant les algorithmes
d’optimisation méthaheuristique.
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Chapitre 1. Présentation et Modélisation du système TRMS

1.1 Introduction

Les processus impliqués dans les systèmes aéronautiques sont tellement complexes et
coûteux qu’il devient impossible d’implémenter directement des commandes sur ces sys-
tèmes. Cependant, grâce au développement de l’électronique de puissance, il est désormais
possible de concevoir des systèmes miniatures. Plusieurs prototypes sont ainsi utilisés pour
tester les commandes avant de les transférer sur le système réel. Un exemple de tel pro-
totype est le simulateur d’hélicoptère (TRMS).

Pour comprendre le comportement dynamique d’un système, il est essentiel de recher-
cher toutes les relations entre les entrées et les sorties du système. Ces relations forment
un modèle mathématique qui exprime la dynamique du système en termes d’équations dif-
férentielles ordinaires, d’équations aux dérivées partielles ou d’équations aux différences.

Toutefois, en automatique, on se trouve souvent confronté à un manque d’informa-
tions sur le système, et dans ce cas on peut simplement reproduire son comportement
d’entrée/sortie à partir de données expérimentales, considérant ainsi le système comme
une ”boîte noire”. Ce processus est appelé ”identification”.

L’objectif est toujours d’avoir un modèle qui puisse prédire de manière précise le com-
portement du système sous différentes excitations (commandes, perturbations, etc.). Pour
cela, un modèle détaillé est préférable, car il est plus fidèle au système. Cependant, un
tel modèle complexifie l’étude et la synthèse des lois de commande. Ainsi, il est souvent
nécessaire de faire des compromis en utilisant des hypothèses simplificatrices afin de ré-
pondre aux contraintes pratiques.

Dans ce chapitre, nous commencerons par une initiation au système d’hélicoptère
et une brève description du principe du vol des hélicoptères, avec une présentation du
simulateur. Ensuite, nous allons présenter une modélisation détaillée du TRMS, ainsi que
les modèles découplés, et on terminera par quelques simulations en boucle ouverte.
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1.2 Présentation du système hélicoptère

1.2.1 Les forces agissantes sur l’hélicoptère en vol

Dans le but de faciliter l’explication du vol de l’hélicoptère, nous faisons l’hypothèse
que les pales du rotor principal sont disposées en forme de disque, avec l’axe passant par
le centre de gravité de l’hélicoptère.

En vol, l’hélicoptère est soumis à trois forces (Voir figure (1.1)) :

• Le poids, appliqué au centre de gravité.

• La portance générée par les deux rotors (la résultante de la portance horizontale et
la portance verticale).

• La traînée générale de l’appareil provoquée en vol de translation, par résistance de
l’air sur la structure.

Fig. 1.1 : Forces agissant sur l’hélicoptère en vol

Afin d’assurer l’équilibre de l’hélicoptère, il est indispensable que la somme de la force
de poids et de la force de traînée soit équivalente et opposée à la force générée par le rotor.
Cette annulation de la résultante des forces permet la stabilisation du vol de l’hélicoptère.
Ainsi, lorsque l’hélicoptère est immobile, il le reste, et s’il est en mouvement, il suit une
trajectoire rectiligne. Les variations dans l’intensité et la direction de la force de portance
produite par le rotor sont à l’origine des différents mouvements de l’hélicoptère.

1.2.2 Principe de vol de l’hélicoptère

Le principe de vol d’un hélicoptère repose sur la combinaison de deux forces aérody-
namiques principales : la portance et la propulsion.
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La portance est générée par les pales du rotor principal qui créent une différence de pres-
sion entre le dessus et le dessous de chaque pale. Cette différence de pression crée une
force ascendante qui soulève l’hélicoptère dans les airs. Pour contrôler cette force, l’angle
d’attaque des pales du rotor peut être modifié en temps réel grâce aux commandes de pas
collectif (portance verticale) et de pas cyclique (portance horizontale).
La propulsion, quant à elle, est générée par le rotor de queue (secondaire), qui crée une
poussée latérale qui permet de contrôler la direction de l’hélicoptère. En inclinant le ro-
tor de queue, le pilote peut également contrôler la rotation de l’hélicoptère sur son axe
vertical.

Fig. 1.2 : Principe de vol de l’hélicoptère

En résumé, l’hélicoptère est capable de voler en maintenant une sustentation constante
grâce à la portance générée par le rotor principal, tandis que la propulsion générée par le
rotor de queue permet de contrôler sa direction et sa rotation.

1.3 Description du simulateur

Le Twin Rotor MIMO System (TRMS) est un instrument de laboratoire déve-
loppé par Feedback Instruments Ltd, conçu dans le but d’expérimenter de nouvelles lois
de commandes. Son comportement est similaire à celui d’un hélicoptère [4]. Du point de
vue commande c’est un exemple de système présentant une non-linéarité d’ordre supérieur
fortement couplée.

Fig. 1.3 : Présentation du TRMS

Le TRMS est formé de (Voir figure (1.3)) :
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• La base : c’est l’élément sur lequel s’appuie le système, elle contient des circuits
électroniques pour l’adaptation et le filtrage des signaux d’entrée et de sortie.

• Une tour : pour maintenir la poutre.

• Une poutre : peut pivoter sur sa base librement dans le plan horizontal et vertical.

• Deux propulseurs (principal et secondaire) : fixés sur les extrémités de la
poutre, chacun formé d’une hélice, un moteur à courant continu et un bouclier pour
la sécurité.

• Un contrepoids : fixé au milieu de la poutre pour diminuer les vibrations.

• Un boîtier marche/arrêt des moteurs.

Les valeurs mesurables du TRMS (représentant les sorties du système) consistent en
l’angle horizontal αh appelé azimut produit principalement par la force propulsive du
rotor de secondaire, et l’angle vertical αv appelé élévation produit principalement par
la force propulsive du rotor principal. L’articulation sphérique permet à la poutre de
pivoter simultanément dans le plan horizontal et vertical, c’est donc un système à deux
degrés de liberté. Les commandes du système (c’est-à-dire les entrées du système) sont
les alimentations en tension des moteurs uv et uh, elles varient dans une plage de [-2,5,
+2,5]V.

Concernant la commande des moteurs, on utilise des moteurs à courant continu qui
ont l’avantage que leur vitesse de rotation est proportionnelle à la tension qui leur est
appliquée. Le mécanisme utilisé est un hacheur, qui est un convertisseur statique alimenté
par une source de tension continue produisant aux bornes du moteur une tension de valeur
moyenne réglable. Ce hacheur est commandé par des trains d’impulsions (MLI) qui sont
générés à partir du signal de commande provenant du PC à travers la carte d’acquisition
(Voir figure (1.4)).

Fig. 1.4 : Schéma du fonctionnement du propulseur
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1.4 Modélisation du système

Pour obtenir le modèle mathématique analytique du TRMS, nous allons le diviser
en deux sous-systèmes en cascade : le premier décrivant la dynamique du système, et le
second représentant le circuit d’interface avec les actionneurs.
Commençant par l’étude physique du système, en utilisant la deuxième loi de Newton
sur le mouvement, nous pouvons établir des équations différentielles qui décrivent avec
précision le comportement de notre système [5][6].

Puisque le système possède deux degrés de liberté, nous considérerons l’étude du mou-
vement dans chaque plan individuellement.

1.4.1 Le sous-système vertical

Initialement, nous considérons la rotation de la tige dans le plan vertical, c’est-à-
dire autour de l’axe horizontal. La majorité des dynamiques dans le plan vertical sont
causées par le rotor principal et la force de gravité qui tire les différentes parties de la
configuration vers le bas. De plus, une force centrifuge est créée lorsque la poutre se
déplace verticalement, accompagnée d’une force de friction dans la partie articulée.
La figure suivante (1.5) illustre toutes les forces qui sont appliquées dans le plan vertical.

Fig. 1.5 : les forces dans le plan vertical

En appliquant la seconde loi de Newton, on obtient :

Mv = Jv
d2αv

dt2
(1.1)

Avec : {
Mv =

∑4
i=1 Mvi

Jv =
∑8

i=1 Jvi
(1.2)
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Où :
Mv : Moment de la résultante des forces dans le plan vertical.
Jv : La somme des moments d’inertie par rapport à l’axe horizontal.
αv : L’angle d’élévation de la poutre.

Moment de la gravitation Mv1 :

D’après la figure (1.5) qui montre l’ensemble des forces du sous-système d’élévation, le
moment gravitationnel résultant est la somme des moments de chaque force de gravité.

Mv1 = g

([(
mt

2
+mtr+mts

)
lt−
(
mm

2
+mmr+mms

)
lm

]
cosαv−

(
mb

2
lb+mcblcb

)
sinαv

)
(1.3)

Qui peut être écrite sous la forme :

Mv1 = g[(A− B)cosαv − Csinαv] (1.4)

Avec : 

A =

(
mt

2
+mtr +mts

)
lt

B =

(
mm

2
+mmr +mms

)
lm

C =

(
mb

2
lb +mcblcb

)
Où :

mmv : La masse du rotor principal.
mm : La masse de la partie principale de la poutre.
mtr : La masse du rotor secondaire.
mt : La masse de la partie secondaire de la poutre.
mcb : La masse du contrepoids.
mb : La masse de la poutre du contrepoids.
mms : La masse de l’hélice principale.
mts : La masse de l’hélice secondaire.
lm : La longueur de la partie principale de la poutre.
lt : La longueur de la partie secondaire de la poutre.
lb : La longueur de la poutre du contrepoids.
lcb : La distance entre le contrepoids et l’articulation.
g : L’accélération gravitationnelle.

Moment de la force aérodynamique Mv2 :
D’après toujours la figure (1.5) qui montre la direction de la force aérodynamique de por-
tance dans le plan vertical. Cette force dépend de la vitesse angulaire du rotor principal
dont la relation est déterminée expérimentalement, alors le moment de la force aérodyna-
mique comme suit :

Mv2 = lmFv(ωm) (1.5)
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Où :
ωm : La vitesse angulaire du rotor principal.
Fv(ωm) : la dépendance de la force aérodynamique de la vitesse angulaire du rotor principal.

Moment de la force centrifuge Mv3 :
La masse de la poutre lorsqu’elle effectue un mouvement de rotation dans le plan horizon-
tal génère une force orthogonale à la direction de rotation. Cette force est proportionnelle
au carré de la vitesse angulaire de la poutre dans le plan horizontal, son expression ma-
thématique est :

Mv3 = −Ω2
h

[(
mt

2
+mtr+mts

)
l2t+

(
mm

2
+mmr+mms

)
l2m+

(
mb

2
l2b+mcbl

2
cb

)]
sinαvcosαv (1.6)

Avec :
Ωh =

dαh

dt
: Vitesse angulaire de la poutre autour de l’axe vertical et αh est l’angle d’azi-

mut de la poutre.

On peut écrire (1.6) sous forme compacte :

Mv3 = −Ω2
h(Alt +Blm + C∗)sinαvcosαv (1.7)

Moment de la force de friction Mv4 :
On considère le frottement de type visqueux, en d’autres termes, il est proportionnel à la
vitesse de rotation du plan vertical.
La forme générale du moment de la force de frottement est :

Mv4 = −Ωvkv (1.8)

Avec :
Ωv =

dαv

dt
: Vitesse angulaire de la poutre autour de l’axe horizontal.

kv : Constante de friction à déterminer expérimentalement.

Moment d’inertie Jv :
On peut d’après la figure (1.5) déterminer le moment d’inertie par rapport à l’axe hori-
zontal :
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Jv1 = mmrl
2
m

Jv2 = mm
l2m
3

Jv3 = mcbl
2
cb

Jv4 = mb
l2b
3

Jv5 = mtrl
2
t

Jv6 = mt
l2t
3

Jv7 = mmsl
2
m +

mms

2
r2ms

Jv8 = mtsl
2
t +mtsr

2
ts

Où :
rms : Le rayon de l’hélice principale.
rts : Le rayon de l’hélice secondaire.

1.4.2 Le sous-système horizontal

De manière similaire au plan vertical, le rotor secondaire est responsable de la plupart
des dynamiques horizontales. Étant donné que la gravité n’a pas d’effet dans ce plan,
la force aérodynamique est la force majeure qui provoque le mouvement. De plus, lors
des mouvements, des frottements existent toujours dans les joints et doivent être pris en
compte comme montré la figure (1.6).

Fig. 1.6 : Représentation des forces dans le plan horizontal
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En appliquant toujours la seconde loi de Newton, on obtient :

Mh = Jh
d2αh

dt2
(1.9)

Avec : {
Mh =

∑2
i=1 Mhi

Jh =
∑8

i=1 Jhi
(1.10)

Où :
Mh : Moment de la résultante des forces dans le plan horizontal.
Jv : La somme des moments d’inertie par rapport à l’axe vertical.
αv : L’angle d’azimut de la poutre.

Moment de la force aérodynamique Mh1 :
D’après la figure (1.6) qui montre la direction de la force aérodynamique, cette force
dépend de la vitesse angulaire du rotor secondaire, alors le moment de la force aérodyna-
mique est comme suit :

Mv2 = ltFh(ωt)cosαv (1.11)

Où :
ωt : La vitesse angulaire du rotor secondaire.
Fh(ωt) : la dépendance de la force aérodynamique de la vitesse angulaire du rotor secondaire.

Moment de la force de friction Mh2 :
On considère toujours le frottement de type visqueux, donc la forme générale du moment
de la force de frottement est :

Mh2 = −Ωhkh (1.12)

avec :
Ωh =

dαh

dt
: Vitesse angulaire de la poutre autour de l’axe vertical.

kh : Constante de friction à déterminer expérimentalement.

Moment d’inertie Jh :
Les moments d’inertie par rapport à l’axe vertical sont :
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Jh1 =
mm

3
(lmcosαv)

2

Jh2 =
mt

3
(ltcosαv)

2

Jh3 =
mb

3
(lbsinαv)

2

Jh4 = mtr(ltcosαv)
2

Jh5 = mmr(lmcosαv)
2

Jh6 = mcb(lcbsinαv)
2

Jh7 = mmsr
2
ms +mms(lmcosαv)

2

Jh8 =
mts

2
r2ts +mts(ltcosαv)

2

Ou sous forme compacte :

Jh(αv) = Dcos2αv + Esin2αv + F (1.13)

Avec : 

D =
(mm

3
+mmr +mms

)
l2m +

(mt

3
+mtr +mts

)
l2t

E =
mb

3
l2b +mcbl

2
cb

F = mmsr
2
ms +

mts

2
r2ts

Effet gyroscopique :
Lorsqu’une hélice est mise en rotation autour d’un axe, cela engendre plusieurs phéno-
mènes tels que l’effet gyroscopique. De plus, un objet en rotation possède un moment
cinétique proportionnel à son inertie et sa vitesse angulaire, ce qui est exprimé par la for-
mule S⃗ = I.ω⃗. Le théorème de Koeing lie le moment cinétique et la somme des moments
comme suit :

dS⃗

dt
=

n∑
i

M⃗(F⃗i)

Dans un hélicoptère, l’hélice (masse) tourne autour d’un axe principal, tout comme dans
un gyroscope. En cas de perturbation du système, il tentera de la compenser en entamant
une rotation autour d’un axe horizontal parallèle à la force appliquée. Ainsi, toute force
appliquée en dehors du centre de masse du système provoquera un mouvement résultant
perpendiculaire. Les relations suivantes en découlent :{

Sv = JvΩv − Jtrωt

Sh = Jh(αv)Ωh − Jmrωmαv

Avec :
Jtrωt : est le moment cinétique généré par le rotor secondaire pour contrer l’effet gyrosco-
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pique dû à la rotation de l’hélice principale.
Jmrωmαv : est le moment cinétique généré par le rotor principal pour contrer l’effet gyro-
scopique dû à la rotation de l’hélice du rotor secondaire.
En remplaçant avec tous les résultats trouvés, on peut résumer la dynamique de notre
système comme suit :



dSv

dt
= lmFv(ωm)− Ω2

h(A+B + C)sinαvcosαv − Ωvkv

+ g[(A− B)cosαv − Csinαv]

Ωv =
dαv

dt

Sv = JvΩv − Jtrωt

dSh

dt
= ltFh(wt)cos(αv)− ΩhKh

Ωh =
dαh

dt

Sh = Jh(αv)Ωh − Jmrωmαv

(1.14)

1.4.3 Dynamiques des propulseurs

Le Twin Rotor MIMO System (TRMS) est équipé de deux propulseurs, chacun com-
posé d’un moteur à courant continu et d’une hélice. Bien que les deux moteurs soient
identiques, ils ont des charges mécaniques différentes.
On considère le modèle simple d’une MCC avec une charge extérieure :

Iω̇ =
ki
R
(u− kbω)− TL

Avec :
ω : Vitesse angulaire du moteur (ras/s).
u : Tension de commande (V).
I : Moment d’inertie.
R : Résistance de l’armature.
kb : Constante de la FEM.
ki : Constante du couple.
TL : Couple résistant généré par la charge.

La charge TL englobe les frottements mécaniques et aérodynamiques qui résultent de
la rotation des hélices. Puisque ces frottements sont complexes à modéliser, une nou-
velle variable uvv pour l’axe vertical et uhh pour l’axe horizontal a été introduite, et deux
fonctions non linéaires ont été déterminées expérimentalement pour caractériser leur com-
portement. De ce fait, les sous-systèmes propulseurs deviennent des systèmes de premier
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ordre avec une fonction de sortie non linéaire comme suit [5] :
duvv

dt
=

1

Tmr

(−uvv + kmruv)

duhh

dt
=

1

Ttr

(−uhh + ktruh)

(1.15)

Avec : {
ωm = pv(uvv)

ωt = ph(uhh)

Où :
Tmr : La constante du temps du moteur principal.
Ttr : La constante du temps du moteur secondaire.
kmr : Le gain statique du moteur principal.
ktr : Le gain statique du moteur secondaire.
On peut illustrer tout ça dans la figure suivante(1.7)

Fig. 1.7 : Schéma bloc des propulseurs

1.5 Modèle d’états

Un modèle d’espace d’état est un modèle qui inclut les commandes, les mesures et
toute variable interne qui a une influence significative sur la dynamique du système, la
stabilité, la commandabilité et l’observabilité. Dans notre cas, un bon choix de variables
est le suivant :

• Vecteur d’entrée : U = [uv uh]
T

• Vecteur d’état : X = [αv Sv uvv αh Sh uhh]
T

• Vecteur de sortie : Y = [αv αh]
T

Maintenant que nous avons défini nos variables et d’après (1.14) et (1.15) nous disposons
de toutes les expressions et équations nécessaires pour créer le modèle d’espace d’états de
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notre TRMS définit comme suit :



ẋ1 =
x2 + JtrPh(x6)

Jv

ẋ2 = lmFv(Pv(x3))− kv

[x2 + JtrPh(x6)

Jv

]
+ g[(A− B)cos(x1)− Csin(x1)]

−1

2

[x5 + JmrPv(x3)cos(x1)

Jh(x1)

]2
(A+B + C)sin(2x1)

ẋ3 =
1

Tmr

(−x3 + kmruv)

ẋ4 =
x5 + JmrPv(x3)cos(x1)

Jh(x1)

ẋ5 = ltFh(Ph(x6))cos(x1)− kh

[x5 + JmrPv(x3)cos(x1)

Jh(x1)

]
ẋ6 =

1

Ttr

(−x6 + ktruh)

(1.16)

1.5.1 Le modèle découplé

Lorsqu’on limite le mouvement de la tige à un seul plan, on obtient deux sous-modèles
distincts : l’un vertical et l’autre horizontal, chacun possédant un degré de liberté.

A. Le modèle vertical
Ce modèle a été développé en se basant sur le modèle couplé, en fixant l’angle d’azimut
αh et en posant uh = 0, on a comme entré U = uv, la sortie Y = αv et comme vecteur
d’état : X = [αvSvuvv]

T La représentation d’état est alors :
ẋ1 =

x2

Jv
ẋ2 = lmFv(Pv(x3))− kv

x2

Jv
+ g[(A− B)cos(x1)− Csin(x1)]

ẋ3 =
1

Tmr

(−x3 + kmruv)

(1.17)

B. Le modèle horizontal
De la même façon que pour le modèle vertical on pose αv = αv0 et uv = 0, on a comme
entré U = uh, la sortie Y = αh et comme vecteur d’état : X = [αhShuhh]

T

La représentation d’état est alors :
ẋ1 =

x2

Jh(αv0)

ẋ2 = ltFh(Ph(x3))− khx2

ẋ3 =
1

Ttr

(−x3 + ktruh)

(1.18)
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1.5.2 Paramètres du modèle

Afin de simuler le modèle trouvé, on doit d’abord déterminer les paramètre du modèle.

• Paramètres physiques :
Le tableau suivant (1.1) donne toutes les valeurs des paramètres physiques du sys-
tème :

Tab. 1.1 : Paramètres physiques du système TRMS.
Paramètre Valeur numérique

mtr 0.206
mmr 0.228
mcb 0.068
mt 0.0155
mm 0.0145
mb 0.022
mts 0.165
mms 0.225
Jv 0.0055448
Jtr 2.65.10−5

Jmr 1.6543.10−5

lt 0.25
lm 0.24
lb 0.26
lcb 0.13
rms 0.155
rts 0.10

• Les constants des temps et les gains statiques
Il existe quelques paramètres physiques qui sont déterminés par une identification
paramétrique, le tableau ci-dessous (1.2) illustre les valeurs de ces paramètres :

Tab. 1.2 : Constants des temps et gains statiques.
Paramètre Valeur numérique

kv 0.00545371
kh 0.0095
Tmr 1.432
Ttr 0.3842
kmr 1
ktr 1
Sf 8.4332.10−4

Les caractéristiques non linéaires
Une approche intéressante pour traiter les fonctions non linéaires de notre représentation
a été introduite dans [7] , où il a été prouvé que les polynômes approximatifs donnent
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des résultats valides. Donc on a pris comme caractéristiques non linéaires des moteurs,
les fonctions suivantes :{

ωv = Pv(uvv) = 90.99u6vv + 599.73u5vv − 129.26u4vv − 1238.64u3vv + 63.45u2vv + 1283.41uvv

ωh = Ph(uhh) = 2020u5hh − 194.69u4hh − 4283.15u3hh + 262.27u2hh + 3796.83uhh
(1.19)

Et comme fonctions aérodynamiques les fonctions suivantes :{
Fv(ωm) = −3.48.10−12ω5

m + 1.09.10−9ω4
m + 4.123.10−6ω3

m − 1.632.10−4ω2
m + 9.544.10−2ωm

Fh(ωt) = −3.10−14ω5
t − 1.595.10−11ω4

t + 2.511.10−7ω3
t − 1.808.10−4ω2

t + 0.0801ωt

(1.20)

1.6 Simulation en boucle ouverte

1.6.1 Schéma bloc du modèle du TRMS

La figure (1.8) représente le schéma bloc du modèle du TRMS implémenté en simulink :

Fig. 1.8 : Schéma bloc du modèle du TRMS
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1.6.2 Simulations en boucle ouverte

Les réponses du système en boucle ouverte (libres et indicielles), sont représentées
ci-dessous, pour les deux sous-systèmes découplés ainsi que le système couplé.

• Pour la réponse libre :
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Fig. 1.9 : Réponse libre du sous-système vertical

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Temps (seconds) 

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

h

h
L

'a
n

g
le

  
α

  
(R

a
d

)

α

Fig. 1.10 : Réponse libre du sous-système horizontal
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Fig. 1.11 : Réponse libre du système couplé

• Pour la réponse indicielle (u = 0.5 V ) :
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Fig. 1.12 : Réponse indicielle du sous-système vertical
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Fig. 1.13 : Réponse indicielle du sous-système horizontal
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Fig. 1.14 : Réponse indicielle du système couplé

Interprétation et observations
Pour le sous-système vertical :

- Le moment gravitationnel, qui ne fonctionne que dans le plan vertical, est la source

32



Chapitre 1. Présentation et Modélisation du système TRMS

de la réponse oscillatoire amortie.

- Les forces de friction, en revanche, forcent le système à se stabiliser à un point
d’équilibre (αv0 = −0.95 rad).

- Ce sous-système fonctionne comme un système BIBO pour une excitation uv ∈[
− 2.5,+2.5

]
.

En ce qui concerne le sous-système horizontal :

- Il reste à son état initial tant qu’il n’est pas excité.

- Lorsque le système est excité, le sous-système vertical se dirige vers un nouveau
point d’équilibre qui dépend de l’excitation appliquée.

- Le sous-système horizontal a le comportement d’un intégrateur, il a une infinité de
points d’équilibre tout au long du plan horizontal et diverge même pour de petites
excitations.

1.7 Conclusion

Le but de ce chapitre est de réaliser une étude physique approfondie du TRMS en
vue de comprendre ses aspects mathématiques. Nous avons commencé par introduire
le concept du vol d’un hélicoptère réel. Par la suite, nous avons décrit succinctement
le simulateur TRMS et son principe de fonctionnement, avant d’aborder, finalement, à
établir un modèle mathématique du simulateur d’hélicoptère TRMS, qui se révèle être
une représentation d’état fortement non linéaire et couplée.
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Chapitre 2. Théorie du calcul d’ordre fractionnaire

2.1 Introduction

Le calcul d’ordre fractionnaire est un domaine mathématique qui existe depuis plus
de 300 ans. Il est basé sur l’idée de l’extension du calcul d’ordre entier vers des ordres
fractionnaires. Les premières références à cette idée remontent à Leibniz et à l’Hôpital en
1695, où ils ont mentionné la dérivée d’ordre un demi (1

2
).

Actuellement, nous sommes témoins d’une rapide expansion de nombreuses applica-
tions du calcul fractionnaire. Ces phénomènes mathématiques nous offrent la possibilité de
décrire et de modéliser de manière plus précise les objets réels par rapport aux méthodes
classiques ”entières”. En effet, les objets réels ont souvent un caractère fractionnaire [8].

Dans ce chapitre, on aborde les définitions des opérateurs d’ordre fractionnaire les plus
couramment utilisées dans le domaine des mathématiques, ainsi que les fonctions qui leur
sont associées. Nous examinons également leurs principales propriétés, qui seront utiles
dans notre étude ultérieure. De plus, nous proposons une vue d’ensemble des systèmes
linéaires et non linéaires d’ordre fractionnaire, en abordant leurs conditions de stabilité
ainsi que quelques approches de commande.

2.2 Théorie du calcul d’ordre fractionnaire

2.2.1 Pré-requis nécessaire pour le calcul fractionnaire

Dans la théorie du calcul fractionnaire, deux fonctions sont largement utilisées pour
fournir des solutions aux problèmes du calcul fractionnaire. Ces fonctions sont la fonction
Gamma d’Euler et la fonction Mittag-Leffler. Elles jouent un rôle essentiel dans la réso-
lution des équations fractionnaires [9].

La fonction Gamma
La fonction Gamma est l’une des fonctions de base du calcul fractionnaire. Cette fonc-
tion généralise la factorielle n !, et permet à n de prendre des valeurs non entières. La
définition de la fonction Gamma sous forme d’intégrale est donnée par l’équation suivante
[10] :

Γ(z) =

∫ ∞

0

exp−t tz−1 dt, z > 0 (2.1)

Il est évident que cette intégrale converge pour tout z ∈ C, avec ℜ(z) > 0.
À partir de l’intégration par parties de (2.1), on obtient la formule de récurrence suivante :

Γ(z + 1) = zΓ(z) (2.2)

Si on considère z comme un nombre naturel z ∈ N , alors nous obtenons :

Γ(z + 1) = zΓ(z) = z(z − 1)Γ(z − 1) = z(z − 1)(z − 2)..1Γ(1) = z! (2.3)
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Une autre propriété importante de la fonction Gamma est qu’elle a des pôles simples pour
z = 0,−1,−2,−3, ...

Son expression est :

Γ(z) = φ(z) +
(−1)0

0!

1

0 + z
+

(−1)1

1!

1

1 + z
+

(−1)2

2!

1

2 + z
+ ......... (2.4)

Avec :

φ(z) =

∫ ∞

1

exp−t tz−1 dt (2.5)

Ceci signifie que pour des valeurs entières négatives, la fonction Gamma tend asymp-
totiquement vers l’infini.

Mittag-Leffler :
Comme la fonction exponentielle exp(z) joue un rôle important dans le calcul d’ordre en-
tier, on trouve aussi que la fonction Mittag-Leffler joue également un rôle très important
dans le calcul d’ordre fractionnaire.
On distingue dans la littérature deux fonctions usuelles :

- La fonction de Mittag-Leffler à un paramètre est donnée par la formule suivante :

Eα(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + 1)
α > 0 (2.6)

Cette fonction a été introduite par Mittag-Leffler en 1903 [10].
La fonction exponentielle usuelle correspond à une valeur de α = 1 [11].

- En 1953, la fameuse fonction de Mittag-Leffler à deux paramètres [12],Eα,β(z) a été
introduite par Agarwal. Sa définition fut modifiée plus tard par Erdélyi et al. pour deve-
nir :

Eα(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
α, β > 0 (2.7)

2.2.2 Définitions de l’intégration et de la dérivation d’ordre frac-
tionnaire :

L’opérateur différo-intégral continu, noté aDtα, est une extension des opérations de
dérivation et d’intégration classiques pour les fonctions et les équations qui ne sont pas
nécessairement entièrement différentiables ou intégrables. Cet opérateur est défini dans le
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cadre de la théorie des opérateurs d’ordre non entier, ce dernier est donné par [13] :

aD
α
t =


dα

dtα
pour α > 0

1 pour α = 0∫ t

α
(dΓ)α pour α < 0

(2.8)

Plusieurs définitions des opérateurs d’ordre fractionnaire existent dans la littérature,
mais parmi les plus couramment utilisées, on retrouve :

Définition de Riemann-Liouville (R-L)
Soient t0 ∈ R et f une fonction localement intégrable définie sur [t0,+∞[.
L’intégrale d’ordre α de f de borne inférieure à t0 est définie par la formule suivante [14] :

t0I
α
t f(t) =

1

Γ(α)

∫ t

t0

(t− τ)α−1 f(τ) dτ, (2.9)

La dérivée d’ordre α de f de borne inférieur t0 est définie par la formule suivante :

t0D
α
t f(t) =

1

Γ(m− α)

dm

dtm

∫ t

t0

f(τ)

(t− τ)1−(m−a)
dτ, (2.10)

Où le nombre entier m vérifie m− 1 < α < m, t > t0 et Γ(x) est la fonction Gamma.

Définition de Caputo
Caputo a introduit une autre définition de la dérivation d’ordre fractionnaire dont la
formule est la suivante [15] :

t0D
α
t f(t) =

1

Γ(m− α)

∫ t

t0

fm(τ)

(t− τ)1−(m−α)
dτ, (2.11)

Où n− 1 < m < n

Par rapport à celle proposée par Riemann-Liouville, la dérivée de Caputo est considé-
rée comme la dérivée fractionnaire la plus adaptée pour modéliser des problèmes réels.
En effet, contrairement à la dérivée de Riemann-Liouville, lors de la construction d’une
équation différentielle d’ordre fractionnaire, la dérivée de Caputo incorpore les conditions
initiales f (k)(t0), k = 0, ...,m− 1, de la même manière que les dérivées d’ordre entier. En
comparant les dérivées de Caputo et de Riemann-Liouville, on peut établir la relation
suivante :

RLt0D
α
t T (t) = Ct0D

α
t T (t) +

m−1∑
k=0

(t− t0)
k−α

Γ(k − α + 1
f (k)(t0)

Définition de Grünwald-Letnikov (G-L)
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La dérivée d’ordre fractionnaire d’ordre m > 0 de G− L est donnée par [16] :

t0D
m
t f (t) = lim

h→0

1

hm

[ t−t0
h ]∑

k=0

(−1)k
(
m

k

)
f (t− k.h) , (2.12)

Où h est la période d’échantillonnage et :(
m

k

)
=

Γ(m+ 1)

Γ(k + 1)Γ(m− k + 1)

Si f est une fonction causale et le pas de discrétisation h est petit, on peut approximer :

t0D
m
t f (t) =

1

hm

[ t−t0
h ]∑

k=0

(−1)k
(
m

k

)
f(t) (2.13)

2.2.3 Propriétés des opérateurs d’ordre fractionnaire

Les principales propriétés des opérateurs d’ordre fractionnaire sont les suivantes :[10][17][16][18][19] :

• Si f(t) est une fonction analytique de t, alors sa dérivée d’ordre fractionnairet0Dα
t f(t)

est une fonction analytique de t, α.

• Pour α = n, tel que n ∈ Z+ , l’opération t0D
α
t peut être interprétée comme étant

dn

tn
la différenciation classique d’ordre entier n.

• L’opérateur d’ordre α = 0 est l’opérateur identité : 0D
0
t f(t) = f(t)

• La différenciation et l’intégration d’ordre fractionnaire sont des opérateurs linéaires,
si a, b sont constants, alors :

t0D
α
t [af(t) + bg(t)] = a t0D

α
t f(t) + b t0D

α
t g(t). (2.14)

• La loi additive (propriété du semi-groupe) :

t0D
α
t

[
t0D

β
t f(t)

]
= t0D

β
t [t0D

α
t f(t)] = t0D

α+β
t f(t) (2.15)

avec ℜ(α) > 0, ℜ(β) > 0 et valable sous certaines contraintes sur la fonction f(t)

• La dérivée d’ordre fractionnaire commute avec la dérivée d’ordre entier :

dn

dtn
(t0D

α
t f(t)) = t0D

α
t

(
dnf(t)

dtn

)
= t0D

α+n
t f(t), (2.16)

sous la condition t = a, on a f (k)(a) = 0, (k = 0, 1, 2, ..., n − 1) la condition
ci-dessus sera vérifiée.
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• Dérivées fractionnaires successives :

t0D
α
t f(t) =t0 D

α1
t t0D

α3
t t0D

α3
t ....t0D

αn
t f(t)

α = α1 + α2 + α3 + ....+ αn, 0 < αi < 1
(2.17)

2.2.4 Transformée de Laplace des opérateurs d’ordre fraction-
naire :

La transformée de Laplace est un outil essentiel en théorie de contrôle qui nous per-
met de passer facilement entre les domaines du temps et de la fréquence [17][20]. Les
transformées de Laplace des opérateurs d’ordre fractionnaire sont :

• L’intégrale d’ordre fractionnaire :

L [t0I
α
t f(t)] = s−αF (s) (2.18)

• La dérivée de Riemann-Liouville :

L
[
t0D

−α
t f(t)

]
= sαF (s)−

m−1∑
k=0

sk[t0D
(α−k−1)
t fk (t)t=0] (2.19)

Avec m− 1 < α < m

La transformée de Laplace de la dérivée de Riemann-Liouville est bien connue. Par
contre, son applicabilité en pratique est limitée à cause de l’absence d’interprétation
physique des conditions initiales.

• La dérivée de Caputo :

L
[
0D

−α
t f(t)

]
= sαF (s)−

m−1∑
k=0

sα−k−1fk (0) (2.20)

Avec m− 1 < α < m

L’avantage principal de la définition de Caputo par rapport à celle de Riemann-
Liouville est qu’elle permet de considérer des conditions initiales conventionnelles
faciles à interpréter telles que y(0) = y0, y′(0) = y etc.
De plus, la dérivée de Caputo d’une constante est bornée (égale à 0), alors que la
dérivée de Riemann-Liouville d’une constante n’est pas bornée à t = 0

• La dérivée de Grünwald-Letnikov :

L
[
0D

−α
t f(t)

]
= sαF (s) (2.21)

Pour des conditions initiales nulles, la transformée de Laplace des dérivées fraction-
naires de Riemann-Liouville et Caputo sont réduites à celle de Grünwald-Letnikov.
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2.3 Systèmes d’ordre fractionnaire

Après avoir établi les définitions fondamentales du calcul fractionnaire et leurs pro-
priétés dans la partie précédente, cette partie présente une vue générale sur les systèmes
linéaires et non-linéaires d’ordre fractionnaire, leurs conditions de stabilité ainsi que leurs
simulations.

2.3.1 Modélisation des systèmes d’ordre fractionnaire

Comme dans le cas entier, il existe différents modèles qui représentent les systèmes
d’ordre fractionnaire. On cite principalement :

2.3.1.1 Équation différentielle d’ordre fractionnaire

Comme dans le cas entier, un système d’ordre fractionnaire peut être décrit par une
équation différentielle fractionnaire généralisée de la forme :

n∑
i=0

aiD
αiy(t) =

n∑
j=0

bjD
βju(t) (2.22)

anD
αny(t) + an−1D

αn−1y(t) + . . .+ a0D
α0y(t) = bmD

βmu(t) + . . .+ b0D
β0u(t)

Avec u(t) et y(t) désignent respectivement l’entrée et la sortie du système à l’instant t,
Dα est l’opérateur de la dérivée d’ordre fractionnaire α. ai et bi sont les coefficients de
l’équation différentielle et αi, βi ∈ R+.

Définition
Un système non entier est dit d’ordre commensurable lorsque tous les ordres de déri-
vation αi et βj de son équation différentielle sont multiples du même nombre non entier α.

Fonction de transfert d’ordre fractionnaire

L’utilisation de la transformée de Laplace de l’équation (2.22), en considérant les
conditions initiales nulles, permet de déduire la fonction de transfert d’ordre non entier
suivante :

G(s) =
Y (s)

U(s)
=

bms
βm + bm−1s

βm−1 + ...+ b0s
β0

ansαn + an−1sαn−1 + ...+ a0sα0
(2.23)

Dans le cas d’un système commensurable d’ordre α, la fonction de transfert généralisée
de l’équation (2.23) devient [13] :

G(s) =
bms

m.α + bm−1s
(m−1).α + . . .+ b0

ansn.α + an−1s(n−1).α + . . .+ a0
=

∑m
i=0 bi(s

α)i∑n
i=0 ai(s

α)i
(2.24)
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Représentation d’état d’ordre fractionnaire

La représentation d’état d’ordre fractionnaire est définie comme dans le cas entier en
remplaçant la dérivée entière d’ordre 1 par la dérivée fractionnaire d’ordre α. la représen-
tation d’état est donnée par [21] :{

Dαx(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t) +Du(t)
(2.25)

Avec :
Dαx(t) = [Dα

1 x1(t) Dα
2 x2(t) ... Dα

nxn(t)]
T

Et x ∈ Rn le vecteur d’état, u ∈ Rp le vecteur d’entrée et y ∈ Rp le vecteur de sortie,
A ∈ Rn.n, B ∈ Rn.r, C ∈ Rp.n et D ∈ Rp.r sont respectivement les matrices d’état, d’en-
trée, de sortie et de rétroaction.
α = [α1, α2, . . . , αn]

T représente les ordres fractionnaires.

À partir de la représentation d’état (2.25), on peut obtenir la fonction de transfert cor-
respondante, en appliquant la transformée de Laplace et en considérant les conditions
initiales nulles, on obtient :

G(s) = C[(sαIn − A)−1]B +D (2.26)

Avec : In est la matrice d’identité n.n.

2.3.2 Condition de stabilité des systèmes d’ordre fractionnaires

2.3.2.1 Stabilité des systèmes linéaires d’ordre fractionnaires

Le système donné par la représentation d’état (2.25) est stable si la condition suivante
est vérifiée [22] :

| arg(eig(A)) |> α
π

2
(2.27)

Avec eig(A) qui représente l’ensemble des valeurs propres de la matrice A.
- On trouve les pôles en résolvant l’équation det(sαI−A) = 0. Ainsi, on déduit facilement
l’expression des pôles :

pi = λ
1
α
i (2.28)

La figure suivante (2.1) illustre les domaine de stabilité et d’instabilité :
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Fig. 2.1 : Région de stabilité dans le plan (sα) pour un système d’ordre fractionnaire.

2.3.3 Simulation des systèmes d’ordre fractionnaire

La simulation d’un système d’ordre fractionnaire est dans la plupart des cas très com-
pliquée. Plusieurs approches, permettant de simuler les systèmes d’ordre fractionnaire, ont
été développées dans la littérature. La plupart d’entre elles sont basées sur l’approxima-
tion du système d’ordre fractionnaire par un modèle d’ordre entier. Les deux méthodes les
plus connues de ces méthodes sont l’approximation de Charef et l’approximation d’Ous-
taloup cette dernière est la plus couramment utilisée, c’est pourquoi nous l’avons utilisée
dans notre travaille.

Méthode d’Oustaloup

Cette méthode repose sur l’approximation en temps continu de l’opérateur d’ordre
fractionnaire sα , par une fonction rationnelle (appelée aussi filtre récursif d’Oustaloup)
en utilisant une distribution récursive de zéros et pôles d’ordre entier, répartis dans une
bande de fréquence limitée[23].

L’approximation par la méthode d’Oustaloup de l’opérateur fractionnaire sα sur la bande
de fréquence [ωb , ωh] est donnée par :

sα ≈
(
ωu

ωh

)α N∏
k=−N

1 + s
ω′
k

1 + s
ωk

(2.29)

Avec :
ωu =

√
ωbωh

ω′
k = ωb

(
ωh

ωb

)(k+N+0.5(1−α))/(2N+1)

ωk = ωb

(
ωh

ωb

)(k+N+0.5(1+α))/(2N+1)

2N + 1 : est l’ordre du filtre.

Exemple d’approximation en utilisant la méthode d’Oustaloup

• Intégrateur d’ordre fractionnaire 1
s0.5

:
La fonction de transfert de l’intégrateur d’ordre fractionnaire est représentée dans
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le domaine fréquentiel par la fonction suivante :

G(s) =
Y (s)

E(s)
=

1

s0.5

Avec E et Y sont l’entrée et la sortie de l’intégrateur.
Les approximations de la fonction G(s) en utilisant le filtre d’Oustaloup avec des
différents paramètres sont les suivants :
Pour N = 2, ωb = 10−2 et ωh = 102 :

Go1(s) =
Yo(s)

Eo(s)
=

0.1s5 + 7.497s4 + 76.85s3 + 121.8s2 + 29.8s+ 1

s5 + 29.85s4 + 121.8s3 + 76.85s2 + 7.497s+ 0.1
(2.30)

Pour N = 2, ωb = 10−3 et ωh = 103 :

Go2(s) =
0.03162s5 + 16.92s4 + 537.1s3 + 1072s2 + 134.4s+ 1

s5 + 134.4s4 + 1072s3 + 537.1s2 + 16.92s+ 0.03162
(2.31)

Pour N = 3, ωb = 10−2 et ωh = 102 :

Go3(s) =
0.1s7 + 9.834s6 + 204.5s5 + 1079s4 + 1499s3 + 548.7s2 + 50.94s+ 1

s7 + 50.94s6 + 548.7s5 + 1499s4 + 1079s3 + 204.5s2 + 9.834s+ 0.1
(2.32)

Le tracé de Bode des fonctions G(s) et les approximations Goi(s) sont présentées
dans la figure (2.2).
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Fig. 2.2 : tracé de Bode de l’intégrateur d’ordre fractionnaire et de ses approximations

• Dérivateur d’ordre fractionnaire s0.5 :
La fonction de transfert de dérivateur d’ordre fractionnaire est représentée dans le
domaine fréquentiel par la fonction suivante :

H(s) =
Y (s)

E(s)
= s0.5
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Avec E et Y sont toujours l’entrée et la sortie de dérivateur.
Les approximations de la fonction H(s) en utilisant le filtre d’Oustaloup avec des
différents paramètres sont les suivants :
Pour N = 2, ωb = 10−2 et ωh = 102 :

Ho1(s) =
10s5 + 298.5s4 + 1218s3 + 768.5s2 + 74.97s+ 1

s5 + 74.97s4 + 768.5s3 + 1218s2 + 298.5s+ 10
(2.33)

Pour N = 2, ωb = 10−3 et ωh = 103 :

Ho2(s) =
31.62s5 + 4250s4 + 33897s3 + 16983s2 + 535s+ 1

s5 + 535s4 + 16983s3 + 33897s2 + 4250s+ 31.62
(2.34)

Pour N = 3, ωb = 10−2 et ωh = 102 :

Ho3(s) =
10s7 + 509.4s6 + 5487s5 + 14990s4 + 10790s3 + 2045s2 + 98.34s+ 1

s7 + 98.34s6 + 2045s5 + 10790s4 + 14990s3 + 5487s2 + 509.4s+ 10
(2.35)

Le tracé de Bode des fonctions H(s) et les approximations Hoi(s) est présenté dans
la figure (2.3).
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Fig. 2.3 : tracé de Bode de dérivateur d’ordre fractionnaire et de ses approximations.

D’après ces deux figures, on peut remarquer le suivant :

• En général, le filtre Oustaloup fournit une approximation précise des fonctions de
transfert d’ordre fractionnaire dans la bande de fréquence souhaitée, que ce soit
pour des cas d’intégrateurs ou de dérivés.

• Lorsque la bande de fréquence est élargie, des erreurs d’approximation se produisent,
ce qui entraîne des oscillations des valeurs de phase et d’amplitude de la fonction
approximée autour des valeurs correspondantes de la fonction réelle.
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• En augmentant l’ordre du filtre, les erreurs d’approximation dans la bande de fré-
quence diminuent, mais cela entraîne également une augmentation du temps de
calcul.

• La phase de la fonction approximée est plus sensible que l’amplitude, où l’on observe
qu’elle ne correspond pas à la phase de la fonction réelle près des fréquences de
transition wb et wh.

2.4 Systèmes non-linéaires d’ordre fractionnaire :

La représentation espace d’état est la représentation mathématique qui peut être dé-
duite à partir des propriétés physiques. Cette représentation d’espace d’état prend la
forme suivante [18] : {

Dαx(t) = F (x(t), u(t))

y(t) = G(x(t), u(t))
(2.36)

Ou : F et G sont des fonctions non linéaires de x(t) et u(t).
L’étude de stabilité du système plus complexe que pour les systèmes linéaires, il existe
cependant des théorèmes permettant l’analyse de la stabilité des systèmes non linéaires
d’ordre factionnaire, la plupart ont été formulés par A.M. Lyapunouv.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons abordé les concepts fondamentaux du calcul fractionnaire
dans les domaines temporel et fréquentiel. Nous avons examiné les définitions mathéma-
tiques des opérateurs d’ordre fractionnaire ainsi que les propriétés et caractéristiques de
la dérivée et de l’intégrale d’ordre fractionnaire d’une fonction temporelle. Une méthode
simple basée sur le filtre d’Oustaloup a été présentée pour approximer la dérivée ou l’in-
tégrale d’ordre fractionnaire.

Nous avons également introduit une définition générale des systèmes linéaires et non
linéaires d’ordre fractionnaire, ainsi que leurs conditions de stabilité. Ce chapitre a permis
de poser les bases pour les chapitres suivants consacrés à l’analyse et à la synthèse des
régulateurs fractionnaires pour la commande des systèmes non linéaires.

En résumé, nous avons exploré les principes fondamentaux de la dérivation et de
l’intégration non entières, mettant en évidence leur pertinence pour les futurs chapitres
portant sur l’analyse et la conception de régulateurs fractionnaires pour la commande du
TRMS.
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Chapitre 3. Commandes PID et FOPID optimisées

3.1 Introduction

La commande PID est la technique de commande la plus utilisée dans les applications
industrielles. Elle a été introduite pour la première fois par Elmer Sperry en 1911 [24] et
a été développée depuis lors. Cette commande est mise en œuvre dans les systèmes de
régulation de vitesse de croisière des automobiles modernes, qui utilise des régulateurs
PID pour réguler la vitesse du véhicule avec un taux de variation linéaire, les applications
de ce régulateur dans les systèmes robotiques améliorent la précision de la planification des
mouvements avec l’odométrie et permettent une commande plus précise des actionneurs.

Un développement intéressant des régulateurs PID ces dernières années consiste à
introduire le calcul fractionnaire dans l’effet des actions intégrale et dérivée [13], et cela
en utilisant certaines propriétés du calcul fractionnaire qu’on vient de voir dans le chapitre
précèdent.

La technique de commande PID est utilisée dans ce chapitre pour atteindre l’objectif
de commande consistant à faire suivre les signaux de sorties, la trajectoire souhaitée
ou à atteindre rapidement et précisément les emplacements requis. Cependant, pour les
systèmes non-linéaires, ils existent certaines caractéristiques dans le modèle qui empêchent
l’application directe des approches de la commande PID. Cela signifie que nous ne pouvons
pas nous fier aux méthodes traditionnelles de réglage du PID, et cela inclut également le
FOPID.

Une technique plus avancée et moderne consiste à estimer directement les paramètres
du régulateur PID pour le système non linéaire en utilisant des algorithmes d’optimisation
tels que l’algorithme d’optimisation par essaim de particules (PSO) [25], [26] l’algorithme
génétique (GA) [27] et l’algorithme de la recherche Coucou (CS) [28]. Ces algorithmes sont
utilisés pour minimiser une fonction de coût telle que l’erreur entre la référence d’entrée et
la réponse en boucle fermée réglée en ajustant les paramètres du régulateur pour obtenir
une meilleure réponse.

Dans ce chapitre, nous effectuerons une étude comparative de la commande du TRMS
en utilisant les régulateurs PID d’ordre entier et d’ordre fractionnaire, tout en utilisant l’al-
gorithme PSO pour estimer les paramètres des deux commandes autour du point d’équi-
libre.

3.2 La commande PID

La commande Proportionnelle-Intégrale-Dérivée (PID) est une technique de régulation
en boucle fermée basée sur la rétroaction dynamique du système qui fournit une commande
modulée en continu. Elle est couramment utilisée dans les systèmes industriels, les sys-
tèmes robotiques mobiles et l’automatisation. Cette technique calcule en temps réel la
valeur d’erreur e(t) du système, qui correspond à la différence entre la consigne souhaitée
yr et une variable de processus mesurée y, puis applique une correction en fonction des
termes proportionnel, intégral et dérivé. yr représente essentiellement la sortie désirée du
système, tandis que y est la sortie mesurée du système provenant d’un capteur ou d’un
en codeur. L’objectif d’un régulateur PID est de réguler l’entrée du système afin de mi-
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nimiser la valeur d’erreur du système et d’obtenir le comportement souhaité. La valeur
d’erreur d’un système peut être obtenue en soustrayant la variable de processus mesurée
de la consigne souhaitée :

e(t) = yr(t)− y(t) (3.1)

Une fois que la valeur d’erreur du système est obtenue, le régulateur PID applique une
correction à l’entrée du système en utilisant les constantes kp, ki et kd du PID pour tenter
d’obtenir la sortie désirée et de se rapprocher progressivement du comportement souhaité
du système. La loi de commande PID est définie par l’équation différentielle en fonction
de la valeur d’erreur et des gains kp, ki et kd , avec l’équation suivante :

u(t) = kp + ki

∫
e(t) dt+ kd

de(t)

dt
(3.2)

Ces actions agissent sur les caractéristiques de la réponse en boucle fermée, telles que le
délai temporel, le dépassement, les oscillations et l’erreur en régime permanent.

Comme on a déjà précisé dans l’introduction de ce chapitre, nous allons estimer les
valeurs optimales des gains kp, ki et kd du régulateur PID en utilisant l’algorithme d’op-
timisation métaheuristique PSO.

3.2.1 Optimisation par essaim de particules (PSO)

Le principe est qu’un groupe de particules homogènes, composé de n individus, est uti-
lisé pour résoudre un problème d’optimisation. Ces particules sont initialement réparties
aléatoirement dans un espace de recherche D et chaque particule représente une solu-
tion potentielle. Chaque particule a une position xi et se déplace avec une vitesse vi. Ces
dernières sont capables d’évaluer la qualité de leurs positions en utilisant une fonction ob-
jective f , et elles conservent en mémoire leur meilleure position visitée Pbest. De plus, les
particules communiquent entre elles et suivent la meilleure position globale Gbest trouvée
parmi l’ensemble du groupe. En parallèle, à chaque itération, chaque particule ajuste sa
position et sa vitesse afin de converger vers l’optimum global.

Sachant qu’au départ, les positions et les vitesses sont initialisées aléatoirement dans
l’intervalle des solutions candidates maximales et minimales, chaque particule i tente
d’atteindre ensuite la meilleure performance enregistrée selon les équations suivantes :

{
vk+1
i,j = ωvki,j + c1r

k
1i,j(Gbestki,j − xk

i,j) + c2r
k
2i,j(Pbestkj − xk

i,j) ; j ∈ {1, ..., D}
xk+1
i,j = xk

i,j + vk+1
i,j ; j ∈ {1, ..., D}

(3.3)

où ω est le coefficient d’inertie qui permet de définir la capacité d’exploration de chaque
particule en vue d’améliorer la convergence de la méthode, c1 et c2 sont des constantes
positives permettent de pondérer les tendances des particules à suivre leur instinct de
conservation ou leur panurgisme, et r1, r2 sont des variables aléatoires évaluées à chaque
itération suivant une loi uniforme sur le domaine [0; 1].
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Les positions Pbest et Gbest sont aussi, à chaque itération, mises à jour suivant les
équations suivantes :

Pbestk+1
i =

{
Pbestki , si f(xk+1

i ) ≤ f(Pbestki )

xk+1
i , sinon

(3.4)

Gbestk+1
i = arg min

Pbesti
f(Pbestk+1

i ), 1 ≤ i ≤ n (3.5)

En général, le critère d’arrêt peut être un nombre d’itérations fixe, en fonction de la
fonction objective (fitness), ou bien lorsque les vitesses des particules tendent vers 0.

Les étapes essentielles de l’optimisation par essaim de particules sont présentées par
l’algorithme suivant :

Algorithm 1 Algorithme d’optimisation par essaim de particules
Initialisation des paramètres n, c1, c2, ω, les bornes et le nombre d’itérations.
Initialisation aléatoire de la population, de la position et de la vitesse des particules.
pour chaque particule n faire

Évaluer la position de la particule par la fonction objectif f
Calculer Pbest.
Calculer Gbest

fin
tant que la condition d’arrêt n’est pas satisfaite faire

pour chaque particule n faire
Mettre à jour la vitesse.
Mettre à jour la position.
Évaluer la position de la particule par la fonction objectif f .
Mettre à jour Pbest.
Mettre à jour Gbest.

fin
fin
Retourner la solution optimale globale Gbest.

Un des problèmes qui se peuvent arriver lors de l’évolution de l’essaim est la possibi-
lité qu’une particule diverge de l’espace de recherche défini, Plusieurs approches ont été
proposées pour éviter ce problème, une de ces approches consiste sur la saturation de la
vitesse maximale [29] afin de prévenir l’explosion des particules en dehors de l’espace de
recherche.

De nombreuses études ont été menées sur la dynamique des particules concernant
l’analyse des conditions de convergence de l’essaim, dont une autre approche [30], qui est
adoptée pour assurer la bonne convergence des particules, consiste d’établir une certaine
relation entre ω, c1 et c2. Cette combinaison des paramètres permet de régler l’équilibre
entre les phases de diversification et d’intensification du processus de recherche. L’uti-
lisation d’un coefficient de constriction χ (ou facteur de constriction) permet de mieux
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contrôler la divergence de l’essaim.
En utilisant ce coefficient, l’équation permettant de calculer la vitesse devient :

vk+1
i,j = χ

[
vki,j + ϕ1r

k
1i,j(Gbestki,j − xk

i,j) + ϕ2r
k
2i,j(Pbestkj − xk

i,j)
]
; j ∈ {1, ..., D} (3.6)

où :


ω = χ

c1 = ωϕ1

c2 = ωϕ2

tel que :
χ =

2

| 2− ϕ−
√
ϕ2 − 4ϕ |

avec :
ϕ = ϕ1 + ϕ2 > 4

Typiquement, les valeurs optimales de cette approche sont ϕ1 = ϕ2 = 2.05 [31], et le
facteur de constriction est donc :

χ = 0.7298844

D’après d’autres études menées par [32], il sera utile de fixer Vmax = Xmax en plus du
coefficient de constriction, ce qui entraîne une amélioration des performances globales de
l’algorithme.

Dans notre étude, on opte utiliser ces approches dans l’application de cet algorithme
d’optimisation dans la commande PID et FOPID.

3.2.2 Commande PID du TRMS

Notre objectif est d’assurer la stabilisation et la poursuite des angles (αv, αh), pour
cela on utilise un régulateur PID pour chaque sous-système, l’horizontal et le vertical,
définies par les lois de commande suivantes :

uv(t) = kPv + kIv

∫
ev(t) dt+ kDv

dev(t)

dt
, ev(t) = αvr(t)− αv(t) (3.7)

uh(t) = kPh + kIh

∫
eh(t) dt+ kDh

deh(t)

dt
, eh(t) = αhr(t)− αh(t) (3.8)

où eh,v est l’erreur entre l’angle de référence et la sortie, et kPh,v, kIh,v et kDh,v sont les
gains des actions proportionnelle, intégrale et dérivée respectivement, sans oublier que le
réglage de ces gains se fait par l’algorithme d’optimisation PSO, qui va estimer les valeurs
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optimales de ces derniers.
On peut donc récapituler notre synthèse par le schéma présenté ci-dessous (4.2) :

Fig. 3.1 : Schéma bloc de la commande PID en utilisant l’algorithme d’optimisation PSO

On implémente maintenant le schéma précédent, et en spécifiant tout d’abord les para-
mètres de l’algorithme PSO :

- Le vecteur des paramètres à estimer. K =
[
kPh, kIh, kDh, kPv, kIv, kDv

]
- Nombre de particules n = 50, et nombre d’itérations m = 100.

- Les bornes inférieures et supérieures des gains K(i) ∈
[
0, 20

]
, avec i ∈ {1, .., 6} le

nombre des gains.

- Le critère d’optimisation ( la fonction de coût ) :

f(m) =
N∑
j=1

(eh(j)
2 + ev(j)

2) (3.9)

où N est le nombre d’échantillons qui est égale au temps de simulation devisé par
le pas d’intégration.

3.2.3 Simulations et résultats

Les gains optimaux estimés par l’algorithme PSO sont présentés, pour les deux sous-
systèmes, par le tableau suivant (3.1) :

Tab. 3.1 : resultats pid
Paramètre kp ki kd

Sous-système vertical 0.7019 1.6529 1.8162

Sous-système horizontal 9.9434 0.005 9.1608
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Les figures (3.2) et (3.3) représentent les résultats de la simulation en boucle fermée
de la commande PID optimisée :
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Fig. 3.2 : Réponse du sous-système vertical pour une commande stabilisante
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Fig. 3.3 : Réponse du sous-système horizontal pour une commande stabilisante

Afin de tester la robustesse de notre commande, nous procédons à des modifications des
paramètres de notre TRMS. Nous ajoutons une masse supplémentaire à la représentation
mathématique pour prendre en compte une erreur de modélisation, et nous varions la
position du contrepoids de 7 cm. Les résultats des simulations des réponses à l’échelon
dans ce cas sont les suivants (voir figure (3.4) et (3.5)) :
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Fig. 3.4 : Réponse du sous-système vertical pour une commande stabilisante pour le
système modifié
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Fig. 3.5 : Réponse du sous-système horizontal pour une commande stabilisante pour le
système modifié

3.2.4 Interprétation des résultats

D’après les résultats obtenus ci-dessus, on peut remarquer que :

- Les deux sous-systèmes convergent vers le point du stabilisation.

- Pour le système vertical, les oscillations sont toujours présentes, mais contrairement
à la boucle ouverte, ils sont atténuées au fur et à mesure avec le temps.

- Pour le système horizontal, le gain KIh estimé est nul. ce qui confirme notre hypo-
thèse du comportement de ce sous-système comme un intégrateur, du coup, il sera
utile de réduire la dimension des paramètres du PSO à estimer à 5.

- Pour le test robustesse, on voit bien quelques oscillations qui apparaissent pour le
système modifié, surtout pour le sous-système vertical.

- Pour les signaux de commande, on peut remarquer l’effet de la saturation à ±2.5V .
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3.3 La commande PID fractionnaire (FOPID)

Le régulateur PID, en plus de sa simplicité, est largement utilisé dans l’industrie.
Cependant, ses performances deviennent insuffisantes dans certains cas, notamment en
présence d’un retard significatif dans le modèle du processus ou lorsque les paramètres du
processus varient. Dans de tels cas, d’autres algorithmes de réglage sont utilisés, tels que
le réglage par retour d’état, le réglage par modèle interne et le réglage par mode glissant...,
etc.

Récemment, Podlubny a proposé le régulateur fractionnaire FOPID comme une gé-
néralisation du régulateur PID conventionnel [33], dans lequel les actions dérivée et inté-
grale sont étendues respectivement pour des ordres réels positifs λ et µ, afin d’améliorer
le comportement du correcteur PID en termes de robustesse et performance. La fonction
de transfert de ce régulateur peut être exprimée par :

C(s) = kp + ki
1

sλ
+ kds

µ (3.10)

avec kp qui représente le gain proportionnel, ki le gain de l’intégrateur et kd le gain du
dérivateur.

La figure (3.6) illustre comment le régulateur PID fractionnaire généralise et étend le
régulateur PID classique d’un point à un plan (une infinité de points).

λ

1

1(0,0)

PI D
λ

µ

µ

λ

λ=1

µ=1(0,0)

PID

µ
PD

PI

P

PID Classique PID Fractionanire

Fig. 3.6 : Relation entre les deux correcteurs

Clairement, pour λ = 1 et µ = 1, un correcteur PID classique peut être récupéré.
Ainsi, on peut dire que ce type de correcteurs PID, y compris les deux régulateurs P et
PI, sont des cas spéciaux du correcteur FOPID d’ordre fractionnaire. Cette expansion
pourrait fournir une plus grande flexibilité dans la synthèse de la commande PID.

3.3.1 Méthodes du réglage et la synthèse du régulateur FOPID

De nombreuses méthodes ont été proposées pour estimer les paramètres du correcteur
d’ordre fractionnaire (FOPID), notamment celles menées par Monje [34] et Valerio [35],
où l’approche du premier consiste à formuler le problème de commande et de robustesse

54



Chapitre 3. Commandes PID et FOPID optimisées

en un problème d’optimisation à cinq inconnues. Ces cinq inconnues correspondent aux
cinq paramètres du correcteur d’ordre fractionnaire FOPID.

Une amélioration de cette méthode a été proposée par Valerio, dans cette technique,
qui s’inspire de la méthode de Ziegler et Nichols utilisée pour le PID classique, une solution
analytique pour le problème de commande et de robustesse du correcteur FOPID a été
déterminée en utilisant la réponse indicielle du processus.

Il existe d’autres méthodes qui sont basées sur les techniques et les critères classiques
utilisées pour la synthèse des régulateurs PID, on peut citer :

• Spécifications de marge de phase (ϕm) et de gain de fréquence de coupure
(ωc) :
Les conditions définissant la marge de phase et le gain de la fréquence de coupure
sont les suivantes : {

|C(jωc)G(jωc)|dB = 0 dB

arg(C(jωc)G(jωc)) = ϕm − π
(3.11)

où C(s) est la fonction de transfert du régulateur et G(s) est la fonction de transfert
du système.

• Spécification de la marge de gain :
La marge de gain est donnée par :{

arg(C(jω−π)G(jω−π)) = −π

Mg =
1

C(jω−π)G(jω−π)

(3.12)

• Spécification de la robustesse aux variations du gain du système :
Cette condition vise à garantir que la phase de la boucle ouverte du système
arg(GC(s)G(s) reste constante autour de ωc, assurant ainsi la robustesse face aux
variations du gain du système. Pour cela, il faut vérifier la contrainte suivante :

d arg(C(jω)G(jω))

dω

∣∣∣∣∣
ω=ωc

= 0 (3.13)

• Rejet des perturbations :
Afin d’assurer un bon rejet des perturbations en sortie, on impose que la fonction
de sensibilité Sy(jω) satisfait la condition suivante :

| Sy(jω) |dB=
∣∣∣ 1

1 + C(jω)G(jω)

∣∣∣
dB

≤ AdB

⇒ |Sy(jω)|dB = A dB ∀ω ≤ ω1 rad/sec (3.14)

où A représente l’atténuation souhaitée des perturbations en sortie et ω1 définit la
plage de fréquences des perturbations à atténuer.
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• Rejet du bruit :

Pour assurer le rejet du bruit, il est nécessaire que la fonction de sensibilité complé-
mentaire Ty(jω) respecte la contrainte suivante :

| Ty(jω) |dB=
∣∣∣ C(jω)G(jω)

1 + C(jω)G(jω)

∣∣∣
dB

≤ B dB

⇒ |Ty(jω)|dB = B dB ∀ω ≥ ω2 rad/sec (3.15)

où B correspond à l’atténuation désirée du bruit pour les fréquences ω ≥ ω2, rad/sec

Étant donné que dans notre cas que nous nous appuyons sur la représentation non linéaire
du TRMS, et comme nous n’avons pas la représentation fréquentielle, nous ne pouvons pas
utiliser directement les méthodes mentionnées ci-dessus, donc nous allons opter, comme
la dernière partie de la commande PID d’ordre entier, pour utiliser d’algorithme révolu-
tionnaire d’optimisation PSO pour déterminer les meilleurs paramètres.

3.3.2 La synthèse de la commande FOPID du TRMS

Pour notre système TRMS, les sorties des correcteurs FOPID d’ordre fractionnaire
sont décrites, pour chaque sous-système, par les lois de commande suivantes :

uv(t) = kPv + kIvD
−λv
t ev(t) + kDvD

µv
t ev(t) , ev(t) = αvr(t)− αv(t) (3.16)

uh(t) = kPh + kIhD
−λh
t eh(t) + kDhD

µh
t eh(t) , ev(t) = αvr(t)− αv(t) (3.17)

Comme on a fait précédemment dans la commande PID, avec 4 paramètres supplémen-
taires à estimer, le vecteur des paramètres devient :

K =
[
kPh, kIh, kDh, kPv, kIv, kDv, λh, λv, µh, µh

]
on limite l’espace de recherche avec :

0 ≤ kPh, kIh, kDh, kPv, kIv, kDv ≤ 15

0 ≤ λh, λv, µh, µh ≤ 2

le nombre de particules, le nombre d’itérations ainsi que la fonction de coût restent les
mêmes De plus, d’après les résultats de la commande PID, on peut reformuler le problème
d’optimisation sans inclureKIh, et donc λh, en diminuant la dimension du problème à 8.

3.3.3 Simulations et résultats

Les gains estimés par l’algorithme PSO sont présentés par le tableau suivant (3.2) :
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Tab. 3.2 : Résultat du réglage des paramètres pour la commande FOPID
Paramètre kp ki kd λ µ

Sous-système vertical 8.9 2.075 4.814 1.1 1.4016

Sous-système horizontal 0.8746 0 0.5916 0 1.0586

Les figures (3.7) et (3.8) représentent les résultats de simulations pour la stabilisation :
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Fig. 3.7 : réponse du sous-système vertical pour une commande stabilisante
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Fig. 3.8 : réponse du sous-système horizontal pour une commande stabilisante
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Afin de tester la robustesse de notre commande, nous appliquons la commande trou-
vée dans le système modifié défini précédemment. Les résultats des simulations sont les
suivants (voir figure (3.9) et (3.10)) :
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Fig. 3.9 : Réponse du sous-système vertical pour une commande stabilisante pour le
système modifié
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Fig. 3.10 : Réponse du sous-système horizontal pour une commande stabilisante pour le
système modifié

3.3.4 Interprétation des résultats

Suite à ces résultats, on peut tirer les remarques suivantes :

- Les deux sous-systèmes convergent vers le point du stabilisation.

- Pour le sous-système vertical, on remarque une réponse plus lisse, avec une atté-
nuation quasi-totale des oscillations.

- Pour le sous-système horizontal, le gain KIh estimé est toujours nul, ce qui néglige
l’effet de λh dans la commande.

- Pour la robustesse, on voit bien que les deux sous-systèmes sont robustes et qu’ils
donnent quasiment les mêmes résultats que le système original.

- Pour les signaux de commande, l’effet de la saturation est toujours actif dans les 3

premières secondes.
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3.4 Étude comparative entre la commande PID et
FOPID

Dans cette partie, nous allons faire une comparaison et analyse qualitative des deux
régulateurs PID et FOPID. Les différentes simulations vont couvrir plusieurs aspects tels
que la stabilisation, la poursuite de référence, la robustesse aux erreurs de modélisation,
ainsi que le rejet des perturbations externes.

Cette analyse, qui est suivie par une étude quantitative a travers un critère RMSE,
pourra fournir des indications précieuses pour comprendre les avantages et les limitations
de chaque régulateur et peuvent aider à guider les décisions de conception et d’optimisa-
tion du système de commande.

On commence notre étude comparative par un test de poursuite ou en changeant
l’entre avec un signal carré de la forme :{

0.4, si 20.(2m− 2) < t < 20.(2m− 1),m ∈ N∗

−0.4, sinon

comme montré ci-dessous dans la figure (3.11) :
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Fig. 3.11 : La trajectoire de référence du type signal carré pour le test de poursuite
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On obtient les résultats suivants (Voir figure (3.12) pour le sous-système vertical et
(3.13) pour le sous-système horizontal) :

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Temps (seconds)

-3

-2

-1

0

1

2

L
'a

n
g

le
 α

   
(r

a
d

)
v

ref

v
 avec FOPID

v
 avec PID

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

-2

-1

0

1

2 U
v
 avec FOPID

U
v
 avec PID 

Temps (seconds)

L
a

 c
o

m
m

a
n

d
e

 U
  
(v

o
lt
s
) 

α

α

α

v

Fig. 3.12 : Réponse du sous-système vertical des deux différentes commandes pour une
trajectoire carrée
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Fig. 3.13 : Réponse du sous-système horizontal des deux différentes commandes pour une
trajectoire carrée
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Pour le test de rejet de perturbations, on ajoute une grande perturbation externe sinu-
soïdale d’amplitude A = 1 en sorties, pendant 8 sec et on visualise les résultats obtenus.
La forme de la perturbation et la suivante :

d(t) = A sin
(π
4
t
)

comme montré ci-dessous dans la figure (3.14) :
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Fig. 3.14 : Le signal de perturbation à appliquer aux deux sorties

On obtient les résultats suivants (Voir figures (3.15) pour le sous-système vertical et (3.16)
pour le sous-système horizontal) :
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Fig. 3.15 : Réponse du sous-système horizontal pour les deux différentes commandes
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Fig. 3.16 : Réponse du sous-système horizontal pour les deux différentes commandes

3.4.1 Interprétation des résultats

Afin d’évaluer les performances du système, on a opté à utiliser le critère de l’erreur
quadratique moyenne (Root Mean Square Error (RMSE)), qui est donnée comme suit :

RMSE =

√√√√ 1

n

n∑
i=1

((yi − ydi)
2 (3.18)

où yd est la trajectoire désirée, yi est la trajectoire actuelle et n désigne le nombre d’échan-
tillons dans l’intervalle de simulation.

Le tableau (3.3) résume les performances obtenues :

Tab. 3.3 : Comparaison des performances des commandes PID et FOPID à travers le
critère RMSE

PID FOPID
Cas αv αh αv αh

Stabilisation 4.8653.10−4 3.2088.10−6 2.1606.10−4 5.3912.10−6

Robustesse 2.9951.10−3 8.3124.10−5 2.3957.10−4 5.6665.10−6

Poursuite 1.7675 1.608.102 8.708.10−3 1.2482.10−3

Perturbation 3.137 9.6153.102 1.1892.10−3 1.8639.10−4

Après avoir effectué plusieurs simulations de commande PID et de commande FOPID,
des observations significatives ont été constatées, où on voit bien la supériorité des résul-
tats obtenus par la commande FOPID par rapport à la commande PID, selon les différents
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critères de performance. Les remarques suivantes résument les principales conclusions de
l’analyse :

- Pour le test de stabilisation, la commande FOPID réduit instantanément et totale-
ment les oscillations du sous-système d’élévation, tandis que le régulateur PID ne
parvient à les réduire que partiellement au fil du temps.

- Le régulateur FOPID permet d’obtenir des réponses plus rapides et plus fluides par
rapport au régulateur PID.

- Les signaux de commande du régulateur FOPID sont plus lisses.

- Les réponses du régulateur FOPID présentent un dépassement minimal, en parti-
culier dans le sous-système d’élévation, ce qui est significativement inférieur à celui
observé avec le régulateur PID.

- Pour la poursuite de référence, le régulateur FOPID montre une capacité acceptable
de suivi de référence pour une référence variable aléatoire, tandis que le régulateur
PID a du mal à la suivre et diverge.

- Pour la robustesse, le régulateur FOPID présente une plus grande robustesse aux
erreurs de modélisation.

- Pour le rejet des perturbations externes, la commande FOPID est capable de rejeter
parfaitement les perturbations de l’ordre de 1 rad, tandis que le système avec la
commande PID diverge lorsqu’il est soumis à ces dernières.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons synthétisé des régulateurs PID et FOPID pour le TRMS
en utilisant l’algorithme PSO comme un outil d’optimisation, avec lequel on a pu estimer
les gains optimaux des deux commandes PID et FOPID ainsi que les ordres de ce dernier.
Nous avons également établi une comparaison quantitative et qualitative des résultats
obtenus à partir de la réponse en boucle fermée des régulateurs PID et FOPID du TRMS,
un système fortement non linéaire, où la commande FOPID a montré, à travers la grande
flexibilité qu’elle offre dans la synthèse, des meilleures performances dans la plupart des
aspects : le dépassement, le temps de réponse, les réponses lisses, la robustesse aux erreurs
de modélisation, le suivi de référence, et le rejet de perturbations.
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Chapitre 4. Commandes par mode glissant et mode glissant d’ordre
fractionnaire optimisées

4.1 Introduction

La commande par mode glissant est une approche largement reconnue pour son effica-
cité, comme en témoignent les études théoriques et pratiques réalisées. L’étude des modes
de glissement a débuté en URSS et en Yougoslavie dans les années 60, et ces travaux ont
été poursuivis ailleurs, soit pour développer l’étude théorique, soit pour explorer certaines
applications potentielles [36][37].

Ce chapitre vise à exposer les concepts fondamentaux du formalisme de la commande
par mode glissant. Nous commençons par une brève explication du principe de cette
commande ainsi que du choix de la surface de glissement. De plus, nous introduisons
également une commande de mode de glissement d’ordre fractionnaire, avant de procéder,
finalement, à une étude comparative des résultats obtenus par la simulation de ces deux
commandes, permettant ainsi de mettre en évidence les différences et les performances
respectives.

4.2 La théorie de la commande par mode glissant

La technique de commande par modes glissants est une approche non linéaire de
commande caractérisée par la présence d’une discontinuité dans la commande lors du
passage par une surface de commutation appelée surface de glissement. L’idée principale
derrière la technique des modes glissants est d’amener la trajectoire d’état d’un système
vers cette surface de glissement et de la faire commuter de manière appropriée autour de
celle-ci jusqu’à atteindre le point d’équilibre, ce qui donne lieu au phénomène de glissement
(voir figure (4.1)).

Fig. 4.1 : Convergence du système glissant

En résumé, une commande par modes glissants se divise en deux parties distinctes [38] :

• La détermination d’une région dans l’espace d’état, telle que lorsque le système se
trouve dans cette région, il adopte le comportement désiré.

• La définition d’une loi de commande qui conduit le système jusqu’à cette surface.
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4.2.1 Synthèse de la commande par mode glissant

On a le système non linéaire suivant :{
ẋ = f(t, x) + g(t, x)u

y = h(x)
(4.1)

La synthèse d’un régulateur par mode de glissement pour le système (4.1) est fait comme
suivant :

Choix de la surface de glissement
Le choix de la surface de glissement est conditionné par l’application et l’objectif visé. On
trouve dans la littérature que Slotine a introduit une fonction scalaire donnée par [39] :

S(x) =
( d
dt

+ λ
)r−1

e(x) (4.2)

Avec :
x : La variable à commander.
e(x) = xd − x : l’erreur à éliminer.
λ : Une constante positive qui interprétera la dynamique de la surface.
r : Le degré relatif du système.

Condition d’existence du régime glissant
La condition d’attractivité est la condition selon laquelle la trajectoire d’état d’un sys-
tème atteint la surface de glissement. Elle est également connue sous le nom de ”condition
d’accès à la surface de glissement”. Il existe deux types de conditions d’accès à la surface
de glissement : l’approche directe et l’approche de Lyapunov.
Dans ce contexte, nous utiliserons l’approche directe, qui est la plus ancienne et a été
proposée par Emilyanov et Utkin [40]. Elle est donnée par :{

Ṡ(x) > 0 Lorsque S(x) < 0

Ṡ(x) < 0 Lorsque S(x) > 0
(4.3)

Ces deux conditions peuvent être reformulées en une seule condition, comme suit :

S(x)Ṡ(x) < 0 (4.4)

Cette condition garantit l’attractivité de la trajectoire de phase vers la surface S.

Établissement de la loi de commande
Dans le but de garantir que les états du système atteignent la surface de glissement et
y restent, même en présence d’incertitudes et de perturbations, la commande u doit être
composée de deux termes [41] comme suit :

• La commande équivalente est utilisée pour déterminer le comportement du système
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lorsqu’un régime glissant idéal est établi. Elle peut être calculée en se basant sur la
condition d’invariance de la surface :{

S(x, t) = 0

Ṡ(x, t) = 0
(4.5)

Ce qui conduit au suivant :

ueq = −
[∂S
∂x

g(x, t)
]−1(∂S

∂x
f(x, t) +

dS

dt

)
(4.6)

• La deuxième commande correspond à une commande qui permet de garantir la
condition d’attractivité : S(x)Ṡ(x) < 0.
Elle est généralement de la forme d’une fonction discontinue comme suit :

uatt = −Ksign(S) (4.7)

Donc, la commande u sera :

u = −
[∂S
∂x

g(x, t)
]−1(∂S

∂x
f(x, t) +

dS

dt

)
−Ksign(S) (4.8)

Le phénomène de Chattering
Un régime glissant idéal nécessite une commande capable de commuter à une fréquence in-
finie. Cependant, dans les applications pratiques, seule une commutation à une fréquence
finie est réalisable, ce qui engendre un délai entre la mesure de la sortie et le calcul de la
commande. En conséquence, le système peut sortir de la surface de glissement avant que
la commande puisse réagir, comme le soulignent les références [38], [41].
Pendant le régime glissant, les discontinuités de la commande peuvent provoquer des os-
cillations à haute fréquence de la trajectoire du système autour de la surface de glissement.
Ce phénomène est connu sous le nom de broutement ou chattering (Voir figue (4.2)). En
conséquence, les performances et la robustesse du système sont altérées, ce qui peut éven-
tuellement conduire à l’instabilité.

Fig. 4.2 : Phénomène du Chattering

Diverses approches ont été proposées pour réduire ou éliminer le phénomène de brou-
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tement. Une méthode couramment utilisée est celle de la couche limite, qui consiste à
remplacer la fonction signe de la loi de commande par une approximation continue à gain
élevé dans une zone proche de la surface de glissement, tandis qu’elle est saturée en dehors
de cette zone. Cela permet d’obtenir un régime glissant dit « pseudo-glissant » où le sys-
tème n’est plus strictement confiné à la surface de glissement, mais plutôt à son voisinage.
Cependant, ces méthodes entraînent une réduction de la robustesse de la commande.
Afin d’obtenir un bon compromis entre la réduction du broutement et la préservation de
la robustesse, on utilise un paramètre constant positif, δ, qui peut être ajusté. Dans les
méthodes présentées ci-dessous, plus δ est petit, plus l’approximation se rapproche de la
fonction signe, ces fonctions sont :

• La fonction saturation :

sat(σ, δ) =

{
sign(σ) si |σ| ≥ δ
σ

δ
si |σ| ≤ δ

(4.9)

• La fonction pseudo-signe :

v(σ, δ) =
σ

|sigma|+ δ
(4.10)

• La fonction arc tangente :

v(σ, δ) =
2

π
arctan(

σ

δ
) (4.11)

• La fonction tangente hyperbolique :

v(σ, δ) = tanh
(σ
δ

)
(4.12)

4.3 Commande par mode de glissement du TRMS

4.3.1 Choix de la surface de glissement

La surface de glissement choisie est celle de Slotine qui a été présentée précédemment,
dont son expression est :

S(x) =
( d
dt

+ λ
)r−1

e(x) (4.13)

S = 0 représente une équation différentielle qui a comme solution : e = p(t)exp(−λt), on
peut confirmer que cette solution vérifie bien les objectifs de poursuite car :

lim
t→+∞

e = 0

68



Chapitre 4. Commandes par mode glissant et mode glissant d’ordre
fractionnaire optimisées

.
Pour notre système, on a deux surfaces pour chaque sous-système :

Sv =
( d
dt

+ λv

)rv−1
ev

Sh =
( d
dt

+ λh

)rh−1
eh

(4.14)

On calcule les degrés relatifs rh et rv pour chaque surface :

A. Le degré relatif de la surface verticale rv

On a la représentation d’état dans le plan vertical comme suit :
ẋ1 = Avx2

ẋ2 = Fv(x3)−Gv(x1)− Bvx2

ẋ3 = −Cvx3 +Dvu

y = x1

(4.15)

Avec :
Av =

1

Jv

Bv =
kv
Jv

Cv =
1

Tmr

Dv =
kmr

Tmr

Fv(x3) = lmFv(Pv(x3))

Gv(x1) = g((A− B)cos(x1)− Csin(x1)

On commence à dériver y jusqu’à l’apparition du terme de la commande uv :

ẏ = ẋ1 = Avx2

ÿ = Avẋ2 = Av(Fv(x3)−Gv(x1)− Bvx2)

...
y = Av

(∂Fv(x3)

∂x3

ẋ3 −
∂Gv(x1)

∂x1

− Bvẋ2

)
= Av

∂Fv(x3)

∂x3

[−Cvx3 +Dvuv]

− A2
v

∂Gv(x1)

∂x1

x2 − AvBvẋ2

(4.16)

Comme la commande apparait dans la 3� dérivée de y, on peut conclure que le degré relatif
du sous-système vertical est rv = 3.
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B. Le degré relatif de la surface horizontale rh
On a la représentation d’état dans le plan horizontal comme suit :

ẋ1 = Ahx2

ẋ2 = Fh(x3)− Bhx2

ẋ3 = −Chx3 +Dhu

y = x1

(4.17)

Avec :
Ah =

1

Jh(αv0)

Bh =
kh

Jh(αv0)

Ch =
1

Ttr

Dh =
ktr
Ttr

Fh(x3) = ltFh(Ph(x3))

On commence à dériver y jusqu’à l’apparition du terme de la commande uh :
ẏ = ẋ1 = Ahx2

ÿ = Ahẋ2 = Ah(Fh(x3)− Bhx2)

...
y = Ah

(∂Fh(x3)

∂x3

ẋ3 − Bhẋ2

)
= Ah

∂Fh(x3)

∂x3

[−Chx3 +Dhuh]− AhBhẋ2

(4.18)

Comme la commande apparaît dans la troisième dérivée de y, on peut conclure que le
degré relatif du sous-système horizontal est rh = 3.

Comme le degré relatif des deux sous systèmes (4.15) et (4.17) égale à 3, on obtient
les deux surfaces de glissement suivantes :{

Sv = ëv + 2λvėv + λ2
vev

Sh = ëh + 2λhėh + λ2
heh

(4.19)

4.3.2 Calcul des lois de commande

A. Calcul de la commande uv

On a vu précédemment que uv = uveq + uvatt, on commence par calculer uveq en premier
lieu, sur la surface de glissement on a Ṡ = 0, d’après cette équation, et sachant que :

ev = y − yd = x1 − x1d
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on peut tirer la commande uveq comme suit :

Ṡv = λ2
v ė+ 2λv ë+

...
e

= λ2
v ė+ 2λv ë+

...
x 1 −

...
x 1d

= λ2
v ė+ 2λv ë−

...
x 1d +Av

∂Fv(x3)

∂x3
[−Cvx3 +Dvuv]−A2

v

∂Gv(x1)

∂x1
x2 −AvBvẋ2

(4.20)

Pour que Ṡv = 0, la commande uveq sera sous la forme :

uveq =
−1

AvDv
∂Fv(x3)

∂x3

[
λ2
v ė+ 2λv ë−

...
x 1d −AvCv

∂Fv(x3)

∂x3
x3 −A2

v

∂Gv(x1)

∂x1
x2 −AvBvẋ2

]
(4.21)

Afin de garantir la condition d’attractivité SvṠv < 0 et en ajoutant le terme uvatt, la
commande totale uv devient :

uv =
−1

AvDv
∂Fv(x3)

∂x3

[
λ2
v ė+2λv ë−

...
x 1d−AvCv

∂Fv(x3)

∂x3
x3−A2

v

∂Gv(x1)

∂x1
x2−AvBvẋ2+Kvsign(S)

]
(4.22)

On remplace cette commande dans SvṠv on trouve facilement :

SvṠv = −SvKvsign(Sv) < 0

ce qui vérifie la condition de convergence.

Afin d’éviter le phénomène du Chatterring, on peut remplacer la fonction sign par la
fonction du saturation sat, la commande devient :

uv =
−1

AvDv
∂Fv(x3)

∂x3

[
λ2
v ė+2λv ë−

...
x 1d−AvCv

∂Fv(x3)

∂x3
x3−A2

v

∂Gv(x1)

∂x1
x2−AvBvẋ2+Kvsat(S)

]
(4.23)

B. Calcul de la commande uh

De la même manière que la commande uv l’expression de uh est : uh = uheq + uhatt, on
commence toujours par calculer uheq :
On pose : eh = y − yd = x1 − x1d

Ṡh = λ2
hė+ 2λhë+

...
e

= λ2
hė+ 2λhë+

...
x 1 −

...
x 1d

= λ2
hė+ 2λhë−

...
x 1d + Ah

∂Fh(x3)

∂x3

[−Chx3 +Dhuh]− AhBhẋ2

(4.24)

Pour que Ṡh = 0 la commande uheq est sous la forme :

uheq =
−1

AhDh
∂Fh(x3)

∂x3

[
λ2
hė+ 2λhë−

...
x 1d − AhCh

∂Fh(x3)

∂x3

x3 − AhBhẋ2

]
(4.25)

Pour assurer la condition d’attractivité ShṠh < 0 on ajoute le terme uhatt à la commande
uheq, celle-ci nous donne la commande totale uh comme suit :
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uh =
−1

AhDh
∂Fh(x3)

∂x3

[
λ2
hė+ 2λhë−

...
x 1d − AhCh

∂Fh(x3)

∂x3

x3 − AhBhẋ2 +Khsat(S)
]

(4.26)

On peut aussi vérifier la condition de convergence facilement comme suit :

ShṠh = −ShKhsat(Sh) < 0

4.3.3 Résultats et simulations

La simulation a été effectuée en utilisant toujours l’outil MATLAB/Simulink, en étu-
diant la stabilisation de notre système autour du point d’équilibre (αv, αh) = (0, 0) rad

avec une condition initiale (−0.5,−0.5) rad, avant réaliser la commande trouvé précé-
demment par le mode de glissement, il faut d’abord trouver les valeurs des paramètres
[Kh, Kv, λh, λv] et pour cela et afin de trouver les valeurs optimales de ces paramètres, on
fait appel à l’algorithme PSO introduit dans le chapitre précèdent, en fixant ses paramètres
comme suit : le nombre de particules est fixé à 30 particules, les paramètres d’algorithme
sont aussi fixés comme précèdent, et aussi les paramètres appartient à [0, 20], on lance
l’algorithme et en prenant les meilleurs paramètres avec la fonction coût minimale.
On trouve alors les valeurs des paramètres estimés dans le tableau (4.1) suivants :

Tab. 4.1 : Résultat du réglage des paramètres pour la commande MG.
Paramètre K λ

sous-système vertical 2.5527 1.9988

sous-système horizontal 0.4483 1.9640

On obtient alors les résultats suivant (voir les figures (4.3) et (4.4)) ci-dessous qui affichent
la réponse ainsi la commande pour les deux sous systèmes :
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Fig. 4.3 : Réponse du sous-système vertical pour une commande stabilisante.
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Fig. 4.4 : réponse du sous-système horizontal pour une commande stabilisante.

Afin de tester la robustesse de notre commande, nous procédons à des modifications des
paramètres de notre système comme on a fait précédemment dans le chapitre précédent,
et cela en variant la position du contrepoids de 7 cm. Les résultats des simulations des
réponses à l’échelon dans ce cas sont les suivants (voir figure (4.5) et (4.6)) :
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Fig. 4.5 : Réponse du sous-système vertical pour une commande stabilisante pour le
système modifié
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Fig. 4.6 : Réponse du sous-système horizontal pour une commande stabilisante pour le
système modifié

4.3.4 Interprétation des résultats

D’après les résultats obtenus au-dessus, on peut remarquer que :

- Les deux sous-systèmes convergent parfaitement vers le point du stabilisation.

- Le deux sous-systèmes démontrent une robustesse parfaite face aux modifications
paramétriques du modèle.

- Pour les signaux de commande, on peut remarquer l’effet de la saturation à ±2.5V

pour le sous-système vertical qu’au début avec une absence totale du phénomène
du Chattering.
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4.4 Commande par mode glissant d’ordre fraction-
naire du TRMS

Afin d’améliorer les performances déjà atteintes par la commande précédente, on dé-
veloppe la formule de Slotine avec des dérivées d’ordre fractionnaire comme suit [42] :{

Sv =
(
Dα

t v + λv

)rv−1
ev

Sh =
(
Dα

t h + λh

)rh−1
eh

(4.27)

On a calculé les degrés relatifs rv et rh qui ont la valeur 3, donc les deux surfaces de-
viennent : {

Sv = D2αv
t ev + 2λvD

αv
t ev + λ2

vev

Sh = D2αh
t eh + 2λhD

αh
t eh + λ2

heh
(4.28)

En utilisant la propriété de la commutation définie dans l’équation (2.16) nos deux surfaces
de glissement deviennent :{

Sv = D
2(αv−1)
t ëv + 2λvD

αv−1
t ėv + λ2

vev

Sh = D
2(αh−1)
t ëh + 2λhD

αh−1
t ėh + λ2

heh
(4.29)

donc on peut calculer les lois de commandes pour les deux plans comme suit :

4.4.1 Calcul des lois de commande

A. Calcul de la commande uv

On cherche en premier lieu la formule de la commande uveq, à travers Ṡ = 0, avec ev =

x1 − x1d, on a donc la formule de Ṡv comme suit :

Ṡv = D
2(αv−1)
t

...
e v + 2λvD

αv−1
t ëv + λ2

v ėv

= D
2(αv−1)
t [

...
x 1 −

...
x 1d] + 2λvD

αv−1
t ëv + λ2

v ėv

= D
2(αv−1)
t

[
Av

∂Fv(x3)

∂x3
[−Cvx3 +Dvuv]−A2

v

∂Gv(x1)

∂x1
x2 −AvBvẋ2 −

...
x 1d

]
+ 2λvD

αv−1
t ëv + λ2

v ėv

(4.30)

Afin de résoudre l’équation Ṡ = 0 et trouver la commande uveq on multiplie les deux
côtés de l’équation par D

2(1−α)v
t et en utilisant la propriété des semi-groupes (2.15) on

trouve :

Av
∂Fv(x3)

∂x3
[−Cvx3+Dvuv]−A2

v

∂Gv(x1)

∂x1
x2−AvBvẋ2−

...
x 1d+2λvD

1−αv
t ëv +λ2

vD
2(1−αv)
t ėv = 0 (4.31)

On résout l’équation (4.31) on trouve la formule de uveq :

uveq =
−1

AvDv
∂Fv(x3)

∂x3

[
− CvAv

∂Fv(x3)

∂x3
x3 −A2

v

∂Gv(x1)

∂x1
x2 −AvBvẋ2 −

...
x 1d + 2λvD

1−αv
t ëv

+ λ2
vD

2(1−αv)
t ėv

] (4.32)
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Pour assurer la convergence vers la surface Sv on doit vérifier la condition SvṠv < 0, pour
cela on pose la commande totale uv comme suit en ajoutant le terme uvatt :

uv =
−1

AvDv
∂Fv(x3)

∂x3

[
− CvAv

∂Fv(x3)

∂x3
x3 −A2

v

∂Gv(x1)

∂x1
x2 −AvBvẋ2 −

...
x 1d + 2λvD

1−αv
t ëv

+ λ2
vD

2(1−αv)
t ėv +KvD

2(1−αv)
t sat(Sv)

] (4.33)

n remplaçant cette commande dans SvṠv on obtient :

SvṠv = −SvKvsat(Sv) < 0

Ce qui vérifie la condition d’attractivité.
B. Calcul de la commande uh

De la même façon que la commande uv on la formule de Ṡh :

Ṡh = D
2(αh−1)
t

...
e h + 2λhD

αh−1
t ëh + λ2

hėh

= D
2(αh−1)
t [

...
x 1 −

...
x 1d] + 2λhD

αh−1
t ëh + λ2

hėh

= D
2(αh−1)
t

[
Ah

∂Fh(x3)

∂x3
[−Chx3 +Dhuh]−AhBhẋ2 −

...
x 1d

]
+ 2λhD

αh−1
t ëh

+ λ2
2ėh

(4.34)

Pour Ṡ = 0, et en utilisant la propriété des semi-groupes (2.15) on trouve :

Ah
∂Fh(x3)

∂x3
[−Chx3 +Dhuh]−AhBhẋ2 −

...
x 1d + 2λhD

1−αh
t ëh + λ2

hD
2(1−αh)
t ėh = 0 (4.35)

donc :

uheq =
−1

AhDh
∂Fh(x3)

∂x3

[
−ChAh

∂Fh(x3)

∂x3
x3−AhBhẋ2−

...
x 1d+2λhD

1−αh
t ëh+λ2

hD
2(1−αh)
t ėh

]
(4.36)

on doit vérifier finalement la condition ShṠh < 0 en posant la commande totale uh

comme suit :

uh =
−1

AhDh
∂Fh(x3)

∂x3

[
− ChAh

∂Fh(x3)

∂x3
x3 −AhBhẋ2 −

...
x 1d + 2λhD

1−αh
t ëh + λ2

hD
2(1−αh)
t ėh

+KhD
2(1−αh)
t sat(Sh)

]
(4.37)

qui vérifie toujours la condition de convergence :

ShṠh = −ShKhsat(Sh) < 0

4.4.2 Résultats et simulations

De la même manière que le mode glissant d’ordre entier, on applique l’algorithme PSO
pour trouver les paramètres de la commande, on trouve les valeurs dans le tableau (4.2) :
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Tab. 4.2 : Résultat du réglage des paramètres pour la commande MG d’OF.
Paramètre K λ α

sous-système vertical 2.2922 2.7321 0.97

sous-système horizontal 0.25 2.25 0.87

On obtient donc les résultats suivant (figures (4.7) et (4.8)) :
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Fig. 4.7 : réponse du sous-système vertical pour une commande stabilisante
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Fig. 4.8 : réponse du sous-système horizontal pour une commande stabilisante
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Afin de tester la robustesse de notre commande, nous appliquons la commande trouvée
sur le système modifié défini précédemment. Les résultats des simulations sont les suivants
(voir figure (4.9) et (4.10)) :
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Fig. 4.9 : Réponse du sous-système vertical pour une commande stabilisante pour le
système modifié
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Fig. 4.10 : Réponse du sous-système horizontal pour une commande stabilisante pour le
système modifié

4.4.3 Interprétation des résultats

Suite à ces résultats, on peut tirer les remarques suivantes :

- Les deux sous-systèmes convergent vers le point de stabilisation.

- Une réponse moins lisse pour les deux systèmes, par rapport à la commande clas-
sique, avec un petit dépassement et quelques oscillations d’ordre de 10−2 au début,
un peu moins pour le sous-système vertical, mais qui sont vitement amorties.

- Pour la robustesse, le même cas que la commande d’ordre entier, les deux sous-
systèmes sont parfaitement robustes aux erreurs de modélisation.

- Pour les signaux de commande, l’effet de la saturation est toujours actif dans les 3

premières secondes, avec une absence totale du phénomène du Chattering.
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4.5 Étude comparative entre la commande par mode
glissant et mode glissant d’ordre fractionnaire

Dans cette partie, nous allons faire une comparaison et analyse qualitative des deux
régulateurs par mode de glissement et mode de glissement d’ordre fractionnaire. Les diffé-
rentes simulations vont couvrir plusieurs aspects tels que la stabilisation, la poursuite de
référence, la robustesse aux erreurs de modélisation, ainsi que le rejet des perturbations
externes.

Cette analyse pourra fournir des indications précieuses pour comprendre les avantages
et les limitations de chaque régulateur et peuvent aider à guider les décisions de conception
et d’optimisation du système de commande.

De plus, nous allons faire une étude quantitative à travers le critère RMSE afin d’amé-
liorer davantage la qualité de cette étude.

On commence notre étude comparative par un test de poursuite ou en changeant
l’entre avec un signal sinusoïdale de la forme :

R(t) = 0.5sin(0.25t)

comme montré ci-dessous dans la figure (4.11) :
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Fig. 4.11 : La trajectoire de référence du type sinusoïdale pour le test de poursuite
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On obtient les résultats suivants (Voir figure (4.12) pour le sous-système vertical et
(4.13) pour le sous-système horizontal) :

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

 

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
-3

-2

-1

0

1

2

3

ref

v
  avec MG

v
  avec MG d'OF

α

α

α

U
v
 avec MG d'OF

U
v
 avec MG

L
'a

n
g

le
  
α

  
(R

a
d

)
v

L
a

 c
o

m
m

a
n

d
e

 U
  
(V

o
lt
s
)

v

Temps (seconds)

Temps (seconds)

Fig. 4.12 : Réponse du sous-système vertical des deux différentes commandes pour une
poursuite
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Fig. 4.13 : Réponse du sous-système horizontal des deux différentes commandes pour une
poursuite
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Pour le test de rejet de perturbations, on ajoute une grande perturbation externe sinu-
soïdale d’amplitude A = 1 en sorties, pendant 8 sec et on visualise les résultats obtenus,
la forme de perturbation et la suivante :

d(t) = A sin
(π
2
t
)

comme montré ci-dessous dans la figure (4.14) :
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Fig. 4.14 : Le signal de perturbation à appliquer aux deux sorties

On obtient les résultats suivants (Voir figures (4.15) pour le sous-système vertical et (4.16)
pour le sous-système horizontal) :
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Fig. 4.15 : Réponse du sous-système vertical pour les deux différentes commandes
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Fig. 4.16 : Réponse du sous-système horizontal pour les deux différentes commandes

4.5.1 Interprétation des résultats

Afin d’évaluer les performances de poursuite, la robustesse, et le rejet de perturbations,
on utilise le critère de l’erreur quadratique moyenne :

RMSE =

√√√√ 1

n

n∑
i=1

(yi − ydi)
2 (4.38)

Les valeurs du critère obtenues pour les simulations ci-dessous sont données par le
tableau (4.3) :

Tab. 4.3 : Comparaison des performances des commandes MG et MG d’OF avec RMSE
MG MG d’OF

Cas αv αh αv αh

Stabilisation 1.2834.10−8 4.08.10−8 3.775.10−5 4.7528.10−5

Robustesse 1.2834.10−8 4.08.10−8 3.775.10−5 4.7528.10−5

Poursuite 4.03.10−1 2.3.10−2 9.2.10−3 2.4.10−3

Perturbation 1.541.1012 9.518.106 1.0745.10−3 1.33.10−3

Après avoir effectué plusieurs simulations de commande par mode glissant des deux
ordres, entier et fractionnaire, et en utilisant les résultats présentées par le tableau ci-
dessus, des observations significatives ont été faites. Les remarques suivantes résument les
principales conclusions de l’analyse :

- Pour le test de stabilisation, la commande par mode glissant classique, avec un
temps de réponse et dépassement minimaux, s’avère être plus performant que celle
d’ordre fractionnaire, qui présente aux premières secondes quelques oscillations de
moins de 10−2 rad avant de rapidement converger.
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- Pour la poursuite de référence, le régulateur par mode glissant fractionnaire montre
une capacité parfaite de suivi de référence pour une trajectoire sinusoïdal par rapport
au régulateur classique, surtout pour le sous-système vertical qui a du mal à la suivre
au niveau de l’alternance négative.

- une absence du phénomène du Chattering, qui est dû grâce à la fonction du satu-
ration.

- Pour la robustesse, les deux régulateurs présentent une robustesse parfaite aux er-
reurs de modélisation, ce qui est logique, car la robustesse est une des caractéris-
tiques du mode glissant.

- Pour le rejet des perturbations, la commande par mode glissant d’ordre fractionnaire
est capable de réaliser un rejet total des fortes perturbations externes (d’amplitude
de 1 rad), tandis que le système avec la commande d’ordre entier diverge instanta-
nément.

- La commande par mode de glissement d’ordre fractionnaire est beaucoup moins sen-
sible aux changements instantanés, que ce soit de la référence ou des perturbations,
ce qu’on voit bien dans les signaux de commande qui sont lisses.

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons réalisé la synthèse des régulateurs par la commande en
mode glissant d’ordre entier et d’ordre fractionnaire pour le TRMS, en utilisant l’algo-
rithme PSO comme un outil d’optimisation, pour trouver les paramètres optimaux des
commandes.

Une comparaison quantitative et qualitative des résultats obtenus a été établie à partir
de la réponse en boucle fermée du TRMS, où la commande par mode glissant d’ordre
factionnaire a montré majoritairement des meilleures performances en ce qui concerne
notamment la fluidité des signaux d’entrée, la robustesse aux erreurs de modélisation, la
poursuite de la trajectoire et le rejet de fortes perturbations externes.

La commande d’ordre fractionnaire a donc prouvé une autre fois des bonnes perfor-
mances par rapport à la commande classique, qu’on peut largement considérer comme
satisfaisants, pour un système assez complexe, et ça grâce à sa flexibilité de synthèse,
offrant des paramètres supplémentaires qui nous donnent plus de liberté et de choix dans
la synthèse.
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Le travail présenté dans cette thèse concerne la modélisation et la commande du Twin
Rotor MIMO System, en mettant en œuvre pour chaque type de commande étudié l’ordre
fractionnaire ainsi que l’optimisation par l’algorithme PSO.

Le calcul fractionnaire généralise l’opérateur intégral-différentiel pour tout ordre réel
positif, ouvrant ainsi un large éventail d’applications et offre de nombreux avantages dans
plusieurs domaines scientifiques, notamment la théorie de commande, qui est notre prin-
cipal intérêt. Par conséquent, nous avons défini les propriétés et les outils fondamentaux
nécessaires permettant de passer de la théorie classique du contrôle d’ordre entier à une
version d’ordre fractionnaire.

En ce qui concerne la section application de ce travail, elle comprend deux types de
commande, la commande PID et la commande par mode de glissement, où pour chacune
deux versions de régulateurs, un régulateur d’ordre entier classique, et un régulateur
d’ordre fractionnaire ont été synthétisés. En raison de la nature non linéaire du système,
nous avons utilisé l’algorithme d’optimisation par essaim de particules (PSO) afin de
trouver les paramètres optimaux de nos régulateurs, et cela comprend les gains pour le
PID, les constantes des surfaces du glissement pour la commande par mode glissant, ainsi
que les ordres fractionnaires. Ce qui nous a conduit aux meilleurs résultats possibles pour
les lois de commande élaborées.

Pour le PID et le FOPID, une étude comparative a été menée, par laquelle les résultats
de l’approche fractionnaire ont montré une grande supériorité en plusieurs aspects : la
stabilité, l’amortissement des oscillations, robustesse aux erreurs de modélisation et rejet
de fortes perturbations externes.

Pour le mode glissant, une contribution dans l’élaboration de loi de commande d’ordre
fractionnaire a été réalisée, et qui a prouvé majoritairement son efficacité par rapport
à l’ordre entier. Le mode glissant étant une commande robuste, on a eu également une
grande robustesse aux erreurs de modélisation pour les deux régulateurs, voire globalement
par rapport au PID et FOPID. Cependant, en ce qui concerne la poursuite de trajectoire, la
commande par mode glissant d’ordre fractionnaire a démontré de meilleures performances,
et a même réussi à rejeter parfaitement les fortes perturbations externes, contrairement à
la commande classique qui tendait à diverger.

Tout au long de ce travail, les régulateurs d’ordre fractionnaire ont prouvé leur effi-
cacité dans la commande de systèmes non linéaires tels que le TRMS. Ils ont également
démontré une grande flexibilité en ce qui concerne la synthèse des contrôleurs, en utilisant
un signal d’entrée lisse qui s’adapte parfaitement aux actionneurs en pratique. De plus,
ces contrôleurs ont affiché d’excellentes performances dans différents aspects.
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Conclusion générale

Pour l’amélioration de ce travail, il est suggéré d’explorer les perspectives suivantes :
- Développement d’autres types de commandes d’ordre entier en ordre fractionnaire.

- Exploration d’autres types de surfaces du glissement.

- L’application pratique de ces techniques de commandes sur le simulateur du labo-
ratoire de commandes des processus.
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