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 هذه ،3D-MCE  اسمها 3𝐷 شبكة الوسط من لخط التلقائي للاستخراج جديدة خوارزمية الأطروحة، هذه في نقدم - ملخص

 أي يتطلب لا  3D-MCE .الهندسة أنبوبي شكل من3𝐷  الوسط خط آلية وبطريقة دقيق، استخراج من تمكن الخوارزمية

 إلى الحاجة دون من واحد، فوكسل سمكه يبلغ الذي و متصل، مركزي خط لإنتاج الشبكة قمم على ويعمل الإدخال ماتومعل

 الاسطح من العديد ,3D-MCE خوارزمية بواسطة الوسط خطوط لاستخراج. الاستخراج بعد أو الاستخراج قبل ما خطوات

-3D  خوارزمية على المصادقة تم. استعملوا رقميا أو للقولون CT الفعلية البيانات من المستخرجة المنتظمة وغير  المنتظمة

MCE الأنابيب سمك الأنابيب، انحناء:  مختلفة معايير استعملت حيث ، الهندسة انبوبية حلزونية أشكال من نماذج باستعمال 

 بالهندسة للهياكل الوسط خط وكفاءة بدقة تستخرج 3D-MCE خوارزمية أن النتائج تظهر 3𝐷 .سطح من العقد وكثافة

 مقارنة طريق عن 3D-MCE الخوارزمية دقة تأكيد تم .النموذج وسمك وانحناء العقد، سطح كثافة عن النظر بغض الأنبوبية،

  Voronoï.   فورونوي مخطط أساس على الوسط خط لاستخراج معروفة طريقة مع

 .الأنبوبية الهندسة ؛ هيكل ؛المضلع شبكة ؛وسطي محور ؛محور ؛3D: الدالة الكلمات

Abstract - This thesis present a new automatic 3D mesh-based centerline extraction (3D-MCE) 

algorithm, which allows an accurate extraction of 3D centerline from a tubular geometry form, 

without manned intervention. The 3D-MCE does not require any input parameters and works on 

polygon mesh vertices producing a thin, connected and centered centerline, without needing pre 

or post-processing stages. In order to extract the centerlines by 3D-MCE algorithm, several 

regular and irregular 3D surface meshes of medical anatomy models, generated either from real 

CT colonoscopy datasets or numerically, have been processed. The validation of the 3D-MCE 

has been done on models of generic helical tubular geometry forms, where several parameters 

have been varied: curvature, thickness of tubes and density of surface nodes. Results show that 

3D-MCE algorithm statistically extracts accurately and efficiently the centerline of the tubular 

geometry structures, independently from the density of surface nodes, curvature and thickness. 

The precision of 3D-MCE algorithm is con-firmed by a comparison with the well-known 

Voronoï diagram centerline extraction method. 

Keywords: 3D; Centerline; Medial axis; Polygon Mesh; Skeleton; Tubular geometry. 

Résumé - Un nouvel algorithme automatique d’extraction de la ligne centrale (3D-MCE) à partir 

de maillage 3D fait l’objet de cette thèse. Cet algorithme, permet une extraction précise et 

automatique de la ligne centrale 3D à partir d'une forme de géométrie tubulaire. Le 3D-MCE ne 

nécessite pas de paramètres d'entrée et fonctionne sur les sommets maillés produisant une ligne 

centrale connectée, centrée et qui présente une épaisseur égale à un point, sans passer par des 

étapes de prétraitement ou de post-traitement. Afin d'extraire les lignes centrales par l’algorithme 

3D-MCE, plusieurs maillages surfaciques 3D réguliers et irréguliers de modèles d'anatomie 

médicale, générés soit à partir de données réelles de CT coloscopie ou numériquement, ont été 

traitées. La validation de l’algorithme 3D-MCE a été faite sur des modèles de formes génériques 

hélicoïdales de géométrie tubulaires, où plusieurs paramètres ont été variés: la courbure, 

l'épaisseur des tubes et de la densité des nœuds de la surface 3D. Les résultats obtenus montrent 

que l'algorithme 3D-MCE extrait avec précision et efficacité la ligne médiane des structures de 

géométrie tubulaire, indépendamment de la densité des nœuds de surface, de la courbure et de 

l'épaisseur de la forme. La précision de l'algorithme 3D-MCE est confirmée par une comparaison 

avec la méthode très connue d'extraction de la ligne centrale basée sur le diagramme de Voronoï. 

Mots clés : 3D; Ligne centrale; Axe médian;  maillage polygonale; squelette; Formes tubulaires. 
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Introduction générale 

La forme des objets est la caractéristique la plus importante en analyse de formes. De nos jours, 

la visualisation et l'analyse des modèles 3D sont devenues très importantes dans la vie de tous les 

jours. La technologie 3D est en train d'émerger rapidement au fil du temps. En conséquence, la 

nécessité de développer de nouveaux algorithmes de traitement de ces données est en continuelle 

augmentation.  

En raison de la grande quantité de données contenues dans les objets 3D, leur traitement devient 

difficile et la nécessité de travailler avec de plus petits ensembles qui gardent les principales 

caractéristiques des données devient cruciale. Les algorithmes d'extraction de la ligne centrale 

fournissent des solutions qui peuvent gérer ce défi. La ligne centrale, également connue sous le 

nom d’axe médian, est définie par Blum [1] comme étant le centre de disques maximaux en 2D 

ou de balles en 3D contenues dans la forme. Elle fournit ainsi une description compacte, de 

l'information géométrique et topologique significative des objets 3D. La ligne centrale est 

utilisée dans un grand nombre d'applications telles que la planification de chemin pour la 

navigation virtuelle 3D [2, 3], la génération de maillage [4, 5], l’animation [6, 7], la compression 

[8, 9], la reconnaissance de formes [10, 11] et la segmentation d’images [12, 13],…etc. 

Plusieurs algorithmes ont été proposés pour extraire la ligne centrale 3D; la plupart d'entre eux 

peuvent être classés en trois catégories: l’amincissement topologique, la transformée en distance, 

et le diagramme de Voronoï. 

- L'amincissement topologique est défini comme étant un épluchage itératif des bords 

(couche par couche). Cette procédure identifie et supprime les points simples [14] qui 

satisfont certaines contraintes particulières, de manière séquentielle [15, 16] ou parallèle 

[17-19], et les convertit en des points de fond. Une procédure d'amincissement ne cesse 

pas jusqu'à ce qu'aucun point simple ne puisse être trouvé. Le résultat de l'amincissement 

est une ligne centrale qui préserve la topologie de l'objet, mais qui n’est pas 

nécessairement centrée. En plus, ces méthodes sont très gourmandes en temps de calcul. 

- La transformée en distance est appliquée à l'ensemble de la forme géométrique pour 

déterminer les cartes de distance [20-23]. La ligne centrale est extraite des maxima 

locaux de la carte de distance. Ces méthodes nécessitent des étapes de post-traitement 

pour produire une ligne centrale d’un point d’épaisseur, car elles ne génèrent pas une 
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ligne centrale mince directement et ont l’inconvénient de ne pas préserver la topologie de 

la forme 3D. 

- Les diagrammes de Voronoï impliquent que les bords internes et les faces du maillage 

triangulaire 3D soient extraits puis traités selon certains critères [24-28]. Cependant, les 

objets avec des surfaces irrégulières sont susceptibles d'avoir des diagrammes de Voronoï 

denses, et donc, une densité importante du maillage de la surface est nécessaire pour 

produire une ligne centrale d’un point d’épaisseur. Ajouté à cela, cette méthode a une 

complexité algorithmique élevée. 

Toutes les techniques décrites ci-dessus s’appliquent à n’importe quelle forme géométrique, et 

ont besoin de paramètres d'entrée pour extraire la ligne centrale, car elles ne produisent pas 

directement une ligne centrale continue avec un point d’épaisseur.  La plupart d'entre elles ont 

besoin d’étapes de post-traitement pour affiner la ligne centrale.  

Dans cette thèse, nous allons présenter un nouvel algorithme spécialisé utilisant des conditions 

restrictives sur la forme de l’objet 3D. Cette nouvelle méthode ayant comme objectif l’extraction 

de la ligne centrale à partir de maillage triangulaire 3D (3D-MCE) est dédiée aux formes 

géométriques tubulaires 3D. Elle est simple à mettre en œuvre et s’applique directement sur le 

maillage 3D. Les coordonnées de la ligne centrale sont mesurées uniquement à partir de l'analyse 

de la connectivité du maillage 3D, ce qui produit directement une ligne centrale continue avec un 

point d’épaisseur sans avoir besoin d’étapes supplémentaires de prétraitement ou de post-

traitement.  

Cette thèse est organisée comme suit : 

Le premier chapitre donne des notions de base sur la modélisation des objets 3D, ces notions 

sont indispensables pour la compréhension de l’algorithme proposé 3D-MCE. Dans le second 

chapitre nous présentons des généralités sur les maillages triangulaires qui représentent l’entrée 

de l’algorithme 3D-MCE. 

Le troisième chapitre est consacré aux méthodes d’extraction de la ligne centrale qui existent 

dans la littérature, et décrit leurs principes de fonctionnement.  

Dans le quatrième chapitre nous présentons la méthode d’extraction de la ligne centrale 

proposée, cette nouvelle méthode exploite la connectivité du maillage triangulaire pour produire 

la ligne centrale. La précision de l'algorithme 3D-MCE est confirmée par une comparaison avec 
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la méthode très connue et largement utilisée d'extraction de la ligne centrale basée sur les 

diagrammes de Voronoï. 

Enfin, nous présentons dans la conclusion une synthèse des résultats obtenus et les éventuelles 

perspectives de ce travail. 
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1.1  Introduction 

Dans ce chapitre sont présentés des notions de base sur la modélisation des objets 3D. Les objets 

3D sont plus complexes à manipuler que les autres données multimédia, tels que les signaux 

audio ou les images 2D, car il existe de nombreuses représentations différentes pour ces objets. 

Les différentes représentations des modèles 3D, couramment utilisés en modélisation 3D seront 

détaillées dans ce chapitre. 

1.2  Principe de base des objets 3D 

1.2.1  Modèle 3D  

Un modèle 3D représente un objet 3D à l'aide d'un ensemble de points dans l'espace 3D, reliés 

par diverses entités géométriques tels que des triangles, des lignes, des surfaces courbes,…etc. 

comme le montre l’exemple de la Figure 1.1. À partir d’une collection de données (points et 

autres informations), les modèles 3D peuvent être créés manuellement ou algorithmiquement 

(procédure de modélisation). Les modèles 3D sont  largement utilisés, dans une grande variété de 

domaines telle que l'industrie médicale afin de modéliser les organes, l'industrie du film pour la 

création des personnages et des objets pour l’animation, l'industrie de l'architecture pour créer 

des modèles architecturaux, ainsi qu’une multitude d'autres utilisations.  

 

Figure 1. 1 : Modèles 3D. 

Les modèles 3D peuvent être classés en deux catégories : les modèles volumiques, et les modèles 

surfaciques. Les modèles volumiques définissent l’objet 3D comme un volume solide, ils 

permettent une représentation de l’objet 3D dans l'espace, avec la notion de matière. Ces 

modèles ont l’avantage d’améliorer la visualisation de l'objet en déterminant les intersections de 
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volumes et les perspectives (extérieures et intérieures), mais ont l’inconvénient d’être très 

difficile à modéliser. Les modèles surfaciques définissent l’objet 3D par sa surface, ces modèles 

sont les plus utilisés car ils sont plus faciles à traiter numériquement et parce que l’apparence des 

objets dépend largement de leurs formes extérieures. 

Les Modèles 3D apportent deux informations : l’information géométrique et l’information 

topologique. L’information géométrique représente la forme, la location et la taille dans l’espace 

Euclidien. L’information topologique représente la connectivité entre les différentes parties du 

modèle 3D [29].  

1.2.2  Modélisation 3D  

La modélisation 3D est le processus de génération du modèle 3D en utilisant des programmes 

informatiques. Les techniques actuelles de modélisation 3D peuvent être classés en trois 

catégories : la modélisation géométrique, la modélisation à partir de scanners 3D et la 

modélisation à partir d’images. 

1.2.2.1  La modélisation géométrique 

La modélisation géométrique est une branche des mathématiques appliquées et de l’informatique 

qui s’intéresse à l’étude des méthodes et algorithmes qui font la description mathématique des 

formes. Elle se base sur des méthodes d’analyse numérique, de géométrie analytique, projective 

et différentielle ainsi que d’informatique pour décrire les formes géométriques à l’aide 

d’équations mathématiques. La modélisation géométrique implique le développement de la 

modélisation filaire à travers  la modélisation de surface vers  la modélisation solide. 

a) La modélisation filaire 

Un modèle filaire est une présentation visuelle d'un objet 3D. L’objet est décrit en spécifiant 

chaque bord de l'objet physique où deux surfaces lisses mathématiquement continues se 

rencontrent, ou en connectant les sommets constitutifs d'un objet en utilisant des lignes droites 

ou courbes. L'objet est projeté sur l'écran d'ordinateur en traçant des lignes à l'emplacement de 

chaque bord. Les modèles filaires sont simples à calculer, c’est pourquoi ils sont largement 

utilisés dans les systèmes temps réel (voir Figure 1.2).  

b) La modélisation surfacique 

C’est une représentation plus complexe que la modélisation filaire, elle est largement utilisée 

dans les systèmes CAD. L’objet peut être modélisé avec différentes approches: 
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 Modélisation polygonale: la modélisation polygonale est une approche pour la modélisation 

des objets 3D en représentant ou se rapprochant de leurs surfaces en utilisant des polygones.   

 Modélisation par courbe NURBS (Non Uniform Rational Basic Spline \ Spline Basique 

rationnelle non Uniforme) : Le modèle est un réseau de courbes créées grâce à 

l’interpolation des points de contrôles selon un algorithme NURBS [29]. C’est une 

représentation mathématique des objets 3D qui permet de les décrire avec une très grande 

précision ce qui offre une grande flexibilité pour la manipulation des formes. Grâce à leur 

flexibilité et à leur précision, les modèles NURBS peuvent être utilisés dans n'importe quels 

processus, tels que l'illustration, l'animation ou la fabrication. 

 Modélisation par subdivision de surface : elle regroupe la modélisation polygonale ainsi que 

la modélisation par courbes NURBS, le modèle est généré par un processus de subdivision 

automatique d’une partie de la surface afin d’y ajouter certains détails (voir Figure 1.3). 

C’est en quelque sorte un schéma de raffinement appliqué au maillage 3D.  

 

Figure 1. 2 : Types de modélisation, de gauche à droite : modélisation filaire, modélisation solide et 

modélisation surfacique. 

 

Figure 1. 3 : Exemple de subdivision de surface. 
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c) La modélisation volumique  

C'est la modélisation la plus complète car elle englobe les deux précédentes modélisations.  

Elle permet la représentation de l’objet 3D dans l'espace  avec la notion de matière. le modèle 

est construit à partir d’un ensemble de primitives géométriques volumiques simples comme 

des polyèdres, des sphères, des cylindres et des cônes [30]. Les opérations booléennes, union, 

intersection et soustraction permettent de décrire le processus de construction de l’objet. Ce 

processus est conservé sous la forme d’un arbre dans lequel chaque feuille correspond à une 

primitive volumique simple et où chaque nœud définit une opération entre deux étapes de 

construction de l’objet. La Figure 1.4 présente l’arbre de construction d’un objet à partir d’un 

cube, d’une sphère et de deux cylindres en utilisant les opérations intersection, union et 

soustraction. 

 

Figure 1. 4 : Arbre de construction d’un objet 3D. 

1.2.2.2  Modélisation à partir d’images 

Les techniques de modélisation à partir d’images utilisent uniquement un ensemble d'images 2D 

prises sous différents points de vue de l'objet ou de la scène pour créer de nouvelles vues. Les 

points visibles sur les images sont les projections des points réels qu'on peut alors situer sur des 

droites (voir Figure 1.5). Si deux ou plusieurs vues de l'objet sont prises, la position dans l'espace 
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des points réels peut alors être obtenue par intersection de ces droites : c'est le principe 

de triangulation fondamental de toute reconstruction 3D à partir d'images 2D [31]. 

 

Figure 1. 5 : Projection de points. 

1.2.2.3  Modélisation à partir de scanner 

Les scanners 3D permettent généralement de créer un nuage de points d'échantillons 

géométriques à la surface de l’objet. Ces points sont utilisés pour extrapoler la forme de l’objet 

(un processus appelé reconstruction). Si l'information de couleur est recueillie à chaque point, les 

couleurs sur la surface de l’objet peuvent également être déterminées. Les scanners 3D sont très 

analogues aux caméras. Comme les caméras, ils ont un champ de vision en forme de cône, et ils 

ne peuvent pas recueillir des informations sur les surfaces qui ne sont pas obscurcies. Une 

caméra recueille des informations de couleur sur les surfaces dans son champ de vision, tandis 

qu'un scanner 3D recueille des informations de distance sur les surfaces dans son champ de 

vision. L’image produite par un scanner 3D décrit la distance à une surface à chaque point de 

l'image.  

Il existe deux types de scanners 3D : les scanners avec et sans contact. Les scanners 3D sans 

contact peuvent être classés en deux grandes catégories: les scanners actifs et les scanners 

passifs.  

1) Scanners avec contact : ils sondent l’objet grâce à un contact physique et ont une bonne 

précision (voir Figure 1.6). Cependant, leur principe basé sur un contact physique, peut 

détruire ou altérer les objets fragiles tels que les objets historiques par exemple. Un autre 
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inconvénient de cette technologie est sa relative lenteur par rapport aux autres méthodes. 

Ce type de scanner est utilisé dans l’industrie pour leur précision. Ils permettent de 

mesurer des distances, des courbes avec une haute précision, ce sont des outils de 

métrologie. 

 

Figure 1. 6 : Scanner avec contact. 

2) Scanners sans contact actifs : ils émettent une sorte de rayonnement ou de lumière et 

détectent leur réflexion afin de sonder un objet ou un environnement. Différents types de 

source de rayonnement sont utilisés : laser, lumière, ultrason ou rayon X. Les scanners 

3D à technologie laser peuvent être divisés en trois catégories : les scanners par 

triangulation, les scanners par temps de vol et les scanners par décalage de phase [29]. 

3) Les scanners sans contact passifs: ils n’émettent aucun rayonnement ou lumière vers 

l’objet, ils ne font que détecter les réflexions des rayonnements ambiants (la lumière 

visible dans la plupart des cas).  Ne nécessitant que des capteurs d’appareils photos 

ordinaires, ces solutions restent les moins coûteuses.  Il existe différentes technologies de 

scan passif : a) Photogrammétrie [32], cette technologie était d’abord utilisée pour 

numériser des objets de grande taille, comme les constructions ou les bâtiments. Comme 

son nom l’indique, c’est une technique basée sur la prise de photos multiples de l’objet à 

scanner sous différents angles et en suivant une trajectoire précise; les points communs 

sont ensuite référencés et identifiés dans chaque image, manuellement ou 
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automatiquement.  b) Les scanners stéréoscopiques basés sur la vision humaine, ce type 

de scanner pointe deux caméras vidéos, légèrement espacées, vers le sujet. En analysant 

les petites différences entre les images prises par chacune des caméras, il est possible de 

calculer la position de chaque point. c) le scanner à silhouette, sa technique consiste à 

prendre une série d’images du sujet contre un arrière-plan contrasté, d’où son nom. Un 

logiciel d’édition d’image permet ensuite de détacher les silhouettes du fond contrasté et 

de les réunir pour former un modèle 3D de la surface extérieure de l’objet. 

1.3  Génération du maillage 3D 

La génération de maillage est définie comme le processus de fragmentation d'un objet physique 

en petits éléments, afin d'effectuer une solution numérique pour une équation différentielle 

partielle ou intégrale. Les domaines de surface peuvent être subdivisés en formes triangulaires ou 

quadrilatérales, tandis que les volumes peuvent être subdivisés principalement en formes 

tétraédriques ou hexaédriques. Les algorithmes de maillage définissent idéalement la forme et la 

distribution de ses éléments. 

La génération du maillage est généralement considérée comme l'étape de prétraitement des 

techniques numériques de calcul. Les maillages utilisés dans les algorithmes de résolution 

numérique doivent satisfaire plusieurs conditions en fonction du problème. Certaines de ces 

conditions peuvent être résumées comme suit [33] : 

 Le maillage doit être suffisamment fin pour produire une approximation de la géométrie 

d'origine, 

 Les éléments constituant le maillage doivent être de bonne qualité, car les éléments mal 

formés peuvent causer des matrices mal conditionnées, 

 Le nombre d'éléments dans le maillage ne doit pas être trop important, car plus la taille de 

ces éléments augmente plus la complexité algorithmique augmente. 

Un maillage d'un domaine 𝜑 est défini par un ensemble 𝛤ℎ constitué d'un nombre fini de 

segments en une dimension, segments, triangles et quadrilatères en deux dimensions et des 

tétraèdres, pentaèdres et hexaèdres dans trois dimensions. Les éléments, désignés par 𝐾, sont les 

éléments du maillage. 

Définition 1.1 : 𝛤ℎ est un maillage conforme du domaine 𝜑 si les conditions suivantes sont 

satisfaites : 
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1) �̅� = ⋃ 𝐾𝐾𝜖𝛤ℎ , 

2) tous les éléments 𝐾 de 𝛤ℎ ont un intérieur non vide, 

3) l'intersection de deux éléments de 𝛤ℎ est réduite à un sommet d'élément, un bord 

d'élément ou une face d'élément. 

Définition 1.2 : La connectivité d'un maillage 3D définit la connexion entre ses sommets. 

Deux grands types de maillage sont actuellement utilisés dans les simulations numériques, ils 

correspondent à une connectivité particulière: 

Définition 1.3 : Un maillage est appelé structuré si sa connectivité utilise la méthode des 

différences finies [29]. 

Et contrairement, 

Définition 1.4 : Un maillage est appelé non structuré si sa connectivité est de tout autre type 

différent de la définition 1.3. 

Définition 1.5 : La topologie d'un élément est sa description (y compris celle de ses arêtes et 

faces) en termes de ses sommets. 

Un maillage peut être mixte ou hybride selon la nature de ses éléments et suivant les définitions 

suivantes : 

Définition 1.6 : un maillage est dit mixte s'il contient des éléments de nature géométrique 

différente. 

Définition 1.7 : Un maillage est dit hybride s'il contient des éléments avec des dimensions 

spatiales différentes (voir Figure 1.7). 

Un maillage mixte, en deux dimensions, est composé de triangles et de quads. Un maillage 

hybride, à nouveau en deux dimensions, est clairement un maillage mixte, mais inclut par 

exemple certains triangles avec certains segments [34]. 

Un maillage surfacique peut être Manifold
1
 ou pas suivants les définitions suivantes : 

Définition 1.8 : un maillage surfacique est Manifold si ses bords internes sont partagés par 

exactement deux éléments (un élément dans le cas d'un bord externe pour une surface ouverte). 

Sinon, le maillage est dit non-Manifold. 
                                                           
1
 Un espace topologique qui ressemble localement à l'espace euclidien près de chaque point. 
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Figure 1. 7 : Maillage hybride triangulaire/quadrilatère. 

1.3.1  Les éléments du maillage 3D 

Les éléments sont les composants de base d'un maillage 3D. Un élément est défini par sa nature 

géométrique (triangle, quadrilatère, etc.) et une liste de sommets. Cette liste permet la définition 

complète d’un élément, y compris la définition de ses bords et faces (en trois dimensions).  

Définition 1.9 : La connectivité d'un élément de maillage est la définition des connexions entre 

ses sommets (appelé aussi vertex). Cette connectivité rend possible la description de la topologie 

de l'élément. 

Définition 1.10 : La topologie d'un élément du maillage 3D est la définition de cet élément en 

termes de ses faces et arêtes, ces deux dernières étant définies en termes de sommets de l'élément 

(voir Figure 1.8). 

 
Figure 1. 8 : Élément d’un maillage 3D. 

 

Arêtes 

Sommets 

Face 
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1.3.1.1  Connectivité et topologie d’un élément triangulaire 

La numérotation des sommets et des arêtes est prédéfinie de telle sorte que certaines propriétés 

sont implicitement respectées. La numérotation orientée des sommets nous permet de calculer la 

surface d'un triangle avec un sens positif, ou directionnel. Elle nous permet également d'évaluer 

les normales directionnelles pour chaque arête. 

Dans le cas d'un triangle 𝜖 𝑅2 avec une connectivité [1,2,3] (voir Figure 1.9), la numérotation 

des sommets est déduite du premier sommet ayant été choisi en suivant le sens inverse des 

aiguilles d'une montre. La topologie peut être bien définie au moyen de la définition des arêtes: 

- L’arrête [1] relie le sommet (1) au sommet (2), 

- L’arrête [2] relie le sommet (2) au sommet (3), 

- L’arrête [3] relie le sommet (3) au sommet (1), 

 

 

 

 

 

1.3.1.2  Autres connectivités et topologies 

Les éléments autres que les triangles sont définis comme suit : 

 Les quadrilatères : une connectivité [1, 2, 3,4] avec une numérotation semblable à celle 

des éléments triangulaires (voir Figure 1.10). 

 

 

 

 

 

 

 

- L’arrête [1] relie le sommet (1) au sommet (2), 

- L’arrête [2] relie le sommet (2) au sommet (3), 

- L’arrête [3] relie le sommet (3) au sommet (4), 

4 

1 
2 

3 

2 

1 

3 

Figure 1. 9 : Élément triangulaire d’un maillage. 

Figure 1. 10 : Quadrilatère.. 
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- L’arrête [4] relie le sommet (4) au sommet (1), 

 Les tétraèdres : une connectivité [1, 2, 3,4] avec quatre faces (voir Figure 1.11), la 

topologie est définie comme suit : 

- L’arrête [1] relie le sommet (1) au sommet (2), 

- L’arrête [2] relie le sommet (2) au sommet (3), 

- L’arrête [3] relie le sommet (3) au sommet (1), 

- L’arrête [4] relie le sommet (1) au sommet (4), 

- L’arrête [5] relie le sommet (2) au sommet (4), 

- L’arrête [6] relie le sommet (3) au sommet (4), 

Et pour les faces : 

- La face [1] formée par les sommets (1) (3) (2), 

- La face [2] formée par les sommets (1) (4) (3), 

- La face [3] formée par les sommets (1) (2) (4), 

- La face [4] formée par les sommets (2) (3) (4), 

 

 

 

 

 

 

 

 Les pentaèdres : une connectivité [1, 2, 3, 4, 5, 6] avec cinq faces (voir Figure 1.12), la 

topologie est définie comme suit : 

- L’arrête [1] relie le sommet (1) au sommet (2), 

- L’arrête [2] relie le sommet (2) au sommet (3), 

- L’arrête [3] relie le sommet (3) au sommet (1), 

- L’arrête [4] relie le sommet (1) au sommet (4), 

- L’arrête [5] relie le sommet (2) au sommet (5), 

- L’arrête [6] relie le sommet (3) au sommet (6), 

- L’arrête [7] relie le sommet (4) au sommet (5), 

- L’arrête [8] relie le sommet (5) au sommet (6), 

- L’arrête [9] relie le sommet (6) au sommet (4), 

3 

2 

1 

4 

Figure 1. 11 : Tétraèdre. 
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Et pour les faces : 

- La face [1] formée par les sommets (1) (3) (2), 

- La face [2] formée par les sommets (1) (4) (6) (3), 

- La face [3] formée par les sommets (1) (2) (5) (4), 

- La face [4] formée par les sommets (4) (5) (6), 

- La face [5] formée par les sommets (2) (3) (5) (6), 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Les hexaèdres : une connectivité [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8] avec six faces (voir Figure 1.13), 

La topologie est définie comme suit : 

- L’arrête [1] relie le sommet (1) au sommet (2), 

- L’arrête [2] relie le sommet (2) au sommet (3), 

- L’arrête [3] relie le sommet (3) au sommet (4), 

- L’arrête [4] relie le sommet (4) au sommet (1), 

- L’arrête [5] relie le sommet (1) au sommet (5), 

- L’arrête [6] relie le sommet (2) au sommet (6), 

- L’arrête [7] relie le sommet (3) au sommet (7), 

- L’arrête [8] relie le sommet (4) au sommet (8), 

- L’arrête [9] relie le sommet (5) au sommet (6), 

- L’arrête [10] relie le sommet (6) au sommet (7), 

- L’arrête [11] relie le sommet (7) au sommet (8), 

- L’arrête [12] relie le sommet (8) au sommet (5), 

Et pour les faces : 

- La face [1] formée par les sommets (1) (4) (3) (2), 

- La face [2] formée par les sommets (1) (5) (8) (4), 

5 

3 

2 

1 

4 6 

Figure 1. 12 : Pentaèdre. 
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- La face [3] formée par les sommets (1) (2) (6) (5), 

- La face [4] formée par les sommets (5) (6) (7) (8), 

- La face [5] formée par les sommets (2) (3) (7) (6), 

- La face [6] formée par les sommets (3) (4) (8) (7), 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.3.2  Contenant du maillage 

La structure choisie pour stocker un maillage doit être pratique en vue des calculs possibles. Elle  

doit évidemment inclure toutes les informations précédemment définies (coordonnées, 

connectivités et topologies) afin que les données physiques puissent être facilement appliquées 

selon le problème à résoudre. Il n'y a pas de manière unique pour stocker ces valeurs. Le choix 

entre une structure de maillage et une autre dépend fortement de l'utilisation requise du maillage 

lors du calcul. Au cours de cette étape, différentes actions doivent être  possibles, telles que : 

- Accéder facilement aux sommets, arêtes et faces d'un élément donné, 

- Pouvoir appliquer les prescriptions physiques, 

- Calculer les normales, les dérivées, les volumes, les surfaces…etc. qui sont nécessaires, 

- Obtenir la liste des voisins d'un sommet quelconque. 

Ainsi, la structure de maillage la plus simple peut être conçue de telle sorte qu'elle contienne les 

informations suivantes: 

- Le nombre de sommets dans le maillage, 

- Leurs coordonnées, 

- Le nombre d'éléments dans le maillage, 

8 
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6 

5 

4 
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3 

Figure1. 13 : Hexaèdre. 
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- La liste des éléments comprenant, pour chacun, sa nature géométrique (cette information 

est nécessaire lorsque le maillage contient des éléments qui sont géométriquement 

différents, par exemple triangles et quadrilatères). 

La caractérisation de tout objet (point, bord, face, élément) avec respect de ses valeurs physiques 

qui doivent être appliquées peut être déterminée en valeur entière ou attribut. Pour construire 

cette structure, il est nécessaire d'utiliser des matrices, des listes, des listes chaînées, des arbres et 

d'autres structures de base qui sont décrites dans [35]. 

Pour construire une structure de maillage, plusieurs méthodes peuvent être utilisées, le schéma 

suivant définit une structure différente de celle qui a été décrite précédemment. Elle est conçue 

de telle sorte qu'elle contienne les données suivantes: 

- Le nombre d'éléments dans le maillage, 

- La liste de ces éléments comprenant, pour chacun d’entre eux, le nombre et la liste de ses 

faces et sa matière constitutive, 

- Le nombre de faces dans le maillage, 

- La liste de ces faces, y compris, pour chacune, le nombre et la liste de ses arêtes et sa 

caractérisation physique, 

- Le nombre de sommets dans le maillage, 

- La liste de ces sommets comprenant, pour chacun, ses coordonnées et sa caractérisation. 

Il est clair que la seconde structure de maillage comprend exactement les mêmes informations 

que la première, mais l'accès à ces valeurs est fondamentalement différent.  

1.3.3  Structure du maillage 

La structure du maillage est l'implémentation réelle conçue pour que les données du maillage 

définies dans la section 1.3.2 puissent être organisées facilement. Ainsi, la structure du maillage 

doit être définie avec soin en fonction de son utilisation. A l'étape de génération de maillage, elle 

doit être conçue de telle sorte que les algorithmes puissent être mis en œuvre efficacement tandis 

qu'à l'étape de calcul elle doit être commode pour réaliser les opérations souhaitées. 

La première structure de maillage, à savoir la structure interne, peut être différente de la structure 

externe. Les algorithmes traitent la structure interne et produisent la structure externe comme 

sortie. Dans les deux cas, les structures (internes ou externes) doivent être conçues pour faciliter 

les différentes opérations requises. 
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Lors de l'étape de génération de maillage, la structure interne repose sur les structures de base 

déjà mentionnées dans la section 1.3.2. Elle se compose de tableaux, de listes chainées et d'arbres 

appropriés pour que l'information soit facilement accessible et puisse être facilement manipulée. 

Les opérations nécessaires incluent des calculs (longueur, surface, volume, normal,...etc.), et 

construction de piles,…etc. 

Lorsque le maillage est généré, les informations nécessaires à sa création peuvent devenir 

inutiles et ne doivent pas être stockées dans la structure externe. Par conséquent, ce dernier est 

constitué d'informations extraites de la structure interne qui seront nécessaires à l'étape de calcul. 

A titre d’exemple, la structure de maillage externe connue sous le nom de NOPO, utilisée par le 

logiciel Modulef [36] correspond à une description élément par élément des maillages et fournit 

un accès séquentiel à l'information. La structure de données NOPO est écrite en Fortran. Elle est 

composée de six tableaux d'une organisation prédéfinie, les premières tables, avec un nombre 

fixe de variables, contiennent la description générale du maillage ce qui permet de dimensionner 

dynamiquement les autres tables de la structure. La structure NOPO est décrite ci-dessous: 

- Tableau NOP0: informations générales. Ce tableau contient une description générale. 

- Tableau NOP1: descripteur de tables supplémentaires, si elles existent. 

- Tableau NOP2: description générale du maillage. Ce tableau contient les valeurs 

décrivant le maillage. Il comprend par exemple la dimension de l'espace (2D ou 3D), le 

nombre de numéros de référence (attribut physique), le nombre de numéros de sous-

domaine (attribut physique), le nombre d'éléments dans le maillage, le nombre de points, 

le nombre d’arêtes, le nombre de triangles, le nombre de quadrilatères, le nombre de 

tétraèdres, le nombre de pentaèdres, le nombre d'hexaèdres, ...etc. 

- Tableau NOP3: pointeur facultatif si la table suivante est segmentée. 

- Tableau NOP4: coordonnées des sommets. 

- Tableau NOP5: description de l'élément séquentiel. Ce tableau décrit chaque élément du 

maillage de façon séquentielle en spécifiant pour chacun son code géométrique, son 

numéro de sous-domaine, le nombre de nœuds et leur liste, le nombre de points et leur 

liste puis les attributs physiques associés à ses points, les arêtes et faces. 

Actuellement, il existe de nombreux logiciels pour la génération, la conception et le traitement 

de modèles 3D. Les plus célèbres incluent AutoCAD, 3ds Max, Maya, ngPlant, Multigen, 

SketchUp, ainsi que d’autres. Les données 3D peuvent être stockées dans divers formats, y 

compris 3DS, OBJ, STL, VRML, OFF…etc.  
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1.3.4  Techniques de génération de maillage 

Il existe plusieurs méthodes de génération de maillage, qui peuvent être classées comme suit: 

1.3.4.1  Les méthodes manuelles 

Ces méthodes consistent simplement à énumérer, de façon appropriée, tous les éléments du 

maillage à construire. Plus précisément, il est de la responsabilité de l'utilisateur de définir: 

 Le nombre d'éléments à créer en spécifiant pour chacun: 

- Sa nature géométrique, 

- La liste de ses sommets de manière appropriée, 

- Les attributs physiques associés à l'élément et à ses éléments constitutifs (faces, 

arêtes et sommets), 

 Le nombre de sommets et leurs coordonnées. 

Il est clair que seuls les maillages simples, ou les sections simples de maillages plus complexes, 

peuvent être créées en utilisant cette approche. Ces maillages peuvent être utilisés dans des 

créations plus compliquées via des procédés de modification de maillage (transformations 

géométriques de ces maillages initiaux (par exemple par translation, rotation, symétrie, ...) ou des 

méthodes de combinaison (création d'un maillage par juxtaposition de deux maillages existants 

partageant une zone commune)). 

1.3.4.2  Les méthodes d’extrusion 

Le principe de ces méthodes consiste à créer des éléments de dimension 𝑑 + 1 à partir 

d’éléments de dimension 𝑑 d'une part et d'une ligne maillée servant de ligne de génération 

d'autre part. Comme illustré dans la Figure 1.14, un point (c'est-à-dire un élément réduit en un 

point, un élément de dimension 0) défini dans l'espace 𝑑 dimensionnel, produit une série de 

segments (élément d'une dimension) définis dans l'espace 𝑑 + 1 dimensionnel. Un segment 

(élément d'une dimension) défini dans l'espace 𝑑 dimensionnel produit des quadrilatères dans 

l’espace 𝑑 + 1 dimensionnel. Un triangle sert de support à la création de pentaèdres, tandis qu'un 

quadrilatère produit un hexaèdre. 

Des dégénérescences d’éléments peuvent être rencontrées pour certaines positions spéciales de la 

ligne de génération par rapport au maillage (voir Figure 1.15). Dans ce cas, les segments peuvent 

produire non seulement des quadrilatères, mais aussi des triangles. Les triangles peuvent 

produire des pentaèdres dégénérés et des quadrilatères peuvent produire des hexaèdres 
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dégénérés. Selon la situation, les éléments dégénérés sont valides, ou non, dans le contexte des 

éléments finis habituels. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.3.4.3  Les méthodes semi-automatiques 

Une méthode est dite semi-automatique si, tout en utilisant des opérations automatiques, elle 

nécessite une certaine interaction de l'utilisateur. Les méthodes semi-automatiques typiques sont 

celles basées sur l'approche multi-blocs [37]. 

Ces méthodes représentent une solution pour la création de maillages pour les géométries 

complexes, un procédé multi-blocs consiste essentiellement à diviser le domaine en plusieurs 

blocs ayant une forme quadrilatérale en deux dimensions ou une forme hexaédrique en trois 

dimensions. Plusieurs schémas de méthode multi-blocs existent, ils peuvent être résumés comme 

suit: 

Ligne de 

génération 

Point 
Segment 

Quadrilatère 

Triangle 

Figure 1. 14 : Correspondances de la méthode par extrusion. 

Figure 1. 15 : Exemples de dégénérescences. 
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 Tout partitionner en blocs : 

- Numéroter les sommets des blocs requis, 

- Définir les bords et les faces qui forment les interfaces entre différents blocs. 

 Discrétiser ces interfaces avec les objectifs suivants: 

- Capturer la géométrie aussi bien que possible, 

- Assurer un montage correct des différents maillages lors de la création du 

maillage global, 

- S'assurer que chaque bloc est bien défini par rapport à la génération de maillage 

local. 

 Appliquer la méthode de génération de maillage localement pour créer les points internes 

pour chaque bloc. 

 Construire le maillage final en ajoutant les maillages des différents blocs. Cette phase 

peut être faite facilement si la connexion d'un bloc à un autre est bien définie. 

1.3.4.4  Les méthodes automatiques 

Une méthode est dite automatique si elle ne nécessite aucune intervention de l'utilisateur qui ne 

doit fournir que les données nécessaires. En général, les données correspondent à une 

discrétisation de la frontière du domaine considéré et, dans certains cas, incluent les données de 

tous les points internes (ou certains).  

1.3.4.5  Génération de maillage surfacique 

La création d'un maillage surfacique est un problème délicat, la principale difficulté réside dans 

le fait que la description de surface et la génération de maillage superficiel sont deux problèmes 

distincts. Ils sont fortement liés mais ils n'ont pas les mêmes contraintes et les mêmes buts. Les 

systèmes les plus populaires pour la description de surface fournissent une description d'une 

surface constituée de patchs reposant sur différents types d'interpolation (Splines, Bezier, 

NURBS, etc ...). Les patchs sont définis uniquement en termes d'approximation de surface: cela 

signifie que pour certaines raisons géométriques, les patchs peuvent être très différents en taille 

et type d’interpolation [38]. Un patch peut être un quadrilatère généralisé avec des lignes ou des 

points désignés comme support géométrique qui doivent être conservés dans le maillage de 

surface (voir Figure 1.16).  
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La génération de maillage de surface est un problème complexe qui ne peut pas être réduit à une 

boucle sur des patchs la décrivant. Il existe plusieurs algorithme qui font la génération de 

maillage surfacique tel que :  

 Algorithmes locaux conçus pour traiter un patch donné, 

 Algorithmes globaux capables de traiter une collection de patchs. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Les logiciels CAD qui proposent des options de maillage de surface n'incluent pas les 

générateurs de maillage automatique, mais une grande liste d'algorithmes que l'utilisateur doit 

utiliser pour générer et ajuster le maillage surfacique de façon interactive jusqu'à ce que le 

maillage de surface complet soit correctement exécuté. Parmi ces algorithmes, nous trouvons des 

outils de regroupement de plusieurs patchs, des méthodes de génération de maillage local et 

global, des processus de projection, des transformations topologiques et géométriques et de 

puissants outils de visualisation pour aider l'utilisateur à vérifier les différentes étapes du 

processus de génération de maillage [38]. 

1.4  Conclusion 

Dans ce chapitre nous avons présenté brièvement les différentes structures et techniques de 

génération de maillages d’objets 3D. Les objets 3D sont largement utilisés dans plusieurs 

disciplines telles que la vision par ordinateur, le génie mécanique, la biologie moléculaire et la 

chimie...etc. Récemment, un grand nombre de problèmes spécifiques à la représentation et 

l’analyse des formes 3D ont été étudiés, leur but étant de décrire de manière quantitative et 

qualitative les objets présents dans une image en vue de leurs interprétations et d’une prise de 

décision. Dans le chapitre suivant le cas particulier du maillage triangulaire sera présenté.

C D 

B 
A A 

B 

C 

B A 

  

c 

b a 

d b 

b a 

c b 

b a 

a 

Figure 1. 16 : Différents types de patchs. 
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2.1  Introduction 

Les maillages triangulaires sont largement utilisés par les systèmes de modélisation graphique,  

en raison de leur simplicité, de leur flexibilité et du fait qu'ils soient largement supportés par le 

matériel graphique. L'efficacité et la consommation de mémoire des algorithmes de modélisation 

géométrique dépendent en grande partie des structures de données du maillage.  

L'évaluation d'une structure de données nécessite de mesurer différents critères tels que le temps 

de construction pendant le prétraitement, le temps d'exécution d’une opération spécifique et la 

consommation de mémoire et la redondance. Bien qu'il ne soit pas rare de concevoir une 

structure de données spécialisée pour un algorithme particulier, il existe un certain nombre de 

structures de données communes à plusieurs algorithmes de traitement de géométrie 3D, qui 

seront examinés dans ce chapitre. 

2.2  Maillage triangulaire 

Dans de nombreux algorithmes de traitement géométrique, les maillages triangulaires sont 

considérés comme une collection de triangles sans structure mathématique particulière. Tout 

point 𝑃 à l'intérieur d'un triangle [𝑎, 𝑏, 𝑐] peut-être écrit d'une manière unique comme une 

combinaison barycentrique des points d'angle : 

𝑃 = 𝛼𝑎 + 𝛽𝑏 + 𝛾𝑐 (2.1) 

Avec : 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = 1  et  𝛼, 𝛽, 𝛾 ≥ 0   

En choisissant un triangle arbitraire [𝑢, 𝑣, 𝑤] dans les paramètres, on peut définir une fonction 

linéaire 𝑓: 𝑅2 → 𝑅3 avec : 

𝛼𝑢 + 𝛽𝑣 + 𝛾𝑤  → 𝛼𝑎 + 𝛽𝑏 + 𝛾𝑐 (2.2) 

Un maillage triangulaire 𝑀 se compose d'une composante géométrique et d'une composante 

topologique, cette dernière peut être représentée par un ensemble de sommets 𝑉 et un ensemble 

de faces triangulaires 𝐹 les reliant. 

𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑉} (2.3) 

𝐹 = {𝑓1, 𝑓2, … , 𝑓𝐹}, 𝑓𝑖 ∈ 𝑉 × 𝑉 × 𝑉  

 

(2.4) 
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Il est parfois plus simple de représenter la connectivité d'un maillage triangulaire en fonction de 

ses bords 𝐸 : 

𝐸 = {𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝐸}, 𝑒𝑖 ∈ 𝑉x𝑉 (2.5) 

L'assemblage géométrique d'un maillage triangulaire dans 𝑅3 est spécifié en associant une 

position 𝑃𝑖 à chaque sommet 𝑣𝑖 ∈ 𝑉 : 

𝑃 = {𝑃1, … , 𝑃𝑣}, 𝑃𝑖 = 𝑃(𝑣𝑖) = (

𝑥(𝑣𝑖)
𝑦(𝑣𝑖)
𝑧(𝑣𝑖)

) ∈ 𝑅3 (2.6) 

Chaque face 𝑓 ∈ 𝐹 correspond à un triangle dans l’espace 3D défini par ses trois positions de 

sommet.  

La connectivité peut être représentée par une table d'incidence triangle-sommet, qui associe 

chaque triangle à trois étiquettes entières qui font référence à ses sommets de délimitation. La 

formule d'Euler [39] établit une relation intéressante entre le nombre de sommets 𝑉, les bords 𝐸, 

et les faces 𝐹 du maillage : 

𝑉 − 𝐸 + 𝐹 = 2(1 − 𝑔) (2.7) 

Où 𝑔 est le genre de la surface (voir Figure 2.1).  

 

Figure 2. 1 : Genre de la surface, de gauche à droite : une sphère avec g = 0, un torus avec g = 1 et un 

double torus avec g = 2 [40]. 

Comme c’est le cas pour la plupart des applications pratiques, le genre 𝑔 est petit par rapport au 

nombre d'éléments, donc on peut supposer que le côté droit de l'équation (2.7) est négligeable. 

Compte tenu de cela et du fait que chaque triangle est limité par trois arêtes et que chaque bord 
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du collecteur intérieur est incident à deux triangles, on peut obtenir les statistiques de mailles 

intéressantes qui sont : 

- Le nombre de triangles est deux fois le nombre de sommets : 𝐹 ≈ 2𝑉. 

- Le nombre d'arêtes est trois fois le nombre de sommets : 𝐸 ≈ 3𝑉. 

- La valence moyenne des sommets (nombre d'arêtes incidentes) est 6. 

2.3  Structure de maillage basée sur les faces 

La manière la plus simple de représenter un maillage surfacique consiste à stocker un ensemble 

de faces polygonales individuelles représentées par leurs positions de sommets. Pour le cas plus 

simple des maillages triangulaires, cela nécessite de stocker trois positions de sommet par face 

(voir Figure 2.2). En utilisant des nombres simples de 32 bits pour représenter les coordonnées 

des sommets, cela nécessite 3.3.4 = 36 𝑜𝑐𝑡𝑒𝑡𝑠 par triangle. Puisque, en raison de la formule 

d'Euler (équation  (2.7)), le nombre de faces 𝐹 est environ deux fois le nombre de sommets 𝑉, 

cette structure de données consomme en moyenne 72 octets / sommet. Certains formats 

d'échange de données, comme le STL (STereoLithography), utilisent cette représentation de 

données. 

Ces relations deviendront importantes lors de l'estimation de la complexité de l'exécution des 

algorithmes de traitement des maillages et lors de l'analyse des structures de données ou le 

format des maillages triangulaires. 

 

Figure 2. 2 : Représentation face-sommets (vertices) [39]. 

Cette structure est simple et efficace en stockage, elle est utilisée dans de nombreux formats de 

fichiers tels que OFF, OBJ et VRML. Cependant, sans informations de connectivité 

supplémentaires, cette structure de données nécessite des recherches coûteuses pour récupérer 
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l'information d'adjacence locale d'un sommet et n'est donc pas suffisamment efficace pour la 

plupart des algorithmes. 

2.4  Structure de maillage basée sur les bords 

Les structures de données pour les maillages polygonaux sont en général basées sur les bords, 

puisque la connectivité est principalement décrite par les bords du maillage. Les structures de 

données à base de bords bien connues sont les structures de données à bords ailés (en anglais 

winged-edges) et quad-bords (en anglais quad-edges) dans différentes variantes [39]. 

La structure de données à bords ailés est décrite dans la Figure 2.3. Chaque bord stocke des 

références à ses sommets d'extrémité, à ses deux faces d'incidence, et au bord suivant et 

précédent à l'intérieur des faces gauche et droite, respectivement. Les sommets et les faces 

enregistrent une référence à l'un de ses bords incidents. Au total, cela conduit à une 

consommation de mémoire de 16 𝑜𝑐𝑡𝑒𝑡𝑠 par sommet, et de 32 𝑜𝑐𝑡𝑒𝑡𝑠 par bord, ainsi que 4 𝑜𝑐𝑡𝑒𝑡𝑠 

par face, ce qui donne un total de 120 𝑜𝑐𝑡𝑒𝑡𝑠 par sommet (car selon la formule d’Euler décrite 

dans l’équation (2.7) : 𝐹 ≈ 2𝑉 et 𝐸 ≈ 3𝑉). 

 

Figure 2. 3: Structure de maillage basée sur les bords [39]. 

2.5  Structure de maillage basée sur les demi-bords 

Les structures de données à demi-bords(en anglais halfedge), divisent chaque bord en deux 

demi-bords [39]. Dans une structure de données à demi-bords les demi-bords sont orientés de 

façon constante dans le sens inverse des aiguilles d'une montre autour de chaque face et le long 

de chaque limite (voir Figure 2.4). Chaque demi-bord désigne un coin unique (un sommet non 

partagé dans une face) et, par conséquent, des caractéristiques tels que des coordonnées de 

texture ou des normales peuvent être mémorisées. 

Pour chaque demi-bord les caractéristiques suivantes sont mémorisées : 
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- Le sommet vers lequel il pointe, 

- Son côté adjacent (un pointeur zéro s'il s'agit d'un demi-bord d’extrémité), 

- Le demi-bord suivant de la face ou de l’extrémité (dans le sens inverse des aiguilles d'une 

montre), 

- Le demi-bord précédent  de la face, et 

- Le demi-bord opposé (ou inverse). 

 

Figure 2. 4 : Connectivité dans une structure de données à demi-bords [39]. 

Le nombre de demi-bords 𝐻 est environ six fois le nombre de sommets 𝑉, la consommation 

totale de mémoire est de 16 𝑏𝑦𝑡𝑒𝑠 par sommet, 20 𝑏𝑦𝑡𝑒𝑠 par demi-bord, et  4 𝑏𝑦𝑡𝑒𝑠 par face ce 

qui donne un total de 144 𝑏𝑦𝑡𝑒𝑠 par sommet.  

2.6  Structure de données dirigée par les bords 

La structure de données dirigée par les bords est une variante de la structure de données à demi-

bords qui est particulièrement conçue pour des maillages triangulaires [39]. Elle est basée sur des 

indices qui font référence à chaque élément du maillage (sommet, face ou demi-bord). 

L'indexation suit certaines règles qui encodent implicitement certaines informations de 

connectivité du maillage triangulaire. Au lieu de jumeler les demi-bords qui sont opposés, cette 

structure de données regroupe les trois demi-bords appartenant à un triangle commun. 

Supposons que 𝑓 représente l’indice d’une face, les indices des trois demi-bords sont donnés 

comme suit : 

𝑑𝑒𝑚𝑖 − 𝑏𝑜𝑟𝑑(𝑓, 𝑖) = 3𝑓 + 𝑖           𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑖 = 0, 1, 2. (2.8) 

Supposons aussi que ℎ représente l’indice d’un demi-bord. Alors, les indices de sa face adjacente 

et son indice à l’intérieur de cette face sont donnés par : 
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𝑓𝑎𝑐𝑒(ℎ) = ℎ/3 (2.9) 

𝑓𝑎𝑐𝑒𝑖𝑛𝑑𝑖𝑐𝑒(ℎ) = ℎ 𝑚𝑜𝑑𝑢𝑙𝑜 3 (2.10) 

L'index du demi-bord suivant de ℎ peut être calculé par (ℎ + 1) 𝑚𝑜𝑑𝑢𝑙𝑜 3. Les parties restantes 

de la connectivité doivent être stockées comme suit : chaque sommet mémorise sa position et 

l'indice d'un demi-bord sortant, chaque demi-bord mémorise l'indice de son demi-bord opposé 

ainsi que l'indice de son sommet. Ceci conduit à une consommation de mémoire de seulement 

16 octets par sommet, et de 8 octets  par demi-bord, ce qui donne un total de 64 octets par 

sommet. 

La structure de données dirigée par les bords peut représenter tous les maillages triangulaires qui 

peuvent être représentés par une structure de données en demi-bord. Le principal avantage de 

cette structure est son efficacité en termes de mémoire. Ses inconvénients sont : 

a) La restriction aux maillages triangulaires, 

b) L'absence de représentation explicite des arêtes. 

2.7  Paramétrage du maillage triangulaire 

Le paramétrage d'une surface 3D est une fonction mettant cette surface en correspondance avec 

un domaine 2D. Cette notion joue un rôle important dans le traitement géométrique puisqu'elle 

permet de transformer des problèmes complexes de modélisation 3D en un espace 2D où ils sont 

plus simples à traiter. Le paramétrage est indispensable à de nombreuses applications telles que 

l'ajustement de surface, la cartographie des textures, et le remaillage [41]. 

Le maillage triangulaire de surface est défini par des sommets 𝑣1, … , 𝑣𝑛 ∈ 𝑉, des positions 

𝑝1, … , 𝑝𝑛 , et un ensemble de faces triangulaires 𝐹 qui sont naturellement paramétrés à l'aide de 

fonctions linéaires par morceaux dont les morceaux correspondent aux triangles de la surface 

[39]. Ainsi, il est possible de représenter le paramétrage par l'ensemble de toutes les coordonnées 

(𝑢𝑖, 𝑣𝑖) associées à chaque sommet (𝑥𝑖, 𝑦𝑖 , 𝑧𝑖). De plus, ces coordonnées doivent être telles que 

l'image de la surface dans l'espace paramétré ne s'auto-intersecte pas. Cela signifie que 

l'intersection de deux triangles quelconques dans l'espace paramétré est soit un bord commun, 

soit un sommet commun, soit vide (voir Figure 2.5). 
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Figure 2. 5 : Paramétrage d’une surface triangulée. 

Soit (𝑢, 𝑣)  un point donné appartenant à l’espace 𝛺, le paramétrage 𝑥 est donné par :  

𝑥(𝑢, 𝑣) = 𝛼𝑝𝑖 + 𝛽𝑝𝑗 + 𝛾𝑝𝑘 (2.11) 

Où (𝑖, 𝑗, 𝑘) représentent les indices tel que le triangle [(𝑢𝑖, 𝑣𝑖), (𝑢𝑗 , 𝑣𝑗), (𝑢𝑘, 𝑣𝑘)] dans l’espace 

paramétré contienne le point (𝑢, 𝑣). Le triplet (𝛼, 𝛽, 𝛾) représente les coordonnées 

barycentriques au point (𝑢, 𝑣) du triangle. 

2.8  Remaillage (Remeshing)  

Le remaillage est une technique importante pour l'amélioration de la qualité du maillage, il est 

utilisé dans de nombreuses applications industrielles telles que la simulation numérique, la 

modélisation géométrique, etc. Les techniques de remaillage ont connu une avancée considérable 

ces dernières années, et plusieurs algorithmes ont été développés. Le premier objectif du 

remaillage consiste à réduire la complexité d'un maillage d'entrée, sous réserve de certains 

critères de qualité. Le deuxième objectif du remaillage consiste à améliorer la qualité d'un 

maillage, de sorte qu'il puisse être utilisé comme entrée pour diverses applications. La  qualité du 

maillage est contrôlée par des propriétés non topologiques, telles que la densité 

d'échantillonnage, la régularité, la taille, l'orientation, l'alignement et la forme des éléments du 

maillage. 

Auto-intersection 
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2.8.1  Structure locale 

La structure locale d'un maillage est décrite par le type, la forme, l'orientation et la distribution 

des éléments du maillage. 

- Les types d'éléments les plus courants sont les triangles et les quadrilatères. Les maillages 

triangulaires sont généralement plus faciles à produire que les quadrilatères. La 

conversion d'un maillage quadrilatère en un maillage triangulaire peut être effectuée tout 

simplement en insérant une diagonale dans chaque quadrilatère (voir Figure 2.6).  

 

 

Figure 2. 6 : Conversion quadrilatère/triangles. 

- Les éléments du maillage peuvent être isotropes ou anisotropes. La forme des éléments 

isotropes est localement uniforme dans toutes les directions. Idéalement, un triangle est 

isotrope s'il est proche d'un équilatéral (voir Figure 2.7). Les éléments isotropes sont 

favorisés dans les applications numériques car la forme uniforme locale de leurs éléments 

conduit souvent à de meilleurs résultats [39]. Quant à la forme des éléments anisotropes, 

elle varie localement selon l'orientation de la surface. Les maillages anisotropes sont 

préférés pour l'approximation des formes car ils ont généralement besoin de moins 

d'éléments que les maillages isotropes pour obtenir la même qualité d'approximation de la 

surface.  

- Dans une distribution uniforme, les éléments du maillage sont uniformément répartis sur 

l'ensemble du modèle. Dans une distribution non uniforme, le nombre d'éléments varie; 

par exemple, des éléments plus petits sont affectés à des zones à courbure élevée. 

Lorsqu'ils sont soigneusement conçus, les maillages non uniformes ont besoin de 

beaucoup moins d'éléments pour obtenir une qualité d'approximation comparable à celle 

des maillages uniformes. 
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Figure 2. 7 : Isotropie vs Anisotropie. 

2.8.2  Structure globale 

Un sommet dans un maillage triangulaire est appelé régulier si sa valence, c’est-à-dire, le 

nombre de ses sommets voisins est égal à six pour les sommets intérieurs ou à quatre pour les 

sommets extérieurs (voir Figure 2.8). Les sommets qui ne sont pas réguliers sont appelés 

irréguliers ou extraordinaires. La structure globale d'un maillage peut être classée comme étant 

irrégulière, semi-régulière, régulière ou très régulière : 

 Les structures de maillages irrégulières ne présentent aucune sorte de régularités dans 

leur connectivité, 

 Les structures semi-régulières sont produites par la subdivision régulière d'un maillage 

initial irrégulier. Ainsi, le nombre de sommets irréguliers dans un maillage semi-régulier 

est petit et constant [39], 

 Dans les structures très régulières, la plupart des sommets sont réguliers, 

 Dans une structure régulière, tous les sommets sont réguliers. Un maillage régulier peut 

être représenté de façon compacte sous la forme d'un tableau 2D qui peut être utilisé pour 

le rendu 3D. 

 

Anisotropie 
Isotropie 
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Figure 2. 8 : Sommets réguliers et irréguliers.  

2.8.3  Diagramme de Voronoï et triangulation de Delaunay 

Les diagrammes de Voronoï et les triangulations de Delaunay sont des structures de données 

géométriques importantes pour le maillage et le remaillage [39].  

Soit 𝑃 = {𝑝1, … , 𝑝𝑛} des points qui sont appelés sites dans l’espace 𝑅𝑑. Une région de Voronoi 

𝑉(𝑝𝑖) est associée à chaque site 𝑝𝑖 de telle sorte que : 

𝑉(𝑝𝑖) = {𝑥 ∈ 𝑅
𝑑: ‖𝑥 − 𝑝𝑖‖ ≤ ‖𝑥 − 𝑝𝑗‖, ∀ 𝑖 ≠ 𝑗} (2.12) 

La collection des régions de Voronoï non vides et leurs faces, ainsi que leurs relations 

d'incidence, constitue un complexe cellulaire appelé le diagramme de Voronoï de 𝑃. Un exemple 

en deux dimensions est présenté dans la Figure 2.9. 

 

 Figure 2. 9 : De gauche à droite, triangulation de Delaunay, diagramme de Voronoï, superposition des 

deux. 

Le diagramme de Voronoï de 𝑃 est une partition de 𝑅𝑑 parce que n'importe quel point de 𝑅𝑑 

appartient au minimum à une région de Voronoï. Le locus des points qui sont équidistants à deux 

sites 𝑝𝑖 et 𝑝𝑗 est appelé bissectrice, et toutes les bissectrices sont des sous-espaces affines de 𝑅𝑑  

Maillage irrégulier Maillage semi-régulier 

Subdivision 

    Sommet irrégulier 

    Sommet régulier 
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(lignes en deux dimensions, plans en trois dimensions). Une cellule de Voronoï du site 𝑝𝑖 est 

également définie comme l'intersection de demi-espaces fermés délimités par des bissectrices. 

Ceci implique que toutes les cellules de Voronoï sont convexes puisque l'intersection des 

ensembles convexes reste convexe. Les cellules de Voronoï ont des faces de dimensions 

variables. En deux dimensions, une face de dimension 𝑘 est l'intersection de 3 − 𝑘 cellules de 

Voronoï, un sommet de Voronoï est généralement équidistant à trois points, et un bord de 

Voronoï est équidistant à deux points [42].  

La structure duale au diagramme de Voronoï est appelée la triangulation de Delaunay (voir 

Figure 2.9). Plus précisément, la triangulation de Delaunay d'un ensemble de sites 𝑃 est un 

complexe simplicial tel que 𝑘 + 1 points dans 𝑃 forment un simplex Delaunay si leurs cellules 

Voronoï ont une intersection non vide. En deux dimensions, chaque triangle de Delaunay 

(𝑝, 𝑞, 𝑟) est dual à un sommet de Voronoï quand 𝑉(𝑝), 𝑉(𝑞) et 𝑉(𝑟) se rencontrent, Chaque bord 

de Delaunay (𝑝, 𝑞) est dual à un bord de Voronoï quand V(p) et V(q) se rencontrent, et chaque 

sommet de Delaunay 𝑝 est dual à sa face de Voronoï 𝑉 (𝑝).  

La triangulation de Delaunay est appréciée pour ses propriétés locales et globales en raison de sa 

dualité avec le diagramme de Voronoï. La triangulation de Delaunay 3D à une surface 𝑆 est 

l'ensemble des triangles de Delaunay dont les bords duaux de Voronoï se rencontrent avec la 

surface 𝑆. La notion de triangulation de Delaunay restreinte a été introduite pour les maillages de 

surface par [43] et a ensuite été formalisée par [44] et utilisée par de nombreux algorithmes de 

reconstruction et de génération de maillage et de remaillage [39].  

2.8.4  Remaillage basé sur les triangles 

Dans un maillage isotrope, tous les triangles sont idéalement équilatéraux. Il peut être exigé que 

la densité des sommets soit globalement uniforme ou permettre un changement régulier des 

dimensions des triangles, qui est appelé une gradation lisse. Il existe un certain nombre 

d'algorithmes pour le remaillage isotrope des maillages triangulaires [45]. Ces algorithmes, 

peuvent être classés en trois catégories : 

- Les algorithmes gloutons (en anglais Greedy), performent un changement local à la fois, 

tel que l’insertion des sommets par exemple, jusqu'à ce que l'objectif de remaillage 

initialement fixé soit satisfait. 
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- Les algorithmes variationnels performent le remaillage en minimisant une énergie 

fonctionnelle de telle sorte que de faibles niveaux de cette énergie correspondent à des 

solutions optimales du problème [46]. 

- Les algorithmes dits incrémentaux, prennent comme entrée une longueur de bord cible, 

ensuite ils divisent plusieurs fois les bords longs, suppriment les bords courts et 

relocalisent les sommets jusqu'à ce que tous les bords soient approximativement de la 

même longueur de bord ciblée au départ (voir Figure 2.10).   

 

Figure 2. 10 : Suppression et division de bords et relocalisation de sommets [39]. 

2.9  Format du fichier de stockage du maillage triangulaire 

Les objets créés avec des maillages polygonaux doivent stocker différents types d'éléments. Il 

s'agit des sommets, des bords, des faces, des polygones et des surfaces. Dans de nombreuses 

applications, seuls les sommets, les bords et les faces ou les polygones sont stockés. Les 

maillages polygonaux peuvent être représentés de diverses manières, en utilisant différentes 

méthodes pour stocker les données de sommets, de bords et de faces. La forme la plus simple des 

éléments polygonaux est le triangle, c’est ce qui explique l’utilisation accrue du maillage 

triangulaire dans différentes applications. Le maillage triangulaire peut être facilement stocké 

sous le format de fichier STL (STereoLithography). Les fichiers STL ne décrivent que la 

géométrie de surface d'un objet tridimensionnel sans représentation de couleur, de texture ou 

d'autres attributs courants des modèles CAD. Un fichier STL est constitué d'une séquence de 

définitions de facettes (triangles). Chaque définition de facette fournit les coordonnées de ses 

trois sommets ainsi que sa normale (voir Figure 2.11).  

Fusion 

des bords 

Division 

des bords 

Inversion 

des bords 

Relocalisation 

des sommets 



Chapitre 2                                                                                                                      Maillage triangulaire 

 

 

46 

 

 

Figure 2. 11 : Un tétraèdre et sa représentation STL. 

Un fichier STL se compose d'une liste de facettes. Chaque facette est identifiée de façon unique 

par une normale (une ligne perpendiculaire au triangle) et par trois sommets. La normale et 

chaque sommet sont spécifiés par trois coordonnées chacun, de sorte qu'il y ait un total de 12 

numéros stockés pour chaque facette. 

a) L’orientation de la facette : chaque facette fait partie de la frontière entre l'intérieur et 

l'extérieur de l'objet. L'orientation des facettes, est spécifiée de deux manières qui doivent 

être cohérentes. Tout d'abord, la direction de la normale est vers l'extérieur. 

Deuxièmement, les sommets sont répertoriés dans le sens inverse des aiguilles d'une 

montre en regardant l'objet de l'extérieur (règle de droite). Ces règles sont illustrées dans 

la Figure 2.12. 

 

Figure 2. 12 : Orientation des facettes. 
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b) Règle sommet à sommet : Chaque triangle doit partager deux sommets avec chacun de 

ses triangles voisins. En d'autres termes, un sommet d'un triangle ne peut pas se trouver 

sur le côté d'un autre triangle comme illustré dans la Figure 2.13. 

 

Figure 2. 13 : à gauche la règle sommet à sommet n’est pas respectée,                                                        

à droite la règle est respectée. 

Toutes les coordonnées du fichier STL sont positives et strictement supérieures à zéro, Le 

standard STL comprend deux formats de données, ASCII et binaire. Ces derniers sont décrits 

séparément ci-dessous : 

 STL ASCII: la première ligne de ce format de données est une ligne de description qui 

doit commencer par le mot «solid» en minuscules, suivi du nom du fichier. La dernière 

ligne doit contenir le mot-clé «endsolid». Les lignes entre la première et la dernière ligne 

contiennent des descriptions de trois facettes de sommets, ainsi que leurs normales (voir 

Figure 2.14).  

 

Figure 2. 14: STL ASCII. 

 STL binaire : L'entête se compose de 80 octets, les quatre premiers sont utilisés pour les 

informations sur le fichier, tel que le nom et d'autres commentaires, les quatre derniers 

octets représentent le nombre de facettes triangulaires. Ensuite, pour chaque facette, 50 
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octets sont utilisés pour représenter les composantes de la normale, puis les coordonnées 

de chaque sommet du triangle. Quatre octets sont utilisés pour chaque coordonnée, ce qui 

donne un total de 48 octets par facette. Les deux derniers octets ne sont pas utilisés (voir 

Figure 2.15). 

 

Figure 2. 15 : STL binaire. 

La notation {. . . } signifie que le contenu entre les crochets peut être répété une ou 

plusieurs fois. 

2.10  Conclusion  

Dans ce chapitre les notions théoriques et pratiques nécessaires pour générer et manipuler le 

maillage triangulaire ont été rassemblées. Les maillages triangulaires servent à représenter et à 

approximer les surfaces à l’aide de triangles, ils sont représentables par différentes structures et 

différents formats de fichier. En raison de sa simplicité, de sa flexibilité et du fait qu'il soit 

largement supporté par le matériel graphique, le maillage triangulaire représente l’entrée de 

l’algorithme d’extraction de la ligne centrale proposée 3D-MCE, plus de détails seront fournis 

dans le chapitre 4. 
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3.1  Introduction 

La squelettisation est une classe d’algorithmes utilisée en analyse de forme. Elle consiste à 

réduire une forme en un ensemble de courbes, appelées lignes centrales, centrées dans la forme 

d’origine. La squelettisation est un outil d’analyse de forme non scalaire, qui conserve les 

propriétés topologiques de la forme d’origine ainsi que les propriétés géométriques, selon la 

méthode employée.  

Il existe plusieurs algorithmes de squelettisation. Ce chapitre propose une description de ces 

algorithmes. 

3.2  Définitions et propriétés 

Les lignes centrales ou axes médians sont étroitement liées aux squelettes. Un axe médian est 

une courbe 3D, qui capture les axes de symétrie d'un objet 3D, mais ne contient pas 

d'informations détaillées sur la limite de l'objet, tandis qu’un squelette 3D est, en général, une 

collection de points, de lignes et de surfaces (voir Figure 3.1). Les lignes centrales fournissent 

une description compacte, efficace et simple pour analyser des structures de forme tubulaires. 

Les squelettes et les lignes centrales sont devenus de plus en plus populaires dans un certain 

nombre d'applications telles que la navigation virtuelle 3D [2, 3], la génération de maillage [4, 

5], l'animation [6, 7], la compression des données [8, 9], la reconnaissance des formes [10, 11] et 

la segmentation d'images [12, 13], etc. 

La ligne centrale ou plus généralement le squelette doit satisfaire un certain nombre de 

propriétés: 

 Connectée: la ligne centrale d'un objet compact 3D doit être un ensemble de points 

(points 3D) connectés. 

 Centrée: les points de la ligne centrale doivent être localement centrés par rapport à la 

frontière de l'objet. 

 Un point d’épaisseur: les lignes centrales, représentées sous forme de courbes voxélisées, 

doivent être aussi fines que possible, idéalement, pas plus épaisses qu'un voxel. 

 Insensible au bruit de bordure: les petits détails de surface ne devraient pas produire de 

grandes torsions ou de nombreuses petites branches sur l'axe médian. 

 Efficacité de calcul: l’extraction des lignes centrales doit se faire de la façon la plus 

robuste et rapide possible sur de grands volumes. 
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Figure 3. 1 : Squelette à gauche et ligne centrale à droite [47].  

Il existe plusieurs définitions de squelettes et lignes centrales; malgré leur multitude, elles sont 

toutes équivalentes. 

3.2.1  Les Boules maximales 

Les courbes-squelettes sont définies comme les chemins médians d'une forme 3D, La ligne 

centrale est définie par Blum [1] comme le centre des disques maximaux en 2D ou des boules en 

3D contenus dans la forme. Elle fournit avec une description compacte, l'information 

géométrique et topologique significative sur les objets 3D.  

Définition 3.1 : Le squelette 𝑆 (𝑋) d'un objet 𝑋 ∈ 𝑅𝑁 est le lieu des centres des boules 

maximales comprises dans 𝑋 (voir Figure 3.2). Une boules B incluse dans 𝑋 est dite maximale 

s'il n'existe aucune autre boule incluse dans 𝑋 et contenant 𝐵. 

  

Figure 3. 2 : Axe central d'un objet 2D qui n’est autre que les centres de cercles maximaux. 

L’union de toutes les boules 𝐵 du squelette 𝑆 (𝑋) permet de reconstruire l’objet 𝑋.  

Squelette 

Forme 

Boules maximales 
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3.2.2  L'analogie du feu de prairie 

Dans cette définition, l’objet 𝑋 est supposé être une prairie couverte de manière homogène par 

de l'herbe sèche et dont la limite 𝑆 est mise à feu à 𝑡 = 0. Le feu se propage de manière isotrope 

de 𝑆 vers l'intérieur de 𝑋 avec une vitesse uniforme à l'intérieur des normales intérieures 𝑛 de 𝑆. 

À certains endroits, les fronts d'incendie provenant de différentes parties de 𝑆 se rencontrent et 

s'étouffent, et forment ainsi un ensemble de points appelé graphe de choc [48]. 

Définition 3.2 : L’axe médian 𝑆 (𝑋) d'un objet 𝑋 ∈ 𝑅𝑁 est l’ensemble des points formés par le 

graphe de choc en un temps 𝑡 (voir Figure 3.3).  

Cette définition permet de comprendre pourquoi les squelettes sont appelés axes médians: 

comme les différentes parties de 𝑆 se déplacent à la même vitesse, leurs points de rencontre sont 

à égale distance de 𝑆, donc dans le centre local de la forme 𝑋. 

 

Figure 3. 3 : Squelettisation par analogie du feu de prairie. 

3.2.3  Définition de Maxwell  

Comme le feu de prairie se propage de manière isotrope, les points de rencontre sont toujours 

équidistants de 𝑆. Par conséquent, les points médians sont associés à au moins deux points 

(Euclidiens) les plus proches sur 𝑆: cette propriété est au cœur de la définition de Maxwell [48]. 

Définition 3.3 : L’axe médian 𝑆 (𝑋) d'un objet 𝑋 ∈ 𝑅𝑁 est l’ensemble des points 𝑀 ∈ 𝑋 qui ont 

au moins deux  points les plus proches sur la frontière de 𝑋 (voir Figure 3.4).  
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Figure 3. 4 : Points les plus proches sur la frontière de l’objet [48]. 

3.2.4  Définition basée sur la symétrie 

Dans un objet, la symétrie est présente à différents niveaux. Pour les formes simples (voir Figure 

3.5 a), un seul axe de symétrie capture la symétrie globale de la forme, en effectuant quelques 

changements sur cette forme, l’axe de symétrie unique devient insuffisant (voir Figure 3.5 b). Ce 

problème peut être résolu en considérant que chaque paire de points de la frontière de la forme 

est liée par une relation de symétrie infinitésimale; leurs centres de symétrie peuvent être reliés 

entre eux pour former un axe de symétrie curviligne, communément appelé squelette de forme. 

 

Figure 3. 5 : Axes de symétrie [48]. 

Définition 3.4 : L’axe médian 𝑆 (𝑋) d'un objet 𝑋 ∈ 𝑅𝑁 est l’ensemble des centres des boules qui 

touchent la frontière de l’objet 𝑋 en deux endroits ou plus [49]. Cette définition garantit que les 

points du squelette sont équidistants de la limite de forme et est mathématiquement équivalente à 

la transformation d'axe médian de Blum. 

(a) (b) 
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3.3  Travaux antérieurs 

Plusieurs algorithmes ont été proposés pour extraire la ligne centrale, la plupart d'entre eux 

peuvent être classés en trois catégories:  

 L’amincissement topologique,  

 Transformation de distance,  

 Diagrammes de Voronoï. 

3.3.1  Amincissement topologique 

L'amincissement topologique est défini comme un pelage itératif des bords (couche par couche). 

Cette procédure identifie et supprime les points appelés points P-simples [14] qui satisfont 

certaines conditions (voir sous-sections suivantes), de manière séquentielle [15, 16] ou parallèle 

[17-19]. Une procédure d'amincissement ne s'arrête pas jusqu'à ce qu'aucun point P-simple ne 

puisse être trouvé.  

3.3.1.1  Voisinage et connections 

Soit 𝑥 ∈ 𝑍3 un point défini avec ses trois composantes (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) avec 𝑥𝑖 ∈ 𝑍. Les 6-voisins 

,18-voisins, et 26-voisins de 𝑥 (voir Figure 3.6) sont définis comme suit [50] : 

   

Figure 3. 6 : Voisinage du point 𝑥 : (a) : 6-voisins (triangles), 18-voisins (diamant) et 26-voisins (croix). 

(b) : axes et orientations [50]. 

𝑁6(𝑥) = {𝑥′ ∈ 𝑍3: |𝑥1 − 𝑥1
′ | + |𝑥2 − 𝑥2

′ | + |𝑥3 − 𝑥3
′ | ≤ 1} (3.1) 

𝑁26(𝑥) = {𝑥′ ∈ 𝑍3: max [|𝑥1 − 𝑥1
′ |, |𝑥2 − 𝑥2

′ |, |𝑥3 − 𝑥3
′ |] ≤ 1} (3.2) 

(a) (b) 
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𝑁18(𝑥) = {𝑥′ ∈ 𝑍3: |𝑥1 − 𝑥1
′ | + |𝑥2 − 𝑥2

′ | + |𝑥3 − 𝑥3
′ | ≤ 2} ∩ 𝑁26(𝑥) (3.3) 

Soit 𝑁𝑛
∗(𝑥) = 𝑁𝑛

 (𝑥)\{𝑥}, les deux points 𝑥 et 𝑦 sont dits n-voisin si 𝑦 ∈ 𝑁𝑛
∗(𝑥) avec (𝑛 =

6, 18, 26).  

Un n-chemin est une séquence de points 𝑥0, … , 𝑥𝑘, avec 𝑥𝑖 le n-adjacent de 𝑥𝑖−1 et 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘. 

Dans le cas où 𝑥0 = 𝑥𝑘, le chemin est dit fermé. 

Soit 𝑋 ∈ 𝑍3, les deux points 𝑥 ∈ 𝑋 et 𝑦 ∈ 𝑌 sont n-connectés s’ils sont liées par un n-chemin 

inclus dans 𝑋. 

3.3.1.2  Points simples et nombres topologiques 

Soit 𝑋 ⊆ 𝑍3, le point 𝑥 ∈ 𝑋 est dit n-simple pour 𝑋 si sa suppression ne change pas la topologie 

de l’objet. Dans la Figure 3.7 (b), 𝑋 est un objet connecté, 𝑋\{𝑥} est composé de deux 

composantes connectées ({𝑎, 𝑐} et {𝑏}), la topologie de 𝑋 n’est pas préservée par la suppression 

de 𝑥, donc 𝑥 n’est pas un point simple. 

 

Figure 3. 7 : Les points noirs représentent l’objet 𝑋 et les points blancs représentent �̅�. (a) : x est 26-

simple pour 𝑋. (b) : 𝑥 n’est pas 26-simple pour 𝑋. Dans (c) et (d), les carrés noirs représentent 𝑃 et les 

disques noirs représentent 𝑋\𝑃. (c) : x est P-simple pour 𝑋. (d) : 𝑥 n’est pas P-simple pour 𝑋. [50] 

L'ensemble composé de toutes les composantes n-connectées de 𝑋 est noté 𝐶 𝑛(𝑋). L'ensemble 

de toutes les composantes n-connectées de 𝑋 et n-adjacente à un point 𝑥 est noté 𝐶𝑛
𝑥(𝑋). Soit #𝑋 

le nombre d'éléments qui appartiennent à 𝑋. Les nombres topologiques relatifs à 𝑋 et 𝑥 sont les 

deux nombres 𝑇6(𝑥, 𝑋) et 𝑇26 (𝑥, 𝑋) [51] : 

𝑇6(𝑥, 𝑋) = #𝐶6
𝑥(𝑁18

∗ (𝑥) ∩ 𝑋) (3.4) 

𝑇26(𝑥, 𝑋) = #𝐶26
𝑥 (𝑁26

∗ (𝑥) ∩ 𝑋) (3.5) 

Ces deux nombres permettent une caractérisation des points simples 3D [51, 52] : 
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 𝑥 ∈ 𝑋 est 26-simple si et seulement si 𝑇26(𝑥, 𝑋) = 1 et 𝑇6(𝑥, �̅�) = 1. (�̅� est le complément de 𝑋 

dans 𝑍3). 

Dans la Figure 3.7 (b), 𝑁26
∗ (𝑥)  ∩  𝑋 est constitué de deux composantes 26-connectées ({a, c} et 

{b}). 𝑁18
∗ (𝑥)  ∩  �̅� est constitué d'une seule composante 6-connectée et 6-adjacente à 𝑥. Ainsi, 

(𝑇26(𝑥, 𝑋), 𝑇6(𝑥, �̅�)) = (2, 1), donc 𝑥 n'est pas simple 

3.3.1.3  P-points simples 

Soient : 𝑋 ∈ 𝑍3, un sous ensemble 𝑃 ∈ 𝑋, et 𝑥 un point de 𝑃. 

Définition 3.5 : Le point 𝑥 est P-simple pour 𝑋, si pour chaque sous ensemble 𝑆 de 𝑃\{𝑥}, x est 

26-simple pour 𝑋\𝑆 (voir Figure 3.7). 

Les conditions suivantes permettent de caractériser localement les points P-simples  [53], le 

point 𝑥 est P-simple si et seulement si : 

{
 

 
𝑇26(𝑥, 𝑋\𝑃) = 1,                                                                                                              

𝑇6(𝑥, �̅�) = 1,                                                                                                                     

∀𝑦 ∈ 𝑁26
∗ (𝑥) ∩ 𝑃, ∃𝑧 ∈ 𝑋\𝑃 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑧 𝑒𝑠𝑡 26 − 𝑎𝑑𝑗𝑎𝑐𝑒𝑛𝑡 à 𝑥 𝑒𝑡 𝑦,                   

∀𝑦 ∈ 𝑁6
∗(𝑥) ∩ 𝑃, ∃𝑧 ∈ �̅� 𝑒𝑡 ∃𝑡 ∈ �̅� 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 {𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡} 𝑒𝑠𝑡 𝑢𝑛 𝑐𝑎𝑟𝑟é 𝑢𝑛𝑖𝑡𝑎𝑖𝑟𝑒.

 (3.6) 

Dans  la Figure 3.7 (c), 𝑥 est P-simple parce qu'il vérifie les quatre conditions de l’équation (3.6). 

Dans la Figure 3.7 (d), 𝑥 n'est pas P-simple parce que la première condition n'est pas satisfaite 

(𝑇26(𝑥, 𝑋\𝑃) = 2.  

3.3.2  Transformation de distance 

La transformée de distance (DT) est appliquée à l'ensemble du volume géométrique pour évaluer 

les cartes de distance [20-23]. La ligne centrale est extraite des maxima locaux de la carte de 

distance. Cependant, cette méthode nécessite un post-traitement supplémentaire pour produire 

l'axe médian car elle ne génère pas une ligne centrale fine directement et ne conserve pas la 

topologie de la forme. 

La DT peut être définie en termes de métriques qui sont utilisées pour mesurer la distance entre 

deux voxels. La distance Euclidienne est souvent requise dans de nombreuses applications. 

Cependant, la plupart des métriques non-Euclidiennes sont beaucoup plus faciles à mettre en 

œuvre et entraînent moins de complexité de calcul. La distance Euclidienne entre deux voxels 

(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) et (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) est définie par : 
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𝑑𝐸𝑢𝑐𝑙𝑖𝑑𝑖𝑒𝑛𝑛𝑒 = √(𝑥2 − 𝑥1)
2 + (𝑦2 − 𝑦1)

2 + (𝑧2 − 𝑧1)
2 (3.7) 

La distance Euclidienne peut être approximée par deux  métriques qui sont la distance de 

Manhattan et celle de Chess-bord qui permettent de diminuer sa complexité de calcul, elles se 

calculent comme suit : 

𝑑𝑀𝑎𝑛ℎ𝑎𝑡𝑡𝑎𝑛 = |𝑥2 − 𝑥1| + |𝑦2 − 𝑦1| + |𝑧2 − 𝑧1| (3.8) 

𝑑𝐶ℎ𝑒𝑠𝑠 𝑏𝑜𝑎𝑟𝑑 = max (|𝑥2 − 𝑥1|, |𝑦2 − 𝑦1|, |𝑧2 − 𝑧1|) (3.9) 

Définition 3.6 : La DT est une transformation qui génère une carte des distances 𝐷, dont la 

valeur de chaque voxel 𝑝 est la distance minimale entre p et 𝑂𝑐 :  

𝐷(𝑝) = min{𝑑(𝑝, 𝑞)|𝑞 ∈ 𝑂𝑐} = min{𝑑(𝑝, 𝑞)|𝐹(𝑞) = 0} (3.10) 

Avec 𝐷 la carte des distances de 𝐹 et 𝑂𝑐 contient au minimum un voxel autrement la 

transformation de distance ne peut être définie. 

Soit ℳ l'ensemble des hyper-sphères (boules) maximales vraies et ℒ l'ensemble de toutes les 

hyper-sphères localement maximales. 

Proposition 3.1 : Si c est une hyper-sphère maximale vraie alors c est également une hyper-

sphères localement maximale : si 𝑐 𝜖ℳ cela implique que 𝑐 𝜖ℒ.   

Proposition 3.2 : Si une hyper-sphère 𝑐 ∈ ℒ est couverte par une autre hyper-sphère 𝑑, alors soit 

𝑐 ∈ ℒ, soit il existe une autre hyper-sphère 𝑑′ ∈  ℒ telle que c soit couverte par 𝑑′. 

Ces propriétés garantissent qu’il suffit de faire des comparaisons entre les éléments de ℒ pour 

déterminer le véritable ensemble d'hyper-sphères maximales. Ainsi, le problème est maintenant 

réduit à la détection des hyper-sphères dans ℒ qui ne sont pas de véritables disques maximaux. 

L’algorithme le plus simple d’extraction de la ligne centrale en utilisant la carte des distances 

doit obligatoirement suivre les étapes suivantes: 

a) Calculer la DT pour chaque voxel de l’image 𝐹. 

b) Trouver l'ensemble de toutes les hyper-sphères localement maximales ℒ. 
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c) Soit ℳ l'ensemble des hyper-sphères maximales vraies. L’ensemble ℳ représente le 

squelette initial de 𝑂 qui est généralement une collection de parties discontinues du 

squelette. 

d) Étendre le squelette initial basé sur les valeurs DT des voxels pour obtenir un squelette 

continu et complet de 𝑂. 

Le squelette obtenu en utilisant l'algorithme ci-dessus peut être un squelette de surface. Un post-

traitement supplémentaire pour produire l'axe médian est nécessaire, car l’algorithme ne génère 

pas une ligne centrale fine directement.  

3.3.3  Diagrammes de Voronoï 

De nombreux algorithmes utilisant le diagramme de Voronoï de points échantillonnés le long de 

la frontière des formes sont devenus intéressants pour calculer le squelette. Le but de cette 

section est de présenter différentes façons d'utiliser le diagramme de Voronoï afin d'approximer 

le squelette. 

Soit 𝐸 un ensemble de points appartenant à 𝑅𝑁 et soit 𝑝 un point de 𝐸. La région de Voronoï du 

point 𝑝 est définie comme l’ensemble de points appartenant à 𝑅𝑁 qui sont plus proches de 𝑝 qu’à 

n’importe quel autre élément de 𝐸 : 

𝑉(𝑝) = {𝑚 ∈ 𝑅𝑁 , 𝑑(𝑚, 𝑝) ≤ 𝑑(𝑚, 𝐸)} (3.11) 

Les régions de Voronoï sont des polygones convexes en 2D et des polyèdres convexes en 3D. Le 

graphe de Voronoï 𝑉𝑜𝑟 (𝐸) de 𝐸 se compose des limites des régions de Voronoï de 𝐸 : 

 𝑉𝑜𝑟(𝐸) =  ⋃ 𝜕𝑉(𝑝)𝑝∈𝐸  (3.12) 

Le graphe dual de Voronoï est une triangulation de l’enveloppe convexe de 𝐸 nommé la 

triangulation de Delaunay. Elle peut facilement être déduite du diagramme de Voronoï. Les 

sommets du diagramme de Voronoï sont les centres des cercles circonscrits des triangles de la 

triangulation de Delaunay. Les arêtes du diagramme de Voronoï sont sur les médiatrices des 

arêtes de la triangulation de Delaunay, Chaque région du diagramme de Voronoï constitue un 

sommet dans la triangulation de Delaunay. Ces sommets sont reliés entre eux par une arête si et 

seulement si les cellules sont adjacentes : 

𝐷𝐸𝐿(𝑝) = {(𝑎, 𝑏) ∈ 𝑃2/𝑉𝑜𝑟(𝑎) ∩ 𝑉𝑜𝑟(𝑏) ≠ ∅} (3.13) 
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Afin d’extraire la ligne centrale d’un objet, 𝑋 désigne une forme continue et 𝑃𝑤 une 

approximation polygonale de 𝑋. Les sommets 𝐸𝑤 de 𝑃𝑤 échantillonnent la frontière de 𝑋 avec la 

densité d'échantillonnage 𝑤 (l’espace considéré peut être 2D ou 3D). 

Les méthodes existantes sont toutes basées sur le même schéma général. Tout d'abord, le 

diagramme de Voronoï 𝑉𝑜𝑟 (𝐸𝑤) est calculé. Puis, un sous-diagramme du diagramme de 

Voronoï est extrait afin d'approximer le squelette de 𝑋. La différence entre les différentes 

méthodes apparaît lors du choix du sous-diagramme qui doit correspondre au mieux au squelette. 

Le squelette approximatif est défini avec (voir Figure 3.8): 

- Les sommets de Voronoï inclus dans 𝑋 [54] 

- Les éléments de Voronoï inclus dans 𝑋 [55, 56] 

- L’intersection du diagramme de Voronoï avec la forme [57] 

- Approximation polygonale duale 𝑃𝑤 [58] [59] 

 

Figure 3. 8 : Approximation du squelette : (a) Forme continue, (b) Échantillonnage de la frontière et 

diagramme de Voronoï correspondant, (c) triangles de Delaunay internes. Le squelette approximatif est 

définit comme : (e) sommets de Voronoï inclus dans la formes, (f) éléments de Voronoï inclus dans la 

forme, (g) intersection du diagramme de Voronoï avec la forme, (h) triangle de Delaunay internes duaux. 

(f) la ligne centrale définie comme l’union des boules représentées dans (d). [60] 

Une bonne approximation de la ligne centrale doit vérifier les conditions suivantes [60] : 
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1. La convergence : Comme la densité d'échantillonnage tend vers l'infini, le squelette 

approximatif devrait converger vers le squelette exact. 

2. L’homotopie : La forme approximative et le squelette approximatif doivent avoir la 

même classe d'homotopie. Dans l'espace 2D, cela signifie qu'ils doivent avoir le 

même nombre de composants connectés et pour chaque composant, le même nombre 

de trous. 

3. Réversibilité : Il doit être possible de récupérer la forme approximative en utilisant le 

squelette approximatif. 

3.3.3.1  Méthode basée sur les sommets de Voronoï  

[54] ont introduit un cadre mathématique dans lequel il a été prouvé que si 𝑋 est Manifold, alors 

les sommets de Voronoï de 𝑉𝑜𝑟 (𝐸𝑤) tendent vers le squelette de la forme et de son 

complément. En raison de ce résultat, un moyen naturel d'approcher le squelette 𝑆1 est de 

prendre l'ensemble des sommets Voronoï inclus dans la forme (voir Figure 3.8 (e)): 

𝑆1(𝑋, 𝐸𝑤) = ⋃ {𝑣}𝑣∈𝑋,𝑣 𝑠𝑜𝑚𝑚𝑒𝑡 𝑑𝑒 𝑉𝑜𝑟(𝐸𝑤)   (3.14) 

lim𝑤→∞ 𝑆1(𝑋, 𝐸𝑤) = 𝑆1(𝑥)   (3.15) 

Cette méthode montre la relation entre les diagrammes de Voronoï et le squelette dans un espace 

de n'importe quelle dimension. Mais, en pratique, le squelette 𝑆1 décrit mal les formes, car il 

s'agit d'un ensemble de points déconnectés. Par conséquent, il ne contient aucune information sur 

la topologie de 𝑋. Afin de surmonter ce problème, une solution possible consiste à ajouter à 𝑆1 

certains éléments qui relient les sommets de Voronoï internes, la méthode suivante décrit le 

principe. 

3.3.3.2  Méthode basée sur les éléments internes de Voronoï  

Le squelette 𝑆2 est défini comme étant les éléments de Voronoï qui sont complètement inclus 

dans la forme (voir Figure 3.8 (f)) [61] : 

𝑆2(𝑋, 𝐸𝑤) = ⋃ 𝐹𝐹⊂𝑋,𝐹 é𝑙é𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑑𝑒 𝑉𝑜𝑟(𝐸𝑤)   (3.16) 

L'élément de Voronoï peut être un point ou un segment de droite en 2D et un point, un segment 

de droite ou un polygone en 3D. Le squelette calculé peut être interprété comme le squelette 

exact d'une union finie de boules 𝑌𝑤. Cette union de boules est une approximation de la forme 

continue 𝑋, construite à partir des points d'échantillonnage 𝐸𝑤. Soit une boule de Delaunay, une 
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boule circonscrite à un simplex de Delaunay (Structure de base de construction). 𝑌𝑤 est constitué 

des boules de Delaunay de 𝐸𝑤 dont les centres appartiennent à 𝑋 (voir Figure 3.8(d)).  

𝑆2(𝑋, 𝐸𝑤) = 𝑆(𝑌𝑤 ) (3.17) 

3.3.3.3  Méthode basée sur l’intersection du diagramme de Voronoï avec la forme  

L’axe médian du diagramme de Voronoï est défini par ([57] comme étant l’intersection du 

diagramme de Voronoï avec la forme (voir Figure 3.8 (g)) : 

𝑆3(𝑋, 𝐸𝑤) = 𝑋 ∩ 𝑉𝑜𝑟(𝐸𝑤) (3.18) 

La seule différence entre 𝑆3 et 𝑆2 est que certains segments périphériques sont ajoutés 

artificiellement à 𝑆2. Ces segments sont terminés par des points situés sur la frontière de 𝑋 qui 

n'ont aucune signification dans le calcul du squelette [60]. 

3.3.3.4  Méthode basée sur l’approximation polygonale duale 

La méthode décrite dans cette section travaille sur l’approximation polygonale de la forme 𝑃𝑤. 

[58] ont été les premiers à remarquer que si la condition 𝜕𝑃𝑤 ⊂ 𝐷𝑒𝑙(𝐸𝑤) est vérifiée en 2D alors, 

deux types de triangles de Delaunay peuvent être distingués, des triangles intérieurs situés à 

l'intérieur de 𝑃𝑤 et des triangles extérieurs situés à l’extérieur de 𝑃𝑤 (voir Figure 3.8 (c)). Une 

extension en 3D est simple. En 3D, si 𝑃𝑤 ⊂ 𝐷𝑒𝑙(𝐸𝑤) , il n'existe alors que deux types de 

tétraèdres de Delaunay: les tétraèdres intérieurs situés à l'intérieur de 𝑃𝑤 et les tétraèdres externes 

situés à l’extérieur de 𝑃𝑤 . En d'autres termes, un élément de Delaunay (segment droit, triangle 

ou tétraèdre) ne peut pas traverser la frontière (voir Figure 3.8 (h)): 

𝑆4(𝑃𝑤) = 𝐷𝑢𝑎𝑙(𝑃𝑤) (3.19) 

En 2D, le dual est constitué de sommets de Voronoï qui sont connectés par des segments si leurs 

simplex associés sont adjacents. En 3D, le dual est composé de sommets de Voronoï, de 

segments de droites et de polygones. Les segments de droites relient les sommets de Voronoï 

dont les tétraèdres de Delaunay associés sont adjacents. Les polygones sont associés à des 

tétraèdres internes qui partagent un bord intérieur de Delaunay commun [60]. 
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3.4  Applications 

Les squelettes et les lignes centrales sont omniprésents dans un grand nombre d'applications. Une 

brève liste de certains des domaines les plus importants dans lesquels les squelettes et lignes 

centrales sont employés est présentée dans cette section. 

3.4.1  Domaine médical 

Les squelettes et les lignes centrales sont largement utilisés dans l'analyse médicale pour décrire, 

naviguer ou enregistrer les organes humains. En effet, certains de nos organes (par exemple, les 

vaisseaux, les nerfs, le côlon) ont une forme tubulaire qui peut être décrite par une ligne centrale 

d'une manière très efficace [62].  

 

Figure 3. 9 : Coloscopie virtuelle. (a) : le colon ainsi que sa ligne centrale, (b) : navigation virtuelle. [67] 

Les squelettes et les lignes centrales sont très bien adaptés pour décrire des structures 

anatomiques semblables à des tubes, par exemple : les vaisseaux, les nerfs et certains muscles 

[62, 63]. L'information que procure les squelettes et les lignes centrales peut aider à détecter des 

anomalies dans les structures vasculaires, comme la sténose [64] et les anévrysmes [65]. Dans la 

navigation virtuelle, les lignes centrales sont utilisées pour générer des chemins de survol des 

caméras pour l'inspection du colon appelée coloscopie virtuelle (voir Figure 3.9) elle permet une 

navigation virtuelle flexible en temps réel à l'intérieur d'un colon 3D modélisé à partir d'un 

système continu de séquences d’images 2D acquises par un scanner CT et qui vise à détecter les 
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polypes du colon au stade précoce [66, 67], la navigation virtuelle peut aussi se faire pour 

l'inspection des poumons [68] et des vaisseaux sanguins [69]. Les lignes centrales et squelettes 

peuvent être utilisés pour déployer les structures tubulaires afin de créer des représentations 

planes 2D de celles-ci, qui sont beaucoup plus faciles à visualiser [70]. Des squelettes de surface 

peuvent être utilisés pour détecter les plis superficiels subtils séparant les dents des gencives 

environnantes pour la segmentation de la coulée orthodontique [71]. D'autres applications 

notables de squelettes dans la segmentation d'images médicales sont présentées dans [72, 73]. 

3.4.2  Animation et analyse de formes 

L’animation basée sur le squelette et la ligne centrale est très naturelle, pour obtenir une 

animation souhaitée, un ensemble de transformations géométriques sont appliqués aux nœuds du 

squelette d'une manière hiérarchique, ces transformations sont alors mappées sur la surface de 

l’objet (voir Figure 3.10).  

 

Figure 3. 10 : Animation basée sur le squelette. 

Chaque élément de la surface est associé à une combinaison pondérée de transformations [74]. 

La ligne centrale offre une alternative à la modélisation de forme basée sur le squelette [75]. 

Intuitivement, la forme peut être manipulée en changeant la position et le rayon de quelques 

points de l’axe médian, puis en reconstruisant la surface de l'objet. Suivant une idée similaire, 

[76] reliaient l'utilisation des lignes centrales pour l'animation de formes ou pour transférer des 

animations entre différentes formes [77]. Bien que de telles opérations soient généralement 

définies par des artistes à l'aide d'essais qui sont assez coûteux, la ligne centrale peut être utilisée 

pour créer un schéma de convolution pour créer et produire des animations de surface naturelles 
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[78]. Extraire des squelettes d'une séquence de maillage pré-animés permet de calculer des poids 

de découpage, qui décrivent comment des points de contrôle spécifiques influencent la synthèse 

de formes, de manière entièrement automatique [79]. Plutôt que de modifier directement la ligne 

centrale, une déformation de forme libre de surfaces médianes peut également être utilisée pour 

supporter la déformation de forme [80, 81]. Les lignes centrales permettent des déformations 

plus naturelles à grande échelle avec conservation de l'épaisseur locale et correction des auto-

intersections [48]. 

3.4.3  Traitement géométrique 

L'application la plus connue des squelettes et lignes centrales dans le traitement de la géométrie 

est la segmentation partielle des formes organiques comme les plantes, les êtres humains, les 

animaux et les parties anatomiques [82-84]. De façon similaire, des squelettes sont utilisés pour 

la segmentation par patch des formes riches en bordures, comme les objets synthétiques [85-87]. 

Les méthodes de segmentation basées sur le squelette peuvent produire d’assez bons résultats. 

Comme les squelettes codent de façon compacte la topologie, ils ont été utilisés pour corriger 

automatiquement les problèmes topologiques dans les isosurfaces
2
 à fonction implicite [88] et les 

modèles de surface de mauvaise qualité [89]. La puissance approximative de reconstruction des 

squelettes a été utilisée pour modéliser les formes organiques [90, 91] ainsi que pour corriger la 

géométrie dans les données de nuage de points [92-94]. 

Les lignes centrales représentent de façon compacte une forme, c’est une description graphique 

de ses composantes, la relation entre eux et, dans certains cas, une description grossière de leur 

géométrie [11, 95]. Comme ces graphes sont beaucoup plus petits que les autres représentations 

de formes par des maillages ou des voxels, ils peuvent être utilisés pour supporter efficacement 

la comparaison entre les formes, et la récupération, ou plus généralement de trouver des 

correspondances entre les formes, par le biais de correspondance graphique [96]. Lorsque les 

formes présentent une grande variation dans les poses et les détails de surface, les représentations 

graphiques obtenues à partir des squelettes capturent mieux la structure globale de la forme que 

les mesures géométriques locales, comme la courbure par exemple [48]. Enfin, les squelettes et 

lignes centrales peuvent être utilisés pour générer des maillages polygonaux de haute qualité 

(voir Figure 3.11), qui sont essentielles pour des simulations numériques précises [97, 98]. 

                                                           
2
 Une isosurface est comme l'analogue en 3D d'une courbe de niveau. 
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Figure 3. 11 : Génération de maillage polygonale : (a) squelette avec une information d’épaisseur pour 

chaque point, (b) forme obtenu avec différents rayons de boules, (c) maillage polygonale qui décrit la 

surface de l’objet.[91]  

3.4.4  Métrologie de forme 

Les squelettes et lignes centrales peuvent être utilisés pour mesurer de nombreuses propriétés 

géométriques des formes (voir Figure 3.12). Ils peuvent être utilisés  pour mesurer la distance à 

la frontière qui fournit directement un moyen de définir et d'estimer l'épaisseur de la forme  [48], 

ils sont utilisés également pour estimer l'impressionnabilité et la résistance mécanique des 

formes 3D [99, 100], la résistance anatomique des tissus [101], dans la caractérisation des forme 

anatomique [102], pour trouver des pièces de forme tubulaire [103]. La recherche de pièces de 

forme d'épaisseur similaire permet une segmentation de forme de haute qualité [104] ainsi que la 

classification des formes [87]. 

 

Figure 3. 12 : Applications de métrologie de forme. (a) détection des parties tubulaires, (b) calcul de 

l’épaisseur de la forme. [48] 

(a) (b) 
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3.5  Conclusion 

Les algorithmes de squelettisation présentés dans ce chapitre possèdent différentes approches 

mathématiques pour l’extraction du squelette et des lignes centrales, mais ont tous un point 

commun, se sont tous des algorithmes généraux qui travaillent sur n’importe quelle forme 3D. 

Afin de traiter n’importe quelle forme 3D, ces algorithmes ont besoin de paramètres d’entrées, 

des prétraitements, des post traitements et de ce fait ils sont gourmands en temps de calcul et 

parfois imprécis.  

Pour que les squelettes 3D deviennent des outils faciles à utiliser et efficaces, une des solutions 

possibles serait de les rendre plus spécialisés. Dans le chapitre suivant une nouvelle méthode 

d’extraction de la ligne centrale sera présentée, cette méthode est dédiée exclusivement aux 

objets 3D de forme tubulaire. 
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4.1  Introduction 

Comme indiqué dans le Chapitre précédent, toutes les techniques d’extraction du squelette et de 

la ligne centrale nécessitent des paramètres d'entrée pour extraire la ligne centrale, car elles ne 

produisent pas directement une ligne centrale continue avec un point d’épaisseur. La plupart 

d'entre elles ont besoin d’étapes de post-traitement pour affiner la ligne centrale. Dans ce 

chapitre, nous allons démontrer que le fait de restreindre le domaine d’action des algorithmes 

d’extraction de la ligne centrale 3D, amène à des résultats meilleurs, en supprimant les 

paramètres d’entrée, les étapes de prétraitements et de post-traitements et augmenterait la 

simplicité des algorithmes.  

Dans ce chapitre un nouvel algorithme automatique d’extraction de la ligne centrale (3D-MCE) à 

partir de maillage triangulaire 3D est présenté ; cet algorithme est dédié exclusivement aux 

objets de formes tubulaires, et il permet une extraction précise et automatique de la ligne centrale 

3D à partir d'une forme de géométrie tubulaire. Le 3D-MCE ne nécessite pas de paramètres 

d'entrée et fonctionne sur les sommets du maillage produisant une ligne centrale connectée, 

centrée et qui a une épaisseur égale à un point, sans avoir besoin d’étapes de prétraitement ou de 

post-traitement. 

Les objets de formes tubulaires apparaissent dans divers domaines d’application d’imagerie. Ils 

sont  naturellement présents dans le domaine médical avec par exemple l’identification et la 

mesure des vaisseaux sanguins, le calcul de l’épaisseur de la paroi bronchique et dans la 

colonoscopie. Les objets tubulaires apparaissent également dans des images tomographiques de 

troncs d’arbres. En dehors des images volumiques, les objets tubulaires apparaissent dans le 

contexte industriel avec par exemple la production de pièces métalliques tubulaires à partir de 

machines-outils. Le contrôle qualité de telles pièces est généralement effectué après acquisition 

3D par un scanner laser avec pour objectif le calibrage pour des tâches de rétro-ingénierie. Les 

propriétés géométriques des structures tubulaires sont extraites avec différentes approches selon 

le type de données et le contexte du domaine d’application, mais de façon générale, l’extraction 

classique de la ligne centrale parait être une solution raisonnable pour l’analyse de formes 

tubulaires. Cependant, de telles extractions peuvent être sensibles au bruit et à la présence de 

petits défauts sur l’objet.  
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4.2  Description de la méthode proposée (3D-MCE) 

L'algorithme proposé, 3D-MCE, exploite la connectivité du maillage triangulaire afin d’extraire 

la ligne médiane. Comme indiqué dans le chapitre 2, La représentation la plus courante de 

surfaces 3D est le maillage triangulaire, dans lequel les faces sont des triangles reliés par leurs 

bords ou sommets communs (Voir Figure 4.1). 

 

Figure 4. 1 : Maillage triangulaire. 

Les sommets sont des coordonnées dans un espace tridimensionnel Euclidien réel 𝑅3 , les bords 

sont les connexions entre les sommets, chaque arête relie deux sommets. Une face triangulaire 

est un ensemble fermé de trois bords. Un groupe de 𝑛 sommets 𝑉 avec leurs 𝑘 bords 

correspondant 𝐸 caractérise un maillage d’un modèle 𝑀 = {𝑉, 𝐸} 

𝑉 = {(𝑣𝑖
𝑥, 𝑣𝑖

𝑦
, 𝑣𝑖

𝑧) ∈ 𝑅3, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} (4.1) 

𝐸 = {𝑒𝑖𝑗
𝑞  ,1 ≤ 𝑞 ≤ 𝑘} (4.2) 

Où 𝑒𝑖𝑗
𝑞   représente le 𝑞è𝑚𝑒 bord qui relie le 𝑖è𝑚𝑒  sommet avec le 𝑗è𝑚𝑒 sommet. 

En utilisant le maillage triangulaire comme entrée, l'algorithme 3D-MCE nécessite plusieurs 

étapes pour extraire la ligne centrale, ces étapes sont illustrées dans l’organigramme de la Figure 

4.2. 

 

Figure 4. 2 : Organigramme de l’algorithme 3D-MCE. 
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4.2.1  Extraction des sommets externes 

L'extraction des sommets externes du maillage triangulaire qui représente la surface de l’objet 

tubulaire 3D est une étape essentielle pour l'algorithme 3D-MCE. Elle permet la mise en 

évidence de tous les sommets externes de la forme tubulaire 3D sur le maillage 𝑀 en exploitant 

seulement la connectivité entre ses points. 

Considérons un maillage triangulaire 𝑀 avec 𝑀 = {𝑉, 𝐸}, où 𝑉 représente l'ensemble de tous les 

sommets du maillage et 𝐸 la liste de tous les bords du maillage. Le bord 𝑒𝑖𝑗 ∈ 𝐸 , qui relie le 

sommets 𝑣𝑖 avec le sommets 𝑣𝑗  peut être classé en deux catégories distinctes en fonction de son 

emplacement : 

 Les bords qui sont communs à deux triangles sont appelés bords internes. Par exemple les 

triangles ∆(𝑣1,𝑣2,𝑣3) et ∆(𝑣1,𝑣3,𝑣4)  du maillage triangulaire représenté sur la Figure 4.3 

partagent le même bord interne 𝑒13; les triangles ∆(𝑣1,𝑣5,𝑣6) et ∆(𝑣1,𝑣6,𝑣7) partagent le 

même bord interne 𝑒16. 

 Les bords qui appartiennent à un seul triangle du maillage triangulaire sont appelés bords 

externes. par exemple le bord externe 𝑒82 du maillage triangulaire représenté sur la 

Figure 4.3 appartient seulement au triangle ∆(𝑣1,𝑣8,𝑣2), et le bord externe 𝑒56 , appartient 

seulement au triangle ∆(𝑣1,𝑣5,𝑣6). 

En utilisant les deux définitions données ci-dessus, l'ensemble de tous les bords 𝐸 du maillage 𝑀 

peut être divisé en deux sous-ensembles: le sous-ensemble des bords internes 𝐸𝑖𝑛𝑡 et le sous-

ensemble des bords externes 𝐸𝑒𝑥𝑡: 

𝐸 = {𝐸𝑖𝑛𝑡 ∪ 𝐸𝑒𝑥𝑡} (4.3) 

 

Figure 4. 3 : Maillage triangulaire 3D : en rouge les bords externes et en vert les bords internes. 
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Le bord externe 𝑒𝑖𝑗 ∈ 𝐸𝑒𝑥𝑡  du maillage triangulaire 𝑀 relie le sommet externe 𝑣𝑖 au sommet 

externe 𝑣𝑗 . Chaque bord externe connecte deux sommets externes. L’étape d’extraction des 

sommets externes de l’algorithme 3D-MCE a pour objectif de trouver tous les sommets externes 

𝑉𝑒𝑥𝑡 du maillage 𝑀, qui relient tous les bords externes 𝐸𝑒𝑥𝑡 (voir Figure  4.4).   

 

Figure 4. 4 : Sommets externes (en violet). 

4.2.2  Classification des sections de la forme tubulaire 

L’objectif de cette étape est de diviser les sommets externes 𝑉𝑒𝑥𝑡 extraits dans l'étape précédente, 

en deux catégories. Le but est de faire une distinction entre l'entrée et la sortie de la forme 

géométrique tubulaire 3D. Pour le faire, les sommets externes 𝑉𝑒𝑥𝑡 sont répartis en deux groupes 

exclusifs en utilisant la méthode de classification ascendante hiérarchique [105-109]. La 

méthode de classification ascendante hiérarchique est initialisée avec chaque sommet externe 

dans son propre cluster puis procède progressivement en joignant les grappes les plus proches 

jusqu'à ce que deux groupes différents soient formés. Le premier groupe représente les sommets 

de la section de référence  𝑉𝑟𝑒𝑓, et le second représente les sommets de la première section 

mobile 𝑉𝑚𝑜𝑣1 (voir Figure 4.5) : 

𝑉𝑒𝑥𝑡 = {𝑉𝑚𝑜𝑣1  ∪ 𝑉𝑟𝑒𝑓} (4.4) 
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Figure 4. 5 : Section de référence et section mobile de la forme tubulaire. 

4.2.3  Progression de la section mobile 

Une fois que la première section mobile est détectée, elle doit se déplacer tout le long de la forme 

tubulaire, jusqu'à ce qu'elle atteigne la section de référence (voir Figure 4.6). Cette progression 

est réalisée en cherchant les sommets adjacents à la section mobile actuelle dans le but de trouver 

la section la plus proche. Cette tâche peut être réalisée en calculant la distance entre les sommets 

de la section mobile actuelle 𝑉𝑚𝑜𝑣 et tous les autres sommets du maillage triangulaire 𝑀 puis de 

ne garder que les sommets qui minimisent cette distance. Cette approche peut s’avérer utile mais 

son inconvénient majeur est son temps d’exécution trop élevé, voilà pourquoi une autre approche 

est utilisée par l’algorithme 3D-MCE pour trouver la section la plus proche. 

 

Figure 4. 6 : Progression de la section mobile. 

Section mobile 

Section de 

référence 
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Supposons que la différence entre deux groupes de sommets 𝐴 ∈ 𝑅3 et 𝐵 ∈ 𝑅3 soit notée ||, avec 

𝑎 ∈ 𝑅3 les sommets qui appartiennent à 𝐴 et n’appartiennent pas à 𝐵: 

𝐴||𝐵 = {𝑎 ∈ 𝑅3, 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑎 ∉ 𝐵} (4.5) 

La première section mobile 𝑉𝑚𝑜𝑣1 et la section de référence 𝑉𝑟𝑒𝑓, sont utilisées afin d’extraire les 

nouvelles sections mobiles 𝑉𝑚𝑜𝑣1,…,𝜑 en respectant les étapes suivantes décrites dans l’Algorithme 

4.1. 

Algorithme 4.1 SecMob 

Entrée(s) : Maillage triangulaire 𝑀, Première Section mobile 𝑉𝑚𝑜𝑣1, Section de référence 𝑉𝑟𝑒𝑓 

Sortie(s) : Les 𝜑 sections mobiles du Maillage triangulaire : 𝑉𝑚𝑜𝑣1,…,𝜑 

Début 

Initialisation :  𝜑 = 1 

 Répéter 

1. Marquer tous les sommets de la section mobile 𝑉𝑚𝑜𝑣𝜑 comme des 

sommets déjà visités 𝑉𝑚𝑜𝑣
↺ . 

2. Ignorer les sommets visités 𝑉𝑚𝑜𝑣
↺  dans la liste des sommets du maillage 

triangulaire 𝑀. De cela résulte une nouvelle liste de sommets en 

utilisant l’équation (4.5) qui formera le nouveau maillage :  

𝑀𝑛𝑒𝑤 = 𝑀||𝑉𝑚𝑜𝑣
↺ . 

3. Extraire les nouvelles listes de bords externes 𝐸𝑒𝑥𝑡
𝑛𝑒𝑤et de sommets 

externes 𝑉𝑒𝑥𝑡
𝑛𝑒𝑤 à partir du nouveau maillage 𝑀𝑛𝑒𝑤. 

4. 𝜑 = 𝜑 + 1 

5. La nouvelle section mobile est obtenue en utilisant l’équation (4.5): 

 𝑉𝑚𝑜𝑣𝜑
 = 𝑉𝑒𝑥𝑡

𝑛𝑒𝑤||𝑉𝑟𝑒𝑓.   

Jusqu’à : 𝑀𝑛𝑒𝑤 = 𝑉𝑒𝑥𝑡
𝑛𝑒𝑤 

Fin 

4.2.4  Extraction de la ligne centrale 

Après l’identification de toutes les sections mobiles tout au long de la forme tubulaire par 

l’Algorithme 4.1, le centre de gravité 𝐶  de chaque section mobile est calculé en utilisant 
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l’équation (4.7). Finalement, la ligne centrale est définie comme étant l’union de tous les centres 

de gravité des 𝜑 sections mobiles 𝑉𝑚𝑜𝑣1,…,𝜑 de la forme tubulaire: 

𝑉𝑚𝑜𝑣𝑘 = {(𝑣𝑖
𝑥,𝑘, 𝑣𝑖

𝑦,𝑘
, 𝑣𝑖

𝑧,𝑘) ∈ 𝑅3, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚} (4.6) 

Avec 𝑚 le nombre de points de la section mobile 𝑉𝑚𝑜𝑣𝑘. 

𝐶𝑘 =

{
 
 

 
 𝑐𝑥,𝑘 = 𝑣𝑥,𝑘 =

1

𝑚
∑ 𝑣𝑥,𝑘𝑚
𝑖=1

𝑐𝑦,𝑘 = 𝑣𝑦,𝑘̅̅ ̅̅ ̅ =
1

𝑚
∑ 𝑣𝑦,𝑘𝑚
𝑖=1

𝑐𝑧,𝑘 = 𝑣𝑧,𝑘̅̅ ̅̅ ̅ =
1

𝑚
∑ 𝑣𝑧,𝑘𝑚
𝑖=1

  (4.7) 

3𝐷 −𝑀𝐶𝐸 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑒𝑟𝑙𝑖𝑛𝑒 = 𝐶3𝐷−𝑀𝐶𝐸 = {⋃ 𝐶𝑘}
𝜑
𝑘=1   (4.8) 

L’Algorithme 4.2 regroupe toutes les étapes d’extraction de la ligne centrale en utilisant 

l’algorithme 3D-MCE. 

Algorithme 4.2 3D-MCE 

Entrée(s) : Maillage triangulaire 𝑀 

Sortie(s) : La ligne centrale 𝐶3𝐷−𝑀𝐶𝐸  

Début 

Initialisation : 𝜑 = 1 

 1. Extraction des sommets externe 𝑉𝑒𝑥𝑡 

2. Classification des sommets externe Vext = {Vmov1  ∪ Vref} 

Répéter 

1. Calculer le centre de gravité 𝐶𝜑 de la section mobile 𝑉𝑚𝑜𝑣𝜑 en utilisant 

l’équation (4.7) 

2. Marquer tous les sommets de la section mobile 𝑉𝑚𝑜𝑣𝜑 comme des 

sommets déjà visités 𝑉𝑚𝑜𝑣
↺ . 

3. Ignorer les sommets visités 𝑉𝑚𝑜𝑣
↺  dans la liste des sommets du maillage 

triangulaire 𝑀. De cela résulte une nouvelle liste de sommets en 

utilisant l’équation (4.5) qui formera le nouveau maillage :  

𝑀𝑛𝑒𝑤 = 𝑀||𝑉𝑚𝑜𝑣
↺ . 

4. Extraire les nouvelles listes de bords externes 𝐸𝑒𝑥𝑡
𝑛𝑒𝑤et de sommets 
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externes 𝑉𝑒𝑥𝑡
𝑛𝑒𝑤 à partir du nouveau maillage 𝑀𝑛𝑒𝑤. 

5. 𝜑 = 𝜑 + 1 

6. La nouvelle section mobile est obtenue en utilisant l’équation (4.5): 

 𝑉𝑚𝑜𝑣𝑘
 = 𝑉𝑒𝑥𝑡

𝑛𝑒𝑤||𝑉𝑟𝑒𝑓.   

Jusqu’à : 𝑀𝑛𝑒𝑤 = 𝑉𝑒𝑥𝑡
𝑛𝑒𝑤 

3. 3D −MCE centerline = C3D−MCE = {⋃ Ck}
φ
k=1  

Fin 

 

4.3  Résultats de l’algorithme 3D-MCE 

L'algorithme 3D-MCE a été testé sur des modèles génériques tubulaires 3D où différents 

paramètres ont été variés : la courbure, l’épaisseur des tubes ainsi que la densité des nœuds de la 

surface 3D, les lignes centrales obtenues sont illustrées dans les Figures 4.7 et 4.8.  

L'algorithme 3D-MCE été testé également sur des modèles de côlons humain 3D construit à 

partir de colonoscopie CT assistée par ordinateur, téléchargées à partir de l'archive d'imagerie du 

cancer [110], les lignes centrales obtenues à partir de ces modèles sont représentées dans les 

Figures 4.9 et 4.10. 

 

Figure 4. 7 : Ligne centrale 3D-MCE (en bleu) d’un modèle générique 3D. 
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Figure 4. 8 : Ligne centrale 3D-MCE (en bleu) d’un modèle générique 3D. 

 

Figure 4. 9 : Ligne centrale 3D-MCE (en bleu) d’une reconstruction 3D d’un colon humain réel. 
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Figure 4. 10 : Ligne centrale 3D-MCE (en bleu) d’une reconstruction 3D d’un colon humain réel. 

4.4  Comparaisons et interprétations 

Une comparaison entre l’algorithme 3D-MCE et l’algorithme d’extraction de la ligne central 

basée sur le diagramme de Voronoï proposé par [27, 28] intégrée dans le logiciel open source 

Vascular Modeling Toolkit (VMTK)  [111] est effectuée.  

Dix modèles tubulaires 3D de forme hélicoïdale sont générés afin de comparer les deux 

algorithmes, les dix modèles tubulaires ont une surface irrégulière et sont construits en utilisant 

l’équation paramétrique (4.9), ces modèles ont un rayon 𝑎 et une pente 2𝜋𝑏 (voir Figure 4.11).  

𝑟(𝑡) = (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)) = {

𝑥(𝑡) = 𝑎𝑐𝑜𝑠 (𝑡)

𝑦(𝑡) = 𝑎𝑠𝑖𝑛 (𝑡)

𝑧(𝑡) = 𝑏𝑡

 (4.9) 

Comme le montrent les Tableaux 1 et 2, les dix modèles tubulaires 3D de forme hélicoïdale ont 

été générés avec différents rayons 𝑎,  pentes 𝑏 et une densité de triangles contenus dans le 

maillage différente. 

Pour évaluer les lignes centrales produites par les algorithmes : 3D-MCE et diagramme de 

Voronoï sur les dix modèles 3D créés, deux interpolations dans deux sous-espaces de dimension 

ont été réalisées: 



Chapitre 4                                                                                          Présentation de l’algorithme 3D-MCE 

 

 

78 

 

1. Interpolation non linéaire de forme circulaire qui utilise les moindres carrés [112, 

113] afin d'estimer le rayon 𝑎 sur le plan {𝑋, 𝑌} de la ligne centrale 3D (voir Figure 

4.12). 

2. Sur le plan {𝑌, 𝑍} de la ligne centrale 3D, la distance entre deux points qui font une 

révolution complète est utilisée pour trouver la pente 𝑏 (voir Figure 4.13). 

 

Figure 4. 11 : Modèle tubulaire hélicoïdal 3D avec une surface irrégulière (en vert) et sa ligne central 3D-

MCE (en bleu). 

 

Figure 4. 12 : Interpolation circulaire. 
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Figure 4. 13 : Interpolation sinusoïdale. 

 

 

 

Tableau 4.1 : Comparaison des rayons obtenus par les méthodes 3D-MCE et Voronoï  

 Estimation du rayon 

   3D-MCE Voronoi 

 

Modèle 𝒂 

 

𝒃 

 Nombre  

de 

triangles 

 

 �̂� 

 

 𝝈 

�̂�𝒎𝒂𝒙 

 𝒂𝒕 

 95% 

�̂�𝒎𝒊𝒏 

 𝒂𝒕 

95% 

 

 �̂� 

 

 𝝈 

�̂�𝒎𝒂𝒙 

𝒂𝒕 

𝟗𝟓% 

�̂�𝒎𝒊𝒏 

𝒂𝒕 

𝟗𝟓% 

M1 20 9 20040 19,9779 0,0138 20,0049 19,9509 20,1038 0,1284 20,3556 19,8521 

M2 10 6 13320 9,9863 0,0379 10,0606 9,9121 10,1695 0,1359 10,4358 9,9033 

M3 43 7 9960 42,81 0,0154 42,8402 42,7798 42,902 0,036 42,9726 42,8314 

M4 30 15 22280 29,9737 0,0136 30,0003 29,9471 30,0466 0,0923 30,2274 29,8657 

M5 20 35 25080 19,9907 0,0371 20,0634 19,918 20,014 0,0443 20,1008 19,9271 

M6 9 15 18200 8,9896 0,0384 9,0649 8,9143 9,0832 0,0868 9,2532 8,9131 

M7 60 70 28680 59,9678 0,0134 59,9942 59,9415 59,9119 0,0205 59,9521 59,8717 

M8 27 11 33400 26,9891 0,0134 27,0154 26,9628 27,0633 0,1047 27,2686 26,858 

M9 100 11 40120 99,9729 0,0138 100 99,9459 99,8626 0,0309 99,9232 99,8019 

M10 55 19 50200 54,9994 0,0402 55,0781 54,9207 55,0264 0,1157 55,2532 54,7995 
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Les principaux avantages de l'algorithme 3D-MCE sont son autonomie et sa précision; la ligne 

centrale est générée automatiquement sans avoir besoin de paramètres d'entrée, l’algorithme 3D-

MCE produit une ligne centrale bien centrée, sans aucune discontinuité et qui a une épaisseur 

d’un point même en présence de bruit dans les modèles 3D (voir Figures 4.7, 4.8 , 4.9, 4.10 et 

4.11), car il calcule de manière itérative, pour chaque section de la forme tubulaire 3D, un centre 

de gravité, ce qui donne directement une ligne centrale avec un point d’épaisseur sans avoir 

besoin d’étapes de post-traitement. 

Comparé à l'algorithme 3D-MCE, la procédure d’extraction de la ligne centrale qui utilise le 

diagramme de Voronoï n’est pas automatique; en effet, dans cette méthode, l'utilisateur doit 

définir deux points: un point où le début de ligne centrale est souhaité, et un autre point où la fin 

de cette ligne est souhaitée. Un petit changement dans la position de ces deux points peut 

produire un effet important sur la ligne centrale générée. Bien que le niveau de précision de 

l’algorithme 3D-MCE soit proche de l’algorithme basé sur le diagramme de Voronoï, la méthode 

proposée 3D-MCE est entièrement automatique et elle est facile à implémenter. 

Tableau 4.2 : Comparaison des pentes obtenues par les méthodes 3D-MCE et Voronoï  

 Estimation des pentes 

   3D-MCE Voronoï 

 

Modèle 𝒂 

 

𝒃 

 Nombre 

de 

triangles 

 

 �̂� 

 

 𝝈 

�̂�𝒎𝒂𝒙 

𝒂𝒕 

𝟗𝟓% 

�̂�𝒎𝒊𝒏 

𝒂𝒕 

𝟗𝟓% 

 

 �̂� 

 

  

 𝝈 

�̂�𝒎𝒂𝒙 

𝒂𝒕 

𝟗𝟓% 

�̂�𝒎𝒊𝒏 

𝒂𝒕 

𝟗𝟓% 

M1 20 9 20040 8,9934 0,0542 9,0997 8,8871 9,0163 0,25 9,5062 8,5263 

M2 10 6 13320 5,9953 0,034 6,0619 5,9288 6,0357 0,1878 6,4038 5,6677 

M3 43 7 9960 6,9917 0,0656 7,1203 6,8631 6,9916 0,0353 7,0608 6,9224 

M4 30 15 22280 15,0157 0,0432 15,1003 14,9311 14,9858 0,094 15,17 14,8016 

M5 20 35 25080 34,9873 0,0158 35,0183 34,9564 34,9715 0,5022 35,9558 33,9871 

M6 9 15 18200 15,0093 0,0705 15,1475 14,8711 14,9133 0,7154 16,3155 13,5111 

M7 60 70 28680 69,9275 0,2579 70,4329 69,422 69,9724 0,0896 70,1479 69,7969 

M8 27 11 33400 10,9947 0,0344 11,0621 10,9273 10,9807 0,1292 11,2339 10,7275 

M9 100 11 40120 11,0592 0,029 11,0592 10,9455 10,9743 0,0073 10,9886 10,9599 

M10 55 19 50200 18,9933 0,0012 18,9933 18,9887 19,2071 0,3941 19,9796 18,4347 
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Les résultats présentés dans les Tableaux 1 et 2, montrent que l'algorithme 3D-MCE donne un 

intervalle de confiance à 95% plus petit par rapport à celui obtenu par la méthode basée sur le 

diagramme de Voronoï, ce qui signifie que la zone autour de la valeur vraie est plus petite pour 

le 3D-MCE, par rapport à la méthode du diagramme de Voronoï. Les résultats montrent aussi 

que, pour les deux paramètres estimés (rayon et pente), l'approche proposée, 3D-MCE, donne un 

intervalle de confiance à 95% plus petit par rapport à la méthode de diagramme de Voronoï. 

Afin d'évaluer la sensibilité de la méthode 3D-MCE à la densité des triangles contenus dans le 

maillage, quatorze modèles hélicoïdaux ont été générées en utilisant l'équation (4.9), avec un 

rayon constant 𝑎 = 25 et une pente constante 𝑏 = 12 et avec des nombres de triangles contenus 

dans le maillage 3D différents. Pour tous les modèles, la ligne centrale a été extraite avec 

l'algorithme 3D-MCE, sur chaque ligne centrale obtenue, deux interpolations dans deux sous-

espaces de dimension ont été réalisées: une interpolation non linéaire de forme circulaire et une 

interpolation sinusoïdale pour estimer le rayon et la pente du modèle respectivement (voir 

Figures 4.12 et 4.13). Les rayons et les pentes obtenues sont représentés sur les Figures 4.14 et 

4.15 respectivement. Les résultats montrent que la précision de 3D-MCE est peu sensible à la 

densité des triangles du modèle 3D, et elle augmente avec l’augmentation de la densité du 

maillage 3D. 

 

Figure 4. 14 : Sensibilité du rayon de la forme tubulaire au nombre de triangles du maillage. 
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Figure 4. 15 : Sensibilité de la pente de la forme tubulaire au nombre de triangles du maillage. 

4.5  Conclusion 

Dans ce chapitre, la nouvelle méthode 3D-MCE d’extraction de la ligne centrale développée 

dans cette thèse est présentée, cette nouvelle méthode a le principal avantage d’être automatique 

et spécialisée pour les formes de géométrie tubulaire, elle est facile à implémenter et elle donne 

directement une épaisseur de la ligne centrale égale à un point sans nécessiter des étapes de 

prétraitement ou de post-traitement. 

L'algorithme 3D-MCE utilise uniquement le maillage triangulaire de la forme géométrique 

tubulaire 3D pour calculer la ligne centrale. L’expérimentation effectuée montre que la ligne 

centrale est centrée, connectée et a un point d’épaisseur même si les modèles 3D présentent des 

irrégularités à la surface. Les résultats montrent également que les performances du 3D-MCE 

sont indépendantes de la densité du maillage.  

Nos futurs travaux porteront sur l'extension de l'algorithme 3D-MCE aux formes géométriques 

tubulaires avec branchement, et sur son adaptation aux différents types de maillage qui sont 

différents du maillage triangulaire 
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CONCLUSION GENERALE 

Les lignes centrales sont des descripteurs de formes géométriques de dimension inférieure à la 

forme qu'elles décrivent. Elles sont centrés dans la forme, capturent la symétrie de la forme, et 

décrivent la topologie de la forme d'une manière compacte. Ces qualités font de l’extraction 

de la ligne centrale une étape souhaitable dans une variété d'applications, allant de la 

segmentation et de la récupération de forme 3D, à l'estimation et à la planification des 

mouvements de la forme 3D. 

L’objectif de notre travail était d’étudier les algorithmes d’extraction de la ligne centrale à 

partir d’objets 3D afin d’explorer de nouvelles possibilités d’extraction de la ligne centrale 

qui peuvent satisfaire certaines applications. La difficulté résidait essentiellement dans la 

nécessité d’améliorer le compromis entre la simplicité de l’algorithme, sa précision et son 

autonomie. 

Dans un premier temps, nous nous sommes intéressées aux méthodes d’extraction du 

squelette et de la ligne centrale existantes dans la littérature. Nous avons remarqué que ces 

techniques nécessitent des paramètres d'entrée pour extraire la ligne centrale, et la plupart 

d'entre elles ont besoin d’étapes de post-traitement pour affiner la ligne centrale car elles ne 

produisent pas directement une ligne centrale continue avec un point d’épaisseur.  

Nous avons présenté dans cette thèse, une nouvelle méthode, que nous avons nommé 3D-

MCE, d’extraction de la ligne centrale ; cette nouvelle méthode a le principal avantage d’être 

automatique. La méthode 3D-MCE est spécialisée pour les formes 3D de géométrie tubulaire, 

elle est facile à implémenter et elle donne directement une épaisseur de la ligne centrale égale 

à un point sans avoir besoin d’étapes de prétraitements ou de post-traitements. 

Nous avons pu montrer dans ce travail de thèse, que le fait de restreindre le domaine d’action 

des algorithmes d’extraction de la ligne centrale 3D, amènerait à des résultats meilleurs, 

permettrait d’automatiser les algorithmes en supprimant les paramètres d’entrées, ainsi que les 

étapes de prétraitements et de post-traitements et augmenterait la simplicité des algorithmes.  

Enfin, nous constatons qu’il est possible d’améliorer l’algorithme 3D-MCE, ce qui va 

permettre d’envisager diverses perspectives de ce travail, parmi lesquelles :  

 L’extension de l’algorithme 3D-MCE, afin de traiter les formes de géométrie tubulaire qui 

présentent des branchements. 
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 L’adaptation de l’algorithme 3D-MCE aux différents types de maillage qui sont différents 

du maillage triangulaire. 

 L’évaluation et l’amélioration de la méthode proposée en termes de précision et de 

complexité algorithmique.   
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Glossaire Français-Anglais 

A 

Algorithmes gloutons  
Analogie du feu de prairie 

Greedy Algorithm 

Grassfire analogy 

 

B 

Bords 

Bord ailé 

Edge 

Winged-edge 

 

C 

 

 

Carré unitaire 

Coloscopie virtuelle 

Combinaison barycentrique 

Complexe simplicial 

Unit square 

Virtual colonoscopy 

Barycentric combination 

Simplicial complex 

 

D 

 

 

Demi-bords Halfedge 

 

I 

 

Intervalle de confidence 

Inversion des bords 

Confidence interval 

Edge flip 

 

L 

 

Ligne centrale Centerline 

 

M 

Métrologie de forme 

Maillage 

Modélisation volumique 

Shape metrology 

Mesh 

Solid Modeling 

 

Q 

 

Quad-bord Quad-edge   

 

S 

 

Sommet Vertex 

 

T 

 

Traitement géométrique  Geometric processing  

 

V 

 

Variété Manifold   

 


