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C:Hi A P.I T RIE 1

INTRODUCTTION

L'étude des structures constitue un domaine de
recherche trés vaste. Son champ d'application s'élargit pour

toucher un grand nombre de disciplines existantes dans le

monde industriel ( tels que : automobile , ferroviaire ,
maritime , aéronautique , nucléaire , genie-civil ,etc..).
Ce domaine n'a pas cessé , jusci'a ce jour , de connaitre le
progrés dans les mélhodes et p »redés de calcul .

En plus de 1l'évolution dans le d.umaine de la connaissance du
comportement des matiriaux et des stuctures , le progres
technologique , d'une maniére  éndérale , a permis dans ce
domaine de développer 1les mnuyens de calcul et d'analyse
par l'introduction de 1'outil informatique

Nous pouvons résumer gue , le calcul de structure est passé
de l'ere des anciennes méthodes de calcul classique,dont une
partie de ces méthodes reste toujours valable et utilisée, &
une nouvelle eére gui se distingue par les exigences en
économie de matiére premiére ,la qualité ,la sécurité et les
performances élevées qui conduisent a la nécessité d'affiner
le calcul des structures par la mise en oeuvre de méthodes
nouvelles dont la plus répandue est la méthode des éléments
finis . Ces méthodes se sont . développées sur la base de
modélisation détaillée aboutissant a 1' élaboration de
logiciels informaticque

Ces derniers deviennent désormais un moyen de calcul simple
a utiliser , efficace et rapide & la portée des ingenieurs
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des bureaux d'étude .

L'exploitation de ces logiciels ne nécessite pas la maitrise
de cette méthode . Seulement , une formation sur la mise en
oeuvre et 1' interprétation des résultats suffisent pour
utiliser correctement ces logiciels .

Pour en revenir a la définition du calcul des structures,
nous dirons qu'il a pour fonction de vérifier la résistance
de celles-ci lorsqu'elles sont scumises A& des sollicitations.
Cette vérification consiste & contridler si les contraintes
sont faibles pour qu'il n'y ait pas de rupture,ni de flambage
ou de résonance .

La vérification & la rupture ou aux déformations plastiques
se traduit par la comparaison entre la contrainte calculée
et une fraction de la limite élactique, en introduisant le
coéfficient de securité .

La vérification au flambement consiste a chercher des charges
critiques et de les comparer & celles qui sollicitent la
structure .Par contre le phénoméne de résonance est vérifié,
en procédant & la comparaison des fréquences propres de la
structure a la fréquence d'excitation .

Parmi les domaines qui sont concernés par le calcul des
structures, on trouve le ferroviaire. Ce secteur est composé
d'un grand nombre de discipline & savoir 1l'infrastructure
(voie,batiment,ouvrage d'art,..etc),le matériel (locomotive,
voiture de voyageur, wagon ) et la signalisation.

Comme tout autre entreprise naticnale , le chemin de fer
algerien se propose d'intégrer un certain nombre d'éléments
de la voie, du matériel et de ia signalisation .

Pour cela, la S.N.T.F nous a propcsé 1'étude d'un élément
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important dans 1le matériel qui est 1le chissis de 1la
locomotive . Depuis des années , l'unité de maintenance
connait plus en plus des progrés dans la remise en bon
état des chéssis endommagés ol en voie de réforme .
Cette maitrise n'est accompagnée d'aucune méthode , ni de
moyen de calcul .C'est dans cet objectif,que notre recherche
a pour intérét d'élaborer une notice de calcul qui
contribuera a 1la réparation des chéssis et aussi a
1'étude d'intégration de cet élément .
Seulement,connaissant la complexité du milieu dans lequel
travaille le chéssis et vu qu'il n'rxiste pas de tradition
de recherche dans les structures ferroviaires au niveau local
nous nous sommes, alors ,confronté & un domaine de recherche
vierge et treés large
Dans ce cas , nous avons limité au départ ce théme aux
objectifs suivants :
a) - recherche d'une meilleure modélisation pour ce
genre de structure
b) - retrouver les positions d'équilibre du chéssis
avec la formulation de la nouvelle modélisation
c) - mettre en équation la formulation donnant les
charges critiques et procéder au calcul .

Cette approche de recherche est de nature théorique .

Le but essentiel visé par ce travail , c'est la modélisation
de cette structure pour une éventuelle étude du comportement
statique et dynamique

Au niveau national, il existe des travaux de recherche , qui
ont traité ce genre de structure par la méthode des éléments
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finis
On a utilisé Jjusqu' a présent deux modéles d'éléments
finis. le premier consiste a discrétiser 1les éléments du
chéssis en éléments poutires de section droite dans 1'espace.
Pour ce modéle ,il a été considéré que la section droite
reste toujours droite durant la déformation , les charges
extérieures passent par le centre de gravité et que 1la
résultante des forces de cisaillewment passe ,aussi,par le
centre de gravite (quand la poutre est soumise a& une flexion
non uniforme). La derniére hypoth&se implique que la notion
du centre de cisaillement est négligée.
A partir de ce modéle, on a pu aboutir aux calculs des
efforts suivants
- effort de traction-compression, de flexion suivant
les deux axes transversaux et 1la contrainte
de cisaillement due a la torsion pure autour du
centre de gravite .
Ce modéle a donné jusqu'a'présent des résultats satisfaisants.
Seulement,il n'a pas été mis a 1l'épreuve pour des conditions
de chargement et d'appui complexes
Néanmoins, nous pourrons exploiter un résultat intéressant
par cette premiére modélisation est que, le comportement des
chéssis classiques ( chassis composés de deux longerons et
traverses) est dominé par le comportement des longerons .
Sur la base de ce résultat, nous nous sommes intéressé a
1'étude du longeron seul [2],([3],[23].
Dans le but de parfaire et d' affiner le calcul de ce genre
de struture , on a utilisé une seconde modélisation composée
d'éléments mixtes pour le longeron unigquement
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Suivant 1les prédictions des déformations des semelles
inférieures el supérieures . de i'adme du longeron , on a
discrétisé les semelles en ¢€.°.u2nts finis plaques minces

(ou flexionnelles) et 1'ame en plaques membranaires [2],[4],
[5] . Cette modélisation a permis de  Jcoliser et maintenir
les charges a 1l'endroit ou celles-ci s'appliquent . En méme
temps elle permet de donner des précisions sur le calcul des
efforts a n'importe quels points sur la paroi de 1'&me ou
les semelles .Nous indiquons , qu'il s'est posé un probléme
de choix des degrés de liberté des noeuds se situant sur la
frontiére de liaison des éléments plaques flexionnelles et
éléments plaques membranaires . Nous ajoutons aussi, que le
phénoméne de distorsion a été négligé dans ce deuxiéme
modéle . En conclusion, nous pensons que cette modélisation
n'est pas aussi parfaite que la premiére. De plus, le temps

d'exécution de la résolution est Leaucouw,: plus arand

A travers notre modeste recherch: bhibliographique , nous
avons trouvé que ces deux moddles sont dess approches pour le
calcul de ce genre de structure d'une!  naniére générale et
ils sont idéals pour certains cas de ces structures .
Dans ce cadre , nous avons vu qu'il est intéressant de
rechercher un autre modéle qui se rapproche le plus de la
réalité du comportement de 1la classe des structures a
laquelle appartient 1le chassis de la locomotive et surtout
lorsqu' elles s' exposent a des conditions d'exploitation
trés sévéres exemple :

- Majoration de la forme du chargement dynamique et choc

sévére pour le chassis de la locomotive
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- Coup de vent wviolent et ‘jemblement de terre pour
les ponts routiers et de chenin de fer en construction
métallique

Pour cela , nous sommes retourné a l1a définition des classes
des structures , pour enh déterminer les caractéristiques de
chacunes et, ainsi connaitre 1’appartenance de la classe du
chassis de la locomotive . :
Parmi les auteurs ., inwous 1trouvons “ VLASOV " [7] 1'un des
spécialistes qui dafinit les différentes conception de
calcul des piéces suivant leur forme géométrique
IT différencie 1’enszmble des éléments constitutifs d’une
construction en quatre grandes classes
a) — les corps pleins,se sont des piedces continues dont
les trois dimensions dans 1'espace sont du méme
ordre de grandeur , la détermination des efforts
internes, et les déformations font 1'objet de
la théorie d'élasticité
b) - Les plaques et enveloppes du type voaGte ou coque
sont constituées par des voiles minces dont deux
des trois dimensions sont du méme ordre de grandeur
et Ta troisigme est tras petite par rapport aux
autres ( appelée épaisseur ). L'étude du phénoméne
de résistance ,de stabilité et de vibrations, fait
1’objet de 1l1a théorie des plaques minces et
enveloppes |
c) - Les pieces allchgdes pleines du type poutre ou
tige , se sont des é&léments qui, leur étendue dans
1’espace est caractérisée par le fait que deux' des
des trois dimensions sont du méme ordre de grandeur
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et la troisieme est trés grande par rapport aux

deux autres (appelée longueur).

Pour l1l'étude de cette classe de structure , on

introduit nne série d ' hypothése purement

géométrique supplémentaire permettant de modéliser

la tige en schéma facile a calculer .

Donc ,pendant la flexion et la traction,on suppose

que les sections drecites restent plane apreés

déformation . Lors de la torsion , on néglige

l'allongement dans 1le plan transversal et aussi

l'allongement dans le plan longitudinal

En résumé, la théorie élémentaire de la traction

flexion , et la torsion pure fait 1l'objet de 1la

théorie pratique des poutres pleines .

Soulignons , que 1' élément poutre utilisé dans

la premiére modélisation du chassis appartient a

cette troisiéme classe

La quatriéme classe est composée par des voiles

longues , prismatiques ou cylindriques . Leurs

caractéristiques distinctives est gque , l'ordre de

grandeur des trois dimensions est différent .

La particularité de ces éléments est qu'ils peuvent
subir des déformations longitudinales lorsqu'ils

sont sollicités a la torsion. Ce qui induira des

contraintes longitudinales proportionnelles a ces

déformations.Ce phénoméne de déviation(déplanation)
de 1la section droite est appelé "gauchissement"

de la section droite.Les tensions peuvent atteindre
de trés grandes valeurs aussi bien pour les piédces
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longues en voilis minces & profil ouvert ( rigide
ou deformable ) que pour celles A profil fermé
déformable.
Depuis les années 40 , .. .o derniére schématisation a regu
un intérét particulier et d’attention de la part des
chercheurs en structures
Les méthodes de calcul utilisées pour 1’étude du comportement
de ce modéle se sont développées par des procédures de calcul
analytique ( en particulier les travaux de " VLASOV LA [ 2 N )
Dans le méme axe de recherche , nous trouvons un auteur
" TIMOSHENKO " [7] qui a mis en évidence des probleémes de
stabilité de ce modele de structure.
Il a dévoilé , d'une maniére parfaite , les phénoménes de
flambement & la torsion , flambement & la flexion-torsion et
le flambement Tlatéral , qui peuvent appatraitre dans, K les
poutres a parois minces pour un chargement bien déterminé
De plus , il a introduit de nouvelles propriétés de section
relatives aux phénoménes sus-cités
IT existe , actue11emeﬁ£ , des =zolutions pour plusieurs
probleémes d’instabilité de flexion et de flexion-torsion,
obtenues a partir d’un calcul analytique , comprenant des
conditions de chargement re]atiﬁement simple [7]
Par contre dans ces derniéres années, beaucoup de chercheurs
ont repris 1’analyse de ces pnénoménes par la méthode des
éléments finis [8],[9],[10]1,[11],[12]
Ils ont modélisé les éléments de structure en voiles minces
longues , par une discrétisation en é&léments finis
nouveaux appelés : " éléments poutres & parois minces et de

section droite ouverte



Cet élément admet un degré de linurté de gauchissement , en
plus aux degrés ' Yiberté (& la poutre classique dans
1’espace.Certains d'entre-cux, o introduit les déformations
non-linéaire pour ce modélie 11,1 :1.[13] .

Dans tous 1le contexte , <cette th2se a pour objectif
d’exploiter ce nouveau élément pour 1’'analyse de 1’équilibre
statique et de stabilité du longeron, &@insi le comparer avec
les deux premiéeres modélisations ( élément poutre simple
et élément mixte plaque membranaire-flexionnelle ).

Nous introduisons , aussi , les déformations hnon-linéaires
déduites par " ROBERTS " [£] dans toute la formulation
Puisque nous avons a étudier une structure en précontrainte,
nous tiendrons en compte les contraintes initiales dans
17 expression de la contrainte du matériau ( le chassis
ayant une forme en cambrure sans qu'il soit chargé ).
Cette thése comprendra ,donc,les chapitraes suivants

Apres cette bréve thinHuYiOHI@t techerche bibliographique
résumé en chapitre 1, le deuxiémelchapitre sera consacré au
calcul des contraintes initiales. Vu que le chassis aura une
position horizontale lorsqu’ il sera chargé avec tous les
oragnes de la locomotive, nous supposcns gue les contraintes
initiales dans les 1longerons sonl celles developpées dans
les poutres rectilignhes sollicitées par le chargement de ces
mémes organes de la locomotive .

Dans ce travail,nous exploiterons les deux modéles suivants:
élément poutre simple et élément mixte plaque membrana%re—
flexionnelle , dans 1'intention de faire wunhe comparaison

de 1’efficacité de ces modeéles .



Puisqu'il existe un logiciel qui calcule ces modélisations,
nous passerons directement a son ulilisation [40]

Le troisiéme chapitre comprend: la définition du nouveau
élément poutre a parois uminces et de section droite ouverte
ainsi que les déformations non-linéaire . En méme temps,
nous développerons la formulation de 1'équation d'équilibre
en appliquant la méthode des éléments finis

Le quatriéme chapitre comportera une déscription détaillée
de la construction des matrices de rigidité intervenantes
dans le systéme d'équations d'équilibre , qui sont de nature
non-linéaire

Le cinquiéme chapitre comprendra la formulation de 1'équation
d'instabilité par une modélisation en éléments finis poutres
a parois minces . Aussi, nous donnerons un résumé du travail
de programmation informatique pour calculer tous les termes
des martices de rigidité et pour calculer la position
d'équilibre stable et les charges ciitiques. IL renfermera ,
a la fin , les résultats de 1' expérimentation numérique et
l'interprétation de ces résultats

Nous trouvons en annexe un travail gui reprend la définition
de certaines propriftés de section connues déja [7] et
surtout la définition de nouvelles propriétés de section qui
interviennent dans ce modéle poutre 3 parois minces avec' des
déformations non-linéaire [19] . Ensuite toujours en annexe,
nous présentons les résultats de calcul des expressions des
propriétés de section de quelques formes les plus utilisées

dans la pratique
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¢ iR @ ETIRCE 2

CALCUL DES CONTRAINTES INITIALES

2.1- Introduction

Nous réservons ce chapitre a l1l'étude d'une question posée
par la conception du chéssis ( recherche des contraintes
initiales )
Cette question sera traitée par la méthode des éléments
finis, en utilisant des modélisations déja appliquées pour
ce genre de structure . En méme temps , nous aborderons la
comparaison entre les deux modeles et , nous donnerons
l'avantage , et 1l'inconvénient de chacun d'eux .
Le chédssis est congu initialement en forme de cambrure
(fleche vers le haut). Le constructeur a calculé judicieuse-
ment la fléche gqu'on doit donner au chéssis afin que celle-
ci s'annulera 1lorqu'on monte l'ensemble des organes de la
locomotive sur le chéssis
Cette déformation est considérée comme condition nécessaire
pour le fonctionnement de ce type de locomotive ( Général-
Motors). Plus exactement ,cette déformation est conditionnée
par:

- l'alignement des organes moteur diesel,alternateur.

- permettre au chéssis de vibrer autour d' une

fléche nulle

- la conception (dimension et position )du réservoir.
Apreés une analyse des informations recoupées entre des
techniciens concérnés par ce probléme ( S.N.T.F ) et un
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spécialiste canadien , nous avonis abouti & la conclusion

suivante

La forme du chissis a é!. obtenue par déformation I des
longerons en cambrure , ce qui nous laisse admettre que
les longerons sontk des éléments de structure en
précontraints

Donc , il est impérativement indispensable de connaitre

les contraintes initiales ,avant toute é&tude eventuelle
sur le chdssis. C'est dans cet ordre d'idée, que nous avons
ciblé cet objectif au debut de <ce théme de recherche.
Nous ajoutons que ces contraintes peuvent étre de nature
thermique ( procédé des points de chauffage ) ou mécanique

(déformation au dela de la limite Alastique )

Pour résoudre ce prouléme , ncus avons posé 1'hypothése
suivante

Nous supposons gque , pour arriver a annuler la fléche
du longeron , sous le { chargement des organes de la
locomotive , il faut que 1le longeron ait initialement des

contraintes de sens opposé a celles provoquées par le
chargement en question .

A partir de 1la , nous avons orienté notre recherche vers
le calcul des contraintes developpées dans un longeron
(droit) soumis au méme chargement de la locomotive .

Dans ce <cas , la question est rendue comme une étude
classique. Le calcul de ce type de structure de chissis
classique ( deux longerons reliés par des traverses ) a
fait 1l'objet de deux modélisations différentes ; & savoir :

- modélisation chissis complel en élément poutre dans

G L

1l'espace
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- modélisation des longercns en élément mixte plaque
membranaire -~ flexionnelle

Vu que 1la formulation de ces modélisations est devenue
familiére pour les ingénieurs ( surtout 1la premiére ) et
qu 'il existe actuellement des programmes et des logiciels
de calcul, nous donnons briévement les étapes de formulation
de ces modélisations , et nous passerons directement &
l'exploitation d'un logiciel (appelé S A P 80)
La comparaison entre ces modélisations portera sur la valeur
de la fléche trouvee et les ccntraintes initiales recherchées
seront calculées avec 1le mocdéle donnant une fléche qui se

rapproche le plus a ceile du constructeur



2.2- Définition des données d. probléme

2.2.1- Description du chéssis

Le chassis de la locomotive G M est une structure métallique
composée de deux poutres principales appelées longerons, se
sont des profilés en forme de "I" dissymetrique reconstitués
par des plaques d'épaisseurs différentes assemblées par
soudage . Les longerons sont reliés par des traverses de
section différentes . La liaison entre le longeron et les
traverses est rigide indénontable assurés par soudage.

Le chéssis repose sur acur appuis apuoelés (pivot) qui sont
situés au milieu de deux travers 5 a 1' avant et 1l'arrieéere
de la locomotive . Ce qui explirie les ¢randes dimensions de
ces traverses.Donc parmi les traverses les plus importantes
sont les traverses des pivots', du moteur et de tétes . Par
contre , le reste des plaques fixées sur le chéssis, jouent
un réle de support pour certains organes ou d'étancheité et

n'influent en aucun cas sur la rigidité de cette structure .

2.2.2- Chargement du chéssis

En réalité , le chAssis supporte un nombre considérable
d'organes .Nous avons choisi uniquement les organes ayant un
poids influengable sur la fléche du chadssis en charge.

La schématisation des forces-poids de ces organes est basée
sur la nature de l'assise .de chague organe.Pour le cas de la
locomotive "GM" , les organes les plus importants reposent
sur des appuis finis (discrétg) voir annexel fig 1.

s 1 .1 -_



Dans ce cas, les organes seront schénatisés par des charges
concentrées a la position d'appui voir annexel fig 2.

Par contre , les organes gui reposent iidirectement sur le
chidssis par l'intermédiaire de 1la carrosserie, et que cette
dérnieére est bridée tout le long du chéssis soit par soudage
ou par boulonnage . Leurs assises sont définies comme des
appuis continus . Donc , la représentation schématique de
ces organes seront des charges continues .

Ajoutons de plus , que la plupart des organes pris en
considération s'appuient de la méme maniére sur 1les deux
iongerons . Ce qui implique que la répartition de charge est
symétrique sur les desux longerons tout le long du chéssis.
Cette derniére remaruv , rou= permet de faire 1'analyse
d'un seul longeron . Nous t:ot ons dans 1'annexel figure 2,
la répartition des charges sur le chissis .

Concernant 1l'intensité des charges , nou: trouvons dans les
documents du constructeur les poids de la plupart des organes
de la locomotive .Néanmoins, nous avons:effectué un calcul
approximatif pour évaluer 1le poids des organes qui ne
figurent pas sur les documents du constructeur .

Le tableau 1 en annexel , dresse les différents éléments de
la locomotive , pris en considération dans 1'étude avec les
informations relatives aux nombres d'éléments par type et

nombre d'appuis et 1'intensité des charges .



2.2.3- Position des charges et dinecasions du chéssis

Parmi les documents technique du constructeur , il existe un
dessin de fabrication du chédssis . Nous avons relevé sur
ce dessin le maximum de détail relatif & la forme ,positions
des appuis de certains organes et les dimensions du chéssis.
Aussi, nous étions obligé de prendre certaines mesures
directement sur le chéssis d'une locomotive .

Nous signalons,que les vecteurs charges ne passent pas le
le centre de gravité de la section droite .

Nous remarquons que certains organes sont fixeés sur 1la
semelle supérieure du longeron et d'autres sur la semelle
inferieure .

Dans 1la figure 2 de 1'annexel, nous retrouvons toutes les

dimensions du chadssis ainsi que les positions des charges.

2.3- Modélisation en élément poutre

2.3.1- Définition d'une poutre

Une poutre est un sclide engendré par une aire plane A
(fig 2.1)qui se meut dans l'espace de maniére que,durant son
mouvement, son centre de gravité G parcoure une ligne donnée
L et que l'aire reéte constamment normale a cette ligne .

La ligne L appelée axe ou fibre moyenne de la poutre , peut
étre une ligne quelconque de 1l'espace , en général, celle-ci

est une courbe plane et souvent une ligne droite .



fig 2.1 - Elément poutre

La section droite peut changer de grandeur, et de forme ,au

cours du mouvement,mais seulement d'une maniére faible

2.3.2- hypothéses de la théorie des poutres

Dans 1la théorie des poutres , on intoduit wune série
d'hypothéses relatives au comportement et a la géométrie de
cet élément . Les hypothéses générales du comportement sont:
a) Le matériau de 1la poutre « ;t considéré homogéne et
isotrope qui ,sous l'action des forces extérieures ,ne subit
que des déformations réversibles et infiniment petites.

b) Les déplacements des points matériels sont suffisamment
faibles pour étre négligé ,lors de 1l'écriture des équations
d'équilibre (théorie dite de premier ordre).

Il en résulte de ces hypothéses la loi de " HOOKE " et le
principe de superposition .

c)selon le principe de "SAINT-VENANT" les contraintes dans
une section ,éloignées des points d'applications des forces
extérieures , ne dépendent que des éléments de réduction du
systéme de forces appliquées d' un seul cb6té de =

( les éléments de réduction étant le tenseur des forces
internes caractérisé par des composantes de forces et des
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composantes de moment ).

d) D'aprés le principe de "NAVIER-BERNOULLI" ,les sections
planes avant déformation restent planes ,aprés déformation
e) Dans 1l'étude de la torsion pure de ces é&léments , on
néglige l'allongement, le glissement dans le plan de la
section transversale ainsi que 1'allongement dans le sens

longitudinal

2.3.2.1- hypothéses géométriques

a) les dimensions transversales 1'une poutre doivent &tre

petites par rapport & la longueur . Elles ne doivent pas

cependant étre trop petites,car les déplacements sont supposés
faibles . Le domaine de 1la «classe des poutres est borné
approximativement par les limites suivantes

- poutre droite: H / L compris dans 1'interval ] 1/30,1/5 [

- poutre arc: H / L compris dans l'interval ] 1/100,1/5 [

H et L désignent respectivement hauteur et longueur de la

poutre [37]

b) Le rayon de courbure de 1la fibre moyenne devra étre

supérieur a cing fois la hauteur.

c) Dans le cas d'une poutre de section variable ,la variation

doit étre progressive le long de la fibre moyenne

2.3.3- Mise en équation

2.3.3.1- Concept de la méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis est un procédé général de
discrétisation des problémes continus décrits par des

= abishy <



relations mathématiques . Elle constitue une méthode
d'approximation des problémes continus. Son principe de base
est de subdivisé le milieu continu en un nombre fini de
parties ( appelés éléments finis ). Dont le comportement est
connu & partir d'un nombre fini de paramétre .La solution du
systéme complet constitué de l'assemblage de ses éléments
suit précisément les mémes régles que celles appliquables

aux problémes discréts standards .

2.3.3.2- Procédure générale

Nous présentons ici la procédure de calcul de la méthode des
éléments finis basée sur la méthode de déplacement .

Cette procédure aboutit & des équations dont les paramétres
sont les déplacements, elle se décrit comme suit :

- le milieu continu est subdivisé par des lignes ou des
surfaces imaginaires en un certain nombre d'éléments finis .
les éléments sont supposés reliés entre eux en un nombre
fini de points nodaux situés sur leurs frontiéres
Les déplacements de ces points nocdaux seront 1les inconnues
de base du probléme, exactement comme un simple calcul des
structures discrétes
- On choisit les fonctions perméttant de définir de maniére
unique 1le champ des déplacements a 1l'intérieur de chaque
" élément fini " en fonction des déplacements de ses noeuds.
- Les fonctions de déplacement définissent maintenant sans
ambiguité 1l'état des déformations a 1l'intérieur d'un élément
en fonction des déplacements nodaux.Ces déformations, jointes
a d'éventuelles déformations initiales , et compte tenu
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des propriétés élastiques du matériau , définissent 1'état
de contrainte en tout point de 1'élément, et par voie de
conséquence également sur ses frontieres

- On détermine un systéme de forces concentrées aux noeuds
qui équilibre les contraintes s'exergant aux frontiéres et
d'éventuelles forces réparties . Il en résulte une relation

de rigidité de la forme

g = k ., da ¥ fp + fo (2.1)

= vecteur forces s'exergant sur les noeuds
= matrice de rigidite
a = vecteur déplacements nodaux
fp = vecteur charges réparties appliquées a 1'élément
fo = vecteur forces nodales nécessaire pour compenser
les déformations initiales .
Dans la suite de ce chapitre , nous n'allons pas nous
étaler sur des démonstrations qui expligquent comment nous
aboutissons a l'expression finale de 1l'équation d'équilibre,
puisque les modéles choisis pour la recherche de la fléche
du longeron sont trés connus . Par contre , nous nous
contenterons de rappeler 1les résultats finales de 1la

formulation de l'équation d'équilibre de chaque élément .

2.3.3.3- Equation d'équilibre de 1l'élément poutre

L'élément poutre dans l'espace est modélisé par une droite
rectiligne caractérisant la ligne moyenne de la poutre
limitée dans l'espace par deux points (appelés noeuds).
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Chaque noeud admet six degrés de liberté (trois translations
et trois rotations ) . Cela scus ntend , que le noeud est
sollicité par six efforts ( trois forces et trois moments ).
Le vecteur déplacement do 1'élémont est
( 6§ } = { Uxa,Uya,Uza,0xa,0ya,6z. lixh, Uyb,Uzb,6xb,8yb,82zb )
Le vecteur force de 1'élément est
( F ) = ( Fxa,Fya,Fza,Mxa,Mya,Mza, Fxb,Fyb,Fzb,Mxb,Myb,Mzb }
Les fonctions de deplacement des différents degrés de
liberté d'un point & 1'intérieur de 1'élément sont :

Ux = al + a2 X £
a3 + a4 X + a5 X2+ a6 XJ

2 3
a7 + a8 X + a9 X + ol0 X

I

Uy
Uz

- (8 (x)}=[£(x)](ai) (2.2)
ex = all + al2 X

Duz 2

Oy = — = a8 + 2 a9 X + 3 al0 X
Ux
Ouz 2
ez = = a4 + 2 05 X + 3 a6 X
Ox < g A ik
R,
u L#ﬁ
exA Uxa 1 " 1 Uyxg eKB X
S —an-A ’/érb-—"#ihﬂ-———*-
Z{‘ﬁa L 4 Uzp
B -
7 /elal +Y (a) il
{ s
M F Fya Fye )} F M
XA XA 1 f xB X8
— R e = Tl e i
75 :
Z(’EA L Fzp
/ 7
) //MZA (b) Mzg

fig 2.2-Elément poutre: (a)degrés de liberté, (b) forces nodales
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En appliquant les conditions aux limites, on peut déterminer
les coéfficients inconnus des fonctions de déplacement de
chaque degré de liberté

Rappelons les C . A . L :

a X =0 ( 6§ (x=0) } = [f (x=0)] | @i )
( 61 ) =[A](al}

Xx= L (& (x=L) ) [£ (x=L)] { ai )
Donc nous aboutissons & un systéme d'éauations linéaire dont
le nombre d'équations est équivalent au nombre d'inconnues.
En utilisant 1la méthode de la matrice inverse , nous
calculerons les constantes (ai) :
A
{ el ¥ = [ K ] ( 61 ) (2.3)

En substituant la relation (2.3 ) dans (2.2) ; on obtient :

=1
(£(x)] [ A ] { 61 )

£ ¢ (-x) 2
ou encore

{8 (i) Y= N (% )] { 61 ) (2.4)
N(x) : appelée fonction de forme de déplacement .
Donc,le vecteur déplacement { 6(x) ) d'un point de 1'élément
est relié au vecteur { §i ) regrcupant tous les déplacements
nodaux de 1'élément par 1' intermédiaire de la matrice
[N(x)). L'égquation d'équilibre sera déterminée & partir de
l'application du principe des travaux virtuels gui s'annonce
comme suit :
Pour n'importe quel déplacement virtuel imposé a l'élément,
le travail extérieur total des charges nodales doit étre
égale au travail interne total des contraintes .
le travail interne des contraintes est aussi appelé énergie
de déformation .
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soit le vecteur de déplacements nodaux virtuel de 1'élément

poutre:
{§)=(Uxa,Uya,Uza,6xa,06ya,0za,Uxb,Uyb,Uzb,6xb,08yb,082b}

Le travail extérieur des forces nodales est :

e

Wext=(Uxa)} (Fxa)+{Uyaj{Fya)+...+{6xa}{Mxa}+(06zb) (Mzb) (2.5)
Le travail interne des contraintes est

T
J wint &. = J ( E(X) } « { o(x) ) av (2.6)

Avec (€(x)) : deéformations prodiites par les déplacements
imposés . Evaluant maintenant (e(x); et {(o(x)) .

Les déformations définient pour 1'él@ément poutre sont des
déformations axiales ( longitudinales ) dues aux efforts de
compression et de fléxicn dans 1les deux plans et des
déformations de cisaillement dues au moment de torsion.
Pour ce modéle de poutre nous négligeons les effets de

cisaillement dus aux efforts tranchants ;nous avons donc :

2 2 2 2
€X dUux/dx , d Uy/dx , d Uz/dx
{ €)= e (2.7)

B

en utilisant les résultats de ( 2.4 ) ; nous aurons

dex/dx

€ 0,1,0,0,-2,-6x%x,0,0,-2,-6%,0,0 -1
= [A] (61i)
B 0,0,0,0,0 , 0,0,0, 0, 0,0,1
( C]
on peut écrire aussi :
(e(x)} = [B ] {61 ) (2.8)

I

avec [ B ]

el b &l



Relation qui lie les deux déformations et les déplacements
nodaux . Dans la mesure ou il n'y a pas de contraintes

initiales les contraintes et les déformations sont reliées

par l'expression :
{ o(x) } = [ D] ( €(x) ) (2.9)

Ou [D] est une matrice carrée symétrique dont les termes
dépendent des caractéristiques mécaniques des matériaux .

En remplagant €(x) par son expression donnée en (2.8); on a
[ ofx) Jre [ D) [(“B7) [ .8% ] (2.10)
Pour le cas de la poutre

[ D)=

En utilisant les expressions(2.5),(2.6),(2.7),(2.8),(2.10) ;
on obtient

T T G\
(61) (Fi) = J{ai} [B] [D] [B] {6i) dv (2.11)

Les vecteurs nodaux sont des valeurs indépendants des

variables d'intégration .On peut écrire :
T T T
(61) (Fi) = (61) [ B] [ D] [ B] dv {6i) (2.12)

Finalement,1l'équation d'équilibre de la structure globale est

[ Fi ]

i R (2.133

avec

T
[ K] J (B]1 (D] [B]adv (2.14)

[ K] appelée matrice de rigidité¢ de l'elément poutre qui
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sera donné dans la page 26

2.3.3.4~ Matrice de rigidité qlolL.ule

Rappelons que 1' équation d' équilibre précédente est
déterminée pour un élément quelconque de la structure dans
l'espace et 1le repére considéré est celui défini pour
1'élément en question (appelé repére local).Pour cela, avant
de passer au calcul de la structure compléte , il est
indispensable de réécrire les équations d'équilibre de chaque
élément dans le systéme global défini pour 1la structure .
Ensuite , on effectue l'assemblage des matrices de rigidité
élémentaire des vecteurs ¢ 2s déplacements et des vecteurs
forces expriméc cans le @ r&ce global pour établir 1'équation

de toute la structure .

2.3.4- Modélisation

Le longeron est discrétisé en un maillage d'élément poutre
irrégulier.C'est a dire les longueurs des éléments sont
différents.Les noeuds qui délimitent ces longueurs ont été
choisis aux points de connections entre traverses et longerons
du chédssis .Aussi , nous définissons des noeuds aux endroits
ou il y a changement de section droite et aux appuis du
longeron . Pour ce longeron , nous avons onze éléments
poutres.Donc, nous avons douze noeuds dont les noeuds ( 4 )
et ( 9 ) caractérisent les points de changement de section.
Précisant ,que le noeud (.9 ) se trouve approximité d'une
connection traverse-longeron, Par conséquent, il définit en
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méme temps une connection et un changement de section

Vu que les appuis du chdssis se rituent sous des traverses
(appelées traverses'pivots)les 1oculds (3) et (5) caractérisent
des connections traverse - lonyec.on et appui du longeron
(voir figure de la discrétisation page 29 ). Concernant la
numérotation, nous n'avons aucune remarque, ni spécification

a donner, car le maillage est simple et linéaire

2.3.5- Répartition des charges

Suivant le principe théorique de la méthode des éléments
finis , les charges d'une structure discrétisée en éléments
finis ,doivent étre modélisées comme des forces ( moments )
concentrés aux noeuds de la structure .

Pour les deux cas de chargement concentrés et repartis qui
soumettent le chdssis,nous utiliserons la méthode des charges
concentrées pour modéliser les charges . Donc les charges
appliquées sur la structure seront ramener uniquement a des
forces concentrées sur les noecuds se trouvant de part et
d'autre de la charge en question. Nous donnerons dans le
tableau 1 et la figl de l'annexel,les informations relatives

aux organes considérés dans cette modélisation.



2.3.6- Résultat et interprétation

Nous avons utilisé un logiciel de la méthode des éléments
finis ( SAP 80 ) pour le <calcul de la fléche du longeron
modélisé en éléments poutres . Le calcul a donné une fléche
maximum de 23,45 mm au milieu du longeron voir page suivante.
Cette valeur est considérée comme une bonne approche a la
valeur donnée par le constructeur qui est de 25,4 mm .

Cette approximation nous confirme 1’hypothése posée au debut
de ce chapitre qui est

La valeur de la fléche du constructeur est équivalente a la
déformation produite sur un chéssis plan par un chargement
égale 4 celui de la locomotive

Le fichier des résultats ( déplacements et déformée) de la
modélisation en élément poutre sera donné dans les pages qui
vont suivre

A partir de 1a , nous allons passé a une autre modélisation
qui est plus précise que 1’élément poutre pour essayer de se
rapprocher encore plus a la fléche du constructeur, et ainsi
calculer 1les contraintes 1initiales recherchées dans ce

chapitre
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PROGRAM: SAP90/FILE:poutre.SOL

Nom du fichier "POUTRE"

JOINT DISPLACEMENTS

LOAD CONDITION 1 - DISPLACEMENTS "U" AND ROTATIONS "R"
JOINT U (X) u(y) R(Z)
1 .00000C 19.818768 -.005928
2 .000000 14.186904 -.005928
3 .000000 .000000 -.005930
4 .000000 -11.317133 -.005197
5 .000000 -12.541701 -.005040
6 .000000 -19.342790 -.003617
7 .000000 -23.458642 -.001647
8 .000000 -21.208195 .002822
9 .000000 -9.914046 .005436
10 .000000 .000000 .005885
11 .000000 15.687861 .005797
12 .000000 21.150831 .005795
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2.4- Modélisation en élément plaque

2.4.1- Introduction

Comme nous l'avons constaté , la vaieur maximum de la fléche
trouvée avec la modélisation en élément poutre est inférieure
a celle donnée par 1le constructeur . Néanmoins , cette
différence n'est pas trés grande puisque la valeur calculée
s'approche a celle du construteur, nous confirmons gque
1'hypothése posée au début du chapitre,relative & la démarche
qui conduit aux calculs des contraintes initiales,est valable.
Pour cela , nous allons choisir une modélisation donnant une
meilleure précision de calcul par rapport au modéle poutre.
Parmi les modéles connus qui s'accommode a la forme et aux
dimensions de cette struture est le modéle plaque
Ce dernier permet d' affiner la discrétisation du longeron
en élément petit ( fin ) et ainsi calculer les paramétres
recherchés ( déplacements,contraintes ) pour un tré&s grand
nombre de position sur le longeron.
Connaissant le comportement du longeron du chissis sous un
chargement dans un seul plan , nous csommes contraints
d'utiliser deux modéles de plaques , pour pouvoir approcher
au mieux le comportement de cette struture .
Nous utiliserons un maillage mixte composé des éléments :

- Plaque membranaire : cas des plaques soumises & un

chargement perpendiculaire au plan moyen
- Plaque flexionnelle : cas des plaques soumises & un
chargement perpendiculaire au plan moyen .

Sachant que la forme du longeron est constitué de trois
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éléments une plaque rectangulaire 1longue appelée ame
assemblée perpendiculairement avec deux autres plaques
rectangulaires longues appelées semelles .

Puisque les vecteurs charges agissent dans un plan paralleéle
au plan de l'adme ,donc perpendiculaire aux semelles , nous

discrétisons alors 1 ' ame en éléments finis plaques

membranaires et les semelles en plaques flexionnelles .

2.4.2- Définition de la plague membranaire

Toute plaque soumise a des efforts dans le plan moyen de
celles-ci et développant ainsi un état de contrainte plane
sont appelées plagues membranaires . Les seuls degrés de
libeté définissant les déplacements possibles d'un point de
la plaque sont deux translations dans 1les directions des
axes , définissant le plan de la plaque . La forme de la
plaque choisie est une plaque rectangulaire . Nous avons
préféré celle-ci par rapport a la plaque triangulaire pour
les avantages suivants :

- Résultats légérement plus précis

- Pour un nombre moindre d'éléments , nous obtenons des

résultats meilleurs par rapport & la plaque triangulaire.

2.4.2.1- Hypothéses simplificatrices

Les seules déformations et contraintes a prendre en compte
sont les trois composantes du plan x =y et les autres
composantes des contraintes sont nulles ,et ne contribuent
donc pas au travail interne
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2.4.3- Mise en équation

L'élément plaque est modélisé par un rectangle caractérisant
la surface moyenne de la plaque limitée dans 1l'espace par
quatre droites dont 1l'intersection donnent 1les quatres
noeuds de la plaque. Chaque noeud peut étre sollicité par

deux efforts suivant les directions du plan de la plaque .

/ FYk Py
Uy P Fx?

XL

Yi

fig 2.3 Elément fini plaque membranaire

Le vecteur déplacement nodal de l'élément est :

{ 6§ }) = ( Uxi , Uyi , Uxj , Uyj , Uxk , Uyk , Uxl , Uyl )
Le vecteur force nodal de 1l'élément est :

{ P )= Fxi , Fyd , Px) , Fy] ; Fxk , Fyk , Fxl , Fyl )

Les fonctions déplacements des degrés de liberté d'un point

donné sont :

Ux = al + a2 x + a3 y + a4 x y |
: (§(x,y))={£f(x,y)}(ai} (2.15)
Uy = a5 + a6 x + a7 y + a8 X ¥y 5



Nous suivrons le méme procédé gue pour 1'élément poutre.Nous
rappelons l'état de défornation et des contraintes planes

a l'intérieur de 1'élément

€x “Dux/ Vx

(e(x,y)) = ey | = Duy/ Dy ou (e(x,y))=[B] (i)
Bxy Ux/ Dy + QUy/ Ox (2.16)
ox T Y 0 €x

(o(x,y)} =1 0y [ = E/(l“ﬂz) Lo 1, 0 €y (2.17)
XY L 0, 0 ,(1=u)/2 Bxy

u : étant le coéfficient de poisson

En utilisant aussi le principe des travaux virtuels :

aw = du (2.18)
avec dW = travall des forces extérieures
dU = travail des forces internes
T l' i B
{ 81 ) { Fi ) = ( e(x,y) } o(x,y) av (2.19)

Jv

Nous aboutissons aussi & 1'équation d'équilibre sous 1la

forme suivante :
{F13 = [ K3 (.61 (2.20)

d'ou la matrice de rigidité :

a b T
[ K ] = ¢t J J [ B ] [ D] [ B ] dx dy (2.21)
o o

t : étant l'épaisseur de la plague
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2.4.4- Définition de 1'élément plaque flexionnelle

Une plaque mince soumise a un chargement perpendiculaire
au plan moyen , est appelée plaque flexionnelle. L'état de
contrainte développé a 1l'intérieur de la plaque tient compte
uniquement des contraintes dues a la flexion et néglige les
contraintes membranaires dues au méme chargement . Chaque
noeud posséde trois degrés de liberté et qui sont :

un déplacement suivant l'axe perpendiculaire de la plaque et
deux rotations autour des axes définissant 1le plan de la
plaque. Nous choisissons aussi pour cet élément une forme

rectangulaire .

2.4.4.1- Hypothéses simplificatrices

- Les forces extérieures peuvent étre considérées comme
appliquées au plan moyen .

- La contrainte normale o0z est négligeable sur tout élément
paralléle au plan moyen

- Le plan moyen ne subit aucune contraction ou extension
lors de la flexion de la plaque .Le déplacement d'un point
du plan moyen de la plaque se réduit ,donc, & une seule
composante normale Uz ,appelée fléche de la plaque .

- Une normale au plan moyen reste normale & ce dernier

pendant la déformation .
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2.4.5- Mise en équatiocon

Cet élément est schématisé aussi par un rectangle
définissant 1le plan moyen de la plagque . Chagque noeud est
sollicité par trois efforts , qui sont ; une force suivant
l'axe Z et deux moments autour de 0X et OY (voir fig 2.8).

Le vecteur déplacement et force de 1l'élément sont :

{ 6§ ) { Uzi,exi,eyi,Uzj,oxj,0yj,Uzk,exk,eyk,Uzl,exl,exl )

{ F ) = { Fzi,Mxi,Myi,Fzj,6 Mxj,Myj, Fzk,Mxk,Myk,Fzl,Mx1,Myl )}

L' hypothése de la thécrie de rlexion des plaques minces
permet d'écrire , en tout points , 1'égalité de la pente de

la surface moyenne et du déplacement angulaire .

0 Uz
=5

3
ax By = = —— (2.22)
D

les fonctions de déplacement des degrés de Iliberté d'un

point donné sont :

2 2 3 2
Uz = al + a2 X + a3 y + a4 x + a5 Xy + a6 y + a7 x + a8 X y
2 3 3 3
+ a9 xy + al0 y + all x y + al2 xy
2 2 3
X = a3 + a5 x +2 a6 y + a8 x +2 a9 xy +3 al0O y + all x
2
+3 al2 xy
2 2 2
8y = -( a2 +2 a4 x + a5y +3 a7 x +2 a8 Xy + a9 y +3 all x y
3
+ al2 y )

{ 86(x,y) ) = [£(x,¥)] ( ai ) (2.23)
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fig 2.4 Elément fini plagque flexionnelle
Nous rappelons 1l'état de déformation et de contrainte &

l'intérieur de 1'élément :

2 2
’D Uz//ﬁx
2 2
( e(x,y) ) = =2 40 Uz/ Uy = [ B] { §i) (2.24)
U U'.f./'_l.h.:)t'—uy
- 2 2
1 0 0 ] 0 vz Vx
2 2
( o(x,y) ) = =D 0 ; E I 0 0 uz/ Vy (2.25)
2
0, i, (1-p)/2 0 uz/ Ux Oy
3 2
avec D=E <t /12(1-u )

En passant par 1le principe des travaux virtuels , nous

aboutissons 4 la méme forme de 1l'équation finale
(Fi ) = [ K] ( 6i) (2.26)

d'ou la matrice de rigidité de 1'élément :
b a t/2 T
[ K] = : [B] [D] [B] dz dy dx (2.27)
o Jo J-ty2

..3'7.. |
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2.4.6- Modélisation en élénment plague mixte membranaire-

flexionnelle

Le longeron du chassis est un profilé reconstitué en trois
plaques formant une section de forme en " I ". Les plaques
horizontales sont appelées semelles et la plaque verticale
est appelée ame . Toutes 1les charges du longeron agissent
dans un plan perpendiculaire aux semelles .Certaines charges
s'appliquent sur 1la semelle supérieure et d'autres sur
la semelle inférieure.Donc suivant la conception du longeron
et les orientations des charges anpliquées par rapport A& la
disposition de la section droite , les semelles supérieures
et inférieures travaillent & la flexion. Donc elles seront
modélisées en plaques flexionnelles & quatre noeuds et &
trois degrés de liberté par noeud . Par contre , l'édme se
déforme dans 1le plan de sa surface et elle sera modélisée
en plaques membranaires a quatre noeuds et & deux degrés de
liberté par noeud.

Nous discrétisons 1le longeron en un maillage irrégulier
( c.a.d des éléments plaques de dimensions différentes ).
Dans le but de maintenir 1les charges sur leurs positions
d'application et aussi, pour définir des noeuds A& 1l'endroit
des appuis du longeron .

Dans la modélisation poutre , les appuis du longeron étaient
caracactérisés par un seul noeud . Par contre dans le cas de
cette modélisation , il est difficile de choisir un nombre

donné de noeuds, définissant les appuis du longeron .



2.4.7- Répartition des charges

Nous utliserons dans cette deuxieme modélisation la méthode
des charges concentrées pour modéliser 1le chargement du
longeron . Les charges réparties seront remplacées par des
charges concentrées aux hoeuds sans ajouter des moments

Par contre,les charges concentrées seront maintenues a leurs
positions, puisqu’on définit des noeuds a 1’endroit de ces
charges . Dans la modélisation poutre , les charges sont
supposées étre appliquées sur la ligne moyenne de la poutre.
Par contre, la modélisation en é1ément plague du lonhgeron ,
nous offre Jla possibilité de garder la disposition réelle
des <charges sur 1le 1longeron . C’est a dire certaines
charges seront appliquées sur Tla semelle supérieure, et
d’autre sur la semelle inférieure . Donc la répartition des
charges sera différente & celle de la modélisation en
élément poutre . Cette modélisation , nhous permet de poser
plusieurs variantes suivant les considérations citées dans
ces deux derniers paragraphes relatives a la forme de

1’appui, disposition des charges et dimensions des plagues

2.4.8- Résultat et interprétation

Pour la méme structure, le passage d’une modélisation en
é1ément poutre & une modélisation en élément plague, nous a
obligé de revoir toutes les considérations relatives aux
dispositions des charges, forme des appuis,degrés de liberté
de certains noeuds et aux dimensions de la structure

Sur la base de cela , nous avons défini plusieurs variantes
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des données du probleéme . Puis nous avons exécuté tous les
fichiers de ces variantes, par ordre de précision
croissante, jusqu' a 1 'aboutissement a la valeur de la
fleéche recherchée . Nous considérons, ici,les variantes les
plus intéressantes, et nous donnerons les résultats de

chacunes d'elles .

Premiére variante des fichiers de données :

Maillage irrégulier du longeron.Degrés de liberté des noeuds
situés a 1'intersection &me-semelle sont ceux des noeuds
d'une plaque flexionnelle ( Uy ,8x ,0z ) et en choisissant
une rangée de trois noeuds superposées pour définir chaque
appui . La fléche <trouvée au milieu de 1l'dme est égale
1,225mm . Un résultat incignifiant devant celui recherché

et qui est égale a 25, 4mm

Dieuxiéme variante des ficiiiers de données :

Maillage irrégulier. Degrés de liberté des-noeuds situés a
l'intersection &me-semelle sont ceux des noeuds d'une plaque
Membranaire ( Ux,Uy,) et en maintenant le méme nombre de
noeuds , caracterisant 1les appuis . La fléche trouvée est
égale a 41,07mm . Un résultat ayant un sens par rapport au

précédent mais beaucoup supérieur & celui recherché .

Troisiéme variante des fichiers de données :

Maillage irrégulier . Degrés de liberté des noeuds a
1' intersection dme-semelle sont ceux d' une plaque
membranaire ( Ux,Uy ) . Seulement , le nombre de noeuds
caractérisant 1'appui est choisi, de telle maniére qu'il
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trace 1la forme de la traverse appui et ces goussets par
11 noeuds . La fléche calculée est égale & 35.98 mm . Cette

valeur converge vers la valeur de la fléche recherchée .

Quatriéme variante des fichiers de données :

Cette variante est similaire & la precédente . Seulement on
ajoute des spécifications relatives a la variation de
l'épaisseur de la semelle inférieure du longeron . Sachant
que 1' épaisseur de la partie centrale de 1la semelle
inférieure est presque le double & celles des parties
extrémes. La fléche retrouvée au milieu de 1l'&me est égale
25,53 mm . Cette derniére valeur est le meilleur résultat
trouvé parmi toutes les variantes établies. Car elle
concorde parfaitement avec 1la valeur de 1la fléche du
constructeur. Nous dirons que la valeur recherchée a été
trouvé qu' aprés avoir englobé toutes les spécifications
relatives & la conception du longeron ( conditions d'appuis
et conditions de chargement ) voir figures 2.5 et 2.6 .

Cet aboutissement nous confirme une fois de plus que
1'hypothése posée au début du chapitre , et qui consiste a
supposer que la cambrure initiale du chéssis est équivalente
a4 la fleche produite sur un chéssis raide ( sans contraintes
initiales ) sous le méme chargement de la locomotive .

De ce résultat nous pouvons conclure gque , l'énergie de
déformation développée dans les longerons par flexion sous
le chargement des organes de la locomotive est égale a
l'énergie de déformation existante initialement dans le
longeron , due aux contraintes initiales . Suite & cette
conclusion , nous pouvons poser une hypothése utile pour



10
1 A-C : plaque flexionnelle
% B : plague membranaire
Noeuds type 1 : ont des
degrés de liberté de 1la
plague flexionnelle.
2 Noeuds type 2 : ont des
degrés de liberté de 1la
plaque membranaire.

Fig 2.5 : Schématisation des conditions aux limites des
déplacements

Noeuds de 1 a 13 caractérisant
l'appui 1. Tous les degrés
de liberté de ces noeuds
sont bloqués.

Noeuds 1' & 13
caractérisant 1l'appui 2.

Noeuds 3' a 11' bloqués sauf
en déplacement suivant x.

Noeuds 1',2',12',13' bloqués sauf
en rotation autour de z.

Fig 2.6 : Schématisation des conditions d'appui du longeron
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Maillage non regulier ou longeron en 1

en element plogque rectanguloire



PROGRAM: SAP90/FILE:plaque.SOL

FICHIER DE DONNEES DE LA MODELISATION EN ELEMENT PLAQUE

JOINT DISPLACEMENTS

LOAD CONDITION 1 - DISPLACEMENTS "U" AND ROTATIONS "R"
JOINT U (X) u(y) R (X) R (Z)
127 .004889 .133280 .000000 .000000
128 .004887 .110351 .000000 .000000
129 .004912 .086309 .000000 .000000
130 .004720 .059841 .000000 .000000
131 .005808 .029964 .000000 .000000
132 .000000 .000000 .000000 .000000
133 .000000 .000000 .000000 .000000
134 .000000 .000000 .000000 .000000
135 .000000 .000000 .000000 .000000
136 .000000 .000000 .000000 .000000
1.3 .046764 ~%.098 955 .000000 .000000
138 .049436 -4, 592838 .000000 .000000
139 .048089 =9. 996257 .000000 .000000
140 .046229 -15.651549 .000000 .000000
141 .044005 -18.821116 . 000000 .000000
142 .047929 -21.565035 .000000 .000000
143 .051069 -24.122153 .000000 .000000
144 .049254 -25.851970 .000000 .000000
145 .051943 -26.918616 .000000 .000000
146 .053093 -27.091620 .000000 .000000
147 .052898 -26.898247 .000000 .000000
148 053761  <25,900852 .000000 .000000
149 .051814 -24.218580 .000000 .000000
150 .058040 -21.944033 .000000 .000000
151 .059033 -21.166374 .000000 .000000
152 .053816 -18.169669 .000000 .000000
153 .057135 -14.647229 .000000 .000000
154 .057532 -11.836264 .000000 .000000
155 .057557 -9.026752 .000000 .000000
156 .056619 -6.302793 .000000 .000000
1577 .054665 -4.624241 .000000 .000000
158 053985 -1.401755 .000000 .000000
159 .055251 .000000 .000000 .000000
160 .055437 .000000 .000000 .000000
161 .055364 .000000 .000000 .000000
162 .055606 .000000 .000000 .000000
163 .055496 .000000 .000000 .000000
164 . 055510 -.069712 .000000 .000000
165 . 055660 =~ 317075 .000000 .000000
166 .055752 -.634928 .000000 .000000
167 .055855 -.975432 .000000 .000000
168 .055981 -1.316462 .000000 .000000

NB : Les deplacements des noeuds sus-mentionnes representent

les deplacements du milieu de 1'ame.

L e B




DEFORMED
SHAPE

plaque
LOAD

I

s}
—

709E+0
. D0ORE+00
MAX ITMA

X
Y

14998 +0 |
. [595E+0 1
. 1337E+00
. DPPRE+0B0

[MA
SAPY

-

MIN
X T .
1w

i A8




la suite de 1l'étude , et, qui consiste a supposer que le
longeron , tel gu'il est congu ( fléche initiale ) aura une
fleche nulle 1lorsqu'il sera chargé par 1l1l'ensemble des
organes de la locomotive , et on obtient ainsi, un état de
contrainte nul . Les réculcats de coite derniére variante
seront donnés dans la page suivante . Par contre le fichier

des donnés sera donné dans l'annexe

2.4.9- Conclusion

Jusqu' a présent , les chassis a longerons des véhicules
roulants ont fait 1'objet d'analyse par la méthode des
eéléments finis a l'aide de deux modélisations( modéle poutre
et plaque ). Dans ce chapitre, nous avons procédé a
l'exploitation de ces modéles dans l'objectif de connaitre
la précision de calcul de chacun d'eux, de voir le modéle
le plus descriptif du comportement réel de la structure
étudiée et de calculer en dernier 1les contraintes initiales
recherchées

D'aprés 1' analyse de ces modéles , nous avons abouti aux
constations suivantes : "'

1° La modélisation en élément poulre convient bien au modeéle
réel du longeron de par sa conception ( point de vue
dimensionnel ). L'avantage donné par ce modeéele, est d'avoir
un temps d'exécution de calcul rapide pour une précision
appréciable du résultat recherché.En raison des déformations
complexes que subissent certaines structures composées de
longerons de longue envergure(tels que:chissis de locomotive,
ponts-suspendus, etc..) travaillant dans des conditions de



chargement complexe , nous dirons que les hypothéses
simplificatrices de ce modéle ne sont pas applicables ﬁour
ces structures . Néanmoins, l'utilisation du modéle poutre
pleine reste valable pour le dimensionnement de certains cas
de structure simple
2° La modélisation en éléments plaques donne une meilleure
précision de calcul que celle en éléments poutres.
Seulement , la discrétisation du longeron ne peut pas étre
rationnelle vu que 1l'une des dimensions (longueur) est tres
grande, devant les dimensions transversales de la section
droite. Nous confirmons que 1l'utilisation du modéle plaque
est parfaite pour le calcul des forces internes dans une
zone sur le longeron.
3° La modélisation en élément plaque admet des insuffisances
justificatif du comportement des
a)noeuds situés sur 1'ame (choix des degrés de liberté )
b)noeuds situés sur la jonction ame-semelle ( choix des

degrés de liberté )
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CEHTATPR I “TWRAETE3

ANALYSE GEOMETRIQUE NON - LINFEAIRE DE L'EQUILIBRE

DES POUTRES A PAROIS MINCES ET DE SECTION DROITE

OUVERTE

3.1- Introduction

Suivant 1les conclusions du chapitre precédent et malgré
1l'aboutissement au résultat de la fléche recherchée, nous ne
pouvons pas déduire que 1les modéles sont parfaits pour
analyser la structure du chéssis puisque 1l'état dans lequel
ont été calculées. les contraintes initiales n'est pas un
état de sollicitations complexes ou critiques .
Sachant que le chéassis de locomotive est considéré comme une
structure susceptible de travailler a des conditions de
chargement intenses pendant les vibrations amplifiées dues
aux irrégularités de la voie et chocs sévéres ( durant un
accident) .Pour cette raison ,nous étions dans le besoin de
chercher un autre modéle plus crédible ,qui puisse répondre
aux insuffisances des modéles connus .
Cette obligation nous a conduit & retouner & la théorie de
base des éléments de structure .
Dans la bibliographie classique , les constitutifs d'une
structure sont définis suivant leur mode de calcul en trois
classes géométrique principalement

1)~ les corps pleins

2)- des plaques minces et enveloppes

3)- Les piéces longues du type poutre ou tige .
Cette derniére classe,comprend une large gamme d'éléments de
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structure, de telle maniare gque la modélisation en élément
poutre ou tige de certaines structures,ccnstituées d'éléments
de longues envergures , ne peut pas décrire réellement le
comportement de ces stiructures. Pour cela, dans les cours
approfondis en structure , nous trouvons des auteurs ( tels
que : références [6] et [7] ) qui définissent a partir de la
3 éme classe une autre famille d' éléments appelés voiles
minces
Cette famille d'éléments constitue une nouvelle classe de
construction tres différente de part sa conception des tiges
et poutres a section pleines ( ex : ponts - poutre ou arc ,
ponts suspendus ,etc.. ).
Pour en distinguer les différences entre les modéles de la
troisiéme et cette nouvelle classe , nous citerons les
Particularités de chacune d'elles
Concernant la troisiéme classe ,on intreduit deux hypothéses
géométriques supplémentaires & celles .qui définient les
grandeurs dimensionnelles de ces éléments

1)~ on suppose que pendant la flexion ou la traction ,les
sections planes avant déformation ,restent planes aprés
déformation (loi des sections planes). Cela signifie , qu'on
ne considére qu'une seule composante de déformation des six
composantes du tenseur de déformation, gqui est l'allongement
axial pour 1les sollicitations de fléxion et traction
longitudinale .

2)- Pendant la torsion ,nous supposerons qu'il n'existe
aucun allongement,ni de glissement,dans le plan de la section
transversale,et qu'on néglige aussi 1l'allongement dans le
plan dans le sens longitudinal (théorie de la torsion pure).
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Cette théorie permet uniquement de déterminer les contraintes
tangentielles , qui prennent naissances sur des éléments de
surface d’une section transversale de Ja tige ou poutre
pleine

En résumé, cette classe est limitée par 1’ensemble des
structures dans le plan ou dans 1’espace ( isostatique ou
hyperstatique ) composés de tiges travaillant a la flexion 5
selon la loi des sections planes et A la torsion suivant
la théorie de la torsion pure

Par contre , les éléments de la nouvelle §1asse , se sont
des pieces de Tlongue envergure ayant des dimensions
transversales qui ne sont pas de méme grandeur,contrairement
au cas des eléments de la troisiéme classe.La section droite
est un ensemble d'aires appelé section droite ouverte ou
fermée . Pour cette classe , les éléments sont des piéces
longues en voiles minces , susceptibles de travailler aux
mémes sollicitations du modéle poutre pleine ou tige

Ils peuvent travailler a la traction, flexion, cisaillement,
et torsion autour d’un axe.

Leurs particularités distinctives résident sur le fait que
la secton droite, apreés déformation de la piéce, ne reste
pas plane, et cela est vraie, surtout pour une sollicitation
de torsion

Dans 1les ouvrages classiques, les auteurs étudient les
profilés métalliques laminés ou reconstitués par soudage ou
rivetage ( ex : forme en I , U ,T ),comme des éléments de la
troisiéme classe et on leurs applique la théorie des sections
planes et <celle de la torsion pure . Si on anhalyse ces
profilés nous allons nous rendre compte que, du point de vue
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configuration,il n'est pas évident d'assimiler ces éléments
a des poutres a section pleine, et en particulier, lorsque
la section droite ne présente aucune symétrie suivant les
deux axes de son plan. Par contre,leur comportement est plus
proche de celui des piéces longues en voiles minces, qui
engendrent des phénoménes nouveaux pour des sollicitations
de torsion ou de flexion sous charge critique.

Vu que le chdssis de la locomotive est composé de profilés
reconstitués, nous considérons que 1l'étude du longeron avec
une modélisation en éléments poutres en voiles minces est
plus adéquate pour 1l'analyse de cette structure.

Dans cette optique ,nous allons consacré la suite de cette
thése,a 1l'analyse des éléments poutres en voiles minces,plus
particuliérement, a section droite ouverte.

Ce chapitre comprendra 1l'établissement des équations
de ce modéle, en utilisant la méthode des éléments finis.
Considérant cette poutre en voiles minces dans 1'espace et
introduisant les déformations non-linéaires, déduites par la
réf [8].L'auteur a.défini ces déformations géométriques non-
linéaires pour étudier 1l'instabilité élastique de ce modéle.
Puisque nous sommes intéressés,en premier , par l'analyse de
1'équilibre des longerons avec des contraintes initiales
nous allons développer les équations d'équilibre avec des
déformations non-linéaires. Dans un autre chapitre , nous

reprendrons l'étude de 1l'instabilité de ce modéle.

3.2- Définition de 1'élément poutre a parois minces

-

Le modéle poutre a parois minces est constitué par des corps
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se présentant sous forme de voiles longues prismatiques , ou
cylindriques
La configuration du modéle est caractérisée par le fait que
les dimensions suivant les trois directiocns de 1l'espace sont
trés différentes 1l'une de l'autre. C'est a dire 1'épaisseur
du voile est plus petite que 1la largeur de 1la section
transversale, qui a son tour doit étre petite par rapport
a la longueur du voile .
La particularité distinctive du modéle poutre a parois
minces est,qu'elle peut subir des déformations longitudinales
(allongement variable d'un point & un autre ) dues a la
torsion . Cela induit , que 1la section droite ne reste pas
plane , aprés un effort de torsion
Ce phénoméne est appelé gauchissement de 1la section
transversale ( appelée aussi déplanation de la section )
Les tensions (ou contraintes) qui résultent de la naissance
des déformations longitudinales sont considérables pour les
éléments poutres a parois minces a profil ouvert (rigide ou
déformable ), que pour ceux a profil fermé déformable.
Certains auteurs ( tel que ZLASOV ) donnent les limites
dimensionnelles approximatives de ces modéles
Soient § :1'épaisseur du voile

d : dimension caractéristique de section transversale

(largeur ,hauteur )

L : longueur du voile ( voir fig 3.1)
lorsque,les dimensions relatives de l'élément,sont exprimées
par l'ordre de grandeur suivant

) d

— & 0,1 H T A 0,1
d L



hous classons la construction dans la catégorie des poutres

a parois minces

Nous citerons,quelques é&léments de structure,ou ouvrages qgui

appartiennent,a la catégorie des poutres a parois minces ;

a savoir :—- profilés métalliques, laminés, soudés ou rivetés
- ponts poutre , ou en arc , ayant des liaisons

transversales rigides , pohts suspendus .e.t.c.

fig 3.1 Poutres a parois minces

3.3- Hypotheéses simplificatrices

a ) —-Considérons que la poutre a parois minces,est constiuée
par un nombre fini de plague mince et étroite ( plane
ou curvilighes). On suppose dque Jles 1liaisons entre
plaques 1le 1long des arétes sont rigides, de telle
maniére que 1§s déplacements d’une plaque par rapport a
la plaque voisine sont impossibles.
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b ) -Soit on définit la surface moyenne de 1’élément, comme
étant la surface passant par le milieu des é&paisseurs
des plaques constituant la poutre & parois minces.

L’ ensemble des droites formant cette surface sont

appelées génératrices de la surface moyenne.

Aussi on définit la directrice du profil comme la courbe
plane résultante de 1’intersection de la surface moyenne
et un plan perpendiculaire A& une génératrice ( voir

fig 3.2). Nous prenons ces génératrices et directrices

pour Tlignes de coordonnées. On aura un systéme de

coordonnées orthogonales permettant 1la détermination

unique d’ un point quelconque sur la surface moyenne.

L’ origine des coordonnées "x" est 1’extremité de la

poutre. Par contre 1’ origine des coordonnées "s" peut

étre n’importe quelle génératrice. Nous prendrons en

genéral la génératrice contenue dans le plan symétrie

du profil, s'il est symétrique, ou bien celle d’un bord

longitudinale de la piéce a profil quelconque.

¢ ) —-la poutre a parois minces a profil ouvert est
considerée comme rigide , c.a.d indéformable dans le
plan de 1la section transversale de la piéce.

d ) - On néglige la déformation par distorsion de la surface
moyenne de la poutre, c¢.a.d gque 1'angle droit, formé par
les lignhes de coordonnés x = cte et s = cte,reste droit
aprés déformation, ou encore, méme si la section droite
ne reste pas plane apres déformations , les 1lignes
génératrices restent perpendiculaires aux lignhes

directrices aprés déformations.



e ) - Dans 1le <cas ou la poutre est chargée par un nombre
quelconque de forces appliquées en différents points de
la 1ligne du profil de la section &4 x = cte ( plusieurs
forces dans 1le plan de la directrice ) peuvent étre
remplacées par une résultante unique , ayant une 1ligne
d’action bien déterminée.

f ) - L’ensemble des contraintes normales résu1tantesl du
gauchissement de la section droite peut étre réduit a
une force unique Qqui représentera un systéme de

contraintes longitudinales s'équilibrant mutuellement.

Cette force généralisée , étendue a Jla section
transversale , appelée : "bimoment longitudinale” de la
poutre.

directrice du profil
i

générdtrice

|

fig 3.2 Schéma du profil de la poutre
a parois minces

3.4- Déformation non-linéaire des poutres & parois minces

Dans les probleémes de calcul des structures en profilés
reconstitués ( tels : chéssis de véhicule roulant, ponts...)
abordés jusqu’'a présent, les déplacements et déformations de
la structure ont été supposés implicitement petits.
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D’un point de vue pratique , ceci veut dire que la géométrie
des éléments reste quasiment inchangée,lorsque ceux—-ci sont
soumis a des sollicitations. On peut,par conséqguent,utiliser
au premier ordre les approximations de déformations linéaires
infinétisimales.

En pratique , de telles hypotheéses sont fréquement mises en
défaut, méme lorsque les déformations restent petites et que
la 1imite élastique des matériaux ordinaires n’'est pas
dépassée.

Si 1’oh veut connajtre avec précision les déplacements pour
certaines structures, il est nécessaire de tenir compte des
non-1linéarités géométrigues.

Ces considérations géométriques peuvent influencer sur la
valeur des déplacements obtenus dans 1' hypothése de
linéarité. Pour certains cas, cette influence se traduit par
une diminution de la valeur du déplacement,bien que celui-ci
puisse étre encore petit. Réciproquement ,on peut se trouver
dans le cas ou , au deld d’'un certain chargement , les
déplacements augmentent beaucoup plus rapidement que Tle he
prévoit la solution linéaire. En fait, on peut aboutir & un
état dans lequel la possibilité gqu’a le matériau a supporter
les charges extérieures décroit continiament avec 1la
déformation. Ce probleéeme classique est celui de la stabilité
des structures, et bien évidemment a beaucoup d’implications
pratiques.

I1 est clair que 1la considération de tels effets a une
importance considérable dans le domaine de conception de
fours de refroidissement, de caissons de ponts ou d’autres

structures élancées.



Dans ce cadre , nous trouvons un auteur réf [8] qui a défini
une expression compiéte des déformations non-linéaires
pour les poutres a parois minces de section droite ouverte.

Cette expression des déformations exclue les déformations de
cisaillement dues a la flexion non-uniforme et & la

distorsion de la section droite.

3.4.1- Déformations axiales

Soit une poutre & parois minces et de section droite ouverte
( fig 3. 3 a ) les axes x , ¥y , z passent par le centre de
Cisai11emént de la section qui es. noté par O.Les axes Oy et
Oz sont paralléles aux axes principaux de la section paséant
par le centre de gravité.

Le centre de cisaillement est le point a4 travers lequel la
force de cisaillement résultante agit quand la poutre est
soumise a une flexion non-uniforme.

u , v et w sont les déplacements du centre de cisaillement
dans les directions x , y , z et 8 est la rotation, dans le
sens d’une aiguille d’une montre , de la section autour
du centre de cisaillement.

Le systéme d’axe qui definit la position de la poutre et
initialement coincide avec les axes fixes x , y et z peut se
mouvoir avec la section droite vers une nouvelle position
définie par les axes x , y et z pendant la translation et
rotation de la section ( voir fig 3.3 (b) a (d) ).

Les déplacements dans les directions x , ; et z sont notés

par U, Vv et w et la rotation autour de 1’axe est hotée

par 6



(a)

(c) (d)

fig 3.3 Axes firxes et locaux

Les déformations axiales uniformes d’un petit é&élément de la
poutre de lonhgueur dx, dues aux déplacements u , v et w
peuvent étre déduites de l1a figure 3.4.
Les déplacements du point "a" sont u , v , w et du point b
sont u + du , v + dv , w + dw . La déformation axiale due
au déplacement dans la direction de x est simple du/dx.
La déformation axiale due aux déplacements dans les
directions y et z peut étre péterminée en considérant
1’allongement de 1’élément de longueur initiale dx A& une
longueur finale ds. De la figure 3,4 , ds est donné par

ds? = dx?® + dv? + dw? (3.1)
Apreés transformation , nous obtenons. 1’expression de 1la
déformation due aux déplacements v et w

2 2
(ds = dx)/dx = 1/2 (dv/dx) + 1/2 {(dw/dx) (3.2

La résultante des déformations axiales dans la direction X

eEx , est par conséquent



. 2 2
ex = du/dx + 1/2 (dv/dx) + 1/2 {dw/dx) (839

b/"

dx dv
L
ad ==
=X 1
s b’ Y
a’ ds

fig 3.4 Déformation axiale due aux déplacements v et w
La rotation 6 de la poutre autour de 1’'axe x produit une
déformation axiale de second ordre , qui peut é&tre déduite
de la figure 3.5. Due a la rotation, L’élément lohgitudinal
ab de longueur dx appartenant & la parci de la poutre a la
distance_? du centre de rotation, est déplacé & une nouvelle
position définie par a’ b’. Le déplacement du point "a" est
f 8 et du point "b" et -P (8 + dB) et en procédant & une
transformation comme pour 1’équation (3.1)-(3.3); on obtient
) o2 L 2

ex = 1/2 P (dB / dx) (3.4)
Le déplacement général u , v , w et @ peuvent produire des
courbures

Les relations 1linéaires connues pour les déformations dues
a la courbure sont valables uniquement pour des déplacements
relatives aux axes locaux ;,;,E.Ces courbures produisent des
déformations axiales additionnelles dans 1la barre Iqui
varient iinéaircment avec la distance dJdu centre de gravité
de la section et sont donnhées par
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- . el 2 A 2
eXx = - vy fd vos dx A - z.{d w / dx ) (3.5)

Ou les distances ; et 7z sor' ussurées du centre de gravité
et les déplacements v et w sont relatives aux axes %o My
Le signe négatif indique que les courbures positves
produisent une déformation de compression gquand ; et z sont
positives . Nous introduisons ici uh phénoméne important se

développant dans Jles poutres & parois minces de section

droite ouverte et les déformations qui peuvent engendrées.

fig 3.5 Déformation axiale due a la rotation ©

3.4.2- Torsion pure '

D’une maniére générale , la torsion pure cest définie par
1’existance de couples appliqués aux extrémités et dans des
plans normaux a 1'axe de la poutre et dont les extrémités
sont libres de se mouvoir. Cette sollicitation enhgendre,
uniquement, des contraintes de cisaillement. La distribution
des contraintes depend de la section droite et elle est
similaire pour toutes les sections.

La déformation de <cisaillement qui résulte de la torsion
pure (appelée torsion de SAINT-VENANT ), varie linéairement
suivant 1’épaisseur de la section droite et elle est définie
comme suit: pour une bande rectangulaire étroite, comme Tle
montre figure 3.6, soumise a la rotation 8 par rapport a
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un axe longitudinal qui est parallele & 1'axe x , la
déformation de cisaillement E a la distance du centre de

1’épaisseur donnée par:

B=2F do / dx (3.6)
5 | b
= 8
Y

fig 3.6 bande "ectangulaire mince

3.4.3- Phénoméne de gauchissement

Pour n’importe quelle piéce soumise & une sollicitation de
torsion pure , nous constatons que les fibres longitudinales
initialement droites ,se déforment sous formes d’hélices qui
sont ramenées a des lignhes inclinées par rapport a 1'axe de
rotation. En plus des deux hypothéses suivantes

- déformation de distorsion négligeable,

- la section droite ne reste pas dans son plan apreés

déformation,

la déformation des fibres Jlongitudinales entrainent 1le
déplacement des points de la lighe moyenne ( directrice du
profil ) dans 1le sens de 1’axe de rotation. Ce phénomeéne
est appelé gauchissement de la section droite (voir fig 3.7).
Donc , onh définit Jle gauchissement des poutres par le
déplacement, dans le sens 1ong}tudinal , des points de 1la
section droite , sous 1’effet d'un couple constant 1le long

de la poutre



Cet état de la poutre n'indu it aucunz coi2formation axiale
dans la poutre. I1 n'existera qgue des déformations de

cisaillement dues a la torsion pure(torsion de Saint-venant).

8h /’/ U.Lam. Ronau‘.tu.d.i.na@a
74 7
pLda
o
2 /| h
E'Lg|mz médiane ' 3 o
— :

——tr—a |

Ny
2N
o

fig 3.7 Représentaticn du gauchissement de la section
droit: de forme en "I"

3.4.4- Déplacement longitudinal dd au gauchissement

soit wune poutre a parois mihces et de section droite
quelconque (voir fig 3.8).

,f : distance entre axe de rotation a une fibre donnée

8 : angle de rotation de la section autour de 1'axe passant

par A.

La fibre longitudinale au point N s’incline d'un angle f 8.
La tangente de la 1ligne médiane au point N est
perpendiculaire a la fibre longitudinale . L’angle entre la
tangente et le plan x,y est,aprés torsion,_ﬁ 6 cos a=r 8.
On considére que la distance I est positive si le vecteur
porté par la tangente , se dirige vers les S croissants ,

avance dans le sens trigonométrique par rapport a3 1’axe de

rotation.
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fig 3.8 Poutre & parois minces
Désighons par u le déplacement de la lighe médiane dans la

direction des x.

VQu/Vs=-rops (3.7)

Le sighe moins désigne la variation négative du déplacement

u suivant le choix du cystéme d’axe et le couple positif
U =uo - 8 i ds (389
Avec uo: déplacement de 1’origine de 1’abscisse curvilighe s.

Remarque : Dans 1le cas de la torsion pure, la position de

1’axe de rotation n’importe pas et que toute ligne paralléle
a 1'axe central peut &tre prise comme axe de rotation.

Plus précisement, le déplacement du centre de rotation
engendre une variation du déplacement d'une quantité qui
varie linéairement. Donc, il ne nécessite pas de déformation
supplémentaire de la poutre.

Evaluons maintenant le déplacement de la section par rapport

au plan de gauchissement moyen.



soit la valeur moyenne du déplacement u

= ‘m s 1 s |
u = 1/m y ds = u2 B/m [ i ds ] ds (3.9)
JO Jo (a]
soustrayant (3.9) de (3.8) , on obtient
= i ‘m m _Is
Uu-u = 8/m [ r ds ] ds - @ r ds (3.10)
Jo o o
désignons par
s
us = r ds : fonction de gauchissement
Jo
-, m
us = 1/m us ds la valeur moyenne de la fonction
Jo

de gauchissement
Nous pouvons écrire le déplacement u par rapport au nouveau

plan de référence ( plan de gauchissement moyen )
N m s ) is v .
u = 6/m [ r de ] ds - 8 rds = 8 (us - us)

u=296( us - us ) (3.11)

Remarque

Pour les sections constituées de fins é&léments
rectangulaires qui convergent en un point commun O (tels que
les poutres en forme de T,L,V..etc )et si 1'axe de rotation
passe par le point O, la distance r s’'annule pour tout point
de 1a lignhe mediane et i1 n' y a, donc, pas gauchissement

pendant la torsion

3.4.5- Déformation axiale due au gauchissement

Dans le cas de la torsion pure ,le déplacement Tongitudinal
des points de 1a section n'induit aucune déformation axiale
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de la poutre. On dit aussi que le gauchissement est constant
et ,i1 n’existera que des déformations de cisaillement

Par contre si la torsion est non wuniforme , qui peut étre
produite en immobilisant une des sections droites ou bien
par variation du couple de torsion de la poutre , le
gauchissement variera le long de la poutre et il y aura donc
torsion ou compression des fibres longitudinales

Cet état de torsion résuitera , en pilus des déformations de
cisaillement , des déformations axiales additionnelles,

on remplace, alors , 1' angle de torsion par unite de

longueur B8 par dﬁ/dx et on obtient
u = (us - us ) d 8/dx (3.42)
Donc, la déformation axiale est donnée par

ex = du/ dx (3.13)

puisque les quantités us et us sont indépendantes de x,

on aura
5. 20 2
ex = (us - wus ) d 8/ dx
ou encore
2 2

ex = aw d 8/ dx (3.14)
avec aw = ( us - us )
finalement , la déformation axiale totale dans une poutre

¥ 4 i H |
4 parois minces est obtenue en additionnant les composantes

données par les équations (3.3),(3.4),(3.5)et(3.14) . Ainsi

e - 2 2 " PRSP 2 _2 _ 2 DU
ex = -y (d v/dx ) -z (d w/dx ) +aw (d 8/dx ) +r/2 (d8/dx)
2 2
+ du/dx + 1/2 (dv/dx) + 1/2 (dw/dx) {(3.15)
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De la figure 3.3 (b),ia) et (d), les déplacements Q, w et 8

peuvent étre reliées aux déplacements v,w et 6 par les

équations suivantes. Les termes contenants 4 ayant été
négligés.,

Vv = v cos (8) + w sin (8) (3.16)

w = wcos (8) - v sin (8) (3.17)

® =8 - dw/dx (dv/dx) + dv/dx (dw/dx) (3.18)

Les termes entre paranthéses dans les équations (3.16), & ,

(3.18) définissent 1les orientations des axes x , y , 2z

relatives aux axes x,y,z at devront é&tre considérés comme

constant , quand on prend les dérivées de G, w et 8 . Nous
pouvons prendre dx = dx et d’ici
A 2 2 2 2
d v/dx = d v/dx cos 8 + d w/dx sin © (3.19)
2" 2 2 2 2 2
d w/dx = d w/dx cos B d v/dx sin 8 (3.20)
2 2 2 2

de/dx = de/dx - (d w/dx )(dv/dx) + (d v/dx )(dw/dx) (3.21)

g ko 2 2 3 3 3 3
d 8/dx = d 68/dx ~-(d w/dx )(dv/dx)+(d v/dx )(dw/dx) (3.22)

La distance du centre de cisaillement ou centre de gravité
de la section droite , & n’importe quel point de la section
droite ne change pas et d’ici la distinction entre y et y, z
et z,..etc , peut étre omise.

La déformation axiale fotale est maintenant obtenue en

substituant 1les éqguations (3.19) a (3.22) dans (3.15),

on aura



2 2 2 2 2 2
€x = -y {d v/dx cos 0 + d w/dx sin 0} - z {d w/dx cos 0

2 2 2 2 3 3
-d v/dx sin 0} + {d 08//dx - (d w/dx )(dv/dx)

3 3 2
+ (d v/dx )(dw/dx)} + du/dx + 1/2 {(dv/dx)
2 2 2
+ 1/2 (dw/dx) + p /2 (dB/dx) (3230

N.B: Les termes du Lroisiéme ordre dans |'expression de

ey .

(d8/dx) ont ¢té négligés.,

En utilisant 1'équation (3.21) dans |’ équation (3.6) et en
remplacgant E par f; nous obtenons

2 2 2 2
B =2TF {do//dx -(d w/dx )(dv/dx)+(d v/dx )(dw/dx)} (3.24)

Dans la suite du calcul, nous aurons a utiliser les
variations premicres et secondes des expressions de
déformations dans les équations d'éguilibre ol de stabilité
( dans la résolution des problémes d' équilibre et de
stabilité ). Nous donnerons, ici ,la variation premiére et
seconde des déformations et soulignons que les tlermes
du troisiéme ordre seront négligés. Ajoutons, aussi, que les

déplacements u,v,w et 6 sont exprimés comme des fonctions
2 2 b

e Fa

linéaires des variables de déplacement. Alors 8 u,d v.8 w et
7

o

0 B s’annulent.

9 7 2 g 2 )
e &

6e = -y {-d v/dx sin 0 60 + d §v/dx cos 0 + d w/dx cos O 6§86

2 2 2 2 2 2

+ d 6w/dx sin 8 } -z {-d w/dx sin B 868 + d dw/dx cos 0

2 2 2 2 2 2
- d v/dx cos 8 80 - d &v/dx sin B8 } + aw { d §6/dx

=g I8



3 3 3 3 3 3
- d w/dx (dév/dx) - d sw/dx (dv/dx) + d v/dx (déw/dx)

3 3
+ d év/dx (dw/dx)) + déu/dx + dv/dx (dév/dx)

2
+ dw/dx (déw/dx) + f de/dx (dée/dx) (3.25)
2 2 2 2 2
§ €6 = -y (-d v/dx cos 8 66 66 - 2 d 6v/dx sin 6 66
2 2 2 2

- d w/dx sin © 60 66 + 2 4 §w/dx cos © 66 )

2 2 2 2
-z (- d w/dx cos © 60 60 - 2 d édw/dx sin 6 &8

2 2 2 2
+ d v/dx sin @ 60 60 - 2 d §v/dx cos © 68 )

3 3 3 3
+ aw (- 2 d dw/dx (dév/dx) + 2 4 év/dx (déw/dx) )

2 2 2
+ (dév/dx) + (déw/dx) + P (d6/dx) (3.26)

2 2 2 2
§ B =2 T (dée/dx - d w/dx (dév/dx) - d sw/dx (dv/dx)

2 2 2 2 2
+ d v/dx (déw/dx) + d sv/dx (dw/dx) ) (3.27)

2 2 2 2 2
§ B = ZJB (-d éw/dx (dév/dx) + d sv/dx (déw/dx) ) (3.28)
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3.5- Formulation de 1l'équation d'équilibre

3.5.1- Equation d'équilibre

Quelque soit le probléme a étudier dans la mécanique, qu'il
soit wun probéme a 1loi de comportement linéaire ou non
linéaire, il est nécessaire que les conditions d'équilibre
entre forces internes et externes soient satisfaisantes.

L' équation d' équilibre peut étre obtenue par le théoréme
de 1' énergie potentielle ou bien par le principe des
travaux virtuels .

Soit une structure soumise a des forces externes, Pi ,avec
des déplacements correspondants ri .

Le travail des forces externes est donné par
We = T Pi . ri (3.29)

désignons par o la force interne ( contrainte ) et € les
déformations correspondantes, le travail des forces internes

est :
(II
Wi = € ¢ 4dv (3.30)
Considérons une petite variation des déplacements des
points d'application des forces et entrainant , ainsi, une

variation des déformations, le principe des travaux virtuels

nous donne :

T
J § € o dv = T Pi éri (3.31)
v



L’ équation (3.31) décrit 1'équilibhre d’une structure d’une
maniere générale, gqui peut é&tre micse sous la forme suivante:

T T
da VY = 6e g dv - Z Pi &ri = 0 (3.32)

La fonction Y représente , aussi , la somme des forces
généralisées externes et internes.
L’ expression générale de la contrainte selon la loi de

" HOOKE " est donnée par la formule suivante

o = D( e - €0 ) + go (3.33)

Avec €0 et 0go représente, respectivement, déformations et
contraintes initiales.

D représente 1’ensemble des constantes é&lastique.

N.B : Nous considérons 1le materiau linéaire élastique et

isotrope.
Notant que dans 1'équation (3.32) ; les quantités o et €
comprennent, en méme temps , les contraintes et déformations
axiales et de cisaillement,
Dans cette étude ,nous nous intéresserons aux problémes des
structures avec des contraintes initiales uniquement.
Donc ,nous maintiendrons dans 1'expression (3.33) le terme
relatif aux contraintes initiales (Po) et nous éliminerons
le terme représentant les déformations initiales (€0).
La connaissance de 1'état de contrainte initiale et Tle mode
de sollicitation , auquel la structure sera soumise |,

définiront 1le sighe des contraintes o¢o. Nous aurons



6 = D e + co (3.34)

En remplacant (3.34) dans (3.32). nous obtenons :

T [ T
da V = 6e ( D e + co ) dv - £ Pi 86ri = O
Jv
T [ T f T
da Y = 5e D e dv + e oo dv - T Pi &ri = O (3.35)
Jv v

Puisque nous avons développé des déformations non-linéaires
pour le modéle poutre a parois minces, nous aboutirons.,donc.
4 une équation d'équilibre de type non-linéaire.

Les variables de déplacement dans 1'¢équation (3.35) ne sont
plus des variables séparées.

Dans ces derniéres années , l'utilisation des programmes
d’éléments finis pour résoudre des problémes non-linéaires
en statique et dynamique. a tendance A s'étendre, malgré le
cout important de ces études comparées aux calculs statiques
linéaires.,

Le facteur prédominant dans ce coit demeure 1 étape de
résolution des systémes d'équations non-linéaires.

Nous trouvons dans les 1références [6] [25] wune large
présentation des méthodes numériques de résolution des
probleémes a lois de comportement non - linéaire.

L'objet de ce travail ne consiste pas & rechercher la méthode
la plus efficace , mais par contre , de mettre en évidence
1" analyse du comportement géométrique non-linéaire des
structures élancées.

Parmi ces méthodes , nous avons porté notre choix sur |'une
des méthodes utilisée , par la plupart des grands codes
d’éléments finis. C'est la méthode de Newton-Raphson.
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Cette méthode posséde un bon taux de convergence, mais son
colt de calcul, est plus important par rapport aux autres
méthodes , car elle nécessite 1le calcul de 1la matrice
tangente et sa triangulation a chaque itération ,comme nous

allons le voir dans la déscription de cette méthode .

3.5.2- Méthode de résolution des systémes d'équations

non-linéaire " Méthode de NEWTON RAPHSON "

Soit un ensemble d'équations algénriques non-linéaires écrit

sous la forme suivante

Y (a) = P(a) + f= k(a).a+ f=0 (3.36)

Le paramétre a représente la variable du probléme

n
Soit a un estimé proche de la solution de 1'équation (3.36).
On peut avoir une meilleure approximation en utilisant un

developpement de " TAYLOR tronqué " comme :

n+1 n n
y (a ) = Y (a ) + (d y/da) §a =0 (3:37)
n
n+1 n n
avec a = a + 6 a
Dans ce qui précéde
dy/da = dP/da= K (a) (3.38)
T
cas ou f représente un terme constant K ( a ) est la
T
matrice dite tangente .
n+1
La nouvelle approximation a peut s'obtenir en calculant :
n =] n D=t n
§ a = - (dy/da) ol )t e il ) y (a)
n i b



ou encore :

n =1 n n _ =l n
§ a = -(d y/da) (P(a )+f) = - (KT ) (pla )+E) (3.39)
n

Dans cette méthode,la résolution est aussi de type itérative
n
et le processus de calcul s'arrétera lorsque U (a ) devient

suffisamment petit

En résumé , il est nécessaire de résoudre & chaque itération
un nouveau systéme d'équations linéaires pour obtenir § an
( c.a.d : le systéme (4 Y/da) ¢ a“ = wn ) -

L'application de cette méthodennécessite ,donc, 1l'évaluation
explicite des matrices K (a) et K (a)

n

3.5.3- Formulation en elément fini do 1l'équation d'équilibre

Comme nous l'avons indiqué au dépbut de ce chapitre , nous
allons utiliser la méthode des éléments finis pour analyser
les structures a comportement géométrique non-linéaire .
Nous réecrirons, donc, 1l'équation d'équilibre du systéme
discret

D'aprés le modele choisi préalablement pour la modélisation
du longeron du chéssis , le systéme continu sera discrétisé
en un ensemble de poutre a parois minces de nombre fini dont
la liaison entre deux éléments est un noeud .

Les variables du systéme discret seront donc les déplacements

nodaux " appelés aussi paramétres nodaux "

3.5.3.1- Fonction de déplacement

Les déplacements désignés par " u " d'un point quelconque



intérieur a 1'élément sont définis de maniére approchée sous

la forme d'un vecteur colonne gui est

0= TOND al, o= 0 NLGH aeanats j B (G = N.a (3.40)
Expression dans laquelle les composantes de N sont en général
des fonctions des positions et " a " est un vecteur formé de

l'ensemble des déplacements nodaux de 1l'élément considéré.

3.5.3.2- Déformation

Lorsque 1' on connait les déplacements en tout point
intérieur & 1'élément, on peut déterminer les déformations
en un point quelconque

Cela se traduira toujours par une relation qui peut étre

écrite en notation matric 2lle sous la forme
€ = b . & (3.41)

Nous avons surligné la précédente notaticn pour indiquer que,
si les déformations sont des fonctions non-linéaires des
déplacements, et que dans ce cas, la matrice b dépendra des
déplacements nodaux " a "

Alors , la variation de la déformation donnera :
§€ = B . 8a (3.42)

Expressions dans laquelle B n'est pas identique a b , tout

en étant fonction des déplacements nodaux " a " .

3.5.3.3- Matrice de rigidite

Remplagant les expressions (3.41) et (3.42) dans (3.35), on
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obtient

T Ay T . [ o (R
fa Y = {a} B D b {a} dv + | {§a} B oo dv

- % Pi éri =0 (3.43)

Ajoutons que, dans la méthode des éléments finis les charges
Pi sont considérées A étre appliquées sur les noeuds des
éléments. Donc, les déplacements ri seront remplacés par les
parametres nodaux ai
Pour unifier 1l'écriture matricielle de 1'équation (3.43),
nous transformerons le terme 3 Pi §ri par le produit
vectoriel {63}rl (P} . Cette transformation est basé sur
le principe de transfert des effets des charges sur les
noeuds de la structure
En rappelant que 1le vecteur (déa} est indépendant des
paramétres d'intégration , nous obtenons donc :
T i P - 5L R
fa Y = (da) ﬁ J B D b dv }{a} + {(6a}) J B oo dv
T e
= féa) A B =110 (3.44)

En raison de l'annulation de la fonction Yy a la position
T
d' équilibre, nous pourons simplifier le vecteur (é§a)

L'équation d'équilibre s'écrit

0 (3.45)

=
I
—
ve]|
H
o
ol
o
<
»)
+
e
o]
=]
Q
o]
o
<
1
rd
I

En faisant 1l'analogie entre 1'équation (3.45) et (3.36),
nous pouvons écrire :

W, =0 K Y (b ) R E (3.46)



avec

i
K “= { S/ Bl DB vdw }{val ] (3.47)
. N
.= B oo dv={ P } (3.48)
J
K : matrice de rigidité de 1'équation d'équilibre

Elle est dépendante des variables de déplacement ai

On peut la décomposer en une somme de deux matrices comme
K = ko + Kkl

ko : représente la matrice de rigidité linéaire pour les
déplacements axiales, flexionneles et torsionneles.

kl : représente la matrice des grands déplacements . Elle
comprend des termes qui sont fonctions des variables
de déplacements ai

f : représente la somme des forces , dont le premier terme

correspond aux forces dues aux contraintes initiales et le

second terme coﬁprend les charges extérieures nodales

Nous avons surligné le vecteur des charges extérieures pour

indiquer que , lui aussi est dépendant des variables de

déplacement ai , comme nous allons le montrer dans le

chapitre suivant

3.5.3.4- Formulation de la matrice de rigidité tangente

L'utilisation de la méthode de " NEWTON-RAPHSON " nécéssite
la détermination de la matrice de rigidité tangente . Pour
cela , il faut trouver 1les relations entre 06U et &a ]
comme nous l'avons vu dans la description de la méthode.

Reprenant 1' équation de la somme dJdes forces genéralisées

=~ G



sous la forme suivante

T T oy
{da} . (Y ) = §e . odv - (Sa) ( P ) (3.49)
Ainsi , en prenant les variations appropriées des termes de
(3.49) par rapport a fa , nous avons

T T [ 20T T s
{da) . {6?} = de . o dv + § ¢ . odv - (fa} { P } (3.50)

J

Dans cette derniére expression , nous remarquons que la
variation seconde du travail des forces extérieures
T
(representée par le terme {(fa) . { P )} ) ne disparait pas

parce que le vecteur force est dépendant des variables de

déplacements (ai} , comme nous allons le voir au prochain
chapitre . D'aprés la relation (3.42) , nous avons
o = D .4 € =.Dw B 84 (3.51)

De plus , nous pouvons mettre les expressions (3,26) et

(3,28) sous la forme suivante :
§ € = 6B . fa (3.52)

Remplagant les expressions (3.33),(3.42),(3.51),(3.52) dans

(3.50) , nous avons
T T Tl T 1T
{da) (8 Y ) = (éa) (] BDBdAv ) {(fda}) + (éa) §B o dv
T [ Sk T -
+ (éa) 6B oo dv - (éa) { 6P ) (3::53)

Le premier terme est une matrice symétrique désigné par :
K = J B D B dv (3.54)

Cette matrice peut étre décomposée en une somme de deux
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matrices ; qui sont :

K = Ko + K1 (3.55)
La matrice Ko represente la matrice de rigidité
correspondante aux petits déplacements ( déformation
linéaire ) .
La matrice K1 provient des grands déplacements , elle
ne contient que les termes qui sont linéaires ou gquadratique
en a . Elle est connue sous le vocable de matrice des grands
déplacements .
Le second terme de 1l'équation (3.53) peut se décomposef en
deux sous-termes, si nous considérons que la poutre comprend
des contraintes 1initiales qui prennent naissance lorsque
aucun déplacement noaal n' est possible , en plus des
contraintes dues aux snllicitations extérieures .
En utilisant 1la relation (3.33) , nous pouvons écrire le

second terme ainsi :

4§ T
J §B o dv + [ 6B 0o dv = Ko { da )} + Koo { éa ) (3.56)
J
Ko : est une matrice symétrique fonction des contraintes
intérieures produites par les déplacements nodaux
Koo : est aussi une matrice symétrique fonction des

contraintes initiales . Celles-ci peuvent étre des
constantes ou des fonctions variables
Dans le cas ou elles varient suivant les directions x , y
et z,il faut ,donc,remplacer l'expression de ces contraintes
avant le calcul de 1'intégrale des termes de la matrice Koo.
Pour ce qui est du terme relatif aux forces extérieures,
nous devons le répresenter sous la forme de produit
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matriciel afin d'en factoriser le vecteur variation des
déplacements nodaux

T T

(Sda ) (8P ) ={ 6a ) Kp { sa )} (3.57)

L'expression de chaque matrice sera déterminée au chapitre 4.

En utilisant les expressions (3,55) , (3,56) et (3,57) et en
T

procédant a la simplification du vecteur {(éa) , 1l'expression

(3.53) devient :
{ W ) =] Ko+ Kl & Ko+ Koo = Kp ] { $a ) (3.58)
Nous pouvons réecrie (3.58) sous la forme :
(6§ )= K (P).. [ 6a) (3.59)
T
K est la matrice de rigidité tangente
Efle se presente sous une forme générale a celle définie
dans les publications [8],[9] . Car elle tient compte des
problemes de structure avec des contraintes initiales , en
plus des problemes de structure soumises a des charges
excentrées par rapport au centre de cisaillement.
Cette matrice est définie dans notre cas par
K (P) = Ko + Kl + Ko + Koo - Kp (3.60)
T
Arrivée la , nous allons déterminer explicitement la matrice
de rigidité de l'équation d'équilibre K et 1la matrice de
rigidité tangente K (P). Tout d'abord, nous devons abordé le
calcul des matricesT ( b et B ) reliant les deformations aux
déplacements nodaux . Ensuite, nous passerons au calcul des

termes de l'expression de K et K .
ll]



CHAEBEI T RE %4

CALCUL DES MATRICES DE RIGIDITE

D' apreés 1les expressions (3.45) et (3.59) relatives aux
matrices de rigidité K et K , nous remarquons gque les
termes de ces expressions dgpendent essentiellement des
matrices reliant les déformations aux déplacements nodaux
b et B . Pour cela , nous devons commencer a calculer les
matrices b et B pour passer ensuite au calcul de chaque
terme des expressions K et K

;T

4.1- Calcul de la matrice b

Nous allons réunir les expressions des déformations axiales
(3.23) et de cisaillement (3.24) dans une seule relation
écrite en notation matricielle .

Puisque les déplacements sont assumés a étre petit, par
conséquent , nous pouvons approximer le cos © & 1 et sin ©

a ©® . nous aurons alors

2 2 2 2 2 2 2 2

-y{d v/dx +(d w/dx )©)-z{d w/dx -(d v/dx )86)

2 2 3 3 3 3
€X +aw({d 8/dx -(d w/dx )dv/dx+(d v/dx )dw/dw)
2 2 2 2
+du/dx+1/2 (dv/dx) +1/2(dw/dw) +P /2 (de/dw)
e et e Tttt e -(4.1)
2 2 2 2
B 2‘Tde/dx —Z‘T(d w/dx )dv/dx +2_T(d v/dx )dw/dx

il est possible de réécrire ce dernier vecteur en une somme

de deux vecteurs



2 2 2 2 2 2 2 2

-yd v/dx - zd w/dx - y(d w/dx ) + z(d v/dx )
2 2 3 3 3 3
+aw d 6/dx + du/dx —aw{ (d w/dx )dv/dx+(d v/dx )dw/dx)
2 2
+ 1/2(dv/dx) + 1/2(dw/dx)
2 2
+ P /2(de/dx)
o m e —— o B e e et =
2 2
2.? de/dx -2:F (d w/dx )dv/dx
2 2

+2 T (d v/dx )dw/dx

On peut écrire

€ = €0 + €L (4.2)
Expression dans laquelle 1le premier terme représente 1la
partie 1linéaire de 1la déformation gque nous avons déja
rencontré maintes fois , et 1le second terme € . fait
apparaitre les composantes non-linéaires de la déformation.
Nous constatons le terme lin2aire ¢o comprend une nouvelle

2 2

composante ( aw d 6/ dx ) caractérisant la déformation
linéaire due au phénoméne de gauchissement de la section
droite .
il est clair que l'expression ci-dessus peut s'écrire sous

la forme suivante

€ = bo a + bL a (4.3)
En factorisant le vecteur des déplacements nodaux ;

€ = bo + bL 14 al (4.4)
Dans laquelle bo est une matrice indépendante des
déplacements et identique & celle que l'on obtient dans les
cas d'un probléme linéaire en petites déformations .



bL étant une matrice dépendante des déplacements

4.1.1- Calcul de la matrice bo

L' introduction d' une nouvelle composante de déformation
linéaire dans €0 , nous incite &a reprendre le calcul
individuel de bo relative & chaque sollicitation, dans
1'intérét de mettre en évidence la maniére de déterminer 1la
matrice bo commune au phénoméne de torsion et de

gauchissement

a/ Déformation traction - compression

Le vecteur des déplacements nodaux

Wy = ———L—

uz
- —— - —

1 2

La fonction de déplacement ne comprend que deux degrés de

liberté ( paramétres généralisés ) ; & savoir

u(x) =al + a2 X (4.5)

Conditions aux limites :

Xx = 0 u ( 0) = ul

X = L u (L) u2

Les fonctions de forme sont

.

N1 =1- %/L et N 2 = x/L (4.6)

D'ou u= (1 - x/L) ul + x/L u2 (4.7)



La déformation de traction - compression

€ = du/dx (4.8)
nous avons donc
ul

€ = 0 = X)L A7T ) (4.9)
u2

D'ou, on a bo de la déformation traction-compression :

bo = (= 1/L ¢ 1L 3 (4.10)
C

b/- Déformation de flexion plane x oy :

7 T.:__ AT R
1 l/\ (ﬂ 2 =
v1 T g Va2 1\!2

le vecteur des déplacements nodaux

a =4 vl ; vX1 ,; v2 ; VX2 )}
13
L'indice inférieur "x" caractérise la dérivée du déplacement

v par rapport a x . La fonction de déplacement comprend

quatre paramétres généralisés

2 3

v(x) = al + a2 x + a3 x + a4 X (4.11)
Conditions aux limites
X =0 v(0) = vl : vx(0) = vx1
X =L v(L) = v2 2 vx(L) = vx2
les fonctions des formes sont :

3 3 202 2 3 ' 2
N1 =1+ 2/L .x - 3/L .x 7 N2 =%+ 1/L .x - 2/L.x

— g3t e



22 3 .8 2 2 9
N3= 3/L .x = 2/L .x ; N4 = -1/L.x + 1/L .x (4.12)

v(x) = N1 vl + N2 vxl + N3 v2 + N4 vx2 (4.13)

La déformation de flexion suivant le plan xoy

2 2
€ = -y d v/dx (4.14)
nous obtenons bo
2 3 2
bo = -y { -6/L. +12/L .x ; -4/L +6/L .X ;
fy

2 3 2

6/L =12/L .x ; —=2/L +6/L .%X ) (4.15)

c/- Déformation de flexion plane xoz

La déformation est anologue a la précédente ; nous aurons :

2 3 2
bo = -z { -6/L +12/L .x ; -4/L +6/L .x ;:
fz
2 3 2
6/L. -12/L .x ; -2/L +6/L .x ) (4.16)

d/- Déformations dues & la rotation © :

Comme nous l'avons vu au paragraphe 3.4 , la torsion non
uniforme des poutres a parois minces engendre deux
sollicitations internes en méme temps . Ce sont les
contraintes de cisaillement dues a la torsion et les
contraintes normales dues au gauchissement. Plus précisement,
la sollicitation de torsion est engendrée par la rotation
de la section droite autour de l'axe x

Par contre la sollicitation de gauchissement est engendrée
par la différentielle de 1la rotation " @ " par rapport a
l'axe des x (voir figure 4.1). Donc , le deplacement " @ "
sera représenté par une fonction d'inporlation polynomiale



de degré 3 afin d'introduire quatre coordonnées généralisées,

on pose
2 3
8(x) = al + a2 ¥ + a3 x + 04 x (4.18)
donc
2
do(x)/dx = a2 + 2 a3 x + 3 a4 X (4.19)
Les conditions aux limites sont :
X =0 @(0) = 81 : ex(0) = exl
Xx =L e(L) = 82 : Ox (L) = ex2
//),X
Ox2
Z
A 02
]

o 7 7 =7

Fig 4.1 : Déplacements nodaux dus a une torsion
non uniforme

La recherche des fonctions de forme nous conduit au méme

résultat a celui de la flexion. Ce qui nous permet d'écrire:

2 '3 3 opl 2
8(x) = (1+2/L .x =-3/L .x )O1 + ( x +1/L .x -2/L.x )exl

2 2 3103 2 2 3
+ (3/L .x -2/L .x )62 + (-1/L.x +1/L .x )ex2

8(x) = N1 e1 + N2 ex1 + N3 02 + N4 ex2 =N . a (4.20)
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La déformation de cisaillement due a la torsion est donnée

par: 3

B =12T do/dx (4.21)

La matrice bo relative a la déformation précédente n' est
plus la matrice habituelle composée de deux termes constants.
Par contre , elle est devenue une fonction de la variable de

position x . Nous avons

B =2 I d(N .a)/dx = Z'T dN/dx . a (4.22)
alors

bo = 2 T dN/dx . (4.23)
T

Nous obtenons
2 3 2 2 2

bo = gf ((-6/L x+6/L x ):(1 -4/L x +3/L x );
T

2 3 2 )
(6/L x -6/L x )i(-2/L x +3/L x )) (4.24)

La déformation due au gauchissement est

2 2 2 2
€ex = aw d e/dx = aw d N/dx . a (4.25)
nous aurons
2 2
bo = aw d N/dx (4.26)
G
en remplagant 1l'expression de N(x) dans bo , nous trouvons:
G
2 3 2
bo = aw {((-6/L +12/L x );(-4/L +6/L x );
G
2 3 2
( 6/L -12/L; % );(=2/L:+6/L x )) (4.27)
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Aprés avoir calculer les matrices bo relatives & chaque
déformation linéaire, nous pouvons rassembler ces matrices
dans une seule matrice globale bo , qui, multiplié par le
vecteur des déplacements nodaux global donne 1'expression
générale de la déformation 1linéaire des poutres a parois
minces et de sections droites ouvertes e¢o

Le vecteur des déplacements nodaux global s'étend a 14
degrés de liberté pour une poutre a parois minces , et cela
en ajoutant au vecteur de déplacement habituel les dérivées
de la rotation due a la torsion par rapport a l'axe " x ".

IL s'écrit maintenant comme suit

a = { wi,wxi,vi,vxi,ui,ei,exi,wj,wxj,vj,vxj,uj,ej,ex]j )} (4.28)

La matrice bo est donnée dans la page suivante .



[bol=

wi wxi vi vxi ui
12x 6 6x 4 12x 6 6X 4 1
-Z(— - —) [-2(— - =) |-¥Y(— - —) |-¥Y(— - —) [- —
3 2 2 3 2 2
L L L L I L L L L
0 0 0 0 0
ei exi W WX
12x 6 6X% 4 12x 6 6X 2
aw (— - —)| aw(— - —) Z2(— - —) |-2(— - —)
3 2 2 3 2 2
L L L L L L L L
2 2
6X 6% 3x 4
2F (— - /) |21 (1+— - —) 0 0
jr 3 2 I 2
L L L L
\'4 vXj uj 0j exj
12x 6 6X 2 1 12x% 6 6Xx 2
Y i e ile= T SR el e SR i e s~ —)
3 2 2 3 2 2
L L L L L L L L L
2 2
6Xx 66X 3% 2X
0 0 0 |2r(- — + —) |21 (— - —)
'f 3 2 ? 2
L L L L
bo = Matrice de dimensions ( 2 * 14 )
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4,1.2=- Calcul de la matrice

bL

Cette matrice
déformations ex et g

linéaire peuvent s'écrire sous la forme suivante :

est déduite des termes

du second ordre des

Les composantes de la déformation non

3 3
d w/dx
3 3
B . d v/dx
- aw dv/dx ; aw dw/dx ; -y © ; z 0@ ; 2 2
d w/dx
2
1/2 dw/dx ;1/2 dv/dx ; 0 ; P /2 de/dx 2 2
d v/dx
EL = [——mmmmmmm e E -
6 I - o —2!? dv/dx ; 2‘? dwdx ; dw/dx
0 H 0 ; 0 ; 0
= = dv/dx
£ M 0] ©
de/dx
{ U )
eL = [ M ] {U) (4.29)
M : étant une matrice composée de terme fonction
des déplacements
U : vecteur composé de terme qui sont des dérives
des déplacements u , v , W et O
A partir de la définition des fonctions de forme de la
flexion suivant l'axe y ,z et de la torsion , nous avons:
v=Nfy .a ; w=Nfz . a ; © =Nt . (4.30)



Dans ce cas le vecteur "U" peut étre relié aux déplacements

nodaux par la relation suivante

& = [ & ] 4 « ) (4.31)

Avec G une matrice dont les termes sont les différentielles
des fonctions de forme, et donc des termes dépendant
des coordonnées de position . Cette matrice sera donnée dans
la page suivante

Remplagant 1l'expression de U dans €I, ,nous écrirons :

eli=""M 4. & = a ) (4.32)
ainsi on obtient :
el = [ bl J.{ & ) | (4.33)
avec [ bL ] = [ M ] [ G ] (4.34)
Nous retrouverons ,aussi , la matrice bL dans la page 92

Finalement , aprés avoir déterminer explicitement les
matrices bo et bL liant la déformation avec les déplacements
nodaux , nous obtenons l'expression analytique sous la forme
matricielle de la déformation totale des poutres a parois

minces de sections droites ouvertes

€ = [ [ bo ] + [ bL ] ] { a ) (4.35)
on pose
(b ] = [ [ bo ] + [ bL ] J (4.36)
d'ou ;
€ = [ b {aj (4.37)
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4.2- Calcul de la matrice B

La matrice B a été définie a partir de 1l'expression de la

variation premiére de la déformation qui est :
¢ = B . éa (4.38)

Comme précédement, nous réunissons les expressions (3.25) et
(3.27)dans une seule relation écrite en notation matricielle.

Aussi, nous approximons cos 86 a 1 et sin ©® & © ; nous

avons :

2 2 2 2 2 2 2 2
-y{-d v/dx 6 6 + d éfv/dx + d w/dx 66 + d Sw/dx 6 )

2 2 2 2 2 2 2 2
-2{-d w/dx © 66 + d Sw/dx - d v/dx 6 - d §v/dx © )}

2 2 3 3 3 3
Sex +aw (d 69/dx - d w/dx (dév/dx) - d Sw/dx (dv/dx)
3 3 3 =

+ d v/dx (déw/dx) + d dv/dx (dw/dx)) + déu/dx

2
+ dv/dx (dév/dx) + dw/dx (déw/dx) + P de/dx (dée/dx)

2 T (dé6/dx - d w/dx (dév/dx) - d éw/dx (dv/dx)

sB
2 2 2 2

+ d v/dx (déw/dx) + d §v/dx (dw/dx) )

Dans cette relation , nous pouvons séparer 1les termes
linéaires et des termes non-linéaires afin de mettre §e¢

sous la forme

§ € = § eo + 6 €L (4.40)




Expression dans laquelle , le premier terme peut s'écrire

§ eo = Bo éa (4.41)

et le second terme peut étre mis sous la forme :

§ e, = BL 64 (4.42)
Il vient alors :
§ ¢ = Bo fda + BL §a (4.43)
ou :
6§ € = [ Bo+ BL ] éa (4.44)
En posant :
B = Bo + BL (4.45)

nous aboutissons a la premiére expression :

§ € = B éa (4.46)

Bo : est une matrice indépendante des déplacements et
identique A la matrice bo . Car elle est déterminée a
des mémes termes linéaires de la déformation totale.

Dans ce cas , nous passerons directement au calcul de la

matrice BL



4.2.1- Calcul de la matrice BL

Soit la variation des termes non-lineaires

6§ € L=

2 2 2 2 2 2 2 2
-y(-d v/dx 6 66 + d w/dx 60 + d Sw/dx ©) -z(-d w/dx 8 60

2 2 2 2 3 3
- dv/dx 86 - d §v/dx 6 } + aw { - d w/dx (dév/dx)

3 3 3 3 3 3
- d éw/dx (dv/dx)+ d v/dx (déw/dx)+ d &v/dx (dw/dx) )

2

+ dv/dx (dév/dx) + dw/dx (dSw/dx) + P de/dx (dése/dx)

Z:F { - d w/dx (dév/dx) - d Sw/dx (dv/dx)

2 2 2 2

-(4.47

+ d v/dx (déw/dx) + d §v/dx (dw/dx) )

factorisons le vecteur variation des déplacements en produit

matriciel voir (4.48) de la page suivante

&€l = [ NL ] { 6U ) (4.49)

D'aprés la relation qui lie les déplacements aux déplacements

nodaux ;

sy = r Gy e ) (4.50)

Alors , il vient

(88 % = [€9 {6a) (4.51)

La matrice G a été déja evaluée précédement. En remplacant

6U dans 6€l , nous obtenons

e, = [ NL ] [ G ] ( 6a ) (4.52)
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[ aw dv/dx ; aw dw/dx ; v 0 - z 0
SeL=
0 - it] 3 2 T dv/fdx ; 2 T dwdx
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: —aw d v/fdx + dv/dx ;

2 2 2
: - 2F d w/dx

O [ NL 1

et {60}

2 z Z 2 2
vd v/dx 8 - v d w/dx + z d w/dx ® + z d v/dx ;‘? de/dx

[ NL 1

: Matrice de dimensions ( 2 * 8 )

: Vecteur de dimensions ( 8 * 1 )

_96_

2T d v/dx

0

;
|
|
|
]

3 3
d bw/dx

dbw/dx

dév/dx

50

d68 /dx

{ 6U }

L (4.48)




Ou encore

€L = [ BL ] { éa ) (4.53)
Avec

[BL] = [NLJ] [ G] (4.54)

La matrice BL sera donnée dans la page 98

4.3- Calcul de la matrice 6B

Cette matrice découle de 1' expression de la variation
seconde de la déformation . Dans ce cas, nous reprenons les
expressions (3.26) et (3.28), en les assemblant dans un
seul vecteur comme précédement et en approximant cos © &a 1
et sin © a ® . nous avons :

2 2 2 2 2 2
- y{-d v/dx 806 606 - 2 d év/dx © 0 - d w/dx 8 66 66

2 2 2 2 2 2
+ 2 d éw/dx &6 }- z{- d w/dx 66 §6 - 2 d sw/dx © &6

2 2 2 2 3 3
+dv/dx © 60 60 -2 d év/dx §0)+aw(~- 2 d Sw/dx (dév/dx)

3 3 2 2 2 2
+ 2 d év/dx (déw/dx) ) +(dév/dx) +(dsw/dx) + f (dée/ax)

e e e e L L . T e = -(4.55)

4 T {(-d dw/dx (dév/dx) + d Sv/dx (déw/dx) )

Nous procédons de la méme maniére gque pour le vecteur 6e.
2
Nous décomposons le vecteur § € sous une forme de produit

matriciel voir page 99 (4.56). nous pouvons écrire

e =  [NT {80, (4.57)
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En utilisant 1la relation gui relie 1la variation des

déplacements & la variation des déplacements nodaux,a savoir:
{ U ) = [ 6] 4 #a ) (4.58)
nous pouvons écrire

2
{ 6 € )

[ N ] [ G ] { 6a ) (4.59)

finalement , nous obtenons

2
{ 6§ € )=1[ 6B ] ( 6a ) (4.60)

avec

(6B 1 =T8I eE) (4.61)

2
comme nous le constatons dans l'expression de § € . Malgré

qu'on a factorisé le vecteur variation des déplacements {6U),
la matrice [ N ] contiendra encore des termes fonctions de
la variation des déplacements §Ui

Pour plus de commodité de calcul , nous donnerons le
développement du produit matriciel de 1' expression de

[ 6B ] dans le paragraphe calcul de la matrice Ko .

4.4- Calcul de la matrice de rigidité K

La matrice de rigidité d'un élément poutre soumis a des
contraintes initiales est définie, selon la relation (3.48);
—T —
E = B D b dv (4.62)
Jv

Nous avons démontré , précedemment, que les matrices b et B
peuvent étre décomposées en une somme de deux matrices;
a savoir :

= 00 ==



b = bo + b, et B = Bo + BL (4.63)

Remplagons ces relations dans 1'expression (4.62) , nous
aurons :
4%
K = [ Bo+ BL ] D[ bo + b, ] dv = ko + kL (4.64)
Jv
Expression dans laquelle ko représente 1la matrice de
rigidité habituelle correspondante aux petits déplacements.

T
ko = { Bo D bo dv (4.65)

Jv

La matrice k1l provient de 1la partie non-lineaire des

déformations . Elle est donnée par :

[ T T T
kl =

[ Bo D bL + BL D bL + BL D bo ] dv (4.66)
Jv

kl = k1 + k2 + k3 (4.67)
kl,k2,k3 représentent, respectivement, le premier,le second

et le troisiéme terme de 1l'expression (4.66).

4.4.1- Matrice ko

Cette matrice comprendra uniquement des termes constants qui
dépendent des coéfficients de rigidité et des propriétés
de 1la section droite . Pour un materiau & comportement
élastique linéaire et pour le cas de structures en poutres,

la matrice reliant les contraintes au déformations est :

D = (4.68)



La matrice de rigidité correspondante aux petits déplacements
prend une nouvelle forme ( voir page 103 ) . Nous remarquons

que la matrice Ko s'étend pour comprendre , en plus du

phénoméne de compression , flexion et torsion , le phénoméne
de gauchissement . Elle comprend , donc , de nouveaux termes
contenant une nouvelle propriété de section Cw , relative au

gauchissement de la section droite

4.4 .2- Matrice K1

La décomposition de cette matrice en trois matrices permet
de calculer chacune des matrices séparément. Vu 1'importance
des termes qui se développent, nous n'avons pas jugé utile
de les porter.

4.4.2.1- Matrice K1

Kl = Bo D Dbl dv (4.69)

Les termes de cette matrice ont Até calculés par le program-

me que nous allons décrire dans le cinquiéme chapitre.

4.4.2.2- Matrice K2

T
L BL D bl dv (4.70)
v

Les termes de cette matrice ont été calculés par le program-

me que nous allons décrire dans le cinquiéme chapitre.

4.4.2.3- Matrice K3

T
K3 = BL D bo dv {4:71)
v
Les termes de cette matrice ont été calculés par le program-

me que nous allons décrire dans le cinquiéme chapitre.
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2
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4.4.3- Calcul du vecteur forces de 1'équation d'équilibre

Dans 1l'équation d'équilibre , il intervient deux types de
forces (voir équation 3.48). Il s'agit des forces extérieures
appliquées sur la structure et les forces internes dues aux
contraintes initiales oo , qui constituent des données du

probléme

4.4.3.1- Vecteur forces internes dues aux contraintes oo

Le travail des forces internes sera exprimé, dans notre cas,
en fonction des déformations linéaires €o. C'est a dire que
nous allons remplacer les contraintes ogo , dans le premier
terme de 1l'équation (3.48) , en fonction des déformations
linéaires.Et cela,parce que ces contraintes seront calculées
a partir d'un probléme de poutre a comportement linéaire .
Pour tenir compte du cas général , nous considérons toutes
les déformations linéaires qui peuvent se développer dans
une poutre a l'exception des déformations de cisaillement
dues a la flexion . Nous avons donc :
2 2 2 2 2 2
oxo| [E {du/dx| -y.d v/dx ‘ -z.d w/dx { +aw.d 6/dx )
o o o o

go= = (4.72)

T0 G.2.7T. de/dxl

o

Le signe de ces contraintes depend du sens de 1'orientation
des axes choisi . Pour le cas de notre probléme,le sens des
contraintes initiales est contraire a celui des contraintes
développées sous l'effet des charges extérieures . Selon la
représentation des contraintes, 1le signe de celles-ci sera
affecté aux fonctions de déplacements

L' expression du travail des forces internes dues aux
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[Bo co dv=

contraintes ogo peut se décomposer en deux expressions comme:
T T T
§W(oo) = (éa} (| Bo oo dv + BL ogo dv ) (4.73)

La premiére expression est un vecteur composé de termes
linéaires et la seconde expression est un vecteur comprenant

des termes nonlinéaires.

L, 2 3 2 2
E.IY |(-6/L +12x/L )d w/dx .dx
o]
L 2 2 2
E.IY |[(-4/L +12x/L )d w/dx .dx
(o}
(L 2 3 2 2
E.Iz |(-6/L +12x/L )d v/dx .dx
Jo
BP 2 2 2
E.Iz |(-4/L +12x/L )d v/dx .dx
O
L
- E.A/L du/dx . dx
o]

[L 2 3 2 2 [L 2 2h: 3
ECw| (-6/L +12x/L )d ©/dx .dx+GJ| (-6x/L +6x /L )de/dx.dx
o Jo

L 2 2 2 L 2 2
ECw| (-4/L +12x/L )d ©6/dx .dx+GJ| (1-4x/L+3x /L )de/dx.dx
o o

[L 2 3. 2 2
(-6/L +12x/L )d w/dx .dx
o

(L 22 2
E.IY |[(-2/L + 6x/L )d w/dx .dx
o

(L 2 3 2 2

- E.Iz |(-6/L +12x/L )d v/dx .dx
Jo

(L, 2 2 2
E.Tz | (-2/L + 6x%x/L )d v/dx .dx
o

= ELTY

u

L
E.A/L [ du/dx . dx
o

L 2 3 2 2 [L 2 2. 3

-ECw| (=6/L +12x/L )d ©/dx .dx-GJ| (-6x/L +6x /L )de/dx.dx
o Jo

L 2 2

L 2. 2 2
ECWJ(—2/L +6x/L )d e/dx .dx+GJ[(—2x/L+3x /L )de/dx.dx
O o]

=5 LO5: =




T
Les termes de 1'expression J BL oo dv, seront donnés dans

1'ANNEXE

4.4.3.2- Vecteur forces extérieures

Dans le cas des poutres & porois minces,la somme des travaux
des forces extérieures se présentera sous une nouvelle forme
par l'introduction de deux expressions. La premiére est liée
a la nouvelle charge extérieure produisant 1le septiéme
degré de libertée " do/dx ", et la seconde expression est
relative & la production d'un travail additionnel pour les
forces transversales appliquées d'une maniére excentrée par
rapport au centre de cisaillement . Concernant la premiere
expression , nous avons vu dans le paragraphe (4.1.1-d) que
la torsion non uniforme engendre deux sollicitations qui
sont proportionnelles a deux déplacements . Le premier
déplacement est une rotation autour de l'axe x " © ", et le
second est défini par la derivée de la rotation autour de x
" de/dx " . Le septiéme degré de liberté caractérise un
mouvement de torsion de la section droite autour d'un des
axes transversaux de plus faible rigidité . Ce mouvement est
défini a partir du déplacement axiale des points de la
section droite . Il engendre ainsi wune déformation de type
axiale , appelée déformation de gauchissement (voir éq 3.14)
2 2
eXx = aw d ©/dx (4.74)
On obtient les contraintes par la 1loi de HOOKE :
2 2
oX = E ex = E aw d ©/dx (4.75)
© :etant l1l'angle de torsion qui varie le long de 1l'axe des x.
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La force extérieure qui équilibre 1la force interne due au
gauchissement est appelée 1le " BIMOMENT ". Il est définie
par :

B = [ ax aw dA (4.76)

J

En remplacant (4.75) dans (4.76)et en utilisant 1la propriété
2
de la section Cw = ( aw dA ; nous aurons

B =E Cw dze/dx2 (4.77)
Il a la dimension d'un moment multiplié par une longueur .
On peut le caractériser par deux couples oppossés autour de
l'axe transversal de plus faible rigidité , séparés d'une
distance " 4 "
Prenons 1'exemple d'une poutre en I symétrique , nous avons
la présentation de l'effort Bimoment et les contraintes qui

en resultent :

Bimoment Répartition des contraintes
normales

Fig 4.2 : Poutre en forme de I symétrique
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Finalement, le vecteur champ des forces extérieures pour des
poutres a parois minces devient
Poa (Px., By , Pz 5 M, My ;. 'M2 , B ) (4.78)

B :étant la septiéme force " Bimoment ".

Rappelons que le vecteur champ des déplacements s'étend 1lui
aussi a sept composantes ; a savoir
U= (w, ¥, w,8% , 8y , 6z ; ox* ) (4.79)

Ox':est la derivée de la rotation ©x par rapport a l'axe x
La deuxiéme particularité importante, introduite dans 1le
travail des forces extérieures , est relative aux charges
transversales déportées par rapport au centre de
cisaillement et aussi des charges axiales déportées par
rapport au centre de gravité
Soit une charge dirigée d'une maniére quelconque par rapport
aux axes locaux de la poutre,appliquée a une distance "d" en
dessus et "h" a droite du centre de cisaillement. Le point
d'application de la charge est repéré par rapport au centre
de gravité C de la section par Cy et Cz ( voir fig 4.3 ).
Le déplacement vertical " r " de la force P, est donné par :
r=w+ho+d (l-cos®) * w + h © + (d/2) e (4.80)
Comme nous le constatons le déplacement "r" est une fonction

nonlinéaire des variables de déplacement

P

i h—y

& ligne moyenne de
d la section

Centre de cisaillement

Fig 4.3 : Charge déportée par rapport au centre de cisaillement
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La variation du déplacement donne

§r = §w + h 60 + d © O (4.81)
Ou bien

r = éw + (h + 4 @) 66 (4.82)
Donc la charge P engendre un travail de flexion le deuxiéme
de torsion . Finalement, prenons le cas général d'une poutre
soumise & des forces axiales Px , transvesales Py et Pz
déportées par rapport & C , des moments de flexion My et Mz,

un moment de torsion Mx et un " Bimoment ". La variation du

travail de ces forces appliquées sur un noeud i voir fig 4.4 :

T Pl éri = { Pxi.ui + Pyi.[ 6évi + (hzi + dyi.exi) ésexi ] +
Pzi.[ éwi + (hyi + dzi.exi) éexi ] + Mxi éexi +

Myi §0yi + Mzi §6zi + Bi éoOxi' ) (4.83)
Avec : @Oy = dw/dx ; ©z = dv/dx ; Ox = dex/dx

En factorisant 1le travail sous 1la forme d'un produit

vectoriel , nous pouvons écrire

Pzi
My i
T—
{6a} (P) = ( 6wi,éwxi,évi,svxi, Pyi
. -(4.84)
dui, sexi,sexi') Mzi
Pxi

Mxi+ (hyi+dzi.ei) Pzi+
(hzi+dyi.®i) Pyi

Bi

Comme nous remarquons ,le vecteur des charges extérieures

depend d'un paramétre de déplacement.



P), :
dY \

[ Z
Fig 4.4 : Configuration des charges considérées

4.5- Calcul de la matrice de rigidité tangente KT

L' expression de la matrice de rigidité tangente est donnée

par la formule (3.69); qui est

KT = Ko + KL + Ko + Koo - KP (4.85)
Rappelons que les matrices Ko et KL découlent de la relation
(3.61) qui donne :

K = ( B D B dv (4.86)
En utilisant 1l'expression (4.45); on obtient

E T T T
K = J Bo D Bo dv + J (Bo D BL + BL D BL + BL D Bo)dv (4.87)
v v

Oou encore

K = Ko + KL (4.88)
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T
avec Ko = J Bo D Bo dv (4.89)
v

T T T
et KL = J (Bo D BLL + BL D BLL + BL D Bo) dv (4.90)
v

En ce qui concerne la matrice Ko , elle est définie par

la relation (3.60)

4.5.1- Matrice Ko

Cette matrice est identique a la matrice ko donnée dans le
paragraphe (4.4.1)car les matrices bo et Bo sont déterminées
a partir des mémes termes de la déformation totale (termes

linéaires ).

4.5.2- Matrice KL

Le calcul de la matrice K1 nécessite 1la décomposition de

celle-ci en une somme de sous-matrices comme suit :

KL = K1 + K2 + K3 (4.91)

ou K1,K2 et K3 : représentent 1le premier , le second et le
troisiéme terme de 1l'expression (4.90).Nous pouvons déduire
facilement que la sous-matrice K3 est la transposée de K1

Donc nous calculerons seulement les sous matrices K1 et K2.

4.5.2.1- Matrice K1

cette matrice est donnée par le terme suivant:
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T
Kl = J Bo D BL dv (4.92)
v

4.5.2.2- Matrice K2

cette matrice est définie par le terme suivant:

s T

K2 = BL D BL dv (4.93)
I
4.5.3- Matrice ko
La matrice ko a été définie par l'expression (3.60) , nous
avons :
T
ko . éa = 6B o dv (4.94)
v

Rappelons que la matrice 6B est établie par la relation

(4.61), par conséguent, nous pouvons écrire

L7 p T
B =[G ] [ N (4.95)

Nous remplagons 1l'expression (4.86) dans (4.85),ce qui donne

ko . éa = [ L6 [N J ¢ ag av (4.96)

Le vecteur contrainte o¢ comprend deux composantes qui sont
appelées contrainte axiale ( ox ) et contrainte de
cisaillement ( 7 )
Ces derniéres sont en général exprimées comme des fonctions
linéaires des déplacements u,v,w et © telle que :

ox E (du/dx-y d?v/dx?- z d?w/dx’+aw d?e/dx?)

(o}= = (4.97)
T 2 }‘ G de/dx

= QAP =



La matrice [ N ] comprend des termes qui sont fonctions des
variations des déplacements &§Ui. I1 est possible d'écrire :

T
[ N ] { 0 ) = [ on ] { 6U } (4.98)

Expression dans laquelle [ on ] est une matrice carrée
fonction des contraintes voir page suivante. En utilisant

la relation (4.58), nous aurons
BAG O Lok = [ ennl il Gl it e ) (4.99)

Remplagant (4.99) dans (4.96) , nous obtenons

T
ko . a = { J [ Gl [on] [ G ] dv } (Sa) (4.100)
v

Finalement la matrice ko , apres simplification du vecteur

des déplacements nodaux { &a ), s'écrit :
y T
ko = [ G] [on ] [ G ] dv (4.101)
Jv
ko : est une matrice symétrique qui est fonction du niveau

des contraintes .

4.5.4- Matrice Koo

Cette matrice est utilisée uniquement pour les problémes qui
admettent des contraintes initiales . Comme nous 1'avons vu
au paragraphe 4.4.3, nous considérons le cas des contraintes,
suivant les directions x , y et z , générées par des
sollicitations de compression , de flexion ou de torsion.

Donc nous exprimons ces contraintes a partir des fonctions

suivantes :

=32y
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T T SV

— = N ==

i — —_—

e =

=

[on'l =

|
¢ 2 ) ¢ Y aw OR 0 ‘0 |
!
0 0 0 0 aw Ox 0 0 G
0 0 0 0 4] 2? T -~y ox 4+ 2z 8 ox 0
0 0 0 0 2',.' T 0 ¥y 8 Gx + z ox 0
0 aw ox 0 ZT T OX 0 0’ 0
aw ox 0 2 '}' T o] o ax 0 o
-y ox+ ly 8 ox+ (vddv/dx®+y@diw/dx?+
0 0 V] 0 0
z 9 ox zZ ox zd®*w/dx®-z8d*v/dx® jox
0 o 4] ] (o] 4] 0 _P’ ox
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2 2 2 2
oxo| |E [du/dx| -y.d v/dx | -z.d w/dx
o o

2 2
+taw.d ©8/dx |]
o] o]

go= = (4.102)

T0 G . 2 . ? . d@/dx’
o

Aussi,ces fonctions peuvent s'écrire directement en fonction
des déplacements nodaux. Le signe de ces contraintes sera
introduit avec la valeur des déplacements

Pour ce qui est de l'expression de Koo , celle-ci sera
identique gque Ko . Seulement les déplacements nodaux qui
interviennent dans les termes de la matrice [on ] , seront
remplacés par les déplacements nodaux initiales { ao ) qui
seront proportionnels aux contraintes initiales oo .

Cela sous-entend , qu'il faut rechercher 1les déplacements
nodaux initiales , avant de procéder a la résolution du

probléme non-linéaire avec des contraintes initiales.

4.5.5- Matrice des charges KP

Nous avons vu que , dans 1le cas des charges excentrées par
rapport au centre de cisaillement,le déplacement transversal
(v ou w) s'exprime en une fonction non-linéaire (fig 4.5).
Ceci nous a conduit & trouver un vecteur force dépendant du
paramétre de déplacement 6 (voir éq 4.84),aprés calcul de la
variation premiére du travail des forces extérieures

En conséquence , la variation seconde du travail des forces
extérieures ne s'annule pas . On obtient pour un élément ij

l'expression suivante :

{éP)=(0, 0,0, 0, 0 ,(dyi.Pyi+dzi.Pzi).éei,

T
0 0,0 ,.0 ,0.,@y5:.Pyj+dzy.P2]) 605 } (4.163)
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Nous

matricielle afin d'introduire les termes

matrice de rigidité tangente

La matrice KP comprendra des termes

pouvons

{ 6P }

qui sont facteur
0,0,0,0,0, 0
0,0,0,0, 0
0,0,0, 0
0,0, 0
0, 0
dyl.Pyi
+dzl.Pz1l
[KP]=

matrice symétrique

transformer

du déplacement 40

cette expression

T

= [ KP ] [{

CcCOoOO0OC0CO
coooo
coooo
b‘O::)‘D‘-D
coooo
25555

- m wm ow

r

oo

S
B
e
e
(=] O‘C)";D:D‘O

- m m ™ wm 0m
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de charge dans

Nous écrivons donc

)

nuls partout

(ololoNeNe)

[eNeoNoNoNoNe]

dy2.Py2
+dz2.Pz2

- m W m w

- 0w wm w w o™

eNeolloNeNo e

r

sous une forme

la

(4.104)

sauf ceux

J

Oo0OQOoOOo

oo

L

Elle s'écrit ainsi:

(4.105)



4.6- Changement de repére

Le probléme essentiel qu'a fait 1'objet de notre théme de
recherche est 1'étude du comportement non-linéaire des
poutres rectilignes & parois minces.En principe,la résolution
des équations d' équilibre pour 1'étude du longeron par la
méthode des éléments finis ne nécessite pas 1'introduction
de la notion de matrice de passage d'un repére local a un
repére global , vu que chaque élément de 1la structure
déscritisé est défini dans le méme repére que celui de la
structure assemblée

Seulement , le longeron que nous sommes entrain d'étudier
n' est pas parfaitement rectiligne . I1 admet une courbure
initiale. Donc,nous avons le choix de simuler 1le longeron en
une poutre en forme d'arc ou bien rectiligne droite , tout
dépend de la grandeur de la fléche (voir fig 4.5) . Suivant
l'ordre de grandeur de cette derniére, nous voyons qu'elle
est trés significative et elle ne peut étre négligée . Dans
ce cas et afin d'en tenir compte, nous avons discrétisé le
longeron en éléments poutres rectilignes orientées suivant
la courbure initiale donnée par le constructeur

Cette discrétisation nous améne & introduire la notion de
changement de coordonnées dans l'espace . Puisqu'on utilise,
presque , le méme modéle gque la poutre habituelle , nous
aboutissons au méme changement de coordonnées et a la méme
matrice de passage .

Néanmoins , nous devons ajouter un nouveau terme dans la
matrice de passage , qui est relatif au septiéme degré de
liberté défini par la derivée de la rotation de la section

= Al =



A fléche B

Fig 4.5 : Longeron avec une courbure

droite autour de l'axe 'x'. Tous les termes de la matrice de
passage [T] peuvent étre determinés par 1la cinématique sauf
ceux qui sont multiples de ox'

Dans 1la publication [10] , 1l'auteur a approximé une poutre
courbée par un ensemble d'éléments poutres rectilignes liées
par des noueds. Il éxiste entre deux éléments consécutifs un
angle donné. Seulement avant de passer a cette approximation,
il a modélisé 1la poutre courbe par un ensemble d'éléments
poutre droites séparées par des segments d'arc (voir fig4.7).
L'approche de l'auteur 1'a conduit a trouver que le rapport
entre la coordonnée locale et globale du septiéme degré de
liberté est égale 4 1 . Ceci aboutit a la matrice de passage

suivante :

R ;0 ;0
0 R . 0 0
e, I
[ T ] = | === (4.106)
R, © , 0
0 o, R, O
g .0, %A

R étant 1la matrice habituelle de changement de coordonnées
qui sera rappelée par ce qui suit :

Le solide gque nous sommes entrain d'étudier est un corps
allongé . Sa schématisation est caractérisée par une droite
délimitée par deux points (voir fig 4.7). Donc pour repérer
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1'élément poutre dans 1'espace , nous aurons besoin de deux

angles d'EULER uniquement (voir fig 4.7) , a savoir

B étant 1l'angle de rotation du repére autour de l'axe y .

® étant 1l'angle de rotation du repére autour de l'axe z .

K
K
(a) & (c)

3 .

RAC
X <3 ;

J

£ :
»~

i

fig 4.6 : a) Modéle poutre courbée , b) Discrétisation en
élements poutres droites séparées par des segments arc,
c) Discrétisation en éléments poutres rectilignes

Appelant x,y,z repére global et x2,y2,2z2 repére local .

Exprimons les coordonnées x1,yl,z1 en fonction de x,y,z(voir

fig 4.7) ; nous aurons
x1 cos 8 , 0 , sin B X
y1l = L 0 y (4.107)
z1l -sin 8 , 0 , cos @ z

Exprimons les coordonnées x2,y2,z2 en fonction de x,y,z(voir

fig 4.8) ; nous aurons
x2 cos & , sin ©® , 0 x1
y2 = -sin 8 , cos 6 , 0 vl (4.108)
z2 G: 0 oot 1 z1

=9 |



Donc pour exprimer les coordonnées du repére local x2,y2,z2

en fonction des coordonées du repére global x,y,2 , nous
T

devons remplacer le vecteur {( x!,y1,21 } par la relation

(4.107), nous obtenons alors

a)Schématisation de 1l'élément poutre

ﬁ YJY4

"5 L, O ‘“Jﬁ
- P e
Z
b)Rotation autour de y c) Rotation autour de z

X/I' 21!22

yz\i\rfl

\ X2
\ ”/ﬂﬂf
._..)( : /“'/‘178 __X“l

fig 4.7 : Angle d'EULER pour repérer un eélément poutre

x2 cos @ cos § , sin ® , cos © sin B X
y2 = |-sin © cos 8 , cos © ,-sin © sin f y (4.109)
z2 - sin g ; 0 ; cos f z

D'ou on détermine la matrice R , donnée par

-

1x , mx , nx

TG ly , my , ny
lz , mz , nz
avec 1x = cos © cos 8 , mx = sin ® , nx = cos © sin 8
ly = -sin @ cos 8 , my = cos © , ny = -sin © sin 8
lz = -sin B , mz = 0 , nhz = cos B
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Les cosinus directeurs sont

cos?f

cos?* e

avec

Afin de respecter la disposition

(xj-xi)?

(xj=-xi)?+(zj-zi)?

(xj-xi)?+(zj-21)?

L.!

Lt = (xj-xi)?+(y

(zj-zi)*
o EAME B
(x)-xi)?+(2j~-2zi)?
(yj-yi)?®
; sin’@ = ——
LZ

J=yi) t+{yj-yi)*

des composantes du vecteur

de déplacement donné dans tout le développement de 1'équation

d'équilibre, nous devons interchanger les lignes et colonnes

de la matrice [T] ,

[T I=

-

cqui devie

nz,0 ,mz,0 ,1z,0 ,0
0 mero tnYrO :lY:O
ny,0 ,my,0 ,ly,0 ,0
0O ,mz,0 ,nz,0 ,1z,0
nx,0 ,mx,0 ,1x,0 ,0
0O ,mx,0 ,nx,0 ,1x,0
0' ;0 ;0 0 ;0 ;0 ;1
0
-1

nt

nz,0 ,mz,0 ,1z,0 ,0
0O ,my,0 ,ny,0 ,1y,0
ny,0 ,my,0 ,ly,0 ,0
0 ,mz,0 ,nz,0 ,1z,0
nx,0 ,mx,0 ,1x,0 ,0
0O ,mx,0 ,nx,0 ,1x,0
0 ;0 0 ;0 ;0 .0 ;1

21 -

(4.110)



ETH AP T T R E "5

ANALYSE DE L'INSTABILITE DES POUTRES A PAROIS MINCES

5.1- Introduction

Il est trés wutile, pour certaines structures composées
d'éléments tige ou poutre , de vérifier 1le flambement
de ces éléments et ainsi connaitre 1les charges critiques
dont ils constituent des conditions limites de stabilité de
la structure .

Vu que 1la théorie de 1'instabilité des tiges et poutres
simples présente une facilité dans la compréhension et la
maitrise, elle est devenue une notion classique a enseigner.
On la trouve , presque ,dans tous les ouvrages de résistance
des matériaux .

De cette théorie ,il a été établi des critéres de résistance
au flambement utilisé dans 1la pratique pour vérifier 1la
résistance des structures , et ,cela est courament exploité
dans les calculs des strucrures métallique, ou en béton armé
en génie civil et de certains systéeme mécanique

Le flambement des tiges longues est défini,parla compression
sous une charge axiale qui , au dela d'une certaine valeur,
la déformation de compression se transforme en une

déformation de flexion . Cette valeur seuil est appelée

charge critique .

Le flambement des tiges présente plusieurs modes de
déformations donnés par les différentes conditons d'appui
d'une poutre a colonne

= 122 =



Parmi les chercheurs qui ont consacrés des travaux important
dans 1le développement des principes de la théorie de 1la
stabilité des strctures, nous trouvons " TIMOSHENKO ",

En plus de l1l'analyse de plusieurs cas de flambement des
tiges ou poutres simple ainsi 1la combinaison de flexion
et de compression. Cet auteur a traité dans les chapitres 5
et 6 de cet ouvrage, le flambement des éléments appartenant
a la quatriéme classe de structure définie par " VLASOV ",

a savoir : " les voiles longues appelées aussi poutres a
parois minces de section droite ouverte ".

En premier l'auteur a mis en evidence le concept de
gauchissement de la section droite, qui ne reste pas plane
aprés la déformation de la poutre . Comme nous 1l'avons
vu au chapitre 1 , ce phénoméne est le trait caractérisque
de ce modéle par rapport au tige longue ou poutre simple .
Rappelons que pour le cas de la torsion pure, le
gauchissement n'entfaine aucune déformation ( contrainte )
supplémentaire .

Par contre pour 1la torsion non-uniforme , obtenue par
empéchement ou gauchissement d'une ou plusieurs sections ou
encore variation du couple de torsion , il se produit des
déformations ( contraintes ) de nature axiales dépendantes
de la variation de l'angle de torsion le long de l'axe de
la poutre

Ensuite sur la base de ce phénoméne, 1l'auteur a élaboré de
nouvelles notions de flambement spécifiques & ses poutres.
Il a commencé par la définition de la notion du flambement
4 la torsion . Ce phénoméne se caractérise par la rotation
des sections droites de la poutre autour de 1l'axe de torsion
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sans qu'il y ait déviation de ce dernier qui est initialement
droit . Le flambement a la torsion s'applique pour les cas
de poutres constituées de fins éléments rectangulaire ( sous
formes d'ailes ) , ayant le centre de torsion qui coincide
avec le centre de gravité et soumisent a des forces de
compression axiale uniforme

Pour ce cas de poutre , il ne faut pas se contenter de
vérifier 1le flambement & la torsion , car la poutre peut
flamber aussi latéralement par rapport aux axes de la
section droite pour la valeur d'EULER de la contrainte

IL existera donc trois valeurs de la charge critique et
seule la plus petite valeur présente un intérét pratique .
Ensuite,l'auteur a traité le second cas de poutres ayant le
centre de torsion qui ne coincide pas avec le centre de
gravité . Pour cela , 1la poutre sous 1l'effet d' une
compression avec une poussée centrale est susceptible de
flamber par flexion dans les deux plans de la section
droite et par torsion en méme temps, c'est le cas le plus
fréquemment rencontré

L' étude de ce deuxiéme nouveau phénoméne de flambement a
abouti a un systéme de trois équations différentielles qui
peut permettre de déterminer les charges critiques du
flambement par flexion et torsion

La résolution du systéme d'équations fournit trois valeurs
de charges critiques dont seule , la plus faible sera
pratiquement utilisée dans la vérification de la structure.
En dernier, l'auteur a terminé 1'étude de stabilité des
poutres a parois minces par l'analyse d'un autre concept
de flambement spécifique a ce genre de poutre qui est le
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flambement latéral

Ce phénoméne est généré non pas par des charges axiales,

mais par des forces latérales .

Le flambement latéral est décrit par ceci :

Supposant qu'une poutre chargée par des forces dans le plan
de plus grande rigidité et donc il se produira une flexion
dans le plan des charges . Cet état de déformation ne reste
pas stable si 1l'on accroit la charge continuellement

Au dela d'une certaine valeur appelée charge critique, la

poutre initialement fléchie, subira encore une déformation

de flexion dans le plan perpendiculaire au premier avec une

torsion de la section droite .

Ce phénoméne est important & étudier pour les cas de

structure qui présentent des éxigences au point de wvue

sécurité et un colt économique élevé . Généralement ce sont
des structures dont leur intensité de charge limite est

inconnue et difficile a estimer (forces naturelles , coup de

vent,...etc ) .

Le phénoméne du flambement a la torsion, flexion-torsion et
latéral a été traité par la méthode d'énergie et d'équilibre.
Les premiers travaux des chercheurs ont développés des
résolutions analytiques des équations différentielles .

Les solutions existantes, sont ceux des problémes comprenant
des conditions de chargements et d'appuis simple[TIMOSHENKO].
Dans ces derniéres années, d'autres chercheurs ont repris
1' étude de ces problémes en utilisant une résolution
numérique qui est 1la méthode des éléments finis pour
résoudre des cas de flambement avec des conditions de
chargement et d'appuis plus complexes
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Au chapitre 3 , nous avons montré que la structure , faisant
l'objet de notre étude, qui est le longeron du chassis de la
locomotive, appartient & 1la classe des poutres a parois
minces .

En plus de la flexion sous les charges transversales, cette
structure travaille, aussi, & la compression sous de fortes
charges axiales et en cas d'accident , elle subit des chocs
axiaux trés violents . Aussi, le rchassis fait partie de 1la
famille des structures a& haute coefficient de sécurité .
Dans cet esprit ,que nous avons jugé nécessaire de compléter
l'étude du longeron par le calcul des charges critiques et
de les vérifier avec les charges appliquées

Dans ce chapitre , nous allons reprendre la formulation en
€léments finis de l'équation d'instabilité des poutres &
parois minces, et, en tenant compite des déformations non-
linéaires déduites par " ROBERTS "

De plus, dans l'expression de la contrainte de préflambement,
nous tiendrons compte des contraintes initiales existantes

dans les longerons

5.2- Equation d'énergie

La variation de 1l'énergie potentielle totale ( V ) est égale
au travail virtuel correspondant aux variations des
déplacements fa ( a: étant les déplacements nodaux. réf [5])):
L'état d'équilibre stable d'une structure est définie par la
condition que la premiére variation de 1'énergie potentielle
totale ,dénoteé par 6§V , est nulle ( réf [5] et [15] ).

Pour une structure soumise a des forces internes , Pi , avec
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les déplacements correspondants ri ,l'état d'équilibre peut
étre donc représenté par 1l'équation suivante ( les forces
extérieures étant supposées stationnaire dans 1'état

d'équilibre stable )
§V = - ¥ Pi éri + j oi §ei dvol (5.1)

Dans laquelle o0i : correspondent aux contraintes ( forces
internes ) dans la structure a 1'état d'équilibre ,

et §ei : est la variation des déformations

L'intégrale est sur le volume de la structure . Nous pouvons
constater que 1'équation (5.1) est bien eéquivalente a
l'équation d'équilibre (somme des forces généralisées(3.34)),

ainsi ;
sV = éa W o(a ) (5 .2)
Pour 1l'équilibre stable , nous avons donc :
5V = 0 (5.3)

Cette condition correspond a 1la valeur minimum de 1la
fonction énergie potentielle totale. Aussi, nous savons que
la variation seconde de l'énergie potentielle V , dénoté
par 62V , est définie positive pour 1'état d'équilibre
stable , c'est a dire positive pour toutes variations
admissible dans 1les déplacements et déformations
La variation seconde de V s'écrit

2 2 [ 2

§ V = T Pi 6§ ri + gi & €i + 601 6ei dvol (5.4)

J
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Les conditions critiques d'une structure sont définies par

l'annulation de 1l'équation (5.4) :

§V = 0 (5.5)

Ceci indique gque 1la structure peut passer de 1'état
d'équilibre stable a un état d'équilibre instable , d'ou le
critére de stabilite

Une structure est considéré dans un état stable lorsque 1la
variation seconde de ( V ) est positive et , inversement
lorsque 62V est négative 1la structure est instable. Dans le
cas de structure en poutre , les contraintres (déformations)
qui interviennent dans 1'équation d'énergie (ou d'équilibre)
sont de deux natures ; contrainte (resp déformation) axiale
et contrainte (resp déformation)tangentielle dans le plan de
la section droite

Pour la poutre & parois minces, la seconde variation de

l'énergie potentielle totale est donnée par

2 2
§ v = -3 Pi 6 ri +[ [ oX. 5 €Ex + 7.8 B + Sox.85ex + §7.6B)dA dx
JxJa
(5.6)

D'aprés la loi de " HOOKE " , et pour un matériau élastique,
nous avons :

dox = E 6€ex
et

5T = G &8 (5.7)

Nous remarquons gque 1le terme relatif & 1la contrainte
initiale oo disparait dans (5.7), car elle est considérée
comme une constante . E et G étant respectivement module
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d'élasticité longitudinale et transversale du matériau

Les contraintres qui interviennent dans les deux premiers
termes de 1' intégrale de 1'expression (5.6) sont
respectivement contrainte axiale et de cisaillement due a la
torsion de " Saint-Venant " dans la poutre avant flambement.
On se rappelle ici gque les déformations de cisaillement
dues a la flexion non uniforme et de distorsion de 1la
section droite ne sont pas incluses dans 1'étude

Les contraintres ox et 7 sont généralement exprimées comme

des fonctions linéaires des déplacements de préflambement u,

v, w, et ® : il s'ensuit
2 2 2 2 2 2
ox = E { du/dx - z d w/dx + y d v/dx + aw d 6/dx ) (5.8)
=0 2~T de/dx ) (5.9)

Dans lesquelles , oo est 1la contrainte initiale due a 1la
courbure dans 1l'état de référence initiale ( 1'état avant
toute déformation )

Il n'y a pas de contrainte initiale de cisaillement due & 1la
torsion et on néglige celles dues & la flexion de la poutre
initialement

En remplagant dans 1'expression (5.6), la relation (5.7)
a (5.9), nous obtenons 1'équation donnant les conditions
critiques ;

2 2
§ V== Pi § r1+[ [ oxX. 6 €EX +7.6 B +E Sex.bex +G 6B.6B)dA dx = 0

Jx)A
(5.10)
Les déformations utilisées dans l1'analyse de l'instabilite

des poutres seront les déformations non-linéaires données
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dans le chapitre 3. On rappelle, ici, les expressions de ces
déformations . La déformation axiale, ex , dans les poutres
due aux déplacements u, v, w et la rotation © est donnée par:

2 2 2 2
€ex = -y { d v/dx cos © + d w/dx sin © )}

2 2 2 2
-z {(dv/dx cos © + d w/dx sin @ )

2 2 3 3 3 3
+ aw { d @/dx - d w/dx .dv/dx + d v/dx .dw/dx )

+ duy/dx + 1/2 (dv/dx)2 + 1/2 (dw/dx)2 (5.11)
La déformation de cisaillement due a la torsion de " Saint-
Venant " qui varie 1linéairement a travers 1'épaisseur de 1la
section . Pour wune lame rectangulaire , la déformation de
cisaillement B a la distance :r du centre de 1l'épaisseur
est donnée par
2 2 2 2
B = 2‘r ( do/dx - d w/dx .dv/dx + d v/dx .dw/dx ) (56.12)
Les paramétres vy, z, ow, f et I des expressions (5.11) et
(5.12) ont été définies dans le paragraphe 3.4. La variation
premiére et seconde de ¢€x et B sont données par les
expressions (3.25) a (3.30).
En subsituant les expréssions (5.8),(5.9) et (3.25) a (3.30)
dans l'équation (5.10) et en utilisant 1les propriétés de

section suivantes :
J y dA = [ z dA = [ y.z dA =0 (5.13)

J aw dA = J y aw dA = [ Z aw dA = 0 (5.14)



[dA=A:[42dA=J (5.15)
J J 5

2 [ 2 2 2
J y dA = Iz; z dA = Iy; J'p dA = Io; J aw dA = Cw (5.16)

W

f 2 [ 2 [ 2 [ 4
y.pP dA = Cz; z:p dA = Cy; Jaw“p dA = CTw; |p dA = Cp (5.17)

Nous aboutissons a une équation qui peut étre écrite sous

une forme matricielle comme suit

Sw
)°$.4
sv
2 2 XX
§ V=-3 Pi 6 ri +{{6w v ,6u ,66 ,60 ) [ M ] 41 éu Fdx
XX XX X XX X

50
XX
5@

Sw
XXX
sv
XXX
Sw
XX
sv
XX
Sw
+{éw , 6V 6w, 6v 8w ,8v ,8u ,60 ,60 ,60)[ N ] X [dx
XXX XXX XX XX X X X XX X sv
X
su
X
Y2)
XX
56
p ¢
50

(5.18)
Ou [ M ] et [ N ] sont des matrices carrées symétriques.
[ M ] :matrice contenant uniquement 1les termes comprenant
les propriétés de section du matériau
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[ N ] :matrice contenant des termes comprenant les

propriétés de section et du matériau avec les termes qui

définissent 1les contraintres ou déformations de la poutre
avant flambement [13] et [15]

La variation seconde de 1'énergie potentielle totale (5.18)
peut s'écrire aussi

2 2 T T
§ V=- Pi 6 ri +J{SA}[M] (SA) dx +[{SB}[N] (SB) dx (5.19)

2
5.3- Formulation en élément fini de 1l'équation 6 V

2
Pour résoudre 1'équation & Vi nous appliquerons 1la

procédure de la méthcde des ¢éléments finis. L'élément poutre
& parois minces étudié et schématisé dans la figure 5.1,dans
laquelle les coordonnées local x , y et z sont choisies,
tel que y et Z sont les axes principaux de la section droite
et x coincide avec l'axe des centres de gravité de 1'élément.
Le déplacement x sera representé par un champ de déplacement
linéaire et les déplacements v ,w et ® seront représentés

par un champ de déplacement cubique

{uw)=1[N1]( au)

<
I

( N2 ] { av )

(5.20)

{W)=[N2] ( aw ) {®})=[N2] { a8 )

Dans lesquelles
[Nl ] = [ 1 - x/L ]
2 2 3 3 2 250 N
[82; T = [ 3 =305 /L 2k AL %= 2% /L +x /0 3 [(5.21)
2 2 3 3 2 3 2
3 JL =2 K SL ;- R FL v /L)

e



et les vecteurs des déplacements nodaux , tels que définis

dans la figure 5.1

(au) = (ui,uj) , {av) = (vi,vxi,v],vx]j)
(5.22)
(aw) = (wi,wxi,wj,wxj) , (a®) = (€i,exi,ej,exj)
10’
6
* eYA 4 B
J w w Yy ) u %
O xa Oxa M% YA 1 x8 Oxa X8
— S —— — L -
y A VE
u u
ZA L ZB

B iMm *Mys iB
Fza Fze
“ A

Fig 5.1 Elément fini:(a)degrés de liberté, (b) forces aux noeuds
En utilisant les expressions (5.20), nous pouvons mettre les
vecteurs différentielles des déplacements (SA) et {(SB} sous

la forme suivante :

il

{ SA ) (OEY § (88
(5.23)

{ SB )

It

[ L2 ] ( sa )

ou [ L1 ] et [ L2 ] sont des matrices comprenant des termes
sous forme de polyndme et (éa} étant le vecteur de
variations des déplacements nodaux

Si nous remplagons 1l'expression (5.23) dans (5.19) et on
intégre sur la longueur de 1l'élément poutre , nous obtenons
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l'expression suivante :

2 2 T T

6§ V=-2Pi §ri+ (a}) [ KL ]{éa) + (6a) [ KG ]{ba) (5.24)
[ KL ] : est la matrice de rigidité linéaire habituelle de
1'élément poutre avec 1'introduction de nouveaux termes
relatifs & la déformation de gauchissement.

[ KG ] : est la matrice de rigidité géométrique

2

Nous pouvons mettre 6 V sous la forme suivante :

2 2 T
SV=-3Piéri+ (§a) [( KL ] + [ KG ]]{6a} (5.25)

D'aprés l'expression (5.2) nous aurons

2 T
§ V=2©5(8V) = (6a) &Y (5.26)

Dans laquelle § U est la variation premiére de la somme des
forces généralisées , gqui est donnée dans le paragraphe

3.5.5.4 par :
§ U= KT Sa - &f (5.27)

ou KT : est la matrice de rigidité tangente.

En remplagant (5.27) dans (5.26) , nous aurons :

2 T T
§ V= (8a) [ KT ] {8a) - (8a) &F (5.28)

Si nous comparons les équations(5.25) et (5.28); nous aurons
2 g T
- T PL § xri=~- (6a) §F (5.29)
et

[ KL ] + [ KG ] = KT (5.30)
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Ainsi par analogie , nous avons montré que la matrice de
rigidité totale déduite a partir de la variation premiére de
l'équation d'équilibre U est égale 4 la somme de la matrice
de rigidité linéaire [ KL ] et de la matrice géométrique
[ KG ] . Ce résultat nous permet de déduire qu'il n'est pas
nécessaire de faire 1le calcul de la matrice [ KG ] . Nous
utiliserons la matrice tangente calculée dans le chapitre 4.
En ce gqui concerne 1la variation seconde de 1'énergie
potentielle des charges extérieures éq 5.29 , nous avons
montré au chapitre 3 , que cette quantité s'annule pour
toute charge extérieure excepté pour les forces " p "
qui s'appliquent a une distance " d " au dessus et " h " 3

droite du centre de cisaillement ou centre de rotation

comme le montre la figure 5.2

«<—— h

y e O
centre de cisaillement

FIG 5.2 . charge excentré par rapport au centre
de cisaillemet

On rappele que :

2
Pi 6§ ri =

==
Il M-

( Py dy + Pz dz ) ( 5.31)
51 3 §
i et j : étant les noeuds de 1'élément poutre
Ce terme sera introduit dans la matrice de rigidité tangente
et ainsi on aboutit & une matrice tangente qui dépend de la
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charge P , donnée par ia formule (3.69).

KT (P) = Ko + KL + Ko -

ll‘ M.

( Py dy + Pz dz) (5.32)

1= 1

Finalement , nous avons 1l'expression de l'équation donnant
les conditions de stabilité , qui s'écrit
2 T
{ 6§ V.} = { éa ) [ KT (P) ] { da } =0 (5.33)
e e e e
L'équation (5.33) fGt évaluée pour un élément fini . Donc
pour avoir l'équation donnant les conditions critiques de la
structure compléte , nous devons additionner la contribution
de tous les éléments de la structure
2 2
{ 6 V) = ( §a ) [ KT (P ] { da ) =0 (5.34)
T 1 & T T
L'expression (5.34)revrésente une forme quadratique compléte.
les charges critiques se présentent quand le déterminant de
la matrice de rigidité totale de la structure s'annule ,
nous avons donc
DET | [ KF (P) 1| =0 (5.35)
T

L'équation (5.35) représente un probléme au valeur propre.
La plus petite valeur propre calculée , caractérisera la
charge critique et le vecteur propre correspondant défini le

mode de flambement de la structure

= 136 =



5.4- Programmation

5.4.1- Introduction

Les logiciels de calcul en éléments finis gqui sont a notre
portée, tels que le SAP4 et le SAP80 ,ne comprennent pas les
procédures de calcul des systémes d'équations non-linéaires.
Pour cela , nous devons passer par la construction d'un
programme de la méthode des éléments finis avec une
résolution non-linéaire du systéme d'équation , pour le cas
des structures modélisées en éléments poutres
Seulement avant d'arriver a la programmation de la résolution
de notre systéme d ' équation , nous avons rencontré une
contrainte de calcul, a savoir : l1l'évaluation des termes des
matrices de rigidités .
Vu 1'importance des calculs de ces termes , nous étions dans
l'obligation de développer un programme de calcul numérigue.
Alors 1le travail de progammation est constitué en deux
étapes :

1) Progammation du calcul des termes des matrices de

rigdité.
2) Programmation de la méthodes des éléments finis
avec une résolution non-linéaire

Dans les paragraphes suivants , nous présenterons les deux

étapes de programmation
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5.4.2- Programmation du calcul des termes de la matrice

de rigidite

5.4.2.1- Interprétation des termes de la matrice de rigidite

Le développement de 1l'équation d'équilibre , nous a conduit
a un systéme d' éqguations non-linéaires . La matrice de
rigidité qui en découle de l'écriture matricielle de ce
systéme d'équation , admet des termes qui se pésentent sous
la forme d'une intégrale définie de produits de dérivées de
déplacements et de polyndémes
Précisant que les dérivées de déplacements du/dx,d?v/dx?,etc
sont fonctions de la variable d'intégration "x". Donc pour
pouvoir intégrer les termes de la matrice de rigidité , il
faut remplacer ces dérivées par leurs fonctions explicites .
Rappelons que , les déplacements u,v,w et © sont reliés aux
déplacements nodaux par l'intermédiaire de fonction de forme.
Il est , donc , de méme pour les dérivées de déplacements .
Exemple :

u =3 N . @i (5.36)

Ou Ni : fonctions de formes a variable x .
ai : déplacements nodaux .

On obtient aussi par

du/dx = £ dNi/dx . ai (5.37)
Finalement , 1les termes de 1la matrice de rigidité se
présenteront sous 1la forme d'une somme d'intégrale de
produits de polynémes qui sont multiples des déplacements
nodaux ui , vi , wi,.. ete
Vu le nombre important d'intégrale de produits polynomiales,

il n'est pas pratique de calculer tous ces termes a la main.
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Cette contrainte nous a amené & élaborer un programme de
calcul numérique de tous 1les termes de 1la matrice de
rigidité de l1l'équation d'équilibre et la matrice de rigidite

tangente .

5.4.2.2- Présentation des termes de la matrice de rigidité

La construction de la matrice de rigidité et tangente a donné
des termes ayant des expressions trés longues et dont
l'évaluation de ces termes nécessite beaucoup de calcul .
Pour une raison de volume du mémoire , nous n'allons pas
encombrer le mémoire par 1l'écriture de tous 1les termes des
matrices K et KT . Néanmoins nous donnons ici , dans ce
paragraphe , quelques exemples pour illustrer la forme et la

contrainte de calcul de ces termes

a) Terme de la matrice de rigidité de 1l'équation d'équilibre

72 2 12 2 20 2
K =E |{ — aw dw/dx.dv/dx - — aw (1+3x /L -4x/L).
ij 5 3
Jv L L
3 3 2 2 2 3 2

d w/dx .dv/dx- 1/2 (143x /L -4x/L) (6% /L —-6%x/L )dv/dx.dw/dx)dv

2 2 3 2 2 2 2
+ G (4 T (6%/L -4/L) (12%/L -6/L )dw/dx.dv/dx - 4 T (1+3x /L
v

3 3 - 9 2
-4x/L) (12x/L -6/L ) d w/dx .dv/dx ) dv (5.38)

En intégrant sur 1la surface de la section droite de 1la

poutre on écrit :
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72 L 12 L 2 2
K = — E Cw| dw/dx.dv/dx.dx - — E Cw| (1+3x /L -4x/L).
ij 5 3
L Jo L Jo
3 3 1 [ L 2 2 2 3 2
d w/dx .dv/dx.dx - — E A| (1+3x /L -4x/L) (6X /L -6x/L )dv/dx
2
Jo
[L 2 3 2
dw/dx.dx + GJ (6x/L -4/1) (12x/L -6/L )dw/dx.dv/dx.dx
Jo
L 2 2 3 2 2 2
- GJ | (1+3x /L -4x/L) (12%X/L -6/L ) d w/dx .dv/dx.dx (5.39)
o

b) Terme de la matrice de rigidité tangente

36 L 2 12 L 2 2
KT = — E Cw| (dw/dx) .dx - — E Cw| (1+3x /L -4x%/L).dw/dx.
ij 4 2
L o L o
3 3 L 2wl 2 2 3 3.2 [L
d w/dx .dx +E Cw| (1+3x /L -4x/L) .(d w/dx ) .dx +4E Iy| (-4/L
o o
2 2 2 L 2p 52 2 2 L 2
-6x/L ) .6 .dx +E A| (1+3x /L -4x/L) .(dv/dx) .dx +G J (6x/L
o o
2 2 L 2 2 2
-4/L) .(dw/dx) .dx -2.G J| (6x/L -4/L).(1+3x /L -4x/L)dw/dx.
o
L 2 2 2 2 2 2
dv/dx.dx +G J| (1+3x /L -4x/L) .(d w/dx ) .dx (5.40)
lo

Pour calculer l'intégrale par rapport a "x" , nous devons
exprimer v , w et © par leurs expressions ainsi que les
dérivées . Alors :
dv/dx = dN1/dx.v1l + dN2/dx.vxl + dN3/dx.v2
+ dN4/dx.vx?2 (5.41)
d?*w/dx? = d?*N1/dx? .wl + d?N2/dx’.wxl + d?N3/dx?.w2

+ d?N4/dx? .wx2 (5.42)

N1 , N2 , N3 et N4 sont les fonctions de forme .
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Alors , aprés avoir remplacé ces expressions sous le signe
de l'intégrale , nous devons faire 1les produits nécessaires
avant d'intégrer par rapport a la variable "x"

A la fin , nous aurons des guantités qui seront multiples
des déplacements nodaux considérés comme les variables du

probléme .

5.4.2.3- Description du programme

Le programme que nous avons développé calcul 1le produit de
n polyndmes avec son intégrale . A cause du volume important
de calcul , ce programme a été con¢u avec 1le maximum de
précaution pour épargner 1le moindre soupcon d'érreur dans
les termes de la matrice de rigidite

Ce programme de calcul de multiplication et intégrale de
plusieurs polyndémes,a été adapté aux polyndémes se présentant

sous la forme de fonction de forme

Soit
L
Al 1 A2 bid A3 X Al' 1
o = ( — + — L — + — == ocete)ai( ==
sl s2 s3 sl'
Jo B1 L B2 I B3 L Bl1' L
A2'! X A3! w02
eate—a g 4 — = e EEN et e @ aape
s2' s3!
B2' L B3' I,
n n n
Al 1 A2 X A3 »?
g == e e L e +...etc).dx (5.43)
n sln n s2n n s3n
Bl L B2 L B3 L

Le programme est congu en deux parties . La premiére partie
calcule uniquement le produit des (n-1) polyndmes.
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Le produit est basé sur un calcul de multiplication entre
deux polynémes . Donc , le calcul commence par le produit du
premier et du second polyndme. Ensuite,le polyndéme résultant
sera multiplié avec le troisiéme et ainsi de suite jusqu'au
(n-1) iéme polynome. Ce calcul est inscrit dans une boucle
fermée. On utilise dans cette partie du programme , un sous-
programme qui additionne les monémes de mémes degrés et un
autre sous-programme qui calcule les exposants du paramétres
longueurs .

La seconde partie traite 1la multiplication du polynéme ,
résultant du produit des (n-1) polynémes , avec le dernier
polynéme et en méme temps , calcule 1l'intégrale du résultat
final . Cette partie ,aussi, utilise des sous-programmes qui
sont presques identiques aux preécédents pour additionner les
mondmes et calculer les exposants du paramétre longueurs.
Ils comprennent, en plus, le calcul de l'intégrale "x" et 1le

remplacement de cette variable par le paramétre longueurs.

5.4.2.4- Organigramme
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ORGANIGRAMME DE LA SOUBROUTINE PMLE
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ORGANIGRAMME DE LA SOUBROUTINE BMLE

/___imnX0)YG0)  /

V l
e [Rm=m |
5 [ace

Y7 |D3(m)=Y(ij).Rm

= S L
XN(k):X(H i
YD(k)=Y(i1,J1)

i1=i1+1
j1=j1-1
k=k+1

=

|:m‘=_‘r =

[ N1(i2)=XN(i2)/YD(i2) |

i3=1k

| N1(i2)=N1(i2).YD(i3) ]

l

| D1=D1.YD(i2) |

(AT

(c

147

Rm=m |

B
[D3(m)=D1.Rm|

_N2=0 |

At S i4:®

| N2=N2+N1(i4) |

[N3(m)=N2 et D3(m)=D1|

o
b




5.4.3- Programmation du calcul de 1'équation d'équilibre

5.4.3.1- Introduction

D'une fagon générale , nous dirons que dans ce théme nous
avons développé un programme de la méthode des éléments
finis pour 1l'analyse du comportement non-linéaire des
structures en poutre a parois minces.Le caractére de la non-
linéarité du probléme conduit a un calcul continu de
l'équilibre de la structure sous un chargement évolutif

Donc a travers ce programme , nous pouvons atteindre deux
objectifs de calcul qui intéressent ce genre de structure .
C 'est celui du calcul de 1l'état d'équilibre pour un
chargement donné.Ensuite,c'est le calcul des états critiques
de la structure jusqu'a la rupture

Le programme est congu sur la base d'une procédure de calcul
itérative pour résoudre le systéme d'équation non-linéaire
et incrémental pour suivre 1l'état de 1la structure avec la
variation de la charge

A travers le chapitre trois , nous reconnaissons facilement
le type de méthode de résolution du systéme d'équation
d'équilibre . Nous avons opté pour la méthode de la tangente
appelée Méthode de NEWTON RAPHSON . Ensuite, nous inscrivons
cette méthode dans un procéssus de calcul incrémental global
de la méthode des éléments finis .

Concernant l'architecture du programme , elle se présente
presque de la méme maniére gque celle des programmes de la
méthode des éléments finis existants dans la littérature .
Seulement,nous précisons que toutes les parties du programme,
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sans exception, ont été montées complétement par nos soins .
Dans la suite , nous allons décrire succintement les étapes

du programme congu .

5.4.3.2- Description du programme

Le programme est structuré comme suit

Nous avons un programme principal qui enchaine 1'exécution
des différentes étapes du procéssus de calcul incrémental de
la méthode des éléments finis . Ensuite , nous trouvons des
sous-programmes guli renferment les procédures de lecture des
données, de calculs des paramétres du systéme, de résolution
et d'impression des résultats .

Sous-programme INTRO

En résumé, ce sous-programme est déstiné a gérer toutes les
données essentielles pour le calcul d'une structure .

IL 1it en premier 1les données dans un fichier crée au
préalable . Ensuite , il crée les tables de connections , de
position et de localisation . Il calcule ,aussi , le vecteur
des forces nodales dues au poids propre de la structure .
Ensuite, il sera cumulé avec le vecteur chargement imposé .
En dernier , il fait le choix du type de la section droite
et calcule 1les caractéristiques de la section , en faisant
appel a4 un sous-programme approprié

Sous-programme CAR

IL existe dans le programme , plusieurs sous-programmes qui
calculent toutes les caractéristiques des sections droites
en fonction du choix de la forme de la section droite . Nous
avons selectionné un certain nombre de formes de section qui
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sont treés utilisées dans la pratique

Sous-programme CONSTNL

Ce sous-programme est déstiné principalement au calcul de la
matrice de rigidité tangente et du vecteur résiduel .

Pour calculer ces quantités , le sous-programme fait appel &
d'autres sous-programmes . Parmi eux , on trouve ceux qui
comprennent le calcul des sous-matrices de rigidité , on a
le sous-programme de 1la matrice de transformation des
repéres et en dernier nous avons les sous-programmes qui
font le calcul algébrique des matrices

Le calcul se fait d'une fagon élémentaire , ensuite il sera
procedé a l'assemblage des entités calculées .

Sous-programme LIMIT

Ce sous-programme est congu pour lire , en premier lieu, les
conditions aux limites imposés a la structure . Ensuite , il
doit transformer les termes diagonaux de la matrice de
rigidité correspondant aux degrés de liberté imposés par la
méthode du terme diagonal dominant

Sous-programme RESOL

Ce sous-programme renferme la méthode de résolution du
systéme d'équation linéaire qui est : " la méthode de GAUSS-
JORDAN ",

Sous-programme TEST

ILL. comprend 1le procéssus du test de convergence en
déplacement de la solution trouvée a la iéme itération .
Nous avons choisi la norme 1 pour tester 1la précision des

corrections des déplacements calculés
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Sous-programmes CMR1,CMR2,CMR3,CMR4 et CMRT4

Se sont les sous—-programmes qui renferment 1le calcul des
termes des sous-matrices de 1la matrice de rigidité de
1’équation d’'équilibre et de tangente

Sous—-programme TRANSFER

IL comprend le calcul de la matrice de transformation des
repéres

Sous—-programme SOMMAT

Ce sous-programme calcule la somme de deux matrices

Sous—-programme PROMAT

Ce sous-programme fait le produit de deux matrices

Sous-programme PROMAVEC

Ce sous-programme calcule le produit d’une matrice par un
vecteur .

Sous—-programme SOUSVEC

Ce sous-programme calcule la soustraction de deux vecteurs

Sous—-programme TRANSPOS

Ce sous-programme fait la transposée d’une matrice

Sous—-programme IMP

Ce sous-programme imprime les résultats dans un fichier crée

par la soubroutie INTRO

5.4.3.3- Organigramme
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5.4.3.4 - Description du fichier des données

D’une maniére générale , le fichier des données

présenter sous la forme suivante

NELT
EL1
EL2

ELi
N1
N2

Ni

SEC
H,tw,B1,
NNC

NN1

K1

NN2
K2

NN
Ki

NND
NN1
K1

NN2

K2

NN
Ki

NNT NCAR

N1 N2 ICAR
N2 N3 1CAR
Ni Ni+1 ICAR
X1 Y1 71
X2 Y2 72
X Yi 71

t1,B2,t2,8N,SM,E,G,VM

NF1
VCE1

NF 2

VCEZ2

NF i
VCEi

ND1
VDE1

ND2
VDEZ2
NDi

VDEi
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Interprétation des paramétres:

NELT
NNT
NCAR
ELi
Ni
ICAR
X4
Yi
Z1i
SEC

tw
Bl
tl
B2
t2 .,
SN
SM

NNC
NNi
NFi
Ki
VCE1i

NND
NNi
NDi
Ki
VDE1i

#% B8 B4 8BS BE B BE A8 WF AW BT WT Be W

®% 88 88 as we ws

.

®s 88 s® w8 ae

Nombre
Nombre
Nombre
Numéro
Numéro
Numéro

de
de
du
du
de

d'éléments total de la structure

noeuds total de la structure

caracliristique de scction différentes

iéme élément

iéme noeud

la caractéristique de la section de 1'élément

Coordonnée du noeud 1 suivant x
Coordonnée du noeud i suivant Y
Coordonnée du noeud i suivant 2

Numéro du

type de la section droite

Hauteur de 1'ame

Epaisseur

de 1'éame

Largeur de la semelle supérieure

Epaisseur

de la semelle supérieure

Largeur de la semelle inférieure

Epaisseur

de la semelle inférieure

Position du centre de gravité par rapport & 1l'ame/y
Position du centre de gravité par rapport a 1l'édme/Z
Module d'élasticité longitudinale

Module d'élasticité transversale

Masse volumique du métal

Nombre de
Numéro du
Nombre de
Direction
Intensité
direction
Nombre de
Numéro du
Nombre de
Direction
Valeur du
Ki

noeuds chargés

noeud chargé

forces imposées sur le noeud i
d'action de la force donnée
de 1la charge appliquée
Ki

noeuds a déplacements imposés

noeud a déplacements imposés

déplacements imposés sur le noeud i

du déplacement imposé

déplacement imposé au noeud i & la direction

au noeud i a la

= EHBI =



5.4.4- Expérimentation numérique du programme MEF

5.4.4.1- Introduction

Aprés avoir mis en oeuvre ce programme de la méthode des
éléments finis pour l'analyse du comportement non-linéaire
des structures, il est logique, avant de le mettre en
exploitation, de l'essayer sur des exemples dont les données
essentielles sont connues ainsi que les résultats numériques
et mieux encore s'il existe des résultats expérimentaux

Dans la littérature , nous n'avons pas beaucoup d'exemples
sur les problémes du comportement géométrique non-linéaire .
On peut citer les cas des problémes qui traitent du
comportement non-linéaire . Nous avons les structures a
comportement non-linéaire du matériau. IL y a des structures
a comportement géométrique non-linéaire & grands déplacements
et petites déformations. Et en fin,nous avons les structures
a comportement géométrique non-linéaire & larges déplacements
et petites déformations . Nous ,nous avons travaillé sur le
deuxiéme cas de comportement non-linéaire

Pour ce faire,nous avons choisi un exemple de référence trés
connu et trés utilisé dans la littérature . O4 , cet exemple
a €été traité avec trois sortes d'études . Nous avons des
résultats analytiques,expérimentales et numériques.Tous sont
en parfaite concordance . C'est la structure de " WILLIAM'S
TOGGLE ".IL est utile de rappeler,ici,certaines spécificités
relatives & la conception de notre programme.Le lecteur peut
bien constater gque pendant la formulation de 1'équation
d'équilibre, nous n'avons opéré aucune simplification de ses
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équations de base . Ceci sous entend , que nous avons choisi
de tenir compte du cas général des problémes de structures a
poutres de section droite ouverte

Ce choix nous a causé un probléme de taille du programme qui
donne des temps d'exécution trés grands . Aussi , il nous
évite de prendre des exemples dont le nombre des variables
du probléme sont importants

IL faut préciser que ceux-ci n'est pas un inconvenient de
l'étude . Seulement pour nous , il est devenu un obstacle du
moment que nous ne pouvons pas prendre a l'éssai numérique
plusieurs exemples et surtout les cas ou la taille du
probléme est trés importante . Donc, il y a deux contraintes
de l'expérimentation numérique . IL y a la contrainte de 1la
taille de 1l'exécutable.Ensuite,il y a la contrainte du temps
d'exécution.IL faut rappeler que l'expérimentation numérique
nécessite beaucoup d'éssais en faisant varier une fois 1le
le nombre de la discrétisation , une autre fois 1le pas
d'incrémentation et peut étre 1les paramétres initiales du
probléme .

Dans les chapitres de développement , nous n'avons pas voulu
encombrer le mémoire en ajoutant la description d'un travail
additionnel que nous avons fait pour palier au probléme du
volume de 1l'exécutable et du temps d'exécution des
applications . Ce travail consiste a reformer complétement
toutes les matrices de rigidité et tangente .

La nouvelle construction est justifiée par la considération
de la linéarisation des déplacements qui interviennent dans
la formulation de 1l'équation d'équilibre

Donc , on peut dire que nous avons deux formulations de
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1'équation d'équilibre ou bien nous avons deux variantes .
La premiére est celle qui admet des matrices dont les
déplacements de leurs termes ne sont pas linéarisés et la
seconde est congu avec des matrices dont les déplacements
de leurs termes sont linéarisés

Evidemment , nous avons fait 1les essais des applications
surtout avec la seconde variante parce qu'elle offre des
temps d'exécution moins importants que la premiére

De plus,l'exemple référence que nous avons choisi,nous donne
la possibilité de faire beaucoup d'éssais en faisant varier
les paramétres spécifiques aux problémes non-linéaires des
structures, tels que le nombre des éléments de discrétisation
et le pas d'incrémentation . Cet exemple se présente comme
une structure simple avec des caractéristiques géométriques
et conditions aux limites simples

Finalement,l'appréciation de la validité de notre formulation
et 1la bonne construction de notre programme va se baser ,
essentiellement , sur 1'expérimentation numérique de cet
exemple . En rappelant que nous ne disposons pas de beaucoup
de temps pour élargir cette expérimentation numérique a
d'autres exemples numérique présentant les containtes sus-

mentionnées .
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5.4.4.2- Présentation de 1'exemple référence

{ RN
! l o A s 1 CLN L

Toggle . En 1964 , elle a été étudiée analytiquement et

expérimentalement par ce chercheur . Plus tard , elle a éteé

reprise pour e étude numérique par=€lawtres chercheurs,
Wood et Zienkiewicz en 1977 , et Papadrakakis en 1981

Cet exemple a été utilisé comme une référence pour tester les
algorithmes et tracer ainsi la réponse charge-déplacement

La structure se présente,donc, comme deux poutres encastrées

disposées tel que le montre la figure , soumise & une charge

concentrée au milieu . Les deux poutres ont les mémes

dimensions . Elles ont une section droite rectangulaire dont

la largeur est de 19,1 mm et de hauteur 6,17 mm

Le matériau avec lequel est fait 1les poutres , c'est de

1'Aluminium de module d'élasticité longitudinale E= 7100daN.

Les conditions aux limites de la structure sont données pour
les deux encastrements. Aucun déplacement n'est permis a ces

deux noeuds

% h it

Led O

~ 657,5 <

Figure 5.3 : Structure de William's Toggle
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5.4.4.3- Résultat et Interprétation sur 1’exemple

de la structure de William’s Toggle

Cette interprétation est Dbasée sur trois graphes des
résultats de la variante de 1’équation d’équilibre avec des
matrices admettant des termes dont 1les déplacements sont
linéarisés .Dans les trois cas , les courbes des différentes
discrétisation suivent , presque parfaitement,1’allure de la
courbe expérimental . Nous pouvons déduire alors que les
résultats de notre formulation concordent avec une précision
avec les résultats analytiques et expérimentaux . Ceci
constitue un élément d’ appréciation trés valable pour
valider la formulation de notre équation d’équilibre et 1la
construction de notre programme

Néanmoins, i1 faut,ici, ajouter des précisions relatives aux
conditions de 1’expérimentation et les remarques qui sont
relevés sur les résultats trouveés

En premier,nous sighalons gue nous sommes entrain de comparer
nos résultats par rapport a ceux de la réf.[31] , uniquement
dans la zone pré-critique . C’est & dire nous étudions le
comportement de la structure dans la zone pré-critique
Alors , nous considérons la partie de la courbe charge-
déplacement jusqu’au premier palier d’instabilité . Ce point
se situe aux coordonnées P = 15,5 daN et W = 6 mm

Parmi ces courbes nous essayons de choisir les parametres de
calcul qui nous permettent d’étre plus exactement sur la
courbe expérimentale . Nous pouvons constater que, plus on
augmente la grandeur du pas d’ incrémentation plus nous
avons la peine d’atteindre le palier d’instabilité
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Nous voyons par exemple gque pour le pas d'incrémentation
de 1 daN , la convergence est limitée pour des niveaux de
chargement bien avant d'atteindre le point critique . Nous
observons,aussi, que la seule courbe de la discrétisation en
4 éléments(ou 2 élts.) prend un petit écart par rapport a la
courbe expérimentale a partir du niveau de chargement de
10,5 daN . Par contre les courbes des discrétisations 6 , 8
et 10 éléments semblent suivre 1' allure de 1la courbe
expérimentale jusqu'a la limite d'instabilité sans qu'on
observe le moindre écart appréciable entre ces courbes et
la courbe expérimentale

En dernier , nous remarquons que plus on diminue la grandeur
du pas d' incrémentation plus on atteingne 1le point
d'instabilité de la structure et les courbes se superposent
sur la courbe expérimentale jusqu'au palier d'instabilité et
au dela , nous notons une perturbation de la solution de
convergence .

En conclusion,pour 1l'expérimentation de cette variante, nous
déduisons que les solutions des points d'équilibre sont plus
exactes lorsque nous procédons a une discrétisation plus
fine et un calcul avec un petit pas d'incrémentation. Cas de
la courbe avec une discrétisation en dix éléments et un pas
d'incrémentation de 0,125 daN . Aussi , nous déduisons qu'
apparement la procédure de calcul incrémental basée sur la
méthode de Newton Raphson ne permet pas de suivre 1'évolution
de la courbe charge-déplacement au dela du premier palier
d'instabilité .

Malgreé que la variante , avec des matrices dont les
déplacements ne sont pas linéarisés , donne des temps
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d'exécution trés grands, nous avons mis a 1l'éssai cette
variante en faisant un calcul avec une discrétisation en
deux éléments . On aboutit aux conclusions suivantes :

Les résultats obtenus avec cette variante sont trés proches
de la courbe expérimentale que ceux de la variante avec
matrices dont 1les déplacements sont 1linéarisés avec une
discrétisation de 2 et 4 éléments , et pour le méme pas
d'incrémentation Pas = 1 daN .

Plus précisement , la courbe obtenue par 1la variante a
déplacements non-linéarisés ( discrétisation en 2 élts) se
trouve sur la courbe de la variante a déplacements linéarisés
avec une discrétisation en six éléments .

En conclusion, nous déduisons que la premiére variante donne

des résultats plus précis que la deuxiéme variante .
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Charge P [daN ]

20

16

1

ra

Sel. 4
Sel. 6
Sol. 8

Sol.10
Courbe

N

Déplacement W | mm |

Figure 5.4 : La courbe charge-déplacement de la structure
de Williams Toggle . Variante avee des déplacements
linéarisés et résolution par la Méthode de Newton Raphson.
Pas d'incrémentation | daN.
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Charge P (daN)

20

—m—Sol. 4 éhs
—e—Sol. 6élts
—&— Sol. 8 élis

—w—Sol. 10 élts
—&— Courbe exp

Déplacement W ( mm )

Figure 5.5 : La courbe charge-déplacement de la structure
de Williams Toggle . Variante avec des déplacements
linéarisés et résolution par la Méthode de Newton Raphson.
Pas d'incrémentation .25 daN.
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Charge P (daN)

26

24

22

20

—&—Sol. 4 dits
~—&—Sol. 6 ¢lts
—&—Sol. 8 élis

—¥— Sol. 10 élis
—#— Courbe exp

Déplacement W (mm )

Figure 5.6 : La courbe charge-déplacement de la structure
de Williams Toggle . Variante avee des déplacements
linéarisés et résolution par la Méthode de Newton Raphson.
Pas d'incrémentation 0.125 daN.
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Chargr P (daN)

20

--e— Sol. N.Lin_ 2 élts
-—&— Courbe exp

Déplacement W ( mm)

Figure 5.8 : La courbe charge-déplacement de la structure
de Williams toggle. Variante avec déplacements non-
lindarisés et résolution par la Méthode de Newton Raphson.
Pas d'incrémentation 1 daN.
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Charge P ( daN)

20

—m—snl Lin. 4 élts
—@—sol Lin. 6 élts
A— gnl N Lin 4 élis

¥— Courbe exp

Déplacement W ( mm)

Figure 5.9 : Comparaison entre courbe charge-déplacement
de la variante avec déplacements non-linéarisés et de la
variante avec déplacements linéarisés.

Pas d'incrémentation 1 daN.
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5.4.4.4 Présentation de la structure du longeron du chéssis

Apés avoir mis & l'essai notre programme sur 1l'exemple de
référence,nous revenons maintenant sur 1l'exemple du chéssis.
Nous allons reprendre la description du probléme de longeron
du chéssis. Nous rappelons que la symétrie de la répartition
des charges sur le chassis , nous offre l'avantage de faire
l'étude du longeron seul . Donc , nous avons a étudier une
poutre longue reposant sur deux appuis l'un simple et 1l'autre
double. Soumise a plusieurs charges concentrées. Elle a deux
portes a faux aux extrémités.Nous choisissons pour le calcul
une section en I symétrique.Dont les dimensions sont données
ci-dessous . Le longeron sera discrétisé en onze éléments de
longueurs inégales. Les conditions aux limites sont imposées
aux noeuds N°3 et N°10 .

Le noeud 3 aura les déplacements w,v,u et © bloqués .

Le noeud 10 aura les déplacements w,v et 6 bloqués

Le matériau du longeron est l'acier de module d'élasticiteé

longitudinale E = 21000 daN.

'tw—- .

P, t |

 —
-0
~——
\
r‘>-<

N*‘3 .
ey L N°10

Y

Figure 5.10 : Longeron en I symétrique posé
sur deux-appuis
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5.4.4.5- Résultat et interprétation

Sighalons au départ que le calcul est fait avec la variante
du programme dont les déplacements sont linéarisés .

Au début , nous avons fait le calcul incrémental jusqu’au
niveau de chargement réel du chassis . Alors , nous avons
trouvé des solutions qui se situent toutes sur la courbe
linéaire . Ensuite , hous avons poussé le calcul incrémental
vers des niveaux de charges trés éleves et nous avons obtenu
la courbe suivante voir page qui suit .

Nous conhstatons que le programme converge pour les niveaux
de charges qui sont treés élevés par rapport a la charge
réelle du chassis. Et plus on augmente dans la valeur de la
charge , le déplacement étant sur-linéaire , il s’éloigne
lentement par rapport a la courbe linéaire sans donner un
grand écart entre ces deux courbes

Donc , oh comprend pourquoi au début nhous avons trouvé la
solution non-linéaire presque confondue avec la solution
linéaire pour la charge réelle du chéassis . Parce que ,
1’7intensité de ce chargement se situg sur un niveau de charge
qui n’est pas treés important par rapport aux dimensions du
longeron, en particulier les dimensions de la section droite.
Finalement , cette troisieme modélisation n’'a pas donné une
différence entre la solution linéaire ,trouvée déja par les
modélisations poutres classiques et plaques membranaire-
flexionnelle,et la solution non-linéaire pour les conditions

des charges réelles du longeron



Charge P (daN)

50000

40000

30000

20000

10000

—&—S0l. N Linéaire
—w— Sol. Linéaire

] i
- Vs
s
i /
V4
i J
/}'
/ 1 i | f 1 1 | 1 | J
(V] 50 100 150 200 250 300

Déplacement W ( mm )

Figure 5.11 ¢ La courbe charge-déplacement du longeron
de chiissis. Variante avee déplucements lincarisés.
Discrétisation en 11 ¢léments.

- 171 -



CONCLUSION GENEBRALE

Le théme que nous avons traité entre dans le cadre des
études des chéssis des véhicules roulants. Le but essentiel
de 1l'étude est la modélisation mathématique du chéssis de
la locomotive dans 1l'intention de formuler une procédure
de calcul pour 1' analyse du comportement statique et
dynamique.
I1 existe quelques recherches qui ont traité 1'étude de
chissis des véhicules industriels.L'étude de cette structure
a évolué en fonction des problémes posés par 1'industrie et
surtout en fonction de la modérnisation des techniques et
moyens de calcul.
Le chdssis de la lccomoltive "Géuéral Motors" appartient a la
classe des structures constituées par assemblage d'éléments
en forme de poutre. De plus, il admet des particularités
spécifiques, comme

- Cambrure initiale.

- Dissymétrie de la section droite.

- Dimensions transversales et longitudinale importantes.
Pour ce théme, nous pouvons se fixer plusieurs objectifs a
atteindre sachant que 1l'axe de recherche auquel appartient
ce probléme est trés vaste.
Dans notre étude, nous nous sommes fixés deux objectifs.
Le premier objectif consiste & chercher 1les contraintes
(appelées plus tard contraintes initiales) pouvant donner un
état de déformation du chlssis équivalent A& la cambrure
initiale.Les contraintes une fois trouvées seront introduites
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dans la formulation générale de 1l'analyse du comportement.
Le second objectif a été consacré a la recherche de la
modélisation qui peut décrire au mieux le comportement de ce
genre d'éléments de structure (essentiellement le longeron)
sous l'effet d'un chargement quelconque.

Donc, pour parvenir a ces objectifs,nous nous sommes proposé
de suivre la démarche suivante

a)- D'aprés l'hypothése posée au départ, relative a 1la
conception de la cambrure, nous sommes passés directement au
calcul des contraintes initiales par la méthode des éléments
finis. Par la méme occasion, nous avons exploité des modéles
déja connus et nous avons fait un travail de comparaison
entre ces modéles & partir de l'utilisation d'un logiciel
existant.

b)- Une recherche bibliographique poussée, dans la
littérature spécialisée,nous a permis de rencontrer un autre
modéle d'élément fini qui répond & certaines questions liées
au comportement de ce genre de structure, appelé "élément
poutre a parois minces et de section droite ouverte". Aussi,
il fallait définir et calculer toutes les caractéristiques
de cet élément (déformations et propriétés de section).

c)-Construire la formulation de 1l'équation d'équilibre
tenant compte des contraintes initiales avec 1'introduction
du phénomeéne des déformations non-linéaires dues a 1la
géométrie (déformation d'ordre supérieur).

Dans le méme cadre, nous calculons les expressions de tous
les termes de la matrice de rigidité. Termes ayant une
nouvelle forme (fonctions des déplacements) résultante des
déformations non-linéaires. Le calcul de l'expression finale
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de ces termes nécéssite 1le développement d' un calcul
numérique.

d)- Elaborer un programme numérique général de la
méthode des éléments finis pour l'analyse du comportement de

la structure(longeron) a l'état d'équilibre et d'instabilité.

En résumé, les travaux réalisés dans ce théme ont permis
d'aboutir aux conclusions suivantes

- Le calcul de la déformée du longeron, a partir de deux
modélisations différentes, a conduit a des résultats trés
proches de la cambrure initiale. Ce qui nous permet de
vérifier 1l'hypothése de base, qui consistait a supposer que
les contraintes initiales donnant la cambrure du longeron
sont celles qui naissent dans un longeron droit chargé par
le poids de tous les organes de 12 locomotive.

- Ensuite, la comparaison des modé¢lisations sus-indiquées a
abouti a la conclusion que la modélisation mixte en élément
plaque membranaire-flexionnelle donne de meilleurs résultats
escomptés a celle en élément poutre pour ce genre de
structure (longue envergure et des dimensions transversales
relatives grandes ). Seulement cette modélisation reste
insuffisante du moment qu'elle présente des problémes de
compatibilité des degrés de 1liberté aux noeuds de 1la
jonction plaque membranaire-flexionnelle.

- L'étude de 1'élément poutre a parois minces, du point de
vue état de déformation, s'avére étre plus parfait que
l'élément poutre classique dans 1l'espace et du point de vue
conception, il est plus réaliste que 1le modéle plaque
membranaire-flexionnelle pour la structure que nous étudions.

- 174 -



- En plus,mettre en évidence le phenoméne de la non-linéarité
due a la géométrie ajoute dans la perfection a ce modéele et
le rend plus exact au calcul du conportement ( a l'équilibre
ou a l'instabilite).

- La mise a 1l'épreuve de cette modélisation sur un exemple de
structure référence ( Structure dec Williams Toggle ) a donné
des reésultats en parfaites concordances avec les résultats
expérimentaux.Ceci montre 1l'efficacité de cette modélisation
par rapport a celle de la poutre classique en comportement
linéaire. Ici,nous avons apprécié les problémes qui peuvent
étre posés par le caractére non-linéaire de la fomulation.
I1 y a 1la question de la mémoire de l'outil de calcul qui
doit étre considérable pour prendre le volume du systéme
d'équation. Ensuite, il y a la question du temps de réponse
de l'exécution du programme puisque le calcul est de type
incrémental et iteratif. Surtout lorsqu'on découvre que la
précision des résultats augmente avec 1'augmentation du
nombre de pas d'incrémentation et pour une discrétisation
plus fine de la structure.

Concernant 1' application de cette modélisation sur 1la
structure du chassis, le calcul n'a pas donné une différence
dans les résultats par rapport au calcul linéaire et les
deux premiéres modélisations. Et cela, est dd a la grandeur
de la charge des organes, considérés, qui n'était pas tres
importante devant la rigidité du longeron.

Pour 1la continuité de ce travail, nous proposons quelques

travaux complémentaires qui sont les suivants :

i e



A commencer par l'amélioration du programme de calcul en
revoyant la procédure de stockage des matrices et de
reprendre la méthode de résolution du calcul incrémental en
exploitant une méthode qui semble trés efficace pour suivre
le comportement non-linéaire au dela du point d'instabilite
( c'est la Méthode Arc Lenght).

Ensuite, on peut ,aussi, compléter le programme en ajoutant
les options relatives a la transfcrmation des repéres pour
un comportement des structures a large déplacements et a la

combinaison des contraintes initiales,de nature thermique ou

mécanique, avec les contraintes dues aux sollicitations.
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ANNEXE 1

N° ORGANE NOMBRE | MASSE
(Kg)
| Armoire de controle électrique 01 1500
2 Ventilateur de frein rhéostatique 01 345
3 Grille de freinage rhéostatique 02 175
4 Filtre a inertie 02 272
5 Génératrice auxiliaire et ventilateur 01 454
6 Génératrice principale 01 7258
7 Batterie 02 131
8 Turbo compresseur 01 817
9 Moteur 01 14742
10 Réservoir de combustible 01 8713
11 Réservoir d’air 02 213
12 Ensemble de refroidissement 01 1276
13 Compresseur 01 1055
14 Ventilateur de radiateur 03 318
15 faisceau de radiateur 06 147
TABLEAU 1 MASSE DES ORGANES FIXES SUR LE CHASSIS
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Fig 1  Disposition des

organes fixes sur le chassis
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Fig 2 MODELISATION ET DISPOSITION DES CHARGES SUR LE CHASSIS




PROPRIETES DE SECTIONS DES BARRES A PAROIS MINCES

ET DE SECTION DROITES OUVERTES

Habituellement dans les études de structure en poutre ,les
proprietés de sections ne recevaient pas de la part des
ingénieurs une grande importance . Car les définitions de
ces propriétés sont trés connues,et l'application de celles-
ci pour les sections utilisées est trés courante. Par contre
dans notre recherche , nous avons etudié un modéle de poutre
qui n'est pas connu dans la littérature générale , ce qui
nous a conduit a donner les définitions de toutes les
propriétés de sections introduites . Il est clair qu'avec un
modéle qui fait intervenir des phénoménes tels que: torsion,
gauchissement et non - linéarité géométrique , on doit
s' attendre a de nouvelles propriétés de section qui
accompagnent ces phénoménes

Vu que cette partie du sujet presente des difficultées,
reconnues par les spécialistes , dans 1'application des
propriétés de section associées, au gauchissement et aussi
4 la dissymétrie de celles-ci, nous avons estimé qu'il est
utile de résumer ce travail dans un chapitre dans lequel
nous souleverons ces difficultées . C'est & dire , nous
n'allons pas nous contenter de définir les choses, mais de
passer a l'application pour certains types de section :

- Symétrique, Monosymétrique et anti-symétrique .

Dans ce chapitre , nous donnerons les définitions de toutes
les propriétés existantes dans 1la formulation générale.
Certaines d' entre-elles constituerons un rappel des

= 182 =



propriétés connues ( tels que : aire de la section droite,
moment d'inertie ,...etc ) et les autres seront Considérés
comme de nouvelles proprietés, connues uniquement dans la
littérature spécialisé .

Afin de mettre en application ces définitions et dans
le but d'exploiter notre programme informatique, par des
ingénieurs ,en utilisant certaines sections droites que nous
avons choisis . Nous avons 1 'intention de créer une
bibliothéque avec le programme de résclution. Pour cela,nous
trouverons en annexe suivante les résultats des différentes
propriétés de ces sections et en particulier 1la section

droite du longeron du chédssis de la locomotive .

1- Aire de la section droite

L'aire de la section droite est définie par 1l'intégrale de
1'élément de surface différentiel évaluée entre les

fonctions frontiéres qui limitent cette aire .

Z A
(1 £l
A = ds
Jo2 B2
(¢l [B1
A = dy dz
Je2  [B2 B1
o
ds : éléments de surface différentiel fig 1

2- Centre d'inertie d'une surface

Le centre d'inertie ou centre de gravité G d'une surface est
défini par le quotient de la somme des moments statique des
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aires élémentaires de la section droite par 1'aire globale
de cette section . Le point G ainsi défini est indépendant
du point O ( O étant un point 1ié au solide )

& A

fig 2
Gi : étant les centres de gravité des aires élémentaires .
Puisqu'en résistance des matériaux , nous travaillerons
toujours dans un plan défini par un systéme d'axe paralléle
a l'aire de la section droite . Cette relation peut étre
décomposée en deux relations qui définissent les coordonnées
de G dans ce systéme
1

y —

n
Si yi et z = — » 81 zi
G S i =

1 G S i

o

3- Moment statique d'une aire

Le moment statique par rapport & une droite A est défini
par 1l'intégrale sur 1la surface du produit de 1l'aire
élémentaire par la distance entre le centre de gravité de

celle-ci & la droite 5
m ds

)
MS=‘[J5dS A =

fig 3
Donc , si nous travaillerons dans un systéme d'axe (yoz),
nous définirons le moment statique par rapport a chacun
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des axes y et z :

My = J J y ds et Mz = J J z ds

4-Moment d'inertie d'une surface par rapport a une droite

Par définition , le moment d'inertie d'une surface par
rapport & une droite A est défini par 1l'intégrale sur 1la
surface du produit de la distance du centre de gravité de
l'aire élémentaire a la droite A

-dS
2
I& = [ [ § ds [}
A =l A

fig 4

Aussi , si la surface est définie sur systéme d'axe plan

(yoz), les moments d'inertie de l'aire par rapport a& chacun

des axes
zZ A
2
Iy = z dA V% ds
J
et z
2
Iz = y dA o} Y
fig 5

Nous pouvons ,aussi, évaluer le moment d'une surface par
rapport a une droite quelconque en fonction du moment
d'inertie de cette méme surface par rapport a la droite
passante par le centre de gravité de celle-ci, et cela est

possible en appliquant le " théoreme de Huyghens ".
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4.1- Theoréme de HUYGHENS

Le moment d'inertie d'une surface par rapport & une droite
quelconque, est égale au moment d'inertie de cette surface
par rapport & une droite paralléle & la premiére et passant
par le centre de gravité, augmenté du produit de la section

droite par le carré de la distance entre les droites sus-

citées : S
5 f’u\% AG

I, =1 + 81 d G
A As qd
A a
fig 6
on peut écrire aussi :
2 2
Iy = 1y + S =z et Iz = Iz + Sy
G G G G

5- Produit d'inertie dfune surface

Le produit d'inertie d'une surface par rapport a deux axes
est défini par 1l'intégrale sur la surface du produit des
distances du centre de gravité de 1'élément de surface aux

axes considérés par la section élémentaires

!

/i ds
I ' = § &' d
A A JJ b

fig 7

Par conséquent , dans le plan yoz on écrit :

Iyz = J J y z ds
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6- Axes principaux

Les axes principaux sont définis comme étant les axes par
rapport aux quels 1les moments d'inertie Iy et Iz sont
extrémums , c'est a dire ; que Iy (resp Iz) est maximum et

Iz (resp Iy) est minimum. Soit un changement de variable :

Z = -y sin 0 + z cos ©
G
4

Y =y cos @ + z sin © y &)

[ 2 >

Iy/G = Z ds
J Y v 2
En remplagant les coordonnées vy et z fig 8 Z

dans l'expression, nous aurons :

2 2
Iy/G = Iz sin © + Iy cos 6 - Iyz sin 2 ©

De méme :

2 2 2
Iz/G = J J Yy ds = Iz cos ©® + Iy cos © + Iyz sin 2 8

Rappelons que Iy et Iz étant les moments d'inertie par
rapport aux axes arbitraires

Maintenant, si nous considérons que les axes Y et Z sont les
axes principaux , donc la derivée des moments Iy et Iz par

rapport & l'angle de déviation est nulle

2 sin © cos ©.Iz - 2 cos © sin ©.Iy - 2 cos 2 ©6.Iyz = 0
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sin 2 6 2 Iyg
sinl 2 8 Iz = Iy) =2 cos 2 8'Iyz =5 =
cos 2 8 Iz - Iy

-~

D'ou
2 Iyg

bg @8 = —————

Lz = T3

Cette formule nous donne l'angle de deviation entre les axes

principaux et les axes arbitraires

7- Centre de cisaillement ( torsion )

Lorsque la section n'est pas symétrique par rapport a 1l'axe
principal portant 1l'effort tranchant ,la résultante du champ
de cisaillement passe par un point C, distinct du centre de
gravité G, appelé centre de cisaillement (centre de torsion).
La formule donnant la position du centre de cisaillement par

rapport a la droite
T L g =R 1 1) s M 7

O : étant le point défini par l'intersection de la ligne
moyenne et la droite passant par le centre de gravité
de 1'ame

C : Le point centre de cisaillement

Gi: la distance entre le point O et la droite portant la
force de cisaillement Fti

Remarque : Aprés un travail de réflexion sur l'application
de cette définition , nous avons conclu que

a )- La position du centre de cisaillement se calcul par
rapport aux axes passant par le centre de gravité

b )- le point "O" par rapport auquel nous calculons les

= A HB: =



moments de forces crés par les contraintes de cisaillement
dans les éléments de 1la section droite , est defini par
l'intersection de 1ligne moyenne de 1'd4me et 1'une des
droites passant par le centre de gravité

En resumé ; nous déduisons que la rotation de la section
droite autour du centre de cisaillement est provoqué par le
couple des forces de cisaillement crées dans les semelles de
la section

Rappelons que nous traitons ,ici, uniquement les barres a

parois minces

8- Moment d'inertie polaire par rapport au centre

de cisaillement

Le moment d'inertie polaire est cefini par 1'intégrale,sur
la surface de la section , du produit du carré du rayon

polaire par l'élément de surface

2
Io = J ‘P ds

En se rapportant au plan yoz , nous pouvons écrire que :

Y' et Z' étant les coordonnées du systéme d'axes placé sur le
centre de cisaillement, et ils sont paralléles aux axes

principaux voir figure 9 . Donc. :

2 2
Io = ( ¥V + 7' ) ds
J
Avec
Y' =Y + Yo et Z' = Z %+ Zo
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Y et Z : sont les coordonnées des axes principaux passant

par le centre de gravité

2 2
Io = [ [ Y+ Yo ] +{ 2 + Z0 ] ds

J

2 2 2 2
Io = (¥ +Xo H24 Ya+ .24 + 2o +2 2 Zo ) ds

2 2 2 2
Io = JY ds +Yo st +2Yo JY ds + [Z ds +Zo st +27Z0 JZ ds

Rappelons que [ Y ds = 0 ;nous aurons donc :

” 2
Io = IZ +I¥Y+ (Yo + 20 ) A

fig 9

Y_:
Remarque : z

Soit yo et zo :coordonnées du centre de G/C dans le systéme
d'axes arbitraires .

Yo et Zo :coordonnées du centre de G/C dans le syﬁtéme
d'axes principaux .

Nous pouvons facilement montré que



puisque Yo et Zo sont calculées dans le paragraphe 5.7,
donc la valeur de Y02+ Zo2 sera calculée directement

Notant que dans 1la suite du calcul , nous retrouvons les
coordonnés Yo , Zo dans certaines propriétés de section

dans des termes séparement. Alors il est nécessaire de les

calculer dés maintenant

4

: £
Y‘_/\ }7\;.,

}J.

| <

fig 10
Soit 6, l'angle de déviation du systéme d'axes principaux
par rapport aux axes quelconques , avec

Z0

= arctg
vo
d'ou g = B8 = f5
finalement , nous aurons
Pocos,u et Zo:j)osinu
Remarque : Le moment d'inertie polaire calculé par rapport
= Coil o i
aux axes arbitraires , est similaire & celui calculé par
P 2 2 2
rapport aux axes principaux. Puisque Y' + Z' = y' 4+ z!
2
Donc Io = y ds
Avec 2 2 2 2 2 2
P =2+ ¥ ou bien -P = z' + y'
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9- Constantes CY et C2Z

par définition

2 2
CYy = J 2 -F ds et CZ = J Y f ds

Rappelons aussi que Z et Y sont les coordonnées principales
évaluées a partir du contre de arayvit’

9.1- Constantes CY

2
QY = Z f ds

nous exprimons comme précédement le rayon § en fonction
des coordonnés Y'et Z' définies au paragrphe 5.8 et nous

développerons Y'et Z' en fonction de Y et 2

2 2
CY = | 2 (Y' + 2' ) ds

2 2
CY = J Z [ (Y+Yo) + (z + z0 ) ] ds

Aprés développement des expressions entre parenthéses et en

utilisant les propriétés suivantes :

Z ds = moment statique de l'aire & son centre G est nul .

Ty

Y Z ds = produit d'inertie de l'aire dans 1le systéme

d' axes principaux est nul

nous obtenons :
{ 3 2
CcY = J ( 2 + 2.¥ ) ds + 2 Zo-1Y
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9.2- Constante CZ

Une démonstration similaire que 1la précédente aboutit au

résultat suivant :

3 2
cz [ (Y + Y.2 ) ds + 2 Yo IZ

il

Remarque : Nous rappelons, que dans ce travail, nous sommes

entrain de revoir les définitions, qui ont été données avec
les nouvelles considérations relatives aux coordonnées

principales

9.3- Application pour la section en U antisymétrique

Aprés avoir étudié la maniére d'appliquer les définitions
précédentes sur une section quelconque, nous avons trouvé
qu'il suffit de faire le changement de variable, du systéme
d' axes principaux au systéme d' axes quelcongues. Puis
intégrer normalement, aprés avoir subdiviser 1la section en
plusieurs secteurs

Avant de passer a 1l'applicaticn directe , nous allons
redéfinir les constantes avec le changement de variable

suivant :
Z = -y sin © 4+ z cos ©

<
Il

y cos @ + z sin ©

a/- Constantes CY

En remplagant Y et Z par leurs valeurs dans 1l'expression
CY et aprés avoir développé 1les produits de facteur,
nous obtenons l'expression de CY en foction des coordonnées
quelconques choisies au préalable :
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3 2 3 2 3 2
CY = (cos ©6+cos ©.sin 6).|z ds - (cos ©.sin ©+sin 6).|z y ds

2 3 I 2 3 2 3
+(cos ©.s8in 6+cos €).|2 ¥y da - (sin O+cos 8.sin 8).|y ds

W

b/- Constante CZ

le méme calcul peut étre fait pour la constante CZ et nous

trouvons :

3 2 2) 2 3 2
CZ = (cos ©+cos ©.sin 9).|y ds + (cos ©.sin ©@+sin ©).|y z ds

2 3 i 2 3 2 " 3
+ (cos ©.sin 6+cos ©).|y 2z ds + (sin ©+cos ©.sin 8).|z ds

W

e o T

Remarque :

Nous constatons, que pour le calcul des constantes CY et C2Z
d'une section donnée, i1 suffit de calculer une fois les
intégrales ( y3 ds, yzz ds, J Y 22 ds, 23 ds ),Puis il
sera facile d'évaluer la valeur de CY et CZ, en remplagant

tous les autres paramétres calculés au départ (4 savoir : e,

Yo, Zo, IY, IZ ) .
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10- Constantes CP

La constante CP se définit par 1'intégrale suivante
g

cp = J ?4 ds

2 2 2
Avec .P =Yt + 7!

Y' et Z' : coordonnées principales par rapport au centre de
cisaillement . En exprimant les coordonnées Y' et Z' en
fonction des coordonnés principales par rapport au centre
de gravité

¥' = Yo + ¥ et Z2'= Zo + Z
En remplagant Y'et 2' par leurs valeurs dans 1l'expression

4
de et en utilisant les propriétés suivantes
p

J Y ds = j Z ds = J Y.Z ds

nous obtenons , aprés développement
4 4 2 2 4 4
Cp = (Yo + 20 + 2 Yo Zo ) ds + (Y + 2 ) ds +
2 2 2 2 2 2 2 2
+ (4 Yo+ 2 Yo+25% )| Yds + (4 Zo + 2 YO + 2 Zo ) Z ds

3 2 3 2 2 2
+ 4 Yo |[( Y+ YZ)da+ 420 ([(Z+Y2Z) ds + 2 |Y Z ds

En réécrivant cette derniére forme en rajoutant les termes

soulignés
2 2 2 4 4 2 2
Cp = ( Yo + Zo ) dg + |[(Y + 2 ) ds + 2 Zo Y ds
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2 2 3 ;
+ 2 Yo Zds + 4 Yo |(Y+Y2Z )ds+ 6

2 2
+ 2 Yo [ Y ds - 2 Yo Y ds + 6 zo

2 3 2
+ 4 Zo |[( 2 + Y Z ) ds + 2 Zo 2 ds - 2 Zo

Z ds +

2

J'

2 2
Y Z ds

nous pouvons réécrire cette derniére expression comme suit:

2 2 [ 2 3 2
+ 2 ( Yo - 20 )| 2z ds + 4 Yo (( ¥ + ¥ Z ) ds
3 2 2 L 2
+ 4 20 |(Z + ¥ 2 ) ds-+ 8 20 | % ds + 2
l

En utilisant les relations suivantes

[ ds =S ; | Yds = Iz ;: | 2 das = Iy

(Y + Y 2 ) ds + 2 Yo Y ds = CZ

[ 3 2 O
(Z + 2 Y ) ds + 2 Zo 2z ds = CY

nous trouvons une expression finale simplifiée

2 2 2 2 2
CPp = (Yo+2Z20o ) A+2 (20-Yo )(I

4 4 2
+ 4 Yo CZ + 4 Zo CY + [( Y+Z+2Y 3

2 2 2 4 4
cp ( Yo +Z0 ) ds + |( Y+ 2 ) ds + 2 ( Zo - Yo )

2 2
Y
2
+ 8 Yo Y
2 2
Y 4 ds
de CI' :
z - Iy )
2
) ds
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Tous les termes , que ccmprend cet e constante ( tels que
Yo,Zo0,A,Iz,1y...etc ) doivent é&tre calculés, préalablement,
avant d'entamer le calcul ds CpP .

Par contre , pour pouvoir calculer facilement le dernier
Terme( souligné ) , il est nécessaire de passer par le
changement de variable , des coordonnées principales aux

coordonnées arbitraires ; a savoir

™
]

- z cos 6 - y sin @

<
It

z sin @ + y cos ©

Aussi , en utilisant ies relations suivantes dans le

développement des produits de factevr sous 1'intégrale

4 4 3 32 3 4
(A-B) =A-4.A .B+ 6.A .B~4.A.B+ B

4 4 3 5 2 3. 4
(A +B) =A+ 4.A .B+ 6.A .B + 4.A.B + B

4 4 gin 2.6
cos @ + sin © + —

nous déduisons l'expression finale de C§ , qui s'écrit :

2 2 2 2 2
CP=(Yo+ 20 ) A+ 2 (Z20~-Yo )( Iz -Iy ) + 4 Yo C2Z

4 4 2012
+ 4 Zo CY + z ds + y ds + 2 y 2z ds

3 3 [ 3 3
+ 8 (cos 86.8in 8 - cos ©.sin ®) |(y 2 +y z ) ds
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11- Constante wa

La constante CPw se définit par la relation suivante :

CPpw = J f2 aw ds

avec P : le rayon polaire par rapport au centre de
cisaillement qui s'exprime par :
2 2 2
P :Y|+Za
Y' et Z' : étant 1les coordonnces Paralléles aux axes

principaux et passant par le centre de cisaillement. D'ol
2 2 r 2 2
qyw = | (Y' + 2' ) aw ds = | Y' aw ds + Z' aw ds

ainsi ; pour passer des coordonnés des axes passant par le
centre de cisaillement aux coordonnés des axes passant par

le centre de gravité ; nous avons

Y' = Yo + Y et Z' = Zo + Z

En remplagant Y' et 2' dans CPw , nous aurons

2 [ [ 2
CPw = Yo aw ds + Y aw ds + 2 Yo Y aw ds

+ Zo aw ds + Z aw ds + 2 Zo Z aw ds

rappelons les propriétés suivantes

J aw ds = et { Y aw ds = Z aw ds = 0
J

Ces propriétés découlent du theoréme de réciprocité .

= Al o



Remarque : en ce qui concerne les propriétés précédentes

et aprés avoir étudié la démonstration de celles-ci dans
1' ouvrage " théorie de la stabilité ", Nous avons trouvé
que la démonstration de ces propriétés a été faite sans
précisé que les coordonnés Y et 2Z sont des coordonnés
principales . Et aussi, nous avons trouvé une autre fois
que ces propriétés ont été utili.des en précisant que
Yy et z sont des coordonnées princip.’ ==

Nous en déduisons et d'aprés le théoréme , que le résultat

ne change pas si les propriétés sont définies avec des

coordonnées dquelconques ou principales . Nous obtenons
finalement
2 ' 2
Cpw = Y aw ds + ‘ Z aw ds
J J

Pour une question de commodité de <calcul des intégrales
ci-dessus, il est utile de faire le changement de variable
des coordonnées principales aux coordonnées quelconque;

a savoir :

Z = 2z cos ® - y sgin ©

=
(]

z sin 8 + y cos ©

En remplagant ces variables dans . l'expression de Ccpw

et aprés développement et simplificatien, nous aboutissons a:

2 2
Cpw = J Yy ow ds J z aw ds

Remarque : nous constatons gque nous avons abouti & une forme

de QPW similaire a celle donnée au debut du calcul .

= HOH i



12- Constante de gauchigsement

La constante de gauchisserent est définie par 1'intégrale
sur la surface du carré d—~ la fonction des déplacements dus
au gauchissement de la section droite

2
oy = [ ( Ws - Ws ) dA
A

Ws : étant la fonction de gauchissement
Ws : étant la moyenne de la fonction de gauchissement

La fonction de gauchissement se définit ainsi :

soit une section droite ouverte a parois minces quelconque
admettant un centre de cisaillement O , voir figure 11

Ws est exprimé comme suit
s
Ws = Wo - r> ds

ro : est la distance entre le point centre de cisaillement
et la tangente passant par un point de la ligne moyenne de
la section droite

Wo : est la valeur de la fonction Ws au point de départ de
la ligne moyenne

ds : la longueur différentielle <curviligne de 1la ligne
moyenne .

Le produit " ro ds " est considéré positive ,si la direction
de 1l'intégrale est dans le sens de l'aiguille d'une montre
par rapport au centre de cisaillement

La moyenne de la fonctién de gauchissement se définie par
l1'intégrale sur la surface de la fonction de gauchissement
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divisé par l'aire de la section droite

b i [b
Wg = —— Ws dAa
A Jja
dSa
I
ro N3
/////// S
S b
fig 11

13- Constante de torsion

Pour une section a parois minces d'épaisseur différentes

la constante de torsion se définit par :
IR A (i R o
mi : étant la longueur de la ligne moyenne d'un élément de

la section .

ti : 1l'épaisseur de 1l'élément i.

il — -
A

- |
Fea

el lt2
m2

lt3

= ]
}

w-w— m3

fig 12
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Calcul des propiétés de certaines sections usuelles

Dans cette annexe , nous essayercns de donner quelques

applications pour les propriétés de sections

Pour cela , nous avons choisi trois grandes classes

géométrique des sections droites , afin de montrer par le

calcul de ces propriétés,les phénoménes physiques que peuvent
se générer pendant le chargement de la poutre en fonction de

la forme de la section droite ; symétrique ,mono-symétrique

et anti-symétrique |

En méme temps ces applications serviront,pour la conception

d'une bibliothéque de certaines formes de section , dans le

programme général de résolution de l'équilibre des structures
a comportement géométrique non-linéaire

Les sections les plus utilisées par les ingénieurs dans la

conception de structures, sont

g = et

I symétrique I monosymétrique Té I anti-symétrique

channal monosymétrigue S. dissymétrique

Précisant aussi , qu'aprés avoir vu que les étapes( détail )
du développement de calcul étaient tr&s longues et, pour ne
pas encombrer cette thése, nous avons préféré de donner ici,
unigquement, les résultats trouvés pour chacune des propriétés.
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1- Section en I symétrique

1.1- Aire de la section droite

A

2 b tf + h tw

1.2- Centre d'inertie

h

f | femmrros
2

3
tw h b
Ivy = _ + —
12
3
h tw
I z = e + —
12

1.4- Moments d'inertie principaux

tf tf b
+
6
3
tf

2 2
IY = Iz sin © + 1y cos © - IGyz sin 2 ©
2 2
IZ = Iz cos ©® + Iy sin © + IGyz sin 2 ©
2 Iyz
Avec tg 2 @ =
Iz - Iy
Dans ce cas => tg 2 8 =0 => =
D'ou Iy = Iy
12 = Iz

1.5~ Centre de cisaillement




1.6- Moment d'inertie polaire par rapport au centre

de cisaillement

2 2
1o = dZ , 4 TY # (Yo + 20 ) A
2 2 2 2
Puisque Yo + 20 =yo + zo et avec yo = zo = 0
on peut conclure aussi que : YO = 0 et IY = 0

Io = IZ + IY = Iz + Iy

1l.7- Constante de torsion

3 3
2b tf + h tw
J e St e
3
1.8- Constantes Cy et Cz
3 P [ i3
CY = ( cos © + cos ©@ sin 6 ) z dA
2 3 " 22
- ( cos ® sin 8 + sin 6 ) z y dAa
2 3 1 2
+ ( cos @ sin 8 + cos © ) z y dA
3 2 T 3
- ( sin ©® + cos © sin © ) y dA + 2 ZO IY

3 2 2 [ 3
avec z dA = z y dA = 2y dA = y dA = 0
aussi,nous avons : Zo = 0 d'ou CY =0
3 2 " 3
CZ = ( cos B + cos 8 sin 0 ) y dA
2 3 T2
+ ( cos @ sin © + sin © ) y z dA
W
2 3 i 2
+ ( cos © sin © + cos 0 ) y 2 dA
3 2 i g
+ ( sin & + cos @ =i O ) 2 dA + 2 Yo IZ
Nous en déduisons aussi que : czZ =0
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1.9- Constante CP

2 2L 02 2 2
CPp= (Yo +20 )A+2 (Zo -Yo ) (1IZ - IY)
4 4 2 2
+ 4 CZ Yo + 4 CY Zo + |(y + 2 + 2y z dA
3 3
+ 8 ( cos 68 sin ©6 - cos © y
3 3
+ 8 ( cos ® sin ® - cos 9 sin € ) y z
J
on trouve :
5 4 3 2 5
4 4 20 a2 b b h = h h tw
(v + 2 2y 2 ) adh = {— + 7= + === L ++
40 8 12 80
avec sin & = 0 et Yo = Zo = 0
nous obtenons :
5 4 3 2 5
b b h b h h tw
cpl = ( + + ——- ) tf +
40 8 12 80
1.10- Constante de gauchissement Cw
m - 2
Cw = ( Ws - Ws ) t ds
o
1) Ws = h/ 2 s ; 0£s<b
1
2) Ws =Wo + 0=Dbh/4 ; b/2 <s < (b/2) + h
2
2
3) Ws =-bh/2 ~h /2 + h s/2 +D ; b £ s £ 2b +h
3 ;
Pour trouver D, on utilise la condition suivante :
Ws (3b/2+h ) =Ws (b/2+ h) = > D=0
3 2
2
D'ou Ws = - Db h/2 - h /2 + h s5/2 ib<s 58 S 2b '+ h
3



J o
2 3
tf h b
Cw =
24
e [ ]5-b-h
.4
w 7
I/‘j)
AHD ) cy 1 ) m______ﬂ;
| w2
2 XL | IR e ]
Gl n 5| b
1.11- Contante CPw ¢ ]
VA
[ 2 2 2
Cpw = | I' aw dA = (y ow + 2 aw ) dA
[ 2 [ 2
Oon trouve y awda =0 et | 2 aw da =0
J
D'ou : Cpw = 0O

2- Section en I mono-symétrique

2.1- Aire de la section droite
:

A =Dl t1 + b2 t2 + h tw

2.2- Centre d'inertie

2
h bl tl1 + 1/2 h tw

bl t1 + b2 t2 + h tw
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2.3~ Moments d'inertie et produit d'inertie

3
2 2 tw h
= Ty =bl £l ((‘hi- £ ) +B2 £t2 £ +
12
3 3
h b1 t1 + b2 t2
+ (£ - =—— ) twh+ —
2 12
3 3 3
bl t1 + b2 t2 h tw
- Iz = 1 =
12 12
- Iyz = 0
. M
[ | |
4 & _ h
7yt t =
e ? ;}w
ty !
2
VZ
2.4- Moments d'inertie principaux
Iyz = 0 = 5 8 = 7
D'ou IY = 1y et 12 = 1z
2.5~ Centre de cisaillement
3
h tl1 DbLI
e =
3 3

tl bl + t2 b2

2.6- Moment d'inertie polaire par rapport au centre

de cisaillement

2 2
Io =1Z +1 Y+ ( Yo+ Zo ) A
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nous avons

y =0 et Zzo = (e - f)

alors :

donc

puisque IY = Iy et 1IZ = Iz , nous obtenons :

2
Io =1z + Iy + (e = f) A !

De plus nous trouvons que :

Yo=0 et Zo = (e - f)

2.7- Constante de torsion

3 3 3
bl t1 + b2 t2 + h tw
g =
3
2.8- Constantes Cy et Cz .
Puisque © = 7 et Zo = (e - f),la constante CY se réduit a :

3 2
CY = J z dA + J zZy dA + 2 Zo IY

on trouve :

3
3 3 bl 1 3
Z dA=- (h - f) t1 bl - —— (h - £f) + f t2 b2
4
3 4 4
f t2 b2 f - (h - £)
+ + tw
4 4
3 3
{ 2 tl bl f t2 b2
2y dA = (f - h) —— ¥ ————
12 12

Négligeons les termes soulignés, nous obtenons :
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3
(f - h) t1 bl

+ f £2 b2

3 4 4
tw £ - tw (h - f)

CY
12

3
="{(h= 1)

Rappelons que 1IY

+
4

bl t1 + £ b2 t2 + 2 (e - f) 1IY

moment d'inertie par rapport aux axes

principaux . Aussi , CY se réduit a

3

cZ = y dA +

avec Yo = 0O

Nous en déduisons directement

2
( y 2z dA + 2 Yo IZ

3
que les intégrales de y et de

2
Y 2 sont nulles parce que la section présente une symétrie
par rapport a l'axe =z ; d'ou :
cz = 0
2.9~ Constante Cp
5 5 4 4
4 4 2 2 f + (h - £) f t2 + (h - £f) t1
(y +z + 2y 2z ) dA = =
5 2
5 5
bl t1 b2 t2 4 4
+ + + bl (h = £) 1. 7% b2 f t2
80 80
3 2 5 2
bl (h - £f) t1 b2 £ t2
+ + Ly
6 6
nous avons
Yo=0 , Z2o0= (e - f) et aussi Cz =0
nous trouvons :
4
QP = Zo A + 2 Zo (Iz - Iy) + 4 Zo CY + M
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2.10- Constante de gauchissement Cw

Nous exploitons le résultat trouvé pour la section en I
symétrique . Le résultat Cw trouvé pour un rectangle qui

s'éloigne d'un centre 0 & une distnace h / 2 , donne :

Arrangeant cette formule pour la généralisée a un rectangle
situé a une distance di du centre de cisaillement O ,voir
figure de la page suivante , on a:

2 2
t di bi

Cw =
12

Pour la section en I mono-symétrique :

2 2 2 2
t di bl t dz2 b2
Cw = iy ==
12 12
avec :

dl = (h - e) et d2 = e
nous remplagons " e " par sa valeur et on obtient aprés
développement :

2 3 3
tf h bl b2

Cw =

3 3
12 bl + b2

2.11- Constante qu

Nous trouvons le méme résultat que celui de la section en I :

wa = 0
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Y T |
[0
- _C/ (':I)__ S, T d‘-
e \ p Y
(+) e
F:TT::L_.__-_ = {'1 b.
=& L —
z
3~ Section en Té 'b
3.1- Aire de la section A | ¥ |
Iy
A=Db tl1 +h tw = - —)
h
3.2- Centre d'inertie i | tw
5 Y
! h t w !
£ = ; |
2 bl t1 + h tw
3.3- Moments d'inertie et produit d'inertie
3 3
b tf 2 tw h h 2
Iy = + £ ‘b tf + e (0 emmrioa B0 HY
12 12 2
3 3
tf b h tw
Iz = +
12 12

Iyz = 0

3.4- Moments par rapport aux axes principaux

1Y = Iy et I1Z = Iz

avec e =7

3.5- Centre de cisaillement




3.6- Moment d'inertie polaire par rapport a O

Io IZ + I¥Y + (Yo + Z0 ) A

2 2 2 2
puisque Yo + Zo = yo + 2o avec yo =0 et zo = f

d'ou
2
IZ + IY + £ A

Io
les coordonnées du centre de cisaillement par rapport aux

aux axes principaux positionnés sur le centre de graviteé :

zZ0o T T
T'o = £ => B = Arcty — = - => [ =0 - —
yo ? 2
nous aurons:
Yo = To cos u en Zo = T'o sin u

3.7- Constante de torsion

btl + h tw

3.8=- Constante CY et C2Z

I
Qo

Nous avons e =71 , d'ou Zo =To = ¢ et Yo

La constante CY se réduit A4 :

3 2
CY = [ z da + [ zy da+ 2 Zo IY¥

3 3 4 4
3 3 f t. b f - (h-=-£f)
J zdA=f btf + —mm + tw
4 4
3 2 2 3
J 2 f tl1 b s Al A P | tw
zy dA = + .
12 2 12




Si on néglige les termes soulignés , nous obtenons :

3 4 4
f tf b 3 f = (h = %)
Y = ——— + 't biEt & — tw + 2 £ IY
12 A

aussi ,la constante CZ se réduit a

3 2
cz = I y dA + J y z d& + 2 Yo IZ2

3
Nous en déduisons encore pour cetto section que, [ y dA et

2
J Yy 2z dA sont nulles, puisque cetts section présente, aussi,
une symétrie par rapport a z . De plus, Yo est nulle ; nous

trouvons :

cz = 0
3.9- Constante ce
Nous avons
5 5 4 5
4 4 2 2 f + (th = 1) £t b ¢tf
(y +2+2y 2 )dA =4—————— - ——F tw +
5 2 80
2
4 h £ t
+ b f t + -——— =M
6
= 0

3 3
y z dA + y z dA

avec e =7 : Yo = 0 Zo =f et aussi CZ = 0 ?

-

nous obtenons :

4 2
CP=2% A+2 Zo (Iz-1TIy)+4 ZoCY+ M

3.10- Constante de gauchissement Cuw

Puisque Wi = 0 le long de la ligne movenne. Dans ce cas de
section , le centre de cisaillement se trouve sur
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l'intersection des lignes moyennes des différentes sections.
Ceci nous p2rmet de dZdnire que

Cw = 0

3.11- Constante qgw

On trouve aussi pour cette section que :

Cpw = 0

4- Section en chanal mono-symétrique

4.1- Aire de la section tF‘
A | |
A=2 b tf +h tw } £ €
4.2- Centre d'inertie h —_— qn |
2 b f | L
Bl BEE Yo i
f =
2 b tf +h tw B e S
4.3- Moments et produit d'inertie
3 3 2
tw h b: tf h
Iy = + + b tf
12 6 2
3 3
tf b b 2 h tw 2
Iz = =2 il = =) b tf + —— 4+ f h tw
12 2 12
tw
Iyz =b tf (b - f -~ — ) L
2

4.4- Moments d'inertie par rapport aux axes principaux

2 2
IZ = Iz cos @ + Iy sin © + Iyz sin 2 ©
2 2
IY = Iz sin 6 + Iy cos © - Iyz sin 2 6
1 2 Iyz
avec 86 = — arctg -— =
2 Iz - Iy
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4.5~ Centre de cisaillement

2
4 b ti

6 b tf + i1 tw

4.6~ Momer* d'inertie polaire par rapnort au centre

de cisaillement

2 2
IToo = Tz+ I¥ + ( Yoo + Zo ) A
2 2 2 2
nous avons Yo + Zo = yo + zo avec zo = 0 et yo = e + £
on obtient :
2
To = IZ2 + IY + (e + £ ) A

Dans ce cas de section , B est nul et Donc u est égale a 8 .

Alors, les coordonées du centre de cisaillement sont

Yo= (e + f ) cos © et Zo= (e + f ) sin ©

4.7- Constante de torsion

2 b tf ik tw

i 3

4.8- Constantes CY et C2

nous trouvons :

3 2
z dA =0 : zy da =0
Y 3

[ 2 1 2 2 1 2 tw £ h

z ydA=——Db h tf-—b fh tf - —— = M
J 4 2 12

2

[ 3 b 2 3

y dA=Db (b -2 f )( + f-bf)tf -=twh = L
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pour une valeur quelcongue de l'angle 6, nous trouvons :
2 3
CY = - ( cos ©® sin ® + sin ® ) ( M)

3 2
( sin ® + cos ©® sin ® ) (L)

+ 2 (e+f ) sine . IY
De méme pour CZ , nous avons trouvé

3 2

Ccz ( cos ® + cos 6 sin ® ) ( L)

2 3
( cos 8 sin ® + cos 8 ) ( M)

+

+ 2 (e + £ ) cos @ . IZ

4.9~ Constante Cf

4
4 4 2" 2 5 5 b h tf
(y £+ z'+ 252 ¥y ) dA =—1[ (b = £} + £ ] tf +
5 8
5 |
1 3 3 2 h tw
+ — [ (b=-f) + f£f]h tf+
3 80
4 2. '3
4 h t tw f h tw
+ f tw (h - tf) - +
16 6
22
f h t tw
-~ =K
4
3 3
Yy z dA + Yy 2z dA = 0
Nous aboutissons a 1l'expression suivante :
2 2 2 2 2
cp= (Yo + 2o y) A+ 2 (20 ~¥o ) (IZ = I¥

+. 4 CZ Yo: £ 4.CY Zo  + K
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4.10- Constante de gauchissen:=nt Cw

i) Ws=hs/2 0 <s <b
ii) Ws=hs /2 +be-c¢es b<s <b+h
2
iii ) Ws=-eh-h/2+hs /2 '+ h<s < 2Db4%h
. h
Ws = — (b - e )
2
" uw
Cw = ( Ws - Ws ) t ds
J o
23
tfh b 3 b tf + 2 h tw
Cw = . e
12 €6 b tf + h tw
4.11- Constante CPw
On trouve , aussi, pour cette secltion
2 =2
Yy aw dA = 0 et | z aw dA = 0
v J
D'ou :
CPw = 0
5:0'
5- Section en S anti-symétrique -ﬂT————?———%r
5.1- Aire de la section tw ___T____J
I
A = 2btf + htw : h - ]G - —Y
5.2- Centre d'inertie t“
|
h e
L) 0 PR




5.3- Moments et produit d'inertie

3 2 3
b tf h b tf tw h
Iy = + - — o ———
6 2 12
3
2 3 h tw
3 I AN i o RIS o R SR
3 12
2
Ivz = b f tf

5.4- Moments d'inertie par rapport aux axes principaux

2 2
IY = Iz .sin € - 1y cos © - Iyz sin 2 ©
i 2
IZ = Iz .cos © + Iy sin © + Iyz sin 2 ©
1 2 Iyz
O c=it=—me AYCLR s
2 Iz - Iy

5.5~ Centre de cisaillement

5.6- Moment d'inertie polaire par rapport au centre

de cisaillement

Io = IZ + IY + ( Yo + Zo ) A

Nous avons : yo =0 et =zo =0

2 2
D'ou : Yo + Zo = 0 b Yo = Zo = 0

Nous obtenons donc :

— 518 =~



5.7- Centre de torsi: .

3 3
2 btf + h tw

5.8- Constante CY et CZ

nous trouvons que .:

3 [ 2 2 [ 3
z dA = zy dA = z Yy dA = ] y dA =0

J
avec Yo = 20 =0 ; on déduit
CY =0 et Ca =0
5.9~ Constante C§¢
5 4 3 2
4 4 2 2 2 b tf b h ¢tf b h «tf
(Y 2+ 2y 2 )ak'=——-—""3% —~ +
5 8 3
5 4
h tw h tf tw
by S e — = M
80 16
4 2t
3 3 b h tf b h tf
(y z+yz ) dAn = - = o
4 4
Finalement, nous obtenons :
3 3
CP = M -8 (cos © sin @ - cos @ 8in @ ) . N

5.10- Constante de gauchissement Cw

i) Ws= hs/2 0 <s <b
ii ) Ws = b h/ 2 b < s <b+h
2
iii )y Wws = b h+ (h-hws)/ 2 b+ h<s < 2Db+h
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We = : (b +h)
2 (2b+h)

h b 2
Cw = [ 2 (b+h +bh) tf+ 3bhtw]
12 (2 b + h)

5.11- Constante Cpw

Nous trouvons

CPpw = [ bl i S = e B £ )

6- Section en I anti-symétrique

Cette section est celle du 1longeron du chéssis de la
locomotive . Nous allons présenter les propriétés de section

relatives a une forme en "I" anti-symétrique d'une maniére
I

générale M ba i 5
: - foo - —m- ¥
6.1- Aire de la section e I |
= [ "
N ' Tts
A = Dbl t1 + ht2 + b3 t3 ] i IG i
|
I
i | s L — - +
6.2- Centre d'inertie 9z BT ¥
A g s S il
2 ol . !
h t2 + 2 b3 t3 h "L Ee
bl t1 bl + 2 h t2 N + b3 t3 (b3 4+ 2 M)
g2 = .
2 A
6.3- Moments et produit d'inertie
bl h
dl = gl i L= g2 ¢ d2 == gl
2 2
b3 |
f2=N-9g2 ; d3 =h-gl ; f3=MH+ - g2
2
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3 3 3

bl t1 2 ce h 2 b3 t3 2
Iy = + bl t1 dl1 + ———— 4+ h t2 dz + - b3 t3 43
12 12 12
3 3 3
t1 bl 2 h t2 2 t3 b3 2
Iz = + bl t1 F1 + + h t2 F2 + + b3 t3 fF3

12 12 12

Iyz = bl t1 f1 d1 + h t2 f2 d2 + b3 t3 £3 a3

6.4- Moments d'inertie par rapport aux axes principaux

2 2
IY = Iz sin ® + Iz cos ® - Iyz sin 2 ©
2 2
IZ = Iz cos 8 + Iy sin® + Iyz sin 2 ©
1 2 Iyz
® = — Arctg
2 Iz Iy

6.5- Centre de cisaillement

3 % 3 2
el = 0C/z = — —— [ 14 t3 b3 (h - g1) -~ 11 t1 bl gl ]

3. T

2. 7 2 2
e2 = 0C/y = — —— [ 14 t3 b3 (h - g1) - 11 t1 bl g1 ]

3 Iy

Si el < 0 ,"C" est & droite de O et si el > 0 , "C" est &

gauche de O.

Si e2 < 0 ,"C" est en dessus de O et si e2 > 0 ,"C" est en
dessous de O (voir figure de la page suivante ).

En précisant que O est le milieu de 1'ame .

| ocsy = f2 | =] ez = f2 |

I
i

yo GC/y

zo = GC/z | oc/z | = | e1 |

= P



[ R l
G |
Q1I ez |
|
1 Ql
—— T e o a
On définit les paramétres "1i"l par :

11 =N ; 1l2=b1-N ; 13 =N-M ; 14 = b3 ~-

6.6— Moments d'inertie polaire par arpport au centre

de cisaillement

2 2
Io =12 + IY + ( Yo + Zo ) A
Nous avons :
2 2 2 2
Yo + 20 = ( e2 - f2 ) + e2
D'ou :
2 2
Io =1Z + 1Y + [ (e2 - f2 ) + el ] A
Calcul de Yo et Zo
2 2 2 2
Troe = \| yo + zo = \| (e2 - Ff2 ) + el
zo el
B = Arctg = Arctg ——mm8— et u=e6e-2z
yo e’ = f2
Yo = To cos pu et Zo = To sin pu
6.7~ Constante de torsion
3 3 3

bl t1 + h t2 + b3 t3




6.8- Constantes CY et CZ

4 4
3 3 gl - (h - gl) 3
I= z dA = gl t1 bl + t2 - (h - gl) t3 b3
4
3 3 2 2
2 a2 + al 2 (gl - (h - gl) ]
K= |z y dA = gl t1 —- ——ud (11 - al) t2
2 2
3 3
a4 + a3
- ——— (h - gl) t3
3
3 3
2 a2 - al 2 gl +(h - gl)
J = |z y dA =———m-Dbl gl t1 + (11 - al) t2
2 3
a4 - a3 2
+ — 133 (h - gl) t3
2
4 4 4 4
3 a2 - al 3 a4 - a3
L = y dA = — £, £ (1L ~— ail) K £2 + —=——— £3
4 4
avec
al = g2 ; a2 =D>bl - g2 ; a3 = g2 - M ; a4 = b3 - a3
D'ou : |
3 2
CY = (cos® +cos®sing ) (I + K)
3 2

- (sin® + cos ®sin® ) (J + L) + 2 Zo IY
Et en déduit :

3 2
CZ = (cos ® +cos® sine ) (L + J)

3 2
+ ( sin @ + cos © sin ©® ) ( K

-+

I) + 2 Yo Iz



6.9- Constante Cp

5 5
4 4 250 2 a2 + al 4
M= y+2z+2y zdaA= —— t1 + bl gl t1l
5
5 5
2 3 3 2 5 gl - (h - gl)
+.= (a2 * al ') gl t31 4+ (11 = al) h t2 -+ t2
3 5
5 5
2 3 3 2 a4 + a3
+ = g1 + (h = gl) ] (i1 = al1) t2 + ————— 3
3 5
4 2 3 3 2
+ b3 (h - g1) 3 + — (a4 + a3 ) (h - gl) 3
3
4 4 4 4
3 3 a2 - al a4 - a3
N=|(yz+yz)dA=9gl t1 —— - (h - gl) t3
4 4
2 2 2 2
3 gl - (h -gl) az - al 3
+ (11 - al) t2 e e o (3 L o |
2 2
2 2
a4 - a3 3 1 4 4
—~—h = gl} £33 +— (gl = (h = gl) (11l = bl) 2
2 4
¢ 2 2 2 2 2
cp = (Yo + Zo ) A +2 (20 - Yo ) ( ¥Z2 = I¥ ) + 4 Yo CZ
3 3
+ 4 ZoCY + M + 8 (cos ©® sin © - cos © sin © ) N
6.10- Constante de gauchissement
En posant : kl1 = gl - el et k2 = e2
i) Wsl = k1 s 0 <s <D
ii) Ws2 = k1 11 - k2 11 + k2 s 11 £ s £11 + h
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iii) Ws3 = 2 k1 11 - k2 h + ki b3 - b3 h + k1 h - 11 h

b3 3 b3
-h2 + (h-kl1)s ; 11 4 —+ h £ 8 £ 11 + + h
2 2
2 2
o 1 k1l bl k2 h
Ws = { tl + (= k1P1] h + ) t2
m - 2 2
+ ( k1 11 b3 + k2 b3 h ) t3 ]
avec m = bl t1 + b3 t3 + h t2
2 3
-2 ! k1l bl
Cw = ( Ws bl - k1l Ws bl + ——— ) t1

2 2 k2 2 5 3
+[ ph-pk2 (h+211h) +-— (311 h+311h+h )] t2
3

2 2
+ [ Q b3 = 2 Q (h - k1) (b3 + 11 b3 + b3 h)

2
(h - k1) 3 b3 3 b3 3
+ — [ (11 + + h) - (11 + — + h) ] £3
3 2
avec :
p= Ws - k1 11 + k2 11

2
Q =Ws - 2k111 -~ k2 h-Xkl1b3+b3h=-%X1h+11h + h

!
N
]
o

I



Z
6.11- Constante CPw
3 3
= a2 + al k1 4 4
CPw = [ (Ws - k1 al) ———— - — (a2 - al ) ] t1
3 4
2
g k2 h 2
+ ( Ws h - k1 11 h - =) (11 = al) t2
2
3 3
5 k1l b3 b3 h a4 + a3
+[(Ws - k111 - k2 h - - + - a4 h + k1l a4)
2 2 3
2
h - k1 4 4 o k1l bl 2
+-~—(a4—a3)]t3+(wsb1— ) gl t1
4 2
3 3
) gl +(h - gl) k2 4 4
+[(Ws - k1 11 - k2 g1l) + —— {g1. =i(h. = gi) }] t2
3 4

2
+ ( Ws b3 - k1 11 b3 - k2 b3 h ) (h - gl) t3
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