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Abstract

This thesis is a contribution to solving the problem of signals estimating and noisy and blind
vibration sources signal separation for machines or complex industrial facilities diagnosis.
The approach based on sparsity improving of impulsive vibration signals was introduced to
solve the problem of lack of accuracy and resolution in time-frequency methods. Then we
interested in its integration as a source of prior knowledge in inverse problems. Indeed, the
successful fusion between the prior model for the sparse representation on the one hand, and
the theory of Bayesian estimation, enabled us to achieve the objective. This is accomplished
due to the highly nonlinear nature of the Bayesian attenuation operator which takes advantage
of the inherent statistical structure of the signal to be identified. Overall, the described
approach combines the properties of fast calculation, good theoretical properties and good
performance in simulations and in practice.

Keywords: time-frequency, sparsity, Bayesian approach, sparse priors, inverse problems
Résumé

Ce travail de thése constitue une contribution a la résolution du probleme d’estimation des
signaux et de séparation aveugle des sources vibratoires bruitées en vue du diagnostic des
machines ou d’installations industrielles complexes. L’approche basée sur I’amélioration de la
parcimonie des signaux vibratoires de type impulsionnels a été introduite pour la résolution
du probléme de manque de précision et de résolution dans des méthodes temps-fréquence.
Ensuite, nous nous sommes intéressés a son intégration comme source d’a priori dans des
problemes inverses. En effet, le mariage fructueux entre le modele a priori pour la
représentation parcimonieuse d’une part, et de la théorie de I’estimation Bayésienne, nous a
permis d’atteindre I’objectif fixe. Ceci est réalisé grace a la nature fortement non-linéaire de
I’opérateur d’atténuation Bayésien qui tire profit de la structure statistique inhérente du signal
a identifier. Dans I’ensemble, I’approche décrite combine les propriétés de calcul rapide, de
bonnes propriétés théoriques et de bonnes performances dans les simulations et dans la
pratique.

Mots-clés: temps-fréquence, parcimonie, approche Bayésienne, a priori parcimonieux,
problémes inverses

Page | 1



REMERCIEMENTS

Je tiens a exprimer ma profonde gratitude et toute la reconnaissance que je dois au Professeur
Said RECHAK, directeur de cette these, pour ses nombreux encouragements, son
encadrement dynamique et toute I’aide qu’il m’a apportée durant toute la durée de cette these.
Je suis particulierement redevable a lui pour sa confiance et son soutien et pour I’aide
indispensable a I’avancement de mes travaux de recherches.

J’adresse mes plus sinceres remerciements au Professeur Arezki SMAILI pour m’avoir fait
I’honneur d’examiner mon travail et de présider le jury de ma soutenance.

Je remercie tres chaleureusement le professeur Noureddine ZERHOUNI pour I’honneur qu’il
m’a fait d’accepter d’étre examinateur de cette thése et pour la discussion fructueuse que nous
avons eue. Par ses questions et remarques constructives, il m’a été d’une aide précieuse et m’a
permis d’ameliorer de maniere significative certaines parties de mon manuscrit.

Mes remerciements et ma profonde gratitude s’adressent aussi aux professeurs Djamel
BOUKHETALA, Abdelhamid MILOUDI et au professeur Mohamed ouali SI CHAIB pour
I’honneur qu’ils m’ont fait d’accepter de faire partie de mon jury de soutenance. Je leur suis
trés reconnaissant du temps qu’ils ont consacré a I’évaluation de ce travail.

Je suis trés reconnaissant envers mes amis et collegues: Rachid ZAMOUNE et Hamid
BOUCHERIT pour I’immensité du travail qu’ils ont effectué pour mettre en marche notre
banc d’essai malgré toutes les difficultés techniques que nous avons eues. Je voudrais
également saluer Mr. Mohamed REZIG, Directeur de la Division DRN pour sont soutien et
son encouragement durant la période de cette these.

Enfin merci a tout mes amis et a tout ceux qui ont contribué de prés ou de loin a
I’aboutissement de ce modeste travail.

Je termine par un grand merci a toute ma famille pour le soutien qu’elle m’a apporté tout au
long de la préparation de cette these.

Page | 2



SOMMAIRE

Chapitre I : Introduction générale et état de I’art

1.1 Introduction géneérale. . . ... . 09
1.2 Objectifsdu présenttravail. .. ........ ... ... . i 11
1.3 Etatde IPart. . . .. ..o 12
.4 Organisationde lathese. ...... ... i 17

Chapitre 11 : Synthése des méthodes temps-fréquence pour I’analyse des signaux de

vibrations
ILL  INtroduction . . ... 21
I1.2  Origine des analyses temps-fréquence . . .. ........ .. ... ... 21
1.3 Atome analysant temps-fréquence .. ........... i 22
1.4 Théoréme d’incertitude d’Heisenberg. .. ..., 22
1.5 Latransformée de Fourier a fenétre glissante (STFT) ...................... 23
I1.5.1 Adaptativité de la représentation temps-fréquence de type STFT. . ..... 28
I1.L5.2 Criteresd’optimalité ........... ... .. ... ... i 28
I1.5.3 Optimisationglobale. .. .......... ... .. ... . i .. 30
I1.5.4 Optimisation locale dans le plan temps-fréquence. . .. .............. 30
1.6  LaDistribution de Wigner-Ville. . . ........ ... . i 31
[.6.1  Introduction. . . ... ... . i 31
11.6.2  Définition. . ... . e 31
11.6.3  Proprites. . ..ot 32
11.6.4 Mécanisme des interférences. .............cc i, 33
I1.6.5 Lissage de la distribution de Wigner Ville . .. ..................... 34
IL7  CONCIUSION. . o 36

Chapitre 111 : Décomposition en ondelettes et analyse multi-résolution (AMR)

LD Introduction . ... ..o 39
[11.2  Ondelette analysante (Atome temps-fréquence). .. .......... ... .. ... 40
I11.3  Conditions d’admissibilité . . ....... ... . e 41
I11.4 Latransformée d’ondelettescontinue .. ............ ... . i rnon... 42
LS Formule d inVersion. . . ... e e e 44
1.6 Based’ondelettes. . ... e 44
L7 QUEIQUES ProPriets. . . vttt e et e 45
I11.8  Transformée en Ondelettes Discrete. .. ... 45
1.9 L’analyse multi-résolution. . .......... ..t s 47

[11.9.1  Approximation filtréedans V;. . .................. ... ... ... 48

111.9.2 Espace de détailsde L2(R). . .....covurniinieiiiieeaeenn., 48



111.10

111.9.3 Base orthonormée de Wi 49

[11.9.4 Voiededétailsdans W;..................... ...l 49
I11.9.5 Théorie des filtres miroir en quadrature et algorithmes rapides de Mallat 50
[11.9.6  Filtre miroir CoNjuUgUue. . . ... .. ot e 51
11.9.7 Filtred’échelle. . ... ... 51
[11.9.8 Filtres miroirenquadrature. . .. ..., 52
11.9.9 Filtrededétail. ...... ... .. ... i e 52
[11.9.10  Algorithmes rapidesdeMallat. . .............. .. ... ... ... ..... 53
CoNCIUSION . . . L 56

Chapitre 1V : Parcimonie et représentation des signaux impulsionnels de vibrations

V.1
V.2
V.3

V.4
IV.5

V.6

V.7
V.8

V.9
V.10

V.11
V.12

INtrodUCHION . . . ..o 60
Représentation parCimoniBUSE . . . . ..o vttt ettt 60
Bases et dictionnaires . . . ...t 61
IV.3.1 Analyse etsynthese . ........ ... 62
IV.3.2 Synthése et reconstructionexacte .. .............. ..., 63
Mesure de la parcimonie des coefficientsd’analyse . .. .................... 63
Algorithmes de décomposition . .. ... ot e 66
IV.5.1 Poursuite adaptative (Matching Pursuit MP) . .................... 66
IV.5.2 Orthonormal Matching Pursuit (OMP) . .......... ... .. ... .. ..... 67
IV.5.3 BasisSPursuit (BP) ... 68
Parcimonie et NtroPIES . . . . ..ot v et 68
IV.6.1 ENntropie de RENYI ... ..ot e 68
IV.6.2 Entropiede Shannon................ ... 69
Formulations de la parcimonie dans un espace redondant adapté . .......... 69
Choix de I’ondelette analysante adaptée au signal vibratoire impulsionnel . . . . 70
Optimisation de I’ondelette de Morlet pour la détection des impulsions . . . . .. 71
Application de la parcimonie dans les problémes inverses................. 74
Parcimonie et restauration des signaux (débruitage) . ...................... 76
CONCIUSION . . o 78

Chapitre V : Approche Bayésienne pour le débruitage des signaux de vibration

V.1
V.2
V.3

V.4

fortement bruités

INtrodUCHION . . . .o e 81
Estimation non-paramétrique (débruitage) . . ......... ... 82
Approche classique Sans a priori . .. ..o 83
V.31 Choixduseuil ... ... ... 87
V.3.2 Estimationduniveaudebruit........... ... ... .. . i 88
Formulation Bayésienne du probléme d’identification..................... 89
V.4.1 Choix de la fonction de vraisemblance. . .. ....................... 90



V.5

V.6

V.4.2 Choix de la distribution de probabilité a priori de parcimonie......... 91

Etude expérimentale . . ... 93
V.5.1 Analyse des signaux desynthése . .......... ... ..., 93
V.5.2 Analysedessignauxréels. .......... ... i, 95
CONCIUSION . . o e 99

Chapitre VI : Separation aveugle des sources dans le cas des melanges bruitées

VLD INtroduCtion . . .. .o e 103
VI.2 Modélisation mathématique desmélanges. . .. ............ ... ... 104
VI.3 Modele de mélanges linéairesinstantanés . .. ............ ... .. ..., 105
VI.3.1 L’indétermination de permutation................. ... ..., 106
VI.3.2 L’indétermination du facteurd’échelle . ................. ... ...... 107
VI.4 Principederésolutionde laSAS . ... . 107
VI.4.1 Méthode de traitementparbloc.............. ... .. ... ... ...... 107
VI.4.2 Méthodes adaptatives . .. ... 108
VI.5 Analyse en Composantes Indépendantes (ACI) ..., 109
VI1.5.1 Mesures d’indépendance et algorithmes . . ........................ 111
VI5.2 Prétraitements . .. ... 113
V1.6 Critéres d’indépendance utiliséesen ACI .. ......... .. ... .. 113
VI.6.1 Information mutuelle (IM) .. ........ ... . i 114
VI.6.2 Maximumdevraisemblance . ............ .. ... .. . 116
VI1.6.3 Non-gaussianité et algorithme FastICA .......................... 117
VI.7 Critéres de performances de [aSAS. ... ... i 120
VI.7.1 Erreur quadratique moyenne (EQM) . .......... ... . 120
VI.7.2 Rapport signal sur résidus (SNR) ... ..., 120
V1.8 Séparation des sources dans des melanges bruités . .. ............... ... ..., 121
VI1.8.1 Approche par analyse en composante parcimonieuses SCA. .......... 122
VI1.8.2 Approche bayésienne de séparation aveugle des sources . ............ 123
VI1.8.3 Principe d’estimation bayésienne de séparation de sources . .......... 124
VI1.8.4 Formulation bayésienne simplifié d’un probléme de séparation sources. 126
VI1.8.5 Approche basée sur le pré et post-traitement des coefficients. .. ....... 128
VI1.8.6 Nouvelle approche basé sur le débruitage adaptif des coefficients. . . . .. 130
VI1.8.7 Connexion avec I’analyse en composantes indépendantes. .. ......... 130
VI.9 Etude expérimentale . . ...... ... 132
VEIO  CONCIUSION . . v ot 139
Conclusion GEnerale . . ... . 141
Bibliographie . ... ..o 143

Page | 5



()
wa,b (t)
Ty

Sy

Xy (a) b)
J‘L’,l[)
Osyp

h(t)

A, (b, w)
E{A,}
py (1, w)
Wq

o(t)
H(y)

Re(¥)

y(t)

Auniv

s(t)
b(t)

p(s)
J(s)

L*(R)

Liste des symboles et abréviations

Fonction analysante ou Ondelette mére

Atome temps-fréquence dilate-translaté

Position moyenne temporelle de la fonction analysante i
Position moyenne fréquentielle de la fonction analysante
Constante d’admissibilité

Transformée en ondelette continue

Variances temporelle liée a la fonction analysante
Variances fréquentielle liée a la fonction analysante
Fonction d’échelle

Fréquence naturelle non-amortie (rd/sec)

Fenétre temporelle (fonction analysante)
Fonction d’ambiguité

Fonction d’ambiguité moyenne
Spectrogramme normalisé

Fréquence naturelle amortie (rd/sec)
Facteur d’amortissement

Impulsion instantanée de Dirac

Facteur de forme

Fréquence (w = 2nf) (Hz)

Entropie de Shannon

Entropie de Rényi

Bruit additif Gaussien

Signal d’observation

Transformée en ondelettes

Coefficients de détail dans la décomposition en d’ondelettes
Coefficients d’approximation
Coefficients de décomposition dans le domaine temps-fréquence
Atome temps-fréquence

Dictionnaire d’atomes temps-fréquence
Seuils de débruitage a I’échelle j

Seuil universel

Vecteur des sources indépendantes
Matrice de mélange

Vecteur des signaux bruits

Densité de probabilité

Négentropie

Matrice de séparation

Eléments de la Matrice de séparation

Espace de Hilbert des fonctions de carré sommable

Page | 6



< ) > LZ(]R)

Il 11,
83

O¢
ggy,ﬁ (9)
x(t)
1(y)
KL,
V(B)
ACI
ACP
AMR
CWT
Cls
BPFO
BPFI
FFT
DLP
DLS
DWV
DWVL
DWT
EQM
GGD
ICA
i.id
MAP
MAD
MSE
RSB
SAS
SCA
SURE
STFT
SNR
WVD
TF
MP
BP
FastiCA

Produit scalaire sur L?(R) tel que pour toute fonction (f, g) €
P(R)? <f,g>pm= g fOg®dt

Norme £,

Fonction de seuillage des coefficients d’ondelettes
Variance du bruit

Distribution Gaussienne généralisée
Vecteur des observations (Signal brut)
Information mutuelle

Divergence de Kullback-Leibler
Fonction de vraisemblance

Analyse en composantes indépendantes
Analyse en composantes principale
Analyses multi-résolutions

Continuous Wavelet Transform
Composants Indépendants

Ball Passing Frequency Outer Race

Ball passing Frequency Inner Race

Fast Fourier Transform

Diagonal Linear Projection (projection Diagonale linéaire)
En anglais Diagonal Linear Shrinker (contraction diagonale)
Distribution de Wigner-Ville

Distribution de Wigner-Ville lissée
Transformée d’ondelette discréte

Erreur Quadratiqgue Moyenne’
Generalized Gaussian Distribution
Independent Components Analysis
indépendants et identiquement distribués
maximum a posteriori

Valeur médiane absolue

Mean Squared Error

Rapport signal sur bruit

Séparation Aveugle des Sources

Sparse Components Analysis

Stein’s Unbiased Risk Estimate

Short time Fourier transform

Rapport signal sur résidus

Wigner-Ville Distribution
Temps-fréguence

Matching Pursuit

Basis Pursuit

Fast Independent Component Analysis

Page | 7



Chapitre I

Introduction Générale

&
Etat de I'Art

PPPPP



1.1 Introduction Générale

Les travaux de recherche réalisés dans le cadre de cette thése se trouvent a la croisée des
chemins entre les mathématiques appliquées et le traitement numeérique du signal. lls
s’articulent autour du triptyque : (i) Modélisation et estimation statistique ; (ii) Analyse
harmonique computationnelle et représentations parcimonieuses ; (iii) Optimisation. Ces trois
piliers constituent le socle théorique de I’essentielles des activités menées dans le cadre de ce
travail afin de développer des approches originales capables de résoudre des problémes
inverses en restauration et en séparation de sources vibratoires. Les phénomenes physiques
intervenant a I’intérieur d’un systeme mécanique complexe sont trop nombreux et complexes
pour que tous leurs effets puissent étre pris en compte sans hypotheses simplificatrices. Cette
forte complexité se retrouve au niveau des signaux de vibration recueillis sur la machine. Ces
derniers, trés riches en information, ne sont que partiellement interprétables par les moyens
traditionnels : analyse temporelle, analyse de Fourier, analyse cepstrale et analyse
d’enveloppe. Ces méthodes, historiqguement les plus anciennes, consistent en une analyse des
caractéristiques temporelles et fréquentielles du signal enregistré. Cependant, bien que ces
techniques puissent s’avérer trés utiles dans des cas simples et permettre la formulation rapide
d’un pré diagnostic, elles présentent un certain nombre d’inconvénients. Ces inconvénients
conduisent souvent a des pertes de temps considérables ou a la formulation de diagnostics
erronés. La localisation de I’origine des chocs et des phénomeénes de modulation et, en
particulier, des événements non stationnaires nécessite la mise en ceuvre de techniques encore
plus élaborées. Par ailleurs, les signaux de vibration transmis a partir des structures
mécaniques vers les points de mesure se trouvent mélangés les uns aux autres et couplées
avec les bruits de structure et d’environnement. Les différents composants contribuent a
produire de I’énergie de vibration et il est difficile de surveiller un composant spécifique car
les vibrations produites par les autres composants dissimulent la signature de ce dernier. Une
maniére de surmonter cet effet est de monter les capteurs de vibrations aussi pres que possible
des composants d’intérét. Cependant, ce n’est souvent pas possible en raison des restrictions
d’acces au composant concerné comme la complexité de la machine et la politique de garantie
du fabricant. La seule alternative est de placer les capteurs sur la surface la plus interne
possible de la structure. En conséquence, le signal recueilli par les capteurs n’est pas
seulement due a I’élément spécifique ciblé. Les signaux recueillis par chaque capteur sont en
effet la combinaison de I’énergie vibratoire produite par les différents composants a proximité
en plus du bruit. La dissipation de I’énergie de vibration par voie de transmission complique
encore davantage la situation. Les facteurs ci-dessus montrent la difficulté d’obtenir la
signature réelle isolée de chaque composant. Face a cette lacune, I’apport des représentations
temps-fréquence est a priori indéniable [1]. En effet, de telles représentations vont permettre
d’acceder simultanément a trois types d’information significative :

e L’amplitude de la représentation fournit une information de puissance.

e Les fréquences qui apparaissent vont permettre d’identifier et d’étudier les différents
éléments mécaniques en jeu par leurs modes et les contraintes auxquelles ils sont soumis.
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e Les deux informations précédentes, et donc les différents événements que I’on peut
distinguer dans la représentation, peuvent étre localisés dans le temps, donnant ainsi une
information sur le déroulement et I’enchainement des divers processus.

Un modele des signaux vibratoires est donné par I’équation (1.1). Ce modéle consiste en une
somme de sinusoides modulées en fréquence et en amplitude :

K
y(t) = Z Ae(®)sin(wit + 9 (®) (1.1)
k=1

Dans la représentation temps-fréquence idéale correspondante, chaque composante du modeéle
se traduit par une suite de maxima d’amplitude (4, (t))? et de fréquence instantanée w;, +
¢ (t). Autrement dit, tous les paramétres du modele, a savoir le nombre de composantes K
et les fonctions modulantes A, (t) et ¢, (t) sont directement accessibles a partir de la
représentation temps-fréquence, qui est donc parfaitement adaptée a ce type d’analyse. De
plus, les représentations temps-fréquence permettent de mettre en évidence des ‘composantes
complexes’ de signaux, de facon trés simple. En particulier, une variation locale de la
fréquence, qui est une facon d’envisager la modulation de phase, se traduit simplement par
une trajectoire dans le plan temps-fréquence. Bien sdr, I’utilisation des représentations temps-
fréquence ne se limite pas au modele précité. Des composantes supplémentaires, avec un
support limité en temps, correspondant a une modification dynamique du nombre de
composantes K, peuvent également étre prises en compte. Globalement, ces représentations
temps-fréquence sont considérées comme des outils puissants pour analyser les signaux non-
stationnaires [2]. Des lors, ce travail consiste, dans sa premiére partie, a étudier, comparer,
modifier et adapter des techniques de représentation temps-fréquence qui peuvent étre
utilisées pour étudier le contenu fréquentiel d’un processus non stationnaire. Les méthodes
courantes de diagnostic des machines basées sur la représentation du signal dans le domaine
temps-fréquence sont présentées et les avantages et désavantages de chaque méthode sont
notés. En premier, 1’application de la transformée de Fourier a fenétre glissante (STFT), la
plus simple et la plus rapide des méthodes temps-fréquence est présentée. Les avantages et les
inconvénients de cette méthode sont également expliqués. Aussi, la distribution de Wigner-
Ville, est brievement expliquées et leur avantages et désavantages examinés avec un
programme en Matlab. Les signaux enregistrés durant les essais expérimentaux ont éte utilisés
pour vérifier la performance de chaque méthode. Ensuite, les plus récentes des méthodes pour
une présentation temps-fréquence, soit les méthodes temps-échelle, sont introduites. L’une de
ces méthodes, la transformée en ondelettes, donne la possibilité de compenser les faiblesses
des méthodes temps-fréquence citées ci-dessus. La transformée en ondelettes posséde la
caractéristique particuliére de parcimonie dans le plan temps-fréquence par laquelle elle est
devenue un outil tres efficace pour I’analyse des événements transitoires. La deuxiéme partie
de cette these concerne les probléemes inverses. De maniére tres générale, le diagnostic et le
contr6le a partir du signal peuvent étre présenté comme des problemes inverses, qui a
I’observation d’un effet cherche sa cause. Il est bien connu que la résolution des problémes
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inverses est fondamentalement difficile étant donné le grand nombre d’inconnues qui les
caractérisent et I’instabilité de leurs solutions. De nombreux efforts ont récemment été
déployés dans ce domaine, avec des succeés prometteurs. Nous distinguerons deux sous
problemes: I’identification aveugle et la séparation aveugle de sources (SAS). L’estimation
aveugle consiste a estimer les parameétres qui decrivent un transfert au sein d’un milieu
physique a partir de mesures externes seulement, c’est-a-dire sans connaitre les excitations en
entrée. En outre, lorsqu’elle est pratiquee en contexte industriel sur des systemes complexes
qui impliguent le fonctionnement de plusieurs organes et de sous-systemes, I’analyse du
signal vibratoire se heurte fréguemment a une difficulté pratique qui consiste a reconnaitre au
niveau des capteurs les contributions de plusieurs phénoménes physiques de natures
différentes et que I’expérimentateur ne peut maitriser de maniére indépendante. En fonction
du ou des phénomeénes que I’expérimentateur cherche a isoler, il y a donc un intérét certain a
savoir décomposer les contributions de chacune des sources au niveau des mesures pour
pouvoir ensuite les analyser individuellement. Un certain nombre de méthodes ont récemment
été développees pour résoudre ce probleme sans aucune connaissance a priori sur le milieu de
propagation des signaux ni des sources qui les génerent. Seule I’indépendance statistique des
sources est supposeée, ce qui permettrait de séparer les contributions de chacune des sources au
niveau des signaux mesurées.

1.2 Objectifs du présent travail

Vu la difficulté de trouver les defauts caractérisés par des phénomenes transitoire ou non
stationnaires dans la représentation temporelle ou fréquentielle, il est nécessaire d’aller vers la
représentation mixte ou la représentation temps-fréquence-énergie nous permettra :

o De detecter et de suivre I’évolution de défauts qui induisent une puissance vibratoire faible,
qui cependant peut modifier considérablement la forme du signal. C’est notamment le cas
des défauts qui induisent une modulation de I’amplitude ou de la frequence de certaines
composantes caractéristiques de la chaine cinématique complexe.

e De surveiller les installations dont le processus de fonctionnement normal génére des chocs
périodiques d’amplitudes élevées susceptibles de masquer I’apparition de défauts induisant
des forces impulsionelles.

Dans cette thése nous prenons en charge les points suivants:

a) Un probleme que pose la représentation temps-fréquence est le manque de précision et de
résolution dans des méthodes temps-frequence et temps-échelle. Pour résoudre ce
probleme, nous développons une nouvelle approche basée sur la recherche de la meilleure
base de décomposition permettant une représentation la plus parcimonieuse du signal
vibratoire.

b) Un autre probléme de représentation temps-fréquence est le bruit qui nous empéche de voir
le signal. Malgré le fait que la représentation temps-fréquence disperse le bruit sur le plan
temps-fréquence donc garde le niveau du bruit bas, il reste que le niveau du bruit
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complique I’identification des défauts. Pour résoudre ce probleme, une approche
Bayésienne est développée pour le débruitage (denoising) des signaux de vibrations.

c¢) Enfin, le probleme de la séparation aveugle des sources bruitées a été introduit et formulé
afin de pouvoir séparer les effets des différentes sources excitatrices qui se combinent au
niveau des mesures. La présence de bruit est néfaste pour I’estimation des sources. Une
approche combinée basée sur I’amélioration de la parcimonie des signaux impulsionnels et
I’approche Bayésien est introduite.

1.3 Etat de I’art

La premiere méthode en temps-fréquence qui a été utilisée des 1940 par Gabor pour la
transmission de données eétait le spectrogramme ou la transformée de Fourier a fenétre
glissante (STFT). C’est une méthode simple et efficace qui s’utilise surtout pour analyser des
signaux non stationnaires. L’inconvenient majeur de cette méthode est qu’elle dépend
complétement de la longueur temporelle de la fenétre. Une premiere idée, preésentée par J.
Ville (1948) pour surmonter le probleme de résolution découle d’une méthode mathématique
qui s’appelle (coherent states) en mécanique quantique. J. Ville a dérivé la distribution que
Wigner avait élaborée en 1932 pour étudier la statistique de la mécanique quantique (quantum
statistical mechanics). J. Ville, a la recherche du spectre instantané, voulait déployer I’énergie
du signal dans le plan temps-fréquence et obtenir une densité d’énergie ayant au moins les
propriétés suivantes:

e La somme des énergies pour toutes les fréquences a un temps particulier donne I’énergie
instantanée.

e La somme des énergies pour tous les temps a une fréquence particuliere donne le spectre
instantané.

Ces deux propriétés s’appellent les conditions marginales en temps et en fréquence. On peut
tout de suite constater que contrairement au spectrogramme, la transformée de Wigner-Ville
donne la fréquence instantanée. Mais la distribution Wigner-Ville présente aussi des
désavantages :

a. Elle ne donne pas toujours une distribution positive.

b. Pour un signal a composantes multiples, elle induit les termes rectangulaires (cross terms)
qui sont des artefacts dont la localisation dans le plan temps-fréquence est a mi-chemin de
celle des termes carrés (self terms) correspondants.

En 1989, Choi et Williams [3] ont présenté une nouvelle approche ou ils se sont attaqués a
I’inconveénient principal de la distribution de Wigner-Ville, soit les termes rectangulaires. Le
noyau de leur distribution a une constante telle qu’en ajustant cette constante, on peut
minimiser les termes rectangulaires. En augmentant la constante, on va vers la distribution de
Wigner-Ville et en diminuant le parameétre, on élimine les termes rectangulaires mais en
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méme temps on perd de la résolution dans le temps et dans la fréquence. Dans le domaine du
diagnostic de machine, Forrester [4] a utilisé la distribution de Wigner pour trouver des
défauts dans le systeme de transmission d’un hélicoptére. I a montré que la distribution
Wigner-Ville peut révéler le défaut avec plus précision que les méthodes conventionnelles.
Dans une serie d’articles, Mcfaden et Wang [5, 6] ; ont expliqgué comment ils ont applique les
méthodes temps-fréquence au diagnostic des machines. Ils ont présenté la complexité de la
représentation temps-fréquence produite par la méthode de Wigner-Ville et ont suggéré une
fenétre temporelle qui peut améliorer les résultats de Wigner-Ville. Rohrbaugh [7] a utilisé
I’analyse temps-fréquence pour des machines marines. Il a comparé la STFT avec la
représentation temps-fréquence de Cohen ayant un noyau cone (cone kernel). Rohrbaugh et
Cohen [8] ont appliqué une nouvelle méthode de temps-fréquence qui est développée pour le
diagnostic de pompes. Cette méthode est appelée (positive time-frequency distribution) et elle
est plus efficace que la méthode de STFT pour le diagnostic de machines alternatives.
Quelques applications des méthodes temps-fréquence a la surveillance de processus d’usinage
comme le percage et le broyage ont éte présentées par Loughlin et al. [9]. Ils ont montré que
les nouvelles méthodes peuvent fournir plus de details, sur le signal que la méthode STFT.
Atlas et al. [10] ont offert un résumé des applications de I’analyse temps-fréquence dans
différents domaines de diagnostic des machines. Ils ont souligné I’importance d’applications
des méthodes temps-fréquence dans le secteur industriel et la surveillance des machines. Ces
techniques appartiennent a un ensemble plus général d’algorithmes qu’on retrouve aussi bien
chez les mathématiciens que chez les spécialistes du traitement de signal. Dans cette optique,
les transformées en ondelettes on fait leur apparition et se sont largement imposées dans
I’analyse et la résolution des problémes liés aux sciences et aux techniques de I’ingénierie.
Cet essor est d0 principalement a deux propriétés spécifiques qui résultent des décompositions
de signaux et de processus aléatoires par projection sur les bases d’ondelettes : la parcimonie
de représentation et le blanchiment de données corrélées. La parcimonie d’une représentation
de signal décrit la capacité de cette représentation a répartir I’énergie du signal sur un petit
nombre de coefficients de grandes amplitudes. Les transformées en ondelettes permettent
d’obtenir cette représentation parcimonieuse pour les signaux réguliers ou réguliers par
morceaux. A I’opposé, la structure des composantes d’une certaine classe de perturbations
reste sensiblement inchangée par cette méme transformée. Cette capacité de compacter
I’énergie de signaux est de nature a favoriser I’utilisation des bases d’ondelettes pour
simplifier divers problemes de traitement de signaux, d’analyse des données, compte tenu du
fait que I’analyse de données non corrélées est souvent beaucoup plus simple que celle de
données corrélées. L utilisation des méthodes d’ondelettes pour le diagnostic des machines est
trés récente. L’identification des défauts dans les roulements a billes (Hongbin [11]) et dans
les boites d’engrenage (Mcfadden et Wang [12]) sont des exemples d’application de cette
méthode aux éléments essentiels des machines tournantes. Belaid et Miloudi ont exploité la
redondance, caracteristique de la transformée en ondelettes continue, pour détecter des
résonances dans le spectre d’un signal vibratoire. Cette approche leur a permis la localisation
exacte de la résonance qui est un facteur important dans la procédure de diagnostic [13]. Dans
une autre approche, Dalpiaz et Rivola ont utilisé la transformée en ondelettes pour la
surveillance et le diagnostic dans les mécanismes contenant des cames [14].
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Cependant, en traitement de signal vibratoire, les données observées sont trés souvent
composées de I’information utile (signal) corrompue par une perturbation généralement
indépendante. La perturbation (bruit) peut étre interne au systéme physique de traitement de
I’information ou externe, due aux interactions entre le signal et les eléments de son milieu de
propagation. L’estimation des signaux dans un milieu bruité est un cadre qui a été largement
étudié dans les domaines de traitement du signal et de statistiques. Le probleme a été donc
abordé de différentes fagons et plusieurs méthodes d’estimation ont été développées. Par
exemple, on peut citer les travaux de Wiener [15], d’Ephraim-Malah [16] ou Stein [17], pour
n’en citer que quelques uns. Mais c’est dans les années 90, que les travaux de Donoho et son
équipe ont révolutionné la théorie de I’estimation statistique, grace notamment aux
estimateurs de seuillage dans les bases d’ondelettes et paquets d’ondelettes [18-21]. Ces
travaux exploitaient les progrés récents en théorie des ondelettes pour concevoir des
opérateurs d’estimation non-linéaires simples et efficaces. Plus genéralement, Donoho a
montré le rdle important que joue la parcimonie dans I’efficacité des estimations dans le cas
ou la distribution du signal n’est pas connue et elle s’avére assez souvent difficile a estimer en
pratique. Il en est de méme concernant la nature de la perturbation, quand sa distribution n’est
pas connue et est assez difficile a modéliser. Face a cette situation, Donoho et Johnstone ont
développé des méthodes a colt minimum en termes de connaissances disponibles sur la nature
des composantes de I’information recue. On parle alors de décision et d’estimation (plus
généralement de statistique) non-paramétriques au sens ou l’on ne tient pas compte de
connaissances a priori sur les distributions des signaux constituant I’observation. En effet, les
performances obtenues pour I’estimation non-parametrique avec ces méthodes sont
comparables aux performances d’un oracle, lorsque ces fonctions de seuillage sont calibrées
avec des seuils convenablement choisis [22]. Les techniques de régression non-paramétrique
(ou débruitage) offrent un panel d’outils simples d’emploi permettant de récupérer une
structure, sans imposer un modele paramétrique au préalable. Cependant, toutes ces fonctions
sont basees sur le seuillage, ce qui introduit un traitement singulier en ce sens ou, de part et
d’autre du seuil, les données sont traitées de maniere différente. Notons, d’autant plus, que le
principe de seuillage assume que la représentation du signal est parcimonieuse au sens strict.
Si cela est souvent le cas pour des signaux réguliers, il n’en est pas de méme pour les signaux
naturels comme le signal vibratoire des machines complexes. Le fait que ces derniers signaux
admettent une representation en ondelettes parcimonieuse au sens large ne justifie pas
I’adéquation du seuillage pour I’estimation de ces signaux. De ce fait, les approches bayésien
ont également été envisagées dans la littérature pour I’estimation dans le domaine des
ondelettes. Les approches bayésiennes s’avérent plus efficaces que celles présentées dans le
cadre classique (sans a priori) [23]. Dans le cadre d’une approche bayésienne, on suppose que
la distribution des coefficients d’ondelettes est imposée comme a priori. Le choix d’une
fonction de colt conditionne I’obtention d’une régle d’estimation bayésienne. Plusieurs
modeles statistiques a priori adaptés a la modélisation statistique des coefficients d’ondelettes
dans le cas bruité ont été envisages. La combinaison de I’information contenue dans les
données observées et celle contenue dans la loi a priori sur le signal a estimer permet
d’obtenir la distribution conditionnelle a posteriori. Cette derniere permet d’obtenir
I’estimateur bayésien et d’estimer la fonction inconnue.
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Mallat a été le premier & proposer les distributions gaussiennes généralisées (GGD) [24]. Elles
sont tres communément adoptées comme a priori a des fins d’estimation et de compression
dans le domaine des ondelettes [23]. Cependant, I’a priori GGD se révéle incapable de
modéliser correctement les queues lourdes des distributions relevees, comportement typique
des distributions des coefficients d’ondelettes. Plusieurs études ont ainsi mis en évidence que
les propriétés statistiques, dans de telles représentations, sont loin d’avoir un comportement
gaussien. En effet, choisir un espace muni d’une trame ou d’une base et projeter le signal dans
un sous-espace de dimension inférieure dans lequel seules quelques composantes sont
significatives sont loin d’avoir un comportement gaussien mais plutét un comportement
leptokurtique (un pic prononcé) avec des queues lourdes (queues relevées). C’est ce modele
d’a priori qui a été adopté dans le cadre de ce travail, pour modéliser les coefficients du signal
vibratoire de type impulsionnel. Finalement, en poursuivant cette démarche, ce travail a la
lourde ambition de fiabiliser le diagnostic et le suivi a travers I’intégration des problémes
inverses. L’intérét est de séparer la contribution des différentes sources vibratoires
généralement et directement liées a une défaillance plus ou moins importante d’un composant
mécanique, a partir de plusieurs mesures réalisées par les accélérometres. La séparation
permettra non seulement de localiser les défauts sur les composants mais également de suivre
I’évolution de I’endommagement de chacun d’entre eux. En effet a toutes les fois qu’il est
nécessaire de surveiller n’importe quelle composante d’intérét, les vibrations produites par les
autres affectent le signal. Parmi les moyens pour contourner ce probléme est de placer des
capteurs aussi proches que possible des composantes donnees. Mais, certaines restrictions
telles que la complexité, la politique de garantie du fabricant et I’inaccessibilité empéchent de
tel emplacement. Du coup, dans la majorité des cas les capteurs sont placés sur la surface
extérieure de la structure. Par conséquent les capteurs collectent non seulement des signaux de
vibrations d’une composante spécifique mais plutdt, la combinaison de I’énergie vibratoire
des différentes composantes, plus le bruit. L’approche adoptée dans le cadre de cette these
pour résoudre ce probléme, consiste & considérer ce cas comme un probléme de séparation
aveugle de sources et en tirer profit des méthodes statistiques et mathématiques développées a
cet effet. L’objectif est de restituer les signaux sources émis en utilisant uniquement les
signaux recgus. Les premiers travaux sur la séparation aveugle de sources ont éte initiés par C.
Jutten et J. Hérault en 1991, dans le cas d’un mélange instantane [25]. Depuis, ce theme a fait
I’objet de nombreuses recherches dans divers domaines d’applications. Une multitude
d’algorithmes a été proposée. Les algorithmes de separation de sources peuvent étre classés
selon différents criteres : mélange instantané ou mélange convolutif, linéaire ou non linéaire,
batch ou adaptatif, statistiques d’ordre deux ou d’ordre supérieur. Pour se faire, les chercheurs
dans ce domaine se basent essentiellement sur I’hypothese de I’indépendance mutuelle des
signaux sources, c’est a dire que, la densité de probabilité des signaux sources est égale au
produit de ses densités de probabilités marginales. Dans ce cas le probleme est connu aussi
sous le nom de I’analyse en composantes indépendantes ACI (ou ICA, acronyme de I’anglais
Independent Component Analysis). Dans [26], Pham et al. ont résolu le probleme de
séparation par une methode fondée sur le principe du maximum de vraisemblance en
considérant des observations non bruitées. De nombreux auteurs se sont tournés vers le
diagnostic de machines tournantes.
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Cheng et al. [27] ont utilisé I’ACI pour évaluer la contribution des sources vibratoires d’une
machine tournante. Sur une plateforme ou deux moteurs fonctionnent simultanément, El
Rhabi et al: [28], appliquent la SAS aux signaux vibratoires pour diagnostiquer I’état de
fonctionnement de chaque moteur lors qu’ils fonctionnent simultanément. Afin d’extraire la
contribution des vibrations genérées par un passage des billes sur un défaut localisé sur la
bague interne d’un roulement, Randall et al [29] et Bouguerriou et al [30] appliquent la SAS
pour traiter le probléme. Depuis ces travaux pionniers en separation de sources, ce domaine
de recherche a pris une importance grandissante au point ou un workshop annuel lui est dédié
(ICA Workshop). Néanmoins, ces méthodes de séparation de sources supposent implicitement
gue le modele d’observation (mélange instantané/convolutif ou linéaire/non-linéaire) est exact
et que les données ne sont pas bruitées. En pratique, lors de I’application, ces méthodes se
heurtent a des difficultés car la réalité est souvent plus complexe. Il est donc impératif de
prendre en compte le bruit, ce qui entraine un probléme d’estimation de la matrice de
séparation et, méme si I’estimation est exacte, la restauration des sources est bruitée. Une
premiére étude sur I’influence du débruitage par ondelettes préalablement a la séparation a été
menée par Paraschiv-lonescu et al. [31] qui ont proposé le schéma de débruitage pré-
séparation. Ainsi, pour obtenir de bonnes performances dans des environnements fortement
bruités, les observations sont débruitées en appliquant un seuillage doux avant d’appliquer
I’algorithme de séparation de sources. Une amélioration de la méthode existante peut étre
apportée en ajoutant apres la séparation un débruitage post-séparation. Cette amélioration
permet de compléter le débruitage pré-séparation dans le cas ou on aurait fait le choix de ne
pas trop débruiter les observations afin de ne pas perdre trop de signal ce qui serait nefaste
pour I’estimation de la matrice de séparation. En effet, un débruitage pré-séparation trop
énergique risquerait de modifier la structure du melange et de nuire a la qualité de I’estimation
de la matrice de séparation. En fin, pour conclure, nos contributions dans le cadre de ce travail
s’articulent sur I’achévement de la démarche suivante: Pour résoudre le probléeme le manque
de précision et de résolution dans des méthodes temps-fréquence, nous développons une
nouvelle approche basee sur la recherche de la meilleure base de décomposition permettant
une representation parcimonieuse du signal vibratoire impulsionnel. Particuliérement, nous
nous intéresserons a son intégration dans des problémes inverses. A partir de ces problemes
inverses, on verra comment une approche par I'utilisation des représentations redondantes,
alliée au principe de parcimonie par son utilisation comme source d’a priori, permet
d’attaquer ces problemes en vue de leur inversion. Dans un second lieu, nous exposerons le
formalisme général du probléme de débruitage dans le domaine des transformées en
ondelettes en présence d’un bruit additif gaussien. Ainsi, deux types d’approches seront
introduites : I’approche classique de type estimation non-paramétrique (seuillage de
coefficients) et I’approche bayésienne basé sur des modéles statistiques adaptés a la
modélisation des coefficients. Nous traitons le choix du seuil pour la séparation entre les
coefficients qui seront attribués au bruit et ceux qui seront attribués au signal. Ensuite, dans le
contexte Bayésien et afin de reconstruire le signal non bruitée, il est nécessaire d’imposer des
contraintes sur la solution reconstruite, ce qui consiste a choisir un modele a priori
leptokurtique. Pour conclure cet état de I’art, nous avons proposé un bilan comparatif entre
ces deux types d’approches tout en soulignant leurs limitations.
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En dernier, afin de pouvoir séparer les effets des différentes sources excitatrices qui se
combinent au niveau des mesures, le probleme de la séparation aveugle des sources bruitées
(SAS) a éte abordé comme extension naturelle du cadre du débruitage traité dans le chapitre
précédent. Plusieurs ingrédients seront empruntés aux chapitres précédents notamment ceux
traitant de la modélisation et la parcimonie des sources. L’approche adoptée dans le cadre de
ce travail repose sur un traitement post opératoire qui combine I’utilisation de la parcimonie
comme source d’a priori pour les signaux impulsionnels et I’approche Bayésien. Cette
méthode présente I’avantage de pouvoir adapter le débruitage post-séparation, opérés
individuellement sur chaque signal, a la nature des sources recherchées et tire profit du fait
gu’on posséde plus d’information sur les sources recherchées que sur la nature des mélanges
observes.

1.4 Organisation de la these

Comme on vient de voir, cet état de I’art comporte une breve revue historique suivie par une
bibliographie des méthodes temps-fréquence et temps-échelle pour la surveillance des
machines. L’objectif du travail et I’organisation de cette thése sont également définis dans ces
pages. Dans le chapitre 2 les avantages et les inconvénients des méthodes traditionnelles de
diagnostic des machines sont soulignés et la nécessité d’appliquer des méthodes temps-
fréquence est discutée par quelques exemples. L’application de la méthode de la transformee
de Fourier a fenétre glissante et de la distribution de Wigner-Ville au diagnostic de machines
sont également présentéees dan ce chapitre, il s’agit de rappeler I’interét de telles
transformations en insistant sur les problemes pratiques posés par leurs mises en ceuvre et
leurs interprétations. On discute particulierement le choix des fonctions de lissage a utiliser
pour obtenir des performances supérieures de la distribution de Wigner-Ville comparée a la
transformée de Fourier a court terme. Le chapitre 3 présente I’application de la transformée
en ondelettes dans le domaine du diagnostic des machines. Les avantages et désavantages de
cette méthode sont montrés par quelques exemples. De plus les fondements mathématiques de
I’analyse multi-résolution et les avantages d’une telle décomposition sont détaillés. Nous
verrons que I’analyse multi-résolution permet de mettre en relief les échelles caractéristiques
d’un signal en le décomposant dans la base des fonctions d’ondelettes. Le quatrieme
chapitre de ce manuscrit constitue une introduction a la parcimonie. Il permettra de mieux
appréhender ce domaine et fournira ainsi les outils nécessaires au développement des
algorithmes proposés dans ce manuscrit. Particulierement, nous nous intéresserons a son
intégration dans des problemes inverses. A partir de ces problemes inverses, on verra
comment une approche par I’utilisation des représentations redondantes, alliée au principe de
parcimonie par son utilisation comme source d’a priori, permet d’attaquer ces problemes en
vue de leur inversion. Dans le cinquiéeme chapitre de cette these, nous exposerons le
formalisme général du probleme de débruitage dans le domaine des transformées en
ondelettes en présence d’un bruit additif gaussien. Ainsi, deux types d’approches seront
introduites : I’approche classique de type estimation non-paramétrique (seuillage de
coefficients), ou nous traitons le choix du seuil pour la séparation entre les coefficients qui
seront attribués au bruit et ceux qui seront attribués au signal et I’approche bayésienne basé
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sur des modeles statistiques adaptés a la modélisation des coefficients. L’inférence
Bayésienne consiste a estimer le signal inaccessible et non observé x a partir de sa version
dégradée observée y en exploitant la loi a priori sur x et la loi conditionnelle de y sachant x
déduite généralement de I’équation de dégradation. Ceci est accompli en minimisant un risque
moyen au sens de la loi conditionnelle a posteriori de x/y. Typiquement, le risque
quadratique correspond a I’estimateur du maximum a posteriori (MAP) et nécessite de
résoudre un probleme d’optimisation. De facon plus générale, bon nombre de problémes en
traitement de signal se raménent a la formulation d’une énergie que I’on doit minimiser, cette
énergie possédant un terme d’attache aux données et un ou plusieurs termes de régularisation.
Cependant, dans le contexte Bayésien, il est nécessaire d’imposer des contraintes sur la
solution reconstruite, ce qui consiste a choisir un modele a priori adaptée. L’une des
hypothéses les plus abondamment adoptées est celle ou le signal d’intérét est supposé a priori
Gaussien, et ou le bruit est additif blanc Gaussien indépendant du signal utile. Ce modéle est
toutefois tres simplificateur des situations reelles et ne refléte ni la complexité des proprietés
statistiques des signaux naturelles, ni celle des dispositifs d’acquisition rencontres en pratique.
Il apparait donc crucial d’établir a la fois un modele approprié du signal de dégradation (du
bruit), mais aussi de concevoir un a priori de type leptokurtique le plus subtile pour capturer
des propriétés statistiques complexes du signal que I’on veut récupérer. Pour conclure cet état
de I’art, nous avons proposé un bilan comparatif entre ces deux types d’approches tout en
soulignant leurs limitations. Dans le sixiéme chapitre, le probleme de la séparation aveugle
des sources bruitées (SAS) a été abordé comme extension naturelle du cadre du débruitage
traité dans le chapitre précédent. Plusieurs ingrédients seront empruntés aux chapitres
précédents notamment ceux traitant de la modélisation et la parcimonie des sources.
L approche est basee sur I’analyse en composantes indépendantes (ACI). Cependant, avant
d’entamer cette approche, il nous a semblé utile de passer en revue au préalable I’état de I’art
du probleme de la SAS qui ne peut étre exhaustif. Nous rappelons le probléme de la SAS et
les éléments qui s’y rattachent, la modélisation du mélange, I’objectif et les difficultés de la
résolution de ce probléme. Ensuite une approche post opératoire qui combine I’utilisation de
la parcimonie comme source d’a priori pour les signaux impulsionnels et I’approche Bayésien
est introduite. Cette méthode présente I’avantage de pouvoir adapter le débruitage post-
séparation, opérés individuellement sur chaque signal, a la séparation des sources recherchées
et tire profit du fait qu’on posséde plus d’information sur les sources recherchées que sur la
nature des mélanges observeés.
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Chapitre II

Synthése des méthodes
temps-fréquence pour
Panalyse des signaux de
vibrations
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Chapitre 2

Synthese des méthodes temps-

fréquence pour I'analyse des

signaux de vibrations

Résumé

Dans ce chapitre, la théorie des méthodes temps-fréquence est brievement expliquée et des
exemples sur des signaux simulés et des signaux réels a partir de banc d’essais des paliers a
roulement défectueux sont analysés. L’objectif est d’étudier, comparer et modifier les
techniques de représentation temps-frequence a savoir: la transformee de Fourier a fenétre
glissante (STFT) et la distribution de Wigner-Ville (WVD). Les avantages et les inconvénients
de ces méthodes sont également expliqués et des solutions pour améliorer leurs performances

sont exposées.
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I1.1 Introduction

La manifestation initiale d’un défaut dans une machine peut produire des phénomeénes
transitoires dans le signal de vibration. Le passage d’une bille sur un défaut localisé sur I’une
des pistes d’un roulement, le contact a I’engrénement d’une dent endommagée avec d’autres
dents dans un réducteur sont des exemples de problémes industriels bien connus générant des
événements transitoires. Les méthodes d’analyse des vibrations dans le domaine fréquentiel,
telles que le spectre de puissance, atténuent par moyennage, les événements transitoires et de
ce fait ils n’apparaissent pas clairement dans les lignes spectrales. Les méthodes d’analyse
dans le domaine temporel sont également utilisées pour analyser des signaux transitoires,
mais I’information concernant la fréquence des différents composants de la machine est
perdue. Ainsi, il apparait, par conséquent, nécessaire d’utiliser de nouvelles techniques qui
combinerait I’information fréquentiel et les variations d’amplitude dans le temps. Dans ce
chapitre, la théorie des méthodes temps-fréquence est brievement expliquée et des exemples
sur des signaux simulés et des signaux réels a partir de banc d’essais de paliers a roulement
défectueux sont analysés. L’objectif de ce travail, tel qu’il avait été défini au départ, consiste a
évaluer I’apport des représentations temps-fréquence (TF) a I’analyse des signaux vibratoires
et par la méme, a la compréhension des phenomenes physiques sous-jacents conduisant ainsi
a la sélection et I’interprétation physique des composantes significatives.

11.2 Origine des analyses temps-fréquence

L analyse de Fourier demeure encore aujourd’hui un outil incontournable dans le domaine du
traitement du signal. Plus encore, elle fournit un formalisme mathématique d’excellence pour
I’analyse des systéemes différentiels linéaires. Ceci s’explique par le fait que les motifs
analysants de Fourier, que sont les fonctions exponentielles complexes, forment naturellement
une base de vecteurs propres orthogonaux pour toute application différentielle linéaire a
coefficients constants. De facon intrinseque, cette analyse est tournée vers I’étude des
comportements stationnaires d’un signal. Par conséquent, un phénomeéne local intervenant
dans un signal sera décomposé en base de Fourier comme la superposition d’une infinité de
phénoménes stationnaires; I’événement local étant inextricablement intégré dans les
déphasages des fonctions sinusoidales. Dés lors il est devenu nécessaire de construire des
outils mathématiques plus sophistiqués permettant une analyse pertinente des phénomenes
transitoires des systemes non linéaires. En 1948, Wigner et Ville ouvrent la voie en proposant
la distribution de Wigner-Ville. Cette transformation intégrale associe a un signal
unidimensionnel un champ bidimensionnel de valeurs scalaires défini dans le plan temps-
fréquence. Les performances de cet outil se concentrent sur la localisation de fréquences pures
pour lesquelles la transformation de Wigner-Ville réalise une collocation. Les analyses en
ondelettes définies comme la transformation intégrale d’un signal par un ensemble de
fonctions analysantes corrélées, appelées atomes temps-fréquence, fournissent a la fois une
solution opérationnelle au probleme de la localisation d’événements transitoires mais
également a celui de la représentation efficace de signaux.
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1.3 Atome analysant temps-fréquence

Afin de se rendre compte du comportement fréquentiel instantané des signaux étudiés, une
fonction analysante ¥ € L>(R) doit posséder des propriétés de localisation fréquentielle et
temporelle adaptées a I’information qu’elle doit mesurer par le biais d’un produit scalaire. Les
quantités qui permettent d’apprécier les dispositions d’une telle fonction ¢ quant a I’analyse
d’un signal dans le plan temps-fréquences sont ses positions moyennes t,, et &, dans le
domaine temporel, respectivement dans le domaine fréquentiel, données par les relations :

— 1 2
Ty = IIIPIIZJR tly(t)|cdt (2.1)
1 ~ 2
= gmge ). MO as (22)

Ainsi que ces variances temporelles o, et fréquentielle o, données par les relations :

2 _ 1 _ 2 2
1 2 ~ 2
R e GO RIGIR 24

Ces derniéres caractéristiques géométriques sont contraintes par une loi naturelle, mise en
évidence par W. Heisenberg et traduite en des termes mathématiques dans le théoreme qui
suit. De termes, Gabor introduit la terminologie de logon ou atome temps-fréquence [32].

I1.4 Théoréme d’incertitude d’Heisenberg

Le principe d’incertitude permet de lier la durée d’un signal a sa largeur de bande. Il tire son
nom de la mécanique quantique, ou il exprime I’impossibilité de connaitre avec précision la
position et le moment cinétique d’une particule en mouvement. Son introduction en théorie du
signal, due a Gabor, traduit I’impossibilité d’avoir un signal dont les supports temporels et
fréquentiels sont arbitrairement petits. Le principe d’incertitude fournit alors une borne
inférieure sur I’encombrement TF d’un signal.

Theoréeme 2.1: Soient une fonction ¥ € L*(R,C) de variance temporelle o, et de
variance fréquentielle o;,,. Alors le produit des variances admet un minorant strictement
positif :

OryOgy = 1/4 (2.5)

L’égalité est obtenue dans le cas ou la fonction ¥ est un chirp de Gabor donnée par I’équation
(2.6).
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Un chirp est un signal concentré sur une fréquence instantanée qui varie dans le temps) :

PY() = ADe PO 5 w(©) =¢'(t) (2.6)

D’aprés ce théoréme, aucune fonction analysante ne peut fournir une collocation parfaite a la
fois en temps et en fréquence.

11.4.1 Théoréme de Paley-Wiener

Théoréme 2.2 : Soit une fonction ¥ € L?(R) non nulle et a support compact alors sa
transformée de Fourier 1 ne peut pas s’annuler sur tout un intervalle ; de méme si ¥ est non
nulle et a support compact alors y ne peut pas s’annuler sur tout un intervalle.

Cet argument sur la compacité des supports temporel et fréquentiel des fonctions de L?(R)
indique que des compromis sont impératifs et que I’évaluation d’une véritable fréquence
instantanée est impossible. En raison de ces deux théorémes, la localisation dans le plan
temps-fréquence d’une fonction analysante est alors évaluée en écart-type en définissant dans
le plan temps-fréquence un domaine, appelé ‘Boites de Heisenberg’ décrit par la définition
suivante.

11.4.2 Boite de Heisenberg

Soit une fonction ¥ € L?(R), alors on appelle boite de Heisenberg le rectangle du plan temps-
fréquence centré sur les postions moyennes temporelle 7., et fréquentielle &, dont I’aire est

definie par les variances temporelle o, et fréquentielle o; ;.

> 1
Fig. 2.1 Pavages du plan temps-fréquence (boites de Heisenberg)

L’inconvénient d’une telle représentation réside dans la largeur constante de la boite : toutes
les fréquences sont analysées avec la méme résolution. L’inégalité de Heisenberg-Gabor peut
donc étre vue comme une limitation mathématique qui interdit une localisation arbitrairement
petite dans les domaines temporel et fréquentiel.

1.5 Latransformée de Fourier a fenétre glissante (STFT)

La transformation de Fourier occupe une place privilégiée dans la théorie et le traitement des
signaux. Néanmoins, la nature méme de cette transformation ne peut donner d’un signal
temporel qu’une information fréquentielle globale dans laquelle toute notion de chronologie a
disparu : son champ d’application naturel est I’analyse des signaux stationnaires.
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X(w) = f T (et 2.7)

Ainsi, dés lors que I’on considere des signaux modulés ou des processus non stationnaires,
une analyse spectrale classique fournit une information moyennée sur la durée d’observation
et donc peu caractéristique de la structure instantanée du signal étudié. L’exemple représente
sur la figure (2.2) correspondant a un palier avec un défaut de roulement, ne peut étre
diagnostiqué avec certitude car la représentation fréquentielle fournit des pics situés aux
fréquences caractéristiques du défaut, dont les amplitudes du bruit dominent I’effet des
impulsions périodiques.

(a): Original Signal
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Fig. 2.2 (a) Signal temporel d’un palier avec défaut de roulement, (b) spectre de puissance associé

Une solution partielle a ce probléme, la plus intuitive, consiste a associer a un signal non
stationnaire une suite de transformées de Fourier a court terme en essayant d’adapter les
fenétres d’observation successives aux variations de structure du signal de telle sorte que les
hypothéses de stationnarité, limitatives de ce genre de méthode, soient localement satisfaites.
Pour permettre I’acces et la localisation des composants du signal, la transformée de Fourier
est modifié de sorte que pour chaque fraction temporelle, une transformeée de Fourier (FFT)
est appliquée. Le signal est découpé au moyen d’une fenétre h(t — b) ou I’indice b représente
le positionnement temporel de cette fenétre et donc le positionnement du spectre
correspondant. Cette nouvelle transformée appelée transformée de Fourier a fenétre glissante
(STFT: Short Time Fourier Transform) utilise une fonction fenétre pour localiser la sinusoide
complexe. Elle est définie comme suit :

F(b,w) = foox(t)h(t — b)e /@tqt (2.8)

L’expression h(t — b) est la fonction fenétre qui confine la sinusoide complexe e=/®t. On
peut utiliser plusieurs formes de fonctions pour définir la fonction fenétre, a savoir ; les
fenétres de : Hamming, Hanning, Cosinus, Kaiser, Gausse, ... La série de spectres ainsi
constitués représente une forme de transformée temps-fréquence du signal appelé
Spectrogramme. Ce traitement fait I’hypothese de stationnarité durant la durée de la fenétre h
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guelque soit la partie du signal considéré. La longueur de la fenétre est cependant choisie pour
respecter cette hypothése. Ce choix influence directement les propriéteés de résolution de la
décomposition ; plus la fenétre h est petite, plus la résolution temporelle est meilleure mais
plus la résolution fréquentielle est mauvaise. Si une haute réesolution fréquentielle est
nécessaire alors une longue fenétre temporelle h sera utilisée et il sera difficile de respecter
les hypothéses de stationnarité. La forme, la longueur de cette fenétre ainsi que le pas
d’incrémentation sont des parameétres fixés avant I’analyse. Il est présupposé une bonne
connaissance a priori du signal a analyser. Dans le cas ou il s’agit de la fonction fenétre de
Gausse, la STFT est appelée particulierement la transformée de Gabor et la fonction
analysante est appelée Gaborette, elle est définie par I’expression suivante :

1 t2 ’9
Vorl/4 €Xp " 202 (2.9)

Ou ; o est un parametre fixe qui indique la déviation standard de la fenétre de Gausse sur
I’axe de temps. Le produit de la fenétre et de la sinusoide complexe est appelé atome de
Fourier fenétré ou généralement atome temps-fréquence. Il est défini comme suit :

h(t) =

hsp(t) = h(t — b)e /@t (2.10)

La STFT est donc, le produit de convolution du signal x(t) et du conjugué de I’atome ; nous
obtenons ainsi :

F(b,f) =f x(t)h*rp(t)dt (2.11)

La transformée de Fourier a fenétre glissante (STFT) est le plus rapide et la méthode la plus
simple en termes de mise en ceuvre et de la représentation visuelle des résultats. Cependant, la
limitation de la taille de la bande passante imposée par la fonction de la fenétre signifie que si
nous voulons obtenir une meilleure résolution dans le temps nous devons sacrifier la
résolution en fréquence et vice versa. Le principe d’incertitude de Heisenberg-Gabor traduit
I’impossibilite d’avoir un signal dont les supports temporels et fréquentiels sont
arbitrairement petits. Il fournit alors une borne inférieure sur I’encombrement temps-
fréquence d’un signal. L’inegalité de Heisenberg-Gabor peut donc étre vue comme une
limitation mathématique qui interdit une localisation arbitrairement petite dans le domaine
temporel et fréquentiel. Les figures (2.4, 2.6 et 2.9) illustrent I’influence de la taille de la
fenétre sur la résolution fréquentielle et temporelle du spectrogramme associé.
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Fig. 2.6 Spectrogramme du signal simulé avec deux différentes largeurs de la fenétre temporelle
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Un autre exemple concernant un train d’impulsion artificiellement corrompu par un bruit
gaussien (figure 2.8) est utilisé pour tester I’efficacité du spectrogramme. Les impulsions
générées par des roulements a billes endommagés présentent souvent la forme représentée sur
la figure (2.7).

(a) : Original Signal (b) : Noised Signal
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Fig. 2.7 Impulsions simulées  Fig. 2.8 Impulsions simulées avec un bruit lourd

Les figures (2.9) et (2.10) montrent, respectivement, la STFT avec différentes largeur de la
fenétre h(t), du signal composé d’un train d’impulsions et le méme signal corrompu
artificiellement par un bruit gaussien. Les deux spectrogrammes ont été calculés en utilisant la
fenétre rectangulaire. Les spectrogrammes donnent une assez bonne description du
comportement du signal dans les deux cas. Cependant, une grande différence dans la
localisation temps-fréquence de la représentation STFT du signal est évidente si la largeur de
la fenétre change. La limitation de la bande passante imposée par la fonction de fenétre
signifie que si nous voulons obtenir une meilleure résolution dans le temps, nous devons
sacrifier la résolution en fréquence et vice versa.
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Fig. 2.9 Spectrogramme des impulsions simulées Fig. 2.10 Spectrogramme des impulsions bruitées

Toutefois, dans le cas d’un signal a composants multiples (figure 2.2a), en raison de la
mauvaise résolution temps-fréquence, les composants du signal recueilli a partir du banc
d’essais sont mal représentés sur le spectrogramme (figure 2.11). Donner une bonne
représentation de tous les composants du signal nécessite une bonne résolution en temps et en
fréguence, ceci ne peut étre réalisé en utilisant le spectrogramme.

Page | 27



Fréquences (Hz)
Fréquences (Hz)

0
0 05 01 015 02 0 25 0 3 0 35 0. 4 O 45 D 5 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45
Temps (s) Temps (s)

Fig. 2.11 Spectrogrammes du signal d’acquisition du palier avec défaut de roulement calculés avec
deux différentes largeurs de la fenétre temporelle h(t)

Une autre limitation est liée a I’utilisation d’une fenétre unique. Elle peut s’appréhender de
maniére intuitive en considérant un signal constitué de la somme de plusieurs objets TF
occupant des surfaces TF différentes. Les objets définissant une surface approximativement
identique a celle de la fenétre d’analyse seront bien localisés. Si, en revanche, tel n’est pas le
cas, les objets TF seront déformés par la fenétre d’analyse. Un résultat optimal nécessite alors
plusieurs fenétres de dimensions adaptées aux composantes du signal qui sont inconnues a
priori.

11.5.1 Adaptativité de la représentation temps-fréquence de type STFT

Il est démontré d’aprés les exemples illustrés précédemment que les représentations temps-
fréquence ne permettent de donner qu’une image relativement ‘subjective’ d’un signal, dans
la mesure ou celle-ci dépend de choix préalables (type de fenétre). Se pose donc le probleme
de la détermination de la ‘meilleure’ représentation pour un signal donné ou une classe
donnée de signaux, si tant est que cette notion ait un sens. Il ne s’agit cependant que de cas
tres particuliers, difficilement généralisables a des situations plus complexes. Nous nous
intéressons dans cette section a une approche adaptative, en cherchant donc a adapter a un
signal donné une fenétre appropriée, en fonction d’un critére a optimiser. Plus précisément,
nous considérons deux approches pour la sélection de la fenétre optimale dans le cas d’une
représentation de Fourier a court terme : I’'une exploitant des critéres d’adéquation de la
fenétre au signal étudie, I’autre des critéres de parcimonie de la représentation dans I’esprit
des algorithmes de (Basis Pursuit) [33]. Dans un cadre comme dans I’autre, le domaine
d’applicabilité de telles approches s’avere confiné a des classes de signaux simples qui
adaptent la représentation a des composantes isolées du signal analysé.

11.5.2 Criteres d’optimalité

L’adaptation de la représentation de Fourier a court terme est effectuée en sélectionnant parmi
une famille de fenétres données celle qui optimise un critére donné d’optimalité. On a souvent
recours aux deux familles suivantes de critéres, qui exploitent deux idées différentes :
I’adéquation (“‘matching’) de la fenétre au signal analyse, ou la parcimonie (‘sparsity’) de la
représentation obtenue.
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a. Criteres d’adéquation

La fenétre h est sélectionnée de maniére a ce que sa longueur “étalement” dans le plan temps-
frégquence soit le plus proche possible de celui du signal. Comme I’a montré W. Kozek [34],
cette démarche aboutit a une relation liant la fonction d’ambiguité de la fenétre a celle du
signal analysé. Dans les formulations les plus simples, la fenétre optimale est solution d’un
probléme d’optimisation du type:

2
h = arg max (K * |42, 14, ) (2.12)

ou A, est la fonction d’ambiguité du signal x et A, celle de la fenétre y.

+ o0

A (b, w) = j X(OF(t — T)e— 1o dt (2.13)

—00

La fonction d’ambiguité peut s’interpréter comme une corrélation TF puisqu’elle mesure la
ressemblance du signal avec sa version décalée en temps (7) et en fréquence (8). On appelle
donc la variable 7, le décalage temporel et la variable 6, le décalage fréquentiel. K est un
noyau de lissage bidimensionnel. Cette optimisation est alors effectuée numériquement.
L’extension au cas des signaux x aléatoires s’effectue en substituant a A, la ‘fonction
d’ambiguité moyenne’ E{A,}.

b. Critéeres de parcimonie

Ce critere concerne la recherche d’une fenétre qui rend la représentation la plus
parcimonieuse, c’est a dire telle que I’énergie du signal soit concentrée sur un petit nombre de
coefficients significatifs. Cette démarche est proche de celle utilisée dans des algorithmes de
choix de meilleure base [33]. Les mémes types de critéres peuvent étre utilisés, par exemple
des criteres d’entropie. Pour cela, on définit un spectrogramme normalisé p, du signal x par

IF,(r, )|

_ 2.14
22lxI2y 1P (219

Py (T, w) =

avec F, la transformée de Fourier a court terme du signal x calculée avec la fenétre y. p, est
alors une densité de probabilités. On introduit I’entropie de Shannon par

Hy)=- jf py (1, w) log (py(r, w)) drdw (2.15)

et I’entropie de Rényi par

Ro(y) = log (J:]- py (T, w)“ drdw> , a €(0,1) (2.16)

1—«a
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La recherche de la fenétre optimale est effectuée numériquement par I’optimisation
paramétrée  d’une des deux expressions suivantes: h = arg minH(y) ou
h = arg min R, (y).

11.5.3 Optimisation globale

Comme on a mentionné précédemment le domaine d’applicabilité de telle approche s’avere
confiné a des classes de signaux simples ; et il s’avere que cette approche est rapidement mise
en difficulté lorsque la composition temps-fréquence du signal se complexifie. La taille
optimale de fenétre dépend amplement du critere utilisé et des valeurs du parametre a dans le
cas de I’entropie de Rényi; des que le signal contient des composantes ayant des
caractéristiques temps-fréquence différentes. La fenétre ‘optimale’ résulte donc, d’un
compromis entre les différentes ‘composantes’ présentes dans le signal, et des valeurs du
parametre «, (les faibles valeurs de a ont tendance a privilégier la localisation temporelle,
alors que les grandes valeurs privilégient la localisation frequentielle). Ceci limite donc
I’intérét d’une optimisation globale de la fenétre pour ces signaux.

11.5.4 Optimisation locale dans le plan temps-fréquence

Lorsque I’optimisation globale n’a pas un sens bien défini, I’adaptation peut étre rendue
locale dans le plan temps-fréquence, limitant ainsi I’influence du critere utilisé. Apres
identification (et sélection) d’une région d’intérét du plan temps-fréquence, I’optimisation de
fenétre est effectuée en se limitant aux composantes correspondantes du signal. Plus
précisément, étant donnée une fenétre d’analyse initiale h, un signal correspondant x;, ¢, est
reconstruit par

1 .
= —_ Jjwt
Xp,0(t) > ||h||zj;1 Fr(b,w)h(t — b)e’“*dbdw (2.17)

et la recherche de fenétre optimale est effectuée comme précédemment, mais a partir du
signal xj, q, cette fois. De nouveau, la fenétre optimale pour la région est celle qui optimise le
critere choisi, et fournit une representation temps-fréquence pour le signal (complet) x, qui a
été optimisée pour une composante donnée de x. On affine ainsi la représentation non
seulement de la composante sélectionnée, mais aussi de toutes les autres composantes
présentant des caractéristiques similaires. Dans toutes les situations ou sont présentes des
composantes ‘séparées’, des calculs similaires a ceux présentés dans la section précédente
peuvent étre effectués. Essentiellement, dés qu’une composante peut étre isolée, les différents
criteres fourniront des resultats concordants pour la fenétre optimale. L’approche locale
présentée ici constitue une bonne alternative aux approches globales. Elle permet notamment
d’envisager, via des syntheses partielles de composantes que I’adaptation aura permis de
définir précisement, des représentations adaptatives faisant intervenir plusieurs fenétres
simultanément. En cela, elle offre une alternative simple et intéressante pour I’amélioration de
la résolution dans le plan temps-fréquence.
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11.6 La Distribution de Wigner-Ville
11.6.1 Introduction

Les représentations temps-fréquence permettant de caractériser un signal simultanément dans
les domaines temporels et fréquentiels, jouent un réle de plus en plus important pour I’étude
des signaux non stationnaires. De telles représentations se heurtent malheureusement a une
nécessité de compromis insurmontable entre les résolutions temporelle et fréquentielle. Dans
cet esprit, un regain particulier d’intérét se manifeste pour une transformation proposée en
mécanique quantique par E. P. Wigner. Cette transformation permet de définir ce que nous
conviendrons d’appeler la distribution de Wigner-Ville (DWYV) en référence et hommage a J.
Ville qui, le premier, introduisit cette méme notion en théorie du signal. En effet, elle apparait
comme une représentation temps-fréquence de base possédant des propriétés mathématiques
intéressantes. Elle fournit une décomposition temps fréquence sans aucune restriction sur les
résolutions temporelles et fréquentielles. Elle apparait tout a fait adaptée a I’analyse des
signaux non stationnaires puisque qu’elle ne nécessite pas d’hypothéses sur le signal lui-
méme. Un grand nombre de travaux ont permis d’apprécier son comportement théorique vis-
a-vis de certaines classes de signaux, son potentiel d’applications et ses particularités par
rapport a d’autres représentations de ce type. De plus, son application a des signaux physiques
et son interprétation dans le cas des problemes pratiques ont fait I’objet d’études récentes. La
DWYV transforme un signal monodimensionnel en une représentation bidimensionnelle. La
DWYV est maintenant bien connue mais, quoigque ses avantages aient été souvent remarqués,
certains des problémes d’interprétation qu’elle souléve ont semblé freiner son utilisation
effective comme alternative avantageuse aux analyses spectrales a court-terme classique. La
bilinéarité de cette transformée a des conséquences désastreuses qui se manifestent par
I’apparition d’interférences et d’énergies négatives dans la distribution temps-fréquence de
I’énergie du signal. Ces phénomenes sont remarquables lorsqu’il y a présence de deux
événements distincts en temps et en fréquence. Ce phénomeéne est totalement irréaliste d’un
point de vue physique et laisse entrevoir des difficultés d’interprétation de la DWV. C’est
pourquoi, afin d’extraire des résultats fiables, il est nécessaire d’éviter ces énergies négatives
par un post traitement qui affectera les propriétés de résolution de la transformée. On se
propose ici d’en présenter les principes de base ainsi que les modifications necessaires
conduisant a la possibilité d’une telle utilisation. On discute particulierement le choix des
fonctions de lissage a utiliser pour obtenir des performances supérieures a celles des méthodes
classiques a base de transformee de Fourier a court terme. L’ensemble de cette étude s’appuie
sur des résultats pour la plupart déja connus, le souci premier étant de les rassembler d’une
manieére homogene au service d’une présentation générale et d’un mode d’emploi de la
méthode.

11.6.2 Définition

Dans ce qui suit nous rappelons la définition de la DWV continue et les problémes liés a sa
discrétisation. La DWV continue associe a un signal temporel complexe d’énergie finie x(t)
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une fonction réelle W, (t, f) du temps t et de la fréquence f définie par I’'une des deux
définitions équivalentes suivantes :

W,(t, f) = %f_w x(t +%)x* (¢ —%) e~ 1277 g7 (2.18)
W, (t, f) =%f_wX(f+§>x* <f—§) ei2nét g (2.19)

Ou X (f) représente la transformée de Fourier de x(t). Cette distribution est bilinéaire, car le
signal est multiplié par lui méme. W, (t, f), appelée aussi, Distribution de Wigner-Ville
(DWYV) est une représentation énergétique du signal. Il nous parait important de mettre en
parallele les définitions de la DWV a partir du signal temporel x(t) et a partir de son spectre
X(f). En effet, leur similitude fait pressentir les roles duaux du temps ¢ et de la fréquence f
dans cette représentation. Ceci est mis en evidence par I’examen des propriétés de la DWV
dont nous rappelons ici brievement quelques-unes de ces propriétés.

11.6.3 Propriétés

Les propriétés importantes pour I’analyse des signaux sont essentiellement la résolution TF et
I’interprétabilité. C’est donc sur celles-ci que nous focaliserons notre attention. Les propriétés
supplémentaires ne sont pas présentées ici. La résolution TF de la distribution de Wigner-
Ville est excellente. La distribution de Wigner-Ville préserve I’encombrement d’une
gaussienne défini par le principe d’incertitude. Dans ce sens, elle possede donc une résolution
TF maximale [35]. Neanmoins, On ne peut pas garantir la positivité de la distribution de
Wigner-Ville en toute généralité. Cette non-propriété engendre des problémes
d’interprétation. Ainsi une valeur négative de la distribution de Wigner-Ville invalide
I’interprétation physique directe d’énergie du signal en ce point. D’autre part, les résultats
fournis par la distribution de Wigner-Ville sont trés satisfaisants dés lors qu’on considére un
signal mono-composant de géométrie TF simple. En revanche, dés qu’il s’agit de signaux
multi-composants ou de géométrie TF plus compliquée, la distribution de Wigner-Ville fait
apparaitre des termes d’interférence. Ces termes sont localisés dans le plan TF a des endroits
ou les signaux qui les engendrent n’ont pas d’énergie. De ce fait, ils compliquent notablement
I’analyse jusqu’a la rendre pratiqguement impossible. Le mécanisme des interférences sera
présenté plus en détail au paragraphe 11.6.4.

e Conservation d’énergie : La DWV est une fonction réelle répartissant I’énergie d’un

signal dans le plan temps-fréquence. En intégrant la DWV de x(t) sur I’ensemble du plan
temps-fréquence on obtient I’énergie de x(t) :

E, = jf:m(t,f)dtdf = J_O:le(t)lzdt (2.20)
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Ce qui explique que I’on tende a interpréter la DWV comme la densité d’énergie du signal
dans le plan temps-fréquence.

e Propriétés Marginales: Ses distributions marginales s’identifient a la puissance
instantanée et a la densité spectrale de puissance du signal :

f W, (t, f)df = |x(D)]? 221)

f W,(t, fdt = |[X(F)[2 2.22)

Toutefois, il est démontré que toutes les propriétés de la DWV continue n’étaient pas
préservées par discrétisation du fait de problemes de recouvrements. Ceci a conduit ainsi les
auteurs a proposer de nouvelles définitions permettant de conserver les propriétés de la DWV
continue. La prise en charge de ces remarques a permis d’introduire une version de la DWV a
la fois discréte en temps et en fréquence, définie par I’une des deux définitions équivalentes :

N-
1
W(n,m)——Nz z,_.e TN (2k —n) (2.23)

=t
W(n,m) =—

inn/N _
o (2l —m) (2.24)

ZlZT*n 1€

g

Ou N est le nombre d’échantillons, zy, z4,...,zy_4 (resp. Zy, Z4,...,Zy_1) du signal (resp. le
spectre) discret et ou les indices sont considéres modulo N . Considérant cette définition, la
plupart des propriétés de la DWV continue sont préservées.

11.6.4 Meécanisme des interférences

Malgré les propriétés souhaitables de la distribution de Wigner-Ville, il s’avere quelle n’est
pas en mesure de produire une représentation satisfaisante de signaux multi-composants en
raison de la présence de termes croisés. Le mécanisme des interférences est en fait inhérent a
la nature bilinéaire de la distribution de Wigner-Ville. La bilinéarité de la DWV crée dans le
plan temps-fréquence des termes d’interaction sans signification physique immédiate selon le
principe de superposition quadratique qui est défini comme suit:

Wesy @& f) = We(t, ) + W, (&, f) + 2R (W, (¢, )} (2.25)

Wyy(t, f) = i x(t +£) y* (t —E)e‘iznﬁ drt (2.26)
o 2 2

Les deux premiers sont les distributions de Wigner-Ville des signaux x(t) et y(t) que I’on
désigne par auto-termes et le troisieme, qui provient de [I’interaction entre les deux
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composantes x(t) et y(t), constitue le terme d’interférence. Ce principe peut étre généralisé a
N composants. Les termes d’interférence compliquent la lecture de la représentation de
laDWYV. Les interférences présentes dans la DWYV rendent difficile I’interprétation du signal.
Cependant, si on se fixe comme objectif la construction d’une distribution TF a interférences
réduites, il convient dans un premier temps de comprendre le mécanisme de création des
interférences, pour étre a méme, dans un second temps, de choisir le noyau de maniére
adéquate par un lissage approprié. Une étude attentive de ces limitations indique en fait
guelles modifications apporter a la DWV pour rendre son utilisation plus souple et ses
résultats plus facilement interprétables. Les figures ci-dessous montrent I’effet de ‘termes
croisés’ dans la DWV. La figure (2.12) montre la DWV du signal composé d’un train
d’impulsions et la figure (2.13) le méme signal corrompu artificiellement par un bruit
gaussien. D’autres impulsions ont été ajoutées au signal dans les deux cas. Bien qu’il y ait une
bonne représentation du comportement des deux signaux. Le seul avantage évident que la
DWYV a sur la STFT est sa meilleure résolution temps-fréquence. La concentration de
I’énergie a la fréquence instantanée et d’autres propriétés souhaitables théoriquement fait de
la DWV également un outil préféré a la STFT dans de nombreuses applications de traitement
du signal.

Frequency
. N N w w
@ S & 8 &
3 3 3 3 3
3 3 3 3 3

H
1]
S)
3

i g £ i
o 0.06 0.08

0.02

0.02 . 0.06 0.08 0.1 0.12
Time Time

Fig. 2.12 WVD des impulsions simulées Fig. 2.13 WVD des impulsions bruitées

11.6.5 Lissage de la distribution de Wigner Ville

L approche la plus cohérente pour la réduction des termes d’interférences consiste a utiliser
les connaissances disponibles sur leur mécanisme de création pour développer une stratégie
appropriée. Compte tenu de I’aspect oscillant des termes d’interférences, une piste peut étre
exploitée en lissant la distribution de Wigner-Ville par un filtre passe-bas bidimensionnel. Un
exemple typique est donné par la distribution de Choi-Williams [3]. Néanmoins, le point de
vue adopté dans cet article, pour la réduction des interférences, consiste a définir un lissage
fixe dont I’action est identique en tout point TF en ne privilégiant aucune orientation donnee
dans le plan TF. Une autre alternative consiste a paramétrer une fonction de lissage (ou un
noyau), et a déterminer pour chaque point TF, la valeur optimale selon un critéere donné, du
parameétre libre. Dans ce sens, on peut parler d’une adaptation locale du lissage.

C.(t, f,F) = ff W, (¢, f)F(t -t f — f)dtdf (2.27)
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ou F est une fonction de lissage normalisée avec ff_wooF(t, f)dtdf = 1. Selon les propriétés

bidimensionnelles de cette fonction, la distribution de Wigner-Ville lissee (DWVL) diminue
les niveaux d’énergies négatives et fournit suivant les cas une distribution d’énergie
complétement positive. Cette condition est souhaitée quel que soit le signal. D’un autre cote,
le lissage doit préserver le caractére local du signal. Des compromis sont alors a trouver. Le
noyau gaussien suivant est souvent utilisé comme fonction de lissage de la DWVL:

F(t,f) = exp—(yt)? exp —(2n5f)? avec y6 =1 (2.28)

La encore, les propriétés de telles représentations ont été abondamment discutées pour
traduire sur la fonction F les contraintes imposées par I’utilisateur ; nous n’y reviendrons pas
ici. Le point important est qu’on peut montrer que la représentation ainsi formulée définit la
classe la plus générale des représentations énergétiques bilinéaires admissibles, sous la seule
contrainte d’invariance vis-a-vis des translations dans le plan temps-fréquence. En revanche,
ceci permet de retrouver la plupart des représentations proposées antérieurement comme cas
particuliers. Citons le cas des spectrogrammes, pour lesquels la fonction de lissage de la DWV
s’identifie par la fenétre d’observation temporelle :

Fs(ti f) = Wh(ti f) (229)

2

foox(u)h*(t —u)e~i@uqy (2.30)

Cx(t: f) Eq) =

Le choix d’une pondération détermine donc crucialement la méthode d’analyse retenue
comme approximation lissee de la DWV initiale. De plus, les propriétés de la représentation
résultante sont en un sens résumées dans la pondération choisie, ce qui, en retour, guide dans
le choix de cette derniére. En tout état de cause, quelque soit I’approche retenue, il convient
de souligner que le lissage imposé pour la réduction des interférences se traduit en
contrepartie par une perte de resolution TF. On sait bien que les méthodes du type
spectrogrammes sont fondamentalement limitées par la nécessité d’un compromis entre les
résolutions temporelle et fréquentielle: améliorer la résolution fréquentielle ne peut se faire
gu’au prix d’un élargissement de la durée d’observation, i.e. d’une diminution de la résolution
temporelle dans une situation non stationnaire. Ceci provient directement du fait que la
fonction de lissage associée a la DWV (fenétre d’observation), posséde une repartition
temporelle et fréquentielle ne pouvant étre contrélée séparément. On montre en effet que,
pour tout signal h d’énergie unité sur toute la durée T, I’inégalité d’Heisenberg-Gabor se
traduit sur la DWV par la relation :

[s¢) _ 2 1
J:]-_OO (tT—:O)-I—TZ(f—fO)Z Wy (t, fdtdf Z% (2.31)

Ou t, et f, sont le temps et la fréquence moyennes du signal h. Les résolutions temporelles et
fréquentielle étant ainsi liées.
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11.7 Conclusion

Dans ce chapitre, les idées principales de I’analyse temps-fréquence (TF) sont présentées, et
I’intérét d’une telle approche est justifié sur la base du modele des signaux vibratoires utilisés.
En comparant les résultats obtenus a partir de I’analyse des différents signaux de vibration,
nous pouvons conclure que: L’analyse temps-fréquence présente des avantages certains
comparee a I’analyse des vibrations séparément en fonction du temps ou dans le domaine
fréquentiel. Ces avantages font de cette méthode un outil intéressant dans la surveillance des
machines. Par ailleurs, la STFT peut donner une représentation satisfaisante d’un signal dans
le plan temps-fréquence a condition qu’une longueur appropriée de la fenétre temporelle soit
choisie pour découper le signal. Le probleme d’amélioration de la résolution indispensable a
la lisibilité de la représentation STTF y est aussi étudié. Pour pallier les inconvénients de
manqgue de preécision, il est proposé I’introduction un noyau (atome) optimal. A notre sens,
ceci est actuellement ce qui fournit le meilleur compromis entre la qualité des resultats et le
colt de calcul. Cette approche a cependant des limitations qui sont également mises en
évidence. D’autre part, les résultats expérimentaux obtenus de I’analyse des signaux
synthétiques bruités, montrent que le seul avantage évident de le DWV comparée a la STFT
est sa meilleure résolution temps-fréquence. La concentration de I’énergie a la fréquence
instantanée et d’autres propriétés théoriques souhaitables font de la DWV également
préférable a la STFT. L’ensemble des propriétés de la DWV confere a la transformation de
Wigner-Ville un réle central comme outil d’analyse dans le plan temps-fréguence. A I’instar
de toute methode, son utilisation nécessite cependant des précautions d’emploi et
d’interprétation. On a essayé ici de cerner I’essentiel de celles-ci, justifiant a la fois les
limitations propres des analyses a court terme classiques et I’introduction pour la DWV d’une
approximation satisfaisante et souple d’emploi: la DWVL. Celle-ci, outre le fait qu’elle
exploite au mieux les deux degrés de liberté du plan temps-fréquence, permet une justification
simple de ses bonnes propriétés de résolution, guidant ainsi dans le choix des parametres
d’analyse. D’une maniere un peu schématique, on peut considérer que la transformation de
Wigner-Ville permet de dépasser les limitations propres aux traitements linéaires de situations
non stationnaires, en forcant en quelque sorte une ‘stationnarisation’ locale par une opération
non linéaire. Le prix a payer pour cette derniére (valeurs négatives de la représentation et
termes d’interférence) peut alors étre minimisé par un choix adéquat des lissages appropriés.
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Chapitre 3

Décomposition en ondelettes et
analyse multi-résolution (AMR)

Résumé

La transformée en ondelettes permet de réaliser une analyse des structures locales d’un
signal avec un zoom qui déepend de I’échelle considérée. Les fondements mathématiques de
cette étude sont développés dans ce chapitre, dans lequel sont détaillés le principe de base de
I’analyse et les avantages d’une telle décomposition. Ce chapitre, essentiellement
bibliographique, introduit successivement les éléments fondamentaux des analyses en
ondelettes et des analyses multi-résolutions (AMR). Une attention particuliére est portée sur
les fonctions analysantes et aborde successivement les analyses en ondelettes continues puis
les analyses en ondelettes discrétes. Nous verrons que I’analyse multi-résolution permet de
mettre en relief les échelles caractéristiques d’un systéme en le décomposant dans la base des
fonctions d’ondelettes. La transformée en ondelettes s’est avérée particulierement utile pour
I’analyse des signaux qui sont considérés apériodique, bruités, intermittents, transitoires, et
autres. Sa capacité d’examiner le signal simultanément dans le plan temps-fréquence est bien
meilleure de celle des autres méthodes traditionnelles telle que la transformée de Fourier a
court terme (STFT).
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I11.1 Introduction

Les premiers travaux concernant I’analyse en ondelettes sont accordés a Morlet qui en 1975,
dans ses recherches, tente d’apporter des réponses a la localisation de couches pétroliféres. Il
se trouve confronté a la difficulté d’identifier la composition fréquentielle instantanée d’un
signal. L’outil phare de I’époque se trouve étre I’analyse de Fourier particulierement bien
adaptée a I’analyse des phénomenes stationnaires mais qui n’apporte pas de réponse
satisfaisante quant a I’étude d’événements transitoires comme les réflexions d’une onde de
choc sur une frontiére entre deux couches de sol. Dans ses recherches sur I’identification de
phénomeénes transitoires, Morlet envisage dans un premier temps de travailler sur le signal lui-
méme en considérant des fenétres de plus en plus restreintes pour réaliser une étude de plus en
plus locale mais sans succes notable. Dans un second temps, il s’inspire des travaux de Gabor
proposant une analyse de Fourier a fenétre glissante dans laquelle les limitations temporelles
sont appliquées au signal analysant. Quoique pertinente a I’époque, I’analyse de Gabor
souffre cependant d’une imprécision de localisation en temps relative aux événements de
fréquences élevées ainsi que de I’absence d’une propriété d’involution (analyse/synthése)
classique aux analyses de Fourier. Morlet entreprend alors de développer des motifs
analysants résolument tournés vers I’analyse et la synthése d’événements transitoires. En
basant sa stratégie de recherche sur la construction de motifs analysants caractérisées par un
nombre d’oscillations donné dans une fenétre temporelle, en effectuant des dilatations et des
translations du support d’une unique fonction de référence. Ainsi, Morlet, aidé de Grossmann,
donne naissance au concept d’ondelettes. Les analyses effectuées avec de tels motifs lui
fournissent a partir d’un signal unidimensionnel un champ de valeurs bidimensionnel a partir
duquel il peut reconstruire le signal via une intégrale double. Cette stratégie de construction
de fonctions analysantes permet de décrire continment le plan temps-fréquence et
d’envisager la complétude d’une analyse de L?(R). Une analyse en ondelettes peut étre
pergue comme un microscope mathématique. La puissance de résolution de ce microscope
dépend alors d’une unique fonction a partir de laquelle vont étre construits les atomes temps-
fréquence fonctionnant comme les messagers de I’information transitoire siégeant dans un
signal. Au dela d’un formalisme de transformation intégrale, les véritables contributions
apportées par la prolifique littérature ondelette sont les définitions de ces fonctions alors
adaptees a des problémes preécis. Leurs facultés a ne pas percevoir les mouvements constants
leur ont données cette dénomination d’ondelette. Le colt et la précision des calculs mobilisés
limitent néanmoins les performances de I’outil. En 1985 Jean Morlet, motivé par la détection
de singularité dans des signaux sismiques, et aidé par un mathématicien, Alex Grossman
formalisent le concept mathématique d’ondelettes et donnent un nouvel élan aux analyses en
ondelettes en définissant le cadre des analyses multirésolutions des ondelettes orthogonales.
La formalisation de I’analyse a été faite ensuite par quelques mathématiciens jusqu’aux
travaux en commun de Stéphane Mallat (motivé par des considérations pratiques en imagerie)
et Yves Meyer qui ont généralisé I’analyse en ondelettes a I’analyse multirésolution basée sur
une hiérarchie d’espaces d’approximation imbriqués, ce qui a conduit a des algorithmes
rapides réalisant la transformée discréte en ondelettes. Puis Ingrid Daubechies a généralisé
I’analyse multirésolution en proposant I’obtention de bancs de filtres de tailles finies
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conduisant a des ondelettes a support compact performantes numériquement. La découverte
de ces fonctions non analytiques, construites par des algorithmes récursifs rapides, marque
I’avénement des I’analyses multirésolutions dyadiques engendrées par les ondelettes a support
compact. Les quelques personnalités, J. Morlet, A. Grossmann, Y. Meyer, S. Mallat, I.
Daubechies et A. Cohen constituent le tronc fondamental de la ‘Saga Ondelettes’ a partir
duquel la génealogie des auteurs ayant contribués a cet édifice se ramifie a la mesure de
I’intégration de I’outil ondelette dans les domaines de la science de I’ingénieur. Quelques
détails concernant I’histoire de cette épopée mathématique des années 1980-1990 se trouvent
dans I’ouvrage de vulgarisation en Ref. [36]. Nous présentons dans ce chapitre les analyses
multirésolutions de type ondelettes. Cette présentation ne se veut pas exhaustive. Le lecteur
peut se référer a la Ref. [37] pour un tour plus complet du sujet. Quelques exemples
d’applications sont passés en revue. Les connexions, essentiels dans notre étude, sont
introduites a cette occasion et leurs expressions sont données pour aborder dans les chapitres
qui suivent, I’utilisation des ondelettes a des fins d’estimation des signaux vibratoires bruités.

I11.2 Ondelette analysante (Atome temps-fréquence)

Soit une fonction 1 € L*(R) de positions moyennes (ty, &) et de variances ( o,y g¢y,) 6t
fréquentielle finies, soient (a, b) € RT x R on appelle atome temps-fréquence le motif dilaté-
translaté 1, , tel que :

Var® == () (31)

1 . . . 7 \
avec = est un facteur de normalisation qui assure que i, , a une norme £, égale a 1. Alors la

boite de Heisenberg du motif dilaté translate y,;, définit un rectangle du plan temps-
fréquence centré sur le point (ar¢ + b, f/a) de résolution temporelle ao,, et de résolution
fréquentielle o; ,,/a. La figure (3.1b) représente respectivement les boites de Heisenberg d’un
atome temps-fréquence basse fréquence et d’un atome temps-fréquence haute fréquence.
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Fig. 3.1 (a) Pavages du plan temps-fréquence de la représentation en ondelettes (b) Boites de
Heisenberg d’un atome temps-fréquence 1, , basse frequence et d’un atome temps-fréquence
Yo prhaute fréquence
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Le parameétre b est un parametre de position de I’ondelette le parametre a est un parametre
d’échelle qui est inversement proportionnel a la fréquence.

e Sia > 1 (grand) I’ondelette sera plus étalée et correspondra a une fréequence plus faible, la
résolution devient alors bonne en fréquence et mauvaise en temps.

e Quand a < 1 (petit), I’ondelette sera plus contractée et correspondra aux frequences plus
élevées que celle de I’ondelette mere (figure 3.1b).

La transformation en ondelettes s’adapte aux fréquences étudiées : elle offre, a la fois, une
bonne resolution fréquentielle en basses fréquences et une bonne résolution temporelle en
hautes fréguences.

Remarque 3.1: On peut comparer les différents effets de la transformée de Fourier a fenétre
glissante et de la transformée en ondelettes sur les boites d’Heisenberg. La transformée de
Fourier a fenétre glissante choisit le centre de la boite, mais par contre, la forme et la surface
sont imposées : Pour la transformée en ondelettes, on choisit la localisation temporelle et la
forme de la boite tandis que la surface de la boite et la fréquence moyenne sont imposeées, la
surface de la boite est de toute fagon minorée par le principe d’incertitude d’Heisenberg ; par
contre la fréquence moyenne est liée a I’ondelette mere choisie.

111.3 Conditions d’admissibilité

Une ondelette est une fonction ¥(t) qui a la forme d’une petite onde localisée en temps et
doit satisfaire certains critéres mathématiques. Il existe un grand nombre d’ondelettes qui
peuvent étre utilisées dans I’analyse des signaux. La meilleure pour une application donnée
dépend en méme temps de la nature du signal et de I’information a extraire du signal. Les
criteres mathématiques que doit satisfaire une ondelette sont les suivants :

1. Une ondelette doit avoir une énergie finie :

E= f [ (t)|?dt < oo (3.2)

2. La condition d’admissibilité suivante doit étre satisfaite :

o |7 2
cl,,=jO %df<w (3.3)

Avec : (&) est la transformée de Fourier de ¥(t), i.e: (&) = fj;z/)(t)e“'“’tdt. Ce qui

implique qu’on doit avoir: (¢ = 0) = 0, autrement dit; I’ondelette y(t) doit avoir une
moyenne nulle. La constante Cy, est appelée la constante d’admissibilité.
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P(0) =0 < f Y(t)dt =0 (3.4)
R

3. Un critere additionnel pour les ondelettes complexes est que sa transformée de Fourier doit
étre réelle et s’annule pour les fréquences négatives.

Les ondelettes qui satisfassent les conditions d’admissibilité sont en fait, des filtres passe-
bande. Ceci signifie, en termes simples, qu’elles ne laissent passer a travers que les
composants d’une bande fine de fréquences.

Régularité : Une ondelette i est dite de classe C™, m € N si elle satisfait les propriétées
suivantes :

a. Y ainsi que toutes ses dérivees, jusqu’a I’ordre m, sont a décroissance rapide a I’infini.
b. f_zo thyp(t)dt =0pour0 <k <m

Ces conditions expriment respectivement la régularité, la localisation et le caractére oscillant
de I’ondelette. Aussi impose-t-on souvent des contraintes supplémentaires de regularité, de
décroissance rapide ou de compacité suivant le besoin [38].

I11.4 Transformée en ondelettes continue

De facon analogue a I’analyse de Fourier, les analyses en ondelettes réalisent la
transformation intégrale d’un signal donné par projection sur un ensemble (continu ou
dénombrable) de fonctions. Dans le cas des analyses en ondelettes, ces dernieres fonctions
sont toutes déduites par dilatation et translation d’une unique fonction de référence localisée
en temps et en fréquence. De telles analyses fournissent une caractérisation d’un signal donné
dans le plan temps-fréquence. Soit une ondelette v, on définit la transformée en ondelettes
continue d’un signal par I’application linéaire y,, donnée par la formule suivante :

1 (c
wwl@bh) == j O (e (3.5)

Cette transformation intégrale peut s’interpréter comme le produit scalaire d’un signal x(t)
de avec I’ensemble des atomes temps-fréquence vy, , obtenus par dilatation et translation
d’une ondelette admissible Y pour des coefficients de résolution a et de translation b. Cette
transformée est dite continue car c’est une fonction continue de paramétres de dilatation et de
translation et on verra que ces parameétres peuvent étre discrétisés; on obtient alors la
transformée en ondelettes discrete. La transformée en ondelettes continue renseigne sur le
comportement du signal autour du point b dans un voisinage (intervalle) de taille qui est de
I’ordre de a. Toutefois, le mécanisme d’analyse de I’information transitoire contenue dans le
signal x(t) par les atomes temps-fréquence s’explicite en remarquant que 1’ondelette i est un
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filtre passe-bande et que la voie de coefficients ondelettes x,,(a,.) s’exprime comme une
convolution du signal x(t) et du motif 1) dilaté a la résolution a. Le coefficient x,,(a, b) est
alors appelé coefficient ondelettes ou coefficient de détails de résolution a et de translation b.
L astérix (*) indique que le conjugué complexe de la fonction d’ondelette qui est utilisé. Les
parametres a et b permettent la dilatation (échelle) et la translation (retard) sur I’axe des
temps de I’ondelette. La transformés d’ondelette est appelée communément *microscope
mathématique’ qui peut ‘zoomer’ sur les composantes du signal par le biais du parametre de
I’échelle a et le déplacement le long de I’axe du temps par le biais du parametre b.

15
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I11.5 Formule d’inversion

Soity une ondelette qui en plus des propriétés oscillante et de normalisation, vérifie la
condition d’admissibilité, ce qui signifie que la transformeée en ondelettes posséde la propriéete
de conservation de I’énergie, c’est a dire qu’il n’y a pas de perte d’information entre la
fonction x(t) et sa transformée en ondelettes. Cette propriété est trés importante car elle
garantit que la transformée en ondelettes posséde des propriétes de stabilité. En partant d’un
signal qui a une caractéristique physique donnée (énergie finie), on obtient une fonction qui a
les mémes propriétés. La formule de synthese (de reconstruction) est définie par I’expression
suivante :

dadb

a?

20 = [ | x@ b (3:6)
Cela signifie que le signal d’origine peut étre reconstruit a partir de la transformee d’ondelette
par intégration sur I’ensemble des échelles et des localisations, a eth. Si on limite
I”intégration seulement sur une bande spécifique d’échelles a, alors on opere ainsi un filtrage
du signal original. Dans la pratique, il est parfois intéressant de faire une décomposition du
signal par une ondelette analysante g et de reconstruire le méme signal a partir d’une autre
ondelette h différente de g, dans ce cas nous avons :

La decomposition d’un signal x(t) avec I’ondelette g :

1 [~ t—>b
xy(a,b) = \/_E _wx(t)g (T) dt (3.7)

et la synthese avec une autre ondelette de reconstruction h :

x(t) = é j_ O; jo " (@ bh (%) deb (3.8)

La condition d’admissibilité dans ce cas sur les fonctions g et h (g, h € L?(R)) est donnée
par:
»g(5)h
Con = f %d{ < 4w (3.9)
0

I11.6 Base d’ondelettes

La transformée en ondelettes continue d’un signal est une représentation de celui-ci sur la

famille non dénombrable (zpa,b)wo Jeg » alors la famille (wa'b)a>0 ,cg ESt Une base continue

de L?(R). Cette représentation est continue et infiniment redondante [39]. La redondance
d’information est un désavantage en matiére de compression de données, elle est en revanche
trés appréciée en analyse des vibrations. Une telle propriété est fondamentale pour I’analyse
des données en particulier des vibrations ou la redondance d’information est souhaitable,
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comme nous le verrons plus tard, en plus une telle base conduit en théorie des ondelettes a
I’introduction de bases d’ondelettes orthogonales non redondante.

I11.7 Quelques propriétés
Linéarité : La transformée en ondelettes est linéaire, c’est a dire :
Xexs+8x, (@ D) = Xax, (@, b) + xpx,(a,b)  V(a,B) € C*, V(x1,x;) €R? (3.10)
Translation : Nous avons la relation de translation suivante :
Xz,x(a,b) = xx(a,b —b") (3.11)

Ou t,x désigne la translation de x par le vecteur b’ : 7,/ x(t) = x(t — b").

Cette propriété d’invariance par translation de la transformée en ondelettes continue est trés
importante dans I’analyse de certains signaux tels que les signaux de vibrations et les signaux
sismiques ou il est intéressant en pratique de faire une comparaison des transformées en
ondelettes du signal et le méme signal décalé dans le temps.

Dilatation : Pour une normalisation ¢;, de la famille d’ondelettes, nous avons la relation
d’invariance par dilatation :
Xsx(a,b) = xx(ka, kb) (3.12)

Avec 5, x(t) = x(kt)
I11.8 Transformée en Ondelettes Discrete

Dans les calculs pratiques, les variables a et b de la transformée en ondelettes continue ne
varient pas continument dans R, mais sont discrétisées, ainsi la transformée en ondelettes

discrete consiste a trouver une sous famille dénombrable (l/)aj,bk) de la famille

aj,bkelR

(¢a,b)a per & formant une base de L?(R). Deux algorithmes (rapides) sont envisageables :
e Onprend a; =2/,b, =k2/, jk €.

C’est I’algorithme de S. Mallat sur lequel nous reviendrons plus en détail dans le cadre de
I’analyse multirésolution.

e Onprenda; =2/,b, =k, jk €R.

C’est I’algorithme a trous, en raison de non orthogonalité des familles d’ondelettes, dans ce
cas, la transformée en ondelettes sera redondante et également invariante en translation. Un tel
algorithme est particulierement adapté aux applications ou la redondance est souhaitable.
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Morlet a proposé de construire des bases ou des frames de fonctions construites, en utilisant
une discrétisation logarithmique des coefficients a et b, selon le modele suivant :

1 [(t—kbyal
Pia(t) = —=y | —— (3.13)

’ J ay
aO

Ou les valeurs intégres j et k contréle la dilatation et la translation de I’ondelette. La
transformée d’ondelette d’un signal continu x(t), en utilisant les ondelettes discretes, est:

dix = f x(O; ()dt = f x(t) —1v(ay’t — kby)dt (3.14)

—0 —0 j
\‘ o

Dans le cas de la transformée d’ondelette discrete, les valeurs de d;, sont appelés les
coefficients d’ondelettes ou coefficients du détail. Pour déterminer la qualité de la
décomposition du signal dans I’espace des ondelettes, nous introduisons alors, la théorie des
frames qui fourni un cadre structurel pour I’étude des ondelettes discrets. Les frames
d’ondelettes sont construits par discrétisation des parameétres d’échelle et de translation
comme il a été introduit ci-dessus. La famille des fonctions d’ondelettes qui constitue une
frame est telles que I’énergie résultante des coefficients d’ondelettes auxquelles sont liés est
limitée dans une gamme de I’énergie du signal original, i.e.

AE< Y > |dul < BE (3.15)

m=—oon=—aw

Ou d; ) sont les coefficients d’ondelettes discrets, A et B sont les limites de la structure
(frame), et E est I’énergie du signal original x(t) . Les valeurs de A et B dépendent des
parametres ag, et b, choisis précédemment pour I’analyse. Si A =B la formule de
reconstruction du signal est la suivante :

o]

Z i d;j i () (3.16)

j== k==

x(t) =

o N TN

Cependant, si A = B =1 la famille d’ondelette définie ainsi constitue une base orthogonale.
Un choix commun de a, = 2et b, = 1 est largement utilisé en littérature. Le choix de
I’échelle logarithmique (puissance de 2) pour la dilatation et la translation défini la
transformée dyadique. Cette discrétisation permet la construction d’une base d’ondelette
ortho-normale. En substituant a, = 2 et b, = 1 dans I’équation d’ondelette, nous obtenons
I’expression suivante :

1 t —k2J . .
w;,k(t)=@¢( 57 >=2—1/2¢(2-1t—k) (3.17)
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111.9 L’analyse multirésolution (AMR)

Cette représentation débute par I’introduction des bases orthonormées d’ondelettes qui sont
associees ou non a la notion d’analyse multirésolution. Cette notion implique I’imbrication
d’espaces d’approximations, et elle permet de definir des algorithmes performants de
transformée en ondelettes rapides. Sans ces performances numeriques, les analyses
multirésolutions seraient beaucoup moins prisées. Les analyses multirésolutions de L2(R) ont
été définies par Mallat dans [40] et Meyer dans [41]. Elles correspondent a une suite de sous-
espaces emboités {V]} de L*(R), dits espaces d’approximation, vérifiant les propriétés
suivantes :

Espaces emboités: v € Vi V- cL*(R) (3.18)
Fermeture: NjezV; = {0}, U,ezV; = L*(R) (3.19)
Dilatation: Vx €V, x(2t) € Viyy (3.20)
Translation:

Vx €V, Vk € Z, x(t—k277) € V; (3.21)

Base orthonorme:
Vo€V, {@({t—k)}lxez formentune baseorthonormale de L*(R) (3.22)

Les espaces V; sont appelés espace d’approximation. L’approximation multirésolution de x a
la résolution 27/ est définie comme sa projection orthogonale sur I’espace V; . La propriété
(3.21) signifie que V; est invariant par toute translation proportionnelle a I’échelle 277 la
propriéte (3.20) garantit que la dilatation par 2 d’une fonction x de V; (donc le grossissement
par deux des détails) définit une approximation de cette fonction a I’échelle plus grossiére
PARARS

La théorie présentée par Meyer [41] et Mallat [40] permet de construire des fonctions
d’échelle ¢ dont les motifs translatés {x(t — k) },ez sont orthogonaux deux a deux. De telles
fonctions d’échelle, dites orthogonales, permettent alors la construction de bases
orthonormées pour les espaces d’approximation d’une analyse multirésolutions de L?(R).

Théoréme 3.1: Soit {Vj}jEZ une analyse multirésolutions de L*(R), alors il existe une unique

fonction ¢ (fonction d’échelle) dont les motifs {x(t — k)},ez forment une famille
orthonormale de L?(R) ; alors pour toute échelle j entiére les motifs dilatés-translatés
{¢j'k}kel forment une base orthonormée d’un espace d’approximation V; tels que :

vVt € R, ¢jp(0)= 27729277t —k) keZzZ (3.23)
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Ces motifs ont la propriété suivante :

f oo<l>o,o(t) dt =1 (3.24)

La fonction d’échelle peut étre convoluée avec le signal x(t) pour produire les coefficients
d’approximation, comme suit :

Sk = j X0 (£)dt (3.25)

—o0

Ces coefficients d’approximation a une échelle j sont appelés I’approximation discret du
signal a cet échelle.

I11.9.1 Approximation filtrée dans V;

Une approximation continue du signal a I’échelle j peut étre générée par sommation d’une
séquence des fonctions d’échelle factorisée par les coefficients d’approximation. Soient ¢ une
fonction d’échelle orthogonale admissible et x(t) une fonction de L2(R) ; alors on appelle
voie d’approximation a I’échelle j € Z, notée x;(t), la projection de la fonction x(t) sur
I’espace d’approximation V; admettant la décomposition en série suivante :

S
x;(t) = Z Sik Pjx(t) tel que jl_i)erx]-(t) = x(t) (3.26)
k=—x
Ou: Sjx =< x,¢x > L*(R) sont les coefficients de la transformée en échelle de la fonction
x calculés avec la fonction pére ¢ associés a la résolution 27/ et a la translation k2~/. Pour
une fonction d’échelle ¢ (filtre passe-bas) de variance fréquentielle o, les éléments d’un
espace V; relatifs a une échelle j € Z, sont a spectre a bande limitée de largeur 2/ en écart-
type. Les projections successives d’un signal x(t) sur les espaces V;, pour des échelles j
croissantes, permettent de compléter la voie d’approximation x; .; avec des détails
fréquentiels. Ces derniers signaux vivant entre deux approximations successives x; et x;j,q
sont appelés (voies de détails). Leur existence est associée a celle d’espaces de détails. On
definit alors, I’espace W; complémentaire de V; dans V;..; tel que V; @ W;.

111.9.2 Espace de détails de L?(R)

On appelle espaces de détails d’une analyse multirésolutions {Vf}jez de L?(R) la suite

{Wf}jez de sous-espaces de L?(R) vérifiant les propriétés suivantes :

Orthogonalité: VIiEZ Viya,=V,®@W, (3.27)
Superposition de détails : VvEZ, @W =V, ®W =L*(R) (3.28)
JEZ jzv
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Dilatation: Vx € W, o(2t) € Wiy, (3.29)

Translation: Vx €W, Vk € Z, p(t—k277) e W;  (3.30)
Base orthonormé:

Vo€ W, {@(t—k)lkez formentune baseorthonormale de L?(R) (3.31)
111.9.3 Base orthonormée de W;

Soit ¢ une fonction d’échelle admissible engendrant une analyse multirésolutions {Vj}jEZ
de L?(R), soit ¥ une ondelette admissible dont les motifs {x(t — k)};cz forment une famille
orthonormale de L?(R) alors, pour toute échelle j € Z, les motifs dilatés-translatés {zp]-,k}kez
forment une base orthonormee d’un espace d’approximation W; tels que :

vt € R, P (0)= 2772927Vt —k) (3.32)
De plus, I’ensemble {l/)j'k}kez forme un frame orthonormal de L*(R)

111.9.4 Voie de détails dans W;

Soient 1 une ondelette orthogonale admissible et x une fonction de L?(R) ; alors on appelle
voie de détails a I’échelle j € Z, notée d;, la projection de la fonction x sur I’espace de détails
W; admettant la décomposition en série suivante :

G© = D dithj®) (3:33)
k=—o0
Ou: djy =<x,9jx > L*(R) sont les coefficients de la transformée en ondelettes de la

fonction x, calculés avec I’ondelette 1, relatifs a la résolution 2/ et a la translation k/2/. La
formule de synthése mixte d’une fonction de L?(R), dans le cadre des analyses en ondelettes
continues trouve naturellement un équivalent discret dans le formalisme des analyses
multirésolutions. Les sommes continues de I’équation (3.8) cédent alors leur place a des
sommes discréetes définissant la superposition d’une voie d’approximation & une résolution
donnée et des voies de détails de résolutions supérieures. Soit (¢, ) un couple de fonctions
d’échelle et de détails admissibles, engendrant une analyse multirésolutions de L?(R)
déterminée par la suite d’espaces d’approximation {Vj}jEZ et la suite d’espaces de détails

{Wf}jez ; alors toute fonction x de L*(R) peut étre décomposée en la somme d’une voie

d’approximation x, (t) a une échelle v € Z et des voies de détails d;(t) aux échelles j > v
telle que:

x(0) = x,(t) + Z d;(t) (3.34)
j=v
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Nous pouvons conclure alors, a partir de cette derniére équation, que le signal original continu
est exprimé comme la combinaison de son approximation a une échelle donnee v et des
détails du signal a cette échelle. Nous pouvons alors, représenter le signal x(t) en utilisant des
séries d’expansion combinées de coefficients d’approximation et de coefficients d’ondelette
appelés coefficients de détail comme suit :

x(t) = Z Sum Bun(®) +§ Z by (8) (3.35)
n=—ow J=v k=—o

La discrétisation de la transformée en ondelettes continue, dans le cadre des analyses
multirésolutions, fournit un outil puissant permettant une analyse hiérarchisée des fonctions
de L?(R). De maniére trés synthétique ces derniéres peuvent étre décomposées en une voie
d’approximation agrégeant toutes les informations fréquentielles jusqu’a une résolution
donnée et la somme de voies de détails vivant aux résolutions supérieures. Cependant c’est en
mettant a jour des similitudes avec des algorithmes de traitement d’images et ceux de la
synthése de la parole [42] que Mallat [40] donne aux analyses multirésolutions leurs lettres de
noblesse. En s’inspirant de la théorie des filtres miroir en quadrature [43] ainsi que des
algorithmes de Burt et Adelson [44], il munit les analyses multirésolutions d’algorithmes
rapides pour le calcul des coefficients d’échelles et de détails ; les inscrivant alors
définitivement dans un contexte numérique. Le paragraphe qui suit en présente les notions
élémentaires.

I111.9.5 Théorie des filtres miroir en quadrature et algorithmes rapides de Mallat

Dans le cadre des analyses multirésolutions la paternité de la construction des espaces
d’approximation et de détails est accordée a la fonction d’échelle. Par ailleurs, la propriété
d’inclusion vérifiee par les espaces d’approximation d’une analyse multirésolutions, donnée
en équation (3.18), implique que les éléments de V, sont également des éléments de V; et que
par conseéquent la fonction d’échelle ¢ admet une decomposition unique sur la base
orthonormée de V; formée par les atomes dilatés-translatés de la fonction ¢ telle que :

b(t) = \/EZ had(2t—n) V¥t € R (3.36)
k€EZ
Cette relation établit I’existence d’un filtre discret h,, intrinseque lié & la définition de la
fonction d’échelle ¢. Les h,, sont les coordonnées de ¢ (t) dans la base {v2¢ (2t — k), k €
Z. pour une base orthonormeée les coordonnées vérifient :

+oo

hn=\/§f H(O) (2t — n)dt et Z h2 = (3.37)

n=-—oo

De facon plus générale, il est étudié dans [45] des conditions nécessaires et suffisantes pour
qu’un filtre discret de L?(R) engendre une fonction d’échelle admissible; une telle condition
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permettant alors la construction d’algorithmes rapides pour le calcul des transformées en
échelle et en ondelettes discrétisées. Le théoreme suivant, dont une démonstration a été
proposée par Mallat [46] ainsi que par Cohen [45], fournit les conditions nécessaires et
suffisantes d’existence de tels filtres alors appelés “filtres miroir conjugués’.

111.9.6 Filtre miroir conjugué

Théoréeme 3.2: Soit ¢ une fonction de L?(R) ; alors elle engendre une analyse
multirésolutions de L?(R) si et seulement si le filtre discret {h,},cz voit sa transformée de
Fourier h, périodique, contindment différentiable dans un voisinage de & = 0 et telle que :

2

) 1
|(v5 € R, |h(§)|2+|h(f+§> =2
{I E(O) =2 (3.38)
\ fe[—li;lzf 1/2]|h(§)| >0
de plus ;
vieR  6© =] [Ae/2/z (3:39)
p=1

La portée de ce théoréme est telle que les fonctions d’échelle disparaissent au profit des seuls
filtres qui les engendrent dans un contexte numérique. Ces derniers sont alors appelés filtres
d’échelle et sont renormalisés par le corollaire suivant afin d’en simplifier I’utilisation
formelle.

111.9.7 Filtre d’échelle

Corollaire 3.1: Soit ¢ une fonction d’échelle et {h,},z son filtre miroir conjugué vérifiant
les hypothéses du théoreme précéedent ; alors la fonction ¢ admet la décomposition suivante :

PO = ) hpQt—n) (3.40)

nez

soit de maniére équivalente en introduisant le filtre d’échelle périodique m,, tel que :

1. 1
ma(f) = 5A() =3 ) hy exp(~2rinf) (3.41)
nez
VEER B =m(f/Dd(F/D = [malf/2)) (3.42)
j=1

Le filtre d’échelle m,, déterminant complétement la fonction ¢ selon la propriété donnée en
équation (3.42) est un filtre passe-bas. Il intervient dans les produits de convolution
permettant de calculer les voies d’approximation x; d’une fonction x de L?(R) aux
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échelles j € Z. Ceci explique la coupure fréquentielle realisée par les espaces d’approximation
d’une analyse multirésolutions. On peut de la méme facon, que la fonction d’échelle,
caractériser I’ondelette y(t) qui est W, ¢ W;en introduisant le filtre discret g,,. Soit ¥ une
ondelette associée a une fonction d’échelle ¢ engendrant une analyse multirésolutions
{Vf}jez de L2(R). La fonction 3 se décompose alors de maniére unique sur I’espace

d’approximation V; selon la relation :

Y (t) = \/fz g, (2t — n) vVt eR (3.43)

nez

On montre que la fonction 1 est nécessairement déterminée a partir de ¢ par un filtre discret
g. Les paragraphes qui suivent présentent les conditions nécessaires et suffisantes que doit
verifier un filtre pour engendrer une ondelette associée a une fonction d’échelle donnée. Cette
démarche calquée sur celle des filtres d’échelle plonge les analyses multirésolutions dans la
théorie des filtres miroir en quadrature initialement développée par Esteban et Galand dans
[47] et appliquée aux cas des analyses en ondelettes discrétes par Mallat et Feauveau dans
[48].

111.9.8 Filtres miroir en quadrature

Théoréeme 3.3: Soit ¢ une fonction d’échelle déterminée par son filtre miroir conjugué
{h, }nez €t engendrant une analyse multirésolutions {Vj}jEZ de L2(R) ; alors le filtre {g,, },ez

détermine une ondelette 1 engendrant les espaces de détails {ij}jez si et seulement si :

R(0)=0 et h(1/2)=+2
1 2
|§(€)|2+§<€+§) p (3.44)
\R(&)BE) + (e +1/2)8E + 1/2) = 0

Les filtres {h,, } ez et {gn}nez SONt alors appelés filtres miroir en quadrature. Comme pour les
fonctions d’échelle, un filtre de détails peut étre mis en évidence qui détermine alors
complétement une ondelette admissible donnée.

111.9.9 Filtre de détail

Corollaire 3.2: Soit ¥ une ondelette donnée par son filtre {g,, },,ez miroir en quadrature avec
le filtre {h,},ez d’une fonction d’échelle ¢ ; alors la fonction ¥ admet la décomposition
suivante :

Ve eER, Pb) = \/EZ g b2t —n) (3.45)

nez

soit de maniere équivalente en introduisant le filtre de détail périodique mg tel que :
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1 1
mg(f) = 38(F) =5 ) gn exp(~2minf) (3.46)

nez

VEER @) =mgf/D$(F/2) =mf/D | [ml(f/2)  347)

J

Les réponses impulsionnelles des filtres miroir en quadrature h et g veérifient la relation :
vn € Z, g(n) = (- "h_, (3.48)

L’extension de la théorie des filtres miroirs en quadrature, issue des travaux de Esteban et
Galand pour la synthése de la parole [47], au cadre des analyses en ondelettes discrétisées sur
une grille dyadique a permis d’inscrire définitivement les analyses en ondelettes dans un
contexte numérique. Désormais une analyse multirésolutions peut étre entierement déterminee
par la donnée du filtre miroir d’une fonction d’échelle. Ce formalisme a ouvert la voie a
d’innombrables travaux portant sur la construction de bases d’ondelettes alors désignées par
Meyer comme de (purs objets numériques) et servant des objectifs spécifiques. A titre
d’exemple, on peut citer les ondelettes a support compact développées par I. Daubechies dans
[49], devenues populaires parce qu’elles sont déterminées a partir de filtres a réponses
impulsionnelles finies.

111.9.10 Algorithmes rapides de Mallat

L’imbrication des espaces V; et I’utilisation de convoluées discrétes par les filtres h et g ont
permis la construction d’algorithmes rapides en cascade, capables de réaliser la projection
orthogonale d’un signal sur un espace d’ondelettes, c’est-a-dire de faire correspondre a
n valeurs échantillonnées du signal des coefficients d’échelle et d’ondelette, et I’opération
inverse : la reconstruction d’un signal a partir de la donnée de coefficients d’échelle et
d’ondelette par I’utilisation de filtres duaux h et g. La taille du vecteur des coefficients
d’échelle et d’ondelettes varie en fonction de la taille du filtre h, car I’application du filtre
consiste en une convolution et la taille des filtres varient en fonction des AMR. Les
convolutions par les filtres sont suivies ou précédées respectivement de décimation-sous-
échantillonnage (décomposition) ou d’insertion de zéros (reconstruction).

a. Algorithme d’analyse

En travaillant sur la vision artificielle, P. Burt et E. Adelson [44] ont développé des
algorithmes pyramidaux empiriques. Mallat leur donne une justification mathématique dans le
cadre de la théorie des filtres miroir en quadrature et les relie a la théorie des analyses
multirésolutions [37]. Les algorithmes mis en évidence permettent de réaliser I’analyse
(décomposition) et la synthese (recomposition), sans perte, d’un signal x; d’un espace
d’approximation V; dont les coefficients d’approximation sont supposés connus. L’algorithme
d’analyse permet un calcul rapide des coefficients d’échelle S; ; et de détails d; du signal x
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pour des échelles j < J. La méthode d’implémentation des coefficients réalise un calcul
pyramidal. Alors via un calcul de convolutions discretes suivies de décimations, la voie de
coefficients x; est decomposee en une voie de coefficients d’approximation x;_; et une voie
de coefficients de détails d;_;. La représentation pyramidale provient du fait que chacune des
voies x;_; et d;_; possede deux fois moins de coefficients que la voie x;.

Théoreme 3.4: Soient (¢,) un couple de fonctions d’échelle et de détail admissibles
engendrant une analyse multirésolutions. Soient h et g leurs filtres miroir en quadrature,
soient x une fonction de L?(R) et x; sa voie de coefficients d’approximation a une échelle j;
alors les voies de coefficients d’approximation x;_; et de détails d;_; veérifient les relations :

I{xj—l.n = Z hp-an Xjp = [xj * h*](Zn)
Vn € Z { pel (3.49)
Ldj—l,n = Z 8p-2nXjp = [xj * g*](zn)
p EL,

Les relations de convolution, données en équation (3.49), mettent en évidence une sélection
passe-bas realisée par le filtre h ainsi qu’une troncature passe-haut réalisée par le filtre g. Le
calcul final nécessite cependant une décimation des voies [x; = h*] et [x; x g*] qui ne retient
que les coefficients de positions paires. Cet algorithme d’analyse multirésolutions rapide est
représenté dans la figure (3.5) en ce qui concerne la décomposition d’un signal x d’une
échelle fine J a une échelle grossiére J,. Cette procédure, appliquée de maniére itérative aux
voies de coefficients d’approximation du signal x, permet de proche en proche de décomposer
la voie de coefficients d’approximation x; en la pyramide de coefficients

{x),,dj djy,,» »dj—1} tel qu’il est indiqué dans la figure (3.5).

* h* * h*
X, ——» 2* = - X —— 2* - ¥,
2* — d; d]0+1 2* —> d/o

Fig. 3.5 Algorithme d’analyse pyramidale d’une voie de coefficients d’approximation x; en ses voies
de coefficients d’approximation x;, et de coefficients de détails {dj}] i<t le symbol * indique un
<j<)—

schéma de convolution discréte

Réciproquement, un algorithme rapide permet la synthese d’une voie de coefficients
d’approximation a une échelle donnée j € Z a partir des voies de coefficients d’approximation
et de détails d’échelles inferieures. Cet algorithme rapide est donné dans le théoréme suivant.
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b. Algorithme de synthése

Théoréme 3.5: Soient (¢,y) un couple de fonction d’échelle et de détail admissibles
engendrant une analyse multirésolutions de L?(R), soient h et g leurs filtres miroir en
quadrature, soient x une fonction de L*(R) et (x]_l, d]_l) ses voies de coefficients
d’approximation et de détails implémentées a une échelle j — 1 ; alors la voie de coefficients
d’approximation x; Vvérifie la relation :

Xjn = Z hp—2p Xjp + Z En-2pdjp = [x;‘ * h*](n) + [d]’f * g*](n) (3.50)
pEL PEL

En généralisant le principe et en supposant que la pyramide des coefficients du signal x ait été
implémentée d’une échelle fine j — 1 jusqu’a une échelle grossiere J,, une voie de coefficients
d’approximation x; peut étre reconstituée a partir des voies de coefficients d’approximation
x;, et de détails d; relatives aux échelles j, < j <j -1, tel qu’il est représenté dans la figure
suivante.

x h* * h*
Xj, ——> 2$—> Xjo+1 Xj—1 ———P 2$—> X
4, —» 2% Qg1 ” 41— 24

Fig. 3.6 Algorithme de synthese pyramidale de la voie de coefficients d’approximation x; a partir de la
voie de coefficients de détails {d;} _ _ etde lavoie de coefficients d’approximation x;
Josjsj-1 0

Les figures (3.7 - 3.9) montrent I’analyse multirésolutions de signaux reéalisés des échelles 1 a
3, avec un couple de fonctions d’échelle et de détails de Daubechies d’ordre 4. Ces figures
présentent le résultat de la décomposition de x en voies de détails {d,,d,,ds} et en voie
d’approximation x,. Cet exemple met en relief I’existence d’oscillations sur les voies de
détails.
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Fig. 3.7 Analyse multi-résolution du signal chirp
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Signal a Analyser

; VA VKUSA V/\ T V/\ v/( Ev/\ vmw V/\ VKZE
T T SNV VIVVANVVIVVY VYV Y
g U0 e by T L LT LT ” W
AT I I Y - - . I
RIERERIERRR :

N0 N B0k

-4 o o5 Y ) o.= ©. =5

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 Temps =)
Temps

Fig. 3.8 Analyse multi-résolution du signal simulé avec présence de deux impulsions
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Fig. 3.9 Analyse multi-résolution du signal d’acquisition avec a un défaut de roulement

111.10 Conclusion

Les analyses en ondelettes continues sont définies comme la projection d’un signal donné sur
un ensemble de fonctions, bien localisées en temps et en fréquence, permettant de décrire
continiment le plan temps-fréquence via des dilatations et des translations. Ces analyses
fournissent par conséquent une information qui se trouve étre localement redondante pour la
description sans perte de phénomenes frequentiels transitoires siégeant dans un signal.
L analyse par ondelettes fait dans ce sens mieux que I’analyse de Fourier a fenétre glissante ;
cette derniére a I’inconvenient de proposer une fenétre d’observation de taille fixe, localisant
donc mal les discontinuités a des échelles plus petites que I’échelle d’observation, et étant
limité dans les basses fréquences par cette méme taille de fenétre. La transformée en
ondelettes propose une fenétre d’observation qui s’adapte aux échelles des fluctuations
présentes. Dés lors, nous avons présenté dans ce chapitre quelques exemples classiques
d’ondelettes, chacune d’elles possédant des avantages et des inconvénients. Dans la pratique,
le choix d’une telle ou telle ondelette n’est pas facile et dépend beaucoup de I’objectif a
atteindre et de la situation donnée. En revanche, les analyses multiresolutions, qui en
découlent, offrent une représentation tres condensée d’un signal qui s’avere pertinente pour
pallier au probleme de redondance de I’information. L’orthogonalité des bases considérées
permet une discrétisation du plan temps-fréquence selon une grille dyadique minimale.
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Dés lors un signal est analysé en voies d’approximation et de détails d’échelles successives.
L’extension de la théorie des filtres-miroir en quadrature a la théorie des analyses en
ondelettes proposée par Mallat, a permis une réduction considérable des codts de calculs.
Cependant, dans des situations ou il est souhaitable d’avoir plus d’information, par exemple
en analyse des signaux naturels tel que les vibrations la redondance est alors appréciée et
I’utilisation de la transformée en ondelettes continue (ou de frame) est plus adaptée. Dans
notre cas, il est plus intéressant de construire des ondelettes adaptées qui peuvent donner des
résultats numériques plus satisfaisants que les ondelettes classiques.
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Chapitre IV

Parcimonie et
représentation des signaux
impulsionnels de
vibrations
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Chapitre 4

Parcimonie et représentation
des signaux impulsionnels

Résumé

En mathématique, le concept de parcimonie revient & considérer qu’un signal peut étre
exprimé a I’aide d’un faible nombre d’éléments. L’usage de ce concept a permis de grandes
avancées dans la modélisation et la manipulation de la plupart des signaux naturels. Dans ce
chapitre, nous établissons les méthodes de représentation et de quantification permettant
d’identifier un signal comme parcimonieux, c’est-a-dire que I’on peut decomposer de maniere
parcimonieuse dans un espace de représentation donné. Nous commencerons par définir plus
précisément cette notion et voir son intérét pour le cas particulier de la représentation des
signaux impulsionnels, puis nous nous intéresserons a son intégration dans des problemes
inverses. Ces problémes inverses nous amenerons a décrire des algorithmes d’optimisation
spécifiques permettant de les résoudre. On présente quelques problémes inverses linéaires
classiques, tels que la restauration des signaux (débruitage) et la séparation de sources (en
particulier, les mélanges sous-détermines, c’est-a-dire lorsqu’il y a plus de sources a estimer
que de mélanges observés). A partir de ces exemples, on verra comment une approche par
I’utilisation des représentations redondantes, alliée au principe de parcimonie, permet
d’attaquer ces problémes en vue de leur inversion. Les performances de ces méthodes seront
illustrées sur les problémes considérés dans les chapitres qui suivent.
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1V.1 Introduction

Un signal est le support physique d’une information. La facilité de I’extraction de cette
information se mesure a sa lisibilité. Afin d’approximer au mieux un signal, on cherche en
général un systeme de représentation idoine. L’idéal serait de connaitre I’évolution du contenu
fréquentiel au cours du temps. Cependant, les représentations temps-fréquence, se heurtent
malheureusement au principe d’incertitude d’Heinsenberg qui empéche d’étre précis a la fois
en temps et en fréquence. Il va falloir donc, faire un choix (difficile !) entre la précision
temporelle et fréquentielle. Une approche pourrait étre de choisir plusieurs systemes de
représentation différents (échantillons, fréquence, temps-fréquence avec différents choix de
précisions en temps et en fréquence ...etc.), puis de rechercher I’information qui nous
intéresse effectivement. La difficulté devient : comment chercher et sélectionner ce qu’on
veut parmi la masse d’information ? L’objet de ce chapitre est de proposer une méthode assez
géneérale, afin de sélectionner, ou de trouver une représentation parcimonieuse, c’est-a-dire
concise, d’un signal dans un ensemble d’informations élémentaires (qu’on appellera atomes).
Le cadre mathématique de la représentation parcimonieuse d’un signal dans un dictionnaire
de formes d’ondes est présenté en premier lieu, puis les différences entre I’analyse d’un signal
et sa synthése. On effectue aussi un état de I’art des approches les plus populaires.

IV.2 Représentation parcimonieuse

Au sens strict, un signal est dit parcimonieux (sparse) quand il peut étre convenablement
approximé a I’aide d’un faible nombre de coefficients non-nuls dans une base donnée. Un tel
signal est ainsi plus simple a manipuler : la connaissance des valeurs et positions de ces
quelques coefficients non-nuls suffit a parfaitement le définir. La recherche de signaux
parcimonieux revient alors a chercher des signaux ayant une structure particuliére, que I’on
sait bien modéliser du point de vue mathématique. L’objet de ce chapitre est de proposer une
méthode assez générale, afin de sélectionner, ou de trouver une représentation parcimonieuse,
du signal vibratoire impulsionnel, c’est-a-dire une représentation ou I’énergie du signal est
concentrée sur un faible nombre d’élements. Ainsi, on cherchera a représenter le signal
comme une combinaison linéaire de ces formes d’ondes appelées atomes, d’énergie unité, et
qui entrent comme élément constituant d’un signal plus complexe par superposition linéaire.
Ces atomes seront choisi dans un ensemble, appelé dictionnaire. Ce dictionnaire peut contenir
des exemples d’atomes, ainsi que des formes d’ondes définies par un nombre restreint de
parametres. Par ailleurs, le choix d’une base ou d’un dictionnaire est crucial et sa pertinence
se mesure a la capacité qu’elle a a fournir des descripteurs se prétant bien a des taches
ultérieures. En particulier, il est désirable que I’essentiel de I’énergie du signal soit concentrée
sur tres peu de coefficients dans le domaine de la transformée. En d’autres termes, le signal
peut étre expliqué par peu de degres de liberté. Un signal possedant cette propriéte est alors
dit parcimonieux dans le domaine de la transformeée en question. La parcimonie est une source
précieuse d’a priori sur les signaux. On verra au Chapitre V qu’il existe des liens étroits entre
cet a priori et une classe de modeles stochastiques.
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De point de vue quantitative, on définit le support ‘supp’ d’un vecteur comme I’ensemble des
coefficients non-nuls de ce vecteur, et la pseudo norme ¢, comme le cardinal ‘card’ du
support. En d’autres termes, la pseudo-norme ¢, est le nombre de coefficients non-nuls de ce
signal. Pour un vecteur x, on a donc :

lIxllo = card(supp(x)) (4.1)

Un signal est ainsi d’autant plus parcimonieux que sa pseudo-norme ¢, est faible.

Fig. 4.1 Exemple d’un signal temporel parcimonieux

1\VV.3 Bases et dictionnaires

Afin d’approximer au mieux un signal, on cherche en général un systeme de représentation
idoine. Considéerons un signal x € R™. Classiquement, ce signal est représenté dans la base

canonique de R™ comme suit :
n
x = Z x;e; (4.2)

Cependant, la base canonique n’est pas la seule base de représentation possible : toute autre
base ® de R™*P peut décrire x, par une superposition linéaire des atomes ¢; selon le modéle
génératif linéaire de synthese par combinaison linéaire de p atomes, tel que :

p
x =®a= Z a;p; a € RP (4.3)

=1

ou les ; sont les coefficients de la décomposition représentant la contribution de I’atome ¢;
dans x et les ¢; sont les colonnes de ®. Le changement de base peut faciliter I’interprétation
des signaux : par exemple, la transformée de Fourier permet une analyse harmonique du
signal ; I’énergie est concentrée sur quelques éléments, plut6t que répartie sur I’ensemble. Le
cadre général de la représentation des signaux est I’analyse hilbertienne. L’espace de Hilbert
J choisi permet alors définir une base ou un repére dans lequel représenter un signal donné.
La definition d’un repere (frame) est rappelée ci-apres.
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Définition 4.1 : Une famille ¢; , i €1, ou I est un ensemble d’indices, est un repére (frame)
de I’espace H s’il existe deux constantes A, B,avec 0 < A < B < +oo tels que pour tout
x EH:

Allxl < ) 1w d0I? < Bl (44

i€l

Si A = B, on dit que le repére est ajustée (tight frame). Plus généralement, on parlera de
dictionnaire D = {¢;, i € I} pour un ensemble sur-complet, c’est-a-dire que le nombre de
colonnes est supérieur a la longueur de celles-ci, et dont les €léments ¢; sont normés. Ces
éléments sont aussi appelés atomes du dictionnaire. Dans ce cas la, la décomposition de x
n’est plus unique. En dimension infinie, un dictionnaire n’est pas nécessairement un repeére :
la deuxieme partie de I’inégalité de la définition (4.4) n’est pas toujours Vvérifiée si le
dictionnaire est trés redondant. On peut, par exemple, construire des dictionnaires par union
de bases ou de repeéres.

IV.3.1 Analyse et synthése

Etant donné un signal x € A et un dictionnaire D = {¢;, i € I}, deux questions peuvent se
poser. La premiéere consiste a se demander comment x se décompose dans le dictionnaire,
c’est-a-dire quelle est I’information apportée par les atomes sur le signal. C’est I’approche
analyse. L’analyse du signal se fait simplement par le calcul des produits scalaires avec tous
les atomes du dictionnaire, et on s’intéresse alors aux coefficients {(x, ¢;)}. La seconde
guestion consiste a savoir comment représenter x avec les atomes du dictionnaire. C’est
I’approche synthése. On cherche les coefficients a; de maniere a représenter x comme une
combinaison linéaire des atomes, c’est a dire tel que :

x = 0o = Z a;d; (4.5)

i€l
En dimension finie, I’opérateur ® sera noté comme une matrice dont les colonnes sont
formées par les atomes du dictionnaire, et les coefficients @ comme un vecteur colonne. @ est
appliquée au vecteur a = (a1 , ----'“IDI) (ou |D| represente le cardinal de I’ensemble D). Si

le dictionnaire choisi est en fait une base orthonormée de 7, alors I’analyse et la synthése de
x sont simplement liées du fait de I’unicité de la décomposition. On a alors :

x = ) (x40, (4.6)

i€l

A I’inverse, si D est redondant, c’est-a-dire qu’on dispose plus d’atomes que nécessaire pour
représenter le signal, il existe une infinité de représentations (4.5) possibles. Cependant, dans
le cas ou {¢;};; st un repere, une représentation possible du signal est donnée a I’aide du
repére dual canonique {gBi}iEI défini par ¢; = (®@®*)~1¢; pour tout i. On a alors:
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x = Z(X, b (4.7)

Cette représentation n’est pas toujours suffisante, une synthese plus concise du signal a I’aide
des atomes du dictionnaire est souvent plus judicieuse. La question sera alors de savoir quels
sont les atomes significatifs, c’est-a-dire porteurs de I’information voulue, du dictionnaire.

IV.3.2 Synthése et reconstruction exacte

Lorsque le dictionnaire choisi est redondant, il existe une infinité de solutions au probleme
(4.5). Ce probléme, qui consiste a chercher les coefficients de synthese d’un signal dans un
dictionnaire, peut étre vu comme un probléme inverse mal posé. Avec les notations utilisées
ici, le probléme consiste a trouver les coefficients @ = {«a;, i € I}tels que :

x = Oa (4.8)

Une premiere idée est de lever I’indétermination en contrdlant I’énergie des coefficients
recherchés, on cherche alors a résoudre le probleme :

min||a||5 tq. x =®a= Z a;p; (4.9)
a

i€l
L’avantage de cette formulation est qu’elle admet une solution analytique simple de la forme
@ = O (PD")1x (4.10)

Si cette solution peut étre satisfaisante dans certains cas (c’est ainsi que I’on trouve le repere
dual d’un repére donné), elle s’avere insuffisante lorsqu’on cherche a représenter x avec le
moins de coefficients possibles. Afin de trouver une solution parcimonieuse au probleme
(4.5), on va chercher a minimiser une mesure M de la (diversité), ou de (I’étalement) des
coefficients. On pose alors le probleme :

rr(lxin M (a) tqg x =0a= Z a;P; (4.11)

i€l

Le probleme est donc de trouver une bonne mesure M de la parcimonie. Le choix de cette
mesure sera discuté dans la section suivante et dépend de la définition choisie pour la
parcimonie.

IV.4 Mesure de la parcimonie des coefficients d’analyse

S’il est simple de décrire I’idée de la parcimonie, il est moins évident de la quantifier par une
méthode de mesure. Le probleme de la décomposition parcimonieuse d’un signal x € R"
dans un dictionnaire redondant @ consiste a retrouver les coefficients a; ayant observé x.
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Ceci revient donc a résoudre un systeme linéaire sous-déterminé. Bien que cette inversion soit
notoirement un probléme mal posé par les arguments eélémentaires de I’algébre linéaire, la
situation change radicalement si le signal a recouvrer est parcimonieux. En effet, si on
considere un signal parcimonieux dans @, c’est a dire représenté par un vecteur a avec peu de
composantes non nulles. On dit que la représentation de x est parcimonieuse Si :

x = g = Z aid)i f avec k = Card{ai * Oll = 1; P} (4 12)
iesupp(a) .
Isupp(a)| = k < p

Toutefois, il n’est pas toujours aisé de trouver une base dans laquelle les signaux possedent
naturellement une représentation parcimonieuse. On peut alors ne plus se restreindre a une
base et ajouter de la redondance en augmentant le nombre de colonnes de la matrice ®.

Un signal x = (xq, - -, xy), est strictement ou exactement parcimonieux si la plupart de ses
composantes sont nulles ; c.a.d. son support supp(x) = {1 < i <n |x; # 0} est de
cardinalité |supp(x)| = k <« n. Un tel signal est dit k —parcimonieux. Le signal peut ne
pas étre parcimonieux dans son domaine original, mais plutét dans le domaine d’une
transformée appropriée. C’est typiquement le cas pour un signal sinusoidal qui est
parcimonieux dans le domaine de Fourier.

Remarque 4.1:

L’utilisation d’une transformée orthonormale correspond au cas particulier ou les vecteurs
¢; sont normés et orthogonaux entre eux. En pratique, rien n’interdit d’utiliser davantage
d’atomes qu’il n’y a de degrés de liberté dans R™, soit p > n. Dans ce cas 13, la famille
étant liée, plusieurs combinaisons d’atomes sont possibles pour représenter x. Il est alors
possible de rajouter une contrainte sur le choix des atomes utilisés. On peut ainsi s’intéresser
a trouver quelle est la décomposition la plus parcimonieuse, c’est-a-dire utilisant le moins
possible d’atomes de la famille (d(i))i=1,...,p' En pratiqgue, de nombreux choix de

dictionnaires sont envisageables. Les ondelettes redondantes W € R™*P, avec p > n,
peuvent cependant permettre cette décomposition et se montre bénéfique afin d’obtenir une
représentation plus parcimonieuse.

Parmi toutes les représentations de x dans @, nous voudrions la plus parcimonieuse,
autrement dit la solution au probléme d’optimisation :

(Po) :  min [l t.q. x = 0a (4.13)
a eR™

A premiere vue, cette tache s’annonce ardue puisque (4.5) est un probleme combinatoire NP-
difficile ; c’est a dire que dans le cas genéral, sa complexité est exponentielle en fonction de la
taille des vecteurs mis en jeu, ce qui rend les calculs trop longs pour des dimensions de
dictionnaires intéressantes. Pour contourner cette difficulté, tout un pan de littérature a vu le
jour proposant des approximations par des algorithmes de poursuite gloutons (greedy) comme

Page | 64



le matching pursuit et ses variantes. Cette parcimonie se mesure a I’aide de la pseudo-norme
o, qui compte le nombre de coefficients non nuls d’un vecteur :

|lallo = Card{a; # 0|i = 1,p} (4.14)

Cette mesure est appelée abusivement norme ¢, bien qu’il ne s’agisse pas d’une norme
puisqu’elle ne respecte pas tous les axiomes d’une norme (la propriété d’homogénéité n’est
pas vérifiée). Sachant que la norme ¢, mesure le nombre de termes non-nuls dans la
décomposition x. Si un vecteur x est tel que ||x||, = k avec k << P, on dit que x est k-
parcimonieux (k-sparse) il y a k éléments non nuls dans le vecteur x. En minimisant ¢,, on
obtient donc la décomposition optimale comprenant un nombre minimal de termes non-nuls
dans x. Cependant, si cette norme ¢, semble adaptée a la quantification de la parcimonie d’un
signal, le fait que tout élément non nul ait la méme importance dans la valeur de la norme peut
se revéler un obstacle dans la pratique : la présence de bruit, une approximation due a un effet
d’arrondi, peut remettre en cause la valeur et mener a une situation ou ||x||, = N alors que
I’énergie du signal reste concentrée sur un faible nombre de composantes. Pour pallier ce
defaut, il est courant de recourir a d’autres mesures par les (quasi) normes £,,.

Définition 4.2.

Soit x = {x;, i €I} € R", on appelle norme £, pour 1 <p < oo et quasi-norme £, pour

0 < p < 1laquantité:
1
p

n
el = | D Il (4.15)
i=1

On définit la norme ¢, comme
llxlleo = sup |x;] (4.16)
i€l
Remarque 4.2. Dans les normes £, plus p est grand, plus les gros coefficients prennent de
I’importance dans le calcul de la norme. Donc, lorsqu’on cherche a minimiser une quantité
du type ||x||§ , Si p > 2 on aura tendance a pénaliser plus fortement les gros coefficients, et
donc a favoriser la diversité. A I’inverse, lorsque I’on choisit de minimiser ||x||§ avecp < 2,

ce sont les plus petits coefficients qui seront pénalisés, voire annulés si p <1, et la
parcimonie est favorisée.

Finalement, suivant le choix de p, la quantité ||x||§ donne une idée de la parcimonie ou de la

diversité de décomposition d’un signal dans un dictionnaire donné. Un cas particulier des
(quasi) normes £, est la norme £, qui est définie comme :

|x;1° = Card{x; # 0|i = 1,n} (4.17)

n
lIxllo =

i=1
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Donoho, dans [51], a proposé de remplacer la norme ¢, par la norme ¢,. Le choix de la norme
¢, permet d’obtenir un probléme convexe, et plusieurs algorithmes sont disponibles pour
trouver une solution. La section V.5 reviendra sur les principaux algorithmes permettant de
trouver de telles décompositions parcimonieuses.

(Py): min |lelly t.q. x =®a (4.18)
a €RN

On se contente donc de travailler avec la norme ¢, ¢’est-a-dire la somme des valeurs absolues
des coefficients. Ce critere de norme ¢; offre une solution moins optimale que la norme ¢,
mais qui a I’avantage d’étre calculable par des techniques de programmation linéaire. Ce
probleme est connu sous I’appellation (poursuite de base, Basis Pursuit BP) et peut étre résolu
efficacement par des outils de décomposition d’opérateurs monotones maximaux [52]. La
régularisation ¢; a été proposée des la décennie 90 notamment par Chen [52] pour les
problémes inverses linéaires, et formalisée par Donoho et ses collaborateurs [52, 53, 54].
Toutefois, il est clair que les minimisations ¢, et ¢; ne sont en général pas équivalentes,
puisque le minimiseur global de BP (si tant est qu’il soit unique) ne coincide pas toujours
avec celui de (4.5). Mais sous des hypotheses appropriées sur ® et x, BP possede un unique
minimiseur global qui de plus coincide avec celui de (4.5) ; on parle alors d’identifiabilité ¢;.
Une littérature tres importante s’est penchée sur les conditions suffisantes (parfois méme
nécessaires) pour assurer I’unicité de la solution de BP, son équivalence avec celle de (4.5)
ainsi que sa robustesse aux signaux compressibles. En présence d’un bruit typiquement de
variance bornée, le probleme (4.5) est modifié en adaptant le terme de fidélité aux données.
Des conditions ont été aussi établies assurant la stabilité par minimisation £, a ce type de
bruits de méme que la consistance du support et du signe du vecteur retrouve. Il n’est pas
question ici de dresser une revue exhaustive ne serait-ce que parce que celle-ci évolue
tellement vite qu’il serait illusoire d’étre équitable et complet. Une revue assez compléte est
dressée dans [55] sur les criteres de décomposition parcimonieuse aussi bien par minimisation
1 que par les algorithmes de poursuite gloutons.

IV.5 Algorithmes de décomposition

La section suivante présente des méthodes permettant d’obtenir une solution @ parcimonieuse,
au sens de £, ou ¢;.

IV.5.1 Poursuite adaptative (Matching Pursuit MP)

Mallat et Zhang [56] ont introduit a la communauté de traitement du signal un algorithme
glouton (greedy) de poursuite trés similaire a la projection pursuit [57] en statistiques, qu’ils
appellent Matching Pursuit, pour approximer la décomposition idéale (Py) . Il s’agit d’un
algorithme glouton qui, au lieu de chercher la solution globale recherche successivement la
solution optimale d’un sous-probleme, a savoir la meilleure approximation a un terme du
signal. L’algorithme Matching pursuit consiste a sélectionner itérativement I’atome du
dictionnaire le plus corrélé au signal (i.e., celui dont la valeur absolue du produit scalaire avec
le signal est maximale, en supposant que les atomes sont normalises), d’6ter la contribution de
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ce vecteur au signal et de recommencer le processus jusqu’a obtention d’un nombre
d’éléments égal a la dimension du signal, puis a projeter le signal sur I’orthogonal de I’espace
engendré par les atomes identifiés jusque la. L’algorithme s’arréte quand le nombre d’atomes
a identifier est atteint ou quand la norme du résidu descend sous un certain seuil.
L’ implémentation de cet algorithme est trés facile, et peut étre accélérée, par exemple, par une
décomposition QR de la famille des atomes selectionnés mise a jour a chaque étape de
I’algorithme. Ainsi, la décomposition approximative du signal x sur ce dictionnaire @ s’écrit

comme suit :
m-—1

s = Z aip; + R (4.19)

i=0

ol R(™ représente I’erreur résiduelle & I’étape m. En résumé, & partir d’une approximation
initiale x(® de x, et d’un résidu R©”) = x, on construit une famille d’approximations pas a
pas. A chaque itération k, on recherche dans le dictionnaire I’atome d’indice yk qui a le plus
grand produit scalaire avec le résidu R*~1, et on ajoute sa contribution & I’estimé précédent
x*=1_On obtient ainsi

x®) = k-1 4 abyk

R® = RU=D — b (4.20)

ap = (R*, ¢,,)

Lorsque le dictionnaire est orthogonal, la méthode fonctionne parfaitement, et si le signal est
construit avec seulement n composantes, I’algorithme s’arréte aprés n itérations. Cependant,
bien que le MP fonctionne généralement bien, il existe des exemples [52, 58] de signaux
parcimonieux qui la mettent en défaut et lui font produire des vecteurs de représentation non
creuse. Cet algorithme de type (glouton) n’est pas optimal, mais il offre de bonnes propriétés
de décroissance de I’erreur entre le signal original et le signal parcimonieux. Le principal
avantage du Matching pursuit est sa simplicité, et de nombreux résultats théoriques ont été
obtenus pour cet algorithme : principalement, sa convergence vers la solution de norme ¢, ou
¢, sous des hypothéses bien précises sur le dictionnaire et le signal. On pourra remarquer que
cet algorithme ne fait appel & aucune mesure de parcimonie. Plusieurs variations de cet
algorithme existent, dont le Matching Pursuit orthogonal et le Stagewise Matching Pursuit.

IV.5.2 Orthonormal Matching Pursuit (OMP)

Un raffinement de Matching pursuit [59] consiste a rajouter une étape d’orthogonalisation
pour obtenir a chaque itération m la meilleure approximation avec les atomes déja choisis,

2

m
tapNietm ||F Z i Pyi (4.21)
i=1 2

en prenant en compte les m termes qui ont été trouves par I’algorithme Matching pursuit. On
construit ainsi une solution pour laquelle le résidu est orthogonal a tous les vecteurs utilises.
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IV.5.3 Basis Pursuit (BP)

Face a la difficulté que peuvent avoir les algorithmes gloutons de poursuite avec certains
signaux ayant des composantes dans des bases différentes, pour lesquels I’algorithme perd
beaucoup a corriger les erreurs dues aux approximations de ses premiers termes, Chen,
Donoho et Saunders [52, 60] ont développé une méthode appelée Basis Pursuit qui résout le
probléeme (P,). Il s’agit d’un probleme convexe, et la norme ¢; n’étant pas différentiable en 0,

elle favorise la parcimonie de la solution. Soit 1 > 0, on note (Py ;) le probléme régularisé
associé :

1
. i — _ 2
(Pi2): min =[x — dallf + Allall; (4.22)
Ce probleme est soluble par des éléments d’optimisation convexe. La complexité de

I’algorithme est importante, la solution est en général satisfaisante, sans toutefois atteindre le
résultat qui aurait été obtenu avec la norme ¢,.

IV.6 Parcimonie et entropies

Pour un vecteur x € R™ que I’on normalise en norme ¢;, chaque élément |x;| peut
s’interpréter comme une probabilité d’utiliser cet i*™ atome de la base R™. L’entropie
permet de caracteriser la distribution d’une loi de probabilité : plus elle est grande, plus il y a
de désordre. Si le support de la loi de probabilité est borné, la distribution qui maximise
I’entropie est la distribution uniforme. Inversement, si I’entropie est faible, il y a peu de
désordre : la distribution est concentrée sur quelques états. Les entropies de Rényi et de
Shannon sont des mesures de cette parcimonie.

IV.6.1 Entropie de Rényi

Soit une variable aléatoire discrete X a N états de probabilites respectives (pi)kefi,nis
I’entropie de Rényi R, de X pour & > 0 est definie comme:

N
1
R,(X) = ——log <Z pﬁ‘) (4.23)

Cependant, si on s’intéresse au logarithme de la norme £,

N % 1 N
loglxl, = log(Z|xi|p) =glog<2|xi|p) (424
i=1 i=1

On retrouve I’expression de I’entropie de Rényi R,, au facteur multiplicatif %prés. Ce

facteur est strictement positif si 0 < p < 1. De fait, minimiser la norme £, est analogue au
fait de minimiser I’entropie de Rényi de la répartition de I’amplitude des coefficients sur les
atomes du dictionnaire.
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Cela donne une autre explication au fait que la norme ¢, avec 0 <p < 1 constitue un
indicateur de parcimonie.

IV.6.2 Entropie de Shannon

L’entropie de Shannon est I’'un des criteres de parcimonie le bien adoptée [61]. Ainsi, les
coefficients ondelettes correspondants a I’entropie de Shannon minimum sont considérés
comme le résultat le moins dense (plus parcimonieux). L entropie de Shannon d’une variable
aleatoire discrete X prenant les valeurs (xj)ep1,v) €t de probabilités respectives (pi)kefi,n

(EN_, px = 1) est notée H(x) et est définie par:

N

H(X) = Z —plogp,  avec Dk = ai/z a; (4.25)
J

k=1

H(X) est donc définie comme espérance mathématique, ou valeur attendue, de la quantité
d’information. La quantité d’information étant définie parlogp,. Cette définition de
I’entropie comme mesure de la quantité d’information produite par un processus discret
aléatoire vérifie les propriétés suivantes:

SoitH(x) = H,(p1,---,Pn):

1. L’entropie est une fonction continue des probabilités de chaque occurrence. C’est-a-dire
que pour tout n, H,(p4, ..., p,) €st une fonction continue de chaque occurrence.

2. L’entropie d’une variable aléatoire uniforme augmente avec le nombre des occurrences.
C’est-a-dire que pour tout n, H, (p1,..., Pn) < Hns1(P1, -+ Pro Prs)-

3. L’entropie d’une variable aléatoire est égale a la somme pondérée des entropies des sous
choix possibles le cas échéant. L’entropie doit donc étre une somme pondérée des
probabilités de ses occurrences. En particulier, une probabilité nulle ne contribue pas a
I’entropie. Pour toutn, ona H, .1 (py1,..., Pn, 0) = Hy (P4, --., D).

4. Remarquons que les conditions d’existence de I’entropie (a savoir que: Y¥_,p, =1 et
0 < pr < 1) donnent I’encadrement : 0 < H(X) < logN.

IV.7 Formulations de la parcimonie dans un espace redondant adapté

D’aprés ce qui a été dit précédemment, si on veut que le signal que I’on observe soit bien
représenté, il faut un dictionnaire qui leur soit adapté. On veut donc mettre dans le
dictionnaire toutes les formes ou structures qui apparaissent dans nos données. Cependant, les
signaux réels étant tres varies il faudrait construire un dictionnaire extrémement long et le
calcul de la représentation d’un signal dans un tel dictionnaire serait difficile en un temps
raisonnable. Il est donc préférable d’avoir un dictionnaire sur lequel on sache appliquer une
transformée (i.e. ®" ) rapide, et qui permette aussi une synthése rapide (i.e. ®) d’un signal a
partir de ses coefficients. De nombreuses transformees ont été développées qui permettent
d’approximer les signaux, comme les ondelettes. Utiliser des transformées présentant de la
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redondance peut cependant étre tres bénéfique, comme indiqué par Coifman et Donoho dans
le cas d’ondelettes redondantes [62]. Les ondelettes redondantes W € R™P, avec p > n,
forment des dictionnaires a transformée et reconstruction rapide et se montre appropriees afin
d’obtenir une représentation plus parcimonieuse. Les translatées moduleées de la fenétre
d’analyse générant une famille d’atomes ® = W7, forment des dictionnaires a transformée et
reconstruction rapide. Par la suite, nous supposons que la transformeée représentée par la
matrice W est une transformée en ondelettes. La parcimonie induite par les transformées en
ondelettes permet de discriminer les coefficients du signal de ceux du bruit additif blanc
Gaussien. En effet, ce type de bruit se distribue sur les petits coefficients et affecte tres peu les
grands coefficients. Récemment, plusieurs auteurs d’horizons divers ont argumenté en faveur
de I’utilisation des représentations redondantes. Ces représentations, en offrant un plus large
panel d’atomes, permettent une description encore plus parcimonieuse de signaux complexes
et une plus grande flexibilité pour s’adapter a leur contenu morphologique. Dans le cas des
ondelettes redondantes, cela permet aussi, d’obtenir I’invariance par translation de la
transformée. Ces études, citées ci-dessus, ont montré que la formulation en analyse avait
tendance a étre plus flexible et mieux adaptée a des signaux naturels, qui ne peuvent
généeralement pas étre synthétises avec un faible nombre d’atomes.

IV.8 Choix de I’ondelette analysante adaptée au signal vibratoire impulsionnel

Dans cette section, les caracteristiques d’un signal correspondant a la réponse au choc d’un
systeme mécanique sont en premier étudiées dans le but d’adapter I’ondelette appropriée. Un
systéme linéaire soumis a une force d’impact type choc peut étre formulé sous forme d’un
seul degre de liberté de systeme de la forme suivante:

d*x dx

MF-I—CE-FKJC:F(S(Q avec 6(t)={

1, t=>b

0, ailleurs (4.26)

ou x représente le déplacement, M la masse concentrée, C le coefficient d’amortissement, K
la raideur du systeme, F est une constante et §(t) I'impulsion instantanée. La solution de
I’équation (4.26) lorsque le déplacement et la vitesse initiale du systeme sont zéro peuvent
étre écrite en tant que [63]:

x(t) = exp(—{wyt)sin(wgyt) (4.27)

M(Ud

w, =+ K/Mest la fréquence naturelle non-amortie et wy; = w,+/1—{? la fréquence

naturelle amortie. { = C/2Mw,, est le facteur d’amortissement et ¢ = tan‘l((/,/l - {2) est
I’angle de phase. Il convient de noter que la réponse au choc oscille avec la pulsation propre
du systéeme d’un degré de liberté. Toutefois, les machines complexes présentent de nombreux
degrés de liberté. Ainsi, un systeme a plusieurs degrés de liberté est une combinaison linéaire
des p systemes d’un degré de liberté. Cette genéralisation impose que la réponse au choc
oscille avec les p fréquences. La réponse d’un systéeme p degrés est [64]:
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p
xp(t) = Z Akexp(—(kwnkt)sin(wdkt) (4.28)
k=1

{i ou est le facteur d’amortissement, w,, est la fréquence naturelle non amortie et w,, est la

fréquence naturelle amortie associés au k ieme Mode. Comme indiqué dans I’équation (4.27),
la réponse impulsive provoquée par I’impact due au choc externe est caractérisée par une
oscillation a amplitude décroissante. Ainsi, selon le mécanisme d’adaptation de la transformée
en ondelettes, la fonction d’ondelette de Morlet serait le choix approprié a I’extraction de ces
types de fonctions. En raison de son expression mathématique (fonction cosinus avec
décroissance exponentielle des deux cotés), I’ondelette de Morlet est trés semblable a une
impulsion et pourrait étre trés efficace pour I’extraction des impulsions périodiques noyees
dans le bruit et de fournir une représentation trés parcimonieuse du signal. Dans le domaine
temporel, I’ondelette de Morlet peut étre exprimée sous la forme [65]:

P(t) = exp(—t?/2)exp(jwot) (4.29)

1 t—>b .
Yan(® = =9 (—=) = expl (¢~ b)*/2a%expljwo (e~ b)/al  (430)

Va a
On observe que la fonction décroit exponentiellement sur les deux cotés. La transformée de
Fourier de 1 (t) est donnée par:

Y(w) = ¥*(w) = V2rexp[— (0 — wy)%/2] (4.31)
W, () = V2mexp[— (aw — w,)?/2]exp(jwb) (4.32)

IV.9 Optimisation de I’ondelette analysante de Morlet pour la détection des
impulsions

Comme représenté dans I’équation (4.31), I’ondelette de Morlet dans le domaine fréquentiel
est une fonction réelle (‘P(w) = lzl'*(a))). Cependant, cette fonction d’ondelettes n’est pas une
ondelette admissible, i.e. :f_oooozp(t)dt # 0. Dans la pratique, lorsque le parametre w, est

suffisamment grand (w, > 5) rend la quantité f_oooozp(t)dt ~ 0. Elle est assez petite pour que
la fonction de Morlet soit applicable pour I’analyse en ondelettes. Toutefois, lorsque la
fréquence analysée est importante, le paramétre de dilatation devient faible et le spectre de la
fonction d’ondelette de Morlet est large, ceci conduit @ une mauvaise résolution temps-
fréquence. Pour palier ce probleme, une alternative consiste a modifier la fonction ondelette
de Morlet en introduisant un parametre £ qui contréle la forme de I’ondelette de base [66]. Ce
parametre permet I’optimisation de la résolution temporelle et fréquentielle de I’ondelette de
Morlet. L’ondelette de Morlet modifiée utilisée dans ce travail est définie comme suit :

P(t) = exp(— f2t*/2)[exp(jwot) — exp[— (wp)?/2]] (4.33)
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L’ expression temporelle de I’ondelette de Morlet ainsi définie, peut étre transformé dans le
domaine fréquentiel en appliquant la transformée de Fourier:

¥ (w) = ¥ (w) = V2r(exp[— (@ — wo)?/2B%] — exp[— (0* + wo?) /2B%]) (4.34)

L’ équation (4.34) indique que ¥(w) est une réponse fréquentielle impulsionnelle avec une
fréquence centrale arbitraire w,. Ainsi, w = 0 conduit a la réponse en fréquentielle ¥ (w) =
0 et implique par conséquent que f_oowt/)(t)dt = 0. De ce fait, I’ondelette mere modifiée y(t)
satisfait les conditions d’admissibilite [67]. En appliquant la formule de Parseval, la
transformée en ondelettes d’un signal x(t) en utilisant I’ondelette de Morlet modifiée prend la
forme alternative suivante [61]:

Wy(a,b) = \/% X (w)(exp[~ (aw — wo)?/27]
— exp[— (a®w? + wy?)/2B?])exp(jwb)dw (4.35)

Il est montreé & partir de I’équation (4.33), que la forme de I’ondelette de base est contrdlée par
le parametre 8. D’une part, lorsque S est infini, I’ondelette de Morlet devient une fonction de
Dirac avec la meilleure résolution temporelle. D’autre part, lorsque g prend une valeur nulle,
I’ondelette de Morlet devient une fonction cosinus avec la résolution la plus fine de fréquence.
Par conséquent, il existe toujours une valeur optimale du paramétre B conduisant a la
meilleure résolution temps-fréquence pour un certain signal localisé dans le domaine temps-
fréquence. Il convient a souligner que cette fonction ondelette de Morlet modifiee offre un
meilleur compromis en termes de localisation en temps et en fréquence pour un signal
impulsionnel, que la fonction ondelette de Morlet fait traditionnellement. Le paramétre B
idéal est celui qui correspond au plus petit nombre de coefficients d’ondelettes dominants.
L’entropie de Shannon décrite précédemment est utilisee comme critére de parcimonie le bien
adoptée. Ainsi, les coefficients ondelettes correspondants a I’entropie de Shannon minimum
sont considérés comme le résultat le moins dense (parcimonieux) et le facteur de forme g
correspondant est adopté comme le paramétre optimal. L’entropie de Shannon est définie par
I’équation suivante [68] :

N

HX) = z —pilogp,  avec Dk = ai/z a; (4.36)
j

k=1

ou a; sont des coefficients d’ondelettes. Le processus suivant decrit la procédure
d’optimisation du facteur de forme g: i) varier § de 0,1 & 20 et calculer I’entropie E,, des
coefficients correspondants. ii) trouver I’entropie de Shannon minimale E,,. iii) le facteur de
forme B optimale correspondant a cette entropie minimale est retenu. Par conséquent, la
fonction d’ondelette est définie par la substitution de la valeur g dans I’équation (4.33). La
figure (4.2b) montre I’évolution de I’entropie de Shannon des coefficients d’ondelettes en
fonction de la variation du facteur 8 suivant le processus propose.
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Fig. 4.2 (a) Signal test (b) Relation entre I’entropie de Shannon de coefficients et facteur de
forme S

La figure (4.2b) montre que la valeur g = 0.7 du facteur de forme conduit & une valeur
minimale de I’entropie des coefficients d’ondelettes. Ainsi, § = 0.7 est jugee la valeur
optimale utilisee dans le présent travail. De plus, la figure (4.3) représente les scalogrammes
de la transformée en ondelettes continue basé sur I’ondelette de Morlet modifiée du signal de
test de la figure (4.2a) avec différentes valeurs de S respectivement : 0.1, 0.3, 0.7 et 1.0.
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S i s s A ]

Scales

U AT R (R

15
Time

(d)
Fig. 4.3 CWT du signal test; (a): § = 0.1, (b): £ =0.3,(c): 8 = 0.7, (d): B = 1.0,
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D’aprés la figure (4.3c), on peut voir que la CWT correspondante & la valeur optimale de
B = 0.7 sépare efficacement les composants impulsionnels. De plus, la figure (4.5b) qui
représente le scalogramme relatif aux impulsions bruitées du signal de la figure (4.4b)
présente clairement, une assez bonne separation des composantes proches des impulsions et
montre une localisation fréquentielle optimale, comparativement a la représentation de la
figure (4.5a) du méme signal décomposé en utilisant I’ondelette de Morlet standard. Par
conséquent, il peut étre conclu que le procédé basé sur I’entropie des coefficients d’ondelettes
est trés efficace pour la sélection de la fonction d’ondelette optimale.
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Fig. 4.4 (a): Impulsions simulées (b) Impulsions simulées avec un bruit lourd

emp (3]

(@)
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Fig. 4.5 Scalogramme relatif a la représentation des impulsions bruitées (a) en utilisant I’ondelette de
Morlet standard (b) en utilisant I’ondelette de Morlet optimisée (8 = 0.7)

IV.10 Application de la parcimonie dans les problemes inverses

La simulation des mesures a partir des grandeurs physiques est un probléme direct. Un
probleme direct etablit une description mathématique des données observées connaissant
I’objet et le mécanisme d’observation. Ce modéle doit étre assez précis pour fournir une
description correcte du phénomene physique d’observation, et assez simple cependant pour se
préter a un traitement numérique ultérieur. Cependant, remonter a ces grandeurs physiques a
partir des mesures est loin d’étre aussi simple. Un probléme inverse consiste a estimer un ou
plusieurs signaux, liés physiquement a partir d’observations, souvent incompleétes et bruitées.
Ces problemes inverses en presence de bruit sont ubiquistes en traitement du signal et un

Page | 74



domaine de recherche prolifique tant la littérature sur le sujet est abondante. Or, la
caractéristique commune de ces problémes de reconstruction ou de restauration de signal est
qu’ils sont souvent mal-posés ou mal-conditionnés. Le probléme inverse peut en effet avoir
plus d’une solution, ou étre trés instable par rapport au bruit, aux incertitudes expérimentales,
etc. Dans cette section, essentiellement bibliographique, on présente une vue générale des
problémes inverses, du concept de parcimonie, et de la facon dont des a priori parcimonieux
peuvent étre utilises pour la résolution de problemes inverses. On s’intéresse ici aux
problémes inverses linéaires, qu’on modélise par le modele qui suit :

Soit y € RM et s € RV, Soit H: RM — RN un opérateur linéaire, le modéle de
dégradation se simplifie alors & :

y = Hs + b, b ~ N(0,02) (4.37)

ol b € RM représente un bruit additif Gaussien. Dans ce modele, les observations sont
représentées par y. Dans beaucoup de problemes, I’opérateur H peut étre modélisé (c’est le
probléme direct), et I’on chercher a estimer s. Cependant, H n’est pas toujours connu, et peut
méme devenir I’objet d’intérét, connaissant s et y. Lorsque ni H ni s ne sont connu, on parle
de probléme aveugle. Dans la majorité des cas, on suppose I’opérateur H linéaire. Enfin, on
distinguera aussi deux cas importants : le cas sur-déterming, lorsque M > N et le cas sous-
déterminé lorsque M < N. En raison de la perte d’information induite par I’action de H, le
probléme de restauration de s a partir de y est mal posé au sens de Hadamard. Un cadre
pratique pour aborder les problémes inverses consiste a le poser sous forme d’un probléme de
régularisation pénalisée:

§ = argmin L(y,H,s) + P(s) (4.38)

ou L est un terme d’attache aux données modélisant I’écart entre les observations y et les
signaux s a travers I’opérateur H. Il est courant d’utiliser la distance ¢,. P est un terme de
régularisation (ou pénalisation). Ce terme a pour but d’apporter une information a priori sur le
signal recherché, indépendamment des observations. C’est ce terme qui est utilisé pour
privilégier la parcimonie du signal recherche. Le fait que y puisse étre représenté de maniere
parcimonieuse dans un dictionnaire donné est une information sur sa morphologie qu’il peut
alors étre utile de prendre en compte. L’utilisation de la parcimonie pour les résoudre a
d’abord été amorcée par les méthodes de seuillage dans les bases d’ondelettes [69]. La
régularisation par des pénalités favorisant la parcimonie est encore plus récente. En effet, il
est pratiqgue de modéliser le signal d’intérét s comme une somme d’atomes élémentaires
choisis dans un dictionnaire tel que : s = ®a. Le probléme d’optimisation devient alors :

@ = argmin L(y, H, ®a) + P(a) (4.39)

Le choix du dictionnaire varie selon le signal. On suppose ici que la solution s = ®a est
parcimonieuse, pour les signaux impulsionnels, les transformées en ondelette sont bien
adaptees.
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Ce probléme est équivalent a la résolution du Lagrangien, donnant la version régularisée
suivante [70] :

gﬂi{{r&% ly — H®al|3 + AM (o) (4.40)
ou M(o) est une pénalité favorisant la parcimonie. La démarche classique consiste donc a
incorporer des connaissances supplémentaires permettant de réduire I’espace des solutions
candidates. Ces informations a priori traduisent par exemple des propriétés de régularité de la
solution (approche variationnelle), ou son appartenance a un modele stochastique (approche
bayésienne). Le paramétre A est généralement difficile a choisir et dépend de b de fagcon non
triviale. Dans le cadre de cette these on s’intéresse a deux problemes inverses particuliers: la
restauration des signaux (débruitage) et la séparation de sources. A travers ces deux exemples,
on montrera comment les approches par optimisation avec un choix de parcimonie peuvent
étre utilisées avec succés. On formule pour chacun de ces deux probléemes, le choix du
probléme d’optimisation utilisé pour résoudre ces probléemes inverses.

IV.11 Parcimonie et restauration des signaux (débruitage)

Dans le cadre de la restauration d’un signal, une écriture générique possible de I’équation de
dégradation, qui relie I’observation signal y au signal source recherché s, est :

y=s5s0ODhb (4.41)

ou b est le bruit reflétant les fluctuations aléatoires non mesurées contaminant le signal ou une
perturbation déterministe représentant I’imperfection du modéle, ® est toute composition a
deux arguments (e.g. + pour un bruit additif, x pour un bruit multiplicatif, etc.). Ce probléme
est sans doute I’un des plus anciens a la fois en traitement du signal et de I’image, mais aussi
en statistiques. Par ailleurs, les débruiteurs basés sur un seuillage dans le domaine des
représentations parcimonieuses ont clairement fait leurs preuves aussi bien en termes de
performances pratiques que théoriques. En particulier, il est établi que la qualité de
I’estimation par seuillage des coefficients d’une transformée est étroitement liée a celle de la
compressibilité du signal d’intérét dans cette transformée. Dans le cas d’un bruit additif
Gaussien, le probleme (4.41) devient :

y=s+b b ~ N(0,0?%) (4.42)

La variance o2 est: soit connue soit estimée a partir des observations en utilisant des
estimateurs robustes tels que la déviation médiane absolue (MAD) [20, 70]. On verra dans la
section (V.4.1) dans un contexte Bayesien, que les signaux observés sont contaminés par du
bruit blanc Gaussien centré et d’écart-type o. La distribution d’une telle variable aléatoire
b € RN est donnée par [71]:

fb) = (4.43)

1 1,
Nermart (—5z11812)
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Une des particularités du bruit blanc Gaussien est que son énergie moyenne se répartit
uniformément dans toutes les directions de I’espace, n’en privilégiant donc aucune. A
I’inverse quand le signal recherché est parcimonieux, son énergie est concentrée sur quelques
grands coefficients non nuls. On peut donc espérer séparer le signal du bruit en recherchant
ces quelques grands coefficients. Cela revient a résoudre le probleme suivant, qui recherche
un signal s aussi parcimonieux que possible tout en restant a une distance de y inférieure a ¢.
Le choix de ¢ dépend du niveau de bruit. Afin de minimiser I’erreur entre y et s, on cherche a
minimiser une mesure de distorsion, notée L :

§ = argmin L(y — s) (4.44)
S

Comme pour la section précédente, on cherche a représenter s dans un dictionnaire adapte.
Ainsi, le probléme (4.42) s’écrit de maniere équivalente :

@ = argmin L(y — ®a) (4.45)
a

L’estimation de s étant donnee par § = ;. &;¢; . Dans ce travail, on utilisera pour £, en
géneéral, une norme ¢,. La minimisation de cette norme nous impose de chercher un signal
(assez proche) de I’observation y, dans le sens ou I’énergie de I’erreur doit étre faible. Le
probleme (4.45) admettant une infinité de solutions sur les coefficients a, on doit le
régulariser en fonction du type de solution que I’on souhaite obtenir. Une des premiéres
régularisations proposées est celle de Tikhonov [70], le probleme se posant alors comme suit :

min|ly — ®all3 + Allall3 (4.46)
o

ou A est un parametre de Lagrange que I’on peut régler. Cette régularisation trés classique
permet de contrbler I’énergie de la solution, et d’éviter ainsi qu’elle n’explose. Comme pour
le cas de la reconstruction exacte, ce probléme admet une solution analytique simple :

& = 0" (0D + Ay (4.47)

Ou 1, est I’opérateur d’identité. Dans le cas ou @ est orthogonale la solution s’obtient
simplement par une pondération de tous les coefficients avec le méme poids. En notant

y=a2y: )

A Vi

a; = 1_H (448)

Il apparait clairement que la solution obtenue n’est pas parcimonieuse dans le sens ou aucun
coefficient n’est mis a zéro. Comme lorsqu’on cherche une décomposition exacte, il convient
de regulariser le probléeme avec une mesure M favorisant une solution parcimonieuse :

min||y — ®al|5 + AM (a) (4.49)
03
Il existe deux formulations équivalentes au probleme d’optimisation
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min M () t.q. ly — @a|l3 <¢ (4.50)
a

Ou bien :
min ||y — ®al|5 t.q. M) <m (4.51)
a

Suivant les cas, on utilisera I’une ou I’autre des formulations : obtenir une décomposition
parcimonieuse au détriment de I’erreur de reconstruction ou vice-versa. Si, pour un méme
probléme, ces deux formulations sont équivalentes, le choix de I’a priori des paramétres ne se
fait pas de la méme maniere. Dans la formulation (4.50), on contrdle directement le bruit
lly — ®al|3 < ¢, ce qui peut étre avantageux dans un probléme de débruitage.

Fig. 4.6 Signal temporel parcimonieux seuillé

1VV.12 Conclusion

L’objectif de ce chapitre de these était de montrer la pertinence des modeles parcimonieux
pour traiter des problemes inverses en vibration, notamment en tirant parti de la nature des
signaux a reconstruire. Les contributions, décrites dans ce document se basent sur ce concept.
Quelques définitions ont été données, I’importance de la redondance a été mise en exergue,
ainsi que le lien avec I’analyse harmonique computationnelle. Cet objectif est, nous le
pensons, rempli. En effet, un modéle parcimonieux a été mis a contribution pour la
modélisation des probléemes inverses a étudier notamment dans le cas de débruitage du signal
vibratoire impulsionnel et de localisation des sources vibratoires bruitées.
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Chapitre V

Approche Bayésienne pour
le débruitage des signaux
de vibration fortement
bruités
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Chapitre 5

Approche Bayésienne pour le
débruitage des signaux de
vibration fortement bruités

Résumé

L’obtention d’information a partir de mesures corrompues par un bruit reste un probléme
ouvert en traitement du signal. Dans ce chapitre, nous presentons les principales méthodes
développées a ce jour s’appuyant sur les représentations dans le domaine des ondelettes.
Nous distinguons deux approches : une approche classique de type seuillage de coefficients
dite estimation non-paramétrique et une approche Bayesienne basée sur un modele statistique
des coefficients. Un apergu global sur les différentes méthodes du probléme de la régression
non-paramétrique est présenté en premier. En effet, il suffit de seuiller les coefficients du
signal observée et d’inverser la transformée pour obtenir une estimée du signal utile. Dans le
contexte Bayésien et afin de reconstruire le signal non bruité, il est nécessaire d’imposer des
contraintes et particulierement celle concernant le renforcement de la parcimonie sur la
solution reconstruite, ce qui consiste a choisir un modéle a priori adapté aux coefficients d’un
signal impulsionnel. Cependant, la distribution du signal n’est pas toujours connue et elle
s’avere assez souvent difficile a estimer en pratique. Nous nous penchons alors, dans ce
chapitre, sur la modélisation statistique des signaux et nous décrivons les propriétés
statistiques permettant de les caractériser dans I’espace des transformées d’ondelettes.
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V.1 Introduction

En traitement de signal, le probleme de I’élimination du bruit gaussien des signaux de
vibration est un probléme inverse intéressant a étudier dans ce chapitre a travers une
représentation parcimonieuse. En effet, les données observées sont tres souvent composees de
I’information utile (signal) corrompue par une perturbation généralement indépendante. La
perturbation (bruit) peut étre interne au systeme physique de traitement du signal ou externe,
due aux interactions entre le signal et les éléments de son milieu de propagation. Les causes
engendrant une perte d’information sont d’origine stochastique puisque les observations sont
des mesures soumises a des fluctuations aléatoires non mesurables que 1’on regroupe sous la
dénomination de bruit. La distribution du signal n’est pas toujours connue et elle s’avére assez
souvent difficile a estimer en pratique. Il en est de méme concernant la nature de la
perturbation : sa distribution n’est pas connue et est assez souvent difficile a modéliser. Face a
cette situation, il est donc nécessaire de développer des méthodes a colt minimum en termes
de connaissances disponibles sur la nature des composantes du signal. On parle alors de
décision et d’estimation (plus généralement de statistique) non-paramétriques au sens ou 1’on
ne tient pas compte de connaissances a priori sur les distributions des signaux constituant
I’observation. Par ailleurs, les transformées parcimonieuses présentent de trés bonnes
propriétés mathématiques : I’énergie de signaux réguliers ou réguliers par morceaux se
repartit sur un petit nombre de coefficients de grandes amplitudes, ce qui offre ainsi un cadre
naturel non linéaire pour estimer le signal utile. Cette capacité de compacter I’énergie de
signaux tandis que la contribution du bruit demeure inchangée rend possible et performante
I’estimation non-paramétrique par simple seuillage des coefficients du signal observé dans
une base d’ondelettes. C’est ainsi que depuis les travaux pionniers de Donoho et Johnstone,
sur la construction des seuils appropriés, divers procédés sont élaborés pour le seuillage des
coefficients d’ondelettes [18-20], entre autres). Cette démarche repose sur le choix d’une
valeur de seuil tel que: Minimax, VisuShrink et SureShrink. Cependant, le seuil VisuShrink,
dite “seuil universel’ utilise une seule valeur seuil commune pour tous les niveaux (échelles)
des coefficients d’ondelettes. La limitation du seuil VisuShrink est de ne pas considérer la
minimisation de I’erreur quadratique moyenne (MSE), ce ceci conduit a la suppression
excessive des coefficients d’ondelettes dont certains sont porteur d’informations utiles. Par
conséquent le signal récupéré se trouve trop adoucie. Par ailleurs, le SureShrink est un seuil
adaptatif relatif au niveau de décomposition en ondelettes est lié a I’estimation du risque sans
biais de Stein (SURE) de plus, il minimise I’erreur quadratique moyenne. Néanmoins, les
performances de ces méthodes de débruitage traditionnelles basées sur la décomposition en
ondelettes sont grandement affectées par les niveaux d’énergie relative aux coefficients du
signal et au niveau du bruit considéré. Ces techniques n’utilisent aucune information
concernant le signal a identifier. Lorsqu’il s’agit de signaux lisses, des résultats satisfaisants
peuvent étre obtenus généralement par la manipulation du seuil. La raison sous-jacente est
que les signaux lisses sont caractérisés dans la base des ondelettes par un petit nombre de
grands coefficients, par contre, les composants transitoires qui varient rapidement sont traités
comme du bruit. Ces techniques de débruitage classiques ne conviennent pas a I’analyse du
signal de vibration de type choc qui émane des roulements ou des engrenages défectueux car
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les impulsions d’intérét synonyme de defaillance de ces organes ne sont pas lisses. Par
consequent, il est beaucoup plus difficile & débruiter des signaux impulsionnels ou les
coefficients d’ondelettes ne sont pas si concentré. Dans ce contexte, il semble naturel de
pousser les coefficients de signaux vers un ensemble parcimonieux, ayant le moins possible
d’éléments non nuls, tout en étant compatible avec les données. En termes probabilistes, ceci
correspond a décrire les coefficients d’ondelettes par une fonction de densité fortement non
gaussienne (aussi appelé super-gaussienne) présentant un pic marqué a zéro. Par conséquent,
un critere de débruitage naturelle peut résulter de cette différence statistique entre les
coefficients du signal et le bruit. Dans ce travail, nous décrivons une méthode alternative de
renforcement de la parcimonie basée sur la modélisation probabiliste de I’a priori dans une
approche Bayésienne. La distribution de I’a priori dans I’approche Bayésienne exprime la
connaissance préalable sur les coefficients, sous la forme d’une distribution de probabilité.
Etant donné un model approprié de la distribution de I’a priori des coefficients, le signal
d’intérét peut alors étre estimé par les calculs comme étant un probléme inverse Bayésien. La
distribution de I’a priori est d’une importance primordiale dans la construction d’un systéme
d’estimation appropriée. Le choix simple serait un modele gaussien de moyenne nulle.
Toutefois ce modele est tres limité, et ne renforce pas la parcimonie en aucune maniére
particulierement utile. De ce fait, une distribution étroite de I’a priori a queue lourde est
introduite dans ce travail afin de considérer la forte non-gaussianité des coefficients liés au
signal impulsionnel. L’ inférence Bayésienne concerne I’estimation du maximum a posteriori
(MAP) des paramétres a partir des données observées. Cette estimation nécessite I’adoption
d’un modele probabiliste paramétrique des données sous la forme d’une distribution de
probabilité conditionnée par la connaissance des parametres inconnus. La connaissance
antérieure est quantifiée par la distribution de I’a priori. Le recoure a I’utilisation de
I’approche Bayésienne est motivée par le fait que I’approche constitue un moyen plus facile
pour traduire les connaissances antérieures concernant les données et en particulier la
parcimonie des coefficients d’intérét et un meilleure moyen de prise en compte des
caractéristiques du bruit.

V.2 Estimation non-paramétrique

Le probléme de I’estimation non paramétrique (débruitage) connu sous le nom de ‘régression
non-paramétrique’ en statistiques mathématiques, a constitué un outil fondamental au cours
des vingt dernieres années dans le domaine du traitement statistique du signal, et est toujours
un domaine actif de recherche. L’objectif consiste a recouvrer le signal d’intérét mettant en
avant différents types d’estimateurs linéaires comme une fonction inconnue corrompue par du
bruit, sans spécification d’un modele explicite sur la fonction a retrouver. Les techniques de
régression non-paramétrique (ou débruitage) offrent un panel d’outils simples d’emploi
permettant de récupérer une structure, sans imposer un modeéle paramétrique au préalable. Au
cours des annéees 80 et 90, des centaines d’articles sont parus, solution a la question de la
régression non-paramétrique. Parmi les plus populaires se trouvent notamment ceux reposant
sur I’emploi de séries orthogonales ou de splines [72, 73].
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Cependant ces différents types d’estimateurs souffrent d’un comportement peu satisfaisant
dans le cas d’échantillons de taille finie et aussi de beaucoup de problemes lorsque la fonction
est irréguliere ou avec des singularités. Bien que certains aient atteint des performances
optimales du point de vue asymptotique, leur implémentation s’avere encore complexe, et
leurs domaines d’application souvent limités a des fonctions présentant certaines propriétés de
régularité. Durant les années 90, le domaine de la regression non-parametrique a été dominé
par deux types d’estimateurs non linéaires introduits par Donoho & Johnstone [19], a savoir la
contraction par ondelettes (wavelet shrinkage) et le seuillage par ondelettes (wavelet
thresholding). Ces estimateurs, gréce aux efforts menés par Mallat pour aller de I’analyse
multi-résolution par ondelettes & la théorie des bancs de filtres, sont facilement mis en
application par des algorithmes rapides, et sont ainsi tres attrayants dans leur mise en ceuvre
[24]. En statistiques mathématiques, de nouveaux travaux théoriques ont par ailleurs montré
I’optimalité de la régression non-paramétrique dans le domaine des ondelettes au sein
d’espaces fonctionnels beaucoup plus larges que ceux utilises précédemment. En d’autres
termes, les différentes classes de fonctions envisagées couvrent aussi bien celles de Sobolev
que celles des classes de fonctions irrégulieres comme celles appartenant aux espaces de
Besov. Cet accroissement du domaine d’application de ces différents estimateurs se révéle
étre d’un grand intérét dans le cadre d’analyse de signaux réels, comme dans le cas de la
parole, d’électrocardiogrammes ou des signaux sismiques [74]. Cependant, I’analyse d’un
point de vue asymptotique ne permet pas de prédire le comportement d’un estimateur pour un
échantillon de taille finie et ainsi de déterminer la taille minimale de I’échantillon permettant
une estimation statistique. L’analyse du risque exact réalisée par Marron [75] et appliquée aux
deux types de seuillage par ondelettes introduits par Donoho & Johnstone [20], a savoir le
seuillage minimax et le seuillage universel, a permis la détermination du domaine
d’application des estimateurs employant la transformée en ondelettes. Bruce & Gao [76] et
Antoniadis [77] ont également fourni des outils permettant I’analyse du comportement de ces
estimateurs en présence d’échantillons de taille finie. Il a été montré que ces types
d’estimateurs sont asymptotiquement presque optimaux ou optimaux au sens minimax alors
que les estimateurs linéaires traditionnels sont sous-optimaux en ce qui concerne les classes
de fonctions appartenant aux espaces de Besov [78]. Depuis la parution des articles fondateurs
par Donoho & Johnstone [19, 20, 79], la littérature de traitement du signal et d’image a assisté
a une abondance de papiers appliquant ou proposant des modifications de I’algorithme
original dans des probléemes d’estimation et/ou restauration des signaux et d’images.
Différentes alternatives au seuillage par ondelettes ont été développées. Ainsi, Donoho &
Johnstone [19] proposerent I’estimateur SURE basé sur I’estimation du risque sans biais de
Stein. Abramovich & Benjamini [80, 81] considérerent le seuillage sous I’angle d’une
procédure de test d’hypothéses multiples. Il a été montré que ce type d’approche offrait un
gain de performances au sens de I’erreur quadratiqgue moyenne.

V.3 Approche classique sans a priori

Cette approche non-paramétrique est motivee par le fait que dans la plupart des situations
rencontrées en pratique, les distributions des signaux constituant I’observation ne sont pas
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connues et sont souvent difficiles a estimer avec précision. Lorsqu’on ne dispose pas
d’information sur la distribution du signal que I’on cherche a estimer, il est tout de méme
possible d’estimer ce signal de maniere satisfaisante si I’on dispose d’une base qui permet de
le distinguer (discriminer) du bruit. L’idée est la suivante. Si nous disposons d’une base
orthonormale capable de ‘concentrer’ I’énergie de ce signal sur un petit nombre de
coefficients de grandes amplitudes, alors la projection de I’observation sur une telle base sera
assez sensiblement composée d’une petite classe de coefficients relativement grands (donc
contenant principalement I’information sur le signal) et une grande classe de petits
coefficients dont la nature est presque essentiellement de bruit. L’estimation consisterait alors
a récupérer et éventuellement a traiter les grands coefficients, aprés avoir forcé a zéro, les
petits coefficients. Une telle estimation est donc réalisable avec une fonction dite de seuillage
car elle va dépendre d’un seuil en dessous duquel, tout coefficient sera forcé a zéro. On dit
d’une base capable de concentrer une grande partie de I’énergie d’un signal sur un petit
nombre de coefficients de grandes amplitudes qu’elle effectue une représentation
parcimonieuse (sparse) du signal. Cette définition est cependant trés peu précise car les termes
‘petits’ et ‘grands’ ne sont pas clairement définis. Nous parlerons donc plutot de
représentation parcimonieuse au sens large. Nous dirons alors d’une base qu’elle réalise une
représentation parcimonieuse au sens strict pour un signal donné si I’énergie de ce signal est
‘presque entierement’ contenue dans un petit nombre de coefficients de grandes amplitudes.
Dans ce dernier cas de parcimonie, presque tous coefficients qualifiés de ‘petits’ sont en fait
quasiment nuls ou de tres petites amplitudes, et ne contiennent donc pas d’information
significative sur le signal. Dans le cas d’une représentation parcimonieuse au sens large, mais
non strictement parcimonieuse, il peut étre souvent utile de traiter également les petits
coefficients. Dans ce cas, nous considererons, non pas une fonction de seuillage, mais une
fonction dite d’atténuation en ce sens qu’elle ne force pas systématiquement a zéro les petits
coefficients, mais leur impose une plus grande atténuation que les grands coefficients. Et
puisque la fonction de seuillage peut étre vue comme étant une fonction d’atténuation
dégénérée (qui opeére une atténuation brutale par mise a zéro des petits coefficients et une
autre éventuelle atténuation des grands coefficients), nous garderons la terminologie “fonction
d’atténuation’ pour I’estimation des coefficients via la représentation parcimonieuse. Si la
fonction d’atténuation inclue un seuillage, nous parlerons alors de ‘fonction de seuillage’.
Pour réaliser I’estimation non-paramétrique décrite plus haut, il faut donc choisir une
représentation parcimonieuse et une fonction d’atténuation appropriée. En ce qui concerne le
choix de la représentation, on sait que les bases d’ondelettes satisfont au critére de parcimonie
de la représentation pour les signaux réguliers ou réguliers par morceaux. De plus, il a été
montré dans [19] que de simples fonctions de seuillage comme le seuillage dur (forcer a zéro
ou conserver) et le seuillage doux (forcer a zéro ou atténuer d’une valeur égale au seuil)
permettent d’obtenir de résultats trés satisfaisants. Dans le modéle de perturbation considéré
seule la variable aléatoire y est observée. Le modele sous-jacent concerne un signal bruité :

y=s+¢ (5.1)
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Dans ce modeéle, s est le signal d’origine et € est le bruit reflétant les fluctuations aléatoires
contaminant le signal utile, ces échantillons indépendants sont considéré une variable
gaussienne de moyenne nulle et de variance o2; c’est-a-dire e~N'(0,021), avec I désignant
une matrice identité de taille appropriée. L’objectif est de recouvrer I’information s contenue
dans le signal bruité y sans pour autant faire d’hypotheéses sur une structure paramétrique de s.
Etant donné le vecteur y qui représente les valeurs échantillonnées du signal observé, la
décomposition de y dans un dictionnaire donnée est D = ®Ty ou @ est une matrice de taille
n X p. Dans le cas de la transformée d’ondelettes discréte orthogonale, la matrice @ = W ou
W est une matrice orthogonale associée a la base orthonormée choisie, et D un vecteur
comprenant d’une part les coefficients d’approximation et d’autre part les coefficients de
détail de la transformée en ondelettes discrete (DWT). Du fait de I’orthogonalité de la matrice
W, la transformée en ondelettes discréte inverse (IDWT) est donnée par y = WTD. La DWT
ainsi que sa transformée inverse peuvent étre implémentées a I’aide de I’algorithme pyramidal
proposé par Mallat [24] employant un banc de filtres miroirs en quadrature. Du fait du
caractére creux (propriété de parcimonie, (sparse en anglais) dans le domaine de la
transformée en ondelettes, nous pouvons supposer de facon intuitive que seuls quelques
coefficients de deétail d;; ayant une valeur suffisamment élevée contribuent au signal s a
recouvrer, alors que les coefficients de faibles valeurs sont essentiellement, dus au bruit qui
contamine de fagon uniforme tous les coefficients. Il est également recommandé de conserver
les coefficients d’approximation s,,,. Ces derniers, relatifs aux composantes de basses
fréquences, sont essentiellement caracteristiques du signal original. Les coefficients ainsi
mises a jour, peuvent étre utilisés pour reconstruire le signal original sans les effets du bruit.
Le débruitage du signal y concerne le calcul de I’estimateur $ du signal d’origine sans bruit s.
Les trois étapes suivantes resument le processus complet de débruitage dans le domaine des
transformeées en ondelettes :

Y = W()
Z =D, 1) (5.2)
§=wW2)

ouW(-) la transformée en ondelettes et W~1(.) transformée inverse, D(:, 1) désigne
I’opérateur de débruitage et A est le seuil associé. Il est implicite dans la stratégie que seul un
petit nombre de grands coefficients ondelettes sont associés avec le signal original, et que leur
identification et I’élimination de tous les autres coefficients permettront une reconstruction
parfaite du signal sous-jacent. Plusieurs méthodes utilisent cette idée et I’implémente de
maniere différentes. Dans la méthode linéaire chaque coefficient d’ondelette est affecté par un
seuil linéaire particuliérement associée au niveau de résolution du coefficient. Le seuillage
linaire est suffisant seulement pour des signaux homogénes avec un niveau de régularité
important. Lorsque les conditions d’homogénéité et de régularité ne sont pas remplies, les
méthodes de seuillage non linéaires des coefficients d’ondelettes sont plus appropriées.
Donoho & Johnstone ont propose un estimateur non-linéaire reposant sur la conservation en
intégralité des coefficients d’approximation et sur une sélection judicieuse des coefficients de
detail d;, [19, 20, 79]. Ces auteurs suggerent I’extraction des coefficients de détail
significatifs par comparaison de ces derniers avec un parametre de seuillage 4 > 0 dont le

Page | 85



choix est décrit ultérieurement. Les fonctions de seuillage résultantes, se déclinent sous deux
formes, seuillage dur (figure 5.1 a) et seuillage doux (figure 5.1 b). Le débruitage impliquant
un seuil par lequel les coefficients en dessous d’une valeur (i.e. le seuil) spécifiée sont mis a
zéro est appelé le seuillage dur.
shard(g, ) = {dj,k |d]-,k|.> A (5.3)
0 otherwisev

Alternativement, dans le seuillage doux tous les coefficients sont réduits par la valeur du
seuil.

037" (dj) = sign(djc Jmax(0, | | = 2) G4

ou d; . sont les coefficients de détail du signal analysé. Le seuillage dur (fonction discontinue)
correspond a une loi du type “kill or keep’. En d’autres termes, soit le coefficient est conserve,
soit il est mis a zéro. Le seuillage doux (fonction continue) correspond a un opérateur de
contraction de type ‘kill or shrink’. En d’autres termes, soit le coefficient se voit retrancher la
valeur du seuil, soit il est mis a zéro. En terme de risque d’estimation, le seuillage dur aboutit
a une variance plus importante de la fonction estimée que celle obtenue par seuillage doux
avec un seuil identique. Du fait de sa discontinuité, il présente en outre une sensibilité
importante vis-a-vis des faibles variations des données. La réduction des coefficients de
grande valeur, dans le cas du seuillage doux entraine un biais d’estimation plus élevé.

—h

(a) (b)

Fig. 5.1 Estimateurs par seuillage d’ondelettes. (a) Seuillage dur (b) Seuillage doux

Les propriétes et les limites de ces deux stratégies ont été rapportées par plusieurs auteurs.
D’une part, le seuillage dur maintient I’échelle du signal mais introduit de petits changements
aprés la reconstruction en raison d’une discontinuité dans les coefficients d’ondelettes.
D’autre part, le seuillage doux élimine cette discontinuité et les signaux reconstruits se
trouvent plus doux et avec des amplitudes l1égérement diminuées. Le probléme apparent dans
I’application des méthodes de seuillage des coefficients d’ondelettes est la maniére de
sélectionner une valeur appropriée pour le seuil A.

Page | 86



V.3.1 Choix du seuil

Depuis le travail pionnier de Donoho et Johnstone, beaucoup de recherches dans la définition
des niveaux de seuil et de leurs types ont été menées. De maniere genérale, deux stratégies de
seuillage peuvent étre identifiées: la stratégie avec des seuils globaux et la stratégie avec des
seuils dépendants du niveau de décomposition. Dans la stratégie avec des seuils globaux
implique la sélection d’une valeur 4 > 0, appliquée a tous les coefficients d’ondelettes. En
revanche, dans la stratégie avec des seuils dépendants du niveau de décomposition implique
qu’un seuil A; > 0 est appliqué a chaque niveau de résolution. Les algorithmes de seuillage,
les plus connus en littérature sont : Minimax, le seuil universel, SURE et le seuil hybride ou
heuristique SURE.

a. Seuil minimax

Donoho & Johnstone ont proposé le seuillage minimax qui applique un seuil optimal (au sens
minimax) [20]. La valeur du seuil minimax A telle que définie dans I’équation (5.5)
correspond a un seuil optimal obtenu en minimisant le risque associé a la fonction
d’estimation. Le seuil proposé dépend de la taille de I’échantillon et prend également, en
compte le niveau de bruit dans le signal. En d’autres termes, le seuil minimax est défini de la
maniere suivante :

M =625 (5.5)

ou, &, défini la variance du bruit présent dans le signal et A;, est donné par I’équation
suivante:

= inf sup .
" A dij N-1+ Roracle(dij)

avec R, qcie (dl-j) est un opérateur appelé oracle utilisée pour comptabiliser le risque associé a
la modification de la valeur d’un coefficient d’ondelette donné. Les notions d’oracles et de
risque d’oracle sont détaillées dans [20]. Deux oracles sont considerés, la projection diagonale
linéaire DLP (Diagonal Linear Projection) faisant intervenir un opérateur diagonal réalisant
une projection linéaire et aboutissant a une décision de type °‘kill or keep’, et le
DLS (Diagonal Linear Shrinker), oracle définissant le facteur d’atténuation a appliquer a
chacun des coefficients de détail d’ondelettes. Les risques idéales pour ces oracles sont

données par:
2

dz+1

RD.o(d) =min(d%1) and  RDE,(d) = (5.7)

b. Seuil universel

Une alternative a I’utilisation du seuil minimax a été proposée par Donoho & Johnstone [20].
Elle repose sur I’utilisation d’une valeur de seuil universel :

Auniv = G+ 210g(N) (5.8)
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ou N est la taille du signal en nombre d’échantillons. Le seuillage universel appelé aussi
VisuShrink [19, 20], est substantiellement plus important que celui obtenu au sens minimax,
mais s’avere aisément implémentable. Il est de loin le plus répandu dans la communauté de
traitement du signal et des images. La limitation du seuil VisuShrink est de ne pas considérer
la minimisation de I’erreur quadratique moyenne (MSE), ce ceci conduit a la suppression
excessive des coefficients d’ondelettes dont certains sont porteur d’informations utiles. Par
consequent le signal récupéré se trouve trop adoucie. Ainsi, un nombre plus limité de
coefficients est employé lors de la reconstruction ce qui a pour effet de lisser le signal en
sortie par rapport au cas minimax d’ou un biais d’estimation plus élevé.

c. SureShrink

Dans [19], Donoho & Johnstone ont propose I’estimateur SureShrink ou un seuil est défini
pour les coefficients d’ondelettes de chaque échelle de décomposition. L’idée est basée sur la
minimisation de I’estimation sans biais du risque de Stein ‘SURE’ (Stein’s Unbiased Risk
Estimator) [82]. Le seuil A; est défini en minimisant SURE sur I’ensemble des niveaux. Un
seuil est attribué a chaque niveau de résolution dyadique. Une expression de A; est donnée par
I’expression suivante :

d:
AURE = argmin SURE </1, Lk ) (5.9)
0=<1<,/2log(N) O¢

Le SureShrink est un seuil adaptatif relatif au niveau de décomposition en ondelettes et il
minimise I’erreur quadratique moyenne. L’inconvénient de cet estimateur réside dans les
situations extrémement parcimonieuses des coefficients d’ondelettes. Dans ce cas, I’adoption

du seuil universel A = A,,;,, = g4/ 2log(N) pour tous les niveaux et I’appliquée a tous les
coefficients d’ondelettes donne de bons résultats avec pratiquement pas de complexité de
calcul. Alors, si la plupart des coefficients d’ondelettes sont des zéros, le seuil universel est
préféré. Cependant, si le rapport signal sur bruit est tres faible I’estimation SURE est utilisée.
Pour éviter ce probléme, Donoho & Johnstone ont proposé une autre alternative au seuillage
SureShrink, dite le mode hybride du seuillage SURE. Afin de détecter cette situation, Donoho
et Johnstone ont proposé une mesure de la parcimonie de la représentation en ondelettes afin
de determine a chaque niveau de résolution le seuil qui doit étre appliqué i.e. le seuil universel
ou le seuil SURE. En termes mathématiques, le seuillage du mode hybride s’écrit sous la
forme suivante :

2/-1
: _ CN2
JHSURE _ Ger/ 2l0g(27) si Z (d,,) <622/(27 +j3/?) (5.10)
J mmn )
U]SURE sinon

V.3.2 Estimation du niveau de bruit

Dans la littérature, la majorité des methodes de débruitage n’aborde que le cas de bruit blanc
gaussien, plus simple a traiter, bien que, en situation de données réelles, il ne soit pas
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spécialement facile d’estimer le niveau de bruito,. Avec une transformée discrete
orthogonale en ondelettes, le bruit blanc se décompose en série de coefficients aléatoires
normaux centrés et decorrélés. En utilisant des arguments de la statistique robuste, Donoho &
Johnstone ont proposé une estimation de o, dans le domaine des ondelettes en ne considérant
que les coefficients de détail de I’échelle de décomposition la plus fine. Le choix de I’échelle
la plus fine repose sur I’hypothése que les coefficients en ondelettes correspondants sont en
grande majorité dus au bruit blanc. Une estimée de &, est alors obtenue par un résultat
classique en statistique robuste :

. MAD|d;_, |

- k=01,. 2"1-1 5.11
e 0.6745 1D

ou L désigne le nombre de niveaux de décomposition. MAD est la valeur médiane absolue des
coefficients de I’échelle la plus fine d,_, ;. Le facteur 0.6745 est choisi apres une calibration
avec une distribution gaussienne. Cet estimateur tres robuste est également tres populaire pour
le débruitage multi-échelle.

V.4 Formulation Bayésienne du probleme d’identification

L approche bayesienne est proposée dans cette section, dans le cadre de la restauration du
signal source vibratoire. L’inférence bayésienne, offre un cadre mathématique rigoureux
permettant de combiner des informations probabilistes afin de renforcer la parcimonie des
coefficients. Les estimateurs bayésiens s’averent plus efficaces que ceux presentés
précédemment [77,83, 84, 85]. Dans le cadre d’une approche bayésienne, on suppose que la
distribution des coefficients d’ondelettes est imposée comme a priori. La distribution de I’a
priori dans I’approche bayésienne exprime la connaissance préalable sur les coefficients, sous
la forme d’une distribution de probabilité. Mallat dans [40] a été le premier a proposer les
distributions gaussiennes géneralisées (GGD). Elles sont trées communément adoptées comme
a priori a des fins d’estimation et de compression dans le domaine des ondelettes. Cependant,
a cause de sa deécroissance exponentielle rapide, I’a priori GGD se révele incapable de
modéliser correctement les queues de distribution relevées, comportement typique des
distributions des coefficients d’ondelettes. De plus, aussi bien pour I’a priori GGD que bon
nombre d’a priori dans la littérature, aucune forme analytique n’a été proposée pour
I’estimateur bayésien. Ce qui nécessite une implémentation numérique des intégrales,
impliquées dans les estimateurs, particuliérement instable (notamment & cause des bornes
d’intégration infinies) et colteuse en temps. Formellement, la solution du probléme inverse
bayésien correspond a I’estimation du maximum a posteriori. Tout d’abord, nous supposons
que seule la variable aléatoire y est observée selon le modéle de I’équation (5.1). Comme
mentionné précédemment, la parcimonie est une propriété qui peut étre décrite soit
directement pour le signal lui-méme ou aprés une transformation, par exemple sur les
coefficients de la projection du signal sur un ensemble de fonctions. En conséquence, dans le
domaine des transformées en ondelettes, notée W (.), le modéle de I’équation (5.1) peut étre
décrite par une observation analogue comme suit:
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w=W(l) =W() +Wh)=6+b (5.12)

OU w sont les coefficients bruités et b = W (n)~N(0,02I); le bruit est blanc et gaussien.
L’inférence Bayésienne concerne I’évaluation de la densité de probabilité a posteriori des
sources O a partir des données observées w. Elle nécessite un modéle probabiliste
paramétrique des données sous la forme d’une distribution de probabilité conditionnée par la
connaissance de la distribution des sources p(w/8). L’état antérieur de la connaissance de 6
est quantifiée par la distribution a priori p(6). Notre état des connaissances sur 6 apres avoir
observé w est quantifiée par la distribution a posteriori p(6/w).Ces fonctions sont liées par la
regle de Bayes:

p(6, w) _ p(w/6)p(6)
p(w) p(w)

p(8/w) = (5.13)
Nous référons a p(6, w) la distribution conjointe des sources et des données, ou, de maniére
plus concise, la distribution conjointe et p(8/w) la distribution de 6 sachant les valeurs
observées.

e p(8/w) est la distribution de probabilité a posteriori, définissant la probabilité d’observer
le champ excitateur 6 étant donnée un champ vibratoire mesuré w ;

e p(w/0) est la fonction de vraisemblance, définissant la probabilité d’observer le champ
vibratoire mesuré w étant donné un champ excitateur 8;

e p(6) est la distribution de probabilité a priori, définissant la probabilité d’observer le
champ excitateur 8 vibratoire a identifier.

De point de vue Bayésien, la solution du probléme de I’équation (5.12), consiste a rechercher
la source vibratoire excitatrice 8 la plus probable étant donnée le champ vibratoire mesuré w,
cela revient & trouver un estimateur 8 qui maximise la probabilité a posteriori (MAP). Cette
estimation nécessite I’adoption d’un modele probabiliste paramétrique des données sous la
forme d’une distribution de probabilité, conditionnés par la connaissance des parameétres
inconnus. Mathématiquement on cherche donc I’estimateur du maximum a posteriori tel que

O(w) = arg max {r(6/w)} (5.14)

‘argmax’ est la valeur de I’argument ou la fonction est a son maximum. Pratiqguement,
maximiser p(6/w) étant équivalent a maximiser log p(6/w) d’ou, on peut écrire:

log p(6/w) = log p(w/0) + log p(6) — log p(w) (5.15)
V.4.1 Choix de la fonction de vraisemblance

La fonction de vraisemblance traduit I’incertitude associée & la mesure du champ vibratoire w.
Par définition, cette incertitude est principalement liée au bruit de mesure b supposé centré
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Gaussien i.e. e ~N(0,021) et de variance 2. Par conséquent la fonction de vraisemblance
p(w/0) peut se réécrire sous la forme :

p(0/6) = p(B) = ——exp (— %) (5.16)
ol ||x|| = (xx) est la norme ¢, du vecteur x.
log p(6/@) = — = | — 611 + log p(6) — log p(w) (517)
Soit: f(8) = —log p(@), alors :
1(6) = 55l — 8112 + £(9) (518)

Enfin, le probléeme de maximisation est reformulé en probléme de minimisation du critere
suivant :

~ 1
— : _ 2
6 = arg min {—202 lw—08]*+ f(H)} (5.19)

D’aprés I’équation (5.16), on remarque que I’on retrouve la méthode de régularisation de
Tikhonov ou f(@) représente le terme de régularisation ou de pénalisation favorisant la
parcimonie. L’estimateur MAP de 6 est donnée par la relation g(w) qui est une fonction de la
variance de bruit et de la dérivée de f(8) qui est a son tour fonction de la distribution de 6:

0 = g(w) = sign(w)max (O, lw| — cszf'(H)) (5.20)

V.4.2 Choix de la distribution de probabilité a priori de parcimonie

La distribution de probabilité a priori traduit I’incertitude associée au champ vibratoire non
observable relatif aux forces excitatrices w. 1l s’agit d’un modele d’expertise, qui peut étre vu
comme une mesure de la connaissance a priori que I’on possede sur le champ excitateur w.
La modélisation de I’apriori a le r6le de la traduction de notre connaissance antérieur sur le
signal inconnu dans une loi de probabilité. Mallat a été le premier a proposer la distribution
gaussienne généralisée (GG) a des fins de compression. Ensuite, plusieurs estimateurs ont
proposé un estimateur bayésien de type MAP basé sur cet a priori a des fins d’estimation
[86,87]. On rappelle qu’une distribution (GG) d’échelle y et de forme B est donnée par
I’équation (5.21):

p(O) = GGy 5(0) = 20— exp{-(0)7) (5.21)

’ 2 (1/pB)

ou B représente le paramétre de forme et y se rapporte a la variance de la distribution, I'(.) est
la fonction Gamma. Par un choix approprié de S il est possible de modéliser les distributions
a queue plus ou moins lourds, qui favorisent des solutions trés parcimonieuses ou moins
parcimonieuses. Deux cas spéciaux peuvent étre précisés pour ce modele : cas d’une
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distribution gaussienne (Normal) lorsque § = 2 et cas de distribution double exponentielle
ou distribution de Laplace lorsque 8 = 1. Les formes générales de ces distribution d’a priori
sont présentés dans la figure (5.2), ou les cas: § = 0.5,1,1.5 et B = 4 sont compares au cas
Gaussien g = 2. La PDF de la GG a une décroissance exponentielle rapide vers I’infini pour
des valeurs décroissantes de . Cette famille permet alors, des queues plus étroit que la
normale lorsque S < 2 et moins étroit que la normale lorsque § > 2. Du fait de ce
comportement, I’a priori se révele incapable de modéliser les queues lourdes de la
distribution des coefficients d’ondelettes. Toutefois, le modele GG avec un parametre de
forme 0.3 < B < 1 présente un modele raisonnable pour la distribution des coefficients
d’ondelettes [40]. 1l peut étre appliqué a chaque échelle de la décomposition sauf a I’échelle la
plus grossiere. Dans le cadre de cette thése, le modéle de lois leptokurtique a queues lourde
défini par I’équation (5.22) est introduit pour modéliser I’estimateur MAP avec a priori de
parcimonie [40]. Ce modeéle est utilisé pour décrire la densité des coefficients d’ondelettes des
signaux impulsionnels de distribution non-gaussienne et qui sont considérées de densité plus
parcimonieuse que la distribution Laplacienne [88]:

(a/2+1)
p(6) = % (a+2)[a(a+1)/2] — (5.22)
[Vala +1)/2 +|6/dl]

ou d est I’écart-type de I’impulsion a isoler et a est le parametre de contrdle de la parcimonie
de la fonction de densité. Quand a — oo, la densité de Laplace est obtenue comme limite. Les

paramétres d,a > 0 peuvent étre obtenu a partir des relations d =./E{6%} et a =
2—k++ k(k+4)

2k—-1
I’équation (5.22) a des fins de comparaison. Pour raison d’illustration, les densités dans les

figures sont normalisées a la variance unité.

avec k = d?pg(0)2. La figure (5.3) montre la fonction p(8) donnée dans

1 : 1
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Fig. 5.2 Distributions gaussiennes genéraliseées  Fig. 5.3 Modele de densité parcimonieuse
(a=0.1)
En considérant la densité représentée par I’équation (5.22) de I’a priori choisis, la fonction
non linéaire d’atténuation résultante g prend la forme suivante [89]:

g(w) = sign(w)max <0,|w|T—ad + %\/(le + ad)? —40?%(a + 3)> (5.23)
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ola= a(a+1)/2, et g(w) est mis a zéro dans le cas ou la racine carrée dans I’équation
(5.23) est imaginaire. Les résultats de reconstruction apres seuillage des coefficients
d’ondelettes en utilisant la régle de I’équation (5.23) représentent I’approximation des
impulsions. L’effet de la fonction d’atténuation dans I’equation (5.23) est de réduire la valeur
absolue de son argument par une certaine quantité paramétrée. Les petits arguments sont ainsi
mis a zéro. Cet estimateur non linéaire est a la base de la présente méthode bayésienne.

V.5 Etude expérimentale
V.5.1 Analyse des signaux de synthese

Dans la section suivante, les résultats obtenus par I’application de I’approche proposée sur un
signal test corrompu avec différents niveaux de bruit blanc gaussien sont présentés. Une étude
comparative des techniques de débruitage dans le domaine des ondelettes est faite et les
résultats obtenus sont analysés. Pour réaliser cette comparaison, un train d’impulsions
simulées de 50000 échantillons est utilisé pour étudier la performance de I’approche proposeée.
Les impulsions simulées considérés sont tres proches de ceux génerés par les composants
mécaniques endommagées et présentent la forme indiquée dans la figure (5.4a). Le bruit
additif est suppose étre un bruit blanc gaussien. Plusieurs valeurs de RSB (ie rapport signal
sur bruit entre signal original et le signal bruité) sont introduites.
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(@) (b)
Fig. 5.4 (a): Impulsions simulées (b) Impulsions simulées avec un bruit gaussien lourd

Le signal indiqueé sur la figure (5.4b) qui est artificiellement corrompu par un bruit gaussien
est utilisé pour tester I’efficacité de la méthode proposée. Le but est d’extraire, a partir des
signaux de vibration, les impulsions périodiques faibles noyées dans du bruit de fond lourd
(faible niveau de RSB). L’ensemble des techniques basées sur le seuillage des coefficients
d’ondelettes en utilisant I’approche traditionnelle telles que, le seuillage SURE, hybride ou
heuristigue SURE, le seuillage minimax et le seuillage universel sont considérés. Les deux
types de seuillage dur et doux sont utilisés dans ces techniques sur les coefficients de la
décomposition en ondelette de Daubechies (db20). Le résultat de débruitage du signal au
moyen d’estimation du risque non biaisé de Stein (SURE), heuristique SURE, seuils minimax
et le seuil universel, respectivement, est présenté dans les figures (5.5 - 5.8).
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Fig. 5.6 Impulsions débruitées en utilisant (a): Seuillage Heuristiqgue SURE doux (b): Seuillage

Fig. 5.7
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Fig. 5.8 Impulsions débruitées en utilisant (a): Seuillage universel doux (b): Seuillage universel dur

Il peut étre observé a partir des résultats de debruitage, qu’aucune stratégie n’a bien montré
les impulsions. Bien que plusieurs impulsions sont extraites a I’aide du seuillage SURE et
heuristigue SURE illustrées dans les figures (5.5) et (5.6), beaucoup de fausses impulsions
existent également, ce qui affecterait la reconnaissance des vrais impulsions. Par conséquent,
on peut conclure que les deux méthodes basées sur le seuillage SURE et heuristique SURE
donnent une performance optimale et les résultats de ces deux méthodes sont en général, tres
proches les uns des autres. La performance du seuillage SURE et heuristique SURE est
meilleure que celle par seuillage Minimax et ou par I’utilisation du seuil universel. Cependant,
dans tous les cas, I’isolation des impulsions reste difficile. En revanche, les résultats du signal
purifié basé sur I’approche bayésienne sont présentés dans la figure (5.9). On peut observer
que toutes les impulsions immergées dans le bruit sont extraites. En d’autres termes,
I’approche proposée en utilisant des calculs bayésiens présenté dans la figure (5.9), isole tous
les vraies impulsions et aucune fausse impulsion existent dans les résultats.
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Fig. 5.9 Impulsions débruitées avec I’approche de Bayes et en utilisant I’ondelette de Morlet optimisée

Comme on peut le voir sur la figure (5.9), on peut conclure que, I’approche proposée est trés
efficace dans I’extraction de faibles impulsions périodiques noyées dans du bruit lourd, et ses
performances sont nettement mieux que les méthodes précédentes.

V.5.2 Analyse des signhaux réels

Des expériences sont menees pour explorer I’efficacité de I’algorithme de débruitage par

I’approche propose de Bayes et de le comparer avec les techniques de débruitage standard.
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Les signaux de vibration collectés a partir d’un banc d’essais ont été analysés pour la
détection des défauts de roulements. Les images du banc d’essais utilisé a cette fin et de ses
accessoires sont présentées dans la figure (5.10). Généralement, le défaut local se produit sur
les pistes des bagues interne ou externe du roulement. Lorsque les billes passent par le défaut,
des impulsions apparaitront due a cet impact.

@) ' | (b)
Fig. 5.10 (a) Photographie du banc d’essais, (b) Banc d’essais et Analyseur double canal (B&K 2133)

Selon la durée de I’intervalle temporelle entre ces impulsions, on peut juger de I’apparition du
défaut a I’aide des formules donnant les fréquences caractéristiques. Pour cela, un défaut
artificiel (une raie d’environ 0,9 mm de large) est introduit sur la piste de la bague externe du
roulement. L’acquisition du signal d’accelération radiale du palier testé est réalisée par un
accélérometre 4371 B&K. Ensuite, le signal est amplifié et filtré dans la gamme de fréquence
de 0,2 Hz a 20 kHz par un amplificateur de charge B&K. Un analyseur de spectre double
canal de type B&K 2133 est utilisé ensuite pour enregistrer le signal d’acquisition. Les
acquisitions sont transférees ensuite vers le PC ou des programmes Matlab sont mis en ceuvre
pour le calcul des coefficients d’ondelettes liés a ce signal. Les fréquences caractéristiques
relatives aux défaillances des bagues internes et externes des roulements dans le cas de I’arbre
tournant, sont données par les formules suivantes [63]:

d
Défaut de bague interne: fi = (1/2)Nf, <1 + o cosqb) (5.24)
D
, d
Défaut de bague externe: fe = (1/2)Nf, (1 - D—cos¢>> (5.25)
P

ou £, est la fréquence de rotation de I’arbre, N est le nombre d’éléments roulants (billes), ¢
représente I’angle de contact, d et D, sont respectivement, les diametres interne et primitif du

roulement. Les paramétres géométriques et les fréquences caractéristiques correspondantes du
palier testé sont listés dans le Tableau 1.

Type de roulement SNR 1205

Vitesse de rotation (tr/min) 2986

Nombre d’éléments roulants N =12

Fréguence de rotation fr =49.77 Hz

Ball Passing Frequency Inner Race - BPFI fi =353.99 Hz, T; = 0.0028 sec
Ball passing Frequency Outer Race - BPFO fo = 243.16 Hz, T, = 0.0041 sec

Tablel. Caractéristiques du palier testé du banc d’essais
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Le diagramme temporel et le spectre correspondant du signal d’acquisition sont présentés
respectivement, par les figures (5.11a) and (5.11b).
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Fig. 5.11 (a): signal temporel avec défaut de roulement (b): Spectre associé du signal d’acquisition,

o

De la figure (5.11b), on peut observer que I’efficacité de I’analyse spectrale est insuffisante
pour effectuer un suivi correct. En effet, les défauts des paliers ne peuvent étre diagnostiqués
avec certitude car les pics du spectre situés au niveau des fréquences caractéristiques ont des
amplitudes comparables a celles relatives a un palier en bon état. En outre, il est a remarquer
que le niveau du bruit donne des amplitudes équivalentes a celles des impulsions périodiques.
Une analyse comparative des méthodes de débruitage standards utilisées précédemment sont
reconduites pour analyser le signal réel présenté dans la figure (5.11a). Les résultats du
débruitage du signal par les méthodes (SURE), heuristique SURE, Minimax et par seuillage
universel sont présenté par les figures (5.12 - 5.15), respectivement. Les coefficients
d’ondelettes sont calculés par la décomposition du signal en utilisant I’ondelette de
Daubechies (db20). Cette ondelette est utilisée, car elle offre de meilleures performances
comparée a d’autres fonctions ondelettes. Toutefois, les résultats expérimentaux doivent étre
interprétés comme une indication de la performance des techniques de débruitage proposeées.
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Fig. 5.12 Signal purifié en utilisant (a) Seuillage SURE doux (b) Seuillage SURE dur

Page | 97



4000 4000

3000 3000

2000t L[ L1 L]l 2000 —— ‘

1000 1000 HH\\ \mH‘ ol HI\H
g 0 § 0 “
£ 1000 £ -1000ff ‘H H NN H [ VH‘

2000 H - ‘ T F" 1 ‘ -2000 Ht

-3000 -3000

-4000 -4000

-5000 -5000

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 014 0.16 0.18 0.2 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 014 0.16 0.18 0.2
Time (s) Time (s)
(@) (b)
Fig. 5.13 Signal purifié en utilisant (a) Seuillage heuristique SURE doux (b) Seuillage heuristique
SURE dur

4000 4000

3000 3000

2000 soooltedll 1] [N m‘ (g

10001 N I R T ‘ \l il 1000 | UL”I
E-IOOO T “ l 7 [ \-“’\ T 1 ] HI <E(-1000

-2000 -zooow w[\\ ‘w‘ 1 ! i ! ‘M

-3000 -3000

-4000 -4000

-5000 -5000

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 014 0.16 0.18 0.2
Time (s) Time (s)
(@) (b)
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Fig. 5.15 Signal purifié en utilisant (a) Seuillage universel doux (b) Seuillage universel dur

L’analyse des figures (5.12 - 5.15) indique que les impulsions périodiques sont a peine
visibles. La réponse du systéme a cette excitation apparait comme un train d’impulsions
irregulieres et beaucoup de fausses impulsions existent. Ce genre de réponse affecterait
certainement la reconnaissance des Vvéritables impulsions. De plus, les intervalles du temps
entre les impulsions ne sont pas identiques au cours de I’évolution de défaut. Par conséquent,
il est impossible d’isoler le phénoméne par I’extraction des caractéristiques du défaut.
Cependant, le signal reconstruit par la transformée en ondelettes inverse des coefficients
seuillés en utilisant I’approche bayésienne et la fonction ondelette optimale de Morlet est

montré par la figure (5.16). On peut remarquer que, lorsque les éléments roulants traversent le
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défaut, le diagramme montre un train d’impulsions dont I’amplitude est proportionnelle a la
dimension de la zone endommagée et fournit une représentation efficace du défaut.
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Fig. 5.16 Signal débruité avec I’approche de Bayes et en utilisant I’ondelette de Morlet optimisée

En comparant les resultats présentés par les figures (5.12 - 5.15) et la figure (5.16), on peut
affirmer que, I’approche de Bayes donne des résultats bien supérieurs aux méthodes de
débruitage classique en utilisant les seuils SURE, minimax et le seuil universels. D’autres
observations a partir de la figure (5.16), montrent que la distance mesurée entre deux pics
d’impulsions successives des diagrammes présentés représente la période caractéristique du
défaut, soit I’inverse de la fréquence caractéristique. Dans le cas de défaut de la bague externe
des intervalles quasi-périodiques égaux a 4,1 ms peuvent étre trouvés dans la figure (5.16).
Ces intervalles quasi-périodiques sont équivalents a I’inverse de la frequence (BPFO) qui est
243.16 Hz comme indiqué dans le Tableau 1. Par consequent, il peut étre conclu que les
impulsions sont causées par le défaut sur la bague externe. Enfin, il est intéressant d’observer
que seules les impulsions induites par le défaut sont retenus dans le signal reconstruit (figure
(5.16)). Ce fait, démontre I’efficacité de I’algorithme proposé pour I’annulation du bruit,
méme pour le cas de petits défauts.

V.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons analysé I’estimation non-paramétrique de signaux de vibration
par le biais d’une transformée parcimonieuse : la transformation adaptée en ondelettes. Dans
un premier temps, nous avons étudié le probléme du choix du seuil pour distinguer les
coefficients de grandes amplitudes, ceux attribués principalement au signal, des petits
coefficients ne contenant pas suffisamment d’information sur le signal et pour lesquels le bruit
est prédominant. Aprés un bref rappel théorique sur le principe de cette estimation. Une
analyse expérimentale des performances de I’estimation est alors effectuée. En effet, I’analyse
de la parcimonie de la transformée en ondelettes sur des signaux synthétiques et des signaux
réels révele que la parcimonie deécoulant de la représentation en ondelettes de signaux
vibratoires impulsionnels est tres fortement affectée par le nombre de singularités de tels
signaux. De ce fait, le seuillage n’est pas tres adéquat pour I’estimation de ce type de signaux
présentant un nombre élevé de singularités. Le fait que ces derniers signaux admettent une
représentation en ondelettes parcimonieuse au sens large ne justifie pas I’adéquation du
seuillage pour I’estimation de ces signaux impulsionnels. Ainsi, nous nous sommes focalisés,
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sur I’estimation bayeésienne dans le domaine des transformées d’ondelettes parcimonieuses
comme solution au probleme. Nous nous sommes penché sur la modélisation statistique des
signaux afin de définir les propriétés du signal qu’on cherche a recouvrer et pour traduire les
connaissances a priori qu’on possede sur ce signal. Nous avons donc évoqué quelques
propriétés et lois statistiques permettant de caractériser les signaux dans I’espace des
transformees. Nous avons aussi exposé les principaux modeles statistiques adaptés a capturer
le caractére parcimonieux des coefficients de représentation des signaux. Plus précisément, la
densité de probabilité choisie pour I’a priori afin de modéliser la notion de rareté a été
analytiquement modélisée par le biais d’une distribution leptokurtique. L’approche est basée
sur I’optimisation de I’estimateur du maximum a posteriori (MAP) de variables aléatoires non
gaussiennes corrompus avec du bruit gaussien additif. Ensuite, les performances de
I’approche Bayésienne pour le débruitage des vibrations ont été étudiées. Cette analyse des
performances est réalisée en comparaison avec les performances des seuils classiques. 1l est
démontré que I’approche par estimation Bayésienne va au-dela des limites des approches
classiques de débruitage. En raison de la nature fortement non-linéaire de |’opérateur
d’atténuation, qui tire parti de la structure statistique inhérente de signal devant étre identifie,
le procédé proposé a été appliquée avec succes pour extraire les caractéristiques impulsifs
enfouis dans les signaux bruités. Dans I’ensemble, I’approche décrite combine les propriétés
de calcul rapide, de bonnes propriétés théoriques et de bonnes performances dans les
simulations et dans la pratique. Le constat majeur de I’ensemble des expériences est que la
présente méthode a de meilleurs résultats de débruitage des signaux impulsionnels comparés a
la méthode de régression non paramétrique. Les faibles impulsions cachées dans le bruit sont
révélées et renforcées avec succes. Ce résultat permet aux opérateurs de machines non
seulement a détecter I’existence de défauts sur des roulements a sa phase initiale, mais aussi a
identifier les causes de défauts en utilisant les informations des intervalles de temps qui sont
fournis par le signal reconstruit.
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Chapitre VI

Séparation aveugle des
sources vibratoires dans le
cas des mélanges bruités
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Chapitre 6

Séparation aveugle des sources
vibratoires dans le cas des
mélanges bruités

Résumé

La séparation aveugle des sources vibratoires vise a rechercher des signaux sources inconnus
et melangés de maniére inconnue au sein de plusieurs observations. Cette approche tres
générique ne fournit cependant pas nécessairement des résultats exploitables. Il est alors
nécessaire d’ajouter des contraintes afin de privilégier la recherche de sources ayant une
structure particuliere. L’ajout de davantage d’information reste cependant souvent nécessaire
afin de pouvoir séparer les sources. Dans ce chapitre, nous nous intéressons a I’intégration
du concept de parcimonie qui permet d’améliorer le contraste entre celles-ci en particulier en
présence du bruit. Nous montrons aussi, que I’utilisation de la parcimonie dans un espace
transformé potentiellement redondant, permet de capturer la structure des signaux naturels
de vibrations. Plusieurs ingrédients seront empruntés aux chapitres préceédents notamment
ceux traitant de la parcimonie des sources et du débruitage. Les sources sont supposées
périodiques et corrompus par un bruit lourd (rapport signal sur bruit RSB faible).
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V1.1 Introduction

La Séparation Aveugle de Sources (SAS) est un probléeme général en traitement du signal,
dont le principe consiste a estimer un ensemble de signaux inconnus dits ’sources’, a partir
d’un ensemble de signaux connus dits ‘observations’. Ces observations sont généralement des
mélanges de ces sources et proviennent de capteurs comme par exemple les sondes et les
accelérometres. Nous pouvons observer sur chaque capteur, la sortie d’un systéme réalisant le
'mélange’ des signaux sources. Vu les nombreuses applications que permet la SAS, son
exploitation est devenue primordiale dans de nombreuses disciplines scientifiques telles que
les télécommunications, I’acoustique, le génie biomédical, I’astrophysique, la mécanique, ...
etc. La nature du mélange et le milieu de propagation de ces sources sont généralement
inconnus. Aucune information n’est donc disponible sur les sources ni sur les mélanges. Vu
ces ambiguites, il est difficile voire impossible de retrouver les sources sans faire quelques
hypotheses. La plupart des méthodes de SAS supposent I’indépendance statistique des
sources, elles consistent donc a rendre les observations indépendantes au sens statistique.
Nous retrouvons dans la littérature différentes méthodes exploitant cette idée dont certaines
utilisent les statistiques d’ordre deux, d’autres les statistiques d’ordre supérieur alors que
d’autres encore exploitent I’Information Mutuelle (IM). La séparation a I’ordre 2 est
essentiellement fondée sur la décorrélation des signaux observés. Sauf dans le cas de signaux
sources gaussiens, I’utilisation de la décorrélation n’exploite pas complétement
I’indépendance qui est une propriété bien plus forte que la décorrélation. C’est ici
qu’apparaissent I’intérét de I’usage des statistiques d’ordre superieur en séparation de sources.
On obtient ainsi des criteres permettant de réaliser la séparation sans information
supplémentaire. Ceci conduit a un nouveau concept : I’Analyse en Composantes
Indépendantes (ACI) introduite par Jutten et Hérault dans [90], et développée par Comon dans
[91]. Cette nouvelle approche vient compléter I’ Analyse en Composantes Principales (ACP)
fondée sur la seule décorrélation, qui est une méthode tres utilisée en statistique. L’ACI est
une des voies majeures de la SAS. Son principe, sous I’hypothése d’indépendance mutuelle
des sources, consiste a transformer linéairement le vecteur des signaux observés en un vecteur
dont les composantes sont statistiquement indépendantes. En tant que procedé de séparation
aveugle de sources typique, I’ACI est connue pour étre capable d’extraire efficacement les
informations latentes dans des signaux complexes, méme lorsque le model de mélange des
sources est inconnue. L’analyse en composantes indépendantes a été développée dans le but
de récupérer les signaux source d’origine, en utilisant des hypotheses minimales sur la matrice
de mélange. Ce qui rend I’ACI fondamentalement différente de I’analyse factorielle classique
est que les signaux sources sont supposés étre non-gaussiens en plus de I’hypothéese de base
de leur indépendance. Cela implique que le modéle peut étre estimé de facon unique a partir
des données, en utilisant des statistiques supplémentaires. Il peut étre conclu que la forme
élémentaire du modeéle de I’ACI peut étre comparable a la recherche de la projection adéquate
qui maximise la non-gaussienneté des sources. L’ACI a été utilisée avec succes dans la
séparation de signal acoustique et le débruitage des images. Récemment, elle a été introduite
en analyse des signaux dynamiques des systemes mécaniques. Les composants indépendants
estimés portent I’information directe sur les sources de vibration, et donc, ils peuvent étre
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utilisés a des fins de diagnostic des machines. Cependant, cette méthode ne peut étre
appliquée directement lorsqu’il n’y a qu’un seul capteur de collecte des signaux. La méthode
ACI nécessite des signaux a partir de capteurs séparés au moins égal au nombre de sources a
identifier. 1l est bien connu que I’analyse en composantes indépendantes (ACI) est une
méthode utile pour la séparation aveugle de sources méme si elle a quelques inconvénients.
Tout d’abord, I’indice initial des sources est inconnu. C’est-a-dire, I’ACI ne fournit pas
d’étiquetage ou de permutation des signaux récupéres a I’égard de leurs sources réelles. Ceci
provient du fait que I’indépendance en mathématique est insensible a la permutation des
sources. La seconde ambiguité est que I’échelle réelle des sources ne peut étre déterminée.
Cela signifie que les signaux récupérés peuvent étre une version amplifiée ou atténuée des
signaux d’origine. C’est aussi en raison de I’insensibilité de I’indépendance en mathématique
au facteur d’échelle. En outre, les composants indépendants pourraient ne pas étre constants
dans les calculs répétés du fait que I’ACI s’appuie sur des techniques statistiques de
traitement du signal. En d’autres termes, les algorithmes fournissent des résultats quelque peu
différents a chaque compilation de I’ACI. Enfin, avant d’entamer cette approche, il nous a
semblé utile de passer en revue au préalable I’état de I’art du probleme de la SAS qui ne peut
étre exhaustif. Nous rappelons le probleme de la SAS et les éléments qui s’y rattachent, la
modeélisation du mélange, I’objectif et les difficultés de la résolution de ce probléeme

V1.2 Modélisation mathématique des mélanges

Les signaux sources se propagent dans un environnement appelé communément milieu de
propagation. Ils y subissent naturellement des transformations. Les signaux observés
(mesurés) sont donc des mélanges plus ou moins complexes des signaux sources. La nature
du mélange et le milieu de propagation de ces sources sont genéralement inconnus. Aucune
information n’est donc disponible sur les sources ni sur les mélanges. Vu ces ambiguités, il
est difficile voire impossible de retrouver les sources sans faire quelques hypothéses. La
plupart des méthodes de SAS supposent I’indépendance statistiqgue des sources, elles
consistent donc a rendre les observations indépendantes au sens statistique. Parallélement, les
mélanges peuvent étre ‘instantanés’ ou ‘convolutifs’. Ils peuvent étre aussi variants ou
invariants dans le temps. En général, ce sont les modéles linéaires invariants dans le temps qui
sont considerés dans la plupart des applications. Les mélanges linéaires sont utilisés lorsque la
relation signaux observés signaux sources est linéaire : on considere que chaque observation
est constituée d’une somme pondérée des sources, ou des versions filtrées de celles-ci. Les
mélanges non-linéaires sont utilisés si la relation entre les signaux observés et les signaux
sources est non linéaire. Le nombre p de sources présentes dans les mélanges joue aussi un
role important. Il est souvent supposé connu, mais peut aussi, suivant les applications, étre
estimé en amont (par exemple par Analyse en Composantes Principales, ACP). Suivant la
valeur de p, par rapport au nombre d’observations r, on a trois configurations différentes du
probléme de SAS, qui peuvent nécessiter des méthodes différentes :
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e Lorsque p est égal ar, on parle de melanges déterminés.

e Si p est inférieur ar, on a plus d’observations que de sources pour résoudre le probléme,
on est donc au moins dans un cas équivalent au précédent, si ce n’est plus avantageux. On
parle dans ce cas de mélanges ‘surdéterminés’.

e Si p est supérieur ar, on se retrouve avec plus de signaux inconnus que de données, on est
alors dans le cas ’sous-déterminé’. La résolution du probléme est dans ce cas-la plus
difficile et nécessite des contraintes supplémentaires.

Dans tous les cas, le nombre d’inconnues est souvent supérieur aux données, car en plus des
sources il y a aussi les parameétres de mélange a estimer. Les méthodes de SAS nécessitent
donc des contraintes supplémentaires sur les sources et/ou paramétres de mélange pour
diminuer le champ des solutions possibles au probleme. Ce sont les différentes natures de
contraintes imposees qui ont donné lieu aux différentes familles de meéthodes de SAS
existantes. Ces contraintes ou hypotheses dépendent bien sdr du type de données que I’on
désire traiter et donc de I’application.

V1.3 Modele de mélange linéaire instantané

C’est le mélange le plus simple et le plus répandu dans la littérature. Le processus de mélange
entre les sources et les observations est modélisé par I’équation, en temps continu, sous forme
vectorielle par I’équation suivante :

x(t) = As(t) (6.1)

T
s(t) = (sl(t); ) sp(t)) est le vecteur des signaux sources que I’on cherche a estimer ; il
est composé de p signaux, x(t) = (x;(£); ... ; xr(t))Test le vecteur des signaux observés; il

est constitué de r composantes et A € R"*P est la matrice de mélange (inconnue) ; elle est
composée de coefficients scalaires. On parle ici de mélange ’instantané’ car a un instant t de
I’observation x;(t) dépend uniquement des sources a ce méme échantillon :

14
50 = ) ays(© (63)
j=1
La version discrete de I’équation (6.3) s’écrit :
x(m) = [A(M)]s(n) (6.2)

En cas de présence de bruit additif dans I’environnement, le modéle mathématique de
mélange relatif a cette situation s’écrit

x(t) = As(t) + b(t) (6.4)

. T . . LA .
ou b(t) = (bl(t); o br(t)) est le vecteur des signaux bruits supposé étre centré et dont les
composantes sont généralement supposées mutuellement indépendantes, et indépendantes des
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signaux sources. Le schéma de modélisation de la relation sources-observations peut étre
illustré par la figure (6.1).

X,

5

snsmmaE

t
L]
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" - N N N .
Signaux sources Milieu de propagation Signaux observés

Fig. 6.1 Schéma de modélisation d’un mélange linéaire de sources

Idéalement, le but de la SAS est de retrouver avec exactitude les signaux sources a I’origine
des observations que I’on a a disposition. En réalité, le probléme posé induit I’estimation des
sources avec quelques degrés d’incertitudes, qui dépendent du modele de mélange et des
hypotheses possibles sur les sources (propriétés des sources), ainsi que de la methode utilisée.
On appelle ces incertitudes des ‘indéterminations’. En effet, la séparation peut étre obtenue
avec une infinité de solutions [92]. La contrainte d’indépendance des sorties n’est cependant
pas suffisante pour résoudre completement le probleme. Comon présente dans [91]
I’ensemble des indéterminations pour le cas linéaire instantané. Il montre que sans condition
supplémentaire, les sources ne peuvent étre estimées qu’a une permutation et un facteur
d’échelle prés. Dans la section suivante, nous allons présenter ce probléme et son incidence
sur la reconstruction des sources.

VI1.3.1 L’indétermination de permutation

La premiére indétermination liée au probléeme de la SAS est celle de la permutation. En effet,
I’ordre de restitution des signaux est arbitraire car toute permutation appliquée sur le vecteur s
et sur les colonnes de la matrice A correspondante donne naissance au méme vecteur x. Dans

ce cas, la relation qui lie les deux vecteurs s et x sous forme vectorielle s’écrit :
p

x(t) = Z a;s;(t) ou a; = (alj, ...,apj(t))T (6.5)

j=1
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En utilisant la propriété de commutativité de I’opération d’addition, la relation ci-dessus peut
s’écrire comme suit :
x(t) = A3(t) (6.6)

ou A et 5(t)sont respectivement la nouvelle matrice de mélange et le nouveau vecteur source.
Cette permutation peut étre modélisée par une matrice de permutation P telle que

x(t) = As(t) = (AP)(P1s(t)) = A3(p) (6.7)

Nous aboutirons donc au méme vecteur d’observations x(t). Nous concluons que la
multiplication a droite de la matrice de mélange A par une matrice de permutation P ne
change pas les mélanges, mais implique que I’ordre des sources est modifié.

VI1.3.2 L’indétermination du facteur d’échelle

Nous avons vu dans le paragraphe précedent que la permutation des colonnes dans la matrice
de melange et des sources, ne change en rien les observations. Nous allons voir dans ce
paragraphe, que la multiplication d’une colonne (de la matrice de mélange) et la division
d’une source par un scalaire non nul ne changera pas le vecteur mélange. En effet, pour tout

a; # 0;ona:
4 p

20 = Y a0 = Y (e () (68)

i=1 i=

Cela montre que I’amplitude des sources est indéterminée. Il est a noter que le principal
inconvénient des méthodes de la SAS réside dans I’indétermination liée a la puissance des
sources estimées.

V1.4 Principe de résolution de la SAS

Sous I’hypothése d’indépendance statistique des sources, la résolution du probléeme de la SAS
dans le cas de mélanges linéaires instantanés, consiste a appliquer des transformations aux
observations pour obtenir des signaux statistiquement indépendants. Le but est d’estimer les
sources s a partir des observations x. L’estimateur s’écrit :

y(@©) = Wx(t) (6.9)

ou W est la matrice séparante. Le probleme consiste a déterminer cette matrice scalaire W a
partir des observations x(t), qui conduit a la “meilleure’ estimation possible des sources s(t).
Il existe différentes types de méthodes pour résoudre ce probléme réparties en deux grandes
familles : les méthodes par bloc et les méthodes adaptatives.

V1.4.1 Meéthode de traitement par bloc

Les méthodes de séparation par bloc sont basees sur le schéma de la figure (6.2).
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Fig. 6.2 Schéma de la méthode de séparation par bloc

Pour ce modele nous pouvons distinguer deux approches :

e Lesapproches a une seule étape

Ces approches consistent, a partir des observations, a identifier directement la matrice de
mélange ou a trouver une matrice W qui, appliquée au vecteur des observations x(t) =

(11(®i 5 2,(0)

statistiquement indépendants.

T
permet d’obtenir des signaux y(t) = (yl(t); ...;yp(t))

e Lesapproches a deux étapes

La premiére étape consiste a ‘Blanchir’ (i.e., décorréler) les signaux observés x(t) ; cela se
fait par multiplication de x(t) par la matrice de ’Blanchiment’ B : les signaux blanchis
(décorrélés) s’écrivent donc :

z(t) = Bx(t) (6.10)

Diverses méthodes ont été développées pour réaliser cette transformation et I’une des plus
populaires est I’utilisation de la décomposition en valeurs propres de la matrice de covariance
de x. Le blanchiment des données ne permet évidemment pas d’assurer I’estimation des
composantes indépendantes, mais simplifie celle-ci de moitié. Le blanchiment des données
n’est pas systématique. Le blanchiment est cependant recommandé puisqu’il permet
d’accelérer la convergence des algorithmes. L’algorithme FastICA, qui requiérent le
blanchiment préalable des données sera présenté a la fin de cette section. La deuxieme étape
consiste a trouver une matrice unitaire (de rotation) U qui, appliquée aux signaux z(t); rend
ces derniers statistiquement indépendants. Cette derniere étape se fait généralement par
optimisation d’un critere d’indépendance.

V1.4.2 Meéthodes adaptatives

Les méthodes adaptatives de séparation sont généralement schématisées comme illustré sur la
figure (6.3).
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Fig. 6.3 Schéma de la méthode de séparation adaptative

Le principe de ces méthodes consiste a modifier de maniére itérative la matrice séparante W
pour rendre les signaux, reconstitués a partir des observations, statistiquement indépendants.
Ces méthodes ont vu le jour grace a I’algorithme proposé par Jutten et Hérault [93], présente a
I’aide d’un réseau de neurones récursif. Il est a noter que le principe général utilisé pour
déterminer la matrice séparante W est base sur I’optimisation d’un critere d’independance.

V1.5 Analyse en Composantes Indépendantes (ACI)

L’ACI ou P’ICA (pour Independent Component Analysis, en anglais) est une des voies
majeures de la séparation aveugle de sources. Son principe, sous I’hypothese d’indépendance
mutuelle des sources, consiste a transformer linéairement le vecteur des signaux observés en
un vecteur dont les composantes sont statistiquement indépendantes, éventuellement a
certaines indéterminations prés (permutation et échelle) comme nous I’avons mentionné
précédemment ; tout en supposant un mélange linéaire des sources au niveau des capteurs et
en utilisant des techniques impliquant des statistiques d’ordre supérieur. Il s’avére que, dans
un contexte non bruité, cela est équivalent a I’estimation des parametres du modeéle instantané.
En ACI, les signaux sources sont supposes aléatoires, mais les signaux vérifiant a la fois les
trois propriétés suivantes ne peuvent étre separés a savoir :

Pour chaque signal source, les variables aléatoires associees aux échantillons du signal sont
statistiquement indépendantes,

Le signal source est ‘identiquement distribué’ et donc stationnaire,

La loi de probabilité associée au signal source est gaussienne.

Il a, en effet, été démontré, que séparer des signaux i.i.d. (indépendants et identiquement
distribués) gaussiens est impossible [94]. Les méthodes ACI sont donc genéralement basées
sur la non vérification de I’'une de ces propriétés.

Définition 6.1: Mathématiquement parlant, I’ACI d’un vecteur aléatoire x € R" consiste a

estimer le modéle génératif des données x = As, avec A € R™*P, en déterminant une
transformation linéaire s = Wx, avec W € RP*", de telle maniére que les composantes de
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s € RRP soient aussi indépendantes que possible par maximisation d’une fonction F(s) qui est
une mesure de I’indépendance statistique.

Plus précisément, Comon a donné dans [91], la definition de I’ACI suivante :

Définition 6.2: L’ACI d’un vecteur aléatoire x(¢) = (x,(t); ... ; xr(t))T est défini comme la

T
donnée d’une matrice de ‘séparation’ W telle que le vecteur y(t) = (yl(t); o yp(t)) =
Wx(n) soit a composantes indépendantes, dans le sens de la maximisation d’un ‘contraste’

T
C (yl(t); o yp(t)) qui mesure I’indépendance des variables aléatoires y; (t); ... ; ¥, (t).

De nombreuses méthodes implémentations différentes de I’ACI peuvent étre trouvées dans la
litterature. Afin de simplifier ce probleme, le bruit est omis dans la suite de ce paragraphe
puisque le probléme d’ACI sans bruit de mesure est assez complexe en lui-méme. De plus, ce
modele sans bruit suffit dans de nombreuses applications. Le probleme plus exacte de I’ACI
avec du bruit dans les mesures sera introduit plus loin. Les sources s; ne sont pas observées
directement. Leurs densités de probabilité f;(s;) ne sont évidemment pas connues car il est
rare en pratique d’avoir une connaissance étendue de ces fonctions. Il est donc impossible en
général d’utiliser la définition de I’indépendance de I’équation (6.13) pour estimer des sources
indépendantes. Les méthodes d’ACI reposent donc sur une mesure d’indépendance qui reste a
deéfinir. Les différentes approches se différencient par la mesure d’indépendance retenue et par
la méthode d’optimisation choisie. Mais toute méthode d’ACI repose sur les mémes
hypotheses et restrictions que nous allons répertorier dans le paragraphe suivant. En
substance, I’ACI suppose un ensemble r de signaux mixtes x = [x,x,,...; x,]7 mesurée
dans des lieux différents et composeé linéairement de p de sources inconnues et

statistiquement indépendants s = [sl,sz,...; sp] . Ces signaux linéairement mixtes peuvent
étre décrits comme suit:

X = Zaijsj i=1...,r j=1,... N (6.11)
j=1

ol x; est le i*™ signal mixte mesurée dans la position du capteur i, s; est le j*™ signal source,
a;; sont les coefficients de melange. x(t) = [x,(t) . x-(t)]T est un vecteur de signaux
mélangés, s(t) = [s1(t) ...s,(t)]" est le vecteur inconnu des signaux sources, A est la matrice
de mélange inconnue ayant dimension (r X p). Le but de I’ACI est de trouver une matrice de
séparation W = [wl,wz,...; wp]T, qui est utilisé pour calculer le signal estimée $(t) des

signaux de sources comme :
S(t) =y() = Wx(t) (6.12)

Calculer une matrice de séparation W permet donc d’estimer les sources
y(®) = [y1(t) ...y, (©)]" & partir des signaux mélangés x(t). En d’autres termes, I’ACI peut
étre definie comme une meéthode qui recherche une transformation linéaire qui maximise la
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non gaussianité des composants de s(t). Le mode opératoire de I’application de I’analyse en
composantes indépendantes est le suivant: Selon le théoréme de la limite centrale (TLC), la
distribution de la somme d’un grand nombre de variables aléatoires indépendantes tend vers
une distribution gaussienne. Du fait que les signaux recueillis sont des sommes pondérées des
sources indépendantes, les sources a isolées doivent étre moins gaussiennes que les signaux
recueillis. Ainsi, une mesure d’indépendance est concu pour classer I’interdépendance entre
les éléments de y. Les valeurs des éléments de la matrice W sont estimées de maniere
itérative jusqu’a ce que I’indépendance maximale de y est atteinte. Parmi les mesures les plus
populaires de I’indépendance sont: maximisation de la non-gaussianité, la minimisation de
I’information mutuelle, I’estimation du maximum de vraisemblance et (dans des études
antérieures) la de-corrélation non linéaire. Bien que ces mesures soient différentes en
principe, parfois, leurs algorithmes sont assez semblables.

VI1.5.1 Mesures d’indépendance et algorithmes

L’indépendance entre des composantes est estimée par quelques mesures caractéristiques et
autour desquelles ont été développés différents algorithmes. Certains ont eu un impact
considérable dans la communauté de I’ACI par leur efficacité, leur généralité, et leur vitesse
de convergence [95, 96]. Cependant, pour simplifier et permettre de résoudre le probleme, on
admet quelques hypothéses.

Hypothéses de base

Hypothese 6.1: Les signaux sources s;(t)de s(t)sont mutuellement statistiguement
indépendants avec une distribution non gaussienne. D’un point de vue mathématique, cela
signifie que la densité de probabilité conjointe des p sources peut se factoriser comme le
produit de leurs densités marginales

14
£ (5106 = k), 52t = K)oy (E = K)) = [TraGse-r)  613)
i=1

pour tout instant t et pour tout décalage k;, i = 1,...,p. Cette condition d’indépendance se
simplifie dans le cas des mélanges linéaires instantanés en posant k; = 0. Les
composantes s;, i € {1,...,p}, sont supposées statistiquement indépendantes. Cette
hypothése est fondamentale pour garantir I’estimation du modele direct x = As de I’ACI.
Les composantes indépendantes doivent avoir des distributions non-gaussiennes. Il s’avere
gu’au plus une composante indépendante peut avoir une distribution gaussienne.

Hypothese 6.2: Dans le cas ou les signaux sources sont mutuellement statistiguement
indépendants et les échantillons de chaque source indépendants et identiqguement
distribués (iid), on suppose qu’au plus une source est autorisé a suivre une distribution
gaussienne. Comon [91], dans le cadre de I’hypothése 2 et dans le cas d’un mélange linéaire
instantané, a montré que les signaux y = Wx sont indépendants si et seulement si la matrice
séparante W est de la forme suivante :
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W = DPA™! (6.14)

ou D représente une matrice diagonale et P une matrice de permutation. Donc I’indépendance
est équivalente a la séparation a un facteur d’échelle et a une permutation prés. Dans le cadre
de I’hypothese 2, s’il y a plus d’une source gaussienne, I’indépendance ne conduit pas
forcement a la séparation [94].

Hypothese 6.3: Le nombre de signaux de source doit étre inférieurs ou égale au nombre des
signaux mixes observés (p < r). Cette hypothese est nécessaire dans la plupart des
algorithmes existants. Cependant, certaines méthodes traitent le cas ou le nombre
d’observations est inférieur au nombre de sources (r < p). Dans ce cas contraire, le mélange
est dit sous-déterminé et le probléeme n’est pas soluble sans connaissances a priori
supplémentaires sur les sources puisque méme si la matrice de mélange A est connue, elle
n’est pas inversible.

Hypothese 6.4: La plupart des méthodes de SAS supposent que les mélanges sont linéaires.
Cette hypothése est largement considérée dans la plupart des méthodes existantes. Cependant,
certains algorithmes traitent le cas ou les mélanges sont non-linéaires. Il existe néanmoins
moins de méthodes non linéaires que lineaires dans la littérature et cela est essentiellement di
a la complexité des méthodes non linéaires, mais aussi a la difficulté d’appréhender le modele
de mélange auquel on est confronté, suivant I’application.

Par ailleurs, d’autres hypothéses supplémentaires peuvent étre faites sur les sources. En
géneéral ces hypotheses permettent la conception de nouveaux algorithmes. Les méthodes
d’ACI exploitées dans la suite de ce travail divisent le probléeme de séparation en deux, a
savoir une étape d’identification de la matrice de mélange A et une étape d’extraction des
sources. Mais d’autres méthodes telles que I’algorithme de Hérault et Jutten [90] mettent a
jour les sorties en premier plutot que les mélanges, mais elles ne seront pas utilisées ici. Dans
la suite du travail, nous nous placerons dans le cas plus simple ou le nombre de sources est
inférieur ou eégal au nombre de signaux melanges observés. La matrice de mélange A doit étre
inversible c’est-a-dire que ses colonnes doivent étre linéairement indépendantes. Les
mélanges redondants peuvent étre éliminés de I’analyse tout en s’assurant que le nombre de
lignes de A reste supérieur ou égal a son nombre de colonnes pour éviter le cas sous-
déterminé. Sous ces hypotheses, le modéle de I’ACI présenté dans le paragraphe précedent est
identifiable. La matrice de mélange A et le vecteur des sources s sont ainsi estimables sur la
seule connaissance du vecteur des observations x(t). Les deux indéterminations inhérentes a
la modélisation de I’ACI subsistent. La prise en compte de ces deux indéterminations signifie
que les sources indépendantes ne sont extractibles qu’a une matrice A = DP pres, ou la
matrice D est diagonale, d’eéléments a; pour j € {1,...,p} et de rang plein, et la matrice P est
une matrice de permutation. Des prétraitements sur le vecteur des données, tels que le
centrage et le blanchiment, permettent de s’affranchir de certaines indéterminations et de
simplifier le probléme de séparation.
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VI1.5.2 Prétraitements

a. Centrage

Afin de simplifier la théorie et les algorithmes d’ACI, les composantes du vecteur des
observations x sont forcees a une moyenne nulle sans perte de généralité. Ceci est lié aux
cumulants croisés et a leurs estimateurs qui sont d’expression beaucoup plus simple dans le
cas de variables aleatoires centrées. Cette étape est realisee par une simple soustraction de la
moyenne des différentes composantes estimée a partir de leurs réalisations. Le vecteur x(t)
est ainsi transformé en

x€(t) = x(t) — E{x(t)} (6.15)

Par cette opération, les composantes indépendantes sont elles-aussi centrées. La matrice de
mélange A n’est pas modifiée par cette opération qui peut donc toujours étre appliquée aux
données sans affecter I’estimation de A.

b. Blanchiment

Cette étape consiste a décorréler et a imposer une variance unité aux variables du vecteur
centré x(t). Cette transformation linéaire est réalisee en multipliant x(t) par une matrice B de
dimensions p x r afin d’obtenir le vecteur :

z(t) = Bx(t) (6.16)

z(t) est le vecteur blanchi de dimensions p x 1 ou les composantes de z(t) sont décorrélées
et de variance unité, ce qui signifie que la matrice de covariance de z(t) vaut :

R, = E{z(t) 2" (1)} = I, (6.17)

ou I, est la matrice identité de dimensions p X p.

Diverses méthodes ont été développées pour réaliser cette transformation et I’une des plus
populaires est I’utilisation de I’ACP. La décomposition en valeurs propres de la matrice de
covariance de x(t). Le blanchiment des données ne permet évidemment pas d’assurer
I’estimation des composantes indépendantes, mais simplifie celle-ci de moitié. Le
blanchiment des données n’est pas systématique. Certains algorithmes d’ACI s’appliquent
directement sur les données centrées comme I’algorithme Infomax de Bell et Sejnowski [97].
Le blanchiment est cependant recommandé puisqu’il permet d’accélérer la convergence des
algorithmes [98, 99]. L algorithme FastICA de I’ACI, qui requierent le blanchiment préalable
des données sera présente a la fin de cette section.

V1.6 Critéres d’indépendance utilisés en ACI

Comme nous I’avons mentionné précédemment, la plupart des méthodes de la SAS utilisent
I’hypothese 1. Différents critéres d’indépendance peuvent étre trouvés dans la littérature. Par

Page | 113



définition, deux variables aléatoires sont dites indépendantes lorsque leur densité de
probabilité conjointe est égale au produit de leurs densités marginales. Nous rappelons, dans
ce qui suit, quelques criteres qui permettent de vérifier I’indépendance des sources et qui sont
utilisés en SAS.

VI1.6.1 Information Mutuelle (IM)

L’information mutuelle (IM) est un critére permettant la mesure de la dissimilarité entre la
densité conjointe d’un ensemble de signaux et le produit des densités marginales de chacune
de ses composantes. Pour un vecteur aléatoire y(t) = (yy, ...,yp)T I’information mutuelle
I(y) s’écrit :
fy(@®)
1) = f fy(Dlog —>———dt (6.18)
J [T, £

ou f, est la densité conjointe du vecteur aléatoire y; et £, la densité marginale de la variable
aléatoire y;, i = 1,...,p. D’autre part, la divergence de Kullback-Leibler modifiee (KL,,)
entre les deux densités [T7_, fy, et f, est définie par :

KL ﬁf f ff(t)l ‘1fyl() = ff(t)log—fy(t) dt (6.19)
m L] yi’ly y fy() A y Hilfyi(t)

D’ou la relation d’égalité entre I’information mutuelle et la divergence de Kullback-Leibler

modifiée :
p
1) = KLy, (1_[ 5 ,fy> (6:20)
i=1

Ainsi, en utilisant les propriétés de la fonction logarithme, on peut montrer que I’'lM est
toujours positive ou nulle. En particulier, elle est nulle I(y) = 0 si et seulement si: f, =

lefyl., i.e., si et seulement si les composantes du vecteur y = (yq,...,Yp) sont
statistiquement indépendantes.

Il est démontrer également que I’IM est égale a la différence entre la somme des entropies des
variables aléatoires y,,...,y, et I’entropie du vecteur aléatoire y. Rappelons d’abord la
définition de I’entropie d’un vecteur aléatoire ou d’une variable aléatoire. Nous allons utiliser
la notation E pour désigner I’espérance mathématique. L’entropie du vecteur aléatoire y
s’ecrit :

H() = —E (logfy ) = j ,(®) log £, (1) dt (6:21)
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L’entropie de la variable aléatoire y;,i = 1,...,p, S’écrit :

HD =~ (logfy, 00) = = | £, logfy, () de (622)
RP

Un calcul simple conduit a la relation suivante :

p
10) =) H) - H) (6:23)
i=1

Compte tenue de la définition relative a la divergence de Kullback-Leibler modifiée, on peut
utiliser I’IM comme critere de la SAS. En effet, en définissant la SAS comme une
transformation linéaire inversible du vecteur observé x(n);

y(n) = Wx(n) (6.24)

ou W est une matrice de dimension p X p; la séparation est obtenue par minimisation de
I(y) = I(Wx) :
mwi/nI(Wx) (6.25)

Si on note W = argminy I(Wx) le vecteur: 9 = Wx est donc de composantes
statistiquement indépendantes. En utilisant la relation (6.24), on peut montrer que :

H(y) = H(x) + log |det(W)| (6.26)
Puisque nous avons :
M)
) = etV (6.27)

L application du logarithme a I’équation (6.27) nous donne

log f,(¥) = log £, (x) — log|det(W)| (6.28)
D’ou, en prenant I’espérance, on obtient
H(y) = H(x) + log |det(W)] (6.29)

L’ équation (6.23) peut donc s’écrire

p
1) = ) HO) = Hx) = log [det(W)] (6:30)
i=1

L’IM a été introduite pour la premiére fois comme un critére de séparation de sources par
Comon [91]. Comme le calcul de la relation (6.18) est impossible car il dépend de densités
inconnues ; la séparation de signaux est réalisée en minimisant un ‘estimateur’ de (6.30).
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Ce critére peut étre estimé par différentes méthodes, dans la littérature, on trouve : la méthode
a noyau, la méthode des espacements, la méthode polynomiale, ... etc. Notons qu’il existe une
relation trés forte entre I’'lM et la méthode d’estimation statistique par maximum de
vraisemblance.

V1.6.2 Maximum de Vraisemblance

Une approche tres répandue pour résoudre le probléeme de séparation de sources par I’ACI est
obtenue par la maximisation de la vraisemblance. L’objectif est de chercher les paramétres du
mélange qui maximisent la probabilité d’occurrence des observations. Dans un mélange
linéaire instantané, le vecteur des signaux mélangés est :

x(n) = As(n) (6.31)

Nous pouvons exprimer la densité de probabilité du vecteur x(n) en fonction des densités de
probabilité des sources s(n) et du déterminant de la matrice inverse B de la matrice de
mélange A. On a:

4
fe(x(m)) = Idet(B)| f;(s(n)) = |det(B)| nfsi(si(n)) (6.32)

Cette densité peut aussi étre donnée en fonction des lignes b; de la matrice B par la relation :

14
fe(x()) = |det(B)| fs(s () = |det(B)| l_lfsi(bix(n)) (6.33)

Considérons un ensemble de N échantillons indépendants et de méme loi du vecteur x :
x(n),n = 1,...,N. La vraisemblance V de I’obtention de cet ensemble peut s’écrire comme
le produit de cette densité évaluée a ces N points :

N p
v = [ |idetc)l ﬂfsi(bix(n))] (634)
n=1 i=1
Il est souvent plus pratique d’utiliser le logarithme de la vraisemblance qui s’écrit
N P
logV(B) = Z z og (fyu(bix(m)) ) + Nlog|det(B)| (6.35)
n=1i=1

En divisant par le nombre d’échantillons N, nous avons

p N
—log V(B) = Z Z log fsi(bix(n)) + log|det(B)| (6.36)
i=1 n=1

2|

Page | 116



D’autre part, par la loi des grands nombres, on a

N
1
= 10g fu(bix(m) ~ E(log fy (o) (6:37)
n=1
Lorsque N est suffisamment grand. D’ou
p
1
Nlog V(B) = Z E(log f5i(b;x)) + log|det(B)]| (6.38)
i=1

Ce qui donne

p p
1
Nlog V(B) = — Z H(b;x) + log|det(B)| = — Z H(y;) +log|det(B)| (6.39)
i=1 i=1
Comme H (x) représente une constante par rapport a la matrice de séparation B, nous avons :

1
I(y) = —Nlog V(B) + C* (6.40)

Le critere de I’IM est égal a une constante pres a I’opposé du critére de log-vraisemblance.
Gaeta et Lacoume [100, 101] et Cardoso [94] été les premiers a montrer la possibilité
d’utiliser le principe du maximum de vraisemblance pour réaliser la séparation de sources
dans le cas de mélanges linéaires instantanés ou convolutifs.

V1.6.3 Non-gaussianité et algorithme FastICA

Cette classe de méthodes suppose donc les signaux non gaussiens et peut alors étre appliquée
a des sources i.i.d., c.a.d. les signaux réunissant les deux premieres caractéristiques citées
précédemment. Ces méthodes sont les plus utilisées dans la littérature. Elles exploitent les
statistiques d’ordre supérieur a deux, et sont donc dites méthodes statistiques d’ordre
supérieur. Sans I’hypothese de non-gaussianité des signaux, les statistiques d’ordre supérieur
a deux n’apporteraient aucune information supplémentaire. Le principe est de forcer les
signaux de sortie (les sources estimées) a étre les plus non-gaussiens possible. Le principe
découle du théoreme de la limite centrale “‘central limite’, selon lequel les combinaisons des
sources (donc les observations) aléatoires indépendantes et de méme densité de probabilité
tendent vers des gaussiennes. Ainsi, les composantes du vecteur x(t) des mélanges possédent
une distribution plus proche de la distribution gaussienne que les composantes du vecteur s(t)
des sources. L’un des criteres les plus utilisés pour mesurer la non-gaussianité est le kurtosis
ou auto-cumulant d’ordre 4. On trouve aussi des mesures de non-gaussianité basées sur
I’entropie différentielle ou la négentropie. Parmi les algorithmes les plus connus basés sur la
maximisation de la non-gaussianité, on trouve FastICA. L’algorithme FastICA est basée sur
un schéma itératif de point fixe pour trouver un maximum de la non-gaussianité d’un
composant projetee ijx. Cet algorithme est proposé et développé par Aapo Hyvarinen et al.

[98, 99] et se caractérise par une convergence d’ordre élevé.
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La non-gaussianité, qui est la fonction de contraste de I’algorithme FastICA, est mesurée avec
I’entropie différentielle (négentropie). La négentropie est un concept hérité de la théorie de
I’information qui fournit une mesure de la non-gaussianité d’une variable aléatoire. Sa
définition dépend de I’entropie que nous allons definir. Dans son contexte original, I’entropie
mesure le degré d’incertitude d’une variable aléatoire. Plus une variable est aléatoire, non
prédictible et non structuree, et plus son entropie est grande. Sous forme mathématique,
I’entropie d’un vecteur aléatoire s de densité de probabilité f;(s) est définie par :

H(s) = — f fs(s)log f;(s) ds (6.41)

H(s) = —jp(s) logp(s)ds (6.42)

La négentropie a été construite afin de fournir une quantité qui soit nulle pour une variable
gaussienne et qui soit non-négative pour tout autre type de variable aléatoire. Elle est définie
comme la différence entre I’entropie d’un vecteur aléatoire gaussien u et I’entropie du vecteur
considéré s. Le vecteur gaussien u utilisé dans la mesure de la négentropie est contraint a
avoir une matrice de covariance identique a celle de s. Sous forme mathématique, la
négentropie est définie par :

J(s) =HW) — H(s) (6.43)

La négentropie peut étre considérée comme la mesure optimale de la non-gaussianite.
Cependant, dans sa forme actuelle, la négentropie n’est pas attractive pour I’estimation du
modele de I’ACI puisqu’elle dépend de la densité de probabilité du vecteur s(t) qui est
supposé inconnu et dont [I’estimation est particulierement lourde. Ainsi, plusieurs
approximations de la négentropie sont développées, tels que celle définis par Hyvérinen [98,
99] en utilisant une fonction non quadratique G et s’écrit dans le cas monodimensionnel
comme suit :

J(5) ~ e |(E(6(5)} ~ E[6 (w)])] (6.44)

ou G peut étre toute fonction non-quadratique et ¢ une constante. Les composantes
indépendantes sont obtenues par Wz(t) ou z(t) est le vecteur des données blanchies et ou la
matrice W = [wy, ..., w,]7 est estimée de maniére a ce que ses lignes w! maximisent la

j
fonction objective suivante :

14
Jew) =) [(E(G(w] 2)} - ElGG1)Y’] (6.45)
=1

La variable u est une variable gaussienne de méme variance que ijz. Le choix de la fonction

G doit obéir a certaines propriétés afin que I’estimateur W soit consistant, qu’il ait une
variance asymptotique minimale et qu’il soit robuste.
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Des fonctions ont été déduites de ces considérations et s’averent utilisables de maniére
générale :

( 1
G, (sj) = a—llog cosh(alsj)

16Ga(s5) = —aizexp (— “2251' ) (6.46)

1
(Ga(s1) = — 75"

ou1l<a; <2eta, = 1sontdesconstantes. La maximisation de la fonction objective (6.45)
par la matrice W s’appuie sur un algorithme du point fixe. L algorithme de point fixe pour
I’ACI peut étre appliqué a trouver une matrice de séparation W en maximisant la négentropie
des composantsw,(p = 1,..,n). Comme les negentropies de tous les wy(p =
1,...,72 obtiennent des valeurs maximales, I’information mutuelle entre chaque composant
séparé tend vers un minimum, et donc, les composants indépendants séparés peuvent étre
aussi indépendante que possible. Le vecteur de séparation de chaque composant indépendant
est estimée selon une procédure itérative un par un par comme indiqué par la procédure
suivante :

(w; « E[z6(w]z)] - E[G'(W]z)]w; ()

j-1

i~ Z(W]TWR)WIC (b)

w; < w

< &= (6.47)

Wij
©)

T

L W] wj

oU G est la dérivée de G et z est un vecteur de x aprés le blanchiment. Les signaux mixés sont
blanchis en utilisant I’analyse en composantes principales (ACP); cette étape permet de de-
corrélés les signaux mélangés I’'un a I’autre pour réduire la complexité de calcul. L’équation
(6.47 a) estime une mise a jour de w; qui va maximiser un peu plus la fonction objectif (6.45).
L’équation (6.47 b) sert a rendre le vecteur w; orthogonal aux lignes de W estimées aux
étapes précédentes de I’algorithme. Enfin, I’équation (6.47 c) sert a assurer que les
composantes indépendantes estimées soient de variance unité. L’implémentation de cet
algorithme garantit une estimation rapide d’une matrice composee de sources statistiquement
indépendantes, la convergence ayant été prouvée dans [99]. Ensuite, I’estimation y de la
source s peut étre déterminée par: W7 x. Un vecteur w, de séparation est choisi au hasard, et
réitéré par I’équation (6.47 a) pour trouver une solution numérique qui satisfait la relation:

- 1 ifp=
max Y J(wp) et E[wi)Wwi] =8 ={y g rL0  (648)
p=1

Les etapes ci-dessus sont répétées pour extraire tous les vecteurs de séparation dans in W =
(Wi, way,...; wy]T.
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L’ algorithme de point fixe rapide est une méthode de calcul tres efficace pour effectuer
I’estimation de I’ACI. 1l utilise un point fixe pour le processus d’itération qui se trouve plus
rapide que les méthodes conventionnelles.

V1.7 Critéres de performances de la SAS

Afin d’étudier la qualité de la séparation des algorithmes, il est possible de mesurer la
précision de chaque source estimeée y; en fonction de la vraie source s; par des criteres de type
erreur quadratique moyenne ou rapport signal sur résidus.

VI1.7.1 Erreur quadratique moyenne (EQM)

L’erreur quadratiqgue moyenne (EQM) mesure la moyenne du carré de I’écart entre le signal
source s; et le signal estimeé y;, i = 1,...,p. Ce terme s’écrit comme suit :

N
- 1
EQM; = B{(s: = 7%} = 7 ) [s:(0) = yi (]’ (6:49)

Ou E désigne la moyenne temporelle et N représente le nombre d’échantillons utilisés. La
valeur moyenne de I’EQM sur toutes les sorties est :

4 p
1 1 1
EQM = 52 EQM, =7 ) & D [si(m) =y (6:50)

=1 n=1

=

La qualité de séparation s’apprécie naturellement avec une EQM la plus petite possible.

V1.7.2 Rapport signal sur résidus (SNR)

Le rapport signal sur résidus (noté SNR) est la mesure de performance la plus répandue dans
la séparation de sources. Dans le cas de mélanges instantanés, le rapport signal sur résidus
(SNR) est défini comme le logarithme du rapport en décibel (dB) de la puissance de la source
s; sur celle de I’écart entre la source s; et son estimée y;. Il s’écrit donc comme suit (en
supposant qu’il n’y a pas de permutation).

SNR; = 101 E{si®)

;= 0805
l PE(Gsi -y
La qualité de séparation s’apprecie avec une valeur du SNR la plus grande possible. Ce qui
signifie qu’il n’y a pas une contribution importante provenant d’autres sources (s;, i =
1, ..., p) a cette sortie y;.

i=1..,p (6.51)
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V1.8 Séparation des sources dans le cas des mélanges bruités

L’approche en composantes indépendantes (ACI) devenue I’approche de référence en
séparation de sources basée sur I’hypothese principale de I’indépendance des sources ne
permet pas de considérer explicitement une éventuelle erreur ou incertitude de modélisation
ou un quelconque bruit de mesures. Les méthodes de séparation présentées dans les sections
précédentes, liées a cette approche, supposent implicitement que le modele d’observation (que
ce soit un mélange instantané/convolutif, ou linéaire/non-linéaire) est exact et que les données
ne sont pas bruitées. En pratique, lors de I’application, ces méthodes se heurtent & des
difficultés car souvent la réalité est plus complexe. Il est donc impératif de tenir compte du
bruit dans le modéle pour une bonne restauration des sources. Dans la littérature, ce probléme
malgré son importance a été peu aborde. Par bruit, on entend I’ensemble des incertitudes sur
les données (modélisation, discrétisation, quantification, ...etc., et le bruit de mesure
proprement dit). Lorsque le mélange est linéaire, on peut alors modéliser les observations par
I’équation suivante :

x(t) = As(t) + b(t) (6.52)

T
s(t) = (sl(t); o sp(t)) est le vecteur des signaux sources que I’on cherche a estimer ; il
est composé de p signaux.

T . , . a2
x(t) = (x1(); ... ; x-(t)) est le vecteur des signaux observés; il est constitué de r
composantes.
A € R™P est la matrice de mélange (inconnue) ; elle est composée de coefficients scalaires.

T . . . A ,
b(t) = (bl(t); ) br(t)) est le vecteur des signaux bruits supposé étre centré et dont les
composantes sont genéralement supposées mutuellement indépendantes, et indépendantes des
signaux sources. L’ajout du bruit entraine typiquement deux problemes :

e L’estimation de la matrice de séparation est généralement biaisée
e Méme si I’estimation est exacte, W = A~! (pour simplifier, on ne tient pas compte des
indéterminations), la restauration des sources est bruitée : §(t) = s(t) + A71b(t).

L’identification de sources vibratoires dans le cas d’un mélange linéaire bruité est connue
pour étre un probleme inverse mal-pose, ce qui signifie que I’existence d’une solution unique
et stable n’est pas garantie. Une approche classique pour pallier cette difficulté consiste a
inclure dans la formulation du probléme inverse de I’information a priori sur les sources a
identifier pour contraindre I’espace des solutions admissibles. Cette idée est a la base des
méthodes de régularisation [70]. Pour le cas général our # p, une solution régularisée est
définie comme I’optimisation d’un critére a deux parties :

§ = argmin{||x — 4s]|3 + A||s]|3} (6.53)
S

Cette régularisation développée depuis le travail pionnier de Tikhonov [102] introduit des
termes de régularisation quadratique pour tenir compte de certaines propriétés antérieures de
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la solution (régularisé). Depuis, de nombreux différents termes de régularisation ont été
proposées. En particulier, a la place de la norme ¢, on a proposé d’utiliser la norme ¢, ou la
norme ¢, pour renforcer la parcimonie de la solution [103]. Cependant, en raison du fait que
{, est non convexe et £, est convexe, mais pas continue, I’optimisation d’un critere de ces
expressions est plus difficile que dans le cas de la norme ¢,. Pour cette raison, un grand
nombre d’ouvrages spécialisés en littérature proposent des algorithmes pour I’optimisation de
ces criteres. Fait intéressant, la définition de la solution du probléme (6.53) comme
I’optimisation d’un critere en deux parties peut étre assimilée a un maximum d’une solution a
posteriori (MAP) dans une approche bayésienne ou le premier terme du critére d’optimisation
peut étre liée a la probabilité de vraisemblance et le second terme a un modeéle a priori que
nous verrons dans la suite. L approche bayésienne peut aller plus loin que la régularisation au
moins dans les aspects suivants:

» Une meilleure prise en compte des caracteristiques du bruit;

» Une fagon meilleure et plus facile pour traduire les connaissances antérieur et en particulier
la parcimonie;

» Un nouvel outil pour évaluer le paramétre de régularisation et d’optimisation.

V1.8.1 Approche par analyse en composantes parcimonieuses ‘SCA’

L’hypothése de parcimonie suppose que la plupart des coefficients des sources sont nuls ou
proches de zéro. La distribution des valeurs des coefficients présente alors un pic étroit en
zéro et une queue lourde [104]. Une telle distribution est souvent assimilée a la distribution
Laplacienne. L’étape d’estimation des sources consiste & maximiser la parcimonie des sources
sous la contrainte d’egalité x = As. En pratique on définit la mesure de parcimonie d’un
vecteur, par le nombre de composantes non nulles de ce vecteur, c’est a dire sa norme ¢, .
Bien que ce critére garantisse I’unicité et I’exactitude de la solution, si les sources ont une
certaine parcimonie et sous certaines conditions sur A [105], ce probléme d’optimisation est
combinatoire, et impraticable en pratique pour des matrices de grandes dimensions. Pour ces
raisons, il est utilisé en général une forme relaxée de la mesure de parcimonie qui n’est autre
que la norme £,,. Le critere a optimiser est donc le suivant:

f(4,s) = arg S/I;lg}qSIISHp (6.54)

L’ optimisation de ce critére, correspond au calcul des coefficients s les plus vraisemblables
sachant que x = As et sous I’hypothése que les sources soient des Gaussiennes Géneralisées
(GG) de paramétre p (voir la section V.4.2 pour plus de détails sur le modele Gaussien
Genéralise). Les valeurs de p comprises entre 0 et 1 inclus produisent des solutions
parcimonieuses assez semblables, mais les algorithmes mis en jeu ne sont pas les mémes.
Pour des valeurs de p tellesque 1 < p < 2, le probleme est strictement convexe, et contient
par conséquent un minimum global, mais les solutions obtenues ne sont plus vraiment
parcimonieuses. Pour des valeurs de p telles que p < 1, le probléme est non convexe et
contient des minimums locaux. Cependant pour une valeur de p = 1, le probléme reste
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convexe et les solutions obtenues sont parcimonieuses, ce qui explique pourquoi ce cas
particulier a été beaucoup étudié dans la littérature. Si p = 2, la Gaussienne genéralisée se
rameéne a une distribution gaussienne, tandis que pour p = 1, la Gaussienne généralisée se
raméne a une distribution Laplacienne. Pour tenir compte d’un éventuel bruit additif, ou de
I’inexactitude strict de I’hypothése de parcimonie, le probléeme se raméne a la forme
lagrangienne suivante :

§=arg mSinIIx — As|l3 + Allsll, (6.55)

ou le paramétre A détermine le compromis entre la qualité de I’approximation de la
reconstruction représentée par le premier terme du critére, et I’hypothese de parcimonie des
sources représentée par le second terme. Pour les signaux qui sont trés peu parcimonieux dans
le domaine temporel (leur domaine d’origine), il existe des transformations linéaires qui
permettent d’obtenir des représentations dans lesquelles les coefficients des sources sont
parcimonieux. C’est le cas par exemple des transformées temps-fréquences ou temps-échelle.
La transformation étant linéaire, la matrice de mélange garde la méme forme dans le domaine
transformé que dans le domaine temporel. La SCA se divise alors en quatre étapes :

e Transformation du mélange x(t) dans une représentation parcimonieuse x(t, f) ;

e Estimation de la matrice de mélange A a partir de x(t, f) ;

e Estimation des sources §(t, f) a partir de A et x(t, f) par un critére de parcimonie

e Reconstruction des sources dans le domaine temporel $(t) en appliquant la transformation
inverse.

Enfin I’analyse en composantes parcimonieuses prend comme hypothese que les sources sont
parcimonieuses dans une représentation et propose de diviser le probléeme de séparation de
sources en deux étapes bien distinctes : I’estimation de la matrice de mélange connaissant les
observations, puis I’estimation des sources connaissant les observations et la matrice de
mélange. L’avantage de cette architecture modulaire séparant clairement une premiere étape
d’estimation de la matrice de mélange et une seconde d’estimation des sources, est qu’il est
alors possible de connecter n’importe quelle méthode de la premiere étape avec n’importe
quelle méthode de la seconde.

V1.8.2 Approche bayésienne pour I’identification aveugle des sources bruitées

Une autre approche considérée en séparation de sources est I’approche par inférence
bayésienne qui permet entre autre de prendre en compte naturellement toute incertitude ainsi
que toute information disponible (ou information imposée: contrainte) afin de definir des
solutions au probléme mal posé de la séparation de sources bruitées. La formulation du
probléme de séparation de sources dans un cadre d’estimation bayésienne est assez récente.
Les premiers travaux remontent a Roberts [106] et Knuth [107, 108] qui ont présenté des
algorithmes dans lesquels, en plus d’un modele a priori sur les signaux sources, des
informations sur les coefficients de mélange sont introduites.
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L’article de Mohammad-Djafari [109] présente les liens avec les méthodes d’analyse en
composantes indépendantes et le cadre général de la méthodologie de séparation de sources
par approche bayeésienne. En fonction des informations considérées et des modéles
probabilistes utilisés, plusieurs orientations ont été suivies. Plus récemment, les travaux de
Fevotte [110] montrent que la parcimonie est une information supplémentaire qui peut étre
introduite pour la séparation dans le cas sous-déterminé. Le schéma global de cette démarche
repose sur I’attribution de lois de probabilités aux donnees recherchées. Les trois étapes
suivantes résument le processus du calcul Bayésien:

e Ecrire la vraisemblance des inconnues p(x/s, A)

e Attribuer des lois a priori aux inconnues du probleme : p(s) et p(A4). Cela permet de
décrire la connaissance a priori que I’on a du probleme, mais aussi de restreindre I’espace
des solutions possibles.

e La loi de Bayes permet alors de déduire la loi a posteriori p(s, A/x), qui est utilisée pour
estimer les inconnues.

Formellement, la solution du probléme inverse correspond a calculer des estimateurs en
faisant appel a des algorithmes d’optimisation et intégration itératif tel que I’algorithme EM
(Expectation Maximization) ou des modélisations par chaines de Markov cachée. L’ avantage
principal de I’approche estimation bayésienne est qu’elle offre un cadre théorique favorable
pour traiter de tel problémes car la parcimonie des sources peut étre prise en compte
explicitement d’une part, et d’autre part, la formulation probabiliste du probleme permet
d’utiliser des méthodes Monte Carlo par Chaines de Markov (MCMC) qui offrent une
alternative a la résolution analytique des problémes d’optimisation, notamment dans le cas de
densités de probabilité a posteriori complexes. L’approche bayésienne offre un cadre
mathématique rigoureux permettant de combiner des informations probabilistes et
structurelles et peut donner des résultats intéressants mais a I’inconvénient de souvent
demander un grand cot calculatoire [111].

V1.8.3 Principe d’estimation bayésienne pour la séparation de sources

L’idée principale de I’approche bayésienne en séparation de sources est de prendre en compte
toute information préalablement disponible sur les signaux sources et les coefficients de
mélange. Le probléme est formulé dans un cadre probabiliste en affectant des densités de
probabilité aux différentes variables. Le modele direct est décrit par la vraisemblance qui
résulte de la modélisation du processus d’observation et le modéle inverse est caractérisé par
la traduction des informations disponibles sur les signaux sources et les coefficients de
mélange par des densités de probabilité a priori. Le point fondamental dans I’estimation
bayésienne est le théoreme de Bayes qui permet de fusionner toutes ces informations afin de
déduire une description probabiliste a posteriori des variables recherchées.
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La formulation bayésienne du probléeme d’indentification s’appuie sur la regle de Bayes

comme suit :

p(x/s,A) p(s,A)
p(x)

p(s,A/x) = (6.56)
ou p(x/s, A) est la fonction de vraisemblance, définissant la probabilité d’observer le champ
vibratoire mesuré x étant donné le champ excitateur s, p(s, A) est la densité de probabilite
conjointe a priori de s et A et p(x) est la *densité de probabilité’ des observations, qui peut
étre vue comme un terme de normalisation. Etant donné que les variables recherchées sont A
et s, et afin de simplifier I’écriture en ne gardant que les termes dans lesquels apparaissent les
variables d’intérét, I’équation (6.56) peut étre exprimée par une relation de proportionnalité :

p(s,A/x) « p(x/s,A) p(s,A) (6.57)

D’une facon générale, il est totalement justifié de supposer que la matrice de mélange est
indépendante des signaux sources et par conséquent on peut écrire

p(s,A/x) « p(x/s,A) p(s) p(4) (6.58)

En notant 6 I’ensemble des hyperparametres du probleme, 8 = {6,,6;,6,}, qui sont les
parameétres inconnus des densités de probabilité affectées aux différentes variables du modele.
Ainsi, la relation (6.58) devient :

p(s,A/x,0) < p(x/s, A, 8,)p(s/0s) p(A/6,) (6.59)

Dans cette approche, la probabilité p(x/s, A, 8,) résume nos connaissances sur le bruit et le
modele reliant les données x(t) observé aux inconnues s(t) et le terme a priori
p(s/6s) résume nos connaissances incomplétes préalable sur les inconnues et le la loi a
posteriori p(s,A/x,8) combine ces deux termes et contient tout notre état des connaissances
sur les inconnues s aprés comptabilisation de I’a priori et les données observées. Pour
renforcer la parcimonie, il est considéré des modeéles probabilistes a queue lourds (heavy
tailed) telles que : la distribution gaussienne généralisée, Weibull symétrique, Student-t ou
Cauchy, hyperbolique généralisée et Dirichlet ou des modéles mixés telles que : mélange de
gaussiennes, Bernoulli-gaussien, Bernoulli-Gamma, mixture de multinomial, etc.) [23]. Selon
le modele a priori sélectionnée, les calculs bayésiens (optimisation du maximum conjoint a
posteriori (JMAP) ou MCMC ou aproximation variationnelle de Bayes (VBA) pour la
moyenne a posteriori (PM) peuvent devenir plus complexe et relativement performants.
Comme un exemple simple, lorsque le bruit est supposé gaussien, alors la solution MAP
(maximum a posteriori) § = argmgx{p(s,A/x,H)} est obtenue comme I’optimisation du
critére J(s) = ||x — As||5 + 1 Q(s) ou I’expression de Q(s) dépend de la loi a priori. Lorsque
la connaissance a priori est traduit comme une loi de probabilité gaussienne alors Q(s) =

Isll3, et quand il est traduit comme une loi de probabilité de Laplace, alors Q(s) = ||s]l,
[112].
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L’autre intérét de [Iutilisation de I’approche bayésienne par rapport a I’approche de
régularisation est d’avoir de nouveaux outils pour gérer les hyper paramétres [113]. Si I’on se
place dans la situation ou I’on ne connait pas les valeurs de ces hyperparameétres, il est
nécessaire de les estimer également. Il faut alors les prendre en compte dans (6.58) en écrivant

p(s,A4,0/x) « p(x/s, A 0.) p(s/6s) p(A/6a) p(0) (6.60)

C’est principalement a partir de cette densité de probabilité a posteriori que les différents
estimateurs sont construits. Les estimateurs qui peuvent étre utilisés sont le maximum
conjoint a posteriori (JMAP pour joint maximum a posteriori), le maximum marginal a
posteriori (MMAP pour marginal maximum a posteriori) et la moyenne marginale a posteriori
(MPM pour marginal posterior mean). En pratique, le choix d’un estimateur particulier est
tres lié a la technique de calcul utilisée pour la résolution du probleme d’optimisation. Par
exemple pour I’estimateur JIMAP [114, 23] :

(5,0) = arg r(rsl%>)<{p(s,A, 0/x)} (6.61)

VI1.8.4 Exemple d’une formulation bayésienne simplifié d’un probleme de
séparation de sources

Considérons la situation générale ou le champ vibratoire x(t), mesuré a la surface d’une
structure, est produit par un champ excitateur inconnu s(t). Lorsque la structure est linéaire,
son comportement vibratoire est completement déterminé par la connaissance de sa matrice
des fonctions de transfert A, reliant le champ vibratoire x(t) au champ excitateur
inconnu s(t). Si I’on suppose, par ailleurs, que le champ vibratoire mesuré est corrompu par
un bruit de mesure b(t), alors le champ vibratoire x(t) est obtenu grace au probleme direct
suivant :

x(t) = As(t) + b(t) (6.62)

L’objectif du probléme d’identification est de reconstruire le champ excitateur inconnu s(t)
(sources) a partir du champ vibratoire x(t) mesuré a la surface de la structure. Le modeéle
bayésien est un modeéle d’incertitude, dans lequel tous les parameétres sont supposés aléatoires.
L’incertitude sur chaque parametre est alors représentée par une distribution de probabilité,
qui décrit I’état de connaissance ou I’a priori sur ce parameétre. Du point de vue bayésien, cela
revient a trouver un estimateur ponctuel de § qui soit un mode (i.e. qui maximise) la
distribution de probabilité a posteriori. Mathématiquement, on cherche donc I’estimateur du
maximum a posteriori tel que :

§ = argmax{p(s/x)} = arg max{p(x/s)p(s)} (6.63)
S S
Pratiquement, il est généralement plus simple de chercher une solution du probléme dual,

c’est-a-dire :
§ = argmin{—Inp(x/s) — Inp(s)} (6.64)
S
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La fonction de vraisemblance traduit I’incertitude associée a la mesure du champ
vibratoire x(t). Par définition, cette incertitude est principalement liee au bruit de
mesure b(t). Par conséquent la fonction de vraisemblance p(x/s) peut se réécrire sous la
forme :

p(x/s) = p(x — As/b) (6.65)

ce qui traduit la probabilité d’obtenir x — As = 0 étant donné le bruit de mesure b. Si I’on
suppose que le bruit provient de multiples causes indépendantes, alors en vertu du théoréme
central limite la distribution de probabilité p(x/s) peut étre assimilée & une loi normale de
moyenne As et de variance o2.

1
p(x/s) & exp— | Ilx — Asll3 (6.66)

La distribution de probabilité a priori traduit I’incertitude associée au champ non
observable s(t). Il s’agit d’un modéle d’expertise, qui peut étre vu comme une mesure de la
connaissance a priori que I’on posséde sur le champ excitateur s(t). Si I’on suppose qu’une
structure est excitée en différentes zones par des excitations non corrélées de nature
différentes, alors les champs excitateurs locaux s; peuvent étre considerés comme des
vecteurs aléatoires indépendants. De ce fait, la distribution de probabilité a priori peut s’écrire
sous la forme :

N
p(s) =] [pGso (6:67)

ou p(S;) est la distribution locale de probabilité, traduisant la connaissance a priori sur la
nature des sources dans la zone i. Pour des raisons de simplification pratique, on suppose que
les sources excitatrices s; suivent des lois normales généralisées de moyenne nulle de la forme

1
p(s;) o< exp — [F ”Si“%l (6.68)
0;

Pour obtenir la forme finale du probléeme d’identification, il suffit alors, d’introduire les
expressions de la fonction de vraisemblance et de la distribution de probabilité a priori dans
I’équation (6.64). Ce faisant, on obtient :

§= argm n-

. lllx ASIIzl IIS ||2 (6.69)

On remarque que I’on retrouve la méthode de régularisation de Tikhonov lorsqu’on réécrit
I’équation précédente de la forme :

[EAlE

1
= arg minz [llx — As||3] + AZ (6.70)
S
=
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ou A = g2 /20? généralement appelé paramétre de régularisation. La résolution du probléme
d’optimisation (6.70) consiste a remplacer la minimisation en un processus itératif équivalent.
La resolution du probleme de séparation de sources par une approche bayésienne nécessite
deux étapes importantes dans lesquelles certains choix doivent étre faits. La premiére
concerne la description probabiliste des différentes variables. En général les erreurs
d’observation sont décrites par un modéle gaussien. Par ailleurs, le point crucial est celui du
choix du modele a priori sur la distribution des sources et les coefficients de mélange. Pour
une information disponible, plusieurs descriptions probabilistes peuvent étre employées par
différents statisticiens, d’ou le caractére subjectif de cette étape. Néanmoins, la complexite
des calculs bayésiens et les predispositions du statisticien sont des facteurs importants qui
favorisent certains modeles par rapport a d’autres. Le deuxieme point concerne la définition
du risque bayésien dont résulte le critére a optimiser pour I’estimation. En général, cette étape
de définition de I’estimateur est tres conditionnée par la complexité des calculs nécessaires
pour I’optimisation numérique. On en distingue les algorithmes EM et les méthodes MCMC.
Les algorithmes EM sont généralement utilisés pour la recherche du maximum a posteriori
alors que les algorithmes MC permettent de simuler des Chaines de Markov ayant comme
distribution stationnaire la densité conjointe a posteriori. A partir de ces echantillons, des
approximations de ces statistiques peuvent étre calculées en utilisant la méthode de Monte
Carlo. Enfin, dans le cadre de séparation de sources, I’étape cruciale est celle de la recherche
de I’information préalable sur les signaux sources et les coefficients de mélange susceptible
d’assurer une bonne séparation. Idéalement, cette information doit non seulement assurer
I’unicité de la solution mais aussi doit permettre d’obtenir une solution correcte. Suit alors
une étape de codage parcimonieux de cette information via un choix de la densité de
probabilité a priori la plus adéquate.

V1.8.5 Approche basée sur le pré et post-traitement des coefficients

Cette approche combine des opérations de débruitage, avant et aprés la séparation. Des
résultats asymptotiques ont été obtenus qui démontrent une preuve de séparabilité pour les
mélanges linéaires. Une premiere méthode pour effectuer un débruitage est d’utiliser des
filtres spectraux : ils traitent les coefficients issus de la transformée de Fourier en fonction de
leur fréquence, en ajustant la bande effective au signal recherché de facon a réduire la
puissance du bruit, d’ou une augmentation du rapport signal a bruit (RSB). Cependant,
I’emploi du filtrage suppose que I’on possede une connaissance de la statistique au second
ordre du signal. Le debruitage par filtrage, qui repose sur I’idée de traiter les échantillons en
fonction de leur fréquence, sera d’autant plus performant que le signal et le bruit occupent des
bandes de fréquences distinctes. Or, les mélanges dans notre application occupent une large
bande spectrale. En revanche I’approche proposée, issue d’un travail réalisé avec B. Rivet
[115] et qui a donné lieu a une publication & ICA’2004, consiste en trois étapes successives :

1. Débruiter le mélange afin d’estimer correctement la matrice de séparation W ; soit W un tel
estimateur
2. Calculer les sources bruitées : $(t) = WAs(t) + W b(¢),
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3. Débruiter les sources estimées, a partir des signaux bruités, afin d’obtenir : $(t) gebruitce =
s(t) (& une permutation et un facteur échelle prés).

L hypothése principale pour la mise en ceuvre de cette méthode est que le bruit occupe un
spectre large, alors que les sources sont a spectre étroit. Dans ce cas, en choisissant
correctement les échelles d’ondelettes, on peut realiser simplement les opérations 1 a 3. Une
premiére étude sur I’influence du débruitage par ondelettes préalablement a la séparation a été
menée par Paraschiv-lonescu et al. [116] qui ont proposé le schéma de débruitage selon la
figure (6.4). Ainsi, pour obtenir de bonnes performances dans des environnements fortement
bruités, les observations x(k) sont débruitées en appliquant un seuillage doux avant
d’appliquer I’algorithme de séparation de sources a x:

s(k) = W (k) (6.71)

b(t)
'

- débruitage - : X
S@)@ mélange A | x(t)—»| pré-séparation (—»{ Separation L 3(t)

Fig. 6.4 Séparation de sources couplée a un débruitage pré-séparation

Une amélioration de la méthode existante peut étre apportée en ajoutant apres la séparation un
débruitage post-séparation (voir figure 6.5). Les sources sont estimées par 5(k) obtenues par
débruitage des signaux issues de la séparation (k). Un débruitage classique obtenu en
s’appuyant sur la seule variance du bruit o2 estimée a partir des coefficients en ondelettes de
la premiere échelle de 3(k). Cependant, du fait du pré-débruitage ayant été effectué avant la
séparation, le bruit n’est plus consideré gaussien [116].

b it) x(®) 0 50

s(®) . débruitage — débruitage )
—»| Mélange A Ll pré-séparation [—»| Separation L i post-séparation S(t)

Fig. 6.5 Schéma de SAS avec débruitage pré-séparation et post-séparation

Cette amélioration permet de compléter le débruitage pré-séparation dans le cas ou on aurait
fait le choix de ne pas trop débruiter les observations x (k) afin de ne pas perdre trop de signal
ce qui serait néfaste pour I’estimation de la matrice de séparation W. En effet, un débruitage
pré-separation trop énergique risquerait de modifier la structure du mélange x(k) = As(k) et
de nuire a la qualité de I’estimation de la matrice de séparation.
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V1.8.6 Nouvelle approche basé sur le débruitage adaptif des coefficients

Le débruitage pré-séparation risque de supprimer le signal utile, synonyme des sources
d’excitation faibles et noyées dans le bruit (notamment les details de celui-ci, correspondants
aux petits coefficients de détail d’ondelettes relatifs aux sources). Si cette perte peut ne pas
s’avérer génante pour I’estimation de la matrice de separation, elle est lourde de conséquence
dans I’estimation des sources, car les plus faibles risquent d’étre éliminées dans le débruitage
pré-séparation. Pour palier cet inconvénient, nous avons proposé une nouvelle approche ciblée
de débruitage adapté a la séparation de source. L’objectif est de choisir un débruitage post-
séparation adapté a la nature des sources recherchées car on possede bien évidemment plus
d’information sur les sources recherchées que sur la nature des mélanges observés. Les
sources sont alors estimées par §(k) = Wx(k) puis épurées par un débruitage post-séparation.
L algorithme donné illustre par la figure (6.7) en résume les principales étapes. Par cette
méthode nous obtenons alors :

s(k) = Wx(k) = Wi (s(k) + b(k)) (6.72)

Ce qui donne
§(k) = Ws As(k) + W; b(k)) (6.73)

Cette méthode présente I’avantage de pouvoir adapter le débruitage post-séparation a la
séparation de sources comme suit : A partir des observations des mélanges bruités, on estime
la matrice de séparation W considéré par cette démarche comme le codage parcimonieux des
coefficients du signal d’observation brute. Cette matrice de codage parcimonieux W tel que :
§(k) = Wx(k) est estimée par I’a I’algorithme de point fixe FastiCA [99]. L’algorithme
FastICA est considéré comme la projection du signal d’observation dans espace orthogonal
gui maximise la non-gaussiannité des sources vibratoires. Ensuite I’estimation finale
de (k) est réalisée par un débruitage post-séparation adaptif dans le domaine des ondelettes
en utilisant I’approche bayésienne et en renforcant la parcimonie des sources estimées par la
consideération d’une distribution Laplacienne appropriée.

V1.8.7 Connexion avec I’analyse en composantes indéependantes

L algorithme FastICA (Fast Independent Component Analysis) intégré dans I’approche
adaptif de séparation des sources vibratoire bruitées est le plus couramment utilisé pour la
séparation des mélanges instantanés de sources et trés connu pour son excellente performance
et sa rapidité de traitement des données. FastiCA met en évidence des liens forts entre
I’analyse en composantes indépendantes et la poursuite de projection (Basis Pursuit). Cette
derniere est une méthode d’analyse des données qui releve des statistiques. Elle a éte
initialement proposée par Jérdbme H. Friedman and John Tukey [117] en 1974. Elle consiste a
rechercher un sous espace dans lequel un indice de projection est maximisé. L’idée est alors
de trouver des directions intéressantes pour la représentation des données ; c.a.d. exprimer les
données selon un premier axe dans lequel les données sont bien représentées puis faire de
méme avec le reste des données sur un nouvel axe et poursuivre itérativement. Fast-ICA est
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un algorithme trés performant de maximisation de la fonction de contraste pour les sources
non gaussiennes [118]. Il est basé sur le principe de I’algorithme d’apprentissage itératif de
type point fixe (Fixed point algorithm). L’algorithme d’apprentissage du réseau cherche a
trouver une direction qui est en fait un vecteur w tel que la projection w”x maximise I’aspect
non gaussien. Si on considére que chaque sortie du réseau est donnée sous forme d’une
fonction de type G(wTx); tel que G; est une fonction scalaire non linéaire. La convergence
dans FastICA signifie que les valeurs de w (anciennes et nouvelles) vont dans la méme
direction, c’est-a-dire que la différence entre ces deux valeurs est au-dessous du critere de
convergence entre deux itérations. Les composantes indépendantes peuvent étre extraites une
a une. Ainsi, on obtient un gain considérable en performance si I’on a seulement besoin de
guelques composantes indépendantes a extraire. La maximization de la non-gaussanité dans
I’algorithme fastICA, est a la base de I’idée du codage parcimonieux qui consiste a trouver la
matrice de poids W de sorte que les composants sources s; sont plus parcimonieuses que
possible. Nous rappelons qu’une variable aléatoire s; de moyenne nulle est appelé
parcimonieuse quand sa fonction de densité de probabilité présente pic prononcé a zéro et a
queue lourde. La parcimonie est équivalente alors a la super-gaussianité ou a la leptokurticite
(Kurtosis positif) [89]. Le codage parcimonieux est étroitement liee a I’analyse en
composantes indépendantes (ICA) [88, 89]. Dans le modele de données utilisé dans ICA, on
consideére que x(t) est une transformation linéaire de composants indépendants x = AS. En
Inversant la relation, on obtient s = Wx, W étant I’inverse de A. En outre, il a été prouvé que
I’estimation du modéle de données de I’ACI peut étre reduite a la recherche d’une direction de
dé-corrélation dans lequel les composants sont non-gaussiens le plus possible. Si les
composants indépendants sont rares, plus précisement, super-gaussien, cela equivaut a la
recherche de projections non corrélées qui ont des distributions parcimonieuses. Ainsi,
I’estimation du modéle ICA pour des données du mélange est a peu pres équivalent a un
codage parcimonieux ou les composants sont contraints a étre dé-corrélés. Cette connexion a
I”ICA montre aussi clairement que le codage parcimonieux peut étre considéré comme une
méthode de réduction de la redondance, qui était en effet I’un des principaux objectifs de
codage parcimonieux en premier lieu [89]. En fait, le codage parcimonieux peut étre
considéré comme un moyen d’adaptation au principe de détermination d’une base orthogonale
de représentation des composants significatifs seulement. Ensuite, I’approche bayésienne
(méthode statistique) est introduite afin d’éliminer le bruit additif gaussien aprés le codage
parcimonieux de composants en utilisant I’algorithme FastICA. Intuitivement, parce que
guelques-uns des coefficients sont actifs simultanément aprés I’application du codage
parcimonieux i.e ICA, on peut supposer que les autres coefficients de petites valeurs absolues
sont purement bruit qui devront étre mises a zéro, tout en conservant les grands composants.
L'avantage de ce procéde est la possibilité d’intégration de la parcimonie des données par
I’adoption d’un a priori leptokurtique comme démontré précédemment dans I’approche
bayésien en chapitre V (voir la section V.4.2 pour plus de détails sur le modéle leptokurtique).

Le diagramme suivant réesume les étapes principales de I’approche adaptative adoptée pour
I’identification des sources vibratoires relatives a la détection des défauts combinés.

Page | 131



Début

v

Acquisition des signaux mixés x; (t) et x,(t) avec - ‘L -
un dispositif approprié multi-capteurs Se_u_lllage des coeff|C|ent§ d ondelettes e_n
7 utilisant I’approche Bayésienne adaptatif
Séparation des sources en utilisant I’algorithme »L
FastICA et évaluation des sources: 3, (¢) et $,(¢) Reconstruction des sources: §; (t) et S, (t)
v en utilisant la CWT inverse
Calcul des coefficients d’ondelettes liés aux sources l
S;(t) en utilisant I’ondelette de Morlet optimisée
Fin
I

Fig. 6.7 Diagramme relatif & I’approche adaptatif de séparation des sources vibratoires bruitées

V1.9 Etude expérimentale

Le schéma fonctionnel de la figure (6.7), explique la démarche générale adoptée pour la
séparation aveugles des composants vibratoire bruités et mixes. Nous supposerons que les
mélanges sont corrompus par un bruit additif Gaussien iid et que les débruitages sont opérés
individuellement sur chaque signal (source estimée). Les signaux de vibrations utilisés pour la
détection des défauts sont recueillis a partir du banc d’essai dont les photos de cette
I’installation et ses accessoires sont présentés aux figures (6.8) et (6.9). Deux défauts locaux
ont été introduits sur la piste de la bague extérieure pour le premier roulement et sur la piste
de la bague intérieure pour le second roulement. Lorsque les billes traversent chaque défaut,
des impulsions réguliéres apparaitront. Selon la durée des impulsions, on peut juger de
I’apparition du défaut a I’aide des fréquences caractéristiques.

(b)
Fig. 6.8 (a) Photo du banc d’essais avec deux capteurs d’acquisition (b) Banc d’essais et Analyseur
double canal (B&K 2133)

Pour révéler I’information des sources inconnues a partir des signaux de vibration mixés, nous
effectuons une séparation simultanée des sources indépendantes qui sont cachés dans les
signaux recueillis fournies par deux capteurs. Par ailleurs, pour simuler le manque
d’accessibilité aux roulements des machines complexes, deux accelérometres B&K 4381 ont
été utilisés pour acquerir des signaux d’accélération en méme temps a partir du chassis du
banc d’essai, comme indiqué dans la figure (6.8).
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Le signal recueilli par chaque capteur est en fait, la combinaison de I’énergie des vibrations
produites simultanément par les défauts des deux paliers en plus de bruit. La dissipation de
I’énergie de vibration par voie de transmission complique encore davantage la situation. Les
signaux sont enregistrés simultanément par I’analyseur de fréquence a double canal B&K
2133 ou ils ont été amplifiés et filtrés par in filtre passe-bande dans la gamme de fréquence de
0,2 Hz a 20 kHz. Ensuite, les acquisitions sont transférées vers le PC ou des programmes en
Matlab ont été mis en ceuvre pour executer la séparation aveugle des composants vibratoire.
Les fréquences caractéristiques correspondantes aux roulements testés sont listées dans le
tableau 1. Les amplitudes temporelles et spectrales des signaux acquis a partir des roulements
défaillants avec la présence d’écaillage sur les pistes interne et externe sont respectivement,
présentées par les figures (6.9 et 6.10).
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Fig. 6.9 Signaux temporels mixés du banc d’essais avec deux défauts de roulements (a) Capteur en
position 1 (b) Capteur en position 2
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Fig. 6.10 Spectres de puissance associés (a) Spectre du signal 1 (b) Spectre du signal 2

Les diagrammes temporels et les spectres FFT ne présentent pas de symptdmes clairs
correspondants aux défauts simulés. En fait, les défauts des roulements ne peuvent étre
diagnostiqués avec certitude car les spectres fournissent des pics situés aux fréquences
caractéristiques, dont les amplitudes sont comparables a celles des roulements relativement en
bon état. En outre, il est remarqué aussi que le niveau de bruit relativement important masque
les impulsions périodiques d’intérét. De ce fait, la méthode d’analyse en composants
indépendants (ACI) est appliquée pour séparer les signaux sources a partir des signaux de
mesure obtenus par les capteurs. L’analyse est effectuée en utilisant I’algorithme FastICA.
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D’apres les résultats représentés sur la figure (6.11) on peut remarquer qu’il est difficile de
trouver des impulsions périodiques dans les signaux.
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Fig. 6.11 Signaux sources séparés en utilisant I’algorithme FastICA (a) Signal source 1 (b) Signal
source 2

Cependant, on constate qu’apreés la séparation de sources, I’intégralité du signal informatif est
gardée. En effet, méme si la séparation a été mal estimée, I’intégralité du signal est encore
présente. 1l est possible, par ailleurs, de choisir un débruitage post-séparation adapté a la
nature des sources recherchées. Un certain nombre de pics aléatoires sans périodicité fixe
existent comme indiqué sur la figure (6.11). Cela est di au fait que le banc d’essais tests
comme d’autres machines; contient un grand nombre de processus aléatoires. Aussi, le
modeéle ACI classique exige que le nombre de capteurs doit étre plus grand que le nombre de
sources a séparer. Cela implique qu’un certain nombre d’accélérometres sont nécessaires pour
séparer toutes les sources. Ceci, n’est pas pratique pour la conduite d’une surveillance en
ligne des machines en raison de leurs colts élevés. De ce fait les systemes multi-capteurs sont
a eviter. Néanmoins, théoriquement I’ACI se concentre sur la séparation des grands
composants dominants en maximisant leur indépendance. De plus, chaque composant
indépendant séparé doit contenir au moins un composant correspondant a I’une des sources
physiques. Pour les signaux de vibration du banc d’essai, ce composant ne peut étre que I’une
des sources impulsives liées a un défaut de pistes des roulements en plus du bruit de fond. Par
conséquent, un tel signal aura besoin d’un débruitage approprié dans le domaine temps-
fréguence. Par conséquent, les méthodes de débruitage standard sont effectuées en premier
lieu pour analyser les signaux séparés présentés sur la figure (6.11) liées aux défauts des
pistes des bagues interne et externe des roulements. Les signaux débruitées par les méthodes
(SURE), heuristiqgue SURE, Minimax et la méthode au seuil universel, respectivement, sont
présentés sur les figures (6.12 - 6.19). Sur les mémes figures les deux types de seuillage dure
et doux sont appliques sur les coefficients de décomposition en ondelettes de Daubechies
(db20). La decomposition basée sur I’utilisation de I’ondelette mere de Daubechies de niveau
20 est utilisée car elle offre de meilleures performances comparée a d’autres ondelettes.
Toutefois, il est rappelé que les résultats expérimentaux doivent étre interprétés comme une
indication de performance des techniques de débruitage proposees.
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Fig. 6.12 Signal source 1 débruité en utilisant (a) Seuillage SURE doux (b) Seuillage SURE dur
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Fig. 6.13 Signal source 2 débruité en utilisant (a) Seuillage SURE doux (b) Seuillage SURE dur
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Fig. 6.14 Signal source 1 débruité en utilisant (a) Seuillage heuristique SURE doux (b) Seuillage
heuristiqgue SURE dur
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Fig. 6.15 Signal source 2 purifié en utilisant (a) Seuillage heuristique SURE doux (b) Seuillage
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Fig. 6.17 Signal source 2 débruité en utilisant (a) Seuillage minimax doux (b) Seuillage minimax dur
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Fig. 6.19 Signal source 2 débruité en utilisant (a) Seuillage universel doux (b) Seuillage universel dur

Comme le montre les figures (6.12 - 6.19), I’observation générale montre que les incidences
périodiques sont a peine visibles dans tous les cas. La réponse du systeme a cette excitation
apparait comme un ensemble d’impulsions irrégulieres avec la présence de beaucoup de
fausses impulsions. Ce genre de réponse affecterait certainement la reconnaissance des
impulsions d’intérét. Les intervalles irréguliers des amplitudes du signal présenté dans chaque
figure ne sont pas capables d’isoler le phénoméne par extraction de période de défaut
caractéristique. Toutefois, des impulsions régulierement espacées distinctes peuvent étre
observées sur les figures (6.20 et 6.21). Ces impulsions correspondent au signal reconstruit a
travers la transformée en ondelettes inverse des coefficients atténués par I’approche de Bayes
et en utilisant I’ondelette optimisée de Morlet. On peut remarquer que, lorsque les éléments
roulants traversent les défauts, les diagrammes montrent un train d’impulsions dont
I’amplitude est proportionnelle a la dimension de la zone endommagée.
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Fig. 6.20 Résultat de débruitage du signal source 1 relatif a un défaut de roulement sur la piste externe
(BPFO) en utilisant I’approche Bayésienne
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Fig. 6.21 Résultat de débruitage du signal source 2 relatif & un défaut de roulement sur la piste interne
(BPFI) en utilisant I’approche Bayésienne

En comparant les résultats des figures (6.12 - 6.19) et des figures (6.20 et 6.21), on peut
affirmer que, l'approche bayésienne realise des résultats bien supérieurs comparée aux
méthodes SURE, minimax et au seuil universel. D’autres observations sur les figures (6.20 et
6.21) montrent que la distance mesurée entre deux crétes successives des impulsions
présentées sur les diagrammes représente la période des défauts caractéristiques, a savoir
I’inverse des fréquences caractéristiques. Dans la figure (6.20), les intervalles quasi-
périodiques égaux a 4,1 ms peuvent étre retrouvés, ainsi, dans la figure (6.21) les intervalles
périodiques égaux a 2,8 ms peuvent étre distingués. Ces intervalles quasi-périodiques sont
respectivement équivalents a I’inverse de la fréquence caractéristique d’un défaut de bague
externe (BPFO, figure (6.20) et d’un defaut de bague intérieure (BPFI, figure 6.21), qui sont:
243.16 Hz et 353,99 Hz, comme indiqué dans le tableau 1. Enfin, il est intéressant d’observer
que seules les impulsions correspondantes aux défauts induites sont retenues dans le signal
reconstruit (figures (6.20 et 6.21)). Ce fait démontre I’efficacité de I’algorithme proposeé a
éliminer le bruit. L’approche proposée de séparation des sources bruitées en combinant
I’algorithme FastICA et le procédé de débruitage par la méthode de Bayes, a montré que les
sources inconnues mixtes peuvent étre récupérées avec succés sur la base de leur
indépendance statistiqgue en maximisant la non-gaussianité, méme a des niveaux d’énergie
plutdt faibles.
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V1.10 Conclusion

Dans ce chapitre qui ne peut étre exhaustif, nous avons présenté le probleme de la SAS et les
éléments qui s’y rattachent. Nous avons commencé par donner quelques exemples
d’application de la SAS dans divers domaines. Aprés avoir répertorié les modeles de
mélanges, nous avons rappelé différentes méthodes pour résoudre le probleme de la SAS,
dans le cas d’un mélange instantane, réparties en deux familles : les méthodes par bloc et les
méthodes adaptatives. Nous avons expliqué que la solution fournie par les algorithmes de
SAS n’est pas unique car les sources sont estimées a une permutation et a un facteur d’échelle
prés (dans le cas instantané). Nous avons rappelé le principe de I’analyse en composantes
indépendantes, des hypotheses de base nécessaires a la séparation de sources, et plusieurs
criteres permettant de realiser la séparation. Parallelement, dans I’approche proposée, la
méthode génerique de I’analyse en composantes indépendantes (ACI) par le biais de
I'algorithme FastICA est utilisée pour la selection du codage parcimonieux et I’estimation des
composants optimaux indépendants (ICs). L’idée principal retenue dans notre approche est
gue pour assurer la séparabilité des sources, il est fondamental de disposer de mesures de
diversité ou de contraste entre elles (indépendance). Toutefois, les sources a rechercher ne
sont cependant pas nécessairement décorrélées. Un critére supplémentaire est cependant
nécessaire afin de distinguer ces sources les unes des autres. La parcimonie peut apporter ce
critere et fournit ainsi une information structurelle. En effet, les signaux sont plus
parcimonieux dans les espaces qui capturent bien leur morphologie, notamment dans le cas
sous-déterminé. Les sources peuvent alors étre identifiées en recherchant leurs quelques
grands coefficients. Ainsi, les capacités de la méthode de débruitage bayésien qui exploite les
propriétés statistiques des composants indépendants a débruitées d’une maniere plus réaliste
sont exploitées. Les expériences ont montré la performance de séparation par rapport a
I’application directe de I’ACI sur le signal et les algorithmes de débruitage standard. Ceci est
dd a la nature fortement non-linéaire de I’opérateur d’atténuation qui tire profit de la structure
statistique inhérente du signal a identifié. A I’issue de I’utilisation de cette approche sur des
roulements défaillants, les signatures faibles cachés dans le bruit ont été révélées et
ameéliorées avec succes.
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Conclusion Générale
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Conclusion genérale

Dans ce travail de thése, nous avons résolu le probleme du manque de résolution dans la
représentation temps-fréquence par I’amélioration de la parcimonie des signaux vibratoires de
type impulsionnels. L’objectif était de montrer la pertinence des modeles parcimonieux pour
traiter des probléemes inverses, notamment en tirant parti de la nature des signaux a
reconstruire. Cet objectif est, nous le pensons, rempli. En effet, un modele parcimonieux a été
mis a contribution pour la modélisation des problémes inverses étudiés notamment dans le cas
de débruitage et de localisation des sources vibratoires. Au-dela de ces premiers résultats,
cette méthode parait étre un bon point de départ pour résoudre d’autres problemes inverses.
La méthode de restauration des signaux et de localisation de sources développée ici adopte un
point de vue différent des autres méthodes déja existantes. Le mariage fructueux entre le
modeéle a priori pour la représentation parcimonieuse d’une part, et de la théorie de
I’estimation Bayésienne, nous a permis d’atteindre I’objectif fixé. Il est démontré que
I’approche d’estimation Bayesienne va au-dela des limites des méthodes classiques de
débruitage dans le domaine des ondelettes. Dans le contexte Bayésien, la notion de
parcimonie est naturellement modélisée par une distribution a priori approprié pour les
coefficients d’ondelettes. Pour formuler cette contrainte, nous avons proposé le modele
statistique adapté ‘leptokurtique’ pour capter le caractére parcimonieux des coefficients de
représentation de ces signaux. En raison de la nature fortement non-linéaire de I’opérateur de
réduction qui tire profit de la structure statistique inhérente du signal a identifié, la méthode
proposée a été appliquée avec succes pour extraire les composants impulsifs noyés dans les
signaux bruités. Dans I’ensemble, I’approche décrite combine les propriétés de calcul rapide,
de bonnes propriétés théoriques et de bonnes performances dans les simulations et dans la
pratique. Le constat majeur de I’ensemble des expériences est que la méthode actuelle a fait
de meilleurs résultats lors du débruitage des signaux impulsifs. La faible signature cachée
dans le bruit est révélée et renforcé avec succes. Ce résultat permet aux opérateurs de
machines non seulement la détection de I’existence de défauts sur des paliers a son stade
initial, mais aussi la détermination des causes de défauts en utilisant les informations des
intervalles de temps qui est fournie par le signal reconstruit. La seconde contribution de ce
travail de recherche a porté sur la localisation des sources vibratoires bruitées. Les méthodes
classiques de séparation de sources répandues en littérature, supposent implicitement que le
modele d’observation est exact et que les données ne sont pas bruitées. En pratique, les
mélanges sont généralement corrompus avec des bruits corrélés et les méthodes SAS perdent
dans ce cas, de leur efficacité. En effet, aprés I’application directe de I’algorithme de I’ACI
décrit dans ce document, sur des signaux mélangés, les impulsions synonymes des sources
vibratoires restent difficiles a identifier. Ainsi, pour trouver I’information complete des
sources et de revéler I’état des composants clés et leurs influences, il a été donc impératif de
tenir compte du bruit dans le modéle. Une nouvelle approche basée sur I’amélioration de la
parcimonie des composants indépendants a été proposée dans le présent document. Dans
I’approche proposee I’ACI est utilisée pour la sélection de la transformation parcimonieuse et
I’estimation des composants optimaux indépendants (Cls). Par conséquent, I’objectif de
maximiser la non-gaussianité par I’ACI peut étre reformulée comme extraire le codage
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parcimonieux des composants du signal. En effet, I’ACI est utilisée pour extraire les
composants d’influences des signaux mixés. Il peut étre conclu que la forme élémentaire du
modeéle de I’ACI peut étre comparable a la recherche de la projection adéquate qui maximise
la non-gaussianité des sources. Cela implique que le modele peut étre estimé de fagon unique
a partir des donnees, en utilisant des statistiques supplémentaires. L’idée derriere I’extraction
de tel codage parcimonieux est que celui-ci se préte bien au procédé d’inférences par
I’approche Bayésien afin de calculer I’estimateur de ce composant d’influence i.e. la source.
De plus, I’approche Bayésienne peut étre considérée comme un moyen de séparer deux
sources (signal et bruit) en les représentants sur la méme base ou I’un est fortement non-
gaussien (le signal) et I’autre reste gaussien (le bruit). Par conséquent, un critére de débruitage
naturelle peut résulter de cette différence statistique entre les coefficients du signal et le bruit,
car il ya déja une information préalable sur les coefficients qui sont supposés étre
parcimonieux. Généralement, on possede plus d’information sur les sources recherchées que
sur la nature des mélanges observés. Cette methode présente I’avantage de pouvoir adapter le
débruitage post-séparation, operés individuellement sur chaque signal, a la nature des sources
recherchées. L’efficacité de la séparation des sources vibratoires bruitées et les capacités de
I’approche proposée basée sur I’amélioration de la parcimonie en utilisant une fonction
analysante optimisé sont mises en évidence par une étude expérimentale. Les expériences ont
montré la performance de séparation compétitive par rapport a I’application directe de I’ACI
sur le signal et les algorithmes de débruitage standard.
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