
République Algérienne Démocratique et Populaire
Ministère de l’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique

École Nationale Polytechnique
Laboratoire de Commande des Processus

Projet de Fin d’Études
En vue de l’obtention du diplôme d’Ingénieur d’État

en Automatique

Thème

Multi-observateur pour un système non linéaire :
Application à une station d’épuration

Présenté par :
M. Bouzrina Djamel-Eddine
M. Derrar Mohamed El Mehdi

Soutenu le : 22/06/2015

Devant le jury composé de :

Président : Dr Achour H. École Nationale Polytechnique
Rapporteur : Dr Illoul R. École Nationale Polytechnique
Examinateur : Pr Chekireb H. École Nationale Polytechnique

Juin 2015

Proposé et encadré par : 

Dr Illoul R.



Remerciements

Le travail présenté dans ce mémoire a été réalisé au sein du Laboratoire de Commande
des Processus de l’École Nationale Polytechnique sous la direction de M. Rachid Illoul.
Qu’il trouve ici l’expression de notre profonde reconnaissance pour ses précieux conseils
et la disponibilité dont il a toujours fait preuve à notre égard.
Nos remerciements vont aussi à Messieurs les membres du jury pour avoir accepté d’évaluer
notre travail. Nous adressons également nos remerciements à l’ensemble des enseignants
de génie électrique et en particulier à ceux du Département d’Automatique.
Enfin, nous voudrions réserver nos derniers remerciements à nos familles respectives ainsi
qu’à tous nos camarades qui nous ont apporté un grand soutien lors de l’élaboration de
ce travail.

i



Je dédie ce mémoire à mes parents et
à mon frère qui m’ont soutenu tout
au long de ma scolarité.

Djamel-Eddine Bouzrina

Je dédie ce travail à toute personne
qui m’a soutenu, ma famille et
spécialement mes amis.

Mohamed El Mehdi Derrar

ii



Résumé
Le travail présenté ici est dédié à la synthèse d’un estimateur d’état pour un modèle

de station d’épuration à boue activée. Le système considéré est représenté par un modèle
flou de Takagi-Sugeno avec des entrées inconnues. Les conditions de stabilité de ce type
d’estimateurs sont exprimées en termes d’inégalités matricielles linéaires (LMI). La tech-
nique de résolution sur MATLAB de ces LMIs ainsi qu’une simulation du système sont
données ici.
Mots-clefs. ASM1 - modélisation floue - conception d’observateur flou - multimodèle -
observateur à entrées inconnues.

Abstract
The work presented here is dedicated to the synthesis of a state observer for an activa-

ted sludge model water treatment plant. The considered system is represented by a fuzzy
Takagi-Sugeno model with unknown inputs. Stability conditions of such observers are ex-
pressed in terms of linear matrix inequalities (LMI). The MATLAB resolution technique
for these LMIs and a simulation of the system are given here.
Keywords. ASM1 - fuzzy modeling - fuzzy observer design - multiple model - unknown
input observer.

 ملخص

العمل المقدم هنا مخصص ل˖شك̀ل مقدر للمتغيرات الحالیة ̦نموذج محطة معالجة م̀اه الصرف مزودة بطين م̱شط. 
النظام المقترح مقدم ̊لى شكل نموذج ضبابي لــ Եكاغي-سوج̀نو بٕاد˭الات مجهوߦ. شروط الاس̑تقرار لهذا النوع من 

المقدرات معبرة عن طریق متراجحات مصفوف̀ة خطیة (LMI). طریقة ˨ل هذه المتراجحات باس̑تعمال ماتلاب مع المح�كاة 
الخاصة  ˊنموذج المحطة مقدمة هنا.

ٕ̮شاء مراقب ضبابي - نمذ�ة م˗عددة - مراقب ادٕ˭الات مجهوߦ.  كلمات مف˗اح̀ة. ASM1 - نمذ�ة ضبابیة - ا
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Introduction générale

Les représentations d’état sont utilisées de manière routinière afin de
modéliser les systèmes dynamiques linéaires et non linéaires. Les applica-
tions de ces dernières incluent la commande par retour d’état (voir, par
exemple, [Antsaklis and Michel, 2006, Brogan, 1991] ou [Rugh, 1996]), la
détection des défauts (voir, par exemple, [Frank, 1990] ou [Ding, 2005])
ainsi que la supervision et la surveillance des systèmes. L’état du système
n’est cependant pas habituellement disponible car il est rarement possible
d’avoir un capteur pour chaque variable d’état, et une certaine forme de
reconstruction à partir des données mesurées est requise. Dans ce cas, un
observateur peut être construit en utilisant le modèle mathématique du
système afin d’obtenir une estimation x̂ de l’état du système x. Cette
estimation peut être alors utilisée comme substitut pour x.

Toutes ces techniques passent par une phase de modélisation qui vise
à représenter le système étudié le plus fidèlement possible. En pratique,
la plupart des systèmes sont mieux représentés par des modèles non
linéaires que par des modèles linéaires, qui ne restent valables que sur une
portion limitée de l’espace étudié sur lequel le système peut fonctionner.
Cependant, nous constatons de fait que l’utilisation des modèles non
linéaires pour l’identification, l’estimation, la commande, ou le diagnostic
des défauts est toujours plus difficile à mettre en œuvre que celle concer-
nant les systèmes linéaires, et c’est précisément pour cette raison qu’il est
intéressant d’utiliser des techniques de modélisation qui permettent de
modéliser des systèmes non linéaire et en même temps de pouvoir utiliser
des techniques adaptées aux modèles linéaires sur ce dernier.

Un candidat idéal pour cette approche est la technique du multi-
modèle [Murray-Smith and Johansen, 1997], aussi appelé modèle flou de
Takagi-Sugeno [Takagi and Sugeno, 1985], modèle linéaire polytopique
[Angelis, 2001], ou modèle affine par morceaux [Mignone et al., 2000]. Son
principe réside sur le fait de décrire le fonctionnement du système à l’aide

1



Introduction générale

de sous-modèles souvent linéaires, où chaque sous-modèle contribue de
manière variable dans le temps au comportement global du système. La
contribution de chaque sous-modèle au modèle global est une combinaison
convexe des sous-systèmes faisant appel à des fonctions de pondération
associées à chacun d’entre eux.

Nous allons, dans le cadre de ce projet de fin d’études, modéliser
une station d’épuration puis trouver son multi-modèle dans le but de
synthétiser un observateur d’états en utilisant une technique d’optimisa-
tion convexe qui fait appel à des inégalités matricielles linéaires (LMI)
[Tanaka and Wang, 2001].
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Chapitre 1

Le processus d’épuration des eaux

Le traitement des eaux usées constitue un des enjeux de santé publique
les plus importants dans le monde, avec plus de 5 millions de morts chaque
année causées par la consommation d’eau polluée [OECD, 2006].

Les eaux usées sont toutes les eaux chargées de différents éléments pro-
venant de la population et des activités commerciales et industrielles. Ces
dernières sont de nature à polluer les milieux dans lesquelles elles seront
déversées. C’est pourquoi, des traitements sont réalisés sur ces effluents par
le réseau d’assainissement urbain.

La plupart des stations d’épuration fonctionnent selon les mêmes proces-
sus de base, mais des différences peuvent exister dans la manière de mettre
en place ces processus. Le traitement se divise généralement en plusieurs
étapes [Moulin et al., 2013].

Figure 1.1 – Station d’épuration des eaux usées du groupement urbain d’Oran
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Chapitre 1. Le processus d’épuration des eaux

1.1 Description du procédé de traitement des eaux

Les méthodes de traitement des eaux usées sont diverses et peuvent être
classées en trois catégories : les traitements primaires, secondaires et ter-
tiaires. On peut également tenter une classification physique et biologique
qui revient grossièrement à distinguer d’un côté les traitements primaires
et de l’autre les traitements secondaires et tertiaires.

Figure 1.2 – Processus de traitement des eaux

1.1.1 Traitements primaires

Les prétraitements sont une phase d’épuration grossière. On élimine tous
les éléments solides volumineux et grossiers (sables, corps gras) qui pour-
raient d’ailleurs endommager les installations par la suite. Notons qu’on
retire alors environ 35% des éléments polluants. Tout d’abord on réalise le
dégrillage : on fait passer l’eau à travers des grilles plus ou moins grossières
pour récupérer tous les éléments solides plus gros que les espacements des
grilles. L’eau qui est issue de ce premier traitement subit ensuite le des-
sablage et le déshuilage-dégraissage. La vitesse d’écoulement de l’eau est
ralentie, des particules de taille alors plus petite vont sédimenter (boues
primaires) et les graisses, moins denses vont remonter à la surface. On
va alors retirer les sables par pompage et prélever l’écume. Le traitement
primaire au sens strict est un traitement physico-chimique. Il est possible
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Chapitre 1. Le processus d’épuration des eaux

d’ajouter dans l’eau des agents coagulants et floculants. On peut alors ré-
cupérer un grand nombre de particules en suspension par décantation ou
flottation. (boues physico-chimiques) Cette étape permet d’éliminer 90%
des particules et objets en suspension. Elle est commune à une très grande
majorité des stations d’épuration. Mais il reste alors dans l’eau tout ce qui y
est dissous : éléments azotés, phosphatés, composés actifs et des particules
fines. Se rajoutent ensuite les traitements secondaires voire tertiaires.

1.1.2 Traitements secondaires

Ces traitements sont biologiques et permettent d’éliminer les polluants
dissous. Pour cela on utilise des populations de micro-organismes capables
de les consommer. Dans les cas étudiés, le principe général est de favoriser
la croissance de communautés de bactéries aérobies, c’est-à-dire qui prélève
l’O2 pour leur métabolisme. On en distingue différents types :

1.1.2.1 Le lagunage naturel

Les eaux usées sont stockées dans des plans d’eau peu profonds : les
lagunes. L’activité microbienne se fait naturellement : échange avec l’at-
mosphère, photosynthèse. Des aérateurs peuvent être utilisés pour brasser
l’air et optimiser l’activité des bactéries. Ces processus induisent la forma-
tion de boues de lagunage au fond des bassins qui sont récupérées.

1.1.2.2 Les boues activées

Chapitre 5. Application à une station d’épuration

développement des bactéries, une agitation permanente af n de favoriser le contact entre les bac-
téries et la matière polluée, une concentration élevée en bactéries pour augmenter l’eff cacité du
traitement. La chaîne de traitement est composée d’un bioréacteur, d’un carif cateur / décanteur
et d’une boucle de recyclage des boues (voir f gure 5.1).

Figure 5.1 – Schéma du procédé d’épuration par boues activées

Le bioréacteur

L’eau polluée -soumise préalablement à un traitement primaire- provenant d’une source
externe, circule dans le bassin d’aération -bioréacteur- dans lequel la biomasse bactérienne
dégrade la matière organique. Les micro-organismes s’agglomèrent en f ocs et produisent les
boues.
Le mélange, appelé "liqueur mixte", se compose d’une phase solide (micro-organismes, débris
organiques, matières minérales) et d’une phase liquide contenant les matières dissoutes. Pour
éliminer la matière azotée, le réacteur biologique peut être séparé en deux zones distinctes :
aérobie et anoxique (voir f gure 5.2). Dans la majorité des cas, la zone anoxique est placée en
amont de la zone aérobie, juste à l’entrée de l’eff uent dans le réacteur, pour que les bactéries
aient suff samment de matière organique biodégradable pour effectuer la réaction de dénitrif ca-
tion. Le recyclage de la liqueur mixte de la zone aérobie vers la zone anoxie permet l’élimination
des polluants azotés oxydés.

Le clarif cateur ou décanteur

En sortie de réacteur, est obtenue une liqueur mixte composée de boues f oculées et d’eau
épurée prête à être rejetée dans le milieu naturel. Cette liqueur alimente un clarif cateur qui a
une fonction de séparation de phase et une fonction d’épaississement af n de ramener la boue la
plus concentrée possible dans le réacteur biologique. Du fait de l’absence d’oxygène, le temps
de passage des boues doit être le plus faible possible pour éviter qu’elles ne se trouvent en phase
anaérobie. Ceci aurait pour conséquence l’apparition d’odeurs désagréables ainsi qu’une dété-
rioration de la qualité mécanique de la boue perturbant tant le traitement biologique de l’eau
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Figure 1.3 – Schéma du procédé d’épuration par boues activées.
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Chapitre 1. Le processus d’épuration des eaux

On force ici le mélange du dioxygène, des eaux usées et des bactéries
dans des bassins. Les espèces sont sélectionnées selon ce que l’on souhaite
éliminer : carbone, azote, phosphore. Les bactéries et leurs déchets du mé-
tabolisme forment, dans un bassin appelé bio-réacteur, des boues (boues
secondaires) qui sont ensuite traitées et utilisées pour la fertilisation des
sols par exemple. Une partie de ces boues retourne dans les bassins pour
éviter une trop grande perte en bactéries.

1.1.2.3 Les bio-filtres et filtres bactériens

On peut également faire percoler l’eau à travers un matériau où se
développent des bactéries. Cela peut être des galets ou des supports
(lits bactériens) ou des argiles cuites, des schistes, des sables (bio-filtres).
Ces traitements sont utilisés en plus du processus des boues activées,
permettant d’éliminer une plus grande diversité de polluants. En effet, on
va alors concentrer les bactéries et ainsi localiser leur action, la rendant
plus efficace.

De nombreuses stations d’épuration cumulent aujourd’hui les traite-
ments primaires et secondaires. Certaines plus rares utilisent des traite-
ments avancés ou tertiaires. En effet, à la fin des traitements secondaires,
il reste encore dans l’eau des éléments dissous que les bactéries n’auront
pas absorbés (azote, phosphore) et des éléments qu’elles ne sont de toute
manière pas aptes à traiter (œstrogènes par exemple).

1.1.3 Traitements tertiaires

Ces traitements sont à la fois physico-chimiques et biologiques. On les
réalise après les traitements primaires et secondaires afin d’éliminer des élé-
ments nutritifs résiduels, des polluants organiques résistants, des métaux,
des pigments. Par exemple, on peut utiliser des traitements biologiques
avancés pour éliminer le phosphore par le Déplacement Nutritif Biologique
(DNF). On fait passer l’eau par différents réservoirs avec des bactéries et
dans des conditions environnementales différentes (différence de concentra-
tion en dioxygène par exemple). On récupère ensuite les boues lors d’un
nouveau passage dans un clarificateur. Un autre type de traitement que
l’on pourrait classer comme tertiaire est le traitement aux UV. On déna-
ture alors des molécules, comme les œstrogènes, sensibles à ces rayons.
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Chapitre 1. Le processus d’épuration des eaux

1.2 Le modèle ASM1

Activated Sludge Model, ou ASM (modèle à boue activée) est
le nom générique d’un groupe de méthodes mathématiques servant à
modéliser les systèmes à boue activée. Les recherches en ce sens sont
coordonnées par un groupe de travail de l’Association Internationale
de l’Eau (International Water Association, IWA) [Henze et al., 2006].
Les ASM sont utilisés dans le domaine de la recherche scientifique afin
d’étudier les processus biologiques dans des systèmes hypothétiques. Ils
peuvent être appliqués à des stations d’épuration à pleine échelle pour
l’optimisation lorsque ces derniers sont calibrés avec soin en utilisant des
données de référence pour la production de boue et des nutriments dans
l’effluent.

Plusieurs études ont également été effectuées
dans ce sens [Nelson and Sidhu, 2009, Hellstedt, 2005,
Direction générale de la recherche, 2002].

Un modèle à boue activée consiste en [Jeppsson, 1997] :
– Des variables d’état : celles-ci incluent différents constituants de la
DCO, la biomasse et différents types de nutriments organiques et in-
organiques.

– Des processus dynamiques : une liste de différents processus biolo-
giques qui sont modélisés avec leurs paramètres et qui décrivent la
situation du système biologique tels que la croissance et la décompo-
sition, les coefficient de saturation et d’hydrolyse.

1.2.1 Variables d’état

Dans le modèle de l’IWA, les matières carbonées sont divisées en DCO
biodégradable, DCO non-biodégradable et biomasse, voir la figure 1.4. La
DCO est ensuite divisée en substrats rapidement biodégradables SS et len-
tement biodégradables XS. Le substrat facilement biodégradable est sup-
posé consister en des molécules solubles simples qui peuvent être facilement
absorbées par les organismes et métabolisées pour la production d’énergie,
tandis que le substrat lentement biodégradable est supposé être constitué
de particules et molécules organiques colloïdales complexes qui nécessitent
une dégradation enzymatique avant l’absorption et l’utilisation.

Il est à noter qu’une fraction du substrat lentement biodégradable peut
en fait être soluble mais qu’elle est traitée comme un matériau particu-
laire dans le modèle. La DCO non-biodégradable est divisé en matériau
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soluble SI et particulaire XI . Les deux sont considérés comme non affectés
par l’action biologique dans le système. Le matériau inerte soluble quitte
le système par l’effluent du clarificateur secondaire, tandis que la matière
particulaire inerte reste prisonnière dans la masse de boue et s’accumule
en tant que solides inertes volatiles en suspension. La matière particulaire
inerte est éliminée du système par élimination des boues en excès et, dans
une certaine mesure, est ainsi présente dans l’effluent du décanteur. En
outre, la biomasse active est divisée en deux types d’organismes : biomasse
hétérotrophe XB,H et biomasse autotrophe XB,A. Enfin, une variable d’état
supplémentaire XP pour modéliser les produits particulaires inertes décou-
lant de la décomposition de la biomasse est ajoutée.

DCO Totale

Biodégradable Masse Active Nonbiodég.

Soluble
SS

Particulaire
XS

AutotrophesHétérotrophes
XB,H XB,A

Soluble
SI

Particulaire
XI & XP

Figure 1.4 – Caractérisation des eaux usées pour les composants carbonés selon l’IWA
[Jeppsson, 1997].

La matière azotée dans les eaux usées est divisée, comme indiqué dans
la figure 1.5. Sur la base de mesures de l’azote total de Kjeldahl (TKN),
l’azote est divisé en ammoniac libre et une solution saline SNH , azote lié or-
ganiquement et azote de la masse active, ce qui veut dire qu’une fraction de
la biomasse est supposée être de l’azote. De manière similaire à la division
de la matière organique, l’azote lié organiquement est divisé en fractions
solubles et particulaires, qui à leur tour, peuvent être biodégradables ou
non biodégradables. Il devrait être noté que seulement l’azote organique
particulaire biodégradable XND et l’azote organique soluble biodégradable
SND sont explicitement inclus dans le modèle. L’azote de la masse active
XNB n’est inclus dans le modèle que dans le sens où décomposition de la
biomasse va conduire à une production de particules organiques azotées
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biodégradables. L’azote organique associé aux produits particulaires orga-
niques inertesXNP et la matière particulaire organique inerteXIN peuvent
être facilement calculés, bien que non décrits dans la matrice du modèle.
L’azote soluble inerte SNI n’est pas modélisé. Enfin, l’azote sous forme de
nitrate et de nitrite sont combinés en une variable SN , pour simplifier le
modèle.

N Total de 
Kjeldahl  TKN

ammoniac libre 
& salin , S NH

N de masse 
active  XNB

   N lié
organiquement

SND

N organique
soluble 

N organique 
particulaire 

Nitrate &
nitrite N, SNO

N nonbiodég. 
SNI

N nonbiodég. 
XNI & XNP

biodég.
N

XND

Figure 1.5 – Caractérisation des eaux usées pour les composants azotés selon l’IWA
[Jeppsson, 1997].

Les deux derniers éléments décrits dans le modèle de l’IWA sont
la concentration d’oxygène dissous SO, exprimée en DCO négative, et
l’alcalinité SALK .

En final, le vecteur d’état retenu sera, suivant le modèle de [Nagy, 2010] :

x = [SI SS XI XS XBH XBA SNO SNH SND XND SO]T (1.1)

1.2.1.1 Variables d’entrée

Les concentrations en composants solubles S•,in et particulaires X•,in
dans l’eau polluée qui rentrent dans le bassin de réaction sont considérées
comme variables d’entrée du modèle. Les débits d’entrée qin , de recyclage
qR et d’extraction qW font aussi partie de cet ensemble de variables, dont
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Chapitre 5. Application à une station d’épuration

Figure 5.4 – Évolution des composants au cours du temps

Hypothèses, restrictions et contraintes du modèle ASM1

Certaines hypothèses ont été faites pour que le modèle soit utilisable en pratique :
– le bioréacteur et le décanteur sont parfaitement mélangés. Cette hypothèse se traduit par :

y(t) = x(t) (5.4)

– les réactions biologiques ont lieu seulement dans le bioréacteur.
– le décanteur est parfait : l’eau épurée ne comporte pas de substances particulaires et les

concentrations des composants solubles sont les mêmes en entrée et en sortie du décan-
teur :

S(t) = SR(t) (5.5)

(qin(t)+qR(t))X(t) = (qR(t)+qW(t))XR(t) (5.6)

oùX etSsont les concentrations respectives de particules et de substrat dans le bioréacteur
et XR et SR les concentrations de particules et de substrat dans le circuit de re-circulation
des boues [Julien, 1997].

– le système opère à température constante. Si des fluctuations importantes de température
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Figure 1.6 – Évolution des variables d’état au cours du temps [Nagy, 2010].

les éléments forment le vecteur d’entrée u défini par :

u = [SI,in SS,in XI,in XS,in XBH,in XBA,in SNO,in SNH,in SND,in

XND,in SO,in qin qR]T
(1.2)

1.2.1.2 Variables de sortie

Les concentrations en composants solubles S•,out et particulaires X•,out
de l’eau qui sortent du bassin de réaction sont considérées comme variables
de sortie du modèle. Le débit de sortie qout fait partie aussi de cet ensemble
de variables mesurables ; le vecteur y réunit les variables de sortie qui
viennent d’être mentionnées :

y = [SI,out SS,out XI,out XS,out XBH,out XBA,out SNO,out SNH,out SND,out

XND,out SO,out qout]T
(1.3)
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Chapitre 2

Modélisation du modèle ASM1

2.1 Procédés du modèle ASM1

Les différents procédés intégrés dans le modèle IWA sont briève-
ment décrits ci-dessous. Ceux-ci ont été décrits par [Jeppsson, 1997,
Petersen, 1965].

2.1.1 Croissance aérobie des hétérotrophes ρ1

Une fraction du substrat facilement biodégradable est utilisé pour la
croissance de la biomasse hétérotrophe donnant lieu à une demande en
oxygène associée. La croissance est modélisée en utilisant la cinétique de
Monod [Tchobanoglous and Burton, 1991, Monon, 2012]. L’ammoniac est
utilisé en tant que une source d’azote pour la synthèse et incorporé dans la
masse cellulaire. Les deux la concentration de SS et SO peuvent limiter la
vitesse pour la croissance du processus. Ce processus est généralement le
principal contributeur à la production de nouvelle biomasse et l’élimination
de la DCO. Il est également associé à un changement d’alcalinité.

ρ1(t) = µH
SS(t)

KS + SS(t)
SO(t)

KOH + SO(t)XBH(t) (2.1)

2.1.2 Croissance anoxique des hétérotrophes ρ2

En l’absence d’oxygène, les organismes hétérotrophes sont capables
d’utiliser le nitrate commr accepteur d’électrons terminal avec SS comme
substrat. Le processus conduira à une production de biomasse hétérotrophe
et de gaz d’azote (dénitrification). L’azote gazeux est le résultat de la ré-
duction du nitrate avec un changement d’alcalinité associé. Les mêmes
cinétiques Monod que ceux utilisés pour la croissance aérobie sont appli-
quées, sauf que l’expression cinétique est multipliée par un facteur ηg < 1.
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Ce taux réduit pourrait soit être causé par un taux de croissance maximal
plus faible dans des conditions anoxiques ou parce que seule une fraction de
la biomasse hétérotrophe est capable de fonctionner avec du nitrate comme
accepteur d’électrons. L’ammoniac est utilisé comme source d’azote pour
la synthèse des cellules, qui à son tour modifie la alcalinité.

ρ2(t) = µH
SS(t)

KS + SS(t)
SNO(t)

KNO + SNO(t)
KOH

KNO + SO(t)ηgXBH(t) (2.2)

2.1.3 Croissance aérobie des autotrophes ρ3

L’ammoniac est oxydé en nitrate par l’intermédiaire d’un procédé à une
seule étape (nitrification) résultant en la production de biomasse auto-
trophe et donnant lieu à une demande en oxygène associée. L’ammoniac
est également utilisé comme source d’azote pour la synthèse et incorporé
dans le masse cellulaire. Le procédé a un effet marqué sur l’alcalinité (à la
fois à partir de la conversion de la biomasse en ammoniac et par l’oxydation
de l’ammoniac en nitrate) et la demande totale en oxygène. L’effet sur la
quantité de biomasse formée est faible car le rendement des nitrificateurs
autotrophes est faible. Une fois de plus le taux de croissance est modélisé
en utilisant la cinétique Monod.

ρ3(t) = µA
SNH(t)

KNH + SNH(t)
SO(t)

KO,A + SO(t)XBA(t) (2.3)

2.1.4 Décomposition des hétérotrophes ρ4 et des autotrophes ρ5

Les deux processus sont modélisés de la même manière en utilisant l’hy-
pothèse de la mort-régénération. Les organismes meurent à un certain taux
et une partie du matériau est considérée comme étant non biodégradable et
s’ajoute à la fraction XP . Le reste s’ajoute aus substrats lentement biodé-
gradables. L’azote organique associé XS devient disponible en azote orga-
nique particulaire. Aucune perte de COD n’est mise en jeu ni d’accepteurs
d’électrons utilisés. Le processus est présumé continuer avec le même taux
que sous les conditions aérobie, anoxique et anaérobie.

ρ4(t) = bHXBH(t) (2.4)

ρ5(t) = bAXBA(t) (2.5)
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2.1.5 Ammonification de l’azote organique soluble ρ6

L’azote organique biodégradable est converti en ammoniac libre et une
solution saline dans un processus de premier ordre par l’intermédiaire des
hétérotrophes actifs. Les ions d’hydrogène consommé dans le processus de
conversion résultent en un changement d’alcalinité.

ρ6(t) = kaSND(t)XBH(t) (2.6)

2.1.6 Hydrolyse des composés organiques absorbés ρ7

Le substrat lentement biodégradable empêtré dans la masse de boue se
décompose extra-cellulairement, produisant un substrat facilement biodé-
gradable à la disposition des organismes pour la croissance. Le processus
est modélisé sur la base de la cinétique de réaction de surface et ne se
produit que dans des conditions aérobies et anoxiques. La vitesse d’hydro-
lyse est réduite dans des conditions anoxiques par rapport à des conditions
aérobies d’un facteur ηh < 1. Le taux est également de premier ordre par
rapport à la biomasse hétérotrophe présente mais se sature à mesure que la
quantité de substrat absorbé devient grande en proportion de la biomasse.

ρ7(t) =kh
XS(t)/XBH(t)

KX +XS(t)/XBH(t) SO(t)
KOH + SO(t) + ηh

KOH

KOH + SO(t)
SNO(t)

KNO + SNO(t))

XBH(t)
(2.7)

2.1.7 Hydrolyse de l’azote organique absorbé ρ8

L’azote organique particulaire biodégradable est décomposé en azote
organique soluble à un taux défini par la réaction d’hydrolyse pour les
matières organiques absorbées décrite précédemment.

ρ8(t) =kh
XS(t)/XBH(t)

KX +XS(t)/XBH(t) SO(t)
KOH + SO(t) + ηh

KOH

KOH + SO(t)
SNO(t)

KNO + SNO(t))

 XND(t)
XS(t) XBH(t)

(2.8)

Les processus impliqués dans le modèle sont rassemblés dans une matrice
cinétique (cf. Tableau A.2) afin de faciliter la lecture de ce dernier.
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2.2 Paramètres du modèle

Le choix des valeurs pour les coefficients cinétiques et stœchiométriques
d’un modèle mathématique est connu comme la calibration du modèle.
Dans le cas des modèles à boues activées, l’étalonnage a traditionnellement
été réalisé grâce à des expériences spécifiques et bien contrôlées sur des
bancs d’essai pilotes et des stations qui sont à l’échelle réelle et supposées
fonctionner sous des conditions d’exploitation constantes [Jeppsson, 1997].
Cependant, les valeurs obtenues de cette manière peuvent ne pas être
totalement fiables pour deux raisons principales. La première raison étant
la difficulté de la configuration et l’exploitation d’une station à petite
échelle exactement de la même manière qu’une station à grande échelle,
introduisant ainsi un risque de modifier le comportement de la population
de micro-organismes ainsi que les conditions qui influencent les valeurs des
paramètres qui devraient être déterminés. La seconde raison est que les
calculs et les expériences sont souvent basés sur le fait que les coefficients
sont des constantes. Puisque les expériences peuvent prendre plusieurs
jours, voire plusieurs semaines pour s’effectuer, elles ne sont pas refaites
très souvent. Beaucoup de paramètres sont variables dans le temps et
certains d’entre eux peuvent changer considérablement sur une période
de temps limitée. Des facteurs tels que la configuration de l’installation,
les conditions de fonctionnement, la dynamique des populations de micro-
organismes, le degré d’inhibition par les composés toxiques, la composition
de l’eau affluente, la température, le pH, etc., tous affectent les valeurs des
paramètres du procédé. Le même type de problème est encore plus mis en
valeur pour caractériser les eaux usées. Bien que les paramètres discutés
ci-dessus puissent varier considérablement leurs valeurs sur une période
de quelques jours, les caractéristiques des eaux résiduaires affluentes
peuvent varier de manière significative en quelques heures. Le fait que
l’influence de la composition des eaux usées influentes sur le comportement
du modèle est généralement de grande taille, amplifie encore ces difficultés.

En examinant la sensibilité, la variabilité et l’incertitude des paramètres
du modèle, une indication est donnée quant aux coefficients qui sont les
plus importants pour déterminer avec précision le modèle de la station
d’épuration. Une telle enquête a été réalisée pour le modèle de l’IWA. Il a
été montré que, pour des stations effectuant la nitrification et la dénitrifica-
tion, le modèle montre peu de sensibilité à l’égard de la DCO en raison de
la moyenne élevée du séjour à long terme des cellules. Les paramètres qui
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sont considérés comme étant les plus importants pour ce type de processus
sont :

– Le taux de décroissance des hétérotrophes ;
– Le taux de croissance pour la croissance anoxique des hétérotrophes ;
– La vitesse d’hydrolyse spécifique maximale ;
– Le coefficient de demi-saturation pour l’hydrolyse ;
– Le facteur de correction pour l’hydrolyse anoxique ;
– Le taux de croissance spécifique maximal des autotrophes.
Il a également été démontré comment les différents ensembles de valeurs

de paramètres peut conduire à approximativement le même comportement
du modèle. Cela est dû au fait que beaucoup coefficients du modèle sont
corrélées. Ceci implique que les paramètres ne peuvent souvent pas être
ajustés un par un, mais plutôt doivent plutôt être réglés simultanément
comme un ensemble. Quelques exemples de ces interactions sont donnés
ci-dessous.

– Le taux de croissance et le taux de décroissance - l’augmentation du
taux de croissance et du taux de décroissance peuvent produire un
taux net de croissance identique, mais vont augmenter la demande en
oxygène et d’accélérer le cycle du substrat.

– Rendement et taux de croissance - l’augmentation du taux de rende-
ment et du taux de croissance peuvent se déséquilibrer l’un l’autre
par rapport au taux de conversion du substrat mais vont augmenter
la consommation d’oxygène.

– Rendement et hétérotrophes dans les eaux usées - Un haut rende-
ment et une faible concentration de bactéries hétérotrophes dans les
eaux usées est égal à un faible rendement et une forte concentration
d’hétérotrophes dans les eaux usées.

La situation décrite ci-dessus est une indication que des procédés pour
identifier et estimer les variables d’état et les paramètres non-mesurables
du modèle doivent être employés. Cela devrait être fait afin d’extraire le
maximum d’informations à partir des mesures disponibles en ligne ainsi que
des examens de laboratoire. À titre d’exemple, les valeurs des paramètres
du modèle proposé par le groupe de travail de I’IWA sont présentés dans
l’annexe A.3. Il est à noter que de nombreuses valeurs de ces paramètres
sont fortement influencées par les conditions environnementales et doivent
être considérées davantage comme valeurs moyennes indiquant un ordre
raisonnable de grandeur.
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2.3 Formulation du modèle

Sur la base des descriptions fournies ci-dessus, nous pouvons maintenant
formuler l’ensemble des équations différentielles ordinaires qui décrivent le
modèle ASM1 de l’IWA [Jeppsson, 1997].

Le comportement dynamique de la concentration de la biomasse hé-
térotrophe est affectée par trois procédés différents - croissance aérobie,
croissance anoxique et décomposition - selon :

dXBH(t)
dt

=Din(t)XBH,in(t)− [Din(t) +DR(t)] DW (t)
DR(t) +DW (t)XBH(t)

+ ρ1(t) + ρ2(t)− ρ4(t)
(2.9)

La situation pour la concentration de la biomasse autotrophe est plus
simple puisque les autotrophes ne croissent pas dans un environnement
anoxique. En conséquence :

dXBA(t)
dt

=Din(t)XBA,in(t)− [Din(t) +DR(t)] DW (t)
DR(t) +DW (t)XBA(t)

+ ρ3(t)− ρ5(t)
(2.10)

La concentration du substrat facilement biodégradable est réduite par la
croissance des bactéries hétérotrophes (dans des conditions aérobies et
anoxiques) et est augmentée par l’hydrolyse de substrat lentement bio-
dégradable, l’équation différentielle décrivant ceci est :

dSS(t)
dt

=Din(t)[SS,in(t)− SS(t)]− 1
YH

(ρ1(t) + ρ2(t)) + ρ7(t) (2.11)

La concentration du substrat lentement biodégradable est augmentée par
le recyclage des bactéries mortes selon l’hypothèse de la mort-régénération
et diminué par le procédé d’hydrolyse selon :

dXS(t)
dt

=Din(t)XS,in(t)− [Din(t) +DR(t)] DW (t)
DR(t) +DW (t)XS(t)

+ (1− fXI)(ρ1(t) + ρ2(t))− ρ7(t)
(2.12)

L’équation du modèle la plus courte est celle décrivant la concentration des
particules inertes produites provenant de la décomposition de la biomasse,
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qui est tout simplement
dXI(t)
dt

=Din(t)XI,in(t)− [Din(t) +DR(t)] DW (t)
DR(t) +DW (t)XI(t)

+ fXI(ρ4(t) + ρ5(t))
(2.13)

De manière similaire à (2.11) la concentration de l’azote organique parti-
culaire est augmentée par la décomposition de la biomasse et diminuée par
le processus d’hydrolyse. L’équation différentielle devient :
dXND(t)

dt
=Din(t)XND,in(t)− [Din(t) +DR(t)] DW (t)

DR(t) +DW (t)XND(t)

+ (iXB − fXIiXP )(ρ4(t) + ρ5(t))− ρ8(t)
(2.14)

La concentration d’azote organique soluble est affectée par l’ammonifica-
tion et hydrolyse, selon :

dSND(t)
dt

=Din(t)[SND,in(t)− SND(t)]− ρ6(t) + ρ8(t) (2.15)

La concentration d’ammoniac est affectée par la croissance des micro-
organismes puisque l’ammoniac est utilisé comme source d’azote pour l’in-
corporation dans la masse cellulaire. La concentration est également dimi-
nuée par le procédé de nitrification et augmentée à la suite de l’ammonifica-
tion de l’azote organique soluble. Ceci conduit à une équation différentielle
complexe formulé comme suit :

dSNH(t)
dt

=Din(t)[SNH,in(t)− SNH(t)]− iXB(ρ1(t) + ρ2(t))

−
(
iXB + 1

YA

)
ρ3(t) + ρ6(t)

(2.16)

La concentration de nitrate n’est impliquée que dans deux processus -
elle est augmentée par la nitrification et diminuée par la dénitrification.
L’équation dynamique décrivant cela est formulée ci-après :
dSNO(t)

dt
=Din(t)[SNO,in(t)− SNO(t)]− 1− YH

2.86 YH
ρ2(t) + 1

YA
ρ3(t) (2.17)

La concentration en oxygène dans les eaux usées est réduite par la crois-
sance de la biomasse aérobie hétérotrophe et autotrophe, selon :

dSO(t)
dt

=Din(t)[SO,in(t)− SO(t)] +Kqa(t)[SO,sat(t)− SO(t)]

− 1− YH
YH

ρ1(t)−
4.57− YA

YA
ρ3(t)

(2.18)
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Et enfin, SI , qui est indépendante des autres variables d’état :
dSI(t)
dt

=Din(t)[SI,in(t)− SI(t)] (2.19)

Nous ne présentons pas l’équation différentielle décrivant la dynamique
de l’alcalinité SALK car cette dernière n’influence pas les autres variables
d’état. Les équations (2.9) - (2.19) montrent clairement pourquoi le
format matriciel est pratique pour décrire ce type de modèles complexes.
D’autre part, les formats matriciels créent une illusion pour le lecteur
non-expérimenté que le modèle ASM1 de l’IWA n’est pas très complexe.
Les équations (2.9) - (2.19) démontrent le contraire.

Quelques observations finales concernant les équations du modèle IWA
sont nécessaires. Le facteur 2,86 dans l’expression stœchiométrique pour
la croissance anoxique de la biomasse hétérotrophe en (2.17) est l’équi-
valent en oxygène pour la conversion de l’azote nitrique en azote gazeux
et il est inclus pour maintenir la cohérence des unités sur une base COD.
La valeur est théorique et signifie que si toute la matière organique ajou-
tée dans le réacteur de dénitrification biologique n’est convertie qu’en CO2
et H2O, il faudrait 1/2.86=0.35 gNO3-N pour chaque gCOD enlevé. De
même, le terme 4,57 de l’expression stœchiométrique pour la croissance
aérobie dans des autotrophes (2.18) est la demande théorique en oxygène
associée à l’oxydation de l’azote ammoniacal en azote de nitrate, soit 4,57
gO2/gNH3-N est consommé. En raison de l’hypothèse de mort-régénération
utilisée dans le modèle, le taux de décroissance hétérotrophe n’est pas tra-
ditionnellement le paramètre de décroissance utilisé pour décrire la décom-
position endogène, au lieu de cela, la valeur est beaucoup plus importante.
Si l’on note le taux de décroissance traditionnelle par b′H , les deux taux de
décroissance sont liés selon :

bH = b′H
1− YH(1− fp)

(2.20)

Notez que le coefficient du taux de décroissance spécifique pour les bacté-
ries autotrophes, b A, dans le modèle IWA, est numériquement équivalent
au taux de décroissance traditionnel constant. Cela découle du fait que le
recyclage de la matière organique qui résulte de la décomposition se fait
par l’activité de la biomasse hétérotrophe, et non par la biomasse auto-
trophe. De plus, le coefficient f P, représentant la fraction de la biomasse
qui finit comme produits particulaires inertes résultant de la décomposi-
tion, est affectée par la description mort-régénération. Si la décomposition
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est modélisée comme endogène, cette valeur est généralement supposée être
d’environ 0,2 (c’est-à-dire, 20%), alors que le recyclage de la biomasse par
la mort-régénération résulte en l’utilisation d’une valeur significativement
plus faible afin de se retrouver avec la même quantité de particules de masse
inerte. Si on note la fraction du matériau inerte qui suit une approche de
décroissance traditionnelle par f ′P , les deux coefficients sont liés selon :

fP = 1− YH
1− YH f ′P

f ′P (2.21)

Il est naturellement important d’être conscient de ce type d’interprétation
spéciale de divers paramètres du modèle lors de la tentative de calibration
du modèle à un véritable processus à boues activées.

2.4 Restrictions sur le modèle

Un certain nombre de simplifications et d’hypothèses doivent être faites
afin de faire du modèle de la station d’épuration pratiquement utile. Cer-
tains d’entre eux sont associés au système physique lui-même, tandis que
d’autres concernent le modèle mathématique. Un certain nombre de ces
restrictions concernant le modèle de l’IWA sont résumés ci-dessous.

– Le système fonctionne à une température constante. Afin de permettre
des variations de température, une équation d’Arrhenius peut être uti-
lisée pour ajuster les paramètres du modèle à l’intérieur d’une certaine
région.

– Le pH est constant et proche de la neutralité. L’inclusion de l’alcali-
nité dans le modèle permet à l’utilisateur de détecter les problèmes
potentiels avec le contrôle du pH.

– Aucune attention n’a été accordée à des changements dans la nature
de la matière organique dans n’importe quelle fraction donnée (par
exemple, les substrats facilement biodégradable). Par conséquent, les
coefficients dans les expressions des taux ont été supposés avoir des
valeurs constantes. Ceci signifie que les changements dans les carac-
téristiques des eaux usées ne peuvent pas être prises en charge correc-
tement par le modèle.

– Les effets de la limitation de l’azote, du phosphore et d’autres nutri-
ments inorganiques sur l’élimination de substrat organique et la crois-
sance des cellules n’ont pas été pris en considération. Ainsi, il faut
prendre soin pour être sûr que des quantités suffisantes de nutriments
inorganiques sont présents pour permettre une croissance équilibrée.
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– Les facteurs de correction pour la dénitrification sont fixes et constants
pour une eau usée donnée.

– Les coefficients pour la nitrification sont supposés être constants et
incorporer des effets inhibiteurs que d’autres constituants des déchets
sont susceptibles d’avoir sur eux.

– La biomasse hétérotrophe est homogène et ne subit pas de change-
ments dans la diversité des espèces avec le temps. Cela signifie que les
effets de gradients de concentration de substrat, la configuration du
réacteur, etc., sur la décantabilité des boues ne sont pas considérés.

– L’absorption des particules de matière organique dans la biomasse est
supposée être instantanée.

– L’hydrolyse de la matière organique et de l’azote organique sont cou-
plées et se produisent simultanément avec des taux égaux.

– Le type d’accepteur d’électrons présent n’affecte pas la perte de bio-
masse active par décomposition.

2.5 Simulation du modèle

Valeurs initiales [Nagy, 2010]
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Grandeur Valeur
qa 10 L.j−1

SI,in 3 mg.L−1

SS,in 200 mg.L−1

XS,in 100 mg.L−1

SNO,in 1 mg.L−1

SNH,in 15 mg.L−1

SND,in 15 mg.L−1

XND,in 9 mg.L−1

SO,in 1 mg.L−1

Grandeur Valeur Unité
SI 12 mgL−1

SS 5 mgDCO · L−1

XI 10 mg · L−1

XS 60 mgN · L−1

XB,H 8000 mgDCO · L−1

XB,A 800 mgDCO · L−1

SNO 20 mgN · L−1

SNH 1 mgN · L−1

SND 5 mgN · L−1

XND 5 mgN · L−1

SO 0 mgO2 · L−1

DO 0 mgO2 · L−1

Tableau 2.1 – Valeurs des variables initiales et en entrée

Résultats de la simulation :
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Figure 2.1 – Réponse du modèle ASM1
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Figure 2.2 – Réponse du modèle ASM1
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2.6 Réduction du modèle de la station d’épuration

La simulation dynamique basée sur une modélisation rigoureuse basée
sur la physique est devenue un outil standard dans de nombreux domaines
de l’ingénierie. Les modèles rigoureux sont appliqués pour de nombreux
types de tâches. Ils sont utiles dans la conception des systèmes, en
particulier pour vérifier le comportement du système dans des condi-
tions extrêmes. Ils sont très utiles pour comprendre le comportement du
système. Comme ils utilisent généralement beaucoup de connaissances
préalables du domaine d’application en question, la précision de leur pré-
diction ainsi que leur domaine de validité peuvent être élevés en principe,
si les tâches de construction du modèle et son réglage sont conçues pour
atteindre cette précision. Cependant, les coûts des modèles rigoureux sont
généralement élevés en raison des efforts nécessaires pour les construire.
Malgré l’utilité de modèles rigoureux pour les tâches décrites ci-dessus, ces
derniers peuvent devenir très encombrants lorsqu’il s’agit de la commande
ou l’identification des systèmes. C’est pour cette raison que l’utilisation du
modèle ASM1 est devenue courante[Weijers, 2000], cependant, les modèles
mécanistes fondés sur ASM1 étudié précedemment ne sont pas directement
adaptés pour la commande et l’identification. Si ces modèles mécanistes
décrivent avec précision la dynamique du processus, des modèles réduits
peuvent être extraites pour les tâches de conception de contrôleurs et
d’identification en réutilisant les connaissances établies dans les modèles
mécanistes. Par conséquent, la réduction de modèle de ASM1 a reçu
une attention considérable dans la littérature [Chachuat et al., 2003]
[Smets et al., 2003].

Nous retiendrons ici le modèle de [Nagy, 2010]. Seules la dégradation
biologique du carbone et de l’azote présents dans les eaux usées sont consi-
dérées, impliquant les six composantes suivantes :
SS Substrat rapidement biodégradable.
XS Substrat lentement biodégradable.
SO Oxygène dissous.
XBH Biomasse hétérotrophe.
SNH Ammoniac dissous.
SNO Nitrate dissous.
XBA Biomasse autotrophe.

Six composantes car en pratique, le processus de mesure de la demande
chimique en oxygène ne permet pas de distinguer entre biomasse soluble
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SS et particulaire XS.
Finalement, le vecteur d’état considéré est comme suit :

x(t) = [XDCO(t), SO(t), SNH(t), SNO(t), XBH(t), XBA(t)]T (2.22)
L’équation de conservation de la masse pour les concentrations ci-dessus
contient une partie réaction r et une partie de bilan entrée/sortie
[Nagy, 2010]. La partie réaction est donnée par :

r(x(t)) = CΦ(x(t)) (2.23)
Où C ∈ R6×5 est comme suit :

C =



− 1
YH

− 1
YH

0 1− fP 1− fP
YH−1
YH

0 YA−4.57
YA

0 0
−iXB −iXB −iXB − 1

YA
iXB − fP iXP iXB − fP iXP

0 YH−1
2.86YH

1
YA

0 0
1 1 0 −1 0
0 0 1 0 −1


(2.24)

Et Φ = [ρ1(t), ρ2(t), ρ3(t), ρ4(t), ρ5(t)]T avec :

ρ1(t) = µH
XDCO(t)

KDCO +XDCO(t)
SO(t)

KOH + SO(t)XBH(t) (2.25)

ρ2(t) = µHηNOg
XDCO(t)

KDCO +XDCO(t)
SO(t)

KOH + SO(t)
KOH

KOH + SO(t)XBH(t)

(2.26)

ρ3(t) = µA
SNH(t)

KNH,A + SNH(t)
SO(t)

KO,A + SO(t)XBA(t) (2.27)

ρ4(t) = bHXBH(t) (2.28)
ρ5(t) = bAXBA(t) (2.29)

(2.30)
Où :

KDCO = KS
XDCO

SS
(2.31)

Comme précédemment, le volume du bioréacteur est supposé constant :
qout(t) = qin(t)+qR(t) = (fW +fR)qin(t), 1 ≤ fR ≤ 2, 0 < fW < 1 (2.32)

2.6.1 Résultats de la simulation

En simulant le nouveau système obtenu, nous avons les réponses sui-
vantes :
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Figure 2.3 – Réponse du modèle ASM1 réduit
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2.6.2 Comparaison du modèle ASM1 et du modèle réduit

Afin de mieux observer les simplifications effectuées, nous allons consi-
dérer les équations du système sous la forme suivante :

ẊDCO(t) = − 1
YH

[ρ1(t) + ρ2(t)] + (1− fP )(ρ4(t) + ρ5(t)) +D1(t) (2.33)

ṠO(t) = YH − 1
YH

ρ1(t) + YA − 4.57
YA

ρ3(t) +D2(t) (2.34)

ṠNH(t) = −iXB[ρ1(t) + ρ2(t)]−
(
iXB + 1

YA

)

+ (iXB − fP iXP )[ρ4(t) + ρ5(t)] +D3(t) (2.35)

ṠNO(t) = YH − 1
2.86YH

ρ2(t) + 1
YA
ρ1(t) +D4(t) (2.36)

ẊBH(t) = ρ1(t) + ρ2(t)− ρ4(t) +D5(t) (2.37)
ẊBA(t) = ρ3(t)− ρ5(t) +D6(t) (2.38)

(2.39)

Le bilan d’entrée-sortie est exprimé par :

D1(t) = qin(t)
V

[XDCO,in(t)−XDCO(t)] (2.40)

D2(t) = qin(t)
V

(−SO(t)) +Kqça(t)[SO,sat(t)− SO(t)] (2.41)

D3(t) = qin(t)
V

[SNH,in(t)− SNH(t)] (2.42)

D4(t) = qin(t)
V

[−SNO(t)] (2.43)

D5(t) = qin(t)
V

[XBH,in(t)−XBH(t) + fR
1− fW
fR + fW

XBH(t)] (2.44)

D6(t) = qin(t)
V

[−XBA(t) + fR
1− fW
fR + fW

XBA(t)] (2.45)

Nous pouvons comparer les réponses données par ASM1 et le modèle réduit
dans les figures ci-après.
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Nous pouvons constater que les dynamiques négligées n’influent pas de
façon majeure sur celles considérées et qu’en particulier, les valeurs des
états en régime permanent sont les mêmes.

Conformément avec le benchmark du programme européen Cost 624
[Alex et al., 1999], on peut supposer que :

– SNO,in ∼= 0
– XBA,in

∼= 0
– XDCO,in, SNH,in, et XBH,in ne sont pas mesurées en temps réel, ce-
pendant, si ces dernières sont considérées non mesurables, le système
devient non mesurable. Une moyenne journalière est considérée pour
XDCO,in et SNH,in et XBH,in sont considérées comme entrées incon-
nues.

–
Le vecteur des entrées connues du système sera donc :

u(t) = [XDCO,in(t), qa(t)]T (2.46)

Le vecteur des entrées inconnues :

d(t) = [SNH,in, XBH,in]T (2.47)

Et celui des sorties :

y(t) = [XDCO(t), SO(t), SNH(t), SNO(t)]T (2.48)
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Modèles flous de Takagi-Sugeno

3.1 L’approche multimodèle

Le multimodèle est un modèle flou proposé par Takagi et Su-
geno [Takagi and Sugeno, 1985] et qui a fait l’objet de plusieurs re-
cherches en modélisation [Matía et al., 2014, Mehran, 2008] et commande
[Chang et al., 2004] des systèmes dynamiques. On le retrouve dans la
littérature scientifique sous plusieurs dénominations : modèle flou de
Takagi-Sugeno, modèle flou de Takagi-Sugeno-Kang, modèle linéaire
polytopique (PLM), multimodèle, et modèle affine par morceaux sont
autant de termes qui servent à désigner ce dernier.

Les multimodèles sont décrits par des règles floues du type Si-Alors qui
représentent des relations d’entrée-sortie locales d’un système non-linéaire.
La principale caractéristique d’un modèle flou de Takagi-Sugeno est d’ex-
primer les dynamiques locales de chaque règle d’implication floue par un
modèle de système linéaire.
Le modèle global du système est obtenu par une somme pondérée des
modèles linéaires. Il a été prouvé que les modèles flous de Takagi-
Sugeno sont des approximateurs universels pour les systèmes non linéaires
[Tanaka and Wang, 2001]. La ième règle d’un multimodèle est de la forme
suivante :

Règle i
Si z1(t) est Mi1 et ... et zp(t) est Mip

Alors
ẋ(t) = Ai x(t) +Biu(t) i = 1, ..., r
y(t) = Ci x(t)
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3.1.1 Les différents types de multimodèles

Les modèles T-S peuvent être regroupés en deux familles
[Abonyi et al., 1999] distinctes ayant les structures indiquées par les
figures suivantes [Bezzaoucha, 2013] :
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2.2 Représentation T-S des systèmes non linéaires

Comme il a été mentionné dans le chapitre précédent, les modèles T-S peuvent être regroupés en
deux familles distinctes ayant les structures indiquées par les figures 2.1 et 2.2.
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∑
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⎪⎪⎪⎩
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∑
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Tableau 3.1 – Multimodèles couplés et découplés
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Comme le montre la figure suivante :

Modèle non-linéaire

Multimodèle basé sur une 

modélisation physique

Identification en utilisant des 

données d entrée-sortie

Structure couplée Structure découplée Structure couplée Structure découplée

Estimation d état/paramétrique et commande

Figure 3.2 – Différentes approches possibles

Il existe plusieurs approches possibles afin d’obtenir un multimodèle,
nous allons en explorer quelques unes dans ce mémoire.

3.2 Multimodèle pour le modèle de la station d’épu-
ration

3.2.1 Multimodèle découplé

L’identification de multimodèles à partir de données mesu-
rées [Angelov and Filev, 2004, Schnitman and Yoneyama, 2001,
Sala et al., 2005] est un outil efficace pour l’approximation des sys-
tèmes non-linéaires en particuliers si ces derniers sont à paramètres
variant dans le temps.
L’étude de ces derniers ainsi que des méthodes de d’estimation d’état
et de commande ont été largement développées dans la littérature
[Orjuela et al., 2009, Gasso et al., 2000].

3.2.1.1 Structure du multimodèle

Considérons un système MIMO avec ni entrées u ∈ Rni, et no sorties
y ∈ Rno. Ce système sera approximé par plusieurs systèmes flous MISO
discrets. En notant q l’opérateur temporel tel que : q y(k) = y(k − 1). Où
y est un signal échantillonné aux instants k.
Soient A et B des polynômes en q et m < n deux entiers tels que :

{y(k))}nm = [y(k −m), y(k −m− 1), ..., y(k − n)] (3.1)
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Soit l’ensemble flou Ωli est la fonction de prémisse de la ième loi et
Ali = [Ali1, ..., Alin0], Bli = [Bli1, ..., Blini

] des vecteurs de polynômes. Les
ensembles flous Ω sont définis par les fonctions d’appartenance multiva-
riables ω(x(k)) à valeurs [0, 1]. Si xl(k) est le vecteur de regression, les
sous-systèmes sont alors donnés par :

Rli : Si xl1(k) est Ωli1 et ... et xlp(k) est Ωlip, Alors
yli(k + 1) = Ali y(k) +Bliu(k) + cli i = 1, ..., Kl

Les sorties du multimodèle sont calculées au moyen de la moyenne pondérée
suivante :

yl(k + 1) =
∑Kl
i=1 ωli(xl(k)yli(k + 1))∑Kl

i=1 ωli(xl(k))
(3.2)

3.2.1.2 L’algorithme d’identification

L’algorithme d’identification de [Babuska, 1995] est donné en quatre
étapes :
1. À partir des données d’entrée-sortie du système, poser le problème de

régression en spécifiant les paramètres ny, nu, et nd (voir A.6).
2. Classer les données en plusieurs ensembles de sous-modèles linéaires

locaux grâce à un algorithme de clustering flou [Gath and Geva, 1989,
Abonyi et al., 2002, Kaymak and Babuška, 1995].

3. Calculer les fonctions de prémisse à partir des paramètres des clusters.
4. En utilisant les fonctions de prémisse, estimer les paramètres consé-

cutifs en utilisant la méthode des moindres carrés.

3.2.1.2.1 Données de mesure Les données sont rassemblées dans deux ma-
trices construites à partir des mesures d’entrée-sortie :

X =


...
x(k)
...

x(N − 1)

 , y =


...

y(k + 1)
...

y(N)

 (3.3)

N est le nombre de point d’échantillonnage disponibles pour l’identifi-
cation. Ce nombre doit être suffisamment grand par rapport au nombre
d’états et de clusters du système. Les données soumises à l’algorithme de
clustering Z sont obtenues par concaténation des deux dernière matrices :

Z = [X y]T (3.4)
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3.2.1.2.2 Classification des données Connaissant Z ainsi que le nombre
de clusters désirés c, l’algorithme de Gustafson-Kessel (GK) est appliqué
[Gustafson and Kessel, 1978]. Cet algorithme est basé sur la minimisation
d’une fonction objective et retourne : la matrice de partition floue U = [µik]
avec µik ∈ [0, 1], la matrice de prototypes des clusters V = [v1, ..., vc], et
les matrices de covariance des clusters F = [F1, ..., Fc].
L’algorithme est donné dans [Babuška et al., 1998a]. Connaissant ces pa-
ramètres, il est possible de calculer les fonctions d’appartenance Ωi et les
paramètres consécutifs Ai, Bi et ci.

3.2.1.2.3 Calcul des fonctions d’appartenance En posant F x = [fij], 1 ≤
i, j ≤ p, la matrice de norme induite sera :

Mx
i = [det(Mx

i )(1/p)](F x
i )−1 (3.5)

Et vxi = [v1i, ..., vpi], puis :

d2(x(k),vxi ) = (x(k)− vxi )TMx
i (x(k)− vxi ) (3.6)

Alors :
ωi(x(k)) = 1

∑c
j=1

[
d(x(k),vx

i )
d(x(k),vx

i )

] 2
m−1

(3.7)

m est l’exposant flou (m > 1) qui doit être donné par l’utilisateur avec une
valeur par défaut m = 2. Plus m est grand plus les clusters sont flous (plus
de chevauchement).

3.2.1.2.4 Paramètres consécutifs Soit θTi un vecteur contenant les coeffi-
cients Ai, Bi et ci. Soit Xe la matrice [X1] et W i la matrice diagonale
dans le kème élément diagonal est µik, alors :

θi = [XT
eW iXe]−1XT

eW iy (3.8)

est la solution des moindres carrés de y = Xeθ + ε où la kème paire de
données (xk,yk) est pondérée µik.

3.2.2 Multimodèle couplé
3.2.2.1 Transformation par secteurs non linéaires

Nous allons décrire ici une méthode [Bezzaoucha, 2013] permettant de
ré-écrire des non-linéarités bornées sous forme polytopique et ainsi de trans-
former des systèmes non-linéaires en systèmes T-S.
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Figure 3.3 – Non-linéarité de secteur local

Soit le système non-linéaire suivant :ẋ(t) = f(x(t), u(t))
y(t) = g(x(t), u(t)) (3.9)

Avec x(t) ∈ Rnx l’état du système, u(t) ∈ Rnu la commande, et y(t) ∈ Rm

la sortie.
La première étape de la transformation par secteurs non-linéaires consiste à
mettre le système précédent sous forme quasi-LPV par factorisation comme
suit : ẋ(t) = A(ξ(t))x(t) +B(ξ(t))u(t)

y(t) = C(ξ(t))x(t) +D(ξ(t))u(t) (3.10)

Où ξ(t) est un vecteur de k fonctions non linéaires apparaissant dans les
matrices d’état A(.), B(.), C(.), et D(.) et qui dépendent de l’état x et/ou
de la commande u. Notons ces dernières ξi(t), i = 1, ..., k et supposons que
celles-ci sont bornées telles qu’elle vérifient :

ξi(t) ∈ [ξi,2, ξi,2], i = 1, ..., k (3.11)

Dans ce cas là, les non-linéarités xii(t) peuvent être ré-écrites sous la forme
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suivante :
ξi(t) = Fi,1(ξi(t))ξi,1 + Fi,2(ξi(t))ξi,2 (3.12)

Où : 

ξi,1 = max
x,u
{ξi(t)}

ξi,2 = min
x,u
{ξi(t)}

Fi,1(ξi(t)) = ξi(t)−ξi,2
ξi,1−ξi,2

Fi,2(ξi(t)) = ξi,1−ξi(t)
ξi,1−ξi,2

(3.13)

Les fonctions d’activation µj(ξ(t)) sont obtenues en utilisant les fonctions
Fi,1(ξi(t)) et Fi,2(ξi(t)) comme suit :

µj(ξ(t)) =
2k∏
i=1

Fi,σj
i
(ξi(t)) (3.14)

Le nombre de sous modèles est égal à 2k. Les indices σji , (j =
1, ..., 2k, et i = 1, ..., k) sont égaux à 1 ou 2 et indiquent la partition du
sous modèle i (Fi,1 ou Fi,2) à utiliser pour définir le sous-modèle j. La re-
lation entre le numéro du sous-modèle i et les indices σji est donnée par
l’égalité suivante :

i = 2n−1σ1
i + 2n−2σ2

i + ...+ 20σni − (21 + 22 + ...+ 2n−1) (3.15)

Les matrices des sous-systèmes Ai, Bi, Ci, et Di sont obtenues en rempla-
çant xii(t) par ξi,σj

i
dans A(ξ(t)), B(ξ(t)), C(ξ(t)), et D(ξ(t)). Le résultat

sera le MM suivant :ẋ(t) = ∑2k

i=1 µi(ξ(t))(Ai x(t) +Bi u(t))
y(t) = ∑2k

i=1 µi(ξ(t))(Ci x(t) +Di u(t))
(3.16)

Il est à noter que pour l’estimation et la commande, le nombre de
contraintes LMI dépend du nombre de modèles locaux. La réduction de
ce nombre, dépendant de la méthode de transformation, est synonyme de
moins de conservatisme.

3.2.2.1.1 Exemple explicatif Considérons le système suivant
[Tanaka and Wang, 2001] :ẋ1(t)

ẋ2(t)

 =
 −x1(t) + x1(t)x3

2(t)
−x2(t) + (3 + x2(t))x3

1(t)

 (3.17)

Dans cet exemple, nous allons considérer la partie de l’espace d’état définie
par x1(t) ∈ [−1, 1] et x2(t) ∈ [−1, 1] afin d’obtenir le MM.
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Le système 3.17 peut-être factorisé sous forme quasi-LPV comme suit :

ẋ(t) =
 −1 x1(t)x2

2(t)
(3 + x2(t))x1(t) −1

x(t) (3.18)

Où x(t) = [x1(t) x2(t)]T , ξ1(t) = x1(t)x2
2(t), et ξ2(t) = (3 + x2(t))x1(t).

Nous aurons alors :
ẋ(t) =

 −1 ξ1(t)
ξ2(t) −1

x(t) (3.19)

Nous allons ensuite calculer les valeurs minimale et maximale de ξ1(t) et
ξ2(t) pour x1(t) ∈ [−1, 1] et x2(t) ∈ [−1, 1]. Nous obtenons ce qui suit :

max
x
{ξ1(t)} = 1, min

x
{ξ1(t)} = −1

max
x
{ξ2(t)} = 4, min

x
{ξ2(t)} = 0

À partir de leurs valeurs maximales et minimales, ξ1(t) et ξ2(t) peuvent
être représentées comme suit :

ξ1(t) = x1(t)x2
2(t) = F1,1(ξ1(t))× 1 + F1,2(ξ1(t))× (−1)

ξ2(t) = (3 + x2(t))x2
1(t) = F2,1(ξ2(t))× 4 + F2,2(ξ2(t))× 0

Où :

F1,1(ξ1(t)) + F1,2(ξ1(t)) = 1
F2,1(ξ2(t)) + F2,2(ξ2(t)) = 1

Les fonctions d’appartenance peuvent donc être calculées comme suit :

F1,1(ξ1(t)) = ξ1(t) + 1
2 , F1,2(ξ1(t)) = 1− ξ1(t)

2
F2,1(ξ2(t)) = ξ2(t)

4 , F2,2(ξ2(t)) = 4− ξ2(t)
4

En nommant respectivement les fonctions d’appartenance “positif”, “né-
gatif”, “grand”, et “petit”, le système non-linéaire 3.17 sera représenté par
le modèle flou suivant :

Règle 1 :
Si ξ1(t) est positif et ξ2(t) est grand

Alors ẋ(t) = A1 x(t)

Règle 2 :
Si ξ1(t) est positif et ξ2(t) est petit

Alors ẋ(t) = A2 x(t)
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Règle 3 :
Si ξ1(t) est négatif et ξ2(t) est grand

Alors ẋ(t) = A3 x(t)

Règle 4 :
Si ξ1(t) est négatif et ξ2(t) est petit

Alors ẋ(t) = A4 x(t)

Avec :

A1 =
−1 1

4 −1

 , A2 =
−1 1

0 −1


A3 =

−1 −1
4 −1

 , A4 =
−1 −1

0 −1


La défuzzification se fait comme suit :

ẋ(t) =
4∑
i=1

µi(ξ(t))Aix(t) (3.20)

Les fonctions d’appartenance sont comme suit :
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Petit Grand 

1(t)ξ   

2 (t)ξ   

Figure 3.4 – Fonctions d’appartenance

Les fonctions d’activation seront :

µ1(ξ(t)) = F1,1(ξ1(t))× F2,1(ξ2(t))
µ2(ξ(t)) = F1,1(ξ1(t))× F2,2(ξ2(t))
µ3(ξ(t)) = F1,2(ξ1(t))× F2,1(ξ2(t))
µ4(ξ(t)) = F1,2(ξ1(t))× F2,2(ξ2(t))

Le modèle flou T-S obtenu représente de manière exacte le système non-
linéaire dans la région [−1, 1]× [−1, 1] de l’espace (x1, x2).

3.2.3 Propriétés des multimodèles
3.2.3.1 Stabilité

Considérons le système variant dans le temps suivant :

ẋ(t) = A(t)x(t) (3.21)

Ce système est asymptotiquement stable s’il existe une matrice de Lyapu-
nov P = P T>0 telle que la fonction de Lyapunov candidate :

V (x(t)) = xT (t)P x(t) (3.22)
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Vérifie les conditions suivantes :
V (x(t)) ≥ 0
V (x(t)) = 0⇒ x(t) = 0
V̇ (t) = d

dtV (t) ≤ 0
(3.23)

Le même raisonnement est appliqué au système non-linéaire suivant, re-
présenté par un multimodèle :

ẋ(t) =
n∑
i=1

µi(ξ(t))Aix(t) (3.24)

Où µi(ξ(t)) sont des fonctions d’activation vérifiant les propriétés sui-
vantes : 

n∑
i=1

µi(ξ(t)) = 1

0 ≤ µi(ξ(t)) ≤ 1, i = 1, ..., n
(3.25)

Il a été démontré [Tanaka and Wang, 2001] que le multimodèle est asymp-
totiquement stable s’il existe une matrice P = P T>0 telle que les LMIs
(voir A.7) suivantes soient simultanément vérifiées :

AT
i P + PAi < 0 (3.26)

3.2.3.2 Observabilité et commandabilité

Soit le système représenté par le MM suivant :
ẋ(t) =

2k∑
i=1

µi(ξ(t))(Ai x(t) +Bi u(t))

y(t) =
2k∑
i=1

µi(ξ(t))(Ci x(t))
(3.27)

Le système est observable si la condition suivante est satisfaite :

rang(Oi) = rang


Ci
CiAi
...

CiA
n−1
i

 = n (3.28)

De même, le système est commandable si la condition suivante est satis-
faite :

rang(Mi) = rang
[
Bi AiBi · · · An−1

i Bi

]
= n (3.29)

Et ce, pour i = 1, ..., 2k.
Nous vérifions que notre système est bien stable observable et comman-
dable.
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Exploitation des multimodèles

4.1 Multimodèle pour la station d’épuration

4.1.1 Multimodèle par identification

Tous ces algorithmes ont été inclus dans la toolbox Fuzzy Identification
[Babuška, 2000, Babuška et al., 1998b], le script pour obtenir le multimo-
dèle à partir des mesures pour le modèle réduit ASM1 est donné dans A.5
et le MM obtenu est donné dans A.6.
Nous obtenons le multimodèle présenté dans , dont voici les réponses :
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Figure 4.1 – Comparaison du modèle ASM1 réduit et du multimodèle découplé

Dans ce cas, la qualité du MM (c’est-à-dire son pouvoir de représen-
tation) dépend fortement de la qualité des données disponibles (fréquence
d’échantillonnage et type d’entrée utilisée).
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4.1.2 Transformation par secteurs non-linéaires

Le modèle ASM1 réduit a déjà fait l’objet d’études dans
[Bezzaoucha et al., 2013a, Bezzaoucha et al., 2013b] et[Nagy et al., 2008,
Nagy, 2010].

Dans cette partie, nous allons construire un MM afin de l’utiliser pour
la synthèse d’un observateur permettant l’estimation des états du modèle
ASM1 réduit.
En considérant les équations du processus d’épuration , il est naturel de
définir les variables de prémisse suivantes :

ξ1(x(t), u(t)) = qin(t)
V

(4.1)

ξ2(x(t), u(t)) = XDCO(t)
KDCO +XDCO(t)

SO(t)
KOH + SO(t) (4.2)

ξ3(x(t), u(t)) = XDCO(t)
KDCO +XDCO(t)

SNO(t)
KNO + SNO(t)

KOH

KOH + SO(t) (4.3)

ξ4(x(t), u(t)) = 1
KOA + SO(t)

SNH(t)
KNH,A + SNH(t)XBA(t) (4.4)

Les matrices de la forme quasi-LPV auront la forme suivante :

ẋ(t) = A(x, u)x(t) +B(x, u)u(t) + E(x, u)d(t) (4.5)

et sont exprimées grâce aux variables de prémisse comme suit :

A(x, u) =



a11 0 0 0 a15 a16
0 a22 0 0 a25 0
0 a32 −ξ1(u) 0 a35 a36
0 a42 0 −ξ1(u) a45 0
0 0 0 0 a55 0
0 a62 0 0 0 a66


(4.6)

et :

B(u) =



ξ1(u) 0
0 KSO,sat
0 0
0 0
0 0
0 0


, E(u) =



0 0
0 0

ξ1(u) 0
0 0
0 ξ1(u)
0 0


(4.7)
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où :

a11(x, u) = −ξ1(x, u)

a15(x, u) = −µH
YH

ξ2(x, u) + (1− fp)bH −
µHηNOg
YH

a16(x, u) = (1− fp)bA

a22(x, u) = −ξ1(x, u)−Kqa −
4.57− YA

YA
µAξ4(x, u)

a25(x, u) = (YH − 1)µH
YH

ξ2(x, u)

a32(x, u) = −(iXB + 1
YA

)µAξ4(x, u)

a35(x, u) = (iXB + fpiXP )bH − iXBµHξ2(x, u)− iXBµHηNOgξ3(x, u)
a36(x, u) = (iXB + fpiXP )bA

a42(x, u) = 1
YA
µAξ4(x, u)

a45(x, u) = YH − 1
2.86YH

µHηNOgξ3(x, u)

a55(x, u) = µHξ2(x, u)− bH + ξ1(x, u)
FW (1 + fR)
fR + fW

− 1
 + µHηNOgξ3(x, u)

a62(x, u) = µAz4(x, u)

a66(x, u) = ξ1(x, u)
FW (1 + fR
fR + fW

− 1
− bA

En utilisant la transformation décrite dans 3.2.2.1, le système est mis
sous la forme suivante :

ẋ(t) =
16∑
i=1

µi(x, u)(Aix(t) +Biu(t) + Eid(t)) (4.8)

y(t) = Cx(t) +Gd(t) (4.9)

Avec les matrices :

C =


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0

 , G = O4,2 (4.10)

En exploitant la transformation polytopique convexe, les non-linéarités
xii(t) peuvent être ré-écrites sous la forme suivante :

ξi(t) = Fi,1(ξi(t))ξi,1 + Fi,2(ξi(t))ξi,2 (4.11)
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Et ce pour i = 1, ..., 4. où :

ξi,1 = max
x,u
{ξi(t)}

ξi,2 = min
x,u
{ξi(t)}

Fi,1(ξi(t)) = ξi(t)−ξi,2
ξi,1−ξi,2

Fi,2(ξi(t)) = ξi,1−ξi(t)
ξi,1−ξi,2

(4.12)

Les valeurs extrémales des variables de prémisse choisies pour la station
d’épuration (et qui forment le polytope à l’intérieur duquel évoluera le
système) sont comme suit :

max
x,u
{ξ1(t)} = 0.6, min

x,u
{ξ1(t)} = 0

max
x,u
{ξ2(t)} = 0.128, min

x,u
{ξ2(t)} = 0.021

max
x,u
{ξ3(t)} = 0.045, min

x,u
{ξ3(t)} = −7.16× 10−5

max
x,u
{ξ4(t)} = 3.325× 102, min

x,u
{ξ4(t)} = −0.028

En remplaçant les valeurs précédentes dans la forme quasi-LPV, obtient
les sous-systèmes suivants :

A1 =



−0.6 0 0 0 −1.27 0.046
0 −1.01 · 104 0 0 −0.378 0
0 −0.435 −0.6 0 −0.0667 0.00406
0 1111.0 0 −0.6 −0.0167 0
0 0 0 0 0.218 0
0 266.0 0 0 0 −0.595


(4.13)

A2 =



−0.6 0 0 0 −1.27 0.046
0 −5300.0 0 0 −0.378 0
0 −0.435 −0.6 0 −0.0667 0.00406
0 −0.0948 0 −0.6 −0.0167 0
0 0 0 0 0.218 0
0 −0.0227 0 0 0 −0.595


(4.14)

A3 =



−0.6 0 0 0 −0.943 0.046
0 −1.01 · 104 0 0 −0.378 0
0 −0.435 −0.6 0 −0.0481 0.00406
0 1111.0 0 −0.6 2.66 · 10−5 0
0 0 0 0 0.00227 0
0 266.0 0 0 0 −0.595


(4.15)
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A4 =



−0.6 0 0 0 −0.943 0.046
0 −5300.0 0 0 −0.378 0
0 −0.435 −0.6 0 −0.0481 0.00406
0 −0.0948 0 −0.6 2.66 · 10−5 0
0 0 0 0 0.00227 0
0 −0.0227 0 0 0 −0.595


(4.16)

A5 =



−0.6 0 0 0 −0.311 0.046
0 −1.01 · 104 0 0 −0.0631 0
0 −0.0727 −0.6 0 −0.0117 0.00406
0 1111.0 0 −0.6 −0.0167 0
0 0 0 0 −0.421 0
0 266.0 0 0 0 −0.595


(4.17)

A6 =



−0.6 0 0 0 −0.311 0.046
0 −5300.0 0 0 −0.0631 0
0 −0.0727 −0.6 0 −0.0117 0.00406
0 −0.0948 0 −0.6 −0.0167 0
0 0 0 0 −0.421 0
0 −0.0227 0 0 0 −0.595


(4.18)

A7 =



−0.6 0 0 0 0.0116 0.046
0 −1.01 · 104 0 0 −0.0631 0
0 −0.0727 −0.6 0 0.00687 0.00406
0 1111.0 0 −0.6 2.66 · 10−5 0
0 0 0 0 −0.637 0
0 266.0 0 0 0 −0.595


(4.19)

A8 =



−0.6 0 0 0 0.0116 0.046
0 −5300.0 0 0 −0.0631 0
0 −0.0727 −0.6 0 0.00687 0.00406
0 −0.0948 0 −0.6 2.66 · 10−5 0
0 0 0 0 −0.637 0
0 −0.0227 0 0 0 −0.595


(4.20)

A9 =



0 0 0 0 −1.27 0.046
0 −1.01 · 104 0 0 −0.378 0
0 −0.435 0 0 −0.0667 0.00406
0 1111.0 0 0 −0.0167 0
0 0 0 0 0.764 0
0 266.0 0 0 0 −0.05


(4.21)
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A10 =



0 0 0 0 −1.27 0.046
0 −5300.0 0 0 −0.378 0
0 −0.435 0 0 −0.0667 0.00406
0 −0.0948 0 0 −0.0167 0
0 0 0 0 0.764 0
0 −0.0227 0 0 0 −0.05


(4.22)

A11 =



0 0 0 0 −0.943 0.046
0 −1.01 · 104 0 0 −0.378 0
0 −0.435 0 0 −0.0481 0.00406
0 1111.0 0 0 2.66 · 10−5 0
0 0 0 0 0.547 0
0 266.0 0 0 0 −0.05


(4.23)

A12 =



0 0 0 0 −0.943 0.046
0 −5300.0 0 0 −0.378 0
0 −0.435 0 0 −0.0481 0.00406
0 −0.0948 0 0 2.66 · 10−5 0
0 0 0 0 0.547 0
0 −0.0227 0 0 0 −0.05


(4.24)

A13 =



0 0 0 0 −0.311 0.046
0 −1.01 · 104 0 0 −0.0631 0
0 −0.0727 0 0 −0.0117 0.00406
0 1111.0 0 0 −0.0167 0
0 0 0 0 0.124 0
0 266.0 0 0 0 −0.05


(4.25)

A14 =



0 0 0 0 −0.311 0.046
0 −5300.0 0 0 −0.0631 0
0 −0.0727 0 0 −0.0117 0.00406
0 −0.0948 0 0 −0.0167 0
0 0 0 0 0.124 0
0 −0.0227 0 0 0 −0.05


(4.26)

A15 =



0 0 0 0 0.0116 0.046
0 −1.01 · 104 0 0 −0.0631 0
0 −0.0727 0 0 0.00687 0.00406
0 1111.0 0 0 2.66 · 10−5 0
0 0 0 0 −0.0922 0
0 266.0 0 0 0 −0.05


(4.27)
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A16 =



0 0 0 0 0.0116 0.046
0 −5300.0 0 0 −0.0631 0
0 −0.0727 0 0 0.00687 0.00406
0 −0.0948 0 0 2.66 · 10−5 0
0 0 0 0 −0.0922 0
0 −0.0227 0 0 0 −0.05


(4.28)

B1 =



0.6 0
0 400.0
0 0
0 0
0 0
0 0


(4.29)

B1 = B2 = ... = B8 (4.30)

B9 =



0 0
0 400.0
0 0
0 0
0 0
0 0


(4.31)

B9 = B10 = ... = B16 (4.32)

E1 =



0 0
0 0

0.6 0
0 0
0 0.6
0 0


(4.33)

E1 = E2 = ... = E8 (4.34)

E9 =



0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0


(4.35)

E9 = E10 = ... = E16 (4.36)
Nous obtenons ce qui suit pour les fonctions d’appartenance :
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Figure 4.2 – Fonctions d’appartenance du modèle ASM1 réduit
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Figure 4.3 – Fonctions d’appartenance du modèle ASM1 réduit

Les fonctions d’activation µj(ξ(t)) sont obtenues en utilisant les fonc-
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tions Fi,1(ξi(t)) et Fi,2(ξi(t)) comme suit :

µj(ξ(t)) =
16∏
i=1

Fi,σj
i
(ξi(t)) (4.37)

Ce qui nous donne :
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Figure 4.4 – Fonctions d’activation du modèle ASM1 réduit
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Figure 4.5 – Fonctions d’activation du modèle ASM1 réduit
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Figure 4.6 – Fonctions d’activation du modèle ASM1 réduit
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Figure 4.7 – Fonctions d’activation du modèle ASM1 réduit

Le MM a été simulé et sa réponse comparée à celle du système non-
linéaire dans les figures qui suivent :
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Figure 4.8 – Comparaison du modèle ASM1 réduit et du multimodèle couplé

Nous pouvons constater que l’approche par transformation polytopique
produit un MM qui a une réponse nettement plus précise que celui obtenu

53



Chapitre 4. Exploitation des multimodèles

par identification des données expérimentales.

4.2 Observateur à entrées inconnues à base de Mul-
timodèle

Pour le processus d’épuration décrit par le modèle ASM1 réduit on
considère que les concentrations disponibles à la mesure à la sortie de la
station sont la DCO XDCO, l’oxygène dissous SO, l’ammoniac SNH , et le
nitrate SNO.
La synthèse d’observateurs pour ce type de systèmes non
linéaires a déjà été étudiée dans [Korbicz et al., 2007] ou
[Akhenak et al., 2004b, Akhenak et al., 2004a] et notamment dans
[Akhenak et al., 2006, Akhenak, 2004] par l’approche LMI en se ba-
sant sur un MM.
Le diagnostic et la commande tolérante aux défauts pour les systèmes
non-linéaires décrits à base de MM a également fait l’objet d’études
[Rodrigues, 2005].

Considérons le système défini par :ẋ(t) = ∑r
i=1 µi(x, u)(Aix(t) +Biu(t) + Eid(t))

y(t) = Cx(t) +Gd(t)
(4.38)

Où r est le nombre de sous-systèmes.
Des observateurs pour ce type de systèmes ont été mis au point et améliorés
par l’introduction de paramètres permettant de restreindre la solution à
une région LMI [Patton et al., 1998], et ce faisant réduire le conservatisme
des résultats obtenus.
Ces observateurs basées sur la résolution de LMI ont été étendus à des MM
à entrées inconnues [Ichalal, 2009].
Nous allons considérer un observateur PI [Beale and Shafai, 1989] sous la
forme suivante :

˙̂x(t) = ∑r
i=1 µi(ξ(t))(Aix̂(t) +Biu(t) + Eid̂(t) + LPi(y(t)− ŷ(t)))

˙̂
d(t) = ∑r

i=1 µi(ξ(t))(LIi(y(t)− ŷ(t)))
ŷ(t) = Cx̂(t) +Gd̂(t)

Tout au long de cette section, nous considérerons que les entrées incon-
nues sont supposées constantes :

ḋ(t) = 0 (4.39)
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Cette hypothèse est utilisée pour la démonstration théorique de la conver-
gence de l’observateur PI. Nous verrons aussi qu’en pratique, il est très aisé
de s’en affranchir en augmentant les gains de l’observateur afin d’élargir sa
bande passante et permettre la prise en compte des dynamiques négligées.
Ceci entrainera bien entendu une augmentation de la sensibilité aux bruits,
un choix de gains sera alors fait de manière à trouver un bon compromis
entre la robustesse et les performances de l’observateur [Marx et al., 2003].
Dans l’équation 4.39, LPi désigne les gains proportionnels de l’observateur
et LIi les gains intégraux.
Cet observateur se démarque d’une structure classique de Luenberger par
la présence d’un retour intégral permettant la reconstruction des entrées
inconnues du système. Ceci en fait un bon candidat pour l’estimation des
défauts de basse fréquence.
Nous pouvons mettre le système 4.38 sous forme augmentée qui est telle
que : ẋa(t) = ∑r

i=1 µi(ξ(t))(Āix(t) + B̄iu(t))
y(t) = C̄xa(t)

(4.40)

où :

xa(t) =
x(t))
d(t)

 , Āi =
Ai Ei

0 0

 , B̄i =
Bi

0

 , C̄ =
[
C G

]
(4.41)

L’observateur sera alors mis sous la forme :
˙̂xa(t) = ∑r

i=1 µi(ξ(t))(Āix̂(t) + B̄iu(t) + L̄i(y(t)− ŷ(t)))
ŷ(t) = Cx̂a(t)

où :
L̄i =

LPi
LIi

 (4.42)

L’erreur d’estimation et d’état est définie comme suit :

ea(t) = xa(t)− x̂a(t) (4.43)

L’équation différentielle de la dynamique de l’erreur sera comme suit
[Marx et al., 2003] :

ėa(t) =
r∑
i=1

µi(ξ(t))(Āi − L̄iC)ea(t) (4.44)

Les erreurs d’estimation d’état et d’entrées inconnues convergent asymp-
totiquement vers zéro s’il existe une matrice symétrique définie positive
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P ∈ R(n+nd)×(n+nd) et des matrices K̄i ∈ R(n+nd)×ny telles que les LMIs
suivantes soient vérifiées :

ĀT
i P + PĀi − C̄T K̄T

i − K̄iC̄ < 0, i = 1, · · · , r (4.45)

Après la résolution des LMIs, les gains sont obtenus de la façon suivante :

L̄i =
LPi
LIi

 = P−1K̄i (4.46)

La preuve de la convergence de cet observateur [Marx et al., 2003] s’ap-
puie sur la fonction de Lyapunov suivante :

V (ea(t)) = eTa (t)Pea(t), P = P T > 0 (4.47)

la propriété de somme convexe des fonctions d’activation et le changement
de variable :

K̄i = PL̄i (4.48)
La résolution de ces LMIs est exposée dans A.8. Les résultats obtenus

sont présentés dans les figures ci-après :
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Figure 4.9 – Estimateur d’état à entrées inconnues - états
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Figure 4.10 – Estimateur d’état à entrées inconnues - entrées estimées
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Figure 4.11 – Entrées connues utilisées pour l’estimation.
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Nous pouvons constater que l’erreur sur les états et les entrées incon-
nues est proche de zéro, l’augmentation des gains de la partie intégrale de
l’observateur PI permet donc bien d’identifier des entrées inconnues non
constantes en augmentant la bande passante de l’observateur.
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Conclusion générale

Les travaux présentés dans ce mémoire appliquent des résultats obtenus
sur les modèles flous de Takagi-Sugeno afin de synthétiser un observateur
d’état sous contraintes LMIs pour un système non-linéaire, qui est celui
d’une station d’épuration basée sur le modèle à boue activée ASM1.

Dans le contexte de la modélisation, l’approche multimodèle a été choi-
sie pour les nombreux avantages qu’elle apporte au niveau de l’analyse de
stabilité et de la synthèse d’observateurs pour les systèmes non-linéaires.
Cette structure a fait l’objet de nombreuses études dans différents do-
maines comme l’identification, la commande ou l’estimation.

Après avoir établi le modèle ASM1 à 11 états puis l’avoir simplifié
à 6 états, deux approches ont été explorées pour l’obtention du modèle
flou de Takagi-Sugeno : celle basée sur l’identification à partir de données
expérimentales et l’approche par secteurs non-linéaires. Nous avons vu
que cette dernière offrait des modèles flous équivalents aux modèles non-
linéaires sans perte d’information, bien qu’elle nécessite la connaissance
de la dynamique du système.

Sur la base du modèle flou de Takagi-Sugeno obtenu, nous avons
réalisé un observateur PI qui a la particularité de disposer de gains de
type intégral permettant reconstruire des entrées inconnues du système à
partir des sorties disponibles et ceci en résolvant des inégalités matricielles
linéaires (LMIs) qui assurent la convergence asymptotique de l’observateur.

L’observateur réalisé est un observateur à variables de décisions mesu-
rables (nous avons supposé les fonctions d’activation connues). Plusieurs
travaux ont été effectués concernant les observateurs d’état à variables
de décision non-mesurables [Ichalal et al., 2008] pour les modèles flous de
Takagi-Sugeno. Une des perspectives sur laquelle ouvre ce mémoire est l’im-
plémentation d’un observateur de ce type. D’autres perspectives incluent
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Conclusion générale

l’application de résultats obtenus sur les multimodèles afin de réaliser le
diagnostic et la détection des défauts de capteurs de systèmes non-linéaires
ainsi que l’estimation en ligne de systèmes à paramètres variables dans le
temps.
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Annexe A

Paramètres du modèles ASM1

A.1 Variables d’état

Symbole Composé Unité
SI Matière organique soluble inerte g ·m−3

SS Substrat facilement biodégradable g ·m−3

XI Matière organique particulaire inerte g ·m−3

XS Substrat lentement biodégradable g ·m−3

XB,H Biomasse active hétérotrophe g ·m−3

XB,A Biomasse active autotrophe g ·m−3

SNO Azote sous forme de nitrates et de nitrites g ·m−3

SNH Azote sous forme d’ammoniaque g ·m−3

SND Azote organique soluble biodégradable g ·m−3

XND Azote organique particulaire biodégradable g ·m−3

SO Oxygène dissous g ·m−3

Tableau A.1 – Variables d’état du modèle ASM1
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A.2 Matrice cinétique du modèle ASM1

11

Model incorporating carbon oxidation, nitrification and denitrification

Tableau A.2 – Matrice cinétique du modèle ASM1 [Henze et al., 2006].
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A.3 Paramètres numériques

Constante Valeur
YH 0.24 gSS/gDCO

YA 0.67 gSS/gN

fP 0.08 gnon−biodeg/gbiomasse

fXI 0.08 gnon−biodeg/gbiomasse

iXB 0.086 gN/gDCO

iXP 0.06 gDCO/gN

bA 0.05 gSS/gDCO

Constante Valeur
bH 0.22
ka 0.08
kh 3
KS 20
KOA 0.4
KOH 0.2
KNH 1
KNO 5
KX 0.03
ng 0.8
nh 0.4
µA 0.8
SO,sat 2
K 100
V 5 L
µH 6

Tableau A.3 – Paramètres stœchiométriques et cinétiques du modèle ASM1.
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A.4 Équations d’état du modèle ASM1

dSI(t)
dt

= Din(t)[SI,in(t)− SI(t)]
dSO(t)
dt

= Din(t)[SO,in(t)− SO(t)] +Kqa(t)[SO,sat(t)− SO(t)]

− 1− YH
YH

ρ1(t)−
4.57− YA

YA
ρ3(t)

dSNO(t)
dt

= Din(t)[SNO,in(t)− SNO(t)]− 1− YH
2.86 YH

ρ2(t) + 1
YA
ρ3(t)

dSNH(t)
dt

= Din(t)[SNH,in(t)− SNH(t)]− iXB(ρ1(t) + ρ2(t))

−
(
iXB + 1

YA

)
ρ3(t) + ρ6(t)

dSND(t)
dt

= Din(t)[SND,in(t)− SND(t)]− ρ6(t) + ρ8(t)
dXND(t)

dt
= Din(t)XND,in(t)− [Din(t) +DR(t)] DW (t)

DR(t) +DW (t)XND(t)

+ (iXB − fXIiXP )(ρ4(t) + ρ5(t))− ρ8(t)
dXI(t)
dt

= Din(t)XI,in(t)− [Din(t) +DR(t)] DW (t)
DR(t) +DW (t)XI(t)

+ fXI(ρ4(t) + ρ5(t))
dXS(t)
dt

= Din(t)XS,in(t)− [Din(t) +DR(t)] DW (t)
DR(t) +DW (t)XS(t)

+ (1− fXI)(ρ1(t) + ρ2(t))− ρ7(t)
dSS(t)
dt

= Din(t)[SS,in(t)− SS(t)]− 1
YH

(ρ1(t) + ρ2(t)) + ρ7(t)

dXBA(t)
dt

= Din(t)XBA,in(t)− [Din(t) +DR(t)] DW (t)
DR(t) +DW (t)XBA(t)

+ ρ3(t)− ρ5(t)
dXBH(t)

dt
= Din(t)XBH,in(t)− [Din(t) +DR(t)] DW (t)

DR(t) +DW (t)XBH(t)

+ ρ1(t) + ρ2(t)− ρ4(t)

65



Annexe A. Paramètres du modèles ASM1

ρ1(t) = µH
SS(t)

KS + SS(t)
SO(t)

KOH + SO(t)XBH(t)

ρ2(t) = µH
SS(t)

KS + SS(t)
SNO(t)

KNO + SNO(t)
KOH

KNO + SO(t)ηgXBH(t)

ρ3(t) = µA
SNH(t)

KNH + SNH(t)
SO(t)

KO,A + SO(t)XBA(t)

ρ4(t) = bHXBH(t)
ρ5(t) = bAXBA(t)
ρ6(t) = kaSND(t)XBH(t)

ρ7(t) = kh
XS(t)/XBH(t)

KX +XS(t)/XBH(t) SO(t)
KOH + SO(t) + ηh

KOH

KOH + SO(t)
SNO(t)

KNO + SNO(t))

XBH(t)

ρ8(t) = khXS(t)/XBH(t)
KX +XS(t)/XBH(t) SO(t)
KOH + SO(t) + ηh

KOH

KOH + SO(t)
SNO(t)

KNO + SNO(t))

 XND(t)XBH(t)
XS(t)
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A.5 Programme d’identification du multimodèle

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% define constants
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
c = [1 1 1 1 1 1]; % number of clusters
m = 10; % fuzziness parameter
tol = 1e-10; % termination criterion
Ts = 0.01; % sample time [s]
FMtype = [1 1 1 1 1 1]; % type of fuzzy model: 1 - product-space MFS

% 2 - projected MFS
Ny = [ 1 1 1 1 1 1;

1 1 1 1 1 1;
1 1 1 1 1 1;
1 1 1 1 1 1;
1 1 1 1 1 1;
0 1 0 1 0 1]; % denominator order

% states=[XDCO' SO' SNH' SNO' XBH' XBA'];
% outputs=[XDCO' SO' SNH' SNO'];
% allinputs=[XDCO0' SNH0' XBH0' qa'];

Nu = [1 0 0 0;
0 0 0 1;
0 1 0 0;
0 0 0 0;
0 0 1 0;
0 0 0 0]; % numerator orders

Nd = [1 0 0 0;
0 0 0 1;
0 1 0 0;
0 0 0 0;
0 0 1 0;
0 0 0 0]; % transport delays

% (set to 1 for y(k+1) = f(u(k),....))

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% read data
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
control = allinputs;
system = states;

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% identification data
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
u = control;
y = system;

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% make fuzzy model by means of fuzzy clustering
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
Dat.U = u; Dat.Y = y; Dat.Ts = Ts;
FM.c = c; FM.m = m; FM.ante = FMtype; FM.tol = tol;
FM.Ny = Ny; FM.Nu = Nu; FM.Nd = Nd;

[FM,Part] = fmclust(Dat,FM);
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A.6 Le multimodèle découplé

Ce modèle a été généré à partir de 1501 points d’échantillonage. Ce modèle a 4 entées et 6 sorties. La période
d’échantillonage est de 0.1 s. La tolérance de l’algorithme de clustering à sa conclusion était de 1e-10, et la partition
aléatoire initiale a été générée avec un seed égal à 211290. Les paramètres spécifiques à chaque état sont donnés
sur le tableau suivant :

Tableau A.4 – Paramètres du modèle.

output antecedent c m ny nu

1 2 1 10 {{ [ 1 ] [ 1 ] [ 1 ] [ 1 ] [ 1 ] [ 1 ] }, {{ [ 1 ] [ ] [ ] [ ] },
{ [ 1 ] [ 1 ] [ 1 ] [ 1 ] [ 1 ] [ 1 ] }} { [ 1 ] [ ] [ ] [ ] }}

2 2 1 10 {{ [ 1 ] [ 1 ] [ 1 ] [ 1 ] [ 1 ] [ 1 ] }, {{ [ ] [ ] [ ] [ 1 ] },
{ [ 1 ] [ 1 ] [ 1 ] [ 1 ] [ 1 ] [ 1 ] }} { [ ] [ ] [ ] [ 1 ] }}

3 2 1 10 {{ [ 1 ] [ 1 ] [ 1 ] [ 1 ] [ 1 ] [ 1 ] }, {{ [ ] [ 1 ] [ ] [ ] },
{ [ 1 ] [ 1 ] [ 1 ] [ 1 ] [ 1 ] [ 1 ] }} { [ ] [ 1 ] [ ] [ ] }}

4 2 1 10 {{ [ 1 ] [ 1 ] [ 1 ] [ 1 ] [ 1 ] [ 1 ] }, {{ [ ] [ ] [ ] [ ] },
{ [ 1 ] [ 1 ] [ 1 ] [ 1 ] [ 1 ] [ 1 ] }} { [ ] [ ] [ ] [ ] }}

5 2 1 10 {{ [ 1 ] [ 1 ] [ 1 ] [ 1 ] [ 1 ] [ 1 ] }, {{ [ ] [ ] [ 1 ] [ ] },
{ [ 1 ] [ 1 ] [ 1 ] [ 1 ] [ 1 ] [ 1 ] }} { [ ] [ ] [ 1 ] [ ] }}

6 2 1 10 {{ [ ] [ 1 ] [ ] [ 1 ] [ ] [ 1 ] }, {{ [ ] [ ] [ ] [ ] },
{ [ ] [ 1 ] [ ] [ 1 ] [ ] [ 1 ] }} { [ ] [ ] [ ] [ ] }}

Dans ce qui suit, les informations spécifiques à chaque état sont montrées pour chaque état.
État 1 :
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Lois :

1. Si y1(k − 1) est A11 et y2(k − 1) est A12 et y3(k − 1) est A13 et y4(k − 1) est A14
et y5(k − 1) est A15 et y6(k − 1) est A16 et u1(k − 1) est A17 alors
y1(k) = 9.7 · 10e−1y1(k − 1) + 3.1 · 10e−4y2(k − 1)− 2.6 · 10e−5y3(k − 1) + 1.4 · 10e−3y4(k − 1)
−6.4 · 10e−2y5(k − 1)− 7.6 · 10e−2y6(k − 1) + 1.5 · 10e−5u1(k − 1) + 2.7 · 10e−1

Tableau A.5 – Paramètres conséquents 1.

loi y1(k − 1) y2(k − 1) y3(k − 1) y4(k − 1) y5(k − 1) y6(k − 1) u1(k − 1) offset
1 9.7 · 10e−1 3.1 · 10e−4 −2.6 · 10e−5 1.4 · 10e−3 −6.4 · 10e−2 −7.6 · 10e−2 1.5 · 10e−5 2.7 · 10e−1

Tableau A.6 – Centres des clusters 1.

loi y1(k − 1) y2(k − 1) y3(k − 1) y4(k − 1) y5(k − 1) y6(k − 1) u1(k − 1)
1 5.6 · 10e+ 4.5 · 10e+ 3.1 · 10e+3 3.8 · 10e+ 1.3 · 10e−2 8.0 · 10e−1 4.9 · 10e+2

État 2 :
Lois :

1. Si y1(k − 1) est A11 et y2(k − 1) est A12 et y3(k − 1) est A13 et y4(k − 1) est A14 et y5(k − 1) est A15
et y6(k − 1) est A16 et u4(k − 1) est A17 alors
y2(k) = 3.5 · 10e−2y1(k − 1) + 9.4 · 10e−1y2(k − 1) + 8.4 · 10e−5y3(k − 1)− 1.5 · 10e−3y4(k − 1) + 2.3 · 10e+y5(k − 1)

+2.3 · 10e−1y6(k − 1)− 8.4 · 10e−2u4(k − 1)− 4.8 · 10e−1
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Tableau A.7 – Paramètres conséquents 2.

loi y1(k − 1) y2(k − 1) y3(k − 1) y4(k − 1) y5(k − 1) y6(k − 1) u4(k − 1) offset
1 3.5 · 10e−2 9.4 · 10e−1 8.4 · 10e−5 −1.5 · 10e−3 2.3 · 10e+ 2.3 · 10e−1 −8.4 · 10e−2 −4.8 · 10e−1

Tableau A.8 – Centres des clusters 2.

loi y1(k − 1) y2(k − 1) y3(k − 1) y4(k − 1) y5(k − 1) y6(k − 1) u4(k − 1)
1 5.6 · 10e+ 4.5 · 10e+ 3.1 · 10e+3 3.8 · 10e+ 1.3 · 10e−2 8.0 · 10e−1 2.0 · 10e+

État 3 :
Lois :

1. Si y1(k − 1) est A11 et y2(k − 1) est A12 et y3(k − 1) est A13 et y4(k − 1) est A14 et y5(k − 1) est A15
et y6(k − 1) est A16 et u2(k − 1) est A17 alors
y3(k) = 6.5 · 10e+y1(k − 1) + 1.0 · 10e−2y2(k − 1) + 9.4 · 10e−1y3(k − 1)− 7.2 · 10e−1y4(k − 1)
−6.0 · 10e+y5(k − 1) + 1.7 · 10e+1y6(k − 1) + 3.4 · 10e+u2(k − 1) + 2.0 · 10e+1

Tableau A.9 – Paramètres conséquents 3.

loi y1(k − 1) y2(k − 1) y3(k − 1) y4(k − 1) y5(k − 1) y6(k − 1) u2(k − 1) offset
1 6.5 · 10e+ 1.0 · 10e−2 9.4 · 10e−1 −7.2 · 10e−1 −6.0 · 10e+ 1.7 · 10e+1 3.4 · 10e+ 2.0 · 10e+1
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Tableau A.10 – Centres des clusters 3.

loi y1(k − 1) y2(k − 1) y3(k − 1) y4(k − 1) y5(k − 1) y6(k − 1) u2(k − 1)
1 5.6 · 10e+ 4.5 · 10e+ 3.1 · 10e+3 3.8 · 10e+ 1.3 · 10e−2 8.0 · 10e−1 2.6 · 10e+1

État 4 :
Lois :

1. Si y1(k − 1) est A11 et y2(k − 1) est A12 et y3(k − 1) est A13 et y4(k − 1) est A14 et y5(k − 1) est A15
et y6(k − 1) est A16 alors
y4(k) = 6.6 · 10e−2y1(k − 1)− 7.5 · 10e−4y2(k − 1)− 1.1 · 10e−4y3(k − 1) + 1.0 · 10e+y4(k − 1) + 6.5 · 10e−1y5(k − 1)

+2.5 · 10e−1y6(k − 1)− 2.1 · 10e−1

Tableau A.11 – Paramètres conséquents 4.

loi y1(k − 1) y2(k − 1) y3(k − 1) y4(k − 1) y5(k − 1) y6(k − 1) offset
1 6.6 · 10e−2 −7.5 · 10e−4 −1.1 · 10e−4 1.0 · 10e+ 6.5 · 10e−1 2.5 · 10e−1 −2.1 · 10e−1

Tableau A.12 – Centres des clusters 4.

loi y1(k − 1) y2(k − 1) y3(k − 1) y4(k − 1) y5(k − 1) y6(k − 1)
1 5.6 · 10e+ 4.5 · 10e+ 3.1 · 10e+3 3.8 · 10e+ 1.3 · 10e−2 8.0 · 10e−1

État 5 :
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Lois :
1. Si y1(k − 1) est A11 et y2(k − 1) est A12 et y3(k − 1) est A13 et y4(k − 1) est A14 et y5(k − 1) est A15

et y6(k − 1) est A16 et u3(k − 1) est A17 alors
y5(k) = −1.0 · 10e−3y1(k − 1) + 5.9 · 10e−5y2(k − 1)− 9.4 · 10e−7y3(k − 1)− 4.3 · 10e−3y4(k − 1)

+8.9 · 10e−1y5(k − 1)− 1.4 · 10e−3y6(k − 1) + 4.1 · 10e−3u3(k − 1) + 2.6 · 10e−3

Tableau A.13 – Paramètres conséquents 5.

loi y1(k − 1) y2(k − 1) y3(k − 1) y4(k − 1) y5(k − 1) y6(k − 1) u3(k − 1) offset
1 −1.0 · 10e−3 5.9 · 10e−5 −9.4 · 10e−7 −4.3 · 10e−3 8.9 · 10e−1 −1.4 · 10e−3 4.1 · 10e−3 2.6 · 10e−3

Tableau A.14 – Centres des clusters 5.

loi y1(k − 1) y2(k − 1) y3(k − 1) y4(k − 1) y5(k − 1) y6(k − 1) u3(k − 1)
1 5.6 · 10e+ 4.5 · 10e+ 3.1 · 10e+3 3.8 · 10e+ 1.3 · 10e−2 8.0 · 10e−1 6.0 · 10e+

État 6 :
Lois :

1. Si y2(k − 1) est A11 et y4(k − 1) est A12 et y6(k − 1) est A13 alors
y6(k) = −7.4 · 10e−5y2(k − 1)− 4.8 · 10e−4y4(k − 1) + 1.0 · 10e+y6(k − 1) + 4.1 · 10e−4

Tableau A.15 – Paramètres conséquents 6.

loi y2(k − 1) y4(k − 1) y6(k − 1) offset
1 −7.4 · 10e−5 −4.8 · 10e−4 1.0 · 10e+ 4.1 · 10e−4
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loi y2(k − 1) y4(k − 1) y6(k − 1)
1 4.5 · 10e+ 3.8 · 10e+ 8.0 · 10e−1
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A.7 Les inégalités matricielles linéaires

Une inégalité linéaire matricielle (LMI) [Boyd et al., 1994] est une in-
égalité qui a la forme suivante :

F (x) def= F0 +
m∑
i=1

xiFi > 0 (A.1)

où x ∈ Rm est la variable et les matrices symétriques Fi = F T
i ∈ Rn×n, i =

0, ...,m, sont données. Le symbole d’inégalité veut dire que F (x) est définie
positive, i.e., uTF (x)u > 0 pour tout u ∈ Rn. Une LMI est donc équivalent
à un ensemble d’inégalités polynomiales en x. C’est-à-dire que les mineurs
dominants principaux de F (x) doivent être positifs.
Les inégalités non-linéaires (convexes) sont converties en LMIs en utilisant
le complément de Schur qui énonce que la LMI suivante :Q(x) S(x)

ST (x) R(x)

 > 0 (A.2)

où Q(x) = Q(x)T , R(x) = R(x)T , et S(x) dépendent de manière affine de
x est équivalente à résoudre :

R(x) > 0, Q(x)− S(x)R(x)−1S(x)T > 0 (A.3)

En d’autres termes, l’inégalité non-linéaire A.3, peut être représenté en
LMI.
Souvent, les problèmes rencontrés font intervenir des matrices, l’inégalité
de Lyapunov s’écrit comme suit par exemple :

ATP + PA < 0 (A.4)

où A ∈ Rn×n est donnée et P = P T est la variable. Si P1, ..., Pm est une base
pour P , alors il sera pris F0 = 0 et Fi = ATPi−PiA. Il existe sous MATLAB
un outil, lmiedit, qui permet de formuler des LMIs en utilisant le formalisme
de MATLAB. Vient s’ajouter à ceci trois fonctions de résolution, desquelles
nous n’en utiliserons que deux dans le cadre de ce mémoire : feasp, qui est
une fonction de résolution de LMIs, et mincx, qui est une fonction de
minimisation sous contraintes LMIs. Des exemples d’implémentation de
ces fonctions sont présents dans les annexes suivantes.
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A.8 Résolution des LMIs

setlmis([]);
P=lmivar(1,[8 1]);
K1=lmivar(2,[8 4]);
.
.
.
K16=lmivar(2,[8 4]);

lmiterm([1 1 1 P],Abar(:,:,1)',1,'s');% LMI #1: Abar(:,:,1)'*P+P*Abar(:,:,1)
lmiterm([1 1 1 -K1],.5*Cbar',-1,'s'); % LMI #1: -Cbar'*K1' (NON SYMMETRIC?)
lmiterm([1 1 1 K1],.5*1,-Cbar,'s'); % LMI #1: -K1*Cbar (NON SYMMETRIC?)

lmiterm([2 1 1 P],Abar(:,:,2)',1,'s');% LMI #2: Abar(:,:,2)'*P+P*Abar(:,:,2)
lmiterm([2 1 1 -K2],.5*Cbar',-1,'s'); % LMI #2: -Cbar'*K2' (NON SYMMETRIC?)
lmiterm([2 1 1 K2],.5*1,-Cbar,'s'); % LMI #2: -K2*Cbar (NON SYMMETRIC?)

lmiterm([3 1 1 P],Abar(:,:,3)',1,'s');% LMI #3: Abar(:,:,3)'*P+P*Abar(:,:,3)
lmiterm([3 1 1 -K3],.5*Cbar',-1,'s'); % LMI #3: -Cbar'*K3' (NON SYMMETRIC?)
lmiterm([3 1 1 K3],.5*1,-Cbar,'s'); % LMI #3: -K3*Cbar (NON SYMMETRIC?)

lmiterm([4 1 1 P],Abar(:,:,4)',1,'s');% LMI #4: Abar(:,:,4)'*P+P*Abar(:,:,4)
lmiterm([4 1 1 -K4],.5*Cbar',-1,'s'); % LMI #4: -Cbar'*K4' (NON SYMMETRIC?)
lmiterm([4 1 1 K4],.5*1,-Cbar,'s'); % LMI #4: -K4*Cbar (NON SYMMETRIC?)

lmiterm([5 1 1 P],Abar(:,:,5)',1,'s');% LMI #5: Abar(:,:,5)'*P+P*Abar(:,:,5)
lmiterm([5 1 1 -K5],.5*Cbar',-1,'s'); % LMI #5: -Cbar'*K5' (NON SYMMETRIC?)
lmiterm([5 1 1 K5],.5*1,-Cbar,'s'); % LMI #5: -K5*Cbar (NON SYMMETRIC?)

lmiterm([6 1 1 P],Abar(:,:,6)',1,'s');% LMI #6: Abar(:,:,6)'*P+P*Abar(:,:,6)
lmiterm([6 1 1 -K6],.5*Cbar',-1,'s'); % LMI #6: -Cbar'*K6' (NON SYMMETRIC?)
lmiterm([6 1 1 K6],.5*1,-Cbar,'s'); % LMI #6: -K6*Cbar (NON SYMMETRIC?)

lmiterm([7 1 1 P],Abar(:,:,7)',1,'s');% LMI #7: Abar(:,:,7)'*P+P*Abar(:,:,7)
lmiterm([7 1 1 -K7],.5*Cbar',-1,'s'); % LMI #7: -Cbar'*K7' (NON SYMMETRIC?)
lmiterm([7 1 1 K7],.5*1,-Cbar,'s'); % LMI #7: -K7*Cbar (NON SYMMETRIC?)

lmiterm([8 1 1 P],Abar(:,:,8)',1,'s');% LMI #8: Abar(:,:,8)'*P+P*Abar(:,:,8)
lmiterm([8 1 1 -K8],.5*Cbar',-1,'s'); % LMI #8: -Cbar'*K8' (NON SYMMETRIC?)
lmiterm([8 1 1 K8],.5*1,-Cbar,'s'); % LMI #8: -K8*Cbar (NON SYMMETRIC?)

lmiterm([9 1 1 P],Abar(:,:,9)',1,'s');% LMI #9: Abar(:,:,9)'*P+P*Abar(:,:,9)
lmiterm([9 1 1 -K9],.5*Cbar',-1,'s'); % LMI #9: -Cbar'*K9' (NON SYMMETRIC?)
lmiterm([9 1 1 K9],.5*1,-Cbar,'s'); % LMI #9: -K9*Cbar (NON SYMMETRIC?)

lmiterm([10 1 1 P],Abar(:,:,10)',1,'s');% LMI #10: Abar(:,:,10)'*P+P*Abar(:,:,10)
lmiterm([10 1 1 -K10],.5*Cbar',-1,'s'); % LMI #10: -Cbar'*K10' (NON SYMMETRIC?)
lmiterm([10 1 1 K10],.5*1,-Cbar,'s'); % LMI #10: -K10*Cbar (NON SYMMETRIC?)

lmiterm([11 1 1 P],Abar(:,:,11)',1,'s');% LMI #11: Abar(:,:,11)'*P+P*Abar(:,:,11)
lmiterm([11 1 1 -K11],.5*Cbar',-1,'s'); % LMI #11: -Cbar'*K11' (NON SYMMETRIC?)
lmiterm([11 1 1 K11],.5*1,-Cbar,'s'); % LMI #11: -K11*Cbar (NON SYMMETRIC?)

lmiterm([12 1 1 P],Abar(:,:,12)',1,'s');% LMI #12: Abar(:,:,12)'*P+P*Abar(:,:,12)
lmiterm([12 1 1 -K12],.5*Cbar',-1,'s'); % LMI #12: -Cbar'*K12' (NON SYMMETRIC?)
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lmiterm([12 1 1 K12],.5*1,-Cbar,'s'); % LMI #12: -K12*Cbar (NON SYMMETRIC?)

lmiterm([13 1 1 P],Abar(:,:,13)',1,'s');% LMI #13: Abar(:,:,13)'*P+P*Abar(:,:,13)
lmiterm([13 1 1 -K13],.5*Cbar',-1,'s'); % LMI #13: -Cbar'*K13' (NON SYMMETRIC?)
lmiterm([13 1 1 K13],.5*1,-Cbar,'s'); % LMI #13: -K13*Cbar (NON SYMMETRIC?)

lmiterm([14 1 1 P],Abar(:,:,14)',1,'s');% LMI #14: Abar(:,:,14)'*P+P*Abar(:,:,14)
lmiterm([14 1 1 -K14],.5*Cbar',-1,'s'); % LMI #14: -Cbar'*K14' (NON SYMMETRIC?)
lmiterm([14 1 1 K14],.5*1,-Cbar,'s'); % LMI #14: -K14*Cbar (NON SYMMETRIC?)

lmiterm([15 1 1 P],Abar(:,:,15)',1,'s');% LMI #15: Abar(:,:,15)'*P+P*Abar(:,:,15)
lmiterm([15 1 1 -K15],.5*Cbar',-1,'s'); % LMI #15: -Cbar'*K15' (NON SYMMETRIC?)
lmiterm([15 1 1 K15],.5*1,-Cbar,'s'); % LMI #15: -K15*Cbar (NON SYMMETRIC?)

lmiterm([16 1 1 P],Abar(:,:,16)',1,'s');% LMI #16: Abar(:,:,16)'*P+P*Abar(:,:,16)
lmiterm([16 1 1 -K16],.5*Cbar',-1,'s'); % LMI #16: -Cbar'*K16' (NON SYMMETRIC?)
lmiterm([16 1 1 K16],.5*1,-Cbar,'s'); % LMI #16: -K16*Cbar (NON SYMMETRIC?)

lmiterm([17 1 1 P],1,-1); % LMI #17: -P

lmis=getlmis;
[tmin,xfeas] = feasp(lmis,[0,100000,1,0,0],-10);
p = dec2mat(lmis,xfeas,P);
k1 = dec2mat(lmis,xfeas,K1);
.
.
.
k16 = dec2mat(lmis,xfeas,K16);

K=zeros(8,4,16);

K(:,:,1)=k1;
.
.
.
K(:,:,16)=k16;

L=zeros(8,4,16);

for i=1:16
L(:,:,i)=p\K(:,:,i);
end
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Annexe B

Définitions

Demande chimique en oxygène (DCO) C’est la consommation en di-
oxygène par les oxydants chimiques forts pour oxyder les substances
organiques et minérales de l’eau. Elle permet d’évaluer la charge pol-
luante des eaux usées.

Hétérotrophe L’hétérotrophie est la nécessité pour un organisme vivant
de se nourrir de constituants organiques préexistants.

Autotrophe L’autotrophie est la production, par un organisme vivant,
de matière organique par réduction de matière inorganique. Ce mode
de nutrition caractérise les végétaux chlorophylliens (verts), les cya-
nobactéries, et les bactéries sulfureuses. Les organismes autotrophes
sont donc capables de se développer sans prélèvement de molécules
organiques dans le milieu, au contraire des organismes hétérotrophes
(animaux, champignons). Les organismes autotrophes constituent gé-
néralement le premier maillon d’une chaîne alimentaire, et sont à l’ori-
gine de quasiment toute la matière organique dans un écosystème.

Aérobie Le terme aérobie s’applique à un organisme vivant ou à un moteur
qui a besoin de dioxygène pour vivre ou fonctionner.

Anoxique L’anoxie peut être provoquée au cours de procédés de traite-
ment des eaux, comme dans les bassins à boue activée de certaines
stations d’épuration, où le manque d’oxygène dissous force certaines
bactéries à utiliser pour leur respiration l’oxygène des ions nitrates
(NO−3 ) dissous dans l’eau, contribuant ainsi à la dénitrification de
l’eau qui ne se produit que quand le taux d’oxygène dissous est infé-
rieur à 1 mg/l ou à 10% de la saturation (qui dépend de la tempéra-
ture). Certaines bactéries (dites dénitrifiantes) décomposent ainsi les
molécules de nitrates, le transformant ceux-ci en diazote qui rejoint
l’atmosphère.
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