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Introduction générale

De nombreuses techniques de commande non linégessedent, au plan
méthodologique, un niveau de maturité suffisantrptraiter efficacement des
problemes liés au contréle/commande des systemshsstriels et relevant d’'une
modélisation non linéaire.

Nous constatons cependant, une certaine rétican@opter des méthodes de
commande non linéaire souvent jugées difficilesramrendre, compliquées a mettre en
ceuvre et dont I'analyse systématique de perfornsaseerévele complexe [8], [21].
D’autre part, des techniques d’analyse et de cordmales systémes linéaires, dont le
principe de fonctionnement est bien maitrisé depluisieurs années, sont efficacement
utilisées pour traiter des problemes concretsalgdmatique. Ainsi, il est intéressant de
prédire si les outils de commandes linéaires pantaétre utilisés pour traiter des
problemes non linéaires. Nous trouvons des méthddeales basées sur des
approximations du premiére ordre mais dont la utalidt les performances ne seront
garantie que localement. D’autres méthodes somelsasur une transformation globale
du systéme initial vers un systeme linéaire. Cassformations peuvent concerner |'état
et/ou la commande et peuvent étre dynamiques otiqusta. Ces différentes
transformations définissent des notions d'équivadeentre les systemes. Plusieurs
travaux de recherche visaient a définir des ctaséquivalence par bouclage afin
d’établir des formes normales pour les systemedinéaires [3], [4], [8], [21].

Une classe d’équivalence de systémes est présdaméece mémoire. Elle a I'avantage
d’établir d’'une maniére simple et efficace la tfanwation a partir du systeme initial en
utilisant que ses variabfe®’autre part, la génération de trajectoiresinrette classe

! Sans lintroduction de variables exogénes
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systémes se fait d’'une maniére purement algébriGiette classe est celle des systémes

plats. Soit le systéme controlé suivant :
x = f(x,u) 1)

Le systéme (1) est dit plat si on peut trouver sortie de dimension égale a celle de la

commande, appelée sortie plate, de la forme :

y =h(x,u,u,...,u®) 2)

dont les composantes sont « différentiellementdépendantes et tel qu'on puisse

exprimerx etu en fonction dey et d’'un nombre fini de ses dérivées

x= (Y, ¥y Y) )
u=p,(Y, Yoy, y)

Cette nouvelle propriété introduit une notion d’g@lence entre un systeme non

linéaire et un systéme linéaire trivial. Cette &qlénce porte le nom d’équivalence de

Lie Backlunddans le cadre de la géométrie différentielleeenbm d’équivalence par

bouclage dynamique endogene dans le cadre deliagifferentielle [4], [12], [13],

[15], [16], [17], [22]. D'aprés (2) et (3) nous pouvons calculer les ttajees du

systéme (1) a partir dg sans intégrer des équations différentielles.

Comme la sortie platg est libré, sa dynamique est donc triviale et elle est domage

une chaine d'intégratedrmdépendants :

y'? =v 4)

2 En I'absence de contraintes sur I'état et la condea
3 différentiellement indépendantes.
“ Le nombre de cette chaine est égale a la dimedsidm commande du systéme initial.

2
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notion de platitude est équivalente a Bexice d'un bouclage dynamique et
un difféomorphisme transformant (1) vers (4). léadnstration de ce résultat se fait
d’'une maniere constructive en partant de (2).

Le bouclage dynamique construit représente laqaatité de s’exprimer entierement

en fonction dex et d’'un nombre fini de dérivées de

Kk =C(xuU,...,u®) ' (5
v =D(xu,...,u®)
Tout bouclage possédant cette propriété sera diigeme. Donc, Un systéme plat est
linéarisable par bouclage dynamique endogene. Régipment, un systeme

linéarisable par bouclage dynamique endogéne last p

La platitude trouve tout son intérét dans le catizela génération et la poursuite de
trajectoires. En effet, d'apres le paramétrage I(8)at et la commande se déduisent
directement & partir de la sortie plate. Ainsi,cliix judicieux de la forme temporelle
de la sortie plate nous fournit sans intégratiantiajectoires de référence du systéme
(1). En I'absence de contraintes d’état et de conmut@ales seules contraintes que doit
vérifier la sortie plate sont les conditions ingmet finales.

Le calcul du bouclage garantissant la poursuitetrdgsctoires de référence se fait dans
« I'espace plat » par un simple retour d’étatitzmnt.

La commande est ainsi composée de deux partiasprémiére est la commande en

r+1)

boucle ouverte u,(t) = o, (Y4 (), V4 (®),....y",y"™ ) qui permet de suivre les

trajectoires de référence, (t) = o, (Y, (t), y, (t),...y",y"” en labsence d'incertitudes

de modele et d’erreurs d'initialisation. Les ssutentraintes a imposer a la trajectoire
plateyy(t) sont les conditions initiales et finales ainsi ¢ggecontraintes de saturation si

elles existent.

® Respectant 'état initial et final du systéme.
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La deuxieme partie contient le bouclage qui askuselivi des trajectoires générées en
présence des incertitudes du modele d'initialisatio de perturbations externes.

Pour illustrer I'apport de cette nouvelle théorians le cadre de la génération et la
poursuite de trajectoires, nous allons I'appligae modéle d’avion a décollage et
atterrissage dans le plan vertical PVTOL (modeles contraintes) ainsi qu’au modele

d’hélicoptére (modeéle avec contraintes).

Organisation du mémoire

Ce mémoire est composé de quatre chapitres orgashesi maniere suivante :

Dans le premier chapitre, nous introduisons lefsode la commande des systemes
non linéaires plats. Nous commencgons par un rappek outils de la géométrie

différentielle. Ensuite, nous traitons une nowvelélation d’équivalence entre les
systemes par une catégorie de transformation ddege&ne. Nous terminons par des
rappels liés a cette notion d'équivalence commedmmandabilité linéaire et non

linéaire.

Dans le second chapitre nous traitons le casirmpsrtant des systemes équivalents
aux systemes linéaires commandables par des besdalygamiques endogenes appelés
systémes platdNous donnons les résultats fondamentaux pernettiiobtenir la
linéarisation de cette classe de systemes. Nouffonérla platitude de deux modéles :
avion a décollage et atterrissage dans le plancaeRVTOL et de I'hélicoptere. Pour

chaque exemples, nous calculons le bouclage enddg@arisant.

Le troisieme chapitre est consacré a I'étude dblpme de génération de trajectoires
des systemes non linéaires plats. Nous introduidanméthode de génération de
trajectoires sans contraintes que nous appliguansnadele PVTOL. Nous nous

intéressons par la suite a un probléme pratiquecgucerne la majorité des systémes
physiques. C’est la génération de trajectoiress smantraintes. Pour illustrer cette

méthode nous prendrons comme exemple le modéléabptere.
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Dans le dernier chapitre, nous traitons le problé@eepoursuite de trajectoires de
références. Nous illustrons comment calculer airpdet la sortie plate le retour d’état

stabilisant dans I'espace de ces sorties. Cecp@stible grace a I'équivalence des
deux dynamiques par le bouclage dynamique emdogpli nous permet de

transformer le probléeme de poursuite de trajecdaile références dans I'espace initial
vers un simple calcul de retour d’état stabilig#ants I'espace des sorties plates.

Pour illustrer les performances de la loi de conmueaappliquée, des résultats de

s s N

simulations et des tests de robustesse sont pédsgta fin du chapitre.

Nous terminons ce travail par une conclusion gdaéet nous présentons quelques

perspectives pour les travaux de recherche ultétieu
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Outils pour la commande des systemes plats

1.1-Introduction

L’objectif de ce chapitre est de présenter leslutécessaires pour l'analyse des
systemes non linéaires plats. Nous introduisonbadthles concepts les plus courants
de la géométrie différentielle, notamment les &lifiorphismes, les variétés, les
champs de vecteurs, les dérivées de Lie, les hlisiohs, champs de vecteurs en
dimension infinie et la notion de systemes, dontolenalisme est nécessaire pour la
définition de la platitude. On en trouvera d’exeetes démonstrations dans [11], [12],
[15]. Nous traitons, ensuite, une nouvelle relatibéquivalence appelée équivalence
par bouclage dynamique endogéne dans le cadre algebre différentielle, et
équivalence delie Béacklund dans le cadre de la géométrie différentielle. €ett
équivalence permet le passage d’'un systeme néailena un systeme linéaire trivial
[4], [11], [12], [14], [15], [16], [21]. Nous termbns par des rappels liés a cette notion

d’équivalence comme la commandabilité linéaireaat linéaire [11], [14].
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1.2- Généralités

1.2.1-Varieté

Définition 1 : Etant donnée une application différentiabie de 0" dans 0O"P
(0O< p<n), on suppose qu’il existe au moins uy solution de I'équation implicite
@d(x) =0 et que I'application linéaire tangente®(x) est de rang pleirfn — p) dans
un voisinage V de x,. On appelle variété différentiable de dimensipnl’ensemble

X défini par I'équation implicite ®(x) =0. Autrement dit :

X ={x0V,®(x) =0} (1.1)

Si en outre ,.® est k fois différentiable, on dit qué est une variété de clasgk.
k=1,...,00,

1.2.2-Difféomorphisme

Définition 2 : Etant donné une applicatio@ d'un ouvertU OO" dans un ouvert
V OO" de classeC*, k=1. On dit quep est difféomorphisme local de clase

dans un voisinag&J (X,) d’'un point x, de U sip est inversible d&J(x,) dans un

voisinage V (p(x,)) du point p(X,) de V et sip™! est aussi de clas€@X.

1.2.3-.Champ de vecteurs

Définition 3 : Un champ de vecteursf (de classeC®, analytique) surX est une

application ( de class€¥, analytique) qui a toutx] Xfait correspondre le vecteur
f()OTX .

T, X est I'espace tangentX@ au pointx[ X.
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1.2.4- Courbe intégrale

Définition 4 : Une courbe intégrale du champ de vecteurgst une solutiofocale de

I'équation différentielle x= f(X).

1.2.5-Dérivée de Lie :

Définition 5 : Soit h une fonction de clas€® de O" dans . On appelle dérivée de

Lie de h dans la direction ,fnotée L; h la dérivée de h le long de la courbe

intégrale de fen t=0. Autrement dit :
d 4 oh
Lih() = (X (0heo = 2 £i (5 (9 (1.2)
t i=1 0%

par cette formule, un champ de vecteursqidielconque est identifié a I'opérateur

différentiel linéaire du premier ordre
n 0
Ly = f(X)—
f .Zi " ox (1.3)

1.2.5.1- Crochet de Lie

Définition 6 : Le crochet des champs de vecteursetf g est le champ de vecteurs

défini par :

en coordonnées locales :

=3 3| 9% g O]9
[f,g]—g{;(f,- 9 axj]]a& (1.5)
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Le crochet de Lie jouit en particulier des progFgsuivantes :
* Antisymeétrie {f,g] =g, f ];
o [of,mo]=aB[f,0]+ oL B)g-(B,a)f . pour toute paire (a,8) de
fonctionsC”.
o Identité de Jacobilf,,[f,, f.]]|+[f,[ s, f.]]+[fa[fr f,]] =0
Il vérifie aussi :

[o* f1,0* t,]= p*[f, 1,]

p© est un difffomorphisme de la variéxé dans la variété’ .
f, et f, des champs de vecteurs arbitrairesxde

p* f, et p* f, leurs images dang. Pour plus de détails voir [11]

1.2.6- Distributions de champs de vecteurs

Définition 7: Une distribution de champs de vectelsest une application qui a tout

point xJ X fait correspondre le sous-espace vectofk) de T, X.

Soit V un ouvert deX . La distributionD est réguliére et de rang constant k dans V

s'il existe des champs de vecteurs réguligys..., g, tels que :

e rang(g;(x),...,9,(x)) =k pour toutx V.
«  D(x) =ev{g,(X),....g,(X)} pour toutxd V.

Définition 8: La distribution D est dite involutive si et seulement si pour tautpde de
champs de vecteurs f gtdeD ona: [f ,g] UD.
Une distribution involutive est donc caractérisée p[D, D] 0D

Si D n’est pas involutives, on peut définir sa clotumeolutive .

Définition 9: La cléture involutive D est une distributionD est la plus petite

distribution involutive contenanb .
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1.3- Bréve introduction a la géométrie des jets infis
1.3.1- Jets infinis, coordonnées

Considérons le systeme

x = f(x,u) (1.6)

Ou f estdeclass€” surun ouvertX xU O0O"xO™,

f est, en fait, une suite infinie de champs de vestqaramétrés pau . Plus
précisément, pour définir une courbe intégraleutsmh de I'équation différentielle
(1.6)), on ne doit pas seulement spécifier la dwrinitiale x, a I'instant t = Q mais
aussi la fonction infiniment dérivable (on dirasksdans la suite) — u(t )sur un

intervalle de temps donné. Cette dépendance dendion infinie par rapport a
'entrée u est relativement mal commode si I'on veut utilisges bouclages
dynamiques par exemple. Donc, Il apparait nécesshdr développer un formalisme
legerement différent ou les courbes intégrales 1dé) (sont décrites de facons plus

compactes comme des fonctions lisges. (x(t),u(t , p@ramétrées seulement par des
conditions initiales. En d’autres termes, on esem@s a considérer des conditions
initiales ayant la forme d’'une suite infinig = (X,,Uy,Uq,...,ul,... , U les dérivées
de différent ordre deu a linstant t = Osont notéesll”’, avec 4> Q Ceci nous
conduit a compléter les coordonnées origindlea par)la suite infinie de coordonnées
¢ =(xuu,...,u*”, . )yOXxUx0O?, ot 'on note? =0™xO™x... ,le produit d’'un

nombre infini dénombrable de copies d€.

1.3.2- champs de vecteurs
Dans ce contexte, une fonction lisse est une fonajui dépend de facon infiniment

dérivable d’'un nombre fini (mais arbitraire) de mbmnnées. Le champ de vecteurs

admet dans ces coordonnées un prolongement naturel

F(¢) = (f (x,u),u,0,...) (1.7)

10
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Et I'équation (1.6) devient

¢=F() (1.8)

avec ¢(0) = ¢,. Ainsi, (1.8) définit un champ de vecteurs, ausséabituel sur une
variété de dimension infinit = X xU x[7 .

On arrive a la méme conclusion par un autre rasmamt en calculant la formule de
dérivée de Lie suivante :

Prenons une fonction lisde, dépendant de fagon infiniment dérivablexde u et un

nombre finir de dérivées da. On adopte les notations usuelles

oh 5 oh
—f=)—f :
et
oh (k+1) — - oh (k+1)
s =L o

La dérivée deh le long d’'une trajectoire de (1.6) est donnée par

AL L RPN

1.11
dt ox du ou®” (1.11)

En tout point(x(t),u(t),u(t),...,u(t),... ) Notons que, bien quie ne dépende que des

dérivées deu jusqu'a l'ordrer, la coordonnéeu™ apparait, ce qui constitue une
raison supplémentaire pour considérer des coomformées par la suite infinie des
dérivées dau.

Cette formule s’interpréte comme la dérivée de déeh par rapport au champ de

vecteurs de dimension infinie

11
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(x,u,u®,u® ) & F(xu,u®,u® ) = (f(x,u),u®u?,..) (1.12)

Ou avec des notations plus simples a partir deradle de dérivée de Lie précédente
(1.11)

0 < 0
F(x,uu® u®, . )= f(x,u)—+>uid —_ 1.13
( ) = f( )6x JZ::,) 5y (1.13)

Notons que chaque composante FHeest une fonction lisse, (i.e., dépend de facon

infiniment dérivable d’'un nombre fini de coordongge

1.3. 3-Systemes

Ainsi, au systeme commandé (1.6) du est une famille infinie de champs de vecteurs

paramétrée paru, on préfere substituer la définition suivantesgsteme, constitué

d’'un champ de vecteurs sur une variété de dimensfome :

Définition 10:  Un systéme est la donnée d'une paik,F) ou F un champ de
vecteurs lisse suM = X xU x[] .

Notations: dans la suite nous utiliserons :

u® =yu® =gu® =,...,. o =u,u®,...,u®)pour toutk, etad =(u®,u®,..).
Remarque: Une différence importante liée a la représeataéin dimension infinie de

(1.6) par rapport a la représentation usuellegastla notion de dimension d’état est

perdue. En fait, dans notre formalisme :

x=f(x,u,xudXxu OdO"xOm (1.14)
Et
x= 10w (1.15)
u=v

12
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Ont la méme descriptiorfM ,F , JavecM = X xU x[_ et

F(x,u,u® u®,..) = (f(xu),u®,u?, . .) (1.16)

En effet, I'applicationt - (x(t),u(t ))est une trajectoire de (3.14) si, et seulement si
'application t — (x(t),u(t),u(t)) est une trajectoire de (1.15). une telle situatitast

pas surprenante puisque la dimension d'état n'‘em préservée par bouclage

dynamique.

Exemple 1: Le systéme trivial (O.,T,), de coordonnéesy=(Y,...,Y, )
yO =(y?,..,yD), y? =(y?,...,y?),... etdontle champ de vecteurs, dit champ de

vecteurs trivial notd,, est donné par :

T, y?, 2,0 =0, y?,.. ) (1.17)
Ou, en notation opérateur différentiel

m

Ty, y?.y®..) Z y y(J) (1.18)
i=1j i

représente n’importe quel systeme constituéndechaines d’intégrateurs de longueurs

arbitraires, et en particulier le transfert diregt =u,, i =1...,m.

Exemple 2: Un systeme linéaire a m entrées indépendantes espmnd a

(0"x0O,,L) avec le champ de vecteurs infini donné par

d

e (1.19)

L(x,U) = (Ax+ Bu)a— + ZU“’*D
X

©=0

13
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Ou A est la matricenxn et B une matricemxn.

Remarque: Si la variétéM est de dimension finie, alors il s’agit d'une étijon
différentielle classique, i.e., d’'un systeme didigtiel ordinaire déterminé avec autant de

variables que d’équations. Dans le cas d'unésystx = f(x,u ) le systeme devient
sous déterminé et comporte plus de varialfpesi qué d’équations. La variét®l

associée est alors de dimension infinie.

1.4- Equivalence au sens de Lie-Backlund et bouckag dynamiques

1.4.1- Equivalence

Nous nous intéressons maintenant a définir undioelal’équivalence, dite deie-
Backlund,permettant de formaliser le fait que deux systéswmg « equivalents » s'l
existe une transformation inversible qui échangeslérajectoires. Elle s’appuis sur la
notion d’isomorphisme déie-Bécklund utilisée en physique mathématique. Comme
nous le verrons dans la suite, cette équivalencéesicoup moins restrictive que la
notion classique, par difffomorphisme et bouclaggicgie d’état, et S’interpréte en

termes de bouclages dynamiques.

Considérons deux system@gl ,F et N,G) et une application lissegb:M - N. Par

définition, chaque composante d’une telle applicahe dépend que d’'un nombre fini

de variables. SoiP 1M et notonsqg = ®(p).
Sit - ¢(t) est une trajectoire d&1,F dans un voisinage dp, i.e.,

Ot ¢(t) = F(¢(t)). (1.20)

alors l'application composéet — £(t) = P(¢(t Yeste dans un voisinage dp et

satisfait la regle des dérivées composées:

14
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£ ="’ai;(c(t».c(t) =Zi:(c(t))-F(c(t)) (1.21)

Insistons encore une fois sur le fait que cesesgions ne contiennent que des sommes
- R . . o . 0P
finies, méme si les vecteurs et les matrices osittaées infinies. Une ligne d%— ne

¢
contient qu'un nombre fini de termes non nuls puésdes composantes d@ ne
dépendent que d’'un nombre fini de coordonnées.

Alors, siles champs de vectelwkset G sont® - reliés en(p,q ) i.e.,
0P
O¢ .G(®(s)) =a—c(c)-F(c) @)2

alors pour tour dans un voisinage dp, on a

&(t) = G(P(c(1) =G(&t ) (3)2

Ce qui signifie quet - &(t) = d(¢(t ))est une trajectoire d&l,G .)Si de plus®
admet une application inverse réguliéke alors F et G sont égalemen¥ reliés en
(g, p), et il existe une correspondance locale entredgsctoires des deux systemes.
Une telle applicationd qui échangd- et G est appelégansformation endogene.
Nous sommes donc conduits a introduire la définifoivante :

Définition 10: Soit @ une application lisse bijective dé€M,F) dans (N,G) au
voisinage du couple de poini{®,q) avec pd M et g=d(p) N dont linverse

aussi supposeée lisse, et not®e On dit queb est un isomorphisme de Lie-Backlund
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en (p,q) si, et seulement si, les champs de vectBuet G sont® - reliés en(p,q)
et les champs G dt sont aussi¥ -reliés en(q, p) .

Les isomorphismes delLie-Backlund conduisent naturellement au concept
d’équivalence delie-Backlund suivant:

Définition 11 : Deux systemefM,F)et (N,G), sont dits Lie-Backlund équivalents
en (p,q)IM xN si et seulement si, il existe une applicatiosdisP d’un voisinage de

p sur un voisinage dey = ®(p) qui soit un isomorphisme de Lie-Backlund en

(p,q) .

(M,F) et (N,G) sont Lie-Backlund équivalents s'’il existe une mapilon lisse @

d’'un ouvert denseD 0 M dans N qui soit un isomorphisme de Lie-Backlund de
(M,F)dans (N,G) au voisinage de toutes paires de poifps®(p)), avec p dans

D.

Théoréme 1:Si les deux systemeéM, F) et (N,G), sont Lie-Béacklund équivalents,
ils admettent le méme nombre d’entées indépendantes

Théoréme 2:Deux systemes linéaires commandables s@Backlund équivalents

si, et seulement si, ils ont le méme nombre déestindépendantes.

1.4.2-Bouclages dynamiques

1.4.2.1-Transformations dynamiques endogénes

Définition 12 : Les auteurs ont défini la notion d’équivalence eyl en utilisant des
transformations dynamiques endogenes. Pour cesftysemations particulieres I'état
k et la commande du bouclage dynamique s’expriment en fonctiondtatlet d'un

nombre fini de dérivées de la commande
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Kk =C(x,u,...,u?)

v =D(x,u,...,u?) (1.29)

1.4.2.2-Bouclages dynamiques endogénes

On considére le systen{®,F dgnt la représentation en dimension finie est :

x = f(x,u)

Un bouclage dynamique est la donnée d’une équdiitérentielle de la forme :

z=L6(x,z,v) ®)2

et un bouclage :

u=a(xzv) 26)

Le systeme bouclé est alors donné par

x=f(x,a(x,zV))

s = Bixzv (1.27)

Un tel systeme peut avoir la propriété de non sgibéité, c’est a dire ne pas pouvoir

revenir du systéme bouclé au systéme d’originaupautre bouclage dynamique.

Définition 13: Soit le systemé¢M,F). On appelle bouclage dynamique endogéne un

bouclage dynamique de la forme :

z=[(X,zV)

u=a(xzv) (1.28)
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Tel que le systeme bouclé soit L - B équivalersyatemegM , F).

Théoréme 3: Supposons que les deux system@$,F et) (N,G) définis par

x= f(x,u) et y=g(y,v) sont L-B équivalents, alors il existe un boucldgaamique

endogene
2= B(X,zVv
Al ) (1.29)
u=a(x,zv)
tel que le systéme bouclé
x=f(xa(xzv
. (x,a(x,z,v)) (1)30
z= (X, z,V)
Soit difféomorphe au systeme prolongé
W(r+1) =Y,

pour un entier assez grand.

1.5- Systemes commandés, commandabilité

1.5.1-Commandabilité des systémes linéaires :

La commandabilité fait partie des propriétés dsé&sicturelles qui caractérisent les
systémes et permettent éventuellement de les fadmsgpar leurs propriétés
géomeétriques et algébriques.

Elle est indispensable dans les applications poulung systeme puisse étre
convenablement commandé mais ne permet, cepermmentle construire des lois de
commande de facon effective, sauf éventuellememd iacas des systemes linéaires.
Cependant, elle sert d’introduction & de nombregsestions d’une grande importance
pratique, comme la planification de trajectoires.
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1.5.1.1-Critére de kalman
Soit le systéme linéaire :

X = Ax+Bu (1.32)

ou xOO" est le vecteur d’état etl]J™ est le vecteur des entrées. La matrfceest

de taillenxn et B de taillenxm.

Définition 14 : On dit que la paire(A,B) ou encore le systéeme (1.32) est commandable
si, étant donnés un instart >0 et deux points quelconques et x; de 0", il existe

une fonction du temps - U(t) de [O,T] dans ™ continue par morceaux, tel que la
solution X(t) de (1.32) engendrée paiu et ayant pour condition initial&(0) = x,
verifie X(T) =X, .

Autrement dit :

eTx, + [ T VBU(t)dt = X, (1.33)

Cette propriété ne dépend en fait que des matrisest B comme le montre le

théoréme suivant dd0 au critere de Kalman.

Théoreme 4 :Une condition nécessaire et suffisante pour queyséme (1.32) soit

commandable est que le rang de la matrice blocs
p=(B:AB:...:A™B) (1.34)
soit égal an.

La matrice p est appelée matrice de commandabilité de Kalm#e. dst de taille

nxnir.
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1.5.1.2-Forme canonique de commandabilité

La notion de la forme canonique fait référence & cdlassification qui elle-méme fait
référence a une relation d’équivalence : On comm@ac décrire les systemes qui sont
équivalents entre eux, puis on détermine les reptasts (donnés par leurs forme

canonique) de toutes les classes disjointes.

Définition 15 :On dit que deux systemes= Ax+ Bt 2= Fz+ Gv sont équivalents
par changement de base et bouclage s’il existe deatxices M et L inversibles et
une matrice K, tel que sk et u satisfont: X=Ax+ By et si z= Mx et
v=Kx+Lu, alors z et v satisfont z=Fz+ Gy et inversement.

M est la matrice de changement de base, inversiblaitle nxn, et K et L sont les
matrices de bouclage, avec de taille mxm inversible etK de taille mxn.

De linversibilité des deux matricedl et L, on déduit immédiatement que les deux
systemes équivalents ont mémes dimensions d’'étéemrtrées. Pour exprimer que cette
équivalence ne dépend que des matrices des deti@xn®g on dit aussi que les paires
(A, B) et (F,G) sont équivalentes [11].

Théoréme 5 ( Brunovsky): Tout systéme linéaire commandablenaétats etm

entrées correspondant a une pg#eB esiequivalent a sa forme canonique

F =diag{F,....,F,}, G =diag{g,,...,g,} ol chacune des pairgs g, est de la forme :

010 0 0
00 1 0 0

F=l: -t o=l i=1..,m (1.35)
000 1
000 o 1]

avec F. de taillen xn et g de taillen x 1, les entiersn,...,n,, étant les indices de

commandabilité déA,B et vérifiant 1<n <n et > n =n.
i=1
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Les conséquences de ce résultat sont tres impestgntisqu’'a l'aide de la forme
canonigue on peut facilement planifier les trajeetet concevoir des bouclages. Pour

simplifier nous donnons un exemple pour le casona@ntrée.

1.5.1.3-Détermination des trajectoires de référengear la méthode polynomiale
Exemple:

Soit le systéme & états et 1 entrée, commandable= Ax+bu . Ce systéeme étant
équivalent a z=Fz+gv avec z=Mx, v=Kx+Lu . Sil'on veut aller d'un point
X(0) =x, aun pointx(T) = % , partant a I'instant 0 avec la command@) = u, et
arrivant a l'instant T avec la commandé€T) = u, , il suffit de traduire ces conditions

surz etv.
z(0) = Mx,, v(0) =Kx, + Lu,, 2z(T)=Mx, V(T) = Kx + Lu, (1.36)

Puis de remarquer, qu’a partir de (1.35), que &ampgre composante de, que l'on
rebaptise y pour plus de clarté, vérifie

y'=2"=z,
: i=0..,n- 1 (1.37)
y® =70 =y

dy
dt'

Ainsi, les conditions (1.36) s’interpretent comrdes conditions sur les dérivées

Avec y©) =

successives dg jusqu’a l'ordren aux instant O efl . Par conséquent, si on considére
une courbe n fois différentiable tD[O,T] - V. ()00, vérifiant les conditions

initiales et finales (1.36), I'ensemble des tresivariables du systéme s’en déduiront
par simple dérivation, efans intégrer les équations du systeEw particulier, I'entrée

v sera obtenue en dérivantfois y, par rapport au temps et la commande, se
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déduira paIuref = _L_lKM _1Zref +L ]Vref , avec Zref = (yref ! yref 1ecd yr(gf_l)) .

De méme, la trajectoire de,, s'obtient parx, =M~z et I'entréeu,, ainsi obtenue

ref
réalise exactemenk., = Ax, +bu.
Reste a trouver une telle courlye, . Or, en utilisant la théorie de l'interpolatiom o

peut trouver un polynbme dutemps de degrémains égakn+ el quelesn+ 1
conditions initiales et lem+ finales soient vérifiées, et qui, en tant que pdiyie de

degré2n+ 1 sera automatiquementfois différentiable :
204 (¢ i
Yer ) =D, (—j 1.38)
i \T

Les coefficients a,,...,a,,,, Se calculent en égalant les dérivées susessdey.,

prises aux instants 0 &t aux conditions initiales et finales respectivement

2n+1

Y = = ZI(I ~1)...3- k+1)6n( —)' (1.39)
Soit,at=0
yref (O):aO’ yr(:f) (O):-:-(_iak’ k:l""n_l’ Vref (O):Tlian (140)
etat=T :
2n+l ‘ 2n+1 H
Ve M=, YT = Z( _k)l k=1..,n-1 (1.41)
i=0

nl 2n+1 il

ref(T) Tn Z(I .n)' i

1=n

Ce qui fait au totan+ 2équations linéaires en |+ @efficientsa,,...,a,,,,,

qui peuvent, en fait, se ramenema éduations linéaires en las+ cbefficients
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inconnusa,,,,...,a,,,, puisque lesn+ Ipremieéres eéquations (1.40) sont résolues en

Ay, Q,

n

%= Y 0, 8= T 90, k=1...n-1,a, =1 v 0) (1.42)

Notons que le systéme linéaire (1.41) a toujours salution unique car on peut

I'écrire :
1 1 1 .. 1 yref(T) > oa,
n+1 n+2 2n+1 a
n+1
+1 +2)(n+1 2n+1)2 .
(ran @e2lned - EEn e T m - Y,
: a
ey (12 I I D
2 (n+1)! T, (T)-na,

(1.43)

et la matrice de gauche a toutes ses colonnes endaptes, ce qui achéve la

construction de la trajectoire de référence.

1.5.1.4-Suivi de trajectoire, placement de podles
Il est possible aussi d'utiliser la forme canoniguaeirr concevoir des bouclages : Soit le

systéme canonique sous la forme :

=v (1.44)

En supposant que I'état compl&t est mesuré a tout instant. Si on désire suivre la

M =y

ref ref 1

trajectoire y,;, telle quey, gu’on vient de construire, et que le systéme est

soumis a des perturbations non modélisées, I'ématre la trajectoire réelle et sa

référence est donnée par :
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e= y - yref (145)

et vérifie
e =v-v,. 1.46)

Notons que si I'on mesure I'état, on est en mesure de calculer & chaque instant cet
écart et de s’en servir pour ramener cet écart a 0.

En posant

n-1 )
V=V =+ Ke¥ (1.47)

i=0

les gainsK; étant choisis arbitrairement. Le systeme de lédavient

n-1 )
e® =+>"K,e" (1.48)
i=0
Ou matriciellement
0 1 0 0

e 0 0 1 0 N
= : (12.49)

(n) :

e 0 0 0 1 &
- Ko - Kl - Kz TR

On vérifie facilement que les gai§ sont les coefficients du polyndme caractéristique

de la matrice ainsi construite, si bien qu’on paater les valeurs propres ou I'on veut
dans le plan complexe en choisissant convenablele®giins. Si les gains sont choisis
de sorte que toutes les racines du polyndbme @istajue soient a partie réelle

négative, la dynamique de I'écart est exponentiediat stable [11].
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1.5.2-Commandabilité des systémes non linéaires

Considérons maintenant un systéme non linéaire

x=f(x,u) (1.50)

Ou l'état x appartient a un ouvert de", et I'entréeu est de dimensiom.
On peut définir plusieurs notions de commandahilia notion la plus proche de ce qui
précéde, mais la plus restrictive, concerne lamsandabilité locale autour d’'un point

d’équilibre (X,u), c'est-a-dire tel qud (X,u) =0.

1.5.2.1-Commandabilité au premier ordre

Définissons alors le systéme linéarisé tangentoaut p’équilibre X,u par
x = Ax+ Bu ,A=£(X,U), B=ﬂ(X,U) (1.51)
0x ou

Définition 16 : On dit que le systemdl50) est commandable au premier ordre au
point d’équilibre (X,T) sile rang dep, défini par (1.34) est égal an.

Une autre définition possible est la suivante :

Définition 17: Le systeme (1.50) est localement commandable ant d@quilibre

(X,u) si pour toute>0 il existe 7>0 tel que pour toute paire de points
(%,%)00"x0O" vérifiant %, - X|<n et|x-x|<7, il existe une commande u
continue par morceau su0, telle que[i(t)| <&, OtO[0,€] et X, (x,T) =x, ol
I'on a noté X,(x,,U) la solution de (1.50) a linstant, générée a partir dex, a

I'instant 0 et par la commande .u

Autrement dit, le systéme est localement commadabl point d’équilibre(X,T) si

'on peut aller d’un point a un autre, situés touteux suffisamment pres du point
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d’équilibre, en une durée arbitrairement courteawdc une commande suffisamment

petite.

Théoréme 6 : Si le systeme (1.50) est commandable au premidrecau point

d’équilibre (x,0), il est localement commandable €Rr,0) .

1.5.2.2-Commandabilité locale et crochets de Lie

Pour simplifier, on considere que le chamipde (1.50) est affine en la commande.

Autrement dit, que le systeme (150) est donné par :
x=f,(x) + > u f (%) (1.52)
i=1

avec f,(0) = Q de sorte quex= @tu = Oestun point d’équilibre.

A partir des champs de vecteursf,,... f., on construit la suite de distributions

m?

suivante :
D, =ev{f,,....f.}, D, =[f,.D]+D, =1 (1.53)

ou D, est la cléture involutive de la distributidD, .

Dans la suite, nous supposerons qu'il existe ureuw =" dans lequel toutes les

distributions considérées sont de rang constant.

Théoreme 7 :Une condition nécessaire pour que le systefifs? , aved,(0) = 0
soit localement commandable a l'origine est quelifribution D” construite par la

récurrence(153 )vérifie :

rang(D"(x)) =n, OxOU (1.54)
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Ou U est un voisinage de I'origine.
Remarque : la suite de distribution, est non décroissante, i.B,,0 D,,, pour tout
i, et il existe un entiek” et une distribution involutiveD" tels queD,. =D,.,, =D’
pour toutr > Q
En outre,D” jouit des deux propriétés suivantes :

« eff, f }OD

. [f,,D']OD".

Théoreme 8 :Supposons lesn+ thamps de vecteur$,,..., f,, analytiques. Si le

m

systéme (152 ) est localement commandable g et@ = 0, alors

Lig{f,,.... f, }(x) =T, 0", OxOX (1.51)

Pour plus de détails et de démonstrations voif. [11

1.6-Conclusion

Nous avons commencé ce chapitre par un rappé&smotions les plus courantes de la
géomeétrie différentielle : variétés, diffeomorphesn dérivées de Lie et les
distributions. ensuite, nous avons donné une bri@wduction a la géométrie des jets
infinie, cette introduction est nécessaires gdauléfinition des systéemes plats ainsi
que pour I'étude de I'équivalence et des baedadynamiques endogénes. Par la
suite, nous avons traité, une relation d’équivadeastre un systeme non linéaire et un
systeme

linéaire trivial, appelégquivalence de Lie Backlundont la dimension des états n’est
pas nécessairement identigue . Cette différence de dimension seluitapar
I'élaboration d’'un bouclage dynamique qui nous permde transformer le systeme
initial vers un systeme trivial. Les états de type de bouclage sont engendrés par

I'état et un nombre fini de dérivées de la commashdsystéme initial.
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Chapitre 1 Outils pour la commande des systemds pla

Pour finir, nous avons inséré des rappels liégg@uivalence comme la commandabilité
linéaire et non linéaire.

Dans le chapitre suivant, nous allons étudier fetémes non linéaires plats. Cette
nouvelle théorie sera appliquée a deux systéemeudhaine d’aéronautiques : avion a

décollage et atterrissage dans le plan verkcBNVTOL », et de I'hélicoptére.
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Chapitre 2 Les systémes plats

Les systemes plats

2.1- Introduction

La platitude est une propriété caractérisant uassel de systemes non linéaires, elle a
étée définie dans le cadre de l'algebre différelgjgbuis dans le cadre de la géométrie
différentielle [4], [11], [12], [13], [15], [17].

Le concept de la platitude introduit une notiongdiéalence entre un systéme non
linéaire et un systéme linéaire commandable. Céftjaivalence porte le nom
d’équivalence par bouclage dynamique endogéne dansadre de [l'algebre
différentielle et d’équivalence dkie Backlunddans le cadre de la géométrie
différentielle. Pour plus de détails se référgt]a[11], [12], [15], [17], [21].

Le concept de la platitude a été mis en ceuvre gdlarsseurs domaines d’application,
comme par exemple la commande des réacteurs clesjiucommande des processus
thermiques, la commande des moteurs, la commandsusfgension active ou semi
active, le pilotage automatique des avions ou enlsopilotage de grues [4], [11], [14],
[17], [18], [25].

Il est important de noter que les systéemes plat$ spe généralisation des systemes
linéaires commandables dans le sens ou tout sysdiie@age commandable est plat.
Dans ce qui suit, nous rappelons la définition laligiie de la notion de platitude. La
définition de la platitude dans le cadre du foismé géométrique est rappelée en

annexe.
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2.2- Définition de platitude

2.2.1 - Platitude dans le cadre de I'algébre difféntielle :

Dans le contexte de I'algébre différentielle, ursteyne est vu comme un champ de
vecteurs généré par un ensemble de variables @itatsnmandes). La caractéristique
essentielle des systemes plats est qu'il existeegteur de sorties plates de dimension
égale a la dimension du vecteur de commande, telsgs composantes soient des
fonctions différentielles des variables du systeetetel que, toute variable du systeme
(on ne fait pas de distinction entre les variall&gat et les entrées du processus),
puisse s’exprimer a partir de ces sorties et diambre fini de leurs dérivées, sans
intégration d’équations différentielles [4], [L116], [17], [22].

Pour définir les systemes plats, considérons l&sys non linéaire régi par I'équation

différentielle suivant :

x=f(x,u) (23

ou x[OO" est I'état,ud ™ est I'entrée de commande ét est une fonction réguliére
o . . Of )
de classeC” de x et deu , dont le rang de la matrice Jacoblenge est égale
u

am(i.e., le systtme admet effectivementcommandes indépendantes).

Définition 18: Un systeme non linéaire modélisé par (2.1) esdiffierentiellement
plat si, et seulement si, il existe un vecteur aties platesy O™ différentiellement

indépendantes, de dimension égale a celle du vedeecommande , dépendant de

et deu et d’'un nombre finr de ses dérivées

y=W(x,u,u,...,u®). 22
tel que

X= 0p(Y: Vseos Y)

e (23)
u= oy, ¥,y y')
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Chapitre 2 Les systémes plats

Ou Ww:O"x(@M* - O™, p,:(@M™ 0" et p:(O™™ - O™ sont des
fonctions réguliéres.
r : estle degré relatif.

Cela revient a dire que tout le comportement dygamidu systéeme (2.1) peut étre
décrit par le comportement dynamique de la sottitepy .

A y(t) définie pourt[0,T ] les trajectoires sont de la forme :

X(t) = Po(Y(t), Y(t),.... y(t)")

(24)
u(t) = o, (y(t), y(),....yt)")

Our est un entier.
Par la suite, nous utiliserons la terminologisystemes plats pour nommer la classe

particuliere des modeles non linéaires respecsaiéfinition 18.

2.3-Exemples

Eemplel :Soit le systeme suivant

X =X XU
X, ==X, +U (25)
Xg = Xp = X 2%, (U=X,)

2

En posant : Y, =X +X—22

Yo =V = (% = xUu) +X,(U=X, )
=X3_X22

Ya = Vo = V1= % =% + 2%, (U=X,) = 2%, (U= X,)
=X X

V=Y, =Y = ox U -, +u

=X X +U(1+X2 )
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Chapitre 2 Les systémes plats

Ou la commande apparait a la®¥dérivation. Il vient alors :

OIyl 0 1 OY)vy, 0
ay2=001 Y, |[+]0v (2.6)
Y3 000 Y3 1

y, joue le rdle de la sortie de Brunovsky , mais dansadre non linéaire on dit que
c’est unesortie plate.C’est encore un changement de variable que nowssasffectué

et y, permet de paramétraoutes les trajectoires du systeme : autrement, dit, x;,u
s'écrivent au moyen dg,, y,, ¥,, Y .
- pour calculerx, on résout(x)*+ 2x (L+ ¥,) + 7 —2y, = OLe discriminant est

positif si, et seulement si+2(y, +y,) >0. Les deux solutions sont :

X1 = _(1+ yl) _\/1+ 2(y1 + yl)

ou

X, = _(1+ yl) + \/1+ 2(y1 + yl)

Nous choisissons la bonne solution grace aux @ififér arguments : continuité de la
grandeuk, , sens physique, etc....

Dans ce cas, nous ne retenons que la plus gratelg des deux solutions :

X1=_(1+ Y1)_\/1+2(y1+y1) (2-7)

- ensuite X, =y, +Xx

- puis X =y, + P+ 2%, + X

Lo YO TG Y 20,
L+ +9,

- enfin
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Chapitre 2 Les systémes plats

Eemple2 : Systeme masses — ressorts
Considérons un systeme constitué de deux sofidesiasses respectiveg et m,,
accrochés a deux ressorts de raideurs respeclives k,, pouvant se déplacer le long

de I'axe (Ox) , voir la figure (2.1)

Figure 2.1 : Systéme masses — ressorts.

Les abscisses respectives des centres de gavieé G, des deux solides sont notées
|, +x etl,+x,, oul, etl, sont les positions au repos @e et G,. On suppose que les

deux masses sont soumises a des frottements visqespectivemeny, (%) et y,(x,).

Les fonctionsy; et y, sont supposées non negatives, deux fois continfidégivables
et y;(0) = y,(0) = 0. Enfin, on exerce une forae sur G, .

Les équations de la mécanique s'écrivent immédianém

{mlxi kX + (%) =Ko (%, = %) (28)

m,X, + K, (X, = %) + (%) = u.

Pour mettre (28) sous forme implicite, il sutfiéliminer la derniére équation, soit :
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Chapitre 2 Les systémes plats

mX, + kX + )1 (%) =K, (X, =x) =0 (29)

Montrons qu’on peut exprimex, et u en fonction dex,. De la premiére équation de

(2.8) on tire :
e S (SRS SERIACY) (210 )

En dérivant, et en notary la dérivée de la fonctigs , on aura :

_m (3)
X, =— K + —
2

K, (k)% + K ()%,) (211 )
puis de la seconde equation de (2.8) , en utiligsnéxpressions de, et X, ci-dessus,

on obtient 'expression de suivante :

m m,k
u= %Xim) +( k2 o m, + mljxi + k1X1 +y1(X1) e k (yl (Xl)(xl) + y1(X1)X1(3))
2 2 2

(2.12)
+y2(r;‘le>+k (8 +k)x1+y1(x1)+x)j

2 2

Ce qui montre que, et u s’expriment en fonction de; et d’'un nombre fini de ses

dérivées. Donc, le systéme (2.8) est plat ayecomme sortie plate.
Remarque : La transformation obtenue a partir de la sortégepy = x, revient a mettre

le systéme sous forme canonique commandable (fdenBrunovsky) qui s’écrit ici

y@ =y,
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Chapitre 2 Les systémes plats

2.4- Applications

2.4.1: Modéle de l'avion a décollage et atterrisge dans le plan vertical PVTOL
(Modéle sans contraintes)

Comme il a été considéré par Hauser et al [18]srallons étudier dans ce qui suit
l'avion a décollage et atterrissage dans le ptical PVTOL (Planar Vertical Take
Off and Landing) le plus simplifié, représenté ddadigure 2.2:

Figure 2.2 : L’avion a décollage et atterrissagendde plan vertical.

Soit (i, ],k ) le repére fixe, efi;,],.k,) le repére mobile lié au corps de I'avion, avec

i, =] .Les forces appliquées sur le systéme sont :

—

=Tk,

F, = (sinai, +cosak, )F,
F, = (sinai, —cosak,)F,
mg = -mgk

—

(2.13)
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Chapitre 2 Les systémes plats

L’équation du mouvement est écrite en fonctionaesdonnées du centre de masse C

comme suite :

{mac=f+ﬁl+ﬁ2+rr@ 214 )

JJ, =CM, xF, +CM, xF,

X est la position horizontale du centre de maSse

z estla position verticale du centre de maSse

6 estI'angle d’orientation de I'avion par rappartaxe horizontal Ox).
X est la vitesse de I'avion par rapport a I'axezartal (Ox).

2 est la vitesse de I'avion par rapport a I'axdieal (Oy).
@ est la vitesse angulaire de I'avion par rappdiaxe vertical qui passe
par son centre de masse.
X est I'accélération de I'avion par rapport a I'daizontal Ox).
Z estl'accélération de I'avion par rapport a 'asestical (Qy).
@ est I'accélération angulaire de I'avion par r@apm I'axe vertical qui passe
par son centre de masse.
T estla poussée.
Ifl, If2 forment le couple de forces, de modules identidtie appliqguée aux bouts des

ailes.

M,,M, sont respectivement les points d’application dasxdorcesF, etF, .

| est la distance entre le centre de masse poiets d’'applications des deux forces.

a est l'angle d'inclinaison des deux forc&F, par rapport & I'axe vertical de
I'avion.

m est la masse de l'avion.

J estle moment d’inertie de I'avion par rap@osion centre de masse.
g estlaforce de gravité terrestre.

ac estl'accélération totale du centre de masse C .

O. estl'accélération angulaire du centre de masse C
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De la figure 2.2nous avons :

i, =cosd +sin&k
- ~ . (215
k, =—sind +cost&
En développant (2.14) nous obtenons :
m(xi + ) = -Tsind +T cosék + 2F sinai, - mgk (2.16)
J§, = 2IF cosaj, '
En remplagant, par sa valeur donnée dans (2.15) nous abon$isso
mX = =T sin@ + 2F sina cosd
mZz =T cos@ + 2F sina sind — mg (2.17)

JO = 2IF cosa

En divisant parm les deux premiéres équations de (2.17), on dbtensystéme

d’équations suivant :

X = —lsin9+ 2£sinacose
m m
LT F . .
=—cosf+2—sinasind-g (2.18)
m m
JO = 2IF cosa

En posant :
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Chapitre 2 Les systémes plats

T
u = E
u, = Z—Fcosa
2 (219
£ =tana
p=m
J
Nous obtenons finalement le modele simplifié du P\(Tsuivant :
X =-u,sind + &u, cosd (220a)
Z2=u,cosf+eu,sind-g (220b)
6=Iu, (2200)
u,,U, sont les composantes du vecteur d’entrée
Une représentation implicite de (2.20) est dorpa#e
%é = tcosd + (2 + g)siné. (2.21)

Cette équation différentiellement implicite admetrois fonctions indépendantes
inconnuegx, z,6 )
Si on Considere maintenant un autre systeme diffi@teimplicite a quatre fonctions

inconnues et deux équations :

(V= X)2+(y, - 2) = (})2
- yl(YZ - Z) + (yl - X)(yz + g) =0

(2.22)

Ce systeme admet l'interprétation geométriqueasu®/: Soit(y,, y,) la position d’un

38



Chapitre 2 Les systémes plats

Figure 2.3 : représentatiorog&trique de la sortie plate.

point H situé a la distanc% de C (voir lafigure 2.3. C'est-a-dire :

(% =07+ (%, =2 = ()’ (923

De (2.22) nous avons :

A= A (229
Y, +d Y= 2

Le point H vérifiant (y, = X)* + (y, —2)* = (%)2, ou en coordonnées polaires :

y, = x—%sin@
(2.25)
y, = z+§cos6?

est appelé centre instantané de rotation.
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Montrons que le systéeme d’équations (2.22) estvatgrit au systéme (2.20), ou ce qui
revient au méme que (2.22) et (2.21) sont équitalen

Partons de (2.22) et en dérivant deux fois (2.28)s obtenons:

¥, = X—%écos@+§92 sing
(2.26)
y,=Z2——@sinfd ——6° cosb.
A A
En tenant compte du fait que y, = x—%sin@, Y, = z+§cos¢9 , hous aurons :
. N E( . N : E(. &4 . .
(=) + (.t —Xx) = ;(— y;cosd — (¥, + g)sing) = ;(79 — Xcosg - (Z+ g)smé’j
(2.27)

Donc, si (2.22) a lieu, alors (2.21) aussi, etpaamjuement, ce qui montre I'équivalence

annonceée.

2.4.1.1-Platitude de l'avion PVTOL
Montrons que le systeme (2.20) est plat aveg,y,) les coordonnées de la sortie

plate.

De (2.22) nous tirons:

(2.28)

La platitude du systeme s’en déduit immédiatemeet §y,,y,) pour sortie plate.

6 = arctg( Y ), sin@= Y cosf = Y2 %9 (229)

¥, +9 JE)2+ (9, + g)? JE)2 + (9, +0)°
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En outre :

_ 3 Y1
x=y 4 & (230 )
LA+ (3 +9)?

£ Yo+ g
ad (231 )
A2 + (9, +9)?

et les deux entrées s’en déduisent aisément

1d? y,
u, = —— (arctg—=2— 232
=g ey ) (232 )

2

q < . .
u = _F(yl + % %

< )
AJE)Z+ (5, +9)% ()7 + (5, + g)°

2

+ | —
[dt2

c - -

- syl L @a33)
VO +(5,+9) )7+ (5, +9)

Ce qui montre que toutes les variablessygsteme (x,z,6 )ainsi que les entrées

u,, U, peuvent s’exprimer en fonction dg et y, et leurs dérivées par rapport au temps

jusqu’a I'ordre quatre.

Il en résulte que toutes les variables de (2.20y@et s’exprimer comme fonction de
Y;, ¥, et d’'un nombre fini de leurs dérivées par rappartempsy,, ¥;,---,Yo, ¥o,-.-

La platitude du systeme s’en déduit immédiatemeet 4y,,y,) pour sortie plate.
Plus précisément, a toutes les trajectoires, (x(t),z(t),6(t on peut faire

correspondre une trajectoire au moins quatre #ivable.

Remarque : toutes les trajectoires — (y,(t),y,(t)) peuvent étre choisies de fagon

arbitraire, a condition d’étre quatre fois dérikab
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2.4.2 : Modéle d’hélicoptére (modéle avec contraias sur les commandes)

L’hélicoptére représenté sur lagure 2.4 est considéré comme une masse capable de
se déplacer dans un espace a trois dimensions. tdis®ns un modele simplifié
représentant la dynamique longitudinale avec detigraneurs.

Notons que ce systéme, en raison du couplage kstmouvements de translations et
de rotations, possede une contrainte non holonbmenodele est établi par rapport au

repere inertiel terrestre.

X=—sin@
m
N T
y=—-—cosf+g (234
m
0=rmr

Tel que :
< > R
Principal
Rotor par M
queue = (__}___L___
e Z
6 { «
y

Figure 2.4 :L’hélicoptere.

X est la position horizontale de I'hélicoptére

y est la position verticale de I'hélicoptéere
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6 estl'angle d’attaque.
m est la masse de I'hélicoptere.

g est la gravitation.

T estla poussée.

r estle couple.

Les commandes sont la pous3éet le coupler .

Les contraintes sur les commandes et sur lessgatslonnées par :

—2g<T<0
-2mg<T < +2mg
-1<r<+1 (2.35)

T n
-—<@g<+—

2.4.2.1Platitude du modéle d’hélicoptere

Nous allons montrer que le systeme (2.34) estt, gl a comme sortie plate

2=[2,2,] =[%Y]".
Nous avons
{Zl —" (2.36)

Z, =Yy

La premiere dérivée de (2.36) est :

X:lsinﬁ

AN
11

T (2.37)
7, =y =——cosf+
5L=Y m g

Ce qui donne
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T .
z =—sin@
m (2.38)
(2,-g) = -~-cosd
m
D'ou :
tgf = - — 4 , sin@= 4 , COS@ = 29 (2.39)
(Z-9) J(2)? +(2,-9)? J(2)? +(2, - 9)?
T=-m(2) +(z - o) @4
- m(— cos@)z® +sin(6’)2§3)) (2.41)
7T sin(26) ' '

Dans la formule (2.41) cdéket sind doivent étre remplacés par leurs expressions en

fonction de la sortie plate.
Nous remarquons que toutes les variables du syg23w) s’expriment en fonction de

z, et z, et un nombre fini de leurs dérivées par rappoteaps jusqu’a l'ordre trois.
Apres avoir démontré la platitude des deux exempéagon a décollage et atterrissage
dans le plan vertical, et de I'hélicoptere, nodsrd nous intéresser dans le paragraphe

suivant aux différentes techniques de linéarisd@&
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2.5- Platitude et linéarisation

Les systémes non linéaires plats ont la propriédéred équivalents a des systemes
linéairisables par bouclage dynamique endogene [12]. Avant d’introduire ce type
de bouclage, rappelons d’abord la linéarisation g@#iéomorphisme et bouclage

statique.
2.5.1-Linéarisation par difféomorphisme et bouclagstatique :

Pour le systeme dynamique donné par (2.1), le enobl de linéarisation par

difféomorphisme et bouclage statique consiste @&oun changement de coordonnées
(un diffeomorphismed de classeC” ) donné par :

E=d(x) , ®0)=0 (2.42)
et un bouclage statique d’état de la forme :

u=a(x)+B(xyv (2.43)

avec a(0)= 0 et B(x) inversible. a, sont de classeC”. Aprés bouclage et
changement de coordonnées, nous obtenons un syft&rage commandable de la
forme :

§=A{+BY (2.44)

00" est I'état associé a la nouvelle entrée de commandiu systéeme linéaire

équivalent donné par (2.44). Il est représentélastigure 2.5.
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u
V
N L(X) Systé,m_e non 7—’
linéaire
A
a(x)

Figure 2.5 : Systéme non linéaire bouclé équiviadenn systeme linéaire
Ce bouclage est dit statigue car on peut passefedaée v a l'entrée u et

réciproquement sans intégrer des équations difiétms grace aux équations

suivantes :

u=a(x)+p(xv

M . (2.45)
v==-F"(Xa(x)+ L (xu

Des conditions nécessaires et suffisantes d’exstd’un bouclage statique linéarisant,
en termes de crochets de Lie pour un systeme afifa commande, ont été proposées

par Isidori [8]

Pour les systemes non linéaires ayant la reprégantiétat suivante :
x=f()+> g(u ,xO00" (2.46)
i=1

Ou f,9,,9,,...,9,, sont des champs de vecteurs de cl&sseérifiant :

f(0)=0 ,rang{g, (0), 9,(0). ..., 9, (Q)} =m (2.47)
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Les expressions de(x et £(x) de la formule (2.45) sont données par :

LyLey (248
L) = (L, LTy

LMy estla dérivée'f"de Lie de la sortie mesurée y suivant le chamyedeeur f .
L,y estladérivéde Lie de la sortie mesurée y suivant le chamyedeeurg

L¢Lyy est la dérivée de Lie de la sortie y suivantclesmps de vecteurs et g.
A partir de (2.46) on définit les distributions wamtes :

G, = spar{gl,._..,gm}.
G =G, +ad;G,,

pour i> 1 (2.49)

Ou spar correspond & I'espace engendré par les vectgurg,,...,g,, et ad,G, itéré

i fois avecad; =[f,ad\™"] pourix1

Théoreme 9: Pour qu’'un systéme non linéaire admette une lisé@@wn par bouclage

statique, il faut et il suffit que dans un voisieag du point d’équilibre (x,u) = (0,0)
1 La famille G soit une famille involutive et de rang constantupaout
i 0{0,.....n—2} ol n est la dimension du vecteur d’état.

2 G, soitderang n.

Notons que la seconde condition du théoréme estelision naturelle du critére de

commandabilité dans le cas linéairang(A, AB,...,A"B) =n.
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2.5.2-Linéarisation par bouclage dynamique endogéne
Un systeme dynamique donné par (2.1) est linédeisadwr bouclage dynamique s'il

existe un bouclage dynamique endogéne défini par :

W =a(Xx,w,V
( ) wOoo@yognm (2.50)
u = b(x,w,Vv)

ou w est I'état du compensateur et est la commande du systéme augmenté, et un

changement de coordonnées défini par un diffeonmempd= sur I'espace d’état étendu

sur O™
E==(xw), £OOm (2.51)

de telle sorte que le systéme augmenté est dorugladorme de la représentation

d’état suivante :

X\ _( f(xb(x,wv) (2.52)
W) a(x,w,v)
puisse étre linéarisable par bouclage statiquset-a‘dire qu’il puisse étre représenté

sous la forme canonique de Brunovsky suivante :

y1 - Vl

ys: =V,

: (2.53)
Yo =V,

ou k estl'indice de commandabilité associg,a
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Corollaire 1: Tout systeme plat est linéarisable par bouclagehque endogéne.
Inversement, tout systeme linéarisable par boudggamique endogene est plat.
En outre, si le systtme admet une représentat@atdie dimensiom a m entrées, il

m
avec Zri >n tel quex et u soient donnés par :
i=1

existe des entiers,... I

m

(rl)""’ym' yml""yr(rgm))

(r,+1) . (rm+D)
Y Ve Yo )

X= 05 (Yy Yire Y2
U = pl(yl' yl""’yl

(2.54)

et tel que le systeme bouclé est diffeomorphe atése linéaire commandable sous

forme canonique :

](.rl +1) - V1
s (2.55)

(m*D) —

ym Vm

Remarque : I'ensemble des diffeomorphismes et bouclagesysied d’états étant de

facon évidente, un sous ensemble strict des boexlalynamique endogénes. Les
systémes linéarisables par difféomorphisme et lagrecstatique d’état (souvent appelés
plus simplement linéarisables par bouclage stafifprenent donc un sous ensemble

strict de 'ensemble des systemes plats.

Dans le cas des systemes mono-erfinrée , il1a été montré que la platitude est
équivalente a la propriété de la linéarisationljgarclage statique d’état. La propriété de
la platitude nous révéle donc toute sa richesse dgues le cas multi-entrées ou la

linéarisation par bouclage statique et par bouathg@amique ne sont plus équivalentes.
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2.5.3- Résultats connus :

2.5.3.1-Systemes linéarisables par bouclage stptée

Il est connu que, tous systeme linéarisable parclage statique admet une forme
normale de Brunovsky. Il est donc plat. On noteugu’ systéme plat n'est pas, en
général, linéarisable par bouclage statique sawiur pes systémes avec une seule

commande.

2.5.3.2-Systeme a une seule commande
Avec une seule commande, la linéarisation par lagecldynamique implique la

linéarisation par bouclage statique.

2.5.3.3-Systemes affines en commande
Un systéme de la forme :

X = fo(x)+nz_:lujgj(x) xOogo" (2.56)
i=1

C’est-a-dire avec une commande de moins que Bstaplat des gu'’il est commandable
.La situation se complique trés sensiblement ledqudépendance e n’est plus

affine.

2.5.4-L’algorithme d’extension dynamique
Pour simplifier nous présentons 2 sorties platésstc-a -dire 2 commandes. La
méthode est parfaitement générale.

Nous voulons savoir si un couplg,,y,) de sorties est un couple de sorties plates

d’'un systéme possédant un état de dimensionAu cours du test, nous obtenons les

bouclages linéarisants correspondants:

1. Dériver y, jusqu’a faire apparaitre une combinaison des camles
2. Nous notons, le nombre de dérivations nécessaing$) = w; .
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3. Deériver y, jusqu’a faire apparaitre une autre combinaisorcdesnandes.

4. Nous notonsn, le nombre de dérivations nécessairgé”,z) =W,.
Puis
-sn +n, =n, le systtme adm€ty,,y,) pour sorties plates. Le
bouclage linéarisant nosisd®nné alors, pam,,w,).

-sinory;, Y,) n'est pas un couple de sorties plates pour l@syst

Nous pouvons également commencer pgr puis dériver y;, nous obtenons

généralement un autre bouclage, mais le tgst n, = n estle méme dans les deux cas.
2.5.5- Systeme masses - ressorts (suite) :

D’apres (2.8), (2.10), (2.11), (2.12), est une sortie plate, et 'entrées’exprime en

fonction dex, et ses dérivées jusqu’a I'ordre@n pose
xW=v (2.57)

Les systemes (2.8) et (2. 57) sbr@ Backlundéquivalents. D’'apres (2.12),on a:

k LG
40 == X0 505 07) 258)

avec

- m,k .. . m, («, ... e
X (%, X3, %4, X1(3)) = (% tm, + mljxl +kxg + (%) +k_2 (yl (Xl)(X1)2 + yl(xl)xl(g))
2 2

1 . ' . .
+ yz(kﬂ AR CRLO yl(xl)xl)j
2 2
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et le bouclage linéarisant est donné par

K,
mm,

V= (u— X(xl,xl,xl,xl(3))) (2.59)

Il s’agit dans ce cas d’'un bouclage statique.

2.5.6- Modele PVTOL (suite) :
D’aprés (2. 32) et (2. 33), il suffit de poser :

@ =y,
Yoo = (2.60)
ys' =V,

Nous remarquons que ce systeme est de dimensiking, le modeéle (2.20) nécessite
un bouclage dynamique endogéne de dimension 2gssurer I'équivalence.
Le calcul du bouclage dynamique endogéne se faid@mtifiant les dérivées “4® de

y, et y, avec leur valeurs en fonction des entrégsi, . Nous avons :

Y, = x—%sin@
2.61)
£
=z+—cosd
Y, 1
La premiere dérivée est :
y, = x—%écosﬁ
(2.62)
Y, = i—%ésinﬁ

La deuxieme dérivée est
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2
¥, = —ulsim9+§9 siné

(2.63)
¥, = ulcosé?—§92 cosd—g
Nous effectuons le changement de variable sutvant
g .
¢=u—-—08 (2.64)
A
Nous obtenons :
y, = —¢siné
=6 (2.65)
y, =¢cosd-g
En dérivant de nouveau
y® = —¢sing - ¢fcosh
(2.66)

y? = ¢cosd - cOsind

Apres dérivation de (2.66), nous inversons ceesystlinéaire par rapport @, nous

obtenons :
¢ =v,c080 -V, sind + ¢6° (2.67)

1 . .

u, = A—([—wcos@ -V,Singd — 2¢6)

(2.68)
E -

u=¢+=6

=6

Nous avons donc construit un bouclage dynamiqueogame en introduisant un

compensateur dont I'état est donné fagr¢ pour lequel le systeme (2.20) est

équivalent a (2.60).
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2.5.7- Modele d’hélicoptére (suite)

D'apres (2.39) et (2.40), (2.413=[z,z,] =[x, y] est une sortie plate et les deux
entréesT et 7 s’expriment en fonction de cette sortie et dedgg/ées jusqu’a 'ordre
3. Ona

X =lsin6?

mT (2.69)
y=-—cosd+g
m

Apres dérivation et le changement de variablesasiiv

T=k (2.70)

nous aboutissons a :

K . K
x® == sin@+= rr cos8

m m (2.71)

K K .
y® = - cosf+—mrsing
m m

Le bouclage dynamique endogéne linéarisant tramsiior (2.34) au systeme linéaire :

® -
Yo ! 2.71)
y© =V,
est donné par :
T=xk
0= m(vlslnle—v2 cosb) 2.72)
sin(26)
_ m(-v, cos@ +V, sinf)
7 sin(26)
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2.6-Conclusion

A travers ce deuxiéme chapitre, nous avons pté&dercas des systémes équivalents
aux systemes linéaires commandables par des drarafons endogénes appelés
systémes platsNous avons commencé cette présentation par un Irappeles
définitions et les caractéristigues associées astémes plats dans le contexte
algébrique. Pour mieux comprendre cette théoriesravons vérifié cette propriété
« platitude » pour deux exemples du domaine aétanpe : avion a décollage et
atterrissage dans le plan vertical PVTOL, etl'li&icoptere. Nous avons conclu pour
les deux exemples, que toutes les variables shérmg états et commandes peuvent
s’exprimer en fonction des composantes de la sptéate et un nombre fini de leurs
dérivées par rapport au temps. Par la suite, avoss présentés les différents résultats
permettant d’obtenir la linéarisation de cettassk de systemes. Pour terminer ce
chapitre, nous avons établi pour chaque exempléolelage dynamique endogéne
correspondant.
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Chapitre3 Génération de trajectoires pour les systemessplat

Génération de trajectoires pour les systemes

plats.

3.1. Introduction

Nous traitons dans ce chapitre le probleme de érgéon de trajectoires pour les
systémes non linéaires plats. Nous exposons lesaeusuivant :

Le premier cas concerne la génération de traj@g@ans contraintes. Cette méthode est
réalisée a partir des formes temporelles polynaniglour les sorties plates. Les
coefficients des ces polyndmes sont déterminés aldéme a satisfaire les conditions
initiales et finales de la dynamique du systemigaini12], [13], [20].

Le deuxieme cas est le probléeme de générationagkctoires avec contraintes sur les
commandes. Sachant que la majorité des systemsgjphg sont contraints, alors il est
nécessaire de prendre en compte ces contraintdanda procédure de génération afin
planifier les trajectoires réelles [1], [2].

Les deux méthodes de calcul de trajectoires deemdé exposéees sont appliquées sur
les deux modeles : avion a décollage et attegéesstans le plan vertical PVTOL

( modéle sans contraintes ), et le modéle d’hélémep(modele avec contraintes sur les

actionneurs ).

3.2- Génération des trajectoires pour les systemetats
Avant d’aborder le probleme de génération de ttajexs, nous rappelons la définition
de base d’'un systeme commandable.

Soit le systéme :

x = f(xu) (37
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Définition 19 : Le systéme (3.1) est commandable en boucle ouv@rigour tout

couple (x,,X;), il existe une fonctiort — u(t) mesurable, tel que le probleme de

Cauchy :

x = f(x(®),u(®)

X(ty) = X

a une solution sudto,tfj verifiant x(t,) = X, . Le tempst, est fixé ou arbitraire

suivant les conditions considérées, mais fini.

En général, il est tres difficile de déterminer umajectoire (x(t),u(t )) résolvant

I'équation (3.1). Lorsque le systeme est commaredal linéaire, le calcul de ces
trajectoires est plus aisé [12].
D’autre part, dans le cas des systemes plats,rdgectoires (x(t),u(t )) de (3.1)

s’expriment en fonction de la sortie plate y etrdhombre fini de ses dérivées

c'est-a-dire :
— (r)
X(t) = pp(Y(O),-.., Y (1) 32)
u(t) = A (y(),..., y" (1))
avec
y(t) = h(x(t),u(t),...u® () 83

Ainsi, la génération de trajectoires d'un systénbat gst résolue en translatant le
probleme sur I'espace réduit des sorties platesynee il est montré sur lagure

suivante :
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X(t)
X(to)

Espace du systéme original

Espace des sorties linéarisantes

2(t) 2(t)

Figure 3:-1Génération de trajectoires

Définition 20 : La procédure de génération de trajectoires se ragrguncalcul de la

valeur de la sortie platgy et un nombre fini de ses dérivées aux instantisilirtj et

finalt, .

3.2.1- Génération de trajectoires sans contraintes

Les conditions de platitude sont équivalentes gidtence d’'une sortie plate telle que
toute les variables du systeme, y compris la contimapuissent s’exprimer en fonction
de la sortie plate et d’'un nombre fini de ses @&$v Dans ce cas, les équations

différentielles du systéme sont vérifiées.
Il en résulte que, si I'on veut construire desettsires dont les conditions initiales et

finales sont spécifiées, il suffit de calculerrajéctoire de la sortie plate correspondante

a ces instants. Plus précisément, nous avons :

58



Chapitre3 Génération de trajectoires pour les systemessplat

X(t) = P (¥, Vi Y)

34)
U(t) — pl(y, y,“"y(r+l))

Comme les valeurs initiales et finales deet u sont données, la surjectivité de
(0,,0,) permet de déterminer les valeurs initiales etldémade (y,y,--,y"™ ) Il
suffit ensuite de trouver une trajectoite- y(t ad moins(r + 1)fois dérivable qui
satisfait ces conditions initiales et finales. Htesules trajectoires x(t), et u(t) se
déduisent directement det) et de ses dérivées jusqu’'a l'ordfe+ alpartir de
(34) .

Comme la trajectoiret —» y(t he doit vérifier aucune équation différentiell@cg a la

propriété de l'indépendance différentielle, nousiymms simplement la construire par
I'interpolation polynomiale, de facon analogue &yathese proposée dans le cadre des

systemes linéaires introduite dans la sectiorl 35.

Nous allons détailler dans ce qui suit, la méthdeleonstruction d’'une trajectoire dans
le cas général, puis dans le cas particulier dgsctioires dites arrét-arrét, c'est-a-dire
joignant deux points d’équilibre du systeme, ouoeectel que le systeme soit au repos

au démarrage et a l'arrivée.

3.2.1.1-Cas général

Supposons que nous disposons des données tegigahinstantt,

TUDIREENS Vi (D REEP VAN (9 RECAVASRY () (35)

Etalinstant t, :

yl(tf)""!y:frﬂ)(tf )""’ym(tf)""!yr(r:mﬂ)(tf) (36)

qui font en tout2m(r + 2) conditions sury . Si I'on cherche(y,,-:-,y,, »ous la forme
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de m polynbmes par rapport au temps, chacun d’eux doihprendre au moins

2(r +2) coefficients pour satisfaire les conditions indget finales et doit donc étre de

degré au moins égal @ + . Bous posons alors :

T =t, -t d0=£%5

et

2r+3

y;(t)=> a;, 7)), j=1--,m.
k=0

En procédant de la méme maniére que dans le sett®oh.3, nous calculons les

coefficientsa;, en egalant les dérivées successivesygdeux instants initial et final

aux données (35) et (36) . La dérivé&™k s'écrit :

2r+3 ||

WO =15 2@ 0. 1=1m

Soitenr = Q ce qui correspond & =t

y k=0,--,r+1
yiP ) = a. j=1--m &0
Eten 7 = 1 soit t:tf
L K=0mnred
gy 1% 1 3.8
Yi (f) Tk §(|—k)! I j=1---,m ( )

Ce qui fait au total 2r+4  équations linéaires en leg2r + 4oefficients

@ ,:""»8; 543 » POUr  chaquej =1,---,m, qui peuvent en fait se ramene(ra 2)
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équations linéaires en I¢s+  Qoefficients inconnug, ,,, -, 5.3, PUISque les

(r +2) Premieres equations (35) sontreésolueagn---,a;, .,

T(k)
a,K6 =——

LY K=0rel

Lesr +2 coefficients restant sont alors donnés par

aj,r+2
1 1-- 1
r+2 r+3.-- 2r+3 .
(r+D(r+2) (r+2)(r+3-- (2r +2)(2r +3) | | =
(r+2) (r +3)! (2r +3)!
1 2 (r +2)! | L3+ ]

r+1

yi(t,) —ZTI—, Yo

1=0 !-

T k( Yy (t,) - Z (IT—_k)! Y )j (39)

Tr+1(y§r+1) (tf ) _ y§r+1) (t| ))

Remarque : il est intéressant de noter, que dans cette amiin, la relation donnant

y en fonction dex , u et des dérivées n’est a aucun moment nécessabiensque
I'interprétation de y par rapport aux variables « naturelles » du neydaéme si elle

apporte un éclaircissement souvent intéressant ggautres questions, n'apporte rien
pour la planification de trajectoires.
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3.2.1.2-Trajectoires arrét — arrét

Si les points de dépar{x(t,),u(t;, )et darrivée (x(t,),u(t; )) sont des points
d’équilibre. On a x(t) = Qu(t) =0 et x(t;) = 0, u(t;) =0. On sait quey(t, )et
y(t,) sont aussi des points d’équilibre pour le systémml associe.

D’aprés (34) :

X(t) = oo (y(t,),0,--- ,0) ut,) = o,(y(t,),0,--- 0).
X(tf ) :po(Y(tf ).0,--- 0), U(tf )= I[)l(y(tf ),0,--- ,0)

La construction précédente s’adapte donc facilereantemplacant les dérivées ge

par O ent, et t,. On obtient les trajectoires arrét-arrét soustene suivante :

t—t .t t—t
y; () =y )+ (Y, ) -y G 2D g ( )" =1--,m (3.10)
t. -t &t -t
aveca,,, --,d,,, solution de

| g, |

1 1 1 _ 1

r+2 r+3.. 2r +3 j 0

(r+D(r+2) (r+2)(r+3)---: j =|: (311)

(r+2 (r +3)!... 2r+2)(2r +3 10]

L 1 2 (r+2)t | | T |

Remarque: Puisque toutes les dérivées de doivent étre nulles a I'équilibre, nous

pouvons ajouter un nombre fini arbitraire de ctinds initiales et finales nulles sur les

dérivées d’ordre supérieur a+1 sans changer les points d’équilibre de départ et
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d’arrivée. De cette maniere, nous pouvons augmémteégularité de la trajectoire et
ainsi rendre le démarrage et I'arrivée plus lisse.
Cette remargue peut étre utile en pratique si naudons éviter, a I'arrivée, d’exciter

des modes oscillants ou instables.

3.2.1.3 : Application au modéle d’avion PVTOL (suke)

Les relations (229), (230), (231, (232), (233 ) donnent les états, z,0 et les entrées
u,,u, en fonction de la sortie plate et d’'un nombre fiaises dérivées.

Les trajectoires du PVTOL peuvent étre entierendrdrites a I'aide des variables
Yoo Vireo o Y ¥, Vsn .., &Y. Et si 'on se donne une courbes (Y, (t), v, (t)) pour
tD[ti,tf], nous allons essayer de trouver comment s’expitifes contraintes sur
cette courbe pour représenter une trajectoire diesye partant du repos et arrivant au

repos. Pour cela, nous sommes appelés a vérifiecdaditions initiales et finales

suivantes :

yyt)=ys %)=y, =0 y,(t)=9y, =0. y1(3) (t)= yl(ig) =0

' . - .. . s 812)
Yo(t) =Yy Volt) =V, =0 ¥,(t) =V, =0. yé)(ti):yéi) =0

at,

Y.(ti)=Yir %t) =¥ =0 Yy (t;) =¥ =0. st)(tf): yl(?) =0 (3.13)
Yo () = Yo ’YZ(tf) = Vo :O’yz(tf) =V, = 0. yés)(tf) = yésf) =0 .

Pour déterminer la courbe vérifiant les conditiomales et finales, nous interpolons
ces conditions dans une classe de polynbmes paontagu temps. En effet, sachant que
si t - y(t), ett » y,(t) sont des polyndomes , il faut au moins 8 coefficsguour
pouvoir  satisfaire (3.12), (3.13). Ce qui reviéntcherchery,(t),y,(t) en tenant

compte des trois premieres dérivées nulles autanis initial et final. Leurs
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formes sont données par :

Yo(t) = Yy + (Yo = Ya)S' (1) as(t)
k=0 (3.14)

Va0 = Yo+ (0 ~2)S Y A0

En utilisant la formule (3.11) nous déterminons deefficients a,,a,,a,,a, qui sont

solutions du systéme linéaire suivant :

gptata+a; =1
da,+5a +6a, +7a,=0
Gy tog, +ba, + /3, (3.15)
12a, +20a, +30a, +42a, =0
243, +60a, +120a, + 2108, =0
Ce qui donne
a,=35 a=-84, a,=70, a,=-20
En remplacant les coefficients dans I'équation @déate, nous obtenons :
Yi(1) = Yy + (Yo — ¥a)S" (D)[35-84s(t) + 708 (t) - 208*(t)] (3.16)
Y, (t) =Yyt (yzf ~ Y )54 (t)[35_845(t) +70s (t) - 20s° (t)]

En déduit enfin ,toutes les variables du systéme, &, u, u, en remplacanty, et
y, ainsi que leurs dérivées par leurs valeurs obtedeg314) et (315) dans (2.29),
(2.30), (2.31), (2.32), (2.33).

Nous donnons dans les figures (3.2) et (3.3) lanéopolynomiale des trajectoires

polynomiales générées pour les étatsz, 6 et leurs deérivées respectivement.
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X (m)

Temps (S)

(b)

Temps (s)

(©)

0.04

0.02

Théta (rad )
o

-0.02

-0.04
0 10 15

Temps

Figures 3.2 : Les trajectoires de référence géaéyéer les positions : (a) : horizontale,
(b) : verticale, (c) : I'angle d’orientation.
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Vx (m/s)

Temps (s)

(b)

0.9

0.45

Vz (m/s)

-0.45

-0.9
0

Temps (S)

0.3

o
=
(&)

Thétap (rad/s)
o

o
=
o

-0.3
0

Temps (S)

Figures 3.3 : Les trajectoires de référence géaéyéer les vitesses : (a) : horizontale,

(b) : verticale, (c) : angulaire.
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3.2.2-Génération de trajectoires sous contraintes

3.2.2.1 Contraintes géométriques c’est-a-dire la trajectoire de la sortie plage doit

pas sortir d'un certain domaine de I'espace.

3.2.2.2-Contraintes quantitatives :Il est souvent demande, en plus des contraintes
géomeétriques, que certaines variables du syst@meatsbornées, et notamment les

entrées.

3.2.2.2.1-Génération de trajectoires avec limiton des entrées L'un des
problemespratiques de la commande des systéemes physiqueda génération de

trajectoires des systéemes en présence des limsaties commandes. C'est-a-dire :
VEqY (3.17)

Ce probleme est lie a la majorité des situatioretigues car les actionneurs sont
souvent limités en puissance. Ces limites restegigiiensemble des trajectoires de

référence que le systéme peut suivre.

La méthode suivante consiste a faire un changementemps pour satisfaire les
contraintes sur la commande et ainsi une reparsmabn des trajectoires de
référence. Sachant que I'ensemble des sortiesargelpas, mais sera parcouru avec un
temps plus long.

Pour illustrer ce propos, soit le systéme monaréensuivant :

x=1(x)+g(x)u

3.18
y =h(x) (549

ouxOX OO",udU OO, etlasortieydY O O. Les champs de vecteufsg eth

sont supposés lisses. Si le systeme (3.18) estglac y comme sortie plate, les

67



Chapitre3 Génération de trajectoires pour les systemessplat

trajectoires(x(t),u(t ))s’expriment en fonction de la sortie platesous la forme :

X= 06 (Y, Yo YV)

: (1+1) : O] : My y,/(+D) (3'19)
U= (Y, Ve Y ) =SV Ve Y) + S (0 Y Y)Y

La commande en boucle ouverte qui assure la pdersxiacte d'une trajectoire de

référencey,, en l'absence d’erreurs d'initialisation et detpdrations extérieures, est

donnée par :

U =S(Ya)+S(¥g)Yq " 3.20)

Sachant que nous avons noté :
Yo =LY ¥ YOI (3.21)

La contraintgu| < M , impose :

1S, (Ya) + S, (ys)yd ™ < M 3.22)

La régularité de la commande impose dBgy, ne€) change pas de signe et donc

S,(y,) =2 0. Avec cette hypothése, nous réécrivons (3.223 sotorme suivante :

~M < S(¥y) +S,(Yy)y§™ <M (3.23)
Ce qui nous donne :
-M -S(y,) <y < M -Si(yq) (3.24)
S,(Yq) S,(Yq)
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Cette condition constitue une condition nécessatirsuffisante que les trajectoires de
référence doivent vérifier pour garantir le bordéwde I'entrée .

La condition (3.24) dépend des trajectoires déregicey,. Une question qui se pose
est comment choisir la forme dg, pour satisfaire cette condition. Dans [1], [2]eun

nouvelle méthode est proposée, elle consiste adroun bon paramétrage du temps

s(t) telle que la condition (3.24) soit satisfaite.démarche est la suivante :

* Nous proposons une forme générale pour la trajectts reférencey, (t ,)si la

condition (3.24) est vérifiée nous gardons cettgettoire , si non nous

parameétrons cette derniére qui devisni(s(t . Dans ce dernier cas, il faut

chercher la solutiors(t delle que la contrainte (3.24) soit satisfaite.

» La fonction de reparamétragst dpit vérifier les conditions de réalisation en
pratique. D’'abord nous avony, OCU*P[t,,t; &t il faut que les deux

conditions suivantes soient satisfaites.

to < st) <t,

3.25
o @29
dt

En considérant la fonction de reparamétrage W(t)simple calcul nous donne :

. 1] -
yd—yg]s

V= yas? + yllg (3.26)
y§3’ - y([]Is] &+ y([11] 2+ 3y([jz]"'

Ll 290 0 290
Ou () o et (.) T
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Par récurrence, la dérivée+1)"*™ dérivée dey, s'écrit :

yi =T(s,55,..,50) + yls+) (3.27)
Avec ces notations, la condition (3.24) devient :

-M -S(s,$5,...,s") M -S(s55,...,s")

<T(585,...,5") + yls*) < 3.28
S(s,$5,...,s") ( )* s S,(s,8,5,...,8") (3.28)
Si nous définissons :
_ _ . e (|)
M,(s,55,...,s") = M Sl.(s'is,s..&l,)s )—T(S,S,é,...,s('))
S,(s,85,...,8") (3.29)
_ .. (|) "
MZ(S,S,S,...,S(I)) — M SL(S,S,S,...,IS ) —T(S'S'S,,_,'S(I))
S,(s55,...,s")
La condition nécessaire (3.24) devient :
s+ D[Ml(s, $,5,...,50),M,(s 8, §,...,s('))] (3.30)

Comme la commande en boucle ouverte est régu(iﬁ[(}bi 0) , et en supposant que

y? >0, la condition nécessaire (3.24) devient :

M;(s,65,....,s") M,(s585,...,s")

(1+1)
S ]
1 ! 1

y§! y§

(3.31)

En posant :
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(3.32)

La condition nécessaire (3.24) impose alota donction de reparamétragst de

vérifier le systeme d’équations différentielleslires suivant :

5%
S; =S5
: (3.33)
S =S4
S =W
Ou la commandev est contrainte d’appartenir a I'intervalle suivant
o e ) Loa (1)
wOW =[M1(S,S,?l,]...,s ) | M, (s, S, sl]s )} (3.34)

Y d

Pour assurer que la solutisft )n’affecte pas la différentiabilité des trajectsi de
référence et vérifiey, (0) = y,(s (0)) nous pouvons choisir les valeurs suivantes

comme conditions initiales pour le systeme ( 3:32)

s0) =t
s,(0) =1
: (3.35)
50)=0

50 =0

Finalement, le probleme de génération de trajegavec saturation de la commande
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pour (3.20) revient alors a trouver une comadean pour le systéme linéaire (3.33)

avec la contrainte (3.24) qui amés@ d¢@ sa valeur initiales,; =t, a sa valeur
désiréee s;; =t; tout en vérifiant la conditions, >0 ( la deuxiéme condition de

(3.25)).

Théoréme 10:Si le systeme différentiel linéaire commandabl833 possede au moins

une solution s(t) 'amenant de la condition irnéiss,; =t, a la condition finale

s;; =t,, en respectant la conditowW et s, >0, alors la génération des

trajectoires de (3.1) avec contraiﬂm{s< M posséde au moins une solution.

Exemple : Considérons le systeme suivant

, X(0)=0 (3.36)

avec la contraintM <1 sur la commande.

L'objectif est de suivre la trajectoire de réfézery, (t) =5t avec t0[0,2]. Il est clair

que cette trajectoire sature la commande.

En effet, pour cet exemple, la commande requise @aure cette trajectoire est :
uit)=5>1 (3.37)

Pour éviter cette saturation, nous allons repan@miét trajectoire de référengg (s(t  ))

.La commande dans ce cas est donnée par :

ds ds

— 1 —

u= —=5—" .38
Ya dt at 38)
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et la condition nécessaire a satisfaire est :

ds 11

Or, pour vérifier la deuxiéme condition de (3.2tjest a dire s, >0, il faut
évidemment quc-)d—S O [O,E} .

dt 5
Donc, toute solution de I'équation différentielle :

s=w (3.40)

. e 1
et atteignant la condition finalg; = évecwD[O,g} ne sature pas la commande
Nous pouvons calculer la commande qui ramenes(t )a sa valeur désirée en un

minimum de temps. Pour cet exemple, la solutiomugde estw:g. Ainsi, la fonction

de reparamétrage est donnée par :
1
s(t) = Et (3.41)

L'instant minimum est donné par la résolution dégliations(t;)= 2 et dont la

solution estt; = 10Finalement, la référence reparamétrée est :

Y (S(t)) = 5Bs(t) = Sét =t, Oto[o10] (3.42)
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3.2.2.3- Application a I'hélicoptere (suite)
Les trajectoires de I'hélicoptere peuvent étreézatnent décrites a I'aide des variables
yluY1""’y1(3)'Y2'S’2"",y§3)-

* En l'absence des contraintes, et si nous choisssson (Y4 (t), Yoq4 (t)) pour
tO[t,,t,] dans I'espace des fonctions polynomiales. Legdtajres de référence des

sorties plates seront calculées de la méme neagige pour le modele PVTOL et

prennent la forme suivante :
Y, =y, )+, () -y, (©)S 02 s ) (3.43)

Nous déterminons les coefficierdls en résolvant le systeme d’équation suivant :

a,ta +ta, =1
3a,+4a, +5a, =0 (3.44)
6a, +12a +20a, =0

Nous obtenons :
a, =10 , a =-15, a,=6.
En remplacant ces coefficients dans les équati($43), nous obtiendrons les deux

polynbmes temporels suivants :

Vi) = ¥y + (¥ar — ¥y)S (D[10-15s(t) + 65° ()] (3.45)

Y2 (1) = Yo +(Yzr = Yu)S (D[10-156(t) +65°(t)] (3.46)

Nous déduisons enfin, toutes les variables du systey,d,u,,u, en remplaganty, et
y, ainsi que leurs dérivées par leurs valeurs obtedaas (3.45) et (3.46) dans (2.39),

(2.40), (2.41).Les formes temporelles des trajeztogénérées pour les états et leurs

dérivées sont représentées dans les figures (33)68.
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X (m)

Y(m)

Théta (rad)

Figures 3.4 : Les trajectoires de référence géséyéer les positions : (a) : horizontale,

Temps (s)
(b)

0.015

-0.015

Temps (s)

(b) : verticale, (c) : I'angle d’attaque.
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Remarque : Si I'on tient compte des contraintes, nous devatiabord calculer le

domaine polytopique dans l'espace des sorties riggrges correspondant aux
contraintes (2.35). C’est-a-dire, nous devons d¢atcikes bornes des contraintes dans
'espace des sorties linéarisantes (plates), centst pas aisé et demande d’autres

outils plus complexes [1], [2].

3.4-Conclusion

Nous avons étudié dans ce chapitre, le problemegéteération de trajectoires pour les

systémes non linéaires plats.

En premier lieu, nous avons abordé le probleme @w®mtion de trajectoires sans

contraintes. Nous avons commencé par introduirméthode générale qui nous permet
la génération. Ensuite, nous avons traité le cascpber des trajectoires dites arrét -

arrét. Pour cette méthode, la génération desctoajes se réalise a partir des formes
temporelles polynomiales pour les sorties platessods. Le calcul des coefficients de

ces polynbmes s’effectue de maniére a satisfegednditions initiales et finales de la

dynamique du systéme initial.

En deuxieme lieu, nous nous sommes intéressépeobleme pratique qui concerne la

majorité des systémes physiques. Ce probleme egériaration de trajectoires sous

contraintes, car dans la majorité des situatisasques les actionneurs sont contraints.
Ce qui limite et restreint 'ensemble des trajeet®ide référence que le systéme peut
suivre. La génération proposée pour ce problemgase sur une reparamétrisation du
temps des trajectoires de référence des soraésspl

Pour illustrer ces deux méthodes, nous les avopfigapes sur les deux exemples

étudiés auparavant : le PVTOL et I'hélicoptere.

77



Chapitre IV
Platitudeet poursuite de

trajectoires



Chapitre 4 Platitude et poursuite dajéictoires

Platitude et poursuite de trajectoires

4.1- Introduction

Pour la planification de trajectoires, la seule ra@issance requise est le modele
dynamique et le temps. Cette conception est d#e koucle ouverte » car elle n'utilise

pas d’informations obtenues au fur et & mesuredationnement du systeme.

La trajectoire de référence est calculée a pagtitidstant présent jusqu’a I'instant futur
en fonction de ce que I'on connait sur la facomédgir du systeme. Il s’agit donc d’une
anticipation. Clairement, si la dynamique du systést précisément connue et si les
perturbations venant de I'environnement extériéaninpas un effet important dans le
domaine d’utilisation du systeme, I'anticipatiorelée seule, va nous permettre de nous
rapprocher de l'objectif fixé. Par contre, si ladBbsation n’est pas assez précise ou
trop perturbée, I'anticipation va devoir étre coéipke par une loi de commande pour

« fermer la boucle ».

Si I'on mesure, par l'intermédiaire de capteurétdt du systéme a chaque instant, on
peut évaluer I'écart entre la trajectoire réelletparcourue et la trajectoire de référence

et en déduire une loi de commande « en boucle fesnpErmettant de réduire cet écart.
Le probleme de suivi de trajectoires consiste donouver une loi de commande en
boucle fermée permettant de garantir que, pouraegse de perturbations données,

I'état du systeme tend asymptotiquement vers jadi@ire de référence.

Pour un systeme plat, dans un domaine ouvert neerwant pas de points singuliers, le
suivi de trajectoires peut étre résolu grace aallzire 1 sur I'équivalence par bouclage
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dynamique endogéne, a un systéme trivial [13],.[15]

En effet, siy est une sortie plate correspondant a I'étaet a I'entréeu, supposée

mesurée, et sy~ est la trajectoire de référence de la sortie pEre posant :

e=y -V, i=1---,m (4.1)

Par le corollairel, on sait construire un bouclalypamique endogene tel que le

systeme s’écrive, a un difféomorphisme pres :

y =y, (4.2)
Sil'on pose :
vi=(y)'? (4.3)
La dynamique de I'erreur en S’écrit:
e =y -y (4.4)

Il suffit alors de poser, composante par composante
* r i
v, =V, + >k e, i=1---,m (4.5)
i=0
avec les gaing ; tel que lesm polynomes

s =Xk s =0 (4.6)
i=0

aient toutes leurs racines a partie réelle strietemégativej =1---,m. Alors €
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converge exponentiellement vers 0. D’ou et toutes ses dérivées jusqu’a l'ordre 1

s * *(r+1
convergent vers leurs références, -,y "™

En utilisant la différentiabilité de I'isomorphisnde Lie-Backlund

x=po(¥, Y
us=py (Y, y"™)

Nous concluons que I'ensemble des variablest u du systéme d’origine convergent

localement exponentiellement vers leurs références.

4.2-Architecture de la commande

L’architecture de la commande que nous avons séélidans ce travail peut étre

représentée par le schéma synoptique donné danwémte

Bouclage
linéarisant

Dynamique du

bouclage <
Génération de
Trajectoires K
Xr,Ur \ 4
Trajectoires Génération u . .
Plates De R Bouclage v_{Commande Systeme >
Trajectoire " X

Figure 4.1 : Architecture de la commande.
Nous remarquons facilement que la commande espa®ée de deux parties: La

premiére est la commande en boucle ouverte etud@®e est la commande assurant la

poursuite des trajectoires en présence des petitumba
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e Le bloc génération de trajectoires généee trajectoires de référence

(%4 (t),uy(t)) a partir des sorties plates satisfaisant la dygaenidu systéme, des

conditions initiales et finales et les contrasntle saturation sur les commandes.

* Le bouclage assure le suivi des trajectoires géség présence des incertitudes

de modelisation ou de perturbations externes.

4.3- Application a l'avion PVTOL (suite) :
Nous reprenons le bouclage dynamique endogeneleéadans (2.67) et (2.68). Le

systeme bouclé s’écrit :
. E oy . £ . iy
X = —(c+;0 )S|n8+/1—[(—vlcosﬁ—vzsm0— 2¢60)]cosb
¢
g = (c+§92)cosﬁ+/1i[(—vlcosﬁ—vzsin6?— 2¢0)]siné - g
¢

@.7)
0= 1(—vlcosﬁ —V,sing - 2¢6)
¢

¢ = v,cosd - v, sind + ¢6*

Donc, si v, et v, sont les entrées de référence correspondant aiectsires de

référencey, ety,, et si nous mesurons tout les étatsx,z,2,6,6,¢,¢ , i) suffit de

choisir :

{vl =V k(= V) H RO =P+l (1 = Vi) k(17 - v) 4.8)

V, =V, + Ko (Y, = ¥5) HR(YS = ¥o0) + K, (V2 = v,2) + k(Y = y,@)

Pour un choix adéquat des gaiks et en remplacant leg(” et (y;)” par leurs

expressions en fonction déx,x,z z0,6,¢,¢ hous obtiendrons la convergence

exponentielle de I'ensemble des variables, z,2,6,6,¢,¢  vels leurs références.
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4.4- Application a I'hnélicoptere (suite) :

Nous reprenons le bouclage dynamique (2.61)yd&®me bouclé s’écrit :

% =" sing.
m
y= - X cosp+ g.
m 4.9)
0= m(—v, cosd + v, Sind) (4.
71T sin(26)
‘= m(v, Sin@ — v, cost)
sin(26)

Si \ etV, sont les entrées de référence correspondant ajextires de référencg

et v,, etsi'on mesure tout les états, X, z,2,6,8,« , i) suffit de choisir :

(4.10)

{Vl =V ko (v - ¥) R (O — Y )k (v -y )
V, =V, + Ko (Y, = Vo) k(Y = yi?) + K, (v - yi?)

(i) *\(0) i i
Nous remplacons lesy;” et (y )" par leurs expressions en fonction de
(x,%,2,2,0,6,K) pour avoir la convergence exponentielle de I'eridlendes variables

(x,%,2,26,0,k) vers leurs références.

4.5-Simulations numeériques

Nous effectuons les simulations numeériques avetodgciel Matlab/Simulink
version 7.3.

4.5.1-Modele PVTOL
Le but est de suivre les trajectoires de référemeéfinies a partir des sorties
satisfaisant la dynamique du systéme, les conditiaitiales et finales ainsi que les

contraintes de saturation sur les commandes si eXistent.
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Pour ce modéle les conditions initiales et finaest prises respectivement a l'instant
initial t; et finalt; suivants :
at =0s,x =10m, z =5m, 4 =15°, ¢ =10.

at, =15s, x; =0m, z, =0m.

Nous prenons égalemeat @14 =1

4.5.1.1 Interprétation des résultats de simulation

» Lesfigures 4.2(a), (b) et (c) illustrent les résultats de sintiolaobtenus pour la
poursuite en position des trajectoires de référeyaeerées par le bloc génération de
trajectoires.
Nous remarquons que la position horizontéilgure (a) et la position verticaléigure

(b) ainsi que l'angle d’orientatiod figure (c)suivent parfaitement leurs références,

bien sur pour un choix adéquat des gadins

* Les figures 4.3 (a), (b) et (c) montrent que léssses mesurées suivent

exactement leurs trajectoires de référence.

« Lesfigures 4.4 (a) et (b) montrent que les errderpoursuite tendent

rapidement vers 0.
* Lesfigures (a) et (b) nous donnent I'allure deswe@mndesu, etu,

La commande Yqui correspond a la poussée tarde pas a se stabiliser sur 10 et la

commande Y correspondant au couple de forces s’annule japtés le démarrage.
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(@)

Xref
—X

15

(w) Jaux *

Temps (s)

(b)

—Z
Zref

11

(w) Jouz'z

Temps(s)

(©)

0.5

— Thetaref

(peJ) Jorerpy L ereyL

15

Temps (s)

Figures 4.2 : Performances de la poursuite en parsit (a) : horizontale,

(b) : verticale, (c) : angle d’orientation.
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(@)

— Vxref
— VX

0.5

(S/w) JaIXA XA

Temps (S)

(b)

—Vz
— Vzref

(S/w) y2azZA ‘2N

15

Temps (s)

(©)

— Thétap
— Thétapref

0.3

(s/pes)jeidersyl ‘dergyl

15

Temps (s)

Figures 4.3 : Performances de la poursuite en gige$a) : horizontale,

(b) : verticale, (c) : angulaire.
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x10° (a)
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a 5 10 15
Temps (s)
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| |
,,,,,,,,,,,,,,,,,, L L _________
|
|
T
1
10 15
Temps (S)

Figures 4.4 : Les erreurs de la poursuite en fosi(a) : horizontale,

(b) : verticale.
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Figure 4.5 : Les commandes.(a) : U1, (b) : U2.
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4.5.2. Modéle d’hélicoptere

Nous rappelons que ces simulations sont effectp@esle modele d’hélicoptere sans
tenir compte des contraintes sur les commandes.n@onous I'avons déja dit au

chapitre précédent, le calcul des bornes des dot@sanous ramene au calcul d'un
domaine polytopique dans I'espace des sortiesrisg#es, ce qui n’est pas évident, et
demande d’autres outils plus complexes. Donc , nous sommes contenté de simuler

le modéle sans tenir compte des contraintes deasiatu des commandes.

Pour ce modéle les conditions initiales et finaest prises respectivement a l'instant

initial t; et final t, suivants:

at =0s,x =10m, y =5m, 8 =15°, ¢ =14.

at, =15s, x, =15m, y, =10m.

Nous prenons également:= 314

4.5.2.1 Interprétation des résultats de simulations

» Les figures 4.6 (a), (b) et (c) représentent résultats de simulation obtenus
pour la poursuite en position des trajectoires @lidoks.
Pour un choix adéquat des gains, la position hot&e figure (a), la position verticale

(b) ainsi qu I'angle d’attaqué suivent exactement leurs références.

* Les figures 4.7 (a), (b) et (c) nous donne l'alldesla poursuite en vitesse.

» Lafigure 4.8 (a) et (b) représentent I'allure demmmandesy, et u,
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Figures 4.6 : Performances de la poursuite en pmsit(a) : horizontale, (b) : verticale,

(c) : angle d’attaque.
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Figures 4.7 : Performances de la poursuite en gige$a) : horizontale,

(b) : verticale, (c) : angulaire.
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Figures 4.8 : Les commandes. (a) : U1, (b) : U2
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4.6 : Robustesse de la commande par platitude

L’objectif de cette section est de tester |la robsst de la commande par platitude face
a des variations paramétriques.

Les commandes sont fortement influencées par lanpetre A (paramétre inertiel).
Nous allons essayer d’apporter une variatior:d® suoce parametre. Ensuite, nous
testerons les performances de la poursuite desctojes de référence pour les
différentes nouvelles valeurs de

e 4.6.1 Interprétation des résultats de simulation
Les figures4.9 (a), (b) et (c) représentent les résultatsim@lation obtenus pour une
variation de 15% sur les paramétre inerfiel
Nous remarquons facilement que le changement dealeur de ce parametre ne
modifie pas l'allure des trois courbes: (a) honiade, (b): verticale, (c): angle
d’orientation. Donc, nous concluons que cette lei ccommande (commande par

platitude) est robuste.
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Chapitre 4 Platitude et poursuite dajéictoires

4.7 -Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré l'intérét slestemes plats pour un probleme
concret de l'automatique qui est la poursuiterdgttoires. Nous avons commencé par
le calcul des bouclages dynamiques endogénesaassarpoursuite en présence des
perturbations. Ces bouclages permettent la liret#wis du systeme initial et par la suite
le calcul d’'un retour d’état stabilisant dans I'asp des sorties plates.

Pour illustrer les performances de la commandepladitude, nous avons effectué des
simulations numériques pour les deux exemplesétraians les chapitres précédents.
Les résultats obtenus et les tests de robustaessaays avons effectué sont insérés a la

fin du chapitre.
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Conclusion Générale

Dans ce mémoire, nous avons présenté une méthaelgjoigs’appliqgue aux problemes
de génération et de poursuite de trajectoiressgegmes linéaires ainsi qu’a une classe
de systémes non linéaires, appelée systémes f@atte classe nous a permis de
paramétriser toutes les trajectoires du systéemdomction d’'une sortie plate et un
nombre fini de ses dérivées.

Le concept établit une relation d’équivalence entre systéme non linéaire et un
systéme linéaire trivial, appelée équivalencelLae Backlund,dont la dimension des
états n’'est pasécessairemeritlentique. Cette différence de dimension se ttaplai
I'élaboration d'un bouclage dynamique endogene npersnettant de transformer le
systeme initial en un systeme trivial.

En premier lieu, nous avons introduit brievemerst tifférents outils nécessaires a
'analyse des systémes non linéaires plats. Emsdéns le deuxieme chapitre, nous
avons défini la notion de platitude dans le cadeel'digebre différentielle et de la
géomeétrie différentielle. L'application de ses tupour I'analyse de la platitude a été
vérifié sur deux exemples du domaine aéronauticmdon a décollage et atterrissage
dans le plan verticale PVTOL et de I'hélicoptdkeus avons démontré pour les deux
exemples que toutes les variables du systéme #&espr en fonction de la sortie plate
et un nombre fini de ses dérivées par rapport apde A la fin de ce chapitre, les

bouclages dynamiques endogénes correspondant aechgstéme ont été établis.
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Dans le troisieme chapitre, nous avons exposé dblgme de génération pour les
systémes plats pour deux cas de figure :

- Le premier concerne la génération de trajectoia@s sontraintes : La génération
dans ce cas est réalisée a partir de formes tettlgzopelynomialespour les sorties
plates. Les coefficients de ces polynbmes sontsehale maniére a satisfaire les
conditions initiale et finale de la dynamique dstgyne initial.

- Le deuxieme concerne la génération de trajectog@ss contraintes: Les
systémes physiques, y compris la dynamique desragturs, sont souvent contraints.
Ainsi, il est nécessaire de prendre en compte sesraintes pendant la phase de
génération afin de planifier des trajectoires stefi. La génération proposée pour ce
probléeme repose sur une reparamétrisation du telepdrajectoires de référence des
sorties plates.

Dans le dernier chapitre, nous avons calculé lagclages qui nous permettent de
garantir la poursuite de trajectoires de référeroe présence de perturbation ou
d’erreurs d'initialisation. Grace a la propriétématitude du systeme initial, nous avons
pu calculer le bouclage dynamique endogene. Ceaalanous permet de linéariser le
systéeme et par la suite, de calculer le retourad’stabilisant dans I'espace linéaire
correspondant a la sortie plate. Nous avons iuses étapes pour la commande des
deux exemples : le PVTOL et I'hélicoptere.
En ce qui concerne les perspectives envisagéesvisde notre étude, on cite :

e L’introduction d'un critere d’optimisation pendafd phase de génération de

trajectoires.
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Conclusion Générale.

« L'utilisation des méthodes d’optimisation pour &ngration de trajectoires sous
contraintes.
» La génération de trajectoires des systémes hyboidesmmutés.
e L’application du concept de platitude a dautresbbémes d’automatique :
commande par retour de sortie, identification, oleeon, diagnostic...
Ces perspectives constituent des orientations lgesspour des travaux futurs qui
trouverons leurs application a la fois dans le eddéorique de formalisation, et dans le

cadre industriels demandeurs de telles investigstio
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Annexe latPude dans le cadre de la géométrie différeldiel

Annexe

Platitude dans le cadre de la géométrie différerdile

Dans ce contexte, la platitude peut étre décritdeeme de notion  d'équivalence
absolue définie par E. Cartan. Ainsi, deux systésesnt equivalents s’il existe un
isomorphisme de.ie Backlundqui permet d’exprimer toute variable d’'un systéme
comme une fonction des variables d’'un autre systémé'un nombre fini de leurs
dérivées par rapport au temps. En ‘autres termmsy dystemes sont équivalents s'il
existe un isomorphisme dee Backlund qui transforme toute trajectoire au voisinage
d’'un point du premier systéme en une autre trajectu voisinage du point image du
second systéme.

Dans ce cadre, la platitude est la propriété ddystéme a avoir une structure
géomeétrique linéaire malgré sa représentation im&aire naturelle. Nous rappelons en
premier lieu la définition des systémes équivalgmasr enchainer sur la définition des
systemes plats.

1. Equivalence de Lie Backlund et platitude
1.1- Champ de vecteurs de dimension infinie

Définition 1 : Un systeme non commandé d’équation différentielle :

x=f(x), xOxoo" 1) (

est défini par une pair€X, f), ou X est un ouvert dé1" et f est un champ de

vecteurs régulier suiX.
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Annexe latPude dans le cadre de la géométrie différeldiel

Une solution ou une trajectoire de I'’équation (&) @onnée par I'applicatioh - x(t )

telle que :

Ot=0,  x(t) = f(x(t)) )

Il est important pour la suite de décrire un systecommandé sous la forme d’'un

espace et d’'un champ de vecteurs sur cet espace.

Soit 'équation différentielle associée a un syssamommande :

x=f(xu ) (3)
Ou f estréguliére sur un ouveX xU O O0"xO™. Dans ce casf n’est pas un champ

de vecteur sutX , mais une collection infinie de champ de vectesursX , paramétrée

par u.Pour chaqueuJU , ce champ de vecteurs s¥r est donné par :

X - f,(X) = f(xu). ) (4

Néanmoins, il est possible d'associer a (4) unaitewml réguliére, c'est-a-dire une

applicationt - (x(t),u(t ))a valeur dansX xU tel que I'on ait :

(1) = f(x@®),u(t )), Ot= 0. ) (5

Alors, on peut considérer une application infinie

t - &) = (x®),u®),u®®)u®@),... ) (6)

prenant ses valeurs daXsxU x [0,
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Annexe latPude dans le cadre de la géométrie différeldiel

Cette application vérifie :
&(t) = (f (x(t),ut),u® (), u®(),... ) Ot= 0. @)

Et elle peut étre donc interprétée comme unedi@je sur un champ de vecteurs de

dimension infinieF tel que, sur X xU x[O7,

(x(®),u®),u® (®),...) - F(x®),u),u®(),...) =
(F (x(©),u®),u® ®),u? ).....) (8)

Rappelonsqu’en dimension infinie, un champ de vectewr de classeC” sur
X xU xOM est alors donné par un opérateur différentiel umger ordre, aussi appelé

champ de Cartan , de la forme :

I e XA o

i ox, == " oul”
dont chaque composanmtgw ; est une fonctiorC” de X xU x07 dansO, c'est-a-
dire une fonction qui ne dépend que d’'un nombre dibitraire de coordonnées de

XxU xO et infiniment différentiable par rapport a chaewes variables.

Dans ce casF est considéré comme un champ de vecteurs et nenuple famille

paramétrée de champ de vecteurs. Avec une tellgroation, le systeme (3) est défini
par un espaceX xU x| et d'un champ de vecteuFs sur cet espace.

Ainsi dans le cadre des variétés de jets infinis, systeme dynamique régi par

I'équation différentielle (3) peut se définir defagon suivante :
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Annexe latPude dans le cadre de la géométrie différeldiel

Définition 2 :  Un systeme modélisé par (3) peut étre défini pgrdime (M,F) ou F

est un champ de vecteurs régulier de dimensionnienfisur une variété
M=XxUxO",

Ce formalisme est dans ce cadre naturellement atl@gur définir la platitude.

On introduit maintenant un type de systéme paitcuhécessaire a la définition de la

platitude dans le cadre géométrique.

1.1.1-Systeme trivial

Definition 3 : Un systeme trivial(O,F,), de coordonnéegy,y,y,...) et dont le

champ de vecteurs, dit champ de vecteurs trivoéd i, est donné par :

Fu(Y, ¥, ¥,-.) = (1, 9,-.) ofL

décrit n'importe quel systeme composé de m chaimEpendantes d’intégrateurs de
longueurs arbitraires (i.e., forme normale de Brusky des systémes linéaires

commandables).

Exemple : Considérons un systéme non linéaire, avec 4 états 2 entrées de

commandes, ayant 2 sorties, avec un nombre caractéristiqug =3 , et z, avec
p, =1. En écrivant :
=% 4,72,5,75,5=Y (11)

—_ 52 22
2,=7 7=V,

Ce systeme non linéaire peut s’écrire sous formm dysteme trivial de 2 chaines

d’intégrateurs, représente surfigure 1et donné comme suit :
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Zz) (010 0YzZ) (00
z 0 010|Z| |0 0fv
zizoooo iJrlo(vlj (12)
3 Z, 2
22 (0 000),2] (00
L1 z; 2, le
RN [ I — o | -
v, " z/
o || —

Figure.l- systéme trivial

1.1.2-Systeme implicite
Un systeme non linéaire donné par I'équation cifféelle (3) peut étre localement
transformé en utilisant le théoréme des fonctianglicites sous la forme explicite

suivante :
F(x,x)=0 (13)

Avec x appartenant a une varié¥¢ infiniment dérivable de dimension. La matrice

Jacoblenne% de rangn—-m (i.e., le systeme implicite est régulier) on est le
X

nombre d’entrée de commande.

Définition .4 : Un systeme implicite trivial se deéfini par un tepl(y,7,,F), avec y

est une variété de dimension infinie donnée par :
X =Xx0O0=XxO"xO"x, ., (14)

et dotée de champ de vecteurs trivial de Cartarsuivant :
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n . 0
TX:szi(j DW {15

i=1j=0
Nous allons formaliser, dans le paragraphe suivéntjotion entre deux systemes.

1.2-Equivalence au sens de Lie - Backlund

A.1.2.1-Cas des systémes explicites :
Définition .5: Soit @ une application lisse bijective déM,F) dans (N,G) au
voisinage du couple de poirfip,q) avec p0M et g=®(p)IN et dont I'inverse

notéeW supposé aussi réguliere.

On dit que® est un isomorphisme de Lie-Backlund (L-B) (@nq) si, et seulement
si, les champs de vecteurd et G sont® reliés en(p,q) et les champs G
sont aussi¥ reliés en(q, p).

La définition qui suit donne une relation entre xlsystemes dynamiques équivalents.

Définition 6 : Deux systemes diM,F) et (N,G) sont dits Lie -Backlund équivalents
en (p,g)dMxN , ou plus simplement Lie- Backlund équivalent (@nq) si et

seulement si :

» ¢s'il existe un isomorphisme de Lie- Backlund én: M - eN(p,q) tel
que g =®(p).
» et réciproguement, il existe une application ineedg classeC” W:N - M

en(q, p) tel quep =%(q).

Cette notion d’équivalence s’applique égalemertasudes systémes implicites.
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1.3Platitude différentielle
Définition 7 : Un systeméM ,F) est dit plat autour d’un poinp si, il est équivalent a

un systeme trivial au voisinage de ce pgnt

Définition 8: Un systeme implicite (x,7,,F) a m entrées est plat en
(%, Yo) U X, x0O,, si, et seulement si, il ekte Backlund équivalent en(X,,y,) a un

systéme implicite trivia(C,7,,,,0) ou 7,,, est un champ de vecteurs trivial SUf muni

w0itm?

des coordonnéey, v, V,...

m 0
— (j+1)
L o

Le vecteury =(Y,,¥,,..., Y, )est appelé vecteur des sorties plates.
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Résumé

Nous avons présenté dans ce travail, une nouredthodologie qui s’applique a la
classe des systemes linéaires commandables ainsi ensemble de systémes non
linéaires. Elle permet de trouver une sortie péiyiée appelée sortie de Brunovsky dans
le cas linéaire et la sortie plate dans le caslinéaire.

La platitude trouve tout son intérét dans le catizela génération et la poursuite de
trajectoires, en permettant un paramétrage de doete trajectoires du systeme en
fonction de la sortie plate et un nombre fini de dérivées.

Nous appliqguons cette nouvelle théorie a un systé aéronautique « Avion a
décollage et atterrissage dans le plan vertical ®V3%.

Mots clefs
Systémes linéaires, systemes non linéaires, égmeal des systemes, systemes plats,
génération de trajectoires.

Abstract

In this work, we present a new methodology whichagplied for linear controlled

systems and a set of nonlinear systems.

This methodology allow to find an output called Bowsky output in the linear case,
and flat output in the nonlinear case.

The flatness prove all her interest in the gemamatnd tracking trajectories, by
allowing to write all the trajectories of the systén function of flat output and a finite
number of her derivatives.

We apply this theory to a Planar Vertical Take &ftl Landing aircraft (PVTOL).

Key words
Linear systems, nonlinear systems, equivalenceysfesis, flat system, generation
trajectory.



