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Resume :

Dans cette étude, les problémes d'identification et de réduction optimale de
" modéle sont traités et ce pour les systémes linéaires multivariables. Le critére
utilisé pour l'identification est celui des moindres carrés généralisés. La solution
du systéme d'équations résultant est obtenue 4 l'aide d'une méthode robuste qui
est la décomposition QR. En ce qui concerne la réduction de modele, deux
méthodes approximatives confirmées par une méthode optimale sont utilisées. -
Les méthodes sous-optimales sont celle des gains équilibrés et celle de
SAFONOV. La méthode optimale est basée sur. le critére des moindres carrés.
Les performances des techniques étudiées sont illustrées a 'aide de quelques
exemples numeériques. -
Mots clés : Identification, réduction de modéles, moindres carrés généralisés,
Gains équilibrés, Projections Internes.

ABSTRACT :

In this study, the identification and model reduction problems for multivariable
‘linear systems are addressed. The criterion used for identification 1s the
generalized least-squares one. The solution of the resulting linear equations is
obtained via QR factorization. Concerning the model reduction problem two
different approximative methods are confirmed by an optimal one.

The suboptimal methods are the balanced gains method and SAFONOV
technique. The refinement of these two methods is performed via an optimal
method that is based on the least-squares criterion. [
The performances of all these techniques are checked using ' numerical
simulation.

" Keywords : Identification, Model Reduction, Generalized least-squares,
Balanced Gains, Internal Projections.
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Dans le domaine de I’automatique, 1’identification est un probléme qui suscite

L1 - INTRODUCTION

beaucoup d'intérét. De nombreux travaux ont été réalisés sur ce vaste sujet et un grand

s, dont les principes de bgse ont été établis par GAUSS en 1809.

.

Ire

nombre de méthodes a été proposé. La plus connue est sans doute la méthode des

moindres ca

Plusieurs algorithmes sont directement inspirés de cette méthode. Nous citons la

et MAYNE

fiit le premier 2 introduire en automatique la notion de matrice instrumentale [NAJ.83].

L]

CLARKE en 1967

Fe

r

r

me

r
Fa

és
cun proposé

G

ion [FOU.86a] [FUR.73].
des moindres carrés étendue proposée par TALMON en 1973, la méthode des moindres

Dans le cadre des algorithmes récurrents [MIE.90], nous pouvons citer la méthode

ficat

i

isés proposée par
une étude‘critique sur l'utilisation des algorithmes de poursuite

ée par SAGARA en 1977, la méthode des moindres carr

té

csen

-

rrente; et enfin, la méthode du maximum de vraisemblance pour

r
»

ée propos

difi
és dont HASTING & JAMES en 1969 et SEN en 1975 ont cha

{1s

une verston recu

carrés mo

’

Toutes ces méthodes s'appliquent également aux systémes multivariables, 4 la
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interconnexions, ce qui empéche toute décomposition en sous-systemes multi-entrées,
mono-sortie.

Une fois que la structure du modéle est choisie, il faut estimer les valeurs
numériques des différents paramétres intervenant dans cette structure. Ainsi, la
construction de modéles 2 partir de données expérimentales est trés importante en
‘automatique', il s'agit de l'identification paramétrique. Cependant, avant toute tentative
d'estimation paramétrique, il convient de s'assurer que les données recueillies
contiennent 1'information nécessaire compte tenu de la structure choisie pour le
modéle. Clest le probléme de l'identifiabilité structurelle [UNB.73]. Bien souvent, les
connaissances 2 priori ne sont pas suffisante pour que le modéle puisse en &tre déduit.
directement, et les équations définissant le modéle comportent des paramgétres inconnus,
On utilise alors, les mesures effectuées sur le processus pour en déduire a la fois la
structure du modéle la plus adaptée et les.paramétres associés. Il se pose alors un
double probléme de discrimination entre structure et estimation des paramétres. La
démarche consiste a choisir 4 chaque fois une structure du modéle, ceci définit une
classe de modéles possibles. Alors, on ne peut choisir que le meilleur modele dans la
classe considérée. Mais dans de nombreux cas, la structure 4 retenir pour le modele ne
peut étre entiérement déduite de nos connaissances a priori, et l'on doit envisager un
ensemble de structures possibles, auxquelles sont associées autant de vecteurs de
paramétres inconnus. Ce qm rend la determﬁiatxon de l'ordre du modéle trés difficile et
exige un temps de calcul tres long. |

Un autre probléme d'estimation se pose en automatique ; il s’égit du cas ou de
nombreux schémas de commande nécessitent la connaissance du vecteur d'état ou
dune partie de cet état, en général non accessible directement & ia mesure. Ainsi,
l'observation d'un sysiéme dyhamique consiste & estimer en temps réel; ’état présent a
partir de la connaissance des entrées et de la mesure des sorties sur un intervalle de
temps passé. Mais, il faut que les données et le modéle du systéme dont on dlspose
vérifient les conditions d’observabilité. C’est ainsi, que la notion de réalisation
minimale a éé introduite dans le processus d’identification, et spécialementf}i’idée de

gouvernabilité et d’observabilité du systeme. Toutefois, ¢’est uniquement le sous-
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sysiéme complétement observable et complétement gouvemable qui est identifié. Et
F'ordre du systéme est défini par la dimension de ce sous-systéme [KAT.73]. Seulement,
I'approximation d'une réalisation minimale par un modéle d'ordre réduit équivalent est
devenue possible depuis que des techniques de réduction ont été développées.

Dans la mesure ot la complexité est liée 4 la dimension du systéme, le probléme sera
de trouver un modéle d'ordre réduil le plus simple qui assurera un comportement
dynamique équivalent a celui du modele originel. En effet, durant ces trois derniéres
décennies, I'approximation des systémes linéaires, dynamiques et multivariables, par
des modeéles d'ordre réduit équivalents a suscité beaucoup d'intérét et un grand nombre
de méthodes a été propose. |

Tout dabord les premiéres techniques de réduction ont été développées
particuliérement pour des systémes SISO par PRONY en 1875 [GLO.S4]. Depuis, un
grand nombre d'auteurs ont proposé des méthodes d'approximation des systémes
donnés par leurs fonctions de transfert. Nous pouvons citer la méthode de
décomposition de la fonction de transfert en fractions continues [CHE.68}{CHE.70], la
méthode des moments qui approxime la réponse impulsionnelle du systeme [ZAK.73],
[LAL.74], l'approximation du type Padé [SHA.74}[SHA.75a], la méthode des pdles
dominants [SHA.75b], la méthode d'approximation basée sur le critere de stabilité de
ROUTH [HUT.75] et la méthode qui associe les domaines temporel et fréquentiel pour
l'approximation de la fonction de transfert a été proposée par VAROUFAKIS
[VAR.79]. En 1980, ce dernier a proposé une étude comparati‘ve [VAR.SO] o il
prouvait que la méthode des pdles dominants et la méthode de ROUTH sont
équivalentes puisqu'elles préservent la stabilité du systéme, tandis que la méthode de
décomposition de la fonction de transfert en fractions continues et la' méthode de Padé
présentent une trés faible erreur aux basses fréquences. Cependant, I’élimination d’un
pole instable par un zéro trés proche donne une mauvaise approximation du s‘ystéme
initial [SHA.80][SHA.82]. En plus d'une étude comparative des meéthodes de réduction,
XUE [XUE.91] a mis en évidence l'inconvénient de la réduction d'une’:’réalisation
équilibrée lorsque le systéme n'est pas propre (instabilité) ou lorsque le systéme est

" défini A partir de données stochastiques. ATHERTHON [ATH.91] a proposé un
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algorithme de réduction pour l'approximation des systémes linéaires avec retard mais
cet algorithme est sous-optimal aux résultats de WILSON [WIL.70]. CATHY

[CAT.93] et KRZYSZTOF [KRZ.93] ont donné une méthode de réduction d'une
fonction de transfert analytique établie a partir de la mesure des entrées et des sorties.
Cette approximation s'effectue dans le domaine fréquentiel. On note toutefois, que peu
de travaux ont été consacrés au probléme de‘l; réduction optimale. En 1967 MEIER et
LUENBERGER [MEL67] ont utilisé¢ la paramétrlisation podles-résidus de la fonction
de transfert et ont proposé une condition nécessaire a l'optimalité du modele d'ordre
réduit. En utilisant la méme technique CARRIER et BRYSON [CAR.90] ont donné
les expressions, dérivées de la fonction coit, qui ont penmis de trouver le modéle d'ordre’
réduit optimal. En 1992 SPANOS, MILMAN et MINGORI [SPA.92}] ont développé
une nouvelle technique de réduction optimale; elle est basée sur la minimisation de la
norme quadratique. Toutefois, ’approximation d’une fonction de transfert présente
quelques inconvénients, on peut citer : possibilité d’étiminer un péle instable par un
zéro, la sensibilité aux erreurs de calcul et enfin son uilisation est limité aux gystémes
monovariables.

. Apreés l'avénement de la représentation des systémes dans l'espace d'état [FOU.82a]
[FOS.72], et transposition du probléme de la réduction aux modéles multivariables,
plusieurs techniques ont été développées. Une premiére approche de réduction optimale
a été développée, cependant, la synthése d'un modeéle d'ordre réduit via cette technique
nécessite la résolution de deux équations de type Lyapunov non linéaires (équations de
" RICCATI) [DAV.85]. Une formulation plus simplifié a été proposé dans [WIL.70] ou
les valeurs propres du modéle réduit sont présélectionnées; mais ce choix est arbitraire,
ce qui représente un inconvénient majeur & cette technique. Le probleme de réduction
de modéle de grande dimension par des modéles d'ordre réduit a été constdéré dans
[ATH.77] ou les mod@les sont approximés soit par minimisation d'un critére
quadratigue soit par agrégation lin¢aire, avec ou sans retard.

Avec la contrlbutlon de MISHRA, le probléme de la réduction optimale a été
reconsidéré dans [WIL.79}{WIL.80]. Un algorithme itératif qui utilise le résultat de la

résolution de deux équations de type Lyapunov a éié proposé; ¢’est une procédure qui
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minimise la norme quadratique de I’erreur d’approximation. En effet, cette méthode
génére une solution optimale. SKELTON [SKE.80] a fourni un critére de performance
comme moyen d'évaluation du degré de contribution de chaque état dun systéme
multivariable, lorsque le cofit total est une fonction quadratique. Si 1’état considéré
représente un sous-systéme physique, alors la fonction cotit est utilisée pour une analyse
modale, par contre si elle définit une équation mathématique qui doit é&tre éliminée,
alors la composante codt devient un critére de troncature des modéles équilibrés.
Toutefois, le calcul de la matrice de transformation d’équilibre est non linéaire.

Le principe de troncature d'une réalisation équilibrée a ét¢ suggéré en premier lieu
par MOORE [MOO.81]. Cette technique nécessite une étape d'équilibre [LAU.80] oﬁ
les grammiens d'observabilité et de commandabilité sont égaux et diagonaux. En effet,
J'algorithme implique la résolution de deux équations de type Lyapunov [ROT.70].
L'approche définie par MO(jRE est basée sur une idée de la théorie des systémes. Le
principe est d'éliminer n'importe quel sous-systeme faiblement observable et faiblement
comsmandable. Ce concept est défini au moyen d'une relation de dominance impliquant
des invariants de similarité appelés les modes du second ordre. MOORE évalue le
. modéle d'ordre réduit en calculant l'erreur relative définie sur les valeurs singuliéres. La
technique de troncature d'une réalisation équilibrée a été appliquée aux systémes

discrets par PERNEBO et SILVERMAN [PER.82], YOUNG [YOU.85] et OBER
[OBE.87]. BETTAYEB [BET.91}] a suggéré une nouvelle interprétation de la
réduction d'une réalisation équilibrée représentée dans I’espace d'état, comme étant une
minimisation de Vénergie d'entrée-sortie du modéle. Puis FLORIN [FLO.92),a propose
comme indice de performance de la troncature d'une réalisation équilibrée, d’un
. systéme discret, une erreur quadratique. En utilisant une formulation des projections,
"HYLAND et BERNESTEIN [HYL.85] ont simplifié ]a formulation d'optimalité selon
WILSON [WIL.70] [WIL.80] ; ils ont proposé un algorithme itératif. Cependant, cette
technique nécessite la résolution de deux équations de type LYAPUNOV couplées a
une matrice de projection, ceci rend le calcul du modéle d'ordre réduit tres difficile.
Une technique de réduction des systémes multivariables a été proposée par KABAMBA
[KAB.85a] [KAB.85b] ; elle est basée sur une analyse des gains équilibrés. Cette
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méthode a fait ’objet de notre étude. 11 fautdoutefois souligner que 1’approximation
d’un modéle complexe par troncature d’une réalisation équilibrée ne concerne que les
modéles multivariables minimaux. Pour relever cetle contrainte d'autres méthodes ont
été développées. Nous rappellons que non minimalité d'un systéme peut étre définit
par la présence, dans le systéme, des modes ingouvernables et inobservables. Cela ce
traduit par des valeurs singuliéres qui sont soit trés faibles, soit de méme ordre de
grandeurs. Dans ces conditions I'équilibre devient intrinséquement mal conditionné et la
matrice de transformation d’équilibre tendra vers une singularité, D'out l'utilité des deux
méthodes présentées par SAFONOV et CHIANG [SAF.89] qui ne nécessitent pas
I’équilibre. En effet, ces deux techniques se présentent comme une projestion du
modéle multivariable dans une nouvelle base qui le transformera en un autre modele
équivalent mais de dimension réduite. Pour générer cette nouvelle base deux approches
de réduction basées sur une transformation des projections internes ont été proposée. La
premiére est basée sur une décomposition de SCHUR du produit des grammiens de
gouvernabilité et d'observabilité; la seconde méthode nécessite une factorisation de
CHOLESKY de ces deux grammiens. En se basant toujours sur une formulation des
_projections internes DERRAS [DER.94] [DER.88] a proposé une technique de
réduction des systémes monovariables discrets qui peut étre étendue facilement aux
systémes multivariables. Cette technique présente un trés grand intérét, puisqu'elle peut
étre utilisée pour générer des modeles d'ordre réduit & partir de modéles multivariables
minimaux ou non minimaux, éant donnée qu'elle n'exige pas une étape d'équilibre

préliminaire.
1.2 - NECESSITE DE LA REDUCTION -

Un tel intérét pour la réduction est motivé, d'une part par le besoin en simulation
numérique des systémes réels par des modeles simplifiés mais de comportement
équivalent. Cette contrainte est d'autant plus importante dans les applications en temps
réel, & cause de la limite de la capacité des ordinateurs et d’autres organes de calcul.

D'autre part, pour faciliter I'analyse et la conception de ces systémes, il devient
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important, voire nécessaire de faire un compromis entre la complexité du modele avec
une meilleure performance et la simplicité avec une performance moins bonne. En effet,
ceci rendra plus aisé la conception et 1’implémentatibn, par exemple: des commandes,
des régulateurs et des filtres numériques associés avec ces systémes, elc...

Aussi, lors de ia phase de réalisation, le probléme de réduction de modeéles refléte le

besoin du concepteur pour la facilité et 'économie de l‘implémentatibn. &
1.3 - APPLICATIONS ET MOTIVATIONS

La modélisation permet de représenter sous forme synthétique et cohérente les
systémes physiques d'intérét. Cetle description donne naissance a des modeles de
grandes dimensions. Quelques exemples d'applications peuvent éire cités, comme les
. systémes de télécommunications, les lignes de transmissions, la propagation des ondes,
les réacteurs nucléaires et bien d'aulres systémes.

Basés sur un dimensionnement fini des représentations dans l'espace d'état, un certain
nombre de modéles du contrdle modeme peuvent, en effet, faire 'objet d'une étude
comme les filtres de KALMAN, les régulateurs, les commandes etc..

Naturellement, la complexité des calculs est dictée par l'ordre du modele, d'ou la
nécessité d'approximer les modéles d’ordre élevé par des modeles plus simples, au
moins dans les situations suivantes : ) .

% [dentification d’ordre réduit ;

% Calcul d’une commade d’ordre réduit ;

%, Caicul d’un régulateur d’ordre réduit.

1.3.1 - IDENTIFICATEUR D'ORDRE REDUIT

Dans le processus d'identification des systémes et l'estimation des paramétres, il est

nécessaire, pour un traitement mathématique rigoureux, de spécifier l'ensemble des

modéles adéquats. Cependant, dans beaucoup de situations pratiqués oit le phénoméne




physique est gouverné par des relations compliquées, ces modeles peuvent étre
représentés par des modéles mathématiques simplifiés [MAS.88].

Les approches pour la réduction de ces modéles se basent d'abord sur l'identification
du modele d'ordre élevé ensuite la réduction de l'ordre du modéle monovariable estiithé

par des techniques classiques [MAS.88] [DEN.SS] [EY A.85].
1.3.2 - COMMANDES D'ORDRE REDUIT

La synthése d'une commande peut s’avérer particuliérement fastidieuse pour les
systémes d'ordre élevé. Une solution 4 ce probléme est la réduction.

Plus;ieurs méthodes peuveni &tre utilisées, gomme l'agrégation [BER.77] qui a servi
dans la synthése d'une loi de commande sous-optimale. Une autre approche basée sur
les interactions entre le systéme et le contréleur d'ordre élevé a été proposée [CHR.88];
elle utilise les coefficients de corrélation comme moyen de réduction des
interconnexions entre les sous-systémes dans un systéme d'ordre élevé. D'autres
approches de synthése des commandes ont été proposées par BRIAN [BRI.89] et
DENIS [DEN.91] ; elles sont basées sur la troncature d'une réalisation équilibrée du -

modéle pour lequel on synthétise la commande.
1.3.3 - REGULATEURS D'ORDRE REDUIY

Les modeles linéaires et invariants dans le temps de beaucoup de systémes physiques
singuliérement perturbés contiennent des modes lents et des modes rapides. Le contrdle
de tels modeles devient éouvent trés mal conditionné, plusieurs approches de
simplifications leurs ont ét¢ appliquées sans succés [CHO.76], pérceque la séparation
de ces modes n'est pas compléte. CHOW [CHO.76] et WANG [WAN.92] ont décrit
une méthode qui assure une séparation compléte des modes lents et rapides. Ainsi, la
performance proposée pour.la synthése d'un régulateur lent ou d'un régulateur rapide

peut étre atteinte par une approximation des modes de second ordre.



1.4 - POSITION DU PROBLEME

Dans l'étude d'un processus d'automatisation des procédés industriels, les modéles
des installations éludiés, quand ils existent, sont multivariables. La modélisation de tels
processus ne se fait pas sans certaines difficultés d'ordre théoriques et pratiques. En
effet, elle fait intervenir un grand nombre de variables. Aussi, ces systémes sont
indécomposables en sous-systémes et sont rarement décrits par des équations linéaires,
ou des équations différentielles a4 coefficients constants. Ainsi, la qualité de la
représentation sera améliorée si l'on dispose de ﬁléﬂlodes d'identification précises,
fiables et qui tiennent compte de ces caractéristiques. Les difficultés d'ordre praiiqlie
qui peuvent apparaitre sont d'une part, la structure du modéle qui ne peut étre connue a
priori. D'autre part, la présence des dynamiques non modélisables dans les systémes
réels ce qui rend encore plus difficile, voire impossible la connaissance précise de la
structure du modéle. Un choix arbitraire, de cette structure peut engendrer un modéle
dont l'ordre est supérieur a celui du systéme réel, c’est-d-dire une surestimation de
I’ordre.

La solution a ces deux préblémes est une réduction de l'ordre du modéle identifié ce
qui a fait ’objet de cette rechérche. | &

L’identification d’'un modéle d’ordre élevé et sa réduction optimale ont été abordées.
Les systémes étudiés sont multivariables, linéaires {GAB.87], invariants dans le temps
[DIE.87], stables [GAB.87] [MAR.87], obscrvables [NAS.63] et gouvemables
[RIV.89].

Cette étude s’¢tale sur deux volets : d’abord I’identification d’un systéme complexe
par la méthode des moindrés carrés généralisés (MCG) [FOU.82a][FOS.72]. Une
transformation orthogonale du type QR a été introduite [KEN.93]. Cette méthode
résoud les problémes d’instabilités numérique grice a sa robustesse.Vu que dans
certamnes conditions |'identification peut donner lieu a une surparamétrisation de la
structure du modeéle, alors nous avons trouvé qu’il était nécessaire de réduire I’ordre de
cette structure en conservant les composantes essentielles du systéme. Ainsi, la méthode

de KABAMBA a été introduite pour la réduction des modéles identifiés lorsque ceux-
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ci sont minimaux [KAB.85a]. Par contre les modéles non minimaux ont été approximeés
par la méthode de SAFONOV et CHIANG [SAF .89]. Cependant, il faut souligner que
Jes modéles d’ordre réduit obtenus via les techniques éitées ci-dessus sont satisfaisants
mais en général ne sont pas optimaux au sens L2, pour n’importe quel ordre de
réduction. Aussi, ces méthodes ont été utilisées pour définir un ensemble de modéles

d’ordre réduit sous-optimaux que nous avons utilisés comme solutions initiajes pour
| démarrer la recherche d’un modéle d’ordre réduit optimal via la méthode de WILSON
[WIL.79] [WIL.80]). On doit rappeler que la méthode de WILSON est une méthode
optimale au sens L? mais eile est itérative, ce qui nécessite une initialisation. En
utilisant la solution de KABAMBA ou celle de SAFONOV et CHIANG (citées
précédemment ), comme solution initiale pour la procédure de WILSON, la

convergence de cette derniére devient trés rapide.

1.5 - ORGANISATION DE LA .THESE

Cefte étude s'étale sur deux volets, l'identification du systéme complexe ensuite sa
réduction optimale.

Dans ce chapitre une étude bibliographique, ensuite ia nécessité de la réduction et les
différentes applications existantes sont donnés.

Le ‘second chapitre présente I'é¢tude d'une procédure d’identification des systémes
multivariables qui est la méthode des MC(?. Des exemples numériques y sont donnés
aussi. }

Le troisiéme chapitre est consacré a la présentation des méthodes de réduction des
systémes multivariables et d'une procédure d'optimisation. Nous présentons aussi les
résultats des simulations numériques effectués, pour montrer les performances de la
méthode de réduction optimate utilisée. L’algorithme général d'identification et de
réduction optimale des systémes multivariables est proposée. _

Une conclusion générale résume le travail présenté et les solutions obtenues. Elle
présente aussi les perspectives de cette étude.

b
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IL.1 - INTRODUCTION

L'identification et fa modélisation sont deux étapes les plus importantes des études
d'automatisation des procédés industriels. J
La modélisation d'un procédé vise a établir une -représentation liant les variables du
procédé. Cela peut se faire soit A partir d'une démarche de compréhension des
phénomeénes mis en jeu, soit & partir dun traitement mathématique des données
recueillies sur le procédé. | .
L'identification a pour objet la prédiction du comportement d'un processus en vue de
la détermination d'une loi de commande adaptée, l'estimation des grandeurs non
+ directement accessibles a la mesure, détection des défauts,...[BOR.93]
Bien souvent, les connaissances a priori ne sont pas suffisantes pour que le modele
puisse en étre déduit directement, et les équations définissant le modéle comportent des
| paramétres inconnus. Ceux-ci forment un vecteur quiil s'agit d'estimer a partir de
données expérimentales recueillies sur le processus étudié. On parle alors d'estimation
paramétrique. |
Les mesures relevées sur le processus sont utilisées pour en déduire a la fois ia
structure du modéle fa plus- adaptée et les paramétres associés. La démarche usuelle
consisic A estitner les paramétres de chaque structure en commengant par les plus
simples. On retient alors la structure la plus simple qui conduit au comportement le

plus satisfaisant.
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Pour comparer les modéles entre eux, il faut disposer d'une échelle de valeurs, ou
critdre, qui permettra de les classer. La valeur du critére associée au modéle dépend des
données recueillies sur le processus et des valeurs calculées a partir de la simulation.

-

Le critére le plus utilisé est fe critére quadratique défini par :

N |
J= 2@ -L@O)F@O-L))  (Nug: est le nombre dobservations )
i=1

Une fois la structure est choisie et le critére J est défini, il convient de chercher les
paramétres optimaux au sens de J. La démarche habituellement employée consiste a
metire en oeuvre un schéma du type de celui décrit par la figure I1.1. Le systéme.©
accessible uniquement a {ravers ses entrées,maitrisées U, et ses sorties mesurables Y.
Le vecteur r,(i) symbolise les perturbations (entrées non maitrisées, erreurs de mesure,
caractére approximatif du modéle ). |

1l 'agit dans cette section d'identifier directement un modéle paramétrique discret.

. Etant donné que nous ne disposons pas d'un processus réel. Nous avons utilisé des
modéles mathématiques que nous avons simulés pour obtenir les mesures. Ces valeurs
ont été ensuite utilisée dans Iidentification par ‘la méthode des moindres carrés

généralisés (MCG) parceque le modéle du bruit dans le systéme est un bruit coloré.

IL2 - GENERALITES -

I'estimation des paramétres est Pévaluation des  paramétres du modele
" mathématique basée sur des signaux mesurés. Ainsi le modéle identifié¢ est connect¢ en
paralléle avec le modele réel et les signaux de sortie seront comparés comme le montre
la figure 11.1. |

Pour avoir un modéle correctement ajusté, il faut que la variation des signaux de
sortie soit suffisamment faible [KEU.93].

La qualité des résultats dépend moins de la méthode que de la qualité de

tinformation contenue dans les données entrée-sortie.
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Puisque la sortie est fonction de Pentrée alors le choix de I'entrée utilisée pour
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Figure II.1- Structure d'un Identiﬂpateuf

Les propriétés les plus intéressantes pour les entrées d'identification sont [FOU.82a] :

a/- Avoir une autocorrélation C,, (%) de type impulsion de Kronicker :

- {cste k=0 1
u‘ui( )_ o k:‘:O g ( )

b/- Avoir des intercorrélations nulles :

Clut, (k) =0 Viz j, Vk (11.2)

La propriété a) est vérifiée par une séquence binaire pseudo-aléatoire ( SBPA )
(Annexe A), mais il est difficile de trouver des séquences ayant la propriété b)

[FOU.82aj.

1l existe un moyen d'engendrer des séquences binaires indépendantes et d'autocorré-
fation impulsionnelle & partir d'une SBPA. C'est un produit de convolution d'une SBPA
par une matrice d¢ HADAMARD (voir la définition dans I’ Annexe A) [FOU.82al.
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Soit une SBPA d'éléments X (k)de longueur L, et une séquence binaire d'éiéments
Si(k), de longueur M,. On obtient la ‘séquence W;(k) de la fagon suivante :
Wi(k) = S,(k) ® X (k) " : : (IL.3)

ol ® est un opérateur de convolution.

W (k) a pour longueur LM si L et M, sont premiers entre eux. Alors L'intercorrélation

entre deux séquences W;et W; vaudra :

IMg-1

C,,; (k) = i, gm(f)wf(i-k) ‘(11.4)
1 HE “
=T, ZSOXOS,6-BX6-k) — ¢
1 s
=t éjs,(f)sj(f-k)cﬂ(k) (IL5)

Les séquences I¥; et W; rempliront les conditions a) et b) si les séquences S, ef S; sont

orthogonales, i.e :

1 Ms-1
¥, (k) = 77 ES,.(I')SJ.(i—k) (iL6)
{0 E#0,ij 7
|t k=0,i= ({7

Cette propriété est vérifiée par les lignes d'une matrice d&¢ HADAMARD d'ordre M,.
Ainsi, les W, (k) seront utilisées pour l'identification multivariable, comme entrées du

modéle multivariabie,

IL3 - PRESENTATION DE LA METHODE D'IDENTIFICATION
MULTIVARIABLE

La dynamique d'un systéme discret linéaire soumis soit 4 un bruit dynamique

(dynamiques non modélisables), soit 4 un bruit de mesure, ou soumnis a I'effet des deux,

14

°



—’ ] . ;
multivariabls

est représentée par. la Figure 11.2. Comme la solution des moindres carrés simples
(MCS) présente l'avantage d'étre explicite et fort simple a calculer, il suffit par la
méthode des MCG (Annexe ‘B) de garder les caractéristiques de la méthode des MCS
tout en blanchissant les résidus (Annexe C) §FOU.82a]. A

l E(1)

Qtzhyp(z™h

l+ rs (i)
2]

(i) systéme Y. (i) + Y{i)

v

Figure I1.2 - Systéme Dynamique avec un bruit Coloré
¥

Le modele du bruit r, (i) considéré sur la Figure I1.2 est trés général, ou £(i) est un
'bruit blanc et on suppose que les racines de (2 ?) sont inférieur a 1 en module.

Pour un systéme linéaire multivariable, le modéle doit étre représenté par :

¥,()= AN ZHBEZHUG) A (11.8)
ou |

[4@z ™), =[a, @D az@h - a,z) | (IL9)
et |

[B@™M, =[bu2™" By Y - b, (Z7h)] (I1.10)

avec Jj=4L...,n
et Z7 estunopérateur de retard.
sachant que :
e(i) =Y () - X, (i) (11.11)
Le signal de sortie mesurable est composé du signal Y (i) non bruité (qui est en fait
égal 4 ¥, (i) et ri(i) qui représente le signal bruit.
Y(i) = L) +7(7) (IL.12)
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e(i) sera 1rés faible si les perturbations sont bien modélisées. Cependant I'approche peut
étre améliorée en considérant que les perturbations agissant sur le signal de sortie sont
décrites par un bruit coloré donné par :

r@) = ONZPZHEWD) = GZHEW) (IL13)

le signal de sortie aura la forme suivante :

Y(i) = ANZYBEZ YUY+ () (11.14)

Prémultiplions I’équation (11.14 ) par A(Z™)
AZ G- BZ™HUG) = AZ7Hn6)
= AZNGAZT) EG)

Supposons que G, (Z7 ) est une matrice unité, telle que l'estitnation des paramétres par
PP q q p P

(1L 15)

les MCS soit donnée par :

AZ O G) - BEZHUG) = £G) (1L.16)

-
=

I1 en découle le systéme d'équations donné ci-dessous : _
ay(ZYVG@) + @y (Z7 (0 + o+ a,(Z2W6) = by (27U 6) + 5, (27U, (1) +b,5(Z7)Us (1)

+ ot b, (ZTHU, )+ &)
J=L..,n . | (L.17)

Aprés séparation des termes diagonaux , on obtient :

a,(ZOY (== 2 a(ZV()+ ;b,,(Z“‘)U,(:')+ £
=0

i=ly=j

‘ §
j=1...,n (11.18)

. La transformation de I’équation (I1.18) dans le domaine temporel, pour chaque sortie

du modéle aura la forme sutvante :

r,:”—] n Up m Yy +
Ykt v)=~ X ay, Y+ )= 22, Fk+ my+ 2, 200, U (k+ p)
p=0yuzf ‘ 1=0 p=0 =1 p=0
j=1...n (11.19)

16



et pourra étre exprimée comme suit :

Yk +v,y=mT(k+v,)8,+& (k) | (1L.20)
J=L..,n
ou,
mk+v,)= Kk ... -Hk+ ulj)i.‘.|—}’;(k) e =Yk + 0,
- (I1.21.a)

OWK) . Uk o)) U, (R U,(k+vy)

et

0. =la,, . g, lla, o ay, | A

J [ jio Iy, 0 Jnwy, (H..'Zl.b)
16,10 Bl o O] .

l’équafion (11.21.a) contient les valeurs des sighaux de sortic mesurées et les valeurs des
signaux d'entrées utilisées pour l'estimation des paramétres de I’équation (l1.21.b).

Lorsque 1’équation (11.21.a) est écrite pour N, valeurs d’échantillonnage différentes,
on aboutit au systéme d’équations linéaires suivant :

YN, = M(N,)8,+&(N,), (11.22)

ou le vecteur signal est donné par :
T
PN =[G, +1) T, +2) .. Lo+ N,) (11.23)

1

La matrice des données A, (N, )est donnée par :

| m (o, +1)

M, (N, = " T(U:” +2) ‘ (11.24)
I_mjr(vﬂ +N,)
&
et le vecteur des résidus est donné par :
L=l m @ - sy (1125)

17



Si on suppose que £,(N,,) est un bruit blanc, la méthode généralement utilisée est ia
minimisation du critére &,7(N,,) £,(N,,) dite critére moindres carrés simples (MCS). La

solution est donnée par :

6, = [M,7 )M MV )T, )

. L’expression qui caractérise le systéme mulivariable peut étre donnée par :

» «]7t ,* A

b,=\M] 1, - (1.27)
ou encore

M6, =71 (11.28)
Ou:

W31 r -1

[MJ] Z[MJ (NM)MJ(NM)

et : (11.29)
¥’ =MT(N,)Y(N,)

Il est important de noter que I'expression (I1.27) donnée ci-dessus est théoriquement

trés simple, mais peut étre numériquement instabie surtout si la matrice M (V) est

mal conditionnée. Dans ce cas, il est préférable d’utiliser une transformation
orthogonale de la matrice d'information A ; (V). Cette transformation peut &tre
déterminée par une décomposition QR ou par une décomposition en valeurs singuliéres
SVD [KEU.93]. En effet, ces méthodes sont bien connues par leur robustesse et leur
insensibilité aux problémes d’instabilité numérique.

Soit la décomposition QR de la matrice d’information suivante :

- fRV,)]
M) = (N, (0 ) | (11.30)

M(N ) est une matrice de dimension N, xn, oul n représente le nombre de paramétres.

Q(N ) est une matrice orthogonale de dimension¥, x N :

Q" (N,)=Q"(N,) = QT(NIQN, =1y (11.31)
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et R(IV, ) est une matrice triangulaire supérieure de dimension » x n.

Sachant que la solution des MCS du systéme multivariable est donnée par :

§=[MTN ) MW, MTNOFN,) (I1.32)
ou bien |
[MTWN, )MV =M (N,)F(N,) ' : (11.33)

. Si on insert |’équation (II.30) dans I’équation ( I1.33), on obtient :
Nyl [RY,)]

L 0 J Q' (N IQWN, { 0 Jf) =L 0 JQ(NM)YﬂNm) ' (IL.34) -
Sachant que le produit de la matrice orthogonale et du vecteur colonne donne :
(4,0, |
T _ Y(N,)
Q (N")Y(N"’)“[E‘(N )J (2.35)
[R7(V,) | 0] RV )}9 [R"v,)1 o] A”‘”’} (11.36)
L o LE(N )
don:
RT(N,)R(N,)6 = R"(N,) &y S | (I1L.37)

avec 6y , une matrice de dimension nxp (p représente le nombre de sortie du systéme).

Si la matrice d’information est de rang complet, alors R(N, ) et sa transposée R'(N,,)
seront réguliéres. Et I’équation (11.37) peut étre réécrite comme suit :

R(Nm)é = t(’:'\mx.r,,) : (11-38)

Alors le vecteur & est estimé par substitution inverse dans le systéme (I1.38)
é\ = R_I(Nm)éy(Nm) : (II-39)
Jusqu’a présent le modéle du bruit considéré est un bruit blanc et la procédure )
d’identification utilisée est 1a MCS. Mais dans le cas ol ce bruit est coloré (ce que nous

allons considérer dans cette étude), la méthode utilisée est basée sur le critére des
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moindres carrés géne'raliséé (MCG). Cette méthode se présente comime un processus
itératif, ol les données d’entiée et de sortie doivent étre filtrés pour assurer une
meilleure estimation des paramétres et ceux du bruit. Ce résuitat est atteint lors du
blanchissement total des résidus (voir Annexe B).

Sachant que I’expression du bruit coloré est donnée par :

2z () = P(z WD) ' (11.40)

Sachant aussi que :

e(i)= A(Z")n(:‘)rs(l,) oM@ PEE (1L41)
alors :
o) = Az 10 (Z)P(ZE W) (11.42.2)
“FZE0) | . (IL42.b)

qu'on peut réécrire sous la forme :
FYZM)e()=¢0) (11.43)

"o avec:
F(Z")= 4@ Q" @ MPEZ™) o (IL49)
Pour chaque sortie du modéle, le modéle du filtre sera :
FAZN Y= 14 fyy 274 fu, 27 4ot [y 27 | (11.45)

. é

Multiplions I'équation (I1.16) par F(Z ) nous obtenons :

‘- AZHF(ZHY ) = BEZYFEZ UG+ £G) (11.46)

| AEZ DY ()= BEZ ™ )+ E() . : (11.47)

)= F(Z7Yray , U'G)= F(ZTHUG)
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Comme le systéme est lindaire, cette multiplication signifie que I'on filtre les données a

travers F,(Z') (Annexe C). Pour déterminer le filtre F,(Z7'), il suffit d'écrire

2me

I’équation (11.42.b) pour la ;™ valeur aux divers instants d'échantillonnage pour

obtenir le systéme ci-dessous : $
[ ej(N,,,) ] fu] [ N -I
" —e (N, -1) .. —e-(N -9) _
ej(N,E,, y “IV ! .: ! fl} N & (N 1)‘ (I1.48)
-LGJ(Q“FI) J Aej(q) ¢ (1) q;J |~ é(q+1)‘l

soit aussi de la forme :

e, = X F, +¢, (I1.49)

Nous remarquons ici un modéle de la forme (I1.22) dont les résidus £; (N, ) sont
blancs. L'estimation du vecteur F, au sens des MCS nous donne :

F =X X)X e, (11.50)

si l'on connaissait e,(/); i = 1,...,N,, on pourrait calculer 13; Si la mesure de e,(7) n'est
pas possible, on I'estimera a l'aide de 1’équation suivante: -

-M,4 | | (IL51)

e =
=

L’algorithme donné ci-dessous, décrit la procédure d’identification multivariable

présentée dans ce chapitre (voir Annexe B).

1L.3.1 - ALGORITHME DES MOINDRES CARRES GENERALISES
Etape 1/ Soit C'1 = 10°%( la précision ) et ¢ = 107°
Etape 2/ Construction des matrices A4 et Y
Etape 3/ Factorisation du type QR de la matrice M
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Etape 4/ Calcul de l'estimateur des MCS
6 =R (N,) 0y
Etape 5/ On estime les résidus
s(iy=Y-M8
Etape 6/ On calcul C, = é’¢ .
Etape 7/ si C, < ; aller a I’étape 8 sinon aller a I’étape 14

lcl B Czl

Etape 8/ AC =
pe 8/ AC C,

Etape 9/si AC < ¢ aller a I’étape 14 sinon aller 4 |’étape 10
Etape 10/C, = C
Etape 11/ On construit le filtre basé sur & (7)
F=(X,"Xp)" X, e,
Etape 12/ Filtrage des données : &

N =hi+ fyYG-D+ ot TG -a) j=Llep
U = U+ fp U= D+t fLUG - ) k=1,,m

" Etape 13/ On considére (Yj’ (1)U, ()) comme les nouvelles données et aller a I’étape 2.

Etape 14/ Fin
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. l +  r.{i)
U{i) Yo (i)
&

+ Y1
" OATE™ Bz > [ >
- +
. B(z ") > B« Az .
F(zh)
l £{i) Bruit blanc
a)
. l + rg(i)
U(i) Yo (iy o+ Y (i)
P A‘I(Z—l) B(Z-l) =EB >
4 4
F{z ) . Ezh
— + y %
Bz D « ' Az
£(i) Bruit blanc
b) - '

Figure II.3. - Principe du filtrage des données pour I’algorithme MCG
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' §
l £(i) bruit blanc

-1 -

F(7
| 1 ¥ oxg(d)
Yo(i) + Y (i)
AlizhypzH & ~ >
+ | ¥ Calcul du
Filtre
e F(z™) _, g E(Z7) = (Xe"Xs) ! X578
" h
B (2 ) s A(z™)

v
©
F 3

e{i)

min(C = 2 e(i)")
é = R-I(Nm)éym,,,)

Figure 11.4 - Méthode des moindres carrés généralisés.
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Maintenant que la méthode d’identification des systémes multivariables ( MCG) est

établie, nous allons montrer ses performances.

IL.4 - SIMULATIONS NUMERIQUES*

Les systémes multivariables utilisés dans cette simulation sont en réalités continus et
représentés dans l'espace d'état. Cela a nécessité dans un premier temps une
numeérisation de ces exemples via une transformation bilinéaire [SAG.88], avec une
fréquence d'échantillonnage propre a chaque systéme. Ensuite, nous avons effectués le
passagek de la représentation dans I'espace diétat discréte a une fonction de transfert
discréte. D'autre part, comme nous ne disposions pas des processus réel pour relever les-
mesures; nous les avons simulés. ‘

Dans ces exemples qui constituent une simmulation numérique de la MCG, les entrées
sont des SBPA de longueurs 512 (Spectre riche en fréquence). Pour que ces entrées
ne soient pas corrélées entre elles, elles ont été couplées 4 une matrice de
HADAMARD. Les signaux de perturbation des sorties du systéme sont des bruits

colorés.
IL4.1 - RESULTATS DES SIMULATIONS . ,5,

1/ - Premier exemple [WIL.79]

Considérons un systéme linéaire complexe a quatre entrées et quatre sorties. Ce
systéme est une modélisation d'une chaudiére. La fonction de transfert discréte de ce

systéme est donnée par :
[z(q) [Ul (q)]

{B@ | U@
o 5@ e “’Tug(q) |

Y,(q) U, (9)
¥(q)= A (9)B()U(g)
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ou

Biy(g) Bylg) Biu(q) Bula)
B(q)= B,{(q) Bpn(q) Bylg) Bulq) I
LBal(Q) By,(q) By(q) ‘ BJa(‘I)J

By (q) B,(q) Bu(q) Byu(q)

et
A(g) = diag{Au(9) An(@) An(@) Au(@)]
Remaque: les valeurs théoriques et les valeurs estimées de A(q) et B(q) sont données

dans I'Annexe D(dableau 1 ).

Tous les signaux qui interviennent dans la simulation sont representes par :
~ les figures: 11.5.1, I1.6.1, 11.7.1, IL8.1 représentent les entrées du systéme multlvanable
— Les figures 11.5.2, 11.6.2, 11.7 2, 11.8.2 : définies par le symbole (x) représentent les
bruits additifs. '

Les figures 11.5.3, 11.6.3, 11.7.3, I1.8. 3 nous permettent de juger de ta qualité du
modgle obtenu par une identification par MCG. Elles représentent une comparaisoty

entre les signaux de sortie du modéle réel et du modeéle identifié.

2/ - Deuxiéme exemple [TZA.77]

Dans cet exemple il s’agit d'un systéme multivariable 4 trois entrées et trois sorties.
En effét, ce systéme est une modélisation d'un réacteur nucléaire. La fonction de

transfert discréte de ce systéme est donnée par :

r1‘1((17)1 rU,,(q)]
Y(g) =[Yz(q)}= A"(q)B(q{Uz(q)J | &
K;(‘I) Uz(?)

Y(g)= A(B(U(9)
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ou

(Bu(@) Bu(@) Buld)]
B(Q):LBZI(Q) B,,(q) Bn(QjJ

B;ﬂ(?) By(q) ng(q)
et

A(g) = diag{ A, (@) An@) Au(@)}

Remarque: Les valeurs théoriques et les valeurs estimées 4(g) -et B(q) sont données
dans I'Annexe B( tableau 2). °
Les signaux qui interviennent dans la procédure d'identification sont représentés par:

— les figures I1.9.1, 11.10.1, I1.11.1 : représentent les entrées du systéme multivariable.
— Les figures 11.9.2, 11.10.2, IL.11.2 : définies par le symbole(x) représentent les bruits
additifs. '

Les figures [1.9.3, 11.10.3, 1113 nous perpettent de juger de fa qualité du modéle
obtenu par une identification par MCG. Elles représentent une comparaison entre les

signaux de sortie du modéle réel et du modele identifié.

3/ - Troisiéme exemple [MAZ.93]

Dans cet exemple, c'est le modéle mathématique-d'un bras manipulateur. Clest un
systéme multivariable & trois entrées et trois sorties. |

La fonction de transfert discréte de ce systéme est donnée par:

&
() @) ]
Y(g)= {Ia(q)}: A“(q)B(q{Uz(q)}
‘ () Uy(q)

¥(q)= A" (9)B(g)U(q)
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o

(Bi(0) Bu(@) Bu@))
B(Q):LBH(‘?) By,(q) Bza(‘?)J
B, (q) By(q) Byu(g)

et

A(g) = diag{4,(2) An(@) An(9)]
Remarque: les valeurs théoriques et les valeurs estimées de A(qg) et B(g) sont données

dans I'Annexe D( tableau 3 ).

Tous les signaux qui interviennent dans cet exemple peuvent étre représenteés par :
—les figures 11.12.1, I1.13.1, 11.14.1: représentent les entrées du systéme multivariable.
— Les figures 11.12.2, 11.13.2, 11.14.2:définies par le symbole (x) représentent les bruits

additifs.

Les figures 11.12.3, 11.13.3, 11.14.3 nous permettent de juger de la qualité du modéle
obtenu par une identification par MCG: Elles représentent une comparaison entre les )

signaux de sortie du modele réel et du modéle identifié.

I1.4.2 - INTERPRETATIONS DES RESULTATS

Trois exemples de systémes multivariables ont éé considérés. Dans le premier
exemple, il s’agit de la modélisation d’une chaudiére [WIL.79], c’est un sysi¢me
multivariable A quatre entrées et quatre sorties. Le second exemple, est le modéle
mathématique représentant un réacteur nucléaire [TZA.77]. C’est un systéme a trois
entrées et trois sorties. Le dernier exemple concerne un bras manipulateur [MAZ.93].
C’est aussi un systéme 2 trois entrées et trois sorties.
" La procédure d'identification utilisée est la méthode des moindres carrés généralisés
(MCG). Une transformation orthogonale du type QR a été utilisée pour la résolution du
systéme d’équation intervenant dans les (MCG). Cette méthode permet d’éviter le

probléme d’instabilité numérique et cect: grice a sa robustesse fKEU.93].
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Nous sommes arrivés a une eslimation satisfaisante des paramétres des différents
systémes considérés. Les réponses i111pulsi0;n1elles correspondantes aux différentes
sortics du premier systéme sont représentées sur les figures 11.5.3, 11.6.3, IL7.3 et 11.8.1,
celles du second systeme sur les figures 11.9.3, 11.10.3, 11.11.3 et enfin les réponses du
troisiéme systéme sont donmées sur les figures 11.12.3, I1.13.3 et 11.14.3. Ces résultats
illustrent bien les performances de la méthode d’identification (MCG) utilisée. Nous

pouvons conclure qu’ils sont satisfaisants en comparaison avec les réponses théoriques.

I1.5 - CONCLUSION

Dans ce chapitre nous avons étudié une méthode d'identification, c'est la méthode des
moindres carrés généralisés. Elle a été a Porigine développée pour lidentification des
systémes monovariables et nous 1’avons généralisée pour l'identification des systémes
mufltivariables. Un algorithme est proposé (voir Annexe B), ot les entrées utilisées sont
des SBPA couplées a4 une matrice d¢ HADAMARD pour éviter qu'elles ne soient
corrélées.

Une transformation orthogonale du type QR a été utilisée pour la résolution du
systéme d’équations intervenant dans les (MCG). Cette méthode permet d’éviter le
probiéme d’instabilité ﬁuméfique et ceci griice 4 sa robustesse.

Nous sommes arrivés & une estifnation satisfaisante des paramétres des différents
systémes considérés. Les réponses impulsionnelles correspondantes aux différentes
sorties du premier systéme, du second systéme et enfin les réponses du troisiéme
systéme sont représentées graphiquement. Ces résultats illustrent bien les performances
de la méthode d’identification (MCG) utilisée. Nous pouvons conclure qu’ils sont
satisfaisants en comparaison avec les valeurs théoriques. |

Il apparait clairement dans ce chapitre, que l'identification d'un systéme n'est pas
seulement un probléme mathématique. Ceci méme si des démonstrations de
convergence des estimateurs sont indispensables. Ainsi, il ne faut jamais pegdre de vue

le but du modéle pour réaliser au mieux le compromis entre précision et simplicité. Et
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surtout, il faut utiliser l'ensemble des méthodes fournies par l'arsenal théorique et
regrouper leurs résultats pour obtenir une meilleure connaissance du systéme.

Cepehdant, avant toute tentative d’estimation paramétrique, un probléme se pose,
¢’est la nécessité de fixer la structure du systéme. si les solutions théoriques-a ce
probléme sont claires, il faut reconnaitre qu’elles sont difficiles & metire en oeuvre sur
le plan pratique (numérique). |

En effet, dans cerlaines conditions I’identification peut donner lieu a une
surparamétrisation de la structure du modéle. Nous avons trouvé qu’il était nécessaire
de vérifier si la structure des différents systémes multivariables identifiés ne pouvait pas
étre approximée par un modéle équivalent mais de dimension plus réduite. Ce qui a fait

I’objet du chapitre suivant.

410



»,

O CHAPITRE I\

REDUCTION
ES SYS

EMES

CU LTIVAR

ABLES
/




8
4

y

g

i
s

PRTO—
O e

-

A e

i
e

!
o]

A

"0

by
)

4,
th

o)

1111 - INTRODUCTION

4

a2

eme

1ques, |1

Dans un grand nombre de cas prat

| est nécessaire de remplacer un syst

le de comportement dynam

simp

ble par un autre plus

ivaria

dynamique mult

ique

li

de ['analyste, se révéle difficile et insuffisante pour certains systémes dynamiques

. Cette si

voisin

fication des modéles fondée autrefois sur l'expérience et le flair

imp

recherche

.

demn

une

’

.

Ieres annees

Ces i

multivariables.

, avec |'outil informatique

les de

z

-

ques généra

considérable s'est développée dans ce domaine et des techni

ont

efforts

différentielles

Ces

linéaires ont été développées.

modéles

réduction pour des

dun systéme d'équations

ion

t

approxima

*

lement portés sur

. .

principa

1

~

da
| [OKK.93]

ic

t

équen

i tduite, essentiellement

IMEns1on re

ion par un modéle de d
et ceci dans le domaine tempore] et fr

1Hnens

ires de grande di

mea

coefficients constants,

[VER.93].

Parmi Les méthodes de réduction on trouve l'agrégation [GRU.77], la méthode

de réduction optimale

, la technique

850]

KAB

85a] [
80] et la project

brés [KAB

il

[WIL.70} [WIL.79] {WIL

ins équ
Ces techn

des ga

dans un espace fonctionnel [DAV.84].

0n

le systéme est pratiquement

ans le cas ou

td
de la difficulté de son implémentation.

~

r

intere

grand

iques présentent un

ble
De plus dans T

€ ou

t

i

a

irréalisa

r

cause de sa complex

iques du systéme physique,

st

ines caratéri

.

analyse de certa

des gains en temps

it peut entrainer

rédu
|

re

ord

¢le d'

Jation d'un mod

En effet,

10N €1 sImu

1sat

util
consi

1!

{processus

1eurs

ér

niveaux sup

1ser aux

ili

iré d'ut

r

ccessa

il est n

dérables

4]



réels 4 commander) des modéles de plus en plus simples (voir chapitre 1, synthése
d'un controleur). Cela, pour s'assurer que les algorithmes de coordination peuvent
travailler en temps réel et converger vers l'objectif fixé.

Dans ce qui va suivre, le probléme de la représentation des systémes de grande
dimension par des modéles de dimension réduite sera abordé. Dans un premier
temps nous nous proposons d'étudier une classe de méthodes de réduction de modeéles
multivariables minimaux [BER.73]. Esnsuite, nous aborderons la simplification

des modéles multivariables non minimaux [DER.94] [SAF.89].
I11.2 - GENERALITES

~ Soit un systéme complexe linéaire, invariant dans le temps, stable, gouvernable et
observable donné par sa représentation dans I'espace d'état : .

X ()= AX (1) +BU(1) | - (IIL1.2)
Y()=CX(®) (11IL.1.b)

avec Uft) € W X(1) e i et Y1) € 9 .Deplusd e HN Be H" G e HY
sont des matrices constantes. La fonction de transfert du systéme (IIL1) est donnée
par:

G(s)=C(Is— A)"'B | _ | (I11.2)

Nous avons considéré que D = 0, i.e que le systeme (II1.1) est strictement propre.
Plusicurs méthodes de réduction des systémes linéaires dynamiques multivariables
~ont été proposées durant les quinze derniéres amnées. Elles sont le plus souvent
basées sur l'analyse de modéles [MAD.84] ou des concepts du domaine fréquentiel
[ENN.84] [VER.93].

L'une des techniques de réduction qui a été proposée est la procédure de troncature
d’une réalisation équilibrée. Elle a été suggerée par MOORE [MOO.83] puis étudiée
par PERNEBO & SILVERMANN [PER.82] et ensuite par GLOVER {GLO.84]. Elle
a été developpée par la suite par BETTAYEB [BET.91]. KABAMBA [KAB.85a]
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[KAB.85b] a reétudié cette technique en donnant une reparamétrisation de laécondition
d’équitibre en fonction des paramétres d’état A, B et C. Toutefois cette technique de
troncature des réalisations équilibrées n'est pas optimale au sens L’ [ADA93]
-K[RAM.94] et n’est pas applicablé aux systémes non minimaux. Dans le cas des
systémes non minimaux la méthode de SAFONOV & CHIANG [SAF.89] s’avére plus
adéquate car elle ne fait pas intervenir explicitement les réalisations équilibrées.

Vu l'intérét des concepts de controllabilité et d'observabilité dans la représentation
et ta compréhension des techniques de réduction qui sont basées sur ’analyse de ces

grammiens, nous en introduisons les définitions suivantes [KAB.85a).

111.2.1 - DEFINITION DES GRAMMIENS D'OBSERVABILITE
ET DE COMMANDABILITE

Admettons que la matrice A du systétme (IIL.1) a toutes ses valeurs propres
situées dans le demi-plan gauche du plan complexe. On définit les matrices : granymien
de gouvernabilité et gratmmien d’observabilité par : |

- Grammien de controllabilité :

P = reA‘BB T dt (111.3)

tp

- Grammien d'observabilité :

+
O = Je*'CTCe™ di : (111.4)

Ii1.2.2 - PROPOSITION

- Pour le systéme d'équation (IIL.1), si la matrice 4 a toutes ses valeurs propres
situées dans le demi-plan gauche du plan complexe, alors P; et QO; seronf les
solutions uniques des équations de type LYAPUNOV {ROT.70] do:ﬁlées ci-dessous :

AP+ PA"+BBT =0 (11L.5)
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T T ¥
A0 +QA+CC=0 (111.6)

. Pi et Qs sont des matrices symétriques définies positives représentant les grammiens
de gouvernabilité et d’observabilité du systéme (IIL.1) respectivement. Elles sont
obtenues a partir des équations de type LYAPOUNOYV données ci-dessus par (II1.5) et
(IIL6).

IIL.3 - POSITION DU PROBLEME

La modélisation de nombreux processus réels ( colonne a distiller, réacteur nuclé-
aire, ...) conduit le plus souvent a des systémes d'équations différentielles stationnaires
d'ordre élevé, obtenus par linéarisation autour d'un point de fonctionnement et donnés
par ’expression (I11.1).

Le systéme d'équations (II.1) est supposé complétement observable, commandable,
linéaire, invariant dans le temps et stable. Une approximation satisfaisante du systéme
(IIL.1) peut étre obtenue par ‘un modeéle d'ordre réduit de dimension r avec
(m<r=<N):

X,(t)= A4, X (6)+B.U) (1I1.7.a)
P =C, X.(1) : (I11.7.b)

ou on suppose que les p sorties ¥, décrivent suffisamment bien les sorties du
systéme réel. D'une fagon générale lés éats X() et X, () des modéles (II1.1) et (111.7)
sont liées par une transformation du type :

X,(f) = T(X (1) (111.8)

ou I' est un opérateur matriciel de dimension rxN. 1l sera déterminé pour chaque
méthode utilisée ci-aprés. Il a été trouvé que de.nombreuses méthodes de réduction

sont équivalentes A cette relation. Si le systéme est minimal [BER.73], une approche
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qui parait adéquate est la méthode de KABAMBA [KAB.85a]. Sinon, forsque le
systéme est non minimal la méthode de SAFONOV et CHIANG [SAF.89] peut étre
appliquée.

111.4 - REDUCTION DES SYSTEME% MULTIVARIABLES MINIMAUX

Pour le choix de lordre de réduction du mbdéle, la méthode de KABAMBA est
. basée sur lanalyse des gains équilibrés. Par rapport 4 la technique de troncature
d’une réalisation équilibrée, la méthode de KABAMBA introduit une mesure de la
qualité du modele d'ordre réduit. Cette mesure correspondant  la norme quadratique de
la fonction de transfert du systéme pour chague mode du systéme et les états associés a
des valeurs qui sont faibles, sont supprimés car ils ne contribuent pas tellement au
comportement dynamique du systéme. Toutefois, définir un modéle d'ordrg réduit par
celte variante nécessile une étape préliminaire d'équilibre qui peut étre établie via

falgorithme de GLOVER [GLO.84], LAUB [LAU.80] ou OBER [OBE.87].

111.4.1 - REALISATION EQUILIBREE

La technique de réalisation équilibrée tend a rendre symétrique une certaine
propriété d'entrée (gouvernabilité) et une certaine propriété de sortie (observabilité) en
choisissant une nouvelle: base de coordonnées. Il devient nécessaire de trouver une
transformation pour avoir une nouvelle représentation dans laquelle les deux

grammiens sont égaux et diagonaux [GLO.84].

III.4;1.1 - ALGORITHME D'EQUILIBRE [GLO.84|
Considérons le systéme (II1.1) avec les hypotheses faites précédemment.
1/- Résolution des équations de LY APUNOV [ROT.70], [JOH.82] *
AP, + PAT+BBT=0 |
ATQ + QA+ CTC=0
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Deébut

(A, B, C)

Systéme Initial Multivariable

Calcul des Grammiens ti’observabilité et de commandabiliié P et Q

Résolution des équations de Lyapunov
AP+ PAT+ BBT =0
ATQ+QA+CTC=0

b
&

|

Q =R'R

R” : Triang, Inf.

Factorisation de Cholesky de O

|

M=RPR"

On forme le produit R P R”

i

&

URPRU=Z"

Résolution du probléme des valeurs et

|

vecteurs propres

Ftablir la matrice de transformation

d’équilibre T

T — R-l Uzlﬂ
A =TAT
B,=T"8B
C,=CT

Former le modéle

équilibré

Figure I11.1 - Organigramme de I’équilibre des systemes |GLO.84]
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2/- Factorisation de Cholesky de ¢ :
Q:‘ =R'R

R

3/- On forme le produit R P, R”
- Résoudre le probléme des valeurs et vecteurs propres tel que :
UTRPR™U =% avec U'U =1
et sziag{cr,,oa;--,o;,} ou o z20, 220,>0
4/- On forme la matrice de transformation T :
T=R'UT"
- Grammien d'observabilité équilibré
QT =75
- Grammien de gouvernabilité équilibré

T'PT =%

Proposition
Considérons l'équation (I11.5) et V'équation (I11.6) :
1/- Si A est asymptotiquement stable,
2/- Si P; et O existent; sont uniques et sont définies positives, alors (4,5,C) est
minimal [KAB.85b].
Le triplet (1 ,B,C ) est équilibré si les grammiens associés & ce dernier sont égaux
et diagonaux. MOORE [MOO.81] a montré que lexistence dune matrice de

transformation d'équilibre est liée a la stabilité (asymptotique) de A et la minimalité de

(4,B,C).

P
N

I11.4.2 - METHODE DES GAINS EQUILiBRES

Soit la réduction du systéme d'équation (IIL.1). Le triplet (4, B, C ) est une
réalisation strictement propre, avec a; > 0, 2 63 2::-> o) > 0 comme valeurs singuliéres
du systéme (racines carrés des valeurs propres de la matrice produit P; ¢J; ) . Soient aj;

représentant le i tme glément de A, b, la ™ ligne de B., ¢; la i*™ colonne de C,,. Le
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triplet ( 4,, B,, C, ) représentera une réalisation équilibrée [GLO.84] [MOO.81] si et
seulement si pouri=1,..Netj=1,..,N, il existe (KAB.85a][KAB.85b] :

cec® et R

b eR"  avec b =1 (II1.9.2)
"£eR’  avec g =1 (111.9.b)
tel que '
_ vt
bi=uvb , C=uv7T et ay = - 5—'- (11L.9.c)
- :
S o i<l,jsN
o, - BB = E 50 J 7 1.9.d
¥ o _ ! ’ 1+j ( ‘; .d)
. G l G20,

ie (I11.9.¢)
@ =Y ~ -2 | 1110
il - 20’1- — L = —La,0; (111 )

Les expressions (II1.9) représentent une reparamétrisation du systéme équilibré (4., B.,
C, ) en fonction des conditions d’équilibre du systéme, c’est-a-dire que les parameétres

aij, b etg donnés ci-dessus vont satisfaire bien les équations (II1.5) et (1IL.6) pour

des matrices P; = (; = 2 (diagonales et égales, i.e, équilibrées).

111.4.2.1 - MODELE D'ORDRE REDUIT
Pour définir l'ordre de réduction du modéle complexe il s'agira d'abord de calcul;r les
gains équilibrés donnés par i’équation (I11.10) du modéie (IIL.1), ensuite de former le
produit AG, = g0 (i = 1,---,N) qui représente le i™ terme de la norme quadratique
de 1a fonction de transfert du systéme [MAS.88]. On définit, alors, I'erreur relative par
|AG,,, - 5G]

!

Ci= A Si ¢ < ¢ ou ¢ estune précision choisie , alors 'ordre de réduction r
"



Début

L4
' i Former le Vecteur des gains

ey

2 _ .
v°=-2a,0, |
équilibrés et calculer les termes de

2
AG; = o,
j=1.. N :
ta norme quadratique de la fonction
de transfert
. 1AGu-aG)
=4 AGHI 2 L
v @
k=1

oui
Le systéme n’est pas ' (4, B, C,)
réductible avec I’erreur Modéle réduit
d ‘ordre r

£, considérée

Fin

Figure I11.2 - Organigramme de réduction d’un systéme multivariable minimal
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sera €gal a i et le modele d’ordre réduﬁ sera donné par troncature des (N-r) lignes et
colonnes de A., (N-r) lignes de B, et (N-7) colonnes de C,. Ceci comme constaté par
KABAMBA [MAS.88] signifie que les (N-r) états qui sont découplés des autres états
du systéme, sont peu affectés par ’entrée et affectent peu la sortie. Donc, ils contribuent
trés peu a la norme L7 de la fonction de transfert (voir Annexe E). Ainsi, le modéle
d'ordre réduit adéquat est déduit par une simple troncature de ces états. Dans cette
étude le résultat (I1I1.10) de KABAMBA sus-cité est utilisé mais la synthése de la
transformation d’équilibre T est calculée a I’aide d’une procédure de diagonalisation et
d’équilibre des matrices P; et (J; donnée par (IH.S) et (IIL6) [GLO.84]. On peut
montrer que cette technique est équivalente A une transformation du vecteur d’état X (r)
en un autre vecteur d’¢élat de dimension plus réduite [DER.88], tel que le modéle ;‘éduit
est donné par : |

A =GAF=GTATF

B=GB=GT'B (II.11.a)
C,=C,F=CTF

avec G=[I 0] e F=G' (IIL11.b)

oit [, est une matrice identité de dimension rxr et 7 est donnée par T=R'UX"* (voir
section 111.4.1.1). | | 4

On peut montrer aussi que la matrice £ =TFGT™ est une projection, ce qui veut dire
que le vecteur d’état du modele réduit n’est qu’une projection du vecteur d’état du
systéme réel sur un sous-espace de dimension r. Dans ce cas I’opérateur T" défini en
© (I11.8) est donné par I' = GT"' .

Le modéle simplifié résultant est minimal, complétement observable, commandable et

asymptotiquement stable [KAB.85a].

I1LS - REDUCTION DES SYSTEMES MULTIVARIABLES
'NON MINIMAUX ' ¢

Dans la section précédente une technique de réduction de modéles minimaux a été
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étudide. Cependant, si les systémes étudiés ne sont pas minimaux c'est-z‘i-cfire qu'ils
présentent des modes presque ingouvernables et inobservables, alors l'équilibre
'devient intrinséquement mal conditionné et la matrice de transformation d’équilibre
T tendra vers une singularité [POO.74] [STE.77]. Ceci est équivalent soit 2 des
valeurs singuliéres du systéme qui peuvent étfe de méme ordre de grandeur ( ordre de
multiplicité) [GOL.70], ou trés faibles. Dans ces conditions la réduction par la
méthode des gains équilibrés [KAB.85a] s'avére trés difficile méme impossible.

L'objet de ce qu{ va suivre sera dutiliser une technique de réduction qui ne
nécessite pas 1’équilibre. Cela peut étre réaliser par la technique de SAFONOV &
CHIANG [SAF.89].

111.5.1 - REDUCTION PAR LA METHODE DE SAFONOQOV [SAF.89]

La réduction par cette variante ne nécessite pas I'équilibre, elle est basée sur une
décomposition propre d’une certaine matrice Ep;, . Ainsi, Le probléme rev;ent a
trouver un modéle simp.liﬁé d’ordre r dont les' paramétres d’état sont donnés en
fonction de cette décomposition propre. En effet, la méthode consiste & définir d’abord
une matrice de la forme {[SAF.89]:

Epo =Vipe Vi (I1.12.a)

g

avec. V. et Vy,, ,des matrices de dimensions N xretrx N, respectivement, dont les
P

colonnes forment les bases de 1’espace propre, droit et gauche de P; ¢y , qui sont

associées aux valeurs propres maximales de P; QJ;..

La décomposition de Ey;, en valeurs singuliéres donne :

By =Usgpe Zrpe Ve O (II12.b)
ensuite on définit : S5, =¥ 00U roe Srmg . (I11.13)
Sebie = Vee? Eig EE,bfg_uz (I11.14)

&
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et la représentation du modéle simplifié serahonmée par [SAF.89]:

Ar = SL_b;’g TA SR.big

B =5, B (111.15)
. CTr = SR,blg
. On peut monteerque la transformation E=Sg,,. S;,, estune projection [DER.88]
3 [DER.94] [SAF.89], c’est-a-dirc S, ,, Sy, = I, Dans ce cas I’opérateur T de (1IL.8)

prend fa forme I' =S “,,-gr .
111.5.2 - ALGORITHME DE REDUCTION [SAF.89]

1/ Soit (4,8,C) la représentation d'état d'un systéme propre d'ordre N.

i 2/ Résolution des deux équations dé LYAPUNOV [ROT.70] [JOIL.82]
AP+ PAT + BB =0
ATQ + QA+ CTC =0

3/ Décomposition de Schur du produit P; ¢J;
4/ Pour Choisir r l'ordre de réduction, il suffit de vérifier que [MOO.81}:

ol les o, représentent les valeurs singuliéres de P; ; et ¢ une précision que l'on

impose .

5/ Calculer Vp et V par rotation tel que :

lr/l‘ o * *—I
r (0 A, *
VA 'PiQ:'VA: 0 0 '.. »
oo o4




e
V)RV, = itf;‘ B ]
0 0 A,

6/ Partition de V, et Iy tel que:

N-r r
¥
VA = VR,SmaH |p£,b:g

[43

r N-r —I -
eyt )
Vp = VR,br'g |VL.SmauJ '

. 7/ Eye = VL,b;gTVR,b:;g

8/ Décomposition de Ep;, en valeurs singuliéres

T
Erig = U pig Zriig Vere

9/Caleulde : 5, =¥, Up, Ty, ™"

-1/2
SR.b;g I/R b:g E.big ZE,ng §

.10/ Calculer la représe:xtation du modele simplifié

=8, u&m
‘ér = SL,bl'gTB
G =CSrpe

11/ Calculer tes grammiens réduits
P=8,, RS ”
O = Saug D S
12/ 8i P, et O, sonl diagonales aller a 13 sinon diagonaliser P, et O, etallera 13
[DER.94). '
13/ Equilibrer le modéle simplifié [DER.94|

- Calculer la transformation T diagonale

- [P,,, /Qr”]"4 .
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‘-Caiculer le modéle réduit équilibré | : b

A,=T"4T
Bre = T_lﬁr
c =CT

re r

1’avantage des méthodes présentées ci-dessus (méthodes de KABAMBA et de
SAFONOV) réside dans leur simplicité et la facilité de leur implémentation. Aussi,
elles générent un ensemble de modéles d'ordre réduit qui sont satisfaisanté-- mais non
nécessairement optimaux au sens des moindres carrés L2, Pour avoir un modéle d’ordre

. N . 2 . . . , . . . .
réduit optimal au sens L°, il faut envisager les conditions nécessaires a 1’optimisation

[SH1.91}.

A lorigine, ce probiéme a été abordé et résolu par WILSON [WIL.70] ensuite
repris avec la contribution de MISHRA [WIL.79] [WIL.80]. 1l a été reformulé par la
suite par HYLAND & BERNSTEIN [DAV.85]. Mais, la forme de la solutign est
implicite donc difficile 4 mettre en oeuvre. C'est la raison pour laquelle nous avons

opté pour la méthode de WILSON & MISHRA [WIL.80] qui sera étudiée ci-apres.

[IL6- REDUCTION OPTIMALE AU SENS L?

La recherche d'un modéle simplifié par les techniques citées dans la section
précédente donnent un ensemble de solutions, que l'on pourra qualifier de sous-
optimales. En effet, lorque le choix de l'orcire dﬁ: réduction est arbitraire, nous avons
trouvé qu’il est nécessaire dutiliser une procédure pour améliorer la_qualité des
modéles obtenus. La solution repose sur la minimisation d'un critére quadratique.
~ Pour s'assurer de la convergence de cet algorithme, il faut vérifier la stabilité, la

commandabilité et ['observabilité du modéle réduit a chaque pas d'itération .
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I11.6.1 - GENERALITES

Considérons la réduction d’un systéme complexe donné par sa représentation dans
I’espace d’état par 1’équation (iI1.1). Etant donmné un modéle d’ordre re’;duit sous-
optimal qui peut étre décrit par I’'une des deux expressions (I1IL.11) (IIL.15), avec r un
ordre de réduction quelconque. Alors le modéle d’ordre réduit optimal sera défini par

X ()= 4,0+ BU®) ' (IIL.16.a)

¥(1)=C X, (1) o | (IIL.16.b)

olt teR X, (NeR,T,(1)eR" avec m<r<N. De plus 4, By et C,, sont des

matrices constantes qui minimisent le critére quadratique donné ci-dessous [WIL.80]:

P a

7= Jewy @@par (LIL17)
=1 g .

ou,

¢ =1y - v} (IIL18)

avec Y(t) et Y, (1) les réponses du systéme originel et du modele réduit optimal,

respectivement.

£

I111.6.2 - PRESENTATION DE LA METHODE DE REDUCTION
OPTIMALE

111.6.2.1 - EQUATIONS [WIL.80]

Les conditions nécessaires a la minim%sation de J impliquent la résolution des
équations matricielles de LYAPUNOV suivantes [WIL.80] pour Pet Q :
FP+PFT+5=0 ‘ - - (LIL19)
FIQ+QF+M=0 (111.20)
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ou

(4 0] e —c'c] {BB BBT}
F=|" M = : ’ = y :

LO A,J ’ L-C,T-C c'c J . B'B BBT (.21
ainsi, le critére (111.17) aura la forme suivante [WIL.80]:

J = t{QS) = o PM) (I11.22)

la minimisation de J par rapporta 4,,, B,,, C,, génére le modéle d'ordre réduit optimal -

[WIL 80} donné ci-dessous :

A, =6,46, .
B, =6,B (111.23)
Cro = C92 ‘

. | &
ol

‘ 0, = _sz_lQuT ) 0, = Plzpzz_l _ (111-24_)

Aussi, le produit 8,0, =7, [WIL.80], ce qui sighiﬁe que le produit 9,0, est une
projection [DER.88] [DER.94]. 11 est important de noter ici que le calcul de 4o, By, et
C,, se fait a l'aide d'un algorithme itératif [WIL.80] (voir Organigramme de la figure

I11.3) puisque les refations (111.23) sont en fait non linéaires en 4,,.
I11.6.2.2 - CONDITIONS NECESSAIRE A L'OPTIMUM

Etant domné le partitionnement 'des matrices P et Q conformément 4 la mairice F

I—Pu Pu] _I_Qu Qu—l ‘
P=lp, ) 27lo, 2. (H1.22)

-

la minimisation du critére I, donné par I’équation (1I1.22), par rapport aux éléments de
Ay, B,, C, (voir ’équation (F.10) de I’ Annexe F ), conduit a : |

aJ
ob

r

a) =0 ;b, estunélement de B,
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o t{ 23 QJ= 0=B, --0,"0,"B | (I11.26)

Ab,  Lab,

aJ -
b) —— = 0;¢, estun élement de C,

oc,

aJ oM '

e = '[a - p}: 0 = C, =CP,P,™ (111.27)

aJ , :
€) Za " 0;a, estunélement ded, (voir AnnexeF)

al’
oJ oF
= { Ep P}: 0= 0y, Py +PpQy =0 (111.28)
4

Comme 1"expression de 4,, = AG, A6, + (1-4) 4,7 donnée par WILSON [WIL.80] ne
donnait pas des résultats satisfaisants, alors dans cette thése nous I’avons remplacé par
une nouvelle expression de la forme :

Ay =00, A B P - 0, TIA TR, (111.29.a)
[T = (P G + POp) : . (I11.29.b)

I11.6.2.3 - ALGORITHME DE REDUCTION OPTIMALE

Cet algorithme représente une version modifié de I'algorithme présenté par*WILSON
et MISHRA [WIL.80] pour un systéme MIMO :
-1/ Choisir (4,, B, ) controliable et stable ‘
-‘2/ Résoudre 1’équation de Lyapunov FP + PF + S =0
3/ Calculer 9, = PP, | ?
4/ Caleuler ;™ = Ce,
5/ Résoudre L'équation de Lyapunov F¥ O + OF + M =0

avec (4,,C,™" ) observable et stable

6/ Caleuler 6, = -0, 0,"
7/ Calculer B** = g,B

8/ Tester si B, n’est pas égal 4 B, alors aller 4 I’étape 2 avec B, =B, sinon
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aller a |’étape 9.

9/ Calculer la fonction erreur J(4,, BN e )

10/4,7% =4, et Jo =JA" BN CN")

1/ A, = -0, ' OpTA PPy — 0 ' T14 7R,

12/ Tester si (4,7" , B, *" ) est controllabe et stable alors aller & 1’étape 13, sinon
aller & I’étape 11 _

13/ Réexécuter les étapes de 2 4 8 avec 4" et B,"”. Ensuite sortir de 1’étape 9 et
aller a I’étape 14 -

14/ Calculer la fonction erreur J en fonction de A4, , B¥* et C*" de ’étape 13

Jy =JAN, B, ¢

15/ Effectuer les testes ci-dessous :
a) - SiJ; <J, alors aller a I’étape 10, sinon
b)-SiJ; >Jy alorsaller & I’étape 11, sinon
¢)-StJ; =Jp alors -
Calculer 8,, = 6,6, ;
Si 8, =1 alors (4™, B/** ,ﬁ C,") représente le modele d’ordre réduit
optimal et J; la valeur minimale du critére. Sinon aller a 1’étape 11.

Dans le chapitre précédent les fonctions de transfert des modéles multivariables
 considérés ont été déterminées. Dans ce chapitre, nous allons chercher leurs
représentations dans l'espace d’état. Ensuite, nous aborderons leurs approximations via
fes techniques de réduction qui ont été présentées ci-dessus. La procédure générale

d’identification et de réduction est présentée par I’organigranune de la figure I11.4.

IIL7 - VALIDATION DE LA REDUCTION OPTIMALE DES MODELES
. MULTIVARIABLES

Comme nous I’avons introduite auparavant, P’identification d’un systeme peut
donner lieu & une surparamétrisation du processus. Ainsi, la réduction nous permettra

de vérifier s’il est possible ou non d’approximer cefte structure par une structure
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Figure 1113 - Organigramme d’une méthode de réduction optimale
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Figure 1.4 - Organigramme général de I’ Identification et Réduction Optimale
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équivalente mais de -dimension plus réduite. Aussi, nous allons considérer
| "approximation des trois exemples de systémes multivariables identifiés dans le
Chapitre 11, seulement ces systémes seront représentés dans 1’espace d’état. Le premier
exemple, c’est une modélisation d’une chaudiére [WIL.79] ; c’est un systeme
multivariable d’ordre onze a quatre entrées et quatre sorties. Le second exemple est un
modéle mathématique représentant un réacteur nucléaire [TZA.77], ¢’est un systéme
d’odre six a trois entrées et trois sorties. Le dernier exemple, c’est un bras manipulateur
[MAZ.93], qui est aussi un systéme d’ordre six & trois entrées et trois sorties. Les
parameétres 4, B et C de la représentation d’état des modgles identifiés (modéle originel)

sont donnés dans |’ Annexe D
I11.7.1 - RESULTATS DES SIMULATIONS

Dans cette partic nous alfons présenter les résultats de simulations concernant la
réduction des systémes déja identifiés au chapitre 11. Pour illustrer les performances des
méthodes de réduction de modeéles citées précédemtment, trois fonctions caractéristiques

ka}
sont considérées a savoir : la réponse impulsionnelle, le spectre d’amplitude et le
spectre de phase. Avec ces fonctions nous pouvons illustrer et comparer les méthodes de
réduction et voir les cas ot on est loin ou proche du systéme originel. Pour cela les trois

exemples du chapitre précédent sont reconsidérés dans ce qui suit.
1/ Premier exemple [WIL.79]

Pour réduire le modéle d’état (Amnexe D, (D.1)), nous avoﬁs utilisé la méthode de
SAFONOV [SAF.89] puisque le systéme correspondant présente des modes,
multiples. Les valeurs propres du systéme (valeurs propres de la matrice A) sont :

- LOE+004 x {-6.9349, -3.6274, -2.8313, -1.0030, -0.1923, -0.0664, -0.0129,
*-0.0049+0.0067j, -0.0049 - 0.0067j, -0.0043, -0.0006 3.

Les valeurs propres de la matrice produit P; O; (carrés des valeurs singuliéres)
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sont :
1.OE+008 x {6.6754, 2.8697, 0.1655, 0.142, 0.0201, 0.0046, 0.0001, 0.0000,
0.0000, 0.0000, 0.0000 } . Les valeurs de J qui sont donnés au tableau suivant

- représentent les valeurs du critére quadratique calculé dans la procédure d’optimisation

Ordre de réduction Sinitiat Jtinal
2 2.0450 E+007 1 2.0402 E+007
4 4.9481 E+005 | 2.2927 E+005
6 1.2470 E+004 | 0.1235 E+Q04
8 17.9016 16.1561

Les figures IIL5.i, TIL6.1, IIL7.1 et IIL8.1 représentent les réponses
impulsionnelles des différentes sorties du modele initial d’ordre onze, des modéles
réduits sous-optimaux (par rapport a J) et des modéies réduits optimaux d’ordre 2, 4, 6,
8, respectivement.

Les figures 111.5.2, 111.6.2, 111.7.2 et 111.8.2 représentent les spectres d’amplitude des
différentes sorties du modele initial d’ordre onze, des modéles réduits sous-optimaux
(par rapport 4 J) et des modéles réduits optimaux d’ordre 2, 4, 6, 8, respectivement.

Les figures 111.5.3, 111.6.3, 111.7.3 et II1.8.3 représentent les spectres de phase des
différentes sorties du modgle initial d’ordre onze, des modéles réduits sous-optimaux
(par rapport a J) et des modéles réduits optir;aux d’ordre 2, 4, 6, 8, respectivement.

La figure 11L9.1 représente les courbes compar.atives de la réponse impulsionnelle du
modéle initial d’ordre onze, des modéles réduits sous-optimaux (par rapport a J) d'ordre
_ 2, 4, 6, 8, respectivement.

Enfin la figure II1.9.2 représente les courbes comparalives de la réponse
impulsionnelle du modele iﬁitial d’ordre onze, des modéles réduits opﬁmaux d'ordre 2,

4, 6, 8, respectivement.
2/ Deuxiéme exemple [TZA.77]

Pour réduire le modéle d’état (Annexe D, (D.2)), nous avons utilisé la méthode de

. KABAMBA [KAB.85.2][KAB.85.b] puisque le systéme correspondant est minimal.
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Les valeurs propres du systéme (valeurs propres de ta matrice A) sont :

1.0E+002 x {-0.0056+0.0815j, -0.0056-0.0815j, -2.9967, -0.0133, -2.8889,

-0.01003}. .

les valeurs AG =g (i= 1,-,N) qui représentent les termes de la norme
quadratique de la fonction de transfert du systéme, sont :

{0.4263, 0.1304, 0.0164, 0.0087, 0037, 0.0002}. Les valeurs de J qui sont donnés au
tableau suivant représentent les valeurs du critére quadratique calculé dans la

F

procédure d’optimisation

Ordre de réduction Jinitial Jtinal
2 8.1758 E+012} 2.2154 E+011
4 4.7715 E+011| 2.1870 E+007
5 66.434 11.4693

Les figures II1.10.1, IIT.11.1 et II1.12.1 représentent les réponses impulsionnelles
des différentes sorties du modéle initial d’ordre six, des modéles réduits sous—opﬁmaux
(par rapport a J) et des modéles réduits optig@_naux d’ordre 2, 4, 5, respectivement.

Les figures 111.10.2, IH.II.?. et II1.12.2 représentent les spectres d’amplitude des
différentes sorties du modéle initial d’ordre six, des modéles réduits sous-optimaux (par
rapport a J) et des modeéles réduits optimaux d’ordre 2, 4, 5, respectivement.

Les figures I11.10.3, 111.11.3 et 1IL.12.3 représentent les spectres de phase des
différentes sorties du modele initial d’ordre six, des modeles reduits sous-opthnalfx
(par rapport a J) el des modéles réduits optimaux d’ordre 2, 4, 5, respectivement.

La figure [11.13.1 représente les courbes comparatives de la réponse impulsionnelle
du modéle initial d’ordre six, des modéles réduits sous-optimaux (par rapport a J)
d'ordre 2, 4, 5, respectivement. 4
Enfin la figure I11.13.2 représente les courbes comparatives de la réponse

impulsionnelle du modgle initial d’ordre six, des modéles réduits optimaux d'ordre 2,

-4, 5, respectivement.
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* 3/ Troisiéme exemple [MAZ.93]

Pour réduire le modéle d’état (Annexe D, (D.3)), nous avons utilisé la méthode de
SAFONOQV [SAF.89] puisque le systéme correspondant présente des modes

multiples. Les valeurs propres du systéme (valeurs propres de la matrice A) sont .
{-3.6817+11.0894j, -3.6817-11.0894;, -8.69006, -6.2030, -4.2846,-2.9224 }.

Les valeurs propres de la matrice produit P; 0; (carrés des valeurs singuliéres) sont
{0.0063, 0.0022, 0.0021, 0.0011, 0.0000, 0.0000 } . Les valeurs de J qui sont donnés
au tableau suivant représenfent les valeurs du critére quadratique calculé dans ia

procédure d’optimisation

Ordre de réduction Jinitial Jtinal
3 1.6108 E-007 | 1.6125 E-008
4 1.2238 E-005 | 2.1622 E-006
5 1.2009 E-002 | 1.3108 E-003

Les figures I11.14.1, III:15.1 et 111.164 représentent les réponses impulsionnelles
des différentes sorties du modéle initial d’ordre six, des modéles réduits sous-optimaux
(par rapport a J) et des modéles réduits optimaux d’ordre 3, 4, 5, respectivement.

Les figures 111.14.2, 111.15.2 et IIL16.2 représentent les spectres d’amplitude des
* différentes sorties du modéle initial d’ordre six, des modéles réduits sous-optimaux (par
rapport 4 J) et des modéles réduits optimaux d’ordre 3, 4, 5, respectivement.

Les figures 1I1.14.3, 1I1.15.3 et 111163 représentent les spectres de phase des
différentes sorties du modele initial d’ordre six, des modéles réduits sous-optimaux
(par rapport & J) et des modéles réduits optimaux d’ordre 3, 4, 3, respectivement.

La figure I11.17.1 représente les courbes comparatives de la réponse impslisionnelle
du modele initial d’ordre six, des modéles réduits sous-optimaux (par rapport a J)
.d'ordre 3, 4, 5, respectivemént.

Enfin la figure I11.17.2 représente les courbes comparatives de la réponse
impulsionnelle du modéle initial d’ordre six, des modeles réduits optimaux d'ordre 3,

4, 5, respectivement.

101



IIL.7.2 - INTERPRETATIONS DES RESULTATS

Pour illustrer les performances des différentes techniques de réduction ufilisées, nous
avons considéré 1’approximation des trois exemples de systémes muitivariables )
identifiés dans le chapitre deux. Le premier systéme d’ordre onze représentar”. une
chaudiére [WIL.79]. La méthode sous-optimale utilisée comme solution initiale est
celle de SAFONOV car cel exemple présente des valeurs propres (carrés des valeurs
singulidres) de la matrice P; ¢;  ( produit des grammiens d’observabilité et de
commandabilité ) multiples. Le second systéme d’ordre six représente une modélisation
d’un réacteur nucléaire [TZA.77]. Pour cet exemple la méthode sous-optimale utilisée
comme solution initiale est celle des gains équilibrés dite de KABAMBA puisque ¢e
systéme est minimal. Le dernier systéme d’ordre 'six représante un bras manipulateur
[MAZ.93]. La méthode sous-optimale utilisée comme solution initiale est celle de
SAFONOV car ce dernier présente des valeurs propres (carrés des valeurs singuliéres)
'de 1a matrice P; Q; faibles et multiples. Pour pouvoir évaluer et comparer les résultats,
nous avons tracé trois réponses; la réponse impulsionnelle, les spectres d” amplitude et
de phase du systéme originel et des modéles réduits. H

Si on se base sur les valeurs propres de la matrice P; O; pour évaluer le modéle
d’ordre réduit, on peut remarquer qu’a partir de 1’ordre quatre (pour Pexemple de la
chaudiére et du bras manipulateur), la méthode dite de SAFONOV YSAF.89]
commence a donner des réponses du modéle réduit (réponse impulsionnelle, spectres
d’amplitude et de phase) de plus en plus proche de celles du systéme originel. En fait,
ces réponses se rapprochent encore de celles du systéme originel en augmentant 1’ordre
d’approxjmation-(voir Figure 111.9.1 et III.f3.1, respectivement). On remarque la
méme chose pour 1’exemple du réacteur nucléaire (voir Figure 1I1.17.1)

Pour un bon comprozﬁis entre la performance de la méthode et la complexité du
systéme, 1’ordre six pour I’exemple de la chaudiére et Iordre cinq pour le réacteur
nucléaire et le bras manipulateur peuvent étre considérés comme un choix satisfaisant.
Toutefois, dans le cas général le meilleur compromis entre la complexité et la
performance dépend surtout des valeurs propres de la matrice P; ¢; pour la technique
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de SAFONOV et des valeurs de AG,; pour la méthode de KABAMBA.. Si par exemple
toutes les valeurs propres de la matrice P; Q; et toutes les valeurs de AG; sont
importantes, une réduction du modéle est généralement non satisfaisante méme pour
des ordres proches de celui du systéme originel.

Sachant que les méthodes de SAFONOV et de KABAMBA  sont sous-optimales,
nous avons trouvé qu’il était nécessaire d’utiliser la méthode itérative de WILSON
[WIL.80] qui est optimale (voir Figure 111.4) et qui peut &tre accélérée en utilisant la
méthode de SAFONOV ou la métode de KABAMBA comme solution initiale (voir
Figures 111.9.2, [11.13.2 et 1I1.17.2 ). Avec la méthode de WILSON, il est clair qu’une
amélioration des résultats par rapport & ceux de SAFONOV (voir Figures de II1.5 a
I11.8 pour la chaudigére et les Figures de II1.14 a [I1.16 pour le bras manipulateur) et par
rapport 2 ceux de KABAMBA (voir Figures de IIL.10 a IIL12 pour le réacteur

nucleaire) est obtenue.
1118 - CONCLUSION

Les techniques de réduction étudiées dans ce chapitre sont  bien plus
complémentaires que concurrentes. Par exemple, la méthode KABAMBA dite des
gains équilibrés permet d'ap;;roximer_ des odéles mullivariables minimaux, alors
que la technique de SAFONOV génére un modéle d'ordre reduit a partic d'un modéle
complexe non minimal. L’avantage de ces méthodes réside dans leur simplicité et la
facilité de leur implémentation. Aussi, elles générent un ensemble de modéles d’ordre
-réduit qui sont satisfaisaht mais non nécessairement optimaux au sens des moindres
carrés. D’autre part, nous avons trouvé qu’elles possédent une propriété géométrique
trés intéressante, c’est qu’ellés sont équivalentes & tine projection du vecteur d’état du
systéme originel sur un sous-espace de dimension réduite. Puisque ces deux méthodes
ne sont pas oplimales au sens des moindres carrés, nous avons jugé .qu’il etait
nécessaire d’améliorer leurs solutions par une procédure d’optimisation, itérative

(procédure de WILSON) en les utilisant comme solutions initiales. Nous avons pu



alors démarrer la recherche d'un modéle d'ordre réduit optimal au sens L? dans de
meilleures conditions.

11 faut noter aussi que I’utilisation des méthodes de SAFONOV ou de KABAMBA

comme solution initiale dans la procédure de WILSON résoud deux problemes posés
‘dans la version originale de cefte procédure. Le premier est refatif au probleme
d’initialisation de la procédure d’optimisation de WILSON. En efiet, cette procédure
nécessite une solution initiale qui vérifie les conditions de commandabilité et de
stabilité, Or un choix arbitraire, comme il a été proposé par WILSON, de I# solution
initiale ne grantit pas toujours ces deux conditions. De plus pour un systéme qui a une
dimension trés importante, ce choix devient difficile voire impossible.
-‘ Le second probléme se pose lorsque le modéle d’ordre réduit qui représente la
solution initiale présente des poles qui sont proches de I'axe ’imaginaire, alors la
synthése d’une solution optimale devient difficile ¢ " & cause du calcul des grammiens
qui devient mal conditionné. Ainsi, le choix des méthodes de SAFONOV ou de
. KABAMBA comme solution initiale accélére enormément la convergence de
Ialgorithme de WILSON. Ceci est dit au fait que malgré que ces méthodes sont sous-
optimales, elles sont proches de celle de WILSON.

L’agoritlmie pénéral qui assure Iidentification d’un systéme complexe par une
méthode de réduction optimale a été développé. Les résultats présentés dans le chapitre

11 et le chapitre 11l mettent en valeur la performance de celte procédure.

T
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Dans cette étude, divisée en deux parties, une méthode d’identification et yne

méthode de réduction optimale des systémes multivariables sont présentées.

Les systémes considérés sont des systémes linéaires multivariables, invariants dans le
temps, stables, commandables et observables. Pour leur identification , la procédure
utilisée est la méthode des moindres carrés généralisés (MCG), étant donné que le
modéle du bruit dans le systéme est supposé coloré. Vu que, dans certaines conditions,
I’identification peut donner lieu 2 une surestimation de la structure du modele,ce qui
rend son exploitation et implémentation pratiaue trés fastidieuse et trés coiiteuse. Alors,
nous avons trouvé qu’il était nécessaire de voir si [ structure identifiée pourrait ot non
dtre approximée par une structure équivalente mais de ditnension plus réduite. Cect
facilitera son implémentation et par conséquent la synthése d’un controleur pour de tel

systéme sera plus aisée.

Ayant les fonctions de transfert des modéles multivariables obtenues par la méthode
d’identification MCG pour les trois exemples , nous avons déterminé leurs
représentations dans Iespace d’état.  Pour leurs réductions, deux méthodes sous-
optimales (méthode de SAFONOV et méthode de KABAMBA dite des gains
équilibrés) sont utilisées. Pour améliorer les performances de la réduction des méthodes
précédentes une méthode optimale itérative due a WILSON {WIL.80] est adoptée.
Cette méthode utilise une des deux méthodes sous-optimales comme solution initiale.
Ceci pourrait accélérer d’une maniére‘appréciable la convergence de la méthode

optimale de WILSON.

Pour illustrer les performances des différentes techniques de réduction utilisées, nous
avons considéré I'approximation des trois exemples de systémes multivariables

identifiés dans le chapitre II. Le premier systéme d’ordre onze représente une chaudiére
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[WIL.79]. La méthode sous-optimale utilisée est celle de SAFONOV car cet exemple
présente des valeurs propres (carrés des valeurs singuliéres) de la matrice P; O,

( produit des grammiens d’observabilité et de commandabilité ) multiples. Le second
systéme d’ordre six représente une modélisation d’un réacteur nucléaire [TZA.77].
Pour cet exemple la méthode sous-optimale utilisée est celle des gains équilibrés dite de
KABAMBA puisque ce systéme est minimal. Le dernier systéme d’ordre six représente
un bras manipulateur [MAZ.93]. La méthode sous-optimale utilisée est celle dé
SAFONOV car ce dernier présente des valeurs propres (carrés des valeurs singuli¢res)
de 1a matrice P; O, faibles et multiples. Pour pouvoir évaluer et comparer les résultats
nous avons tracé trois réponses: la réponse impulsionnelle, les spectres d’amplitude et

de phase du systéme originel et des modéles réduits.

Si on se base sur les valeurs propres de la matrice P; ¢ .pbur évaluer le modéle
d’ordre réduit, on peut remarquér qu’a partir de ordre quatre (pour I’exemple de la
chaudiére et du bras manipulateur), la mé;hode‘ dite de SAFONOV [SAF.89]
commence a donner des réponses du modéle réduit (réponse impulsionnelle, spectres
d’amplitude et de phase) de plus en plus proche de celles du systéme originel. En fait,
ces réponses se rapprochent encore de celles du systéme originel en augmentant I’ordre
d’approximation (voir Figure IIL9.1 et IIL13.1, respectivement). On remarque la

méme chose pour I’exemple du réacteur nucléaire (voir Figure I11.17.1)

Pour un bon compromis entre la performance de la méthode et la complexité du
systéme, ’ordre six pour ’exemple de la chaudiére et 1’ordre cing pour le réacteur
nucléaire et la bras manipulateur peuvent étre considérés comme un choix satisf;isant.
Toutefois, le meilleur compromis entre la complexité et la performance dépend srtout
des valeurs propres de la matrice P; OJ; pour la technique de SAFONOV et des valeurs
de AG; pour la méthode de KABAMBA . Si par exemple toutes les valeurs propres de

la matrice P, OQ; et toutes les valeurs de AG; sont importantes, une réduction du
modéle est généralement non satisfaisante méme pour des ordres proches de celui du

systéme originel.
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Sachant que la méthode dé SAFONOV cﬁaSbﬁ’SfOptitnale, nous avons trouvé qﬁ’ii
était nécessaire d’utiliser la méthode itérative de WILSON [WIL.80] .qui est optimale
(voir Figure I11.4) et qui peut étre accélérée en utilisant la méthode de SAFONOV ou
la métode de KABAMBA comume solution initiale (voir Figures I111.9.2, 111.13.2 et
I11.17.2 ). Avec la méthode de WILSON, il est clair qu’une amélioration des résultats
par rapport & ceux de SAFONOYV (voir Figures de 1.5 4 IIL.8 pour la chaudiére et les
Figures de 1114 a IIL16 pouf le bras manipulateur) et & ceux KABAMBA (voir

Figures de II1. 10 a II1.12 pour le réacteur nucleaire) est obtenue.

Cependant, trois résultats importants sont a retenir, c’est d’abord, lorsque le gnodele
d’ordre réduit présente des pdles proches de I’axe imaginaire, il devient difficile de |
synthétiser un modéle d’ordre réduit du fait que le calcul des matrices P; et Q; devient
mal conditionné. Ce résultat a été observé (en utilisant la procédure de WILSON) pour
certains exemples de systémes (ayant des bandes de fréquence étroites) que nous avons
testés au laboratoire d’Automatique. Donc, nous pouvons conclure que lors de la
recherche de I’optimum, il faut s’assurer que le modéle réduit ( considéré comme
solution initiale ) est stable. Sinon, 1’algorithme de WILSON peut diverger. Le second
point concerne le choix de la solution initiale pour la procédure d’optimisation de
WILSON. En effet, dans sa recherche de I’optimum, WILSON considére un modéle
réduit arbitraire qui doit satisfaire 4 certaines conditions ( stabilité et commandabilité).
Avec une telle solution initiale, on peut aboutir a la solution optimale mais peut étre
apres un trés grand nombre d’itérations. De plus, il est généralement difficile de trouver
une solution initiale satisfaisant aux conditions de gouvernabilité et de stabilité (Voir
organigramme de la figure IIL3), lorsque le choix de cette solution est fait
arbitrairement. Le troisiéme résultat qu’il faut mettre en évidence est que les méthodes
utilisées pour la réduction des systémes complexes (méthodes de SAFONOV,
KABAMBA et MILSON ) sont équivalentes 4 une projection du vecteur d’état du
systéme originel sur un sous-espace de dimension réduite égale a l’brdre du modéele
réduit. Autrement dit que le vecteur d’état du modéle réduit n’est qu’une projection du

vecteur d’état du systéme originel sur un sous-espace équivalent mais de dimension
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ANNEXE A

1/ - Organigramme de génération d’une SBPA de niveau +a

Début |

Lire Ng : Longueur du registre

Lire k; k; : Puissance du pélynome
caractéristique

Lire a : amplitude

Lire X(I),1=1, ..., Ng

S(I)= a X(I)
1=1,..,N
L=2N‘-~1
I=1+1
X1 =-X(I-k)X( Fkp)
S() = a X() '

non

Ecrire S(I') del=1:L

Fin

2/ Définition de la matrice de HADAMARD

Hp Hpl o o
. ou f1 est entier paire
" {Hnll Hm’z J

oo
avec H2=1 le
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ANNEXE B

Organigramme de la méthode des moindres carrés généralisés
Début

Lecture des données
C,=10"¢
o,
Ji .
Construction des Matrices M et Y
Orthogonalisation de Af
d=R'WN,) 0,
Estimation des résidus
E=Y-M@
Calcul du critére
C, = EE,

oui
Fin
oul non
Reprendre les valeurs des
parameétres au pas précédent
oul
l non T )
C;=C, Sortie des résultats
l ' Calcul de la variance : ¢* = &
| (84, - m|
Calcul du filtre Calcul de la précision :
F=(X/x)"Xx;"¢ I ‘Hoﬂtr(M"M)"]

L

Filtrage des données
Y@ =F@)+ f,5,6 -1+ [, Tl —q) j=1lp
U () = U+ LU ~D++ [, U - 9) k=1-,m

@1 ‘ 118
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ANNEXE C

- PROGRAMME DE FILTRAGE DES DONNEES D’ENTREE / SORTIE
- Filtrage d’un signal de sortie

Y (@) = y(@) : ®
if(q=1), ‘
fori=q+1 : Ny,
Y'()=y()
forj=1:q,
') =y (0)+ F(+Dyi- j)
end, ,
end,
¢lse
fori=2:Ny,
Y (@) = y(7)
forj=1:1-1,
Yi@)y=y' )+ F(+ Dyl - j)
. end,
end,
end.

NB : Pour le filtrage des données des signaux d’entrée, il suffit de remplacer
Y(1) par U(1).

119



A

Introduction

ANNEXE D

Les données présentées dans cette annexe représentent les valeurs numeriques relatives aux exemples simulées dans le chapitre II
et le chapitre IIL. En effet, les fonctions de transfert ont été utilisées dans le chapitre Identification des systémes multivariables par
contre les matrices de la représentation de 1’espace d’état ont été utilisées dans la section de la réduction des systémes multivariables.

I - FONCTIONS DE TRANSFERT
VALEURS DES PARAMETRES THEORIQUES ET VALEURS DES PARAMETRES ESTIMEES DE LA
FONCTIONS DE TRANSFERT

TABLEAU 1 : UNE CHAUDIERE

Valeurs Valeurs Valeurs Valeurs Valeurs Valeurs Valeurs Valeurs
Théoriques Estimées Théoriques Estimées Théoriques Estimées Théoriques Estimées
Ay =1 Ap =1 Ay = Ay=1

-05.60 -6.10 + 0.66 - 5.60 -6.20 + 0.48 -6.6 -6.99 + (.89 -5.60 -6.0610.76

13.38 12.88 + 0.66 . 12,38 11.98+0.48 14.4 14.01 + 0.89 15.4 14.94+0.76

-14.54 -15.04 + 0.66 -12.54 -13.04+0.48 -13.54 ~13.93 + 0.89 -16.54 17 +0.76

3.84 3.34 £ 0.66 3.34 2.94+0.48 434 3.95 + 0.89 6.34 5.58 +0.76

4.72 4.22 + 0.66 4.52 4.02+0.48 4.51 4.12+0.89 8.52 8.06 +0.76

-4 -4.50 +0.66 -398 -4.38+0.48 -4.98 ~5.37 £ 0.89 -3.98 4.44+0.76

1.55 1.05 + 0.66 0.55 0.15+0.48 1.55 1.16 =0.89 0.55 0.49+0.76

5.1 4.60 £ 0.66 0.51 0.11+0.49 1.51 1.12 +0.89 0.51 0.45+0.76

-1.7 -2.20 £ 0.66 -0.17 -0.57+0.48 -1.17 -1.56 +0.89 217 -2.63+0.76

-0.14 .54 +0.66 -0.014 =0.414+0.48 -0.107 -0.497+0.89 -0.014 -0.474 £0.76

0.67 0.17 % 0.66 -0.406+0.48 -0.014 -0.404+0.89 0.707 0.247+0.76

-0.006
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Valeurs Valeurs Valeurs Valeurs Valeurs Valeurs Valeurs Valeurs
Théorigues Estimées Théoriques Estimées Théoriques Estimées Théoriques estimées
By =0.35 015+ 028! Biz=373.45] 24120+19225| B;;=-0.0008| -0.0016+0.0018| Bis = 0.0004|  0.0001: 0.00031
1.78 1.05+0.79 -1925.66| -2400.06 + 494.4 0.0024 0.0014 = 0.011 -0.0023 -0.0033+0. 0018
3.30 3.15+0.75 3583.08! 3100.01 +489.07 -0.0012| -0.0029 + 0.0019 0.0040 0.002+0.0028
-1.83 -2.33 £ 0.56 -2010 -2979 + 999 -0.004| -0.0090 = 0.0015 -0.0026 -0.0036:0.0019
-2.16 -2.36 +0.30 2334.10| 2010.01 + 924.09 0.005 0.0030 + 0.0012 -(.0028 -(.0048+0.0028
3.82 3.22 + 0.68 4153.95| 3551.18 +682.77 0.0003| 0.0001 £ 0.00021 0.0652 0.0032+0.0028
-1.85 -2.99 +1.48 -2016.58 -2099.58 + 89 -0.00321 -0.0072 + 0.0041 -0.0025 -0.0035+0.0018
-0.13] -0.173 £ 0.049 -147.71 <2073 + 55.99 0.0013 0.0009 + 0.0014 -0.00020 -0.00030+0.0018
0.37 0.13+0.84 412.61| 312.34+108.27 0.0002| 0.00012 + 0.00018 0.0005 0.00010.00041
-0.67| -0.097 +0.087 -74.85 -94.54 + 79.69 -0.00021 -0.0021 + 0.0029 -0.0001 -0.0003+0.00021
-0.027 -0.068 +0.088 -18.47 -33.13 £ 15.66 -0.00005; -0.000015+11e-04 -0.0003 -0.0005£0.00021
0.004| 0.001£ 0.06% 4.28 1.33 + 3.95 0.000006| 0.000004 +2 e-05 0.00006| 0.00003+0.000031
Valeurs Valeurs Valeurs Valeurs Valeurs Valeurs Valeurs Valeurs
Théorigues Estimées Théoriques Estimées Théoriques Estimées Théoriques estimeées
By =0. 69 0.46 + 0.63{ By, = 7469.02| 4796.99+2892.03 | By = -0.002 -0.030+0.03} Bz¢= 0.0001 (.00009+0.00011
-3.56 -5.56+ 3 -3851.33] -4765.88+976.55 0.005 0.002+0.008 -0.005 -0.007+0.0029
6.61 3.82+3.8 7166.18 | 4188.67+2988.57 -0.003 -0.005+0.007 0.010 0.0087+0.0018
-3.68 -3.88 +0.28 4019.99| 2016.19:-2883.8 -0.008 -0.009+0.006 -0.005 -0.011+0.008
-4.32 -542 +19 -4668.16| -7786.13+3787.97 0.010 0.007+0.008 -0.006 0.017+0.021
7.64 4.94+29 8307.90| 6126.40+2981.50 0.0005 0.0002+0.0008 0.010 0.0079+0.0031
-3.70 -3.99 + .39 -4033.17| -5944.57£1977.4 -0.007 -0.009+0.007 -0.005 -0.013+0.0088
-0.26 -0.39 + 0.18 -295.43 -459,22+169.79 0.003 0.0023+0.0009 =0.0004 -(.00085+0.00075
0.75 0.68 £ 0.09 825.33 625.44+299.89 0.0005 0.0001+0.0006 0.0010 0.0002+0.0018
-0.14 -0.24 £ 0.18 -149.71 -299,99+250.28 -0.0004 -0.006+0.0066 -0.0002| . -0.00039+0.00029
-0.03 -0.06 + 0.09 «37.00 -49+12 -0.000010| -.000020+0.00011 -0.00005] -0.000079+0.000039
0.008, 0.004 +0.007 8.56 6.86+1.9 »  0.0002| 0.00019£0.00011 0.00001 | 0.0000099+0.0000011
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Valeurs Valeurs Valeurs Valeurs Valeurs Valeurs Valeurs Valeurs

Théoriques Estimées Theoriques Estimées Théoriques Estimées Théoriques Estimées
Bu =1.04 0.94+0.9 Bs; =1120.35 1098.15+£33.2| By = -0.0022| -0.0033+0.0021| Bs, = 0.00i3| 0.00087:0.00053
-5.35 -6.98+1.83 -5777 -7598+1831 0.007 0.0059+0.0031 -0.0070 0.0093+0.0033
9.91 8.88+1.83 1074.924| 997.94+895.016 -0.004] -0,0061+0.0031 0.013| 0.00998+0.00802
-5.52 6.95£1.93 -6030 -6093+89 -0.02 -0.041+£0.031 -0.0077 -0.008+0.0008
-6.47| -7.001£0.891 -7002.3 -7972.8+998.5 -0.015 ~(.02+0.008 -0.009 -0.016+0.009
11.45 10.85+0.8 1246.19| 1029.10+£229.08% 0.0008} 0.00069+0.00021 0.015 (.005+0.019
-5.55 -7.55+2.8 -6049.8! -7099.4+1069.6 -0.010 -0.029+0.023 -0.0076;  -0.008+0.00049
-0.40 -0.68+0.38 -443.14| -697.79+264.65 0.004 0.0026+0.0024 -0.0006 -0.0014+0.0018
112 0.98+£0.24 1237.9| 1099.87+188.03| 0.0007| 0.00063+0.00008 0.0016| 0.00096+0.00069
-0.20 -0.39 £0.23 -224.6 -299.8+85.2 -0.004 | -0.00056+0.00026 -0.0030 -0.008+0.0008
-0.05] -0.079+0.039 -53.41 -64.51+9.9 -0.000121 -0,00023+0.00011 -0.00008 | -0.00014+0.00016
0.02| 0.0189+0.0009 13 09+4.8 0.00002| 0.0000198+3e-07 0.00002| 0.00001+0.000011

<]
Valeurs Valeurs “Valeurs Valeurs Valeurs Valeurs Valeurs Valeurs

Théoriques Estimées Théoriques Estimées Théoriques Estimées Théoriques Estimées
By =140 0.97+0.53| Bz = 1493.80|  1283.10+220.70| ° By = -0.003 -0.0039+0.00099| B = 0.002 0.0012+0.0018
-7.13 -9.03+2.00 -7702.7|  -7908.2+285.70 0.016 0.010+0.009 -0.009 -0.010+0.009
13.21 10.27+3.14 1433.231 1393.82+89.40 -0.0051 -0.0069+0.0088 0.02 0.019+0.006
-7.36 -9.96x3.6 -8040 -89401+980 -0.015 -0.019+0.007 -0.010 -0.022+0.018
-8.63 -9.3+1.67 -9336.33 | -10223.88+£897.55 0.020 0.0009+0.017 -0.011 -0.033£0.032
15.33 14.83+1.50] 1661.6| 1400.12+361.48 0.001 0.00019+0.00088 0.021 0.011+0.018
-7.40 -6.40+1.80 8066.34| 7199.731886.61 -0.013 -0.021+0.0091 -0.01 -0.0198+0.0108
-0.53 -0.73:0.30 -591 -798.99+£287.99 0.005 0.0001£0.0008 -0.0008 | -0.00169+0.000099
1.50 1.09+0.61 1650.44| 1466.22+187.22 0.0010f _  0.0008+0.0003 0.002 0.00122+0.0018
-0.30 -0.49+0.29 -300 ~ -598+398 -0.0007 -0.00091+0.00029 -0.0004 -0,0019+0.0025
-0.07| -0.099+0.039 -74 -85+16 -0.00018 -0.00038+0.00028 -0.00001 | -0.00003+0.00012
0.02{ 0.017+£0.008 17.12 15.15£2.07 0.00002| 0.00001+0.000019 0.00002 | 0.000017+0.000013
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TABLEAU 2 : REACTEUR NUCLEAIRE

Valeurs Valeurs Valeurs Valeurs Valeurs. Valeurs
Theéoriques Estimées Théoriques Estimées Théoriques Estimées
Ap=1 1{An=1 1|Ap=1 1
-2.48 -2.01 +£1.33 -3 -3.03 £ 0.05 -2.3 -2.98 £ 0.45
1 09+£0.1 0.88 033+0.5 0.9 0.4+0.4
2.07 1.80 £ 0.6 3 2.15+£0.90 2.1 1.60 + 0.80
-1.46 -1.06 £ 0.5 -1.5 -1.81£0.99 -2  -2.99 + 0.80
-0.41 -0.1+0.3 -0.8 -1.04 + 0.9 -0.6 -1.07 £ 0.94
0.7 0.3 £ 0.6 0.47 0.37 + 0.88 0.4 - 0.1+0.3
Valeurs Valeuss Valeurs Valeurs Valeurs Valeurs
Théoriques Estimées Théoriques Estimées Théoriques Estimées
B;u=7.82 6.02 + 2.22|B1; = 8.54 6.60 +3.40|B;=9.54 8.44 £ 3.88
s 703 -8.01 +3.03 -1.01 -3.03 +2.60 -2.01 -4.05 +£2.90
-12.15 -14.13 +4.04 -1.17 -2.70 £ 1.75 -11.07 -14.77 £ 3.98
10.66 8.88 +£1.99 2.06 0.8 +2.80 21.48 18.70 £4.40
5.93 3.33 +2.88 9.90 6.60 +4.01 9.92 7.72 £3.50
-3.63 -6.70 +4.45 -1.04 -4.64 +£3.70 -1.04 -3.84 +2.60
-10.63 -12.83 +3.35 -3.70 -6.70 +4.80 =2.70 -4.50 +2.34
Valeurs Valeurs Valeurs Valeurs Valeurs Valeurs
Théoriques Estimées Théoriques Estimées Théoriques Estimées
By = 4.54 2.35 £2.12| Bz =733 5.22 +2.33|B;=8.80 6.60 + 4.88
-10.19 -12.11 + 3.19 «6.94 -8.80 +£3.30 -10.6 -12.80 + 6.66
-11.735 -14.65 +2.12 -12.22 -15.12 £3.50 -11.16 -14.90 + 5.50
20.68 17.17 £5.05 10.50 8.80 +3.00 21.84 25.02 +4.90
9.92 5.55 £6.75|, 5.92 7.80+2.20 10.94 8.30 +£2.90
-10.48 -12.88 £3.65 -3.55 -5.60 +2.55 -10.85 -13.15 +£3.30
-27.06 -20.26 +5.65 -10.36 -15.50 £ 6.60 -29.09 33.43 +6.60
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Valeurs Valeurs Valeurs Valeurs Valeurs Valeurs
Théoriques Estimées Théoriques Estimées Théoriques Estimées
By =7.41 5.51+2.11|Bx=9.44 7.88+2.80|Bx=12 8 +£3.30
13 9+ 5.01 17 15+3.30 12 9 + 4.46
-9 -11+4.40 -8.40 -10.80 £ 2.20 -20 -24 + 5.00
-24.01 -28.18 + 6.60 -26.06 -29.09 + 3.80 =22 -26 + 8.01
-3.40 -6.70 £ 2.75 -6.60 -10.70 £ 4.40 6.24 4.25 +3.30
11.24 8.18 + 3.07 i1.11 8.70 = 3.30 9.82 6.62 +3.22
4,62 3.75+3.33 3.60 1.80 = 2.80 1.80 2.70 + 1.80
TABLEAU 3 : BRAS MANTPULATEUR
Valeurs Valeurs Valeurs Valeurs Valeurs Valeurs
Théoriques Estimées Théoriques Estimées Théoriques Estimées
Au_zl 1 An:l 1 A33=1 1
-1.73 |- -2.07+1.70 1.93 1.03 + 0.88 -1.16 -1.99 + (.66
-1.85 219+ 0.9 -1.55 -2.01 £ 0.15 -1.7 -2.01 + 0.88
1.58 0.9+0.7 2 1.55 £ 0.65 2.58 2,08 +0.65
1.84 1.20+ 0.9 2.84 1.60+0.15 0.84 0.44 + 0.66
-4.57 -5.01 + 0.78 -1.57 -1.97+£0.2 -0.57 -0.87 £ 0.54
-1.16 -0,99 + 0.1 -2.17 -1.89 £ 0.3 -0.17 -0.09 £ 0.02
Valeurs Valeurs Valeurs Valeurs Valeurs Valeurs
Théoriques Estimées Théoriques Estimées Théoriques Estimées
By = 6.34 5.53 + 0.9 | By =-0.67 -0.99 + 0.30| B3 = 70.23 " 53.23+33.15
5.41 3.45+1.20 0.13 0.087 + 0.22 - 11.79 9.97 + 2.15
-11.52 -12.12+2.20 1.32 1.09+0.15 -91.12 -79.15 + 28.15
-10.97 -11.70 + 1.80 -1.90 -2.09+0.32 -23.58 - -29.99 +9.18
4.17 3.99+0.19 -0.67 -0.88 £+ 0.22 -28.43 -32.32 £ 5.87
5.56 4.66 + 0.44 0.06 0.03 + 0.044 11.09 9.87 £5.15
1.01 0.9+0.19 0.05 0.01 + 0.089 49.33 29,66 + 20.20
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Valeurs Valeurs Valeurs Valeurs Valeurs Valeurs
Théoriques Estimées Théoriques Estimées- Théoriques Estimées

B, =-18.18 -16.16 + 2.20 | By = 29.75 21.15 + 8.15 | B =7.30 4.30 + 3.40

-16.87 -14.07 £3.70 29.03 27.04 + 3.85 -8.26 -12.16 = 4.04

32.57 28.66 + 3.40 -53.56 -58.88 + 4.15 -21.1 -25.05 £ 6.60

37.89 31.15+ 5.50 -58.47 -60.80 + 2.15 1.70 0.97 £ 0.87

-10.76 -15.60 £ 6.60 18.28 15.15£ 3.15 20.24 17.14 + 3.88

-15.02 -21.20+ 2.30 29.44 21.77 = 6.66 -0.83 -1.03 £ 0.9

-3.63 -6.83 £ 2.80 5.53 3.83 +£5.66 -6.50 -8.60 £3.15
Valeurs Valeurs Valeurs Valeurs Valeurs Valeurs
Théoriques Estimées Théoriques Estimées Théoriques Estimées

By =6.1 4.90 + 1.80|B;; = 10.11 8.88 + 3.20| By = 4.17 222 £3.15

& 055 0.33 £0.23 20.20 18.18 £ 2.10 6.77 3.11+4.44

8.10 7.09 + 1.30 -16.66 -14.11 £ 3.10. -5.57 -8.87 £ 4.44

- 0.80 0.5+£0.9 -18.18 -21.20 + 3.40 -13.53 -16.63 + 2.88

-0.90 -1.20 £ 0.60 28.66 20.88 + 3.30 .13.66 . 15,53 + 3.88

-0.10 -0.88 + 0.90 0.77 0.44 + 0.83 6.76 575+ 4.88

0.80 0.55 £ 0.66 0.44 0.20 +0.12 27.66 20.88 + 5.55

£
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II - REPRESENTATION DE L’ESPACE D’ETAT

EXEMPLE1 : D’UNE CHAUDIERE

" [-124e-002 0 0 0 0
0 ~3.05¢ - 002 0 0 0
0 0 ~1115¢- 001 0 0
0 0 0 ~305¢-002 O
0 0 0 0 ~1136
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
124¢—002 -305¢—002 -1115¢—001 -3.05%-002 1136
| 124¢-002 -305¢-002 —-1115¢—001" -305-002 1136
i 0 0 0 0 ]
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
B= 0 0 0 0
0o 0 2.66¢ — 001 0
-52517703 0 0 317e - 002
o | 518658462~ 003 0 340e- 004 199e - 004
27688112 3.00e + 003 0 370¢ — 003
2.7688112 3,00e + 003 0 3.70¢ — 003 ]

o O o O

0
~3013
.

0
0
3013
3013

—~7.065¢ - 001
28735

—4.77¢- 002

[ T e T o N o R

0

0

o o OO

o O o O

o o o o

o T e T e B e T o B v

7.065¢ — 00

-2.9316268

13573723e - 004
1.953259¢— 003
—477¢-002 1953259¢- 003

(=T - T - R e ]

S O o O

S O O O

[T e R o R .

[T o B o B o

o O O o O C©

0
2.31989¢— 002
—31599¢— 004
—8.7605¢ — 002
—8.7608¢ - 002

o O o O
N

=9

[#3]
I ———— |

o O o O o O

2663 - 002

0

0
2.0e—003

0

0.1)

212001
1411
1264
2.545

7.4e— 001

2.7e- 001

0
0
34e—-004
—6.43988
-6442 |




LTI

EXEMPLE 2 : REACTEUR NUCLEAIRE

0

0
0
0

-2

0
1
0
1

[—1e-002 1le-005
~1le+ 003

0
0

0
1

-1e-002 1e-005
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0
0

-2

0
1

EXEMPLE 3 : BRAS MANIPULATEUR
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o O o O O Q
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-5.7692

~5.7692

o O o o O O

0
0.7692
1
-4.4026
0
0

o o o o O

P

e D e DD
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0 1
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0 1
~1e-002 le—-005
—1e+003 -2
0 0
30769 -1538
0 0
130769 82051
0 0
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o o0 O O
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[0 0 0 |
1e+006 0 0
0 0 0
"l 0 1e+006 O
0 0 0

0 0  1le+006)
01 0 0 0 0
c=lo o101 0 0!
[o 0 0 0 10 oJ
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ANNEXE E

Norme Quadratique L?

&

Soit I’espace des fonctions matricielles m x N, ¢ € R et soit le produit intérieur
[MAS.88] [WIL.85] [WIL.89] :

(5= Jolonomla D (E1)

(R,cm) = {1:R — ™V (1,¥) < w0} | (E.2)

Dans le domaine fréquentiel L? est donnée par :

(F.5)= J QA AG ED (E3)
L{m,cm) = {7:jR - ™/ (£,7) < oo} (E.4)
Or

Il = J(5.1) | (E.5)
Proposition -

Soit (A., Be, Ce ) un triplet équilibré, Y(t) et Y (t) sont les réponses du systéme
complexe et du modéle réduit, respectivement. V est la solution de I’équation'de

Lyapunov donnée ci-dessous :

lr(w)| 2* = 2xZua (E.6)

IFGwy -7, = J 27:20 o 2 Z,:Tv B (E.T)
N '| ' - ’
= ‘A 2::};!] vo? | +27 _qu,o*f ~2t(CVC,") (E.8)

AV +VAT +B,B=0 (E.9)

IFGiw) - 2,.Gw)
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Preuve :

Par définition nous avons :

-

I = fC‘e"'BB T4 CTdt = i CVCT) ' (E.10)
N N

lrow)ll;? = 27 2Zvalr(@8) =22 2 0] (E.11)
i=1 i=1

lr -, 21rl: -fr.], (E.12)

r|, peut étre calculée comme I’équation (E.6).
Aussi, I’équilibre du modéle d’ordre réduit nous permet d’écrire I’équation
(E.7). Finalement, nous aurons :

2=+, r,)-2(r,.7) (E.13)

Jr-r,
Or
(r,¥) et{7,,7,) peuvent étre calculées a partir de I’équation (E.6), tandis que

(,,¥) elle est donnée par :

(r,r}= fC,e”"B,BTe”'Crdz (E.14)

=u(C,VCTy - | E.15)
On V est donnée par (E.9).
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ANNEXE F

1/ - Dérivée de la fonction coiit

Considérons le critére J et les équations de Lyapunov suivantes :
FP+PFT+8=0 . (F.1)
FIQ+QF +M =0 (F.2)

Prémultiplions I’équation (F.1) par Q et (F.2) par P, ensuite calculons la trace de
ces deux équations nous obtenons : =
= tr(PM) (F.3)
= tr(QS) (F.4)

La dérivée de ’équation (F.3) par rapport 4 un paramétre g quelconque,
pouvant apparaitre dans F, S ou M donne :

or_ lor, | '{ﬁM] |
T {é’ﬂMJ 78 &>

De I’équation (F.2), on tire :

= {F7Q+ QF) (F.6)
Substltuons (F 6) _(lians § cqu%tlon (F.5) nous obtenons :
c? oM N ©
culggererly T @)
De la différentiation de l’équation (F.1), on obtient :
OF Pa c?P JoP SFT 88 (F '8)
Y RARET Y op " op '
Postmultiplions I’équation (F.8) par P et calculons la trace :
QF] YE pgj i 250 “ (F.9)
—— + — .
75 12572 " 252 )
La subst}tution de l’érquat%on f:.9) dans I’équation (F.7) donne :
aJ aF a8 oM :
ey pg]+ Eca ﬁp] {F.10)
La dérivée seconde dc (F. IOT donnera :
&J M ) P 59 } |
Ta“ﬂ_f”"[ ] "Cep7 | app” F10
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2/ - Minisation de J par rapport a A,

La dérivée de I’équation (F.10) par rapport & a, donne :
&t oF as oM
= Et{ PQ;‘+I ""_"’""':|+ t{ P}

da, fa, da, da,
puisque .
El iz
Ba, ] | Ba, | -
alors '
a7 oF
z zt{aar rol (F.12)

ou a, est une composante de A,.

La minimisation de J par rapport a a, devient :

o7 AF
= = F.13
e 0 = 21 Za, P'Q} 0 | (F.13)
tr— or PQ_ = -a—liA 0 ]r PO+ BaQn’ PuQu+Rofn —l}
[ Pa, ©] | Pal0 A4 [Pnrgu +Pu0n" B Qu+ PzanJ

1y PO =My

- 1 Ifo o 1
oF dA, _}[ B+ PuQuT RO + R ]J

Fa, 1L é’_a,J PuTQp +By0n” Ba'Out Puln
for 1 | 0 1
o |l 34, | o4
t,té’a, PQJ =1 Ja [PuTQn + PnQuT] Za [PuTQu + Pzzsz]J
s €

Il en découle :
6] OA -
Ea_r = “g;:[HzTQu + Panz] : (F.14)
8J | .
EP 0 = B0+ Ppn=0 . ) (F.15)

a, o .
Soit :

Y = (PurQu + Pzzsz)
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Ainsi : | .
9 _
da, -
Dans ces conditions, le minimum est obtenu lorsque IT" = 0.

= IT=0 - ~ (F.16)

3/ - Calcul de A, optimale

Sachant que :
FP+PFT+3=0

et, ‘

B, = _sz—IQuTB (F17)
4 olfp, B,L1TR, B, 147 1 ? 7

{ ][ u B { i ‘IA 0 +[B€ BB, ,}zo {F.18) |
0 APy Ppl Py Pl 0 A} IB'B BB,

De I’équation (F.18), on tire :

AP, +P,AT+BB =0 (F.19.a)
AP, +P,AT+B BT =0 : o L (F.19.b)
La substitution de I’équation (F.17) dans (F.19) donne :

APy +PR,AT-BB'0,0,7" =0 (F.20.2)
ARy +PaA’+0,7'0, BB 0,00 =0 (F.20.b)
Prémultiplions I’équation (F.20.a) par Q,,”Q,". Ensuite, son addition &
I’équation (F.20.b) donne :

APy +PuAT+ 00700 AR, + 0n 0 Ppd " =0 (F.22)
Postmultipliant (F.22) par P, on obtient :

Ar+ Pﬂ ArTPn_l + QH—IQIZTA 1)12}322_l + QZZ_IQI.ZTPHA!'T}?H_I = 0 ‘ (F23)
Sachant que :

1= (0,"By + Q0" Bs") (F24)
Il en découle : ~

A= '“Qn_lgu % Plzipzz_l Qn-lnA TP ? - (F.25)
Cette expression correspond 4 la valeur de A; optimale.

Si on considére que I = 0, alors, I’optimum sera :

A= ‘sz_lQnTA B, F zz—l (F-26)
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