
  

 

 
Ministère de L’enseignement Supérieur et de La Recherche Scientifique 

Ecole Nationale Polytechnique 

Laboratoire de Commande des Processus 

 

 

Mémoire 
 

Présentée par : 

 

HAOUARI FOUAD  

Ingénieur d’état en Automatique de l’UMBB 

 

Pour obtenir le titre de  

Magister en Automatique 

 
Option : Systèmes Intelligents de Commande et Robotique 

 
Thème 

Commande Robuste d’un Robot Manipulateur PUMA Basée sur la 
Méthode du Diagramme des Coefficients et de la GPC 

                                                                                                               
Soutenus publiquement le 04.07.2006 devant le jury composé de 

 

Président :            M.O MAHMOUDI                Maître de Conférence ENP 

Rapporteur :        M.S BOUCHERIT                Professeur ENP                                  

                               N. BALI                                 Chargé de cours, USTHB 

Examinateurs :     M. TADJINE                         Maître de conférence ENP 

                               B. HEMICI                            Chargé de cours ENP 

                               A. TALHA                              Docteur, USTHB 
Année Universitaire 2006



  

 

 

             
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

       
   Je dédie ce modeste travail à ma chère 
mère, à mon cher père, qui m’ont soutenus et 
encouragés durant toutes mes études et nulle 
chose ne récompensera leurs sacrifices ainsi 
qu’à tous mes amis les plus proches.  
 



  

 

 
 
 
 

 
  

 
 
 
 
     Nous remerciements dieu pour nous avoir donner la force morale et physique pour 
accomplir ce modeste travail. 
 
     Qu’il nous soit permit d’adresser notre sincère reconnaissance à notre encadreur Mr 
M.S BOUCHERIT pour la confiance qu’il nous a témoignée tout au long de ce travail, 
pour son soutient et son souci de voir ce travail terminé, qu’il trouve ici l’expression de 
notre profonde gratitude. 
 
     Nous remerciements vivement Mr N.Bali pour toutes les suggestions et les discutions 
enrichissantes dont il nous a fait bénéficié au cours de notre travail.  
 
     Nous adressons également nos sincères remerciements à Mr. M.TADJINE pour l’aide 
qu’il nous a apporté. 
 
     Nous tenons à présenter nos remerciements aussi à toutes les personnes qui ont 
participées de près ou de loin à l’élaboration du présent mémoire. 
    
    Ainsi aux président de jury et les membres de jury ayant accepter de le juger. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



  

 

SOMMAIRE 
 
Introduction générale…………………………………………………….……………...1 
 
Chapitre 1 : Modélisation de Robot Manipulateur 
 
1.1 Introduction ……..….………..………………………………...…………...…...…….3 
1.2 présentation de robot…….………………………………………….…………….…...3 
1.3 Modélisation cinématique… ………………….……...…………….………………....3 
              1.3.1 problème cinématique direct….……….……...…………………..………..4 
              1.3.2 Application au PUMA à 2  d d l……………………………………...……6                   
              1.3.3 Modélisation géométrique.……………………………………………...…7 
1.4  Génération de trajectoire …………………………….……...………………………..8 
1.5  Modélisation dynamique ……………………………….…………………………...10 
              1.5.1  Approche de LAGRANGE-EULER  …………………..………………..10 
                             1.5.1.1  Energie cinétique du robot manipulateur…. ..………...……..11 
                             1.5.1.2  Energie Potentiel du Bras manipulateur ……...……….…….12 
                             1.5.1.3  Equation dynamique du bras manipulateur .………………...13 
                             1.5.1.4  Application au PUMA à 2 d d l……………….………….….14 
              1.5.2  Approche de NEWTON-EULER …………………………..…………...15 
                             1.5.2.1  Application au repère liées aux liaisons d’un robot…….……16 
                             1.5.2.2  Equation récursives du mouvement du robot………………..17 
                             1.5.2.3  Equations récursives modifiées…………………….………..18 
                             1.5.2.4  Algorithme de NEWTON-EULER ……………..…………...19 
1.6 Résultat du simulation ………………………………………………………………19 
1.7 Validation Des modèles dynamiques ……………………………………….….……21 
1.8 Linéarisation….………………………………………………………………….…..23 
              1.8.1 Linéarisation entrée/sortie…………………..…………..…………….…..23 
              1.8.2 Linéarisation exacte entrées/sorties……………………………...……….24 
              1.8.3 Application au robot manipulateur PUMA…………………..……….…..26 
1.9 Conclusion ...………………………………………………………………..……….27 
 
Chapitre 2 :   Etude des performances de la commande CDM 
 
2.1 Introduction……………………………………………………...…………….……..28 
2.2 Développement de la commande : méthode de diagramme des coefficients …… …28 
2.3 Le polynôme caractéristique de système en boucle fermé ………………………….28 
2.4 Le diagramme de coefficients………...…………………………………...…….…...30 
2.5 Les conditions de stabilité et de robustesse……………………………………….…30 
2.6 La forme standard de CDM …………………………………...………….…….…...31 
2.7 Algorithme de commande CDM ……………………………………………….…....31 
 



  

 

2.8  Résultats de simulation………………………………………………………….…..31 
           2.8.1 Etude d’un système stable …………………………….……………….…...32 
           2.8.2 Etude d’un système stable à phase non minimale ………………………….36 
           2.8.3 Etude d’un système instable ………………………….……………………39 
           2.8.4 Etude d’un système instable à phase non minimale ……………………….43 
2.9  Influence de la sortie à une perturbation, en régime établi………………………….46 
2.10  Synthèse et discussion des résultats obtenus………………………………………48 
2.11  Conclusion……………………………………………………………...………….49 
 
Chapitre 3 : Application de la commande CDM au bras manipulateur PUMA 
 
3.1 Introduction……………………………………………………………………...…...50 
3.2  Application de la commande CDM au robot manipulateur PUMA……….. .…..….50 
3.3  Influence des paramètre de CDM sur la commande de robot…………………..…...52 
3.4  Résultats de simulation……………………………………………………………...56 
3.5  Conclusion…………………………………………………………………………..59 
 
Chapitre 4 : Commande Prédictive généralisée 
                                                                             
4.1 Introduction…………………………………………………………………..………60 
4.2 Développement de la commande prédictive généralisée………………………..…...60 
           4.2.1  Modélisation……………………………………………………………….61 
           4.2.2 Prédiction de la sortie………………………………………………………61 
4.3  Résolution itérative de l’équation de DIOPHANTINE………………………….….63 
4.4  Loi de Commande Prédictive……………………………………………………….64 
4.5  Critère Quadratique ………………………………………………………………....64 
4.6  Calcul du prédiction a j-pas …………………………………………………….…..65 
4.7  Minimisation du critère……………………………………………………………...66 
4.8  Introduction des horizons  N1, N2, Nu , λ ……………………………………………….…...67 
4.9  Conclusion…………………………………………………………………………..68  
 
Chapitre 5 : Application de la GPC au Robot manipulateur PUMA 
 
Introduction………………………………………………………………..……………..69 
5.1 Modèle  de représentation ……………………………………………..…………….69 
5.2 Résultats de simulation…………………………………………………………..…..70 
5.3 Synthèse et discussion………………………………………………………………..….…..74 
5.4 Comparaison entre la commande CDM et GPC…………………………………….……….75 
5.5 Conclusion…………………………………………………………………………………...75 
 
Conclusion générale……………………………………………………………….……76 
 



  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Introduction générale  

 1

 
Introduction générale 
 

Les préoccupations de l’automatique issue de la régulation de processus comportant 
quelque entrées et quelque sorties ont évolué, vers la conduite de vastes ensembles 
technologiques appelée grand systèmes, dont les réseaux de distribution, eau, gaz, 
télécommunication, réseaux d’ordinateurs, ou les ateliers flexibles sont des exemples typiques. 

Un modèle de connaissance basé sur les lois physiques régissant l’ensemble de la 
structure de robot est élaboré, ce modèle est obtenu par l’utilisation des formalismes de 
LAGRANGE-EULER (L-E) et de NEWTON-EULER (N-E) [1] aboutissant à un modèle 
dynamique du manipulateur fortement non linéaire [2]. Des hypothèses simplificatrices sont 
introduites pour obtenir un modèle réduit capable de reproduire le comportement physique du 
système considéré [3]. Pour pouvoir appliqué les lois de commande CDM et GPC qui sont 
développées sous la base d’un modèle linéaire, l’introduction de la technique de linéarisation 
exacte de robot est nécessaire [4][5]. 
            En 1998 la technique de commande méthode de diagramme des coefficients (CDM) a été 
introduite par MANABE [6], fignolée en 2002 [7], elle se base sur des concepts connus depuis 
1960 et utilisés dans la méthode de NASLIN et KESSLER [8]. Cette méthode de commande est 
classée entre les méthodes classiques et les méthodes modernes [9], elle permet la synthèse d’un 
correcteur robuste, qui répond aux spécifications imposées simplement par un choix judicieux de 
polynôme caractéristique [10]. 
            La synthèse de la loi de commande est basée sur l’utilisation d’un outil appelé 
diagramme des coefficients [11]. Il permet de choisir judicieusement le polynôme caractéristique 
en boucle fermée, Ce polynôme assure de bonnes performances statiques et dynamiques, 
robustesse vis-à-vis de variation paramétrique et l’incertitude paramétrique [12]. La démarche de 
synthèse se résume dans la détermination de la constante de temps équivalente du système 
comme paramètre de réglage à partir de temps de réponse en boucle fermée puis on définit les 
indices de stabilité qui permettent de définir le polynôme caractéristique assurant ainsi les 
performances désirées [13][14]. En choisissant une structure pour le correcteur CDM suivant les 
objectif désirées et par identification avec le polynôme caractéristique obtenu, on détermine les 
paramètres de correcteur CDM. L’application de CDM au robot manipulateur PUMA a montré 
que malgré la dynamique imposée par le modèle du robot en boucle ouverte de très bons 
résultats ont été obtenu et ceci par un choix spécifique des paramètres de synthèse de CDM [15].  

La deuxième technique de commande étudiée est la commande prédictive généralisée 
(GPC) [16], L’objectif de cette loi de commande prédictive consiste à prendre en compte, a 
l’instant présent le comportement futur [17], en utilisons explicitement un modèle numérique du 
système afin de prédire dans le futur sur un horizon fini, cependant il n’existe pas une stratégie 
unique, mais plutôt tout un ensemble de méthodes de commande prédictive, assez similaire, bâti 
autour de principe connus, mais présentant néanmoins quelque différences dans l’interprétation 
des concepts clés [18][19], La détermination de la loi de commande est basée sur la minimisation 
d’un critère quadratique multipas au sens de moindre carrés [20]. L’application de la GPC au 
robot manipulateur PUMA a donné de bonnes performances grâce aux choix des paramètres de 
synthèse [21]. 
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            Ce travail est réparti sur cinq chapitres consacrés à l’étude des performances de la CDM 
et de la GPC ainsi que leurs application au robot PUMA, on trouve dans chaque chapitre une 
introduction, une conclusion et des résultats de simulation validons le développement théorique.   

Le chapitre un est consacré à la modélisation de robot manipulateur PUMA. La méthode 
d’E-L nous permet d’établir le modèle dynamique de robot, dans le but de valider ce modèle, la 
méthode de N-E est étudiée. Les réponses en boucle ouverte sont obtenues pour le suivi d’une 
trajectoire circulaire. 
            Le chapitre deux traite la technique de commande CDM. On présente le diagramme des 
coefficients qui est un outil d’analyse des performances et permet d’apporter des modifications 
nécessaires pour améliorer davantage les résultats. L’efficacité de l’algorithme est tester sur 
quatre types de systèmes. 
        Le chapitre trois est consacré à l’application de la commande CDM au robot 
manipulateur PUMA et l’influence des paramètres de cette technique de commande sur le robot 
manipulateur.  
        Le chapitre quatre traite le développement de l’algorithme de base de la GPC. La 
commande est élaborée à partir de la minimisation d’un critère quadratique multipas basé sur 
l’écart entre la sortie prédite et la référence. 

Le chapitre  cinq  traite  l’application  de  la  commande  prédictive  généralisée au robot 
manipulateur PUMA et l’influence des paramètres de cette technique sur le modèle de robot.  
            Finalement nous terminons cette étude par une conclusion générale. 
  
 



  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Modélisation de robot manipulateur PUMA 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Chapitre 1                                                                     Modélisation de robot manipulateur PUMA  

 3

 
1.1  Introduction  
 

 En automatique la modélisation constitue une étape indispensable dans la commande des 
systèmes dynamiques. En effet, il existe deux façons d’élaborer les relations d’entrées/sorties du 
système : le modèle de connaissance et le modèle de représentation, le premier est obtenu en 
utilisant les lois physiques [1], tandis que le deuxième est obtenu en utilisant les techniques  
d’identification en se basant sur des observations faites sur les entrées et les sorties du système. 

Dans le cas de la robotique les concepts fondamentaux de la mécanique, tels que les 
formalismes de N-E et L-E [1] peuvent être utilisés indifféremment pour obtenir les équations 
différentielles régissant le mouvement dynamique du robot. 
    La robotique est une technique fondamentalement pluridisciplinaire car elle utilise de 
nombreuses technologies : mécanique, pneumatique, hydraulique, électronique, informatique 
etc.., elle est donc une notion vaste, dont une définition universelle semble impossible à donner 
bien que de nombreuses tentatives ont été faites. La définition la plus précise à notre égard est 
celle de l’AFNOR, qui définit ce qu’est un manipulateur : « mécanisme multi-fonctionnel à 
plusieurs degrés  de libertés commandé directement par un opérateur humain ou par un système 
logique ».  
         Le robot industriel est présenté comme un manipulateur automatique asservi en position, 
reprogrammables, polyvalent et capable de positionner des matériaux, pièces, outils ou 
dispositifs spécialisés. Il est aussi présent dans les environnements hostiles, où il est destiné à 
accomplir des taches dont l’homme est incapable de les effectuer « manipulation des matériaux  
radioactifs dans les cellules chaudes des réacteurs nucléaires, etc.. » 
 
1.2  Présentation de robot 
 
        Un robot manipulateur est caractérisé par une structure arborescente articulée simple ou 
multiple dont les segments sont mobiles les uns par rapport aux autres, cet ensemble à pour 
objectif de mener l’organe terminal vers un lieu géométrique imposé par la tache. 
        Le robot manipulateur que nous nous proposons de modélisée est le PUMA qui est 
caractérisé par deux articulations rotationnelles 21 et  θθ , pour pouvoir établir les différents 
modèles, plusieurs hypothèses doivent être prises en considération : 

 Les frottements sont de nature visqueuse, et linéaire par rapport à la vitesse généralisée. 
 Les différentes liaisons sont rigides. 
 Les actionneurs sont idéaux, c’est à dire que la force généralisée est directement     

proportionnelle au signal de commande. 
 Les capteurs ont des gains unitaires, et de dynamique négligeable.  

 
1.3 Modélisation cinématique 
 
         Un manipulateur est considéré comme étant une chaîne de liaisons connectées entre elles 
par des articulations rotationnelles ou prismatiques. Une extrémité  de  cette  chaîne  est attachée 
à la base, tandis que l’autre extrémité est libre et reliée à l’outil terminal, en vue de manipuler les  
objets  ou  effectuer  des  taches  d’assemblages.  Le  mouvement  relatif  de  chaque  articulation  
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entraîne celui des liaisons, ce qui permet de positionner l’extrémité libre et de donner à l’outil 
terminal l’orientation désirée. En effet, dans la plupart des applications en robotique, on 
s’intéresse à la trajectoire de l’outil terminal par rapport à un référentiel fixe et arbitraire. La 
cinématique d’un robot se veut l’étude analytique de cette trajectoire sans celle des forces et 
moments qui causent le mouvement. 
          Dans ce qui suit on va considérer un manipulateur dont les paramètres géométriques sont 
supposés connus et on va essayer de répondre aux deux questions suivantes : 

1. pour un manipulateur dont les paramètres géométriques sont supposés connus, pour 
chaque vecteur des variables d’articulations , n étant le nombre de 

degrés de liberté (d d l) du manipulateur, quelle est la position et l’orientation de l’outil 
terminal correspondante, par rapport au référentiel fixe (la base) ? 

Tnqqqq ]........[ 321

2. soit une position et orientation désirées de l’outil terminal, le manipulateur peut il 
atteindre celle-ci ? si oui, quelles sont les différentes configurations du manipulateur, 
c’est à dire l’ensemble des vecteurs q, qui peuvent nous le garantir ? 

la première de ces questions est appelée problème cinématique direct, et la seconde problème 
appelée cinématique inverse, seul l’approche directe est traitée du fait qu’elle intervient 
directement dans la modélisation dynamique des robots. 
    
1.3.1 Problème cinématique direct [2] 
 
           Pour décrire les relations de translations et de rotations entre les liaisons adjacents d’un 
robot manipulateur DENAVIT & HARTENBERG (D-H) (1955) [2] Proposèrent une méthode 
matricielle pour établir systématiquement les repères attachés à chaque liaison dans une chaîne 
articulée. La représentation de D-H consiste en l’utilisation d’une transformation homogène 44×  
qui représente le système de coordonnées de chaque liaison par rapport au système de 
coordonnées de liaison précédente et cela, à travers d’une séquence de transformations on peut 
ramener le système de coordonnées attaché à l’élément terminale (la tache) au système de 
coordonnées attaché à la base (repère fixe), figure 1.1. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

figure 1.1 relation entre divers repères d’une chaîne articulée 

articulation i-1 

1−iz

articulation i 

articulation i+1 

liaison i
liaison i-1

0y

0z

0x

o

o*

1−iP

o-

iα

1−ix

iz

iy  
iP  

*iP

ia  

1−ia

1−iy

2−iz

Iθ
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Les repères sont déterminés selon les règles suivantes : 

• L’axe  est le long  de l’axe de l’articulation i 1−iZ

• L’axe   est normal à l’axe  :iX 1−iZ iii ZZX     1 ∆= − . 
• L’axe    est déterminé de telle manière à constituer  un trièdre direct. iY

Il est à noter que le choix du référentiel de base  est arbitraire,  pour autant que l’axe  soit le 
long de l’axe de mouvement de l’articulation 1, de même le référentiel de l’outil terminal pourra 
être placé n’importe où, tant que l’axe  est normal à . Il est maintenant possible de définir 
les paramètres cinématique, de la manière suivante : 

0Z

nX 1−nZ

1. iθ  est l’angle de l’axe  vers l’axe  autour de l’axe  1−iX iX 1−iZ
2. iα  est l’angle de l’axe  vers l’axe  autour de l’axe  1−iZ iZ iX
3.  est la distance comprise entre l’intersection de l’axe  avec l’axe et l’origine du 

référentiel i le long de l’axe   
ia 1−iZ iX

iX
4.  est la distance comprise entre l’origine du référentiel i-1 et l’intersection de l’axe  

avec l’axe  le long de l’axe  
id 1−iZ

iX 1−iZ
Enfin, on va présenter dans ce qui suit l’algorithme qui permet de traiter n’importe quelle 
configuration  d’un robot manipulateur de n d d l 

1. Etablir le système de coordonnée lié à la base, en s’assurant que l’axe  est bien selon 
l’axe de rotation de l’articulation 1, et qu’il pointe vers « l’épaule » du bras manipulateur. 

0Z

2. pour chaque articulation i=1,.., n-1 faire les étapes 3 à 6. 
3. aligner l’axe  avec l’axe de l’articulation i+1. iZ
4. Etablir    l’origine   de   chaque   système   de   coordonnées,   celui-ci   sera   donnée   par   
      l’intersection de l’axe  et  ou bien l’intersection de leurs normale avec l’axe . 1−iZ iZ iZ
5. Etablir l’axe  selon la règle suivante : iX iiiii ZZZZX       /  )    (    11 ΛΛ±= −−   ou bien le long de 

la normale commune aux axes  et . iZ 1−iZ
6. Etablir l’axe , selon la règle suivante : iY iiiii XZXZY      /  )    (       ΛΛ±= , afin d’établir 

le trièdre direct  ).,,( iii ZYX

7. Etablir l’axe  selon la direction de l’axe , et en sortant  du  corps de robot nZ 1−nZ
8. déterminer les paramètres de chaque articulation : i=1,n-1. 

Une fois ces étapes effectuées, on détermine les matrices de transitions relatives à chaque 
articulation,  elle sont données en fonction des paramètres décrits ci-dessus et en remarquant 
qu’un point  exprimé dans le référentiel i, peut être exprimé dans le référentiel i+1 en opérant 
les transformations  successives suivantes : 

ir

1. Rotation autour de l’axe  d’un angle 1−iZ iθ  afin d’aligner l’axe   avec l’axe . 1−iX iX
2. Translation le long de l’axe d’une distance , afin de faire  coïncider et . 1−iZ id iX 1−iX
3. Translation le long de l’axe  d’une distance  afin de faire coïncider les origine des 

axes  et  
iX ia

iX 1−iX
4. Rotation autour de l’axe  d’un angle 1−iZ iθ  afin de faire coïncider les deux systèmes de 

coordonnées i et i-1. 
Ce qui donne la matrice de transformation homogène suivante : 
 αθ ,,,,1   XaXZdZi

i RTRTA ×××=−                                             (1.1) 
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      (1.2) 
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On va appliquer l’algorithme donné ci-dessus sur le PUMA à  2 d d l 
 
1.3.2 Application au PUMA à 2 d d l  
 

Dans ce travail, nous avons opté pour un robot planaire PUMA à 2 d d l [3] (seule les 
articulation 1 et 2 du robot industriel PUMA 500 sont prise en compte). Le schéma descriptif de 
ce manipulateur est donné à la figure 1.2  
 
 
 
 
 
 
 
 

2θ
2l

1θ

1l

y

figure 1.2 Présentation du PUMA à 2 d d l 
x

Les paramètres de la transformation D-H du robot, sont regroupés dans le tableau suivant : 
articulation iθ  ia  id  iα  

1 1θ  1l  0 0 
2 2θ  2l  0 0 
Tableau 1.1  Paramètre de D-H pour le PUMA à 2 d d l 

L’implémentation des repères pour chaque liaison, en suivant les étapes de l’algorithme 
cité ci-dessus, et illustrée sur la figure 1.3   
 
 

 
 
 
 
 

figure 1.3  Implémentation de la méthode de D-H 
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         Ainsi en utilisant l’algorithme de la représentation de D-H nous aboutissons aux matrices 
de transformations homogènes suivantes :  

                         , ,                     (1.3) 
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avec : iic θcos= , iis θsin= , )cos( 2112 θθ +=c , )sin( 2112 θθ +=s .                               

 
1.3.3 Modélisation géométrique  
 

Les transformations précédentes peuvent être utilisées pour établir les relations entre les 
coordonnées généralisées. En effet, le modèle géométrique consiste à résoudre l’équation de 
transformation afin de trouver la position de l’élément terminale en terme d’angles et de 
déplacements entre  les  articulations.  Les  angles  et  déplacements  entre  les  articulations  sont  
appelés  :  coordonnées  articulaires  alors  que  les  positions  de  l’élément  terminale  « outil  de  
travail » dans l’espace sont décrites comme étant des coordonnées opérationnelles ou 
cartésiennes. 
Il y’a deux types de modèle géométrique le modèle géométrique direct et inverse :  
        Le modèle géométrique direct qui s’obtient on égalisant la matrice de transformation 
homogène qui relie l’élément terminale à la base (  dans notre cas) et la matrice de 
transformation générale. 

2
0A

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

1000

0
2

zzzz

yyyy

xxxx

PZYX

PZYX

PZYX

A                                                            (1.4) 

TZYX XXX )(  est l’orientation de l’élément terminale suivant l’axe X de la base.  
TZYX YYY )(  est l’orientation de l’élément terminale suivant l’axe Y de la base. 
TZYX ZZZ )(  est l’orientation de l’élément terminale suivant l’axe Z de la base. 

TZyx PPP )(   est la position de l’élément terminale. 

On trouve donc : 

                                                                                                                      (1.5) 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

==

+==

+==

0    

)(   

)(    

 121

121

Z

y

x

Pz

sslPy

cclPx

Cette équation est appelé modèle géométrique direct de robot manipulateur. Elle peut être obtenu 
facilement en utilisons les relations trigonométrique et en se référons à la figure 1.2. Le modèle 
géométrique inverse est obtenu en inversons l’équation (1.5), Il donne la configuration 
géométrique du robot en fonction de la position de l’élément terminal et ne conduit pas toujours 
à une solution unique. En partant de (1.5), on obtient : 

)1(2  2222 clyx +=+                                                         (1.6) 

donc 

)
1

(  
2

2 A
A

arctg
−

=θ                                                        (1.7) 

avec                                   

1  2  2

22

−
+

= l
yx

A                                                            (1.8) 
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d’autre part, on a : 

2112    )1(   slscclx −+=                                                       (1.9)             

1112    )1(   slcscly ++=                                                     (1.10) 

)  1( 
   1

  1  )(
  

21

21

2

2

1

1

cc
ss

c
s

c
s

x
y

+
−

+
+

=                                                       (1.11) 

En utilisons la relation suivante : )1(  )(  )( ab
baarctgbarctgaarctg

−
+=+  

on obtient 

)1(  )(  
2

21 c
sarctgy

xarctg
+

−=θ                                                 (1.12)      

avec    

)(    1
1

1 θtgc
sa ==  et   

2

2

1  c
sb
+

=                                                 (1.13) 

Les équations (1.7) et (1.12) représentent le modèle géométrique inverse de robot manipulateur 
 
1.4 Génération de trajectoire  
 
        En se basant sur la définition de robots donnée précédemment, à savoir que l‘organe 
terminal de robot PUMA accomplit un certain mouvement dans l’espace établi au préalable par 
l’opérateur. Le mouvement ainsi réalisé est appelé trajectoire. En effet, à chaque point de 
coordonnées généralisées correspondantes suivant la trajectoire décrite par l’élément terminal, on 
peut trouver une relation entre les coordonnées généralisées ( ) et les paramètres introduits pour 
décrire cette même trajectoire. 

iq

La trajectoire désirée pour que le robot l’exécute est un cercle dans le plan  situé à une 

distance  de repère du robot et de rayon R. 

),,( YXO

),( 00 YX CC 0R
les équations du cercle dans le repère   sont : ),,( YXO

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

+=

)sin(

)cos(

0

0

tRCY

tRCX

Y

X

ω

ω
                                                       (1.13) 

donc 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=

−=

)4cos()2(

)4cos()2(

0

0

π

π

RlC

RlC

Y

X

                                                      (1.14) 

A partir des coordonnées généralisées établies pour un point quelconque dans l’espace, on 
détermine leurs évolutions en fonction du temps pour une trajectoire circulaire, ce qui revient à 
calculer 1θ et 2θ   pour chaque point de cercle. 
Etant donné que nous avons 1θ  et , équations (1.7) (1.12),  proposons  nous  de déterminer les  2θ
vitesses et accélérations de trajectoire circulaire à partir des coordonnées généralisées du modèle 
géométrique inverse. 
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( )
[ ]

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−−==

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −==

)sin(arcsin

12
1cos

211

2

22

dd

d

qr
lq

l
rarq

πϕθ

θ

                                           (1.15) 

où l’indice d veut dire " désiré ". 
sachant que  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

−=

)cos( 

)sin( 

tRy

tRx

ωω

ωω

&

&
                                                     (1.16) 

On détermine après quelques calculs la dérivée simple et double de vitesse et d’accélération   
généralisés  22 et    dd qq &&&

avec 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=

−=

=

2

2

2

1)(2
1

)cos(

l
rr

r
l

arqd

&&µ

µ

µ

                                                        (1.17) 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−−

+−+
−=

−
−=

22

22

2

22

1)1(
 )1)((

 

1
 

µµ
µµµ

µ
µ

rrrrr
q

q

d

d

&&&&&
&&

&

                                           (1.18) 

La même méthode est appliquée pour 1θ , on obtient alors  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

−=

11

11

    

    

ϕϕ

ϕϕ

&&&&&&

&&&

d

d

q

q
                                                        (1.19) 

avec 

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−=

−
+−

=

−−−=

−=

=

)  sin(   

  1
  1  

)  (2  )  (  

)]  sin( arcsin[  

)arctan(  

2

2

1
2

1

21

d

d

qr
l

r
yxxyrryxxy

qr
l

y
x

πθ

θ
θϕθθθϕ

ϕ

πϕ

ϕ

&&&&
&&

&&&&&&&
&&                                         (1.20) 

Remarque  
Le comportement dynamique du robot exige d’imposer des trajectoires réalisables, Le 

choix d’une trajectoire est relié  à  l’évolution de la position, la vitesse et l’accélération. En  effet,   
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la continuité en position, vitesse et accélération offre au robot la possibilité de poursuivre cette 
trajectoire avec de commandes réalisables. La décomposition de la tache en plusieurs points 
intermédiaires, nécessite une continuité de premier et second type. 
La connaissance des conditions aux limites de déférent types permet le calcul direct des 
paramètres des polynômes du troisième degré permettant une continuité en position et en vitesse. 
Cette tache se traduit par le passage d’un état d’équilibre à un autre état d’équilibre. 
 
1.5 Modélisation dynamique     
 

 Les équations dynamiques du mouvement d’un bras manipulateur, sont l’ensemble des 
équations mathématiques décrivant le comportement dynamique du manipulateur, de telles 
équations sont utilisées pour la simulation par ordinateur, du mouvement du bras manipulateur, 
ainsi que pour la conception d’une commande en vue de satisfaire les performances imposées. 
          Le modèle du bras manipulateur, peut être déterminé à partir des approches 
conventionnelles, l’approche de L-E ou celle de N-E, ainsi peuvent être systématiquement 
appliquées en vue de déterminer le modèle dynamique de robot manipulateur, cependant, il est à 
noter qu’il existe plusieurs variantes de ces deux approches telles que « UICKER’S–L-E », 
« HOLLERBACH’S RECURSIVE LAGRANGE », « LEE’S GENERALIZED D’ALEMBERT 
G.D »…etc. Ces approches peuvent aboutir à des équations dont la structure est différente, car 
elles ont été conçues pour différentes taches. Dans ce qui suit, on va uniquement présenter les 
approches de L-E et N-E. 
 
1.5.1 Approche de LAGRANGE-EULER 
 
           Les équations générales du mouvement de bras manipulateur peuvent être 
convenablement   exprimées   par  l’application  directe  du  formalisme  de  L-E, celui-ci associé 
à la représentation de D-H, peut constituer un algorithme efficace et compact  afin d’aboutir aux 
équations décrivant le mouvement de bras manipulateur. 
           L’algorithme est exprimé sous forme matricielle, ce qui facilite l’analyse et 
l’implémentation sur l’ordinateur. La détermination des équations dynamiques d’un bras 
manipulateur à n d d l est basée sur le fait que la matrice homogène de transformation relie le 
référentiel de la liaison i et celui de la liaison i-1. 
L’équation de L-E est donnée par : 

i
ii q

L

dt
dq

L
dt
d τ    

)(
 =

∂
∂−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂

∂                                                  (1.21) 

où 
L : fonction de lagrange = .  pc EE −

cE : Energie cinétique totale du bras manipulateur. 
pE : Energie potentielle totale du bras manipulateur. 

iq  :  coordonnées généralisée. iemei
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dt
dqi : dérivée première par rapport au temps . iq

iτ : force généralisées appliquées à la  articulation. emei

 
1.5.1.1   Energie cinétique de robot manipulateur  
 
          Le formalisme de L-E exige la connaissance de l’énergie cinétique du système physique, 
qui à son tour exige la connaissance de  la vitesse de chaque liaison. 
Soient  les coordonnées homogènes d’un point fixe appartenant à la liaison i, par rapport au 

référentiel de la liaison i,  ces coordonnées par rapport au référentiel fixe de la base. 

i
i r

ir0

On a donc : 

i
i

ii rAr ×= 00                                                           (1.22) 

avec : 
11

2
0
1

0 .......... −×××= i
ii AAAA                                                 (1.23) 

Puisqu’il s’agit d’une liaison rigide, il s’ensuit que : 0=dt
rd ii

  

d’où 

)()(
000

0
dt

Ad
rdt

rd
rdt

rd
v

i
i

ii
iii

i ===                                           (1.24) 

d’une manière générale, on trouve : 

i
j

i

j j

i
i rdt

dq
q
Av i

1

0
0  ..    ∑

= ∂
∂=                                               (1.25) 

En remarquant que la dérivée précédente de la matrices  peut être obtenu aisément à l’aide de 
la matrice  définie pour une structure à articulations rotationnelles,  comme suit : 

0
iA

iQ

                                                      (1.26) 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

=

0000

0000

0001

0010

iQ

et pour une structure à articulations prismatiques, comme suit : 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

=

0000

1000

0000

0010

iQ                                                      (1.27) 

On obtient : 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤

≥
=

∂
∂

=
−

−                si     

  si          0

10
1

0

ijAQA

ij
q
AU

j
ijj

j
ij I                                   (1.28) 

d’où en utilisant les notations précédentes, on aura : 

iij
iji rdt

dqUv .0 ∑=                                                    (1.29) 
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Si on désigne par  l’énergie cinétique de  la  liaison  i, et  par   l’énergie  cinétique  d’une  ciE cidE
particule de masse dm de l’articulation i, on a : 

( ) ( ) dmdt
dz

dt
dy

dt
dxdE iiici .2

1 222

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛+=                                      (1.30) 

dmvvtracedE T
iici )..(2

1 00=                                                   (1.31) 

En substituons, l’équation (1.25) dans (1.31), on trouve : 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= ∑∑

= =

i

p
r

i

r
pT

ir
T

i
iiiipci qqUrdmrUtracedE

1 1
   )  (   2

1 &&                                 (1.32) 

L’énergie cinétique totale de l’articulation i est donc donnée par : 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= ∑∑ ∫

= =

i

p
r

i

r
pT

ir
i

T
i

iiiipci qqUrrUtraceE
1 1

   ) (   2
1 &&                                   (1.33) 

Le terme entre parenthèse représente l’inertie de l’articulation et peut s’écrire sous forme 
matricielle comme suit : 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∫∫∫∫

∫∫∫∫

∫∫∫∫

∫∫∫∫

dmdmzdmydmx

dmzdmzdmyzdmzx

dmydmzydmydmxy

dmxdmzxdmyxdmx

iii

iiiiii

iiiiii

iiiiii

...

....

....

....

2

2

2

                                     (1.34) 

Cette matrice d’inertie peut être exprimée à l’aide des moments d’inertie de la liaison i par 
rapport aux principaux axes du référentiel . ),,( iii zyx

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−+

+−

++−

mzmymxm

zmIIIII

ymIIIII

xmIIIII

iii

i
zzyyxx

yzxz

iyz
zzyyxx

xy

iixzxy
zzyyxx

2

2

2

                             (1.35) 

Il s’ensuit que l’énergie totale du bras manipulateur sera la suivante : 

∑ ∑∑
= = =

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

n

i

i

p

i

r
rpT

iriipcTotale qqUJUtraceE
1 1 1

  )  (  2
1 &&                                 (1.36) 

 
1.5.1.2  Energie potentielle du bras manipulateur  
 
L’énergie potentielle de l’articulation i  est donnée par : piE

)..(.   0 ii
iici rAgmE −=                                                    (1.37) 

)..(.   0 ii
iic rAgmE −=                                                    (1.38) 

tel que : g est le vecteur gravitation.  Tgg )000(  −=  
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1.5.1.3   Equation dynamique du bras manipulateur  
 
La fonction de lagrange sera donnée  

 ( ) (∑∑ ∑∑
== = =

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

n

i

i
iii

n

i

i

p

i

r
rpT

iriip rAgmqqUJUtraceL
1

0

1 1 1
            2

1  && )                     (1.39) 

En appliquant l’équation (1.8) à la fonction lagrangienne  donnée ci-dessus. 
on trouve :  

  ( ) ( )∑∑ ∑∑∑∑
= = === =

−+=
n

ij

i

k

n

ij

j
jjiimk

j

m

T
jiJjkm

k
n

ij

i

k

T
jkjiki rUgmqqUJUtrdt

qd
UJUtr

1 1
2

2

1
                   &&τ      (1.40) 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

<<

≤≤

≤≤

= −
−
−

−

−
−
−

−

kiouji

ikjAQAQA

ijkAQAQA

U i
kk

k
jJ

j

i
jj

j
kkk

ijk

 ;                             0

           ;        

            ;         

1
1
1

1
0

1
1
1

1
0

                               (1.41) 

iτ  est le couple généralisé appliqué à la articulation. emei

L’écriture matricielle de l’équation dynamique de mouvement du bras manipulateur est la 
suivante : 

 )(  ),(  ).(  2

2

qcdt
dqqhdt

qd
qD ++=τ                                             (1.42) 

avec: 

•                i,k = 1,n (∑
=

=
n

kij

T
jijjkik UJUtrD

),max(
. )

)•            i,k,m = 1,n (∑
=

=
n

mkij

T
jijjkmikm UJUtrh

),,max(
.. 

•                      i=1,n ∑∑
= =

=
n

k

n

m
mkikmi qqhh

1 1
..  &&

•                     i=1,n ∑
=
−=

n

j

j
jjiji rUgmc

1
...  

 
Remarques 
1. les coefficients  , ,  sont en fonction des variables d’articulations ic ikD ikmh iθ et des paramètres 

d’inertie du robot et sont appelés les coefficients dynamiques de robot manipulateur. à partir 
des équations données ci-dessus il est aisé de donner à chacun d’eux le sens physique 
correspondant. 

2. les coefficients  représentent l’accélération des variables d’articulation. pour i=k,  est 
relie à l’accélération de l’articulation i quand le couple  est appliqué. Pour ,  est relie 
au couple de réaction induit par l’articulation k et appliqué à l’articulation i ou vice versa. 

ikD iiD
iT ki≠ ikD

3. les coefficients représentent l’effet de la charge dû à la gravité de liaison i. ic
4.  est relié aux vitesses angulaires des articulations k et m, il  s’agira  de  la  force  centrifuge    ikmh
générée par la vitesse angulaire  dt

d kθ   et exercée sur l’articulation i,  autrement,  il s’agira de la  
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force coriolis générée par les vitesses angulaires des articulations k et m. Enfin, le bon sens 
physique nous montre que : . imkikm hh =
 
1.5.1.4   Application au PUMA à 2 d d l 
 
Pour établir le modèle dynamique  du robot,  nous  avons  besoin  de  calculer  les  matrices  
et , pour cela en utilise les équations (1.26),(1.27) et (1.41). 

jU
ijkU

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

==

0000

0000

0001

0010

21 QQ ;                                 (1.43)                   

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−−−

==

0000

0000

0

0

111

111

0
111

011
lcsc

lscs

AQAU

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−−−

==
+

−

0000

0000

)(0

)(0

1121212

1121212

2
0121

cclsc

sslcs

AQU ;                  (1.44) 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−−−

==

0000

0000

0

0

121212

121212

2
022

022
lcsc

lscs

AQAU

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−

−−

===

0000

0000

0

0

121212

121212

2
121

01221212
lscs

lcsc

AQAQUU ;          (1.45) 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−−−

+−−

==

0000

0000

)(0

)(0

1121212

1121212

2
01211

sslcs

cclsc

AQU

2122
121

121
0222 UAQAQAU ==                                               (1.46) 

Les matrices d’inertie sont données par : 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

=

iim

iii

i

mx

mxI

J

i 00

0000

0000

01

;   i=1.2                                          (1.47) 

avec : 2
3
1 lmI ii=   et   2

121 −==xx                                              

On obtient finalement et après quelque calcules le modèle dynamique du robot manipulateur : 
)(),().(  )( θθθθθτ chDt ++= &&&                                                   (1.48)   
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1.5.2 Approche de NEWTON-EULER 
 
         Dans la partie précédente, on a élaboré les équations différentielles non linéaires du second 
ordre obtenues par le formalisme d’E-L. L’utilisation de ces équations pour déterminer les force 
généralisées à partir des positions, vitesses, accélérations généralisées pour une trajectoire 
donnée devient une tache ardente et fastidieuse dés que le nombre de degrés de liberté est 
supérieur à deux, en plus elle nécessite un temps de calcule énorme. Dans le but d’améliorer la 
commande en temps réel du robot, un modèle dynamique simplifié a été proposé. Ce modèle 
néglige les force coriolis et centrifuges, et réduit remarquablement le temps de calcule de la 
commande, Néanmoins, L’effet coriolis et centrifuge est très important quant le robot est amené 
à suivre des trajectoires rapides. Cela dit que le modèle dynamique simplifie restreint le 
mouvement de robot aux plages des faibles vitesses qui ne sont pas désirables dans un 
environnement industriel. 
         La méthode de N-E est actuellement considérée comme l’approche la plus favorable et la 
plus exploitable. En effet, sa structure récursive la rend facilement implémentable sur des 
calculateurs numériques. Le formalisme de N-E peut être considéré comme l’inverse du modèle 
dynamique obtenu par l’approche d’E-L et donc utilisé dans la commande inverse des robots 
manipulateurs. La méthode de N-E utilise deux étapes pour la dérivation des forces généralisées 
à partir des positions vitesses et accélérations désirées. Ces deux étapes vont être déterminées 
dans les sections qui suivent. 
Rappel théorique  
          Soit le repère fixe  et le repère mobile représenté sur la figure 1.4 

tournant autour du repère fixe à la vitesse angulaire ω. 

),,,( ZYXO ),,,( ∗∗∗ ZYXO

 

Y 

+
Z*

Y* 

X*

X 

P 

O 

Z 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 figure 1.4 Rotation d’un repère par rapport à un autre 
La vitesse et l’accélération du point mobile P repère fixe sont données par : ),,,( ZYXO

rdt
dr

dt
dr ×+=

∗

ω                                                             (1.50) 

rdt
drdt

dr
dt

rd
dt

rd
×+××+×+=

∗∗ ωωωω   )(  2    2

2

2

2

                                   (1.51) 

tel que dt
dr∗

 et 2

2

dt
rd ∗

 sont respectivement les vitesses, accélérations relatives du point P par 

rapport au repère mobile . Le terme ),,,( ∗∗∗ ZYXO dt
dr∗

×ω2  représente l’accélération 

complémentaire ou de Coriolis, et le terme )( r×× ωω  représente l’accélération centrifuge. 
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dans le cas ou le repère  possède un mouvement de translation par rapport au repère 

fixe, figure 1.5 

),,,( ∗∗∗ ZYXO

X 

Z ∗Y

∗X

∗r

p

r h

∗O

∗Z

YO

 
 
 
 
 
 
 
 
  

figure 1.5  Mouvement de translation et de rotation d’un repère 
la vitesse et l’accélération absolu du point P s’exprime par : 

dt
dhrdt

dr
dt
dh

dt
dr

tv           )( +×+=+= ∗
∗∗

ω                                           (1.52) 

2

22

    )(  2    )( dt
hd

rdt
drdt

dr
dt
rd

ta +×+××+×+= ∗∗
∗∗ ωωωω                             (1.53) 

Les équations (1.52) à (1.53) vont être utilisées pour déterminer les vitesses et accélérations 
linéaires et angulaires de chaque liaison par rapport à la liaison adjacente. 
 
1.5.2.1 Application aux repères liés aux liaisons d’un robot  
 
         Soit  et iv iω  les vitesses linéaires et angulaires du repère par rapport à la base 

, 

),,( iii zyx

),,( 000 zyx ∗iω  est la vitesse angulaire du point o par rapport à la base, figure 1.1 

on a : ∗− += iii ωωω     1  
avec : 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

ℑ

ℜ
=

−
∗

si

siqz ii

i
        0

  1 &
ω                                                           (1.54) 

où   désigne une liaison rotationnelle et ℜ ℑ  une liaison translationnelle. 
on obtient donc :  
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ω                                           (1.56) 

les vitesses et accélérations linéaires de la liaison i sont obtenues en utilisons les équations (1.51) 
à (1.55) et peuvent être exprimées par :   
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1.5.2.2 Équations récursives de mouvement du robot  
 
         Après qu’on a obtenu les informations cinématiques  de chaque liaison , on va 
maintenant déterminer les équations de mouvement du robot en utilisons le principe de 
d’Alembert. Le principe mis en évidence les conditions d’équilibre statique, et s’annonce comme 
suit : Pour chaque système mécanique, la somme algébrique des forces extérieures et de forces 
de résistances dans n’importe quelle directions et appliquées sur un point est nulle. 

),,,( iiii av ωω &

Considérant une chaîne de liaisons articulées, figure 1.6 
On définit les paramètres suivants : 
O : centre de masse de liaison i. 

is  : position de centre du masse par rapport au repère .   ),,( iiii zyxR

ii av ,   vitesses et accélérations linéaires absolues du centre de masse  par rapport à la base. 

iF  : la force extérieure totale exercée sur la liaison i en son centre de masse. 
iN : le moment extérieure totale exercée sur la liaison i en son centre de masse. 

iI : matrice d’inertie de la liaison i  calculée autour de son centre de masse et par rapport à la 
base. 

if  : force appliquée sur la liaison i par la liaison i-1 par rapport au repère . 1−iR
in  : moment appliqué sur la liaison i par la liaison i-1 par rapport . 1−iR

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 O’  Centre de  masse de Liaison 

X0

liaison i+1
(xi,yi,zi)

pi

ir
y0

isó
(xi-1,yi-1,zi-

   liaison i-1

pi-

ip

1ip −−=+ ipiris

fi+1
fi

 Z0

 
figure 1.6 force et moments pour diverses liaisons 

on a : 

ii
ii

i amdt
vmdF   )(  ==                                                       (1.59) 

)(  )(  iiiii
ii

i IIdt
IdN ωωωω ×+== &                                               (1.60) 

La vitesse et l’accélération absolues du centre de masse sont données par : 
 iiii svv ×+= ω                                                              (1.61) 

)(  iiiiiii ssva ××+×+= ωωω&&                                                    (1.62) 
Les équations relient les forces et moments exercées sur la liaison i à celles exercées sur la 
liaison i+1 sont données par : 

1  ++= iiii famf                                                              (1.63) 
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iiiiiiii NFsPfPnn +×++×+= ∗+∗+ )(  11                                           (1.64) 

         Ces équations récursives peuvent être utilisées pour obtenir les forces et moments pour 
chaque liaisons i  sont respectivement les forces et moments appliquées par l’élément 
terminal sur un objet extérieur du système.  

11  , ++ nn nf

         Dans la modélisation cinématique, on a vu que si la liaison i est rotationnelle, elle va 
tourner d’un angle  par rapport au  suivant l’axe . Donc le couple appliqué sur 

l’articulation i est la somme de projection de  sur l’axe  et de moment visqueux. Dans le 
cas d’une articulation prismatique (translationnelle), cette dernière va se déplacer de  le long 

de l’axe . La force appliquée sur l’articulation i est donc la somme de projection  sur l’axe 
 et une force due au déplacement visqueux. 

iq 1−iR 1−iz

in 1−iz
iq

1−iz if

1−iz
On obtient donc : 
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siqbzf
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iiiT
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iiiT
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i
&

&
τ                                                 (1.65) 

         Les équations de N-E se compose de deux ensemble d’équations récursive : les équations 
directe « forward équations » données par (1.56),(1.57),(1.59) et (1.63), et les équations de 
retour  « backward équations » données par (1.59), (1.60), (1.61), (1.64), (1.65). 
         Les équations  directes propagent les informations cinétiques de la base jusqu’à l’élément 
terminal. Pour les équations de retour, les couples et force de chaque liaison sont calculés 
récursivement de l’élément terminal jusqu’à la base.  
 
1.5.2.3 Equations récursives modifiées     
 
         L’inconvénient majeur des équations récursives précédentes est le fais que les matrices  
d’inertie  et les paramètres géométriques iI ),( ∗ii Ps  sont établies par rapport à la base, donc il 
changent quant le robot est en mouvement. Il existe une version améliorée de la méthode de N-E 
qui consiste à référencer toutes les vitesses, accélérations, matrices d’inertie centres de masse, 
forces et moments par rapport à ces repères. Par cette nouvelle méthode le temps de calcule 
diminue remarquablement et devient proportionnel au nombre de d d l. 
soit la matrice de rotation du repère  vers le repère    iR 1−iR

                                                           (1.66) 
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les équations de N-E par rapport au repère lié à chaque liaison deviennent : 
Forward equations: i=1, 2,…, n 
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)])[()()()(  000000 iii
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iiiiiiiIIi aRsRIRRsRRa +××+×= ωωω&0I R                       (1.70) 

Backward equations: i=n-1,….,1 
i

I
iii aRmFR 00 =                                                         (1.71) 
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1.5.2.4 Algorithme de NEWTON-EULER  
 
Conditions initiales : n nombre de degré de liberté. 

0      000 === vωω &                                                           (1.75) 
][  0 zyx ggga =                                                          (1.76) 

Etape 1 : attribuer au compteur la valeur i=1 
Etape 2 : calcule de i

i
i

i
i

i
ii  aRaRRR 0000 ,,, ωω &

Etape 3 : test si i=n go to Etape 4 si non i=i+1 go to Etape 2 
Etape 4 : calcule de  en cas de charge, si il y’a pas de charge, ils sont nulles  11 ++ nn nf

Etape 5 : calcule de i t iiii nRfRNRFR 0000 ,,,  e iτ    

Etape 6: si i=1 go to stop si non i=i-1 go to Etape 6 
 
1.6 Résultat du simulation  
 
L’évolution de robot en position, vitesse et accélération, est simulée en utilisant le modèle de  
connaissance établi par le formalisme de L-E. La mise sous forme d’état des équations 
différentielles non linéaires trouvées nous permettent d’utiliser la méthode de RANGE-KUTTA 
(R.K) d’ordre quatre sous les conditions initial  nulle. 
La mise sous forme matricielle du modèle de robot donne le système suivant [3]: 
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tel que :  et  sont les termes de frottement visqueux. On détermine alors la forme d’état 
suivante : 
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Les valeurs numériques des différents paramètres de robot sont [3] : 
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                                                         (1.81) 

1b ,    : frottement visqueux des actionneurs. 2b
1k ,  : constantes de couple moteur. 2k

1l ,     : longueurs des deux liaisons. 2l
1m , :  masses des deux liaisons 2m

Les réponses de robot en position, vitesse et accélération pour une entrée échelon, sur un horizon 
de temps suffisant, sont consignées sur la figure 1.7  
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   vitesse                                                               vitesse   1q& 2q&
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accélération                                                              accélération   1q&& 2q&&

figure 1.7 réponse en boucle ouverte de robot PUMA en position, vitesse, accélération 
 

1.6 Validation des modèles dynamiques   
  
        Toute phase de modélisation est soumise à la validation. L’obtention d’un modèle 
dynamique est assujettie à un critique. Pour conformer un modèle trouvé, on est toujours amené 
à choisir un autre concept dans lequel on modélise le système en utilisant les lois  différentes de 
celles utilisées pour le modèle initial. 
        Dans notre cas, on s’est intéressé a modéliser le robot en utilisant deux formalismes, celui 
de principe du moindre action (L-E) et celui du principe de d’ALAMBERT (N-E). 
        La récursivité de l’algorithme de N-E lui permet une implémentation directe sur calculateur. 
L’utilisation de cet algorithme, pour le calcul manuel des équations différentielles du modèle,  
est une étape très délicate.   
Donc le but de cette partie est de confirmer que les deux modèle, obtenus par les deux 
formalismes, sont identiques. 
D’après la figure présentée, les deux modèle se valident si les erreurs définies par : 

2,12,12,1 qqd −=ε  ;  2,12,12,1 qqd −= &&ε  ; 2,12,12,1 qqd &&&&&& −=ε   soient  très faibles.  
Les figures 1.9 montrent la variation des positions, vitesses et d’accélérations pour chaque 
trajectoire désirée et celles générées par le modèle dynamique d’E-L. on présente alors à coté de 
chaque caracté nématique leurs erreurs. 

 
E-L 

Directe 

u 
N-E 

Inverse 

 
 
 
 

figure 1.8  couplage des deux modèles NE–EL 
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Remarque  

     Toute les simulations ont été réalisées avec un pas de calcul de    310−=dt
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figure 1.9  validation en positions, vitesses et accélérations de robot PUMA 
 
1.8 Linéarisation 
 
         L’idée principale de la linearisation  est de transformer les dynamiques d'un système non 
linéaire en dynamique linéaire, de sorte que les techniques de contrôle linéaires peuvent être 
appliquées. 
 
1.8.1 Linéarisation entrée/sortie 
 

Nous allons maintenant présenter une méthodologie afin d'étudier une commande pour ce 
type de système. La modélisation de robot manipulateur PUMA nous a montrée qui’ il est un 
système non-linéarités et fortement couplé. Les commandes pour chaque sortie ne sont pas 
indépendante, mais nous oblige à envisager une commande découplante pour ce système. Pour 
étudier une commande classique de type linearisation entrées/sorties, plusieurs solutions s'offrent 
à nous. La première est de faire une linéarisation approchée autour d'un point d'équilibre du 
système c'est-à-dire un découplage linéaire d'un modèle linéarisé du système [4]. Cette approche 
est intéressante et se prête bien aux problèmes de régulation. La deuxième, qui est nommée 
linéarisation exacte entrées/sorties [5] permet elle de grandes transitions du point d'équilibre, 
mais en revanche cette méthode peut faire apparaître des problèmes de singularités. Il est 
important de noter que quelle que soit la méthode choisie, l'état du système devra être mesuré. 
Nous avons choisi d'appliquer dans cette étude la méthode de linearisation exacte qui nous 
permettra d'avoir une commande indépendante du point de vue fonctionnement. 
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1.8.2 Linéarisation exacte entrées/sorties [5] 
 
  La linéarisation exacte est une approche pour la construction de correcteurs non linéaires. 
L'idée principale de cette méthode est d'effectuer une transformation algébrique d'un système 
dynamique non linéaire, en un système totalement ou partiellement linéaire. Ainsi après 
transformation, toutes les techniques de synthèse de correcteurs linéaires peuvent être 
appliquées. L'intérêt de cette méthode est qu'elle effectue une transformation exacte du système 
d'état non linéaire, sans passer par une approximation linéaire. 

  La linearisation exacte d'un système peut donc être vue comme une méthode pour 
transformer un système vers un système ayant une forme plus simple. Cette méthode a été 
utilisée avec succès dans de nombreuses applications [5]. 
Soit Σ un système non linéaire affine multi-entrées, multi-sorties (MIMO), qui peut être 
représenté par les équations d'état suivante : 
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où Ω∈X  est le vecteur d'état avec nR∈Ω et m le nombre d'entrées. Les fonctions f, gi,…,gk sont 

des applications vectorielles de Ω dans Rn et les fonctions hj sont des fonctions de valeurs réelles 
définies sur Ω. Nous nous intéresserons plus particulièrement aux systèmes carrés donc on 
posera p=m. 
une représentation vectorielle peut être donnée par : 
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Les éléments de f, gk et h sont des fonctions lisses, c'est-à-dire que ces fonctions sont 
indéfiniment dérivables par rapport à chacun de leurs arguments. 
Etant donné une fonction lisse hj(x), le gradient de hj est noté ∇ hj et s'exprime par : 

X
hh j

j
∂
∂=∇                                                               (1.84)  

Ce gradient est représenté par un vecteur colonne d’éléments 
k

j
kj x

hxh
∂
∂=∇ )( . de la même façon, 

Etant donné un champ de vecteurs f(X), le jacobien de f est noté par f∇  et s’exprime par : 

X
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∂
∂=∇                                                                  (1.85) 

Le jacobien est une matrice n x n qui a pour éléments 
j

k
kj x

ff
∂
∂=∇ )(  

On pose maintenant une fonction scalaire hj(x) lisse et un champ de vecteurs lisse f(x)  
On définit une nouvelle fonction scalaire,  appelée dérivée de lie de hjf hL j par rapport à f [5] 
comme suit : 

∑
= ∂

∂=
∂
∂

=
m

k k

j
k

k

j
jf xfx

xhxf
x

xhxhL
1

)()()()()(                                        (1.86) 

En reprenant le modèle du système donné par l’équation (1.82), on peut écrire la première 
dérivée de yj à l'aide des dérivées de lie. 
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on obtient alors 
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Si  les entrées u0)( =xhLg jk k  n'ont pas d'influence sur les sorties. On note ainsi rj le plus petit 

nombre entier pour qu'une des entrées uk apparaisse dans la   dérivée de la sortie yieme
jr j.  

On a alors 
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Les nombres obtenus rj sont appelés les degrés relatifs. 
On définit la matrice de découplage m x m, A(X) comme suit 
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On définit également le vecteur ∆0(x ) par : 
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Il est alors possible de réécrire l'équation (1.89) en utilisant les équations (1.90) et (1.91) 
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Le système d’équation (Σ) est découplé sur nR⊂Ω  si et seulement si : rang ∆(x) = m, Ω∈∀x     

Si cette condition est satisfaite alors le retour d'état non-linéaire 
vxxxu )()()( βα +=                                                    (1.93) 

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

∆=

∆∆−=

−

−

)()(

)()()(

1

0
1

xx

xxx

β

α
                                                (1.94) 

tel que v est le nouveau vecteur d’entrée découple le système (Σ) sur Ω. 
Le système bouclé (h, f+gα, gβ) possède un comportement entrées/sorties linéaire décrit par : 

j
r
j vy j =)(         ],...,1[ mj∈∀                                           (1.95) 

 
 

 
 
 
 

 x
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figure 1.10  représentation de linéarisation d’un système non linéaire. 
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On effectue sur le système ainsi linéarisé figure 1.10 par ce retour d'état non linéaire un second 
bouclage linéaire afin d'imposer au système la dynamique désirée. Toutes les méthodes de 
synthèse de correcteurs linéaires pourront ainsi être utilisées. Il est important de noter que cette 
méthode aboutit à un découplage total si on a nrj=Σ , c'est-à-dire que le système découplée est 
linéaire pour toutes les variables d'état. 
On obtient après découplage le schéma de la figure 1.11 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

    ∫  

   ∫  

   ∫  
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figure 1.11 Système découplé 
 

1.8.3 Application au robot manipulateur PUMA 
 
          Nous allons maintenant appliquer cette méthode à un robot manipulateur PUMA à deux 
degrés de liberté. Le vecteur d'état du système est donc d'ordre 4, Le modèle  utilisé pour le robot 
sera donc un modèle  non linéaire affine donné par l'équation (1.80).                                 
u1 et u2 représente les entrées de système et x1, x2, x3, x4 sont les états de système.   
Le calcul de degrés relatifs donne r1=r2=2, donc la linéarisation est exacte et se trouve 
complètement découplé, (r1 + r2 = 4 =n) et chaque sortie peut être représenté par un intégrateur,  
Le retour d'état peut donc s'exprime par 

)()()( 0
1 xxx ∆∆−= −α                                                         (1.96) 

et   )()( 1 xx −∆=β                                                            (1.97) 

la linéarisation exacte de robot manipulateur PUMA est donné par le système linéaire suivant : 
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1.9 Conclusion  
  
         Les formalismes de N-E et L-E permettent d’établir un système d’équations différentielles 
reliant les coordonnées généralisées aux forces généralisées, obtenant ainsi le modèle dynamique 
du robot. Le modèle cinématique inverse est un modèle spécifiant la relation entre les 
coordonnées cartésiennes dans l’espace opérationnel et les coordonnées généralisés. 
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         Le modèle dynamique obtenu à partir du formalisme de L-E couplé avec celui de N-E 
aboutit à une commande en boucle ouverte. Ce couplage permet une validation des modèles 
dynamiques du robot  
         La linéarisation exacte entrée/sortie est basée sur la recherche d’une transformation non 
linéaire qui transforme le modèle de robot qui est non linéaire en un modèle linéaire à l’aide 
d’une commande par retour état. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
Etude des performances de la commande CDM 
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2.1 Introduction   
     
            Le principe de la commande robuste repose sur la structure de commande à contre-
réaction et sur les modèles linéaires temps invariant (LTI) des systèmes dynamiques. Le principe 
de la commande à contre-réaction est au cœur des théories classiques et modernes de la 
commande et définit une structure de commande très générale fondée sur la comparaison entre 
l’information supportée par un ensemble de signaux de sorties mesurés par des capteurs et 
l’information supportée par un ensemble de signaux de référence souhaités. Les différences 
constatées lors de cette comparaison sont traitées par le système de commande afin d’élaborer un 
signal de commande affectant le système. 
        La sensibilité des algorithmes de commande classique (PID) aux variations paramétriques 
du procédé à contrôler nécessite la recherche des performances plus élevées qui conduit à 
explorer de nouvelles techniques de commande permettant de dépassée les limites d’autres 
techniques. La nouvelle méthode de commande utilisée est la méthode de diagramme des 
coefficients qui est basée sur un outil d’analyse des performances appelée diagramme des 
coefficients [6]. 
 
2.2 Développement de la commande : méthode de diagramme des coefficients  
 
       La méthode de diagramme des coefficients est classée dans les méthodes d’approche 
algébriques appliquées pour les boucles polynomiales, Elle est classée entre les méthodes 
classique et la théorie de contrôle moderne. Un diagramme spécial nommé diagramme des 
coefficients, est un outil de choix des meilleures performances. La simplicité de la structure du 
contrôleur (RST) rend la CDM très puissante pour la commande des systèmes. 

Les performances de la CDM sont spécifiées dans la fonction de transfert en boucle 
fermée et ont une relation avec les paramètres algébriques du contrôleur. La CDM garde 
l’équilibre entre l’exactitude des performances et la complexité du contrôleur [7]. Le principe 
fondamental de la CDM est illustré par l’équation caractéristique en boucle fermée, le 
diagramme des coefficients. 

 
2.3 Polynôme caractéristique du système en boucle fermée  
 
La forme générale de polynôme caractéristique d’un système linéaire en boucle fermée donné  
par la figure 2.1 est comme suit : 
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tel que :  sont les coefficients du polynôme caractéristique ia
les indices de stabilité iγ  le constant de temps équivalent τ et les limites de stabilité ∗iγ  sont  
exprimées en fonction de l’équation (2.1), Ceci est nécessaire pour le développement de la 
commande CDM. 
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tel que : ts est le temps de réponse désiré pour le système global et λ  une constante comprise  
dans l’intervalle ] 3  2.5 [  

11

1  1  
+−

∗ +=/
ii

i γγ
γ                                                            (2.4) 

La relation entre ces paramètres est définit par l’équation (2.5) et (2.6) 
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figure 2.1 schéma block de commande d’un système par CDM 
Le polynôme caractéristique donné par l’équation (2.1) doit être exprimée en fonction des 
paramètres ,,0a τ et iγ  comme suit : 
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Le constant de temps équivalent de l’ordre i dépend de l’ordre zéro comme suit : 
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Les indices de stabilité de quatrième ordre sont donnés par rapport de première ordre comme 
suit : 
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Les indices de stabilité de deuxième ordre donnent de bonne performance [3]. 
Les polynômes ,  et F)(sAc )(sBc c(s) de correcteur  CDM, sont choisis comme suit :  
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           En absence de perturbations le degré  des  deux  polynômes  et  sont  égale  à 
deg ,  c’est à dire m

)(sAc )(sBc

11)]([ −=− nsD 1=m2=n-1, par contre, en présence de perturbations ou du bruit 
de mesure, les degrés m1 et m2  sont choisis de telle sorte à minimiser l’effet de la perturbation et 
du bruit [8]. 
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2.4 Diagramme des coefficients  
 
       Les performances de la commande CDM, indice de stabilité iγ , la constante de temps 

équivalent τ et la limite de stabilité ∗iγ  sont indiquées dans la partie droite de diagramme des 

coefficients tandis que les paramètres de polynôme caractéristique  sont représentés sur la 
partie gauche de diagramme, la constante 

ia
τ d’ordre zéro est représentée par une ligne liant la 

valeur 1 par τ  [9]. 

2431
2)( sssy
++

=                                                       (2.11) 

La figure 2.2 représente le diagramme des coefficients de système de l’équation (2.11) en boucle 
fermée ayant le polynôme caractéristique suivant : 

4.0   5.1   5.2 8.1   5.0  )( 245 ++++= sssssP                                   (2.12) 

Les paramètres de CDM sont : 
]5.2222[ =iγ                                                       (2.13) 
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i  
figure 2.2 le diagramme des coefficients de système  

donné par l’équation (2.11)  
Le degré de convexité de la courbe tracée à partir des coefficients du polynôme caractéristique 
renseigne sur la robustesse de correcteur [10]. L’inclinaison de la partie de la courbe des iα  nous  
donne la constante de temps équivalente, ce qui fait que cette pente donne des renseignements 
sur la rapidité de système en boucle fermée. 
 
2.5 Les conditions de stabilité et de robustesse  
 
       La stabilité et la robustesse de commande CDM est étudiées par un série de recherche 
[11][12] de critère de ROUTH-HURWITZ, la condition de stabilité de système d’ordre 3 est 
comme suit : 

1         213012 >→> γγaaaa                                                     (2.16) 
La condition de stabilité pour un système d’ordre quatre est donné par : 

∗>→+> 22
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30
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412           γγa
aa

a
aaa                                                 (2.17) 

La condition de stabilité et de l’instabilité de système d’ordre 5 et plus est donnée comme suit : 
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∗> Ii γγ  12.1          i=2,…,(n-2)                                               (2.18) 

1   1 ≤+ii γγ          i=2,….,(n-2)                                              (2.19) 
La robustesse indique la réalisation de stabilité de système lorsque les pôles sont variables sur 
l’axe imaginaire. Ainsi la condition de robustesse est donné par ∗> Ii γγ  5.1   au lieux de 

5.2  =iγ , 2    32 == γγ  où 2   ~ 14 =−nγγ . 
 
2.6 La forme standard de CDM  
 
           La forme standard de CDM (forme de MANABE) [13] recommandée est de choisir les 
indices de stabilités suivantes : 

]5.2222[=iγ  ,  i=l, ..., (n-1),  ∞==     0 nγγ                               (2.20) 
La forme standard de CDM donne la bonne performance, un dépassement propre, temps de 
réponse désiré. 
 
2.7 Algorithme de commande CDM  
 
           On considère le système en boucle fermée donnée par la figure 2.1, tel que y est la sortie 
de système, u est la commande, yc est la consigne, d est la perturbation aléatoire et n est le bruit, 
le numérateur et le dénominateur sont N(s) et B(s), A(s), F(s) et B(s)  sont les polynômes de 
contrôleur. 
La sortie de système à contrôlée est : 

 n
P(s)

B(s)N(s)  d 
P(s)

N(s)A(s)  r 
P(s)

F(s)N(s) y    
−+=                                        (2.21) 

où P(s) est le polynôme caractéristique et donné comme suit : 
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=

=+=
n

i

iisa  N(s)B(s)   D(s) A(s)P(s) 
0

                                       (2.22) 

Les performances sont reliées à 3 entrées r, d et n où sont donnés par l’équation (2.21). 
Les étapes a réalisée pour choisir les paramètres de contrôleur  CDM sont : 
• les polynômes A(s), B(s) et F(s) sont choisis convenablement pour l’élimination de 

perturbation. 
• le constant de temps équivalentτ .    
• les indices de stabilité iγ pour un système d’ordre supérieur et les limites de stabilité ∗iγ .  
• le diagramme des coefficients de système en boucle fermé en faisant un petit ajustement pour 

satisfaire les performances exigées. 
 
2.8 Résultats de simulation 
 
      L’objectif de cette partie est d’étudier l’influence des paramètres de synthèse de la 
commande CDM sur plusieurs systèmes, à savoir, temps de réponse , le paramètre st λ , le 
coefficient  0α ,   l’indice   de   stabilité  γ ,   en  effet   le   choix   de    ces   paramètres    influent  
considérablement  sur  les  performances  du  système,  l’algorithme  de  la CDM a été appliqué à 
quatre type de système : 
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• Système stable  
• Système stable à phase non minimale  
• Système instable 
• Système instable à phase non minimale  

Le but est de tester l’efficacité de la commande CDM et d’obtenir des résultats suffisamment 
généraux concernant le choix des  paramètres γλ , , st , La   référence  imposée  aux systèmes est 
un signal carré de commande. Pour chaque type de système et pour chaque paramètre de 
commande choisi, on présente les résultats de simulation concernant l’évolution de la sortie et de 
la commande en absence et en présence de perturbations. 
 
2.8.1 Etude d’un système stable  
 
Soit la fonction de transfert de système stable suivante : 

)( .  2  2
3  )( 2 susssy ++=                                                (2.23) 

Dont les pôles et les zéros sont stable et ayant pour valeur s1=-1+i, s2=-1-i. La simulation de ce 
système en boucle ouverte pour une entrée échelon, présentée sur la figure 2.3 montre que le 
régime statique est établi à 6s, Le système répond très rapidement en suivant exactement la 
référence imposée avec des pics de commande suffisante. 
L’évolution de système simulé pour plusieurs valeurs de temps de réponse respectivement pour 
ts=0.01, ts=0.1, ts=0.5, ts=1 est représentée sur les figures 2.4 et 2.5, en gardant λ=2.5, γ=2.5, 
cette augmentation joue sur la dynamique de sortie, on constate la diminution de l’effort de 
commande. 
L’effet de paramètre λ sur la dynamique de système est représenté sur les figures 2.6 et 2.7, on 
remarque l’influence de variation de λ, les valeurs de λ comprise dans l’intervalle [2.5 3] donne 
de bonne performance,  l’augmentation de λ donne une commande puissante avec diminution de 
temps de réponse, tandis que la diminution de ce paramètre donne la diminution de l’effort de 
commande avec augmentation de temps de réponse. 
L’influence de variation de γ sur l’effort de commande et la dynamique de sortie est illustré sur 
les figures 2.8 et 2.9, on constate que les performances sont affecté pour γ=2.5, tandis que 
l’augmentation de l’indice de stabilité (γ>2.5) rend les commandes puissante et leur diminution, 

∗γγ   p le temps de réponse croie et certain cas perdre la stabilité de système, ce qui montre que 

l’intervalle  donne la stabilité et la bonne performance.   ]  [ γγ ∗
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figure 2.3  réponse d’un système stable en boucle ouverte  

à une entée échelon. 
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figure 2.4  présentation sortie/commande de système stable pour  
5.2,5.2 == γλ  et variation de ts en absence de perturbation
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figure 2.5  présentation sortie/commande de système stable pour  
5.2,5.2 == γλ  et variation de ts en présence de perturbation  
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figure 2.6 présentation sortie/commande de système stable pour  
5.2,5.0 == γst  et variation de λ en absence de perturbation 
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figure 2.7  présentation sortie/commande de système stable pour  
5.2,5.0 == γst  et variation de λ en présence de perturbation.  
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figure 2.8 présentation sortie/commande de système stable pour  
5.2  ,5.2 == λst  et variation de γ en absence de perturbation 
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figure 2.9  présentation sortie/commande de système stable pour  
5.2  ,5.2 == λst  et variation de γ en présence de perturbation. 
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2.8.2  Etude d’un système stable à phase non minimale  
 
Soit le système suivant : 

)( .4  4  4
  1  )( 2 puss
ssy ++

+−=                                                   (2.24) 

Présentant un zéro s=1 (instable) et de pôles i 0.86 - 0.5 -   , i 0.86 + -0.5  21 == ss  stables. La 
simulation de système en boucle ouverte pour une entrée échelon est présentée sur la figure 2.10 
et montre que le régime statique est établit pour 5 s.  
L’influence de variation de temps de réponse ts est représentée sur les figures 2.11 et 2.12, on 
constate que l’augmentation de temps de réponse rend la commande puissante et la diminution 
de ce paramètre donne la diminution de l’effort de commande. 
L’effet de paramètre λ est illustré sur les figures2.13 et 2.14, l’augmentation de ce paramètre 
(λ>3) rend la commande puissante avec diminution de temps de réponse, cependant la réduction 
de ce paramètre (λ<2.5) donne l’atténuation de l’effort de commande et augmentation de ts.  
La variation de l’indice de stabilité γ est représentée sur les figures 2.15 et 2.16, lorsque , la 

simulation montre l’augmentation de temps de réponse et certaine valeur rend le système 
instable, néanmoins l’agrandissement de γ produit une commande puissante. 

∗γγ   p
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figure 2.10  réponse d’un système stable à P.N.M en 

 boucle ouverte à une entée échelon 
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évolution des commandes 
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réponses de système 

figure 2.11 présentation sortie/commande de système stable à PNM pour  
5.2  ,5.2 == γλ  et variation de ts en absence de perturbation
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figure 2.12  présentation sortie/commande de système stable à PNM pour  
5.2  ,5.2 == γλ  et variation de ts en présence de perturbation. 
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figure 2.13  présentation sortie/commande de système stable à PNM pour  
5.2  ,5.0 == γst  et variation de λ en absence de perturbation 
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figure 2.14  présentation sortie/commande de système stable à PNM pour  
5.2  ,5.0 == γst  et variation de λ en présence de perturbation. 
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réponses de système 

figure 2.15  présentation sortie/commande de système stable à PNM pour  
5.2,5.0 == λst  et variation de γ en absence de perturbation 

 
 



Chapitre 2                                                               Etude des performances de la commande CDM 

 39

 

0 2 4 6 8 1 0
- 2 0 0

0

2 0 0

 
évolution des commandes 
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réponses de système 

figure 2.16  présentation sortie/commande de système stable à PNM pour  
5.2,5.0 == λst  et variation de γ en présence de perturbation. 

 
2.8.3 Etude d’un système instable  
 
Soit à étudier le système instable suivant : 

)( 5  4  2
1  )( 2 pusssy
+−

=                                                 (2.24) 

 
Présentant deux pôles instable respectivement 0.48i + 0.4 ,0.48i + 0.4 21 == ss . 
La réponse de ce système en boucle ouverte excité par une commande unitaire est donnée sur la 
figure 2.17. Les résultats de simulation concernant ce système présentent l’influence des 
paramètres ts, λ, γ sur la sortie et la commande, on constate que l’instabilité des pôles en boucle 
ouverte n’a aucun effet sur la dynamique en boucle fermée évitant ainsi toute instabilité. 
La simulation montre que l’effort de commande augmente avec la diminution de temps de 
réponse et diminue avec l’augmentation de temps de réponse. 
L’augmentation de paramètre λ (λ>3) rend la commande puissante avec réduction de temps de 
réponse, mais la diminution de leur valeur donne l‘atténuation de l’effort de commande avec 
augmentation de temps de réponse.  
L’effet de variation de γ est illustré sur les figures 2.22 et 2.23, on remarque que la valeur 
standard γ=2.5 donne de bonne performance, l’augmentation de ce paramètre rend la commande 
puissante, tandis que la diminution de γ donne la diminution de l’effort de commande avec 
augmentation de temps de réponse et le système risque de perdre sa stabilité. 
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figure 2.17  réponse d’un système instable en boucle ouverte à 

une entrée échelon 
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évolution des commandes 
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figure 2.18  présentation sortie/commande de système stable à PNM pour  
5.2  ,5.2 == γλ  et variation de ts en absence de perturbation
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figure 2.19  présentation sortie/commande de système stable à PNM pour  
5.2  ,5.2 == γλ  et variation de ts en présence de perturbation.
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réponse de système  

figure 2.20  présentation sortie/commande de système stable à PNM pour 
5.2  ,5.0 == γst  et variation de λ en absence de perturbation. 

0 2 4 6 8 1 0
- 4 0 0

0

4 0 0

 
évolution des commandes 
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figure 2.21  présentation sortie/commande de système stable à PNM pour  
5.2  ,5.0 == γst  et variation de λ en présence de perturbation. 
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réponse de système 

figure 2.22  présentation sortie/commande de système stable à PNM pour  
5.2,5.0 == λst  et variation  de γ en absence de perturbation 
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évolution des commandes 
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réponse de système 

figure 2.23  présentation sortie/commande de système stable à PNM pour  
5.2,5.0 == λst  et variation  de γ en présence de perturbation. 

 
2.8.4  Etude d’un système instable à phase non minimale  
  
Soit le système suivant : 

)( 4  2  1
  1  )( 2 suss
ssy +−

+−=                                                     (2.26) 

L’effet de variation de temps de réponse sur l’effort de commande et la sortie de ce système est 
représenté sur les figures 2.25 et 2.26, on constate l’augmentation de l’effort de commande par 
diminution de temps de réponse et la diminution de l’effort de commande par augmentation de 
temps de réponse. 
Le choix de paramètre λ est très délicat. En effet, il est limité dans l’intervalle [2.5 3], 
l’augmentation de ce paramètre rend la commande puissante, néanmoins la diminution de λ 
donne une augmentation de temps de réponse avec diminution de l’effort de commande. 
La valeur standard de γ donne de bonne performance, l’augmentation de l’indice de stabilité rend 
la commande puissante, mais la diminution de ce paramètre donne l’augmentation de temps de 
réponse et certain cas le système perdre sa stabilité.                       
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figure 2.24  réponse d’un système instable à PNM en 

 boucle ouverte à une entée échelon 
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figure 2.25  présentation sortie/commande de système stable à PNM pour  
5.2  ,5.2 == γλ  et variation de ts en absence de perturbation
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figure 2.26 présentation sortie/commande de système stable à PNM pour  
5.2  ,5.2 == γλ  et variation de ts en présence de perturbation.
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figure 2.27 présentation sortie/commande de système stable à PNM pour  
5.2  ,5.0 == γst  et variation de λ en absence de perturbation 
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figure 2.28 présentation sortie/commande de système stable à PNM pour  
5.2  ,5.0 == γst  et variation de λ en présence de perturbation. 
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figure 2.29 présentation sortie/commande de système stable à PNM pour  

5.2,5.0 == λst  et variation de γ en absence de perturbation. 
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figure 2.30  présentation sortie/commande de système stable à PNM pour  

5.2,5.0 == λst  et variation de γ en présence de perturbation. 
 
2.8 Influence de la sortie à une perturbation en régime établi 
 

Pour tester l’efficacité de CDM à des perturbations en échelon, on applique au cours de 
l’évolution de la sortie en régime établi un échelon unitaire, les résultats de simulation pour les 
quatre types de système sont illustrés sur les figure 2.31, 2.32, 2.33, 2.34 respectivement, ils 
montrent que cette perturbation n’a aucun effet sur la sortie puisque le système poursuit son 
régime établi, cette compensation est du à la présence d’un intégrateur dans le contrôleur CDM. 
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réponse du système 

figure 2.31  présentation sortie/commande d’un système stable à une  
perturbation en échelon pour ts=0.5, λ=2.5, γ=2.5 
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réponse de système 

figure 2.32  présentation sortie/commande d’un système  stable à PNM à une  
perturbation en échelon pour ts=0.5, λ=2.5, γ=2.5 
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figure 2.33  présentation sortie/commande d’un système  instable  à une  
perturbation en échelon pour ts=0.5, λ=2.5, γ=2.5 
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réponse de système 

figure 2.34  présentation sortie/commande d’un système  instable à  PNM à une  
perturbation en échelon pour ts=0.5, λ=2.5, γ=2.5 

 
2.9 Synthèse et discussion des résultats obtenus 
 

• Temps de réponse 
Le paramètre temps de réponse ts est toujours choisi supérieur à la période 

d’échantillonnage te, La simulation montre que le temps de réponse est en relation avec la 
commande, ainsi le temps de réponse doit être choisis de façon que la commande soit réalisable 
et a des valeurs nominale  

• Le paramètre λ  
Pour les différents systèmes étudiés, on a constaté que la valeur de λ=2.5 donne des 

bonnes résultats dans l’intervalle [2.5 3],  l’influence de ce paramètre est l’inverse de l’influence 
de ts qui est illustré par l’équation (2.3), donc l’augmentation de ce paramètre donne la 
croissance de la commande avec diminution de temps de réponse et leur diminution donne la 
diminution de la commande avec augmentation de temps de réponse.  
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• L’indice de stabilité γ 

Le paramètre γ indique la stabilité de système, d’après les simulations précédentes on 
conclure que γ doit être choisis  supérieur à ∗γ  et pas loin de γ standard pour que la commande 
reste réalisable et suffisante. 

 
2.11 Conclusion 
 
        Ce chapitre est consacré au développement théorique de l’algorithme de commande 
CDM, suivit de la simulation de quatre types de systèmes présentant chacun des particularités 
spécifiques. Les constatations et les remarques ont été élaborées à partir des fonctions de 
transfert continues à paramètre connus.          
        L’étude précédente nous a affirmée que l’algorithme de CDM est capable de commandé 
des système simples et complexes et ceci grâce à un choix très particulier des paramètres de 
synthèse permettant d’élaborer des commandes douces et des sorties suivants exactement la 
référence (erreur de poursuite faible). Les performances des systèmes commandés par CDM sont 
grandement influencés par le choix de temps de réponse, le paramètre λ et l’indice de stabilité, 
donc une grande attention doit être accordé a leurs choix, pour spécifier le comportement en 
boucle fermée (la dynamique). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 Application de la commande CDM au robot 
manipulateur PUMA 
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3.1 Introduction 
 
 Autre domaine d'actualité de grand intérêt et d'importance durant ces dernières années, a 
été la théorie de conception de contrôleurs robustes satisfaisant des exigences de stabilité et de 
performance pour un système, c'est-à-dire, de contrôleurs qui maintiennent ces exigences, non 
seulement pour les valeurs nominales, mais également pour les situations où le système est à 
modélisation incertaine et soumis à de fortes perturbations. 
 Durant ces dernières années la méthodologie de commande méthode de diagramme des 
coefficients a connu un développement important [14], En outre, la commande CDM est facile à 
implanter et simple à comprendre par des personnes avec de faibles connaissances en 
commande. 
 De plus, comme il a été expliqué dans le chapitre précédent, cette méthodologie présente 
la vertu de pouvoir être appliquée à des systèmes avec dynamique difficile,  par exemple, ceux à 
comportement de phase non minimale ou instable, il permet en outre de traiter des systèmes 
multivariables et non linéaires. 

La commande CDM de système multivariable est similaire à celle présenté par S.E. 
HAMAMCI et M.KOKSAL [15], elle est basée sur le modèle de représentation obtenu par le 
découplage du modèle, ce type de modèle facilite l’extension de l’algorithme de commande 
CDM des systèmes monovariables présentés précédemment au cas multivariable. Ceci revient a 
considérer plusieurs boucles de commandes indépendantes, dans le cas de commande 
indépendante, il est claire qu’aucun terme de couplage ne peut être présenté, la méthode de 
commande doit être capable de rejeter les perturbations tout en assurons la stabilité en boucle 
fermée. Le comportement non linéaire du modèle obtenu dans le chapitre de modélisation 
nécessite l’utilisation de la linéarisation exacte de modèle de robot qui permet d’obtenir un 
modèle linéaire et découplé du manipulateur, vu que la technique de commande s’applique au 
système linéaire.   

 
3.2 Application de la commande CDM au robot manipulateur PUMA  
 

La caractéristique importante de CDM est la simplicité, la robustesse et l’élimination de 
perturbation ou est nécessaire au robot manipulateur, pour illustrés les résultats précédents on 
applique cette technique de commande au robot PUMA. 
i=1,2 désigne le contrôleur. 
pour les deux contrôleurs, les polynômes de commande CDM en absence de perturbation sont: 

iii lslsA 01      )( +=                                                               (3.1) 

            iii ksksB 01      )( +=                                                             (3.2) 

0  )( asFi =                                                                   (3.3) 
tel que :  sont les paramètres des deux contrôleurs. iiii kkll 0101  , , ,

les polynômes caractéristiques en boucle fermée et en fonction des paramètres sont : 
iiii asasasP 0122         )( ++=                                                        (3.4) 

la forme standard de CDM nous donne les indices de stabilité de commande du robot 
manipulateur PUMA suivants: 
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5.2  1 =iγ  et ∞==     20 ii γγ                                                        (3.5) 

et les limites de stabilité sont: 
4.0  1 =∗

iγ                                                                    (3.6) 
les paramètres des contrôleurs sont choisis comme suit : 

]104.60[  3−×=il                                                              (3.7) 

]1040[   . ki =                                                               (3.8) 

sont obtenu pour un s 1.0  =sit  
finalement on obtient les polynômes caractéristiques suivants : 

10   4.0   104.6  )( 23 ++×= − sssPi                                                    (3.9) 

en présence de perturbations les polynômes de contrôleurs sont choisis comme suit :  
slsA ii    )( 1=                                                                  (3.10)       

         2210         )( skskksB iiii ++=                                                    (3.11) 

ii asF 0  )( =                                                                   (3.12) 

où  sont les paramètres des deux contrôleurs iiii kkkl 0121  , , ,
les polynômes caractéristiques en boucle fermée et en fonction des paramètres sont : 

012233            )( asasasasPi +++=                                                 (3.13) 

La forme standard de CDM nous donne les indices de stabilité de commande du robot 
manipulateur PUMA suivante: 

5.2  1 =iγ , 2  2 =γ   et  ∞==     30 γγ i                                              (3.14)          
donc 

]2    5.2[  =iγ                                                               (3.15) 
et les limites de stabilité sont: 

]4.0    5.0[  =∗iγ                                                              (3.16) 
les paramètres des deux contrôleurs sont choisies comme suit : 

] 0  1012.5 [  5−×=il                                                           (3.17) 

]10  40  1046[  3     .  . ki −×=                                                     (3.18) 

finalement on obtient le polynôme caractéristique suivant : 
10   4.0   104.6   1012.5  )( 2335 ++×+×= −− ssssPi                                      (3.19) 

sont obtenu pour un s 1.0  =sit  
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figure 3.1 Schéma bloc de la commande CDM  d’un robot manipulateur PUMA 
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tel que : 
               sont les perturbations et  sont les bruits de mesure. 21 et    dd 21 et  nn
 
3.3 Influence des paramètre de CDM sur la commande de robot     
 
       Dans cette section en fait varier les paramètres de CDM tel que ts, le paramètre λ et 
l’indice de stabilité γ appliquer au robot manipulateur PUMA pour tester les performances et 
l’efficacité de l’algorithme de commande. Les figures ci-dessous représentent l’influence des 
paramètres de CDM en absence et en présence des perturbations.  
En prend , sss ttt    21 == λλλ     21 == . 
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figure 3.2 trajectoire parcourus et désiré, positions  et commandes   pour 21   , qq 21   , uu

les paramètres de CDM  5.2   ,5.2 == iγλ  et variation de ts en absence de perturbation 
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figure 3.3  trajectoire parcourus et désiré, positions  et commandes   pour les 

paramètres de CDM  

21   , qq 21   , uu

2,5.2   ,5.2 21 === γγλ  et variation de ts en présence de perturbation
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figure 3.4  trajectoire parcourus et désiré, positions  et  commandes  pour 21   , qq 21   , uu

les paramètres de CDM  5.2  , 0.1 == ist γ  et variation de λ en absence de perturbation 

0 0 . 2 0 . 4
- 1 2 5

0

1 2 5

2 5 0

0 0 . 2 0 . 4
- 7 5

0

7 5

1 5 0

 
la commande                                            la commande  1u 2u

0 . 5 1 1 . 5 2
0

0 . 8

1 . 6

0 5 1 0
- 1 . 5

0

1 . 5

 
la trajectoire parcourue                                   l’erreur de trajectoire 

figure 3.5 trajectoire parcourus et désiré, positions  et commandes  pour les 

paramètres de CDM  

21   , qq 21   , uu

2 ,5.2   , 0.1 21 === γγst  et variation de λ en présence de perturbation 
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figure 3.6 trajectoire parcourus et désiré, positions  et commandes  pour 21   , qq 21   , uu

les paramètres de CDM  5.2  ,1.0 s == λt  et variation de γi en absence de perturbation 
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la trajectoire parcourue                                   l’erreur de trajectoire 

figure 3.7 trajectoire parcourus et désiré, positions  et commandes  pour les 

paramètres de CDM  

21   , qq 21   , uu

5.2   ,1.0  == λst  et variation de γi en présence de perturbation 

 
3.4 Résultats de simulation 
 
      Après avoir étudié en détail le développement et les performances de la commande 
CDM, on a proposé dans cette partie l’application de l’algorithme de CDM au modèle de robot 
PUMA après la  linéarisation exacte présentés dans le premier chapitre. 
      Le modèle de robot a été simulée avec un pas de calcule de dt=10-3s, en utilisant la 
méthode de R.K du quatrième ordre. La trajectoire imposée au robot est une trajectoire circulaire 
dans l’espace, L’étude par simulation nous montrera la puissance et les capacités de l’algorithme 
de commande qui donne une bonne poursuite de trajectoire. 
 Tout les résultats sont présentés sur des figures dont chacun comporte, les positions et les 
positions désirées, les commandes, la trajectoire parcourue  et l’erreur de trajectoire pour chaque 
variable généralisée  )  ,  ( 21 qq
Remarque 
tsi, λi, γi  représentent  les  paramètres  de  synthèse  de la  commande à savoir. 

• tsi est le temps de réponse  
• λi paramètre à choisir  
• γi indice de stabilité 

      A partir du choix des paramètres de synthèse de la commande CDM, les résultats de 
simulation concernant le robot PUMA pour la trajectoire circulaire sont présentés.  
       Une augmentation de temps du réponse stt ss 1.021 == et stt ss 5.021 ==  illustrée sur les figures 
3.2 et 3.3 donne la diminution de l’effort de commande et la diminution de ce paramètre donne la 
l’augmentation de l’effort de commande.  
L’influence de paramètre λ sur la commande de système est présentée sur les figures 3.4 et3.5, 
on constate que dans l’intervalle [2.5  3], la valeur 2.5 donne de bonne résultats, mais pour des 
valeurs supérieur à 3 on constate l’augmentation de l’effort de commande et diminution de temps 
de réponse. Par contre, pour des valeurs de λ inférieur à 2.5 la simulation montre la diminution 
de l’effort de commande et augmentation de temps de réponse.   
L’effet de paramètre γ sur la stabilité et la dynamique de robot est donnée sur les figures 3.6 et 
3.7, on constate l’influence de l’augmentation de ce paramètre (γ>2.5) qui rend la commande 
puissante, tandis que la diminution de ∗γγ p   donne  l’augmentation  de  temps  de  réponse  avec  
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diminution de l’effort de commande et certain valeur de γ rend le système instable.  
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figure 3.8 le diagramme des coefficients de commande  

de robot PUMA en absence de perturbations 

0 1 2 3
10-6

10-4

10-2

100

102

 ↓  τ

 ↓  α

 ↑  γ  *
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i  
figure 3.9 le diagramme des coefficients de commande 

 de robot PUMA en présence de perturbations 
     Les diagrammes des coefficients correspondant au correcteurs CDM déterminés sont 
représentés sur les figures 3.8 et 3.9, d’après les interprétations du diagramme des coefficients, 
données précédemment en s’intéresse au convexité de courbe des , on remarque que la 
commande est robuste et assure la rapidité désiré, la réponse temporelle de système est 
représentée dans la figure 3.10 qui montre que les paramètres de régulateur choisis sont capable 
de commander le robot en présence de perturbation, La figure 3.11 montre que la réponse en 
boucle fermée réalise les performances désirées avec application d’une variation paramétrique au 
robot, ainsi le contrôleur est robuste, ça montre que la boucle fermée réalise les performances 
désirées. 

ia

  L’amélioration de réponse du système se fait par l’ajustement de l’indice de stabilité iγ , 
illustré sur les figures 3.10, et 3.11 
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figure 3.10  trajectoire parcourus et désiré, positions  et commandes  pour les 

paramètres de CDM  

21   , qq 21   , uu

5.2   0.1,  == λst  et variation de γi avec application de la perturbation 
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figure 3.11  trajectoire parcourus et désiré, positions  et commandes  pour les 

paramètres de CDM  

21   , qq 21   , uu

5.2    0.1, s == λt  et variation de γi avec variation paramétrique 
 

Conclusion 
 
 Ce chapitre a été consacré à l’application de la CDM au robot manipulateur PUMA qui 
évolue dans l’espace à deux dimensions 
 Après un bref aperçu sur les différents travaux effectués jusqu’à présent par plusieurs 
chercheurs dans le domaine multivariable, nous décrivons le modèle de représentation continu 
multivariable, à partir d’un modèle sous forme de fonction de transfert linéaire et découplé. 
 Il est claire d’après les résultats obtenus, qu’une valeur de temps de réponse doit être 
choisis  pour  que  les  commandes  soit  suffisante  et  réalisable  et  on  conclure  qui’ il  y  a  un  
compromis entre le temps de réponse  et de la  commande,  en effet  la  diminution  de  temps  de 
réponse rend les commandes plus actives. Les valeurs de paramètre λ supérieur à 3 rendent les 
commandes fortes, mais les valeurs inférieures à 2.5 donne la diminution de la commande et 
l’augmentation de temps de réponse. L’indice de stabilité γ indique la stabilité de système, on 
remarque que les valeurs  de γ supérieurs à 2.5 on donne la diminution de temps de réponse  et 
rend la commande puissante, tandis que les valeurs inférieur à la limite de stabilité γ*   donne  
l’augmentation de temps de réponse et diminution de l’effort de commande. 
 Enfin nous pouvons conclure qu’une bonne poursuite de trajectoires désirées pour le 
robot manipulateur PUMA au présence de perturbation et de variation paramétrique de modèle 
ne peut être réalisée que par un choix adéquat des paramètres de synthèse de la commande CDM. 
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4.1 Introduction 
 

Depuis 1959, la commande par calculateur a fait de grand progrès, tant sur le plan 
matériel que sur le plan méthode [16]. Le développement extraordinaire des microprocesseurs à 
provoqué des changements importants dans la conception des systèmes de commande. Leurs 
performances et leur faible coût les rendent aptes à prendre intégralement en charge les aspects 
commande avec des performances nettement supérieur à celles des régulateur analogiques [16]. 
Pour tirer réellement profit des capacités des microprocesseurs, il ne suffit pas de reproduire le 
comportement des régulateurs classique analogique, mais il faut mettre en œuvre des techniques 
d’automatique spécifiques et plus performante, développées pour la commande par calculateur.  

Ves la fin des années 80, l’un des derniers algorithmes de commande prédictive est né, à 
savoir, l’algorithme de commande prédictive généralisée (GPC) [17], cette stratégie de 
commande appartient à la famille des algorithmes à horizon étendu. En effet la sortie d’un 
système n’est plus prédite à un instant proche du retard mais à des instants futurs,  relatifs à un 
certain intervalle choisi [18]. 

Cette loi prend en charge les caractéristiques structurelle du processus, le changement de 
ces caractéristiques est du à la constante de temps des éléments constituant le processus et aux 
blocs d’acquisition et conversion de signaux [18]. L’idée principale est de transformer le 
problème classique de commande de la sortie basée sur l’instant présent,  par la commande d’une 
prédiction de la sortie à un ou plusieurs instants futurs. Cette notion de sortie présente consiste à 
prendre en compte l’effet du retard pour vu que cette prédiction soit faite à un instant plus au 
moins égal à l’instant présent augmenté du retard.. 

Une de ces méthodes appelée commande prédictive généralisée a été proposée par 
CLARK en 1987 dans cette technique utilisée, le modèle de représentation CARIMA, est un 
système quadratique au sens d’un horizon fuyant qui minimisera cette commande. 

Dans ce chapitre nous donnons la représentation de l’algorithme de commande prédictive 
généralisé, avec le calcule de la sortie prédite et le prédicateur nous présentons une étude dans 
laquelle on donne à la loi de commande prédictive généralisée.  

 
4.2 Développement de la commande prédictive généralisée  
 

La G.P.C  est l’un des derniers membres de la famille des commandes à horizon étendu, 
est se veut une généralisation de certains algorithmes et se base sur cinq concepts [19] : 

• Le modèle de prédiction utilisé CARIMA est une extension du modèle CARMA, où on 
incorpore un effet intégral dans le but d’éliminer l’écart permanent de l’effet des 
perturbations constantes. 

• L’utilisation de la prédiction à horizon fini supérieur au retard. 
• La résolution récursive de l’équation de DIOPHANTINE. 
• L’introduction de la pondération sur les incréments de commande dans le critère. 
• Le choix de l’horizon de commande à partir à quels, tous les incréments de commande 

sont pris égal à zéro.    
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4.2.1 Modélisation 
 

La première phase a entamée pour la synthèse d’une commande est la modélisation du 
procédé a contrôlée, pour cela le modèle adopté doit représente les dynamiques tout en offrant 
une structure compatible et conforme avec le calcul de la loi de commande, la représentation 
choisi repose sur un modèle paramétrique linéaire perturbé [19], qui est le suivant : 

)()1()()()( 11 tXtUqBtYqA +−= −−                                                 (4.1) 
Les polynômes  A et B  sont définit par 

nnqaqaqaqA −−−− ++++= ........................1)( 2
2

111                                    (4.2) 
mmqbqbqbbqB −−−− +++= ........................)( 2

2
110

1                                    (4.3) 

avec   
na = degré de polynôme   et  n) ( 1−qA b = degré de polynôme  )  ( 1−qB

Cette relation nous donne le modèle ARMA du système.  
Le retard 1 (un) est du à la discrétisation de modèle continu. Si le système possède un 

retard différent de zéro, les premiers éléments du polynôme  sont nuls dans l’équation 

(4.3), U(t) est la commande ou l’entrée du procédé, y(t) est la sortie ou la variable mesurée et 
X(t) est le terme de perturbation qui se présente sous forme d’un modèle MA (Moyenne 
glissant). 

)  ( 1−qB

)()()( 1 tqCtX ζ−=                                                            (4.4) 

avec 
ncncqcqcqC −−− +++= .........1)( 111                                                (4.5) 

Dans cette équation, )( tζ est une séquence de bruit blanc à moyenne nulle et à variance finie, en 
les combinées avec l’équation (4.1), on obtient le modèle CARMA. 

)()()1()()()( 111 tqCtuqBtyqA ξ−−− +−=                                              (4.6) 

Introduisons un effet intégral,  en modélisant le terme de perturbation X(t) comme suit  
∆= − /)()()( 1 tqCtX ξ                                                         (4.7) 

Ainsi on obtient le modèle CARIMA 

)(
)()()1()()()( 1

111
−

−−−

∆
+−= q

tqCtuqBtYqA ξ                                         (4.8) 

où                                                                                                                 
11 1)( −− −=∆ qq                                                            (4.9) 

Pour facilité le développement de l’algorithme posons .1)( 1 =−qC  [19] 

 
4.2.2  Prédiction de la sortie 
 

La commande prédictive généralisée consiste à prédire la sortie sur un horizon j supérieur 
au retard. Réécrivons l’équation (4.5) à l’instant t+j : 

)()(
)()1()(

)(
)(

11

1

qqA
jtjtuqA

qB
jty

∆
++−+=+

−−

− ξ                                     (4.10) 
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• )(
)(

1

1
1

−

−
−

qA
qB

q      : fonction de transfert relative à la sortie et à la commande. 

• )()(
1

11 −− ∆ qqA  : fonction de transfert relative à la sortie et à la perturbation aléatoire )(tξ  

• Le terme )()(
)(

11 −− ∆
+

qqA
jtξ   dépend de ),......)1(),(),1(.....,),........(( −++ tttjt ξξξξ  

Les termes ),......)1(),(( −tt ξξ  peuvent être calculés à partir de l’information disponible à l’instant 
t, c’est à dire à partir de mesures ),......)1(),(( −tyty  et des commandes , les 
termes 

),.....)2(),1(( −− tutu
))1(),.......,(( ++ tjt ξξ  constituent la partie non prédictive.  

Pour expliciter analytiquement cette décomposition, introduisant l’identité polynomiale suivante. 
)()()()(1 1111 −−−− +∆= qFqqAqE jJ                                              (4.11)                   

Appelée équation DIOPHANTINE, obtenue à l’aide de l’algorithme d’EUCLIDE [20] qui 
permet d’effectuer la division de 1 par le polynôme )()( 11 −− ∆ qqA  jusqu'à l’ordre j. par la suite 

nous donnons un algorithme récursif donnons les coefficients des polynômes . Nous 

pouvons  remarquer que les polynômes  dépend uniquement de A(q

jj FE ,

jj FE , -1) et de l’intervalle de 
prédiction j tel que : 

1))(( 10 −=− jqEd                                                         (4.12) 

et             
))(()(( 1010 −− = qAdqFd                                                     (4.13) 

Si l’équation (4.10) est multipliée par )()()( 111 −−− ∆ qqAqEj , on obtient la décomposition de 

l’information connu. 
)1()()1()()()()()()()( 1111111 ++−+∆=+∆ −−−−−−− tqEjtuqqBqEjtyqqAqE jjJ ξ             (4.14) 

En substituant  de l’équation (4.11) on obtient : )()()( 111 −−− ∆ qqAqEj

)()()()()1()()()()( 11111 jtqFtYqFjtUqqBqFjty jjj +++−+∆=+ −−−−− ξ                  (4.15) 

Comme  est de degré j-1, les composantes de bruit sont toutes dans la future. )( 1−qEj

La minimisation de l’erreur de prédiction au sens de moindre carrés aboutit à la détermination du 
prédicteur optimal compte tenue des informations disponible à l’instant t. 

)()()1()()/(ˆ 11 tYqFjtUqGtjty j
−− +−+∆=+                                    (4.16) 

avec 
)()()( 111 −−− = qBqEqG jj                                                   (4.17) 
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figure 4.1 structure du prédicteur optimale 
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Dans la commande prédictive généralisée, nous considérons un ensemble de prédiction sur j  pas, 
où j varie dans un intervalle appelé horizon de prédiction. Le prédicteur  dépend 
entièrement des données disponibles mais pour j > k, les hypothèses doivent être faite sur les 
actions de commande future. 

)/( tkty +

                                                                                                                                                    
4.3 Résolution itérative de l’équation de DIOPHANTINE    
                                     
         Comme cela a été énoncé dans la section (4.2.2), nous proposons un algorithme pour la 
résolution de l’équation (4.11), l’implémentation de la G.P.C nécessite la résolution de 
l’équation de DIOPHANTINE [20], le développement itérative de cette équation ne présente 
aucune difficulté du point de vue mathématique c’est une résolution itérative qui a été 
développée par D.W. CLARK [21]. 
Considérons l’équation suivante : 

)()()()(1 1111 −−−−− +∆= qFqqqAqE j
j

j                                           (4.18) 

Supposons que  sont connus et cherchons à calculer , ces 

deux polynômes doivent vérifier l’équation (4.18) pour j+1. 

)()( 11 −− qFetqE j )()( 1111 −+−+ qFetqE jj

)()()()(1 11
)1(111

1
−+

+−−−−
+ +∆= qFqqqAqE j

j
j                                       (4.19) 

On obtient alors par soustraction des polynômes  (4.16)  et   (4.18) 
0))()(())()()(()( 11

1
111

1
11 =−+−∆ −−

+
−−−−

+
−− qFqFqqqEqEqqA jj

j
jj                      (4.20) 

tel que   )(et    )(  ,1)( 11 jEEdjEdjEd jjjj =−°=°−=° ++

Ecrivons cette différence sous la forme 
)()()()( 1111

j
jjj qrqRqEqE −−−−+ +=−                                           (4.21) 

de telle sorte que  
0))()()()(()()()( 111111111 =∆+−+∆ −−−−+−−−−− jjj

j rqqAqFqFqqqRqqA                    (4.22) 

pour    
0)( 1 =−qR                                                              (4.23) 

jjj rqqAqqFqF )()()()( 1111
1

−−−−
+ ∆−=                                         (4.24) 

d’où les récursions qui permettent de calculer les coefficients des polynômes 
 connaissant les polynômes  et posons : )()( 1111 −+−+ qEetqF jj )()( 11 −− qEetqF jj

nanajjjj qfqffqF −−− +++= ,11,0,
1 ............)(                                     (4.25) 

)1(
1

1
10

11 ........)()( +−∗
+

−∗∗−− +++=∆ na
na qaqaaqqA                                   (4.26) 

de l’équation (4.23) et (4.24) on obtient : 
0,jj fr =                                                        (4.27) 

jiijij raff 11,,1 +++ −= &                                                         (4.28) 
Les conditions initiales étant pour  j = 1    

)()()()(1 1111 −−−−− +∆= qFqqqAqE j
j

j                                         (4.29) 

Le coefficient ∗
0a   étant égal à 1 pour que cette identité soit vérifiable, il faut que le 

coefficient  de soit égal à 1, comme le degré de  est égal au degré du polynôme )( 1−qEj )( 11 −− qFq j
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A (q-1)∆(q-1),  le degré de E1(q-1) doit être zéro. 
donc 

1)( 11 =−qE                                                                  (430) 

jjj rqqEqE 1111 )()( −−−+ +=                                                       (4.31) 

)()()())()(1()( 1
1

11
1

1111 −
+

−−
+

−−− −∆−= qFqBqEqqAqqF jj                                 (4.32) 

 
4.4 Loi de commande prédictive  
 

L’objective de la loi de commande prédictive est de conduire la sortie future du système 
  à la référence  comme c’est illustré dans la figure 4.2. )( jty + )( jtw +

 
 
 
 
                                                                                                                       

y 

y, u 

temps t 

u
commande futur 

référence w 

sortie prédite 

 
 
 
    

figure 4.2  référence, commande et sortie dans la  G.P.C 
Ceci est fait par l’utilisation de l’approche d’horizon  fuyant  par  la  quelle  à  chaque  instant  
d’échantillonnage on à :  

• La séquence de référence future )( jtw +  est calculée. 
• Le modèle de prédiction de l’équation (4.16) est utilisé pour générer un ensemble de 

sorties  avec l’erreur de prédiction )/( tjty + )( jte +  correspondant au système. 
• Une fonction quadratique incluant des erreurs futures et des commandes, qui sont 

minimisées et en tenant compte qu’après un certain horizon de commande tous les 
incréments de command futur sont égal à zéro. 

• Seule le premier élément u (t) de la séquence est appliqué au système. 
• Tous les vecteurs de données sont décalés de telle sorte que les calcules peuvent être 

répétés à chaque instant d’échantillonnage.  
  

4.5 Critère quadratique 
  
         La loi de commande prédictive considérée G.P.C est associée à la minimisation du critère 
quadratique suivant : 

[ ] [
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−+∆++−+= ∑∑
=

−

=

2

1

12
21

22

1

)1()()()()(),,(
N

j

N

Nj
jtuqjjtWjtyEtNNJ λ ]                      (4.33) 

•  : une séquence de référence future initialement connue. )( jtw +

• N1 : est l’horizon minimum de prédiction. 
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• N2    : est l’horizon maximum de prédiction. 
• )(jλ    :   scalaire positif agissant sur les incréments de commande futur. 
 

4.6 Calcul du prédiction a j-pas  
 
L’expression de la  sortie à l’instant t+j s’écrit : 

. )()()()()1()()(
.
.

)2()()()()1()()2(
 )1()()()()()()1( 

21112

121212

111111

2⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

++++∆=+

++++∆=+
+++∆=+

−−−

−−−

−−−

NtqEtyqFtuqGNty

tqEtyqFtuqGty
tqEtyqFtuqGty

jjN ζ

ζ
ζ

                            (4.34)     
Le terme y (t+j) est constituer de trois parties : 

• Le premier dépend des actions de commande future  (terme à déterminer). 
• Le deuxième dépend des commandes connues.  
• Le troisième dépend des signaux de bruit futures (terme imprédictible).    

Le prédicteur à  j-pas  de l’équation  (4.8)  peut être écrit sous forme matricielle et cela dans le 
but de : 

• Faire une prédiction en terme d’incrément de commande. 
• Décomposer la sortie prédite en deux termes.        

 un dépend des commandes futures. 
 l’autre ne comportant que des signaux connus à l’instant  t. 

soit 
)/(ˆ)(ˆ)/(ˆ 21 tjtyjtytjty +++=+                                                 (4.35) 

nous avons  
)()()1()()/(ˆ 11 tyqFjtuqGtjty jj −− +−+∆=+                                       (4.36) 

en effet  

)()(
)(1

)( 11

11
1

−−

−−
−

∆
−

= qqA
qFq

qE
j

j                                                        (4.37) 

où 
)()()( 111 −−− = qEqBqG jj                                                        (4.38) 

donc  

))∆∆(A(q
) Fj(qq

)B(q)(qG -

-

j 11

11
11

1
−

−
−−

−
=                                                   (4.39) 

Le polynôme Gj(q-1) peut être décomposé en deux parties  
)()(~)( 111 −−−− += qGqqGqG j

j
jj                                                     (4.40) 

avec  
)1(

1,11,0,1 ..........)( −−
−−− +++= j

jjjjj qgqggqG
(

                                         (4.41) 
)1(

1,,1 ...................)( −−
−− +++= nb

nbjjjj qggqG
(

                                        (4.42) 

donc 
)()()1()()()1()()()/(ˆ 11111 tyqFtuqqGjtuqqGjjty jjj −−−−− +−∆+−+∆=+

((
                     (4.43) 

En identifiant l’équation  (4.35) et (4.43) nous aurons : 
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)1()(~)(ˆ
1

1 −+∆=+
−

jtuqGjty j  est la fonction de la valeur présente et des valeurs futures des 

incréments  ( ∆u( t + i )  i>0 ). 
)()()1()()/(ˆ 112 tyqFtUqGtjty jj −− +−∆=+  est la fonction des données disponibles à l’instant  t. 

Considérons maintenant la séquence ...)).........2(),1(( ++ tftf , qui est en fonction des données 

disponibles à l’instant t mais, seulement il faut réécrire )~( jj
j

j GGqG −= , ce qui nous permet 

d’écrire le prédicteur à  j-pas  sous la forme matricielle : 
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         (4.44) 

sous une autre forme:  
fUGY += ~ˆ                                                                (4.45) 

Où tous les vecteurs sont de dimension  )1( 2×N   et  gi.j  =  gi    pour   j = 1,2,3,….…< i 

[ TNtytytyY )(ˆ),......,2(ˆ,)1(ˆˆ 2+++= ]                                            (4.46) 
TNtututuU )]1(.,),........1(),([ 2−+∆+∆∆=                                      (4.47) 

TNtftftff )](.......,),........1(),([ 2++=                                           (4.48) 

la matrice G est triangulaire de dimension  )( 22 NN ×  

                                              (4.49) 
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4.7  Minimisation du critère 
 

La commande est élaborée à partir de la minimisation d’un critère quadratique multipas 
basé sur l’écart entre la sortie  prédite et la référence [20], Le critère de l’équation (4.33) s’écrit 
sous la forme vectoriel suivante : 

( ){ }UUWYWYEJ TT ~~)( λ+−−=                                                      (4.50) 

avec        
[ TNtWtWtWW )(.,),........2(),1( 2+++= ]                                                (4.51)

donc 
UUWfUGWfUGJ TT ~~)~()~( λ+−+−+=                                                (4.52) 



Chapitre 4                                                                  Etude de la commande prédictive généralisée  

 67

 

0~=∂
∂
U
J                                                                 (4.53) 

02))(()()( =∆+−+∆−+∆
∆∂
∂+−+∆−+∆

∆∂
∂ UWfUGWfUGUWfUGWfUGU

TT λ         (4.54) 

02)()( =∆+−+∆+−+∆⇒ UWfUGGWfUGG TTT λ                                (4.55) 

0)()( =−+∆+⇒ WfGUIGG TT λ                                                 (4.56) 

0)()( 1 =−+=∆ − fWGIGGU TT λ                                                  (4.57) 

La première commande est : 
)()1()( fWgtUtU T −+−= )                                                       (4.58) 

où Tg est la première ligne de TT GIGG 1)( −+λ . 

La lois est utilisée dans le sens de l’horizon fuyant est que le premier élément ∆U(t) est calculé et 
exécuté pour donner la commande )()1()( tUtUtU ∆+−= , et à l’instant  t+1 tous le calcul est répété 
pour avoir .   )1( +∆ tU
 
4.7  Introduction des horizons  N1, N2, Nu  

 
La matrice G de l’équation (4.18) est de dimension )( 22 NN ×  basée sur l’hypothèse faite à 

propos des actions de commande future, c’est-à-dire après l’horizon de commande  Nu  tous les 
incréments de commande sont pris égaux  à  zéro soit : 

0)1( =−+∆ jtU           pour    j > Nu                                                                 (4.59) 

la matrice  G  devient de dimension )( 2 uNN × ,  et donc la matrice à inverser sera de dimension   

)( uu NN × .
Si dans le cas où  Nu  est égale à un )1( =uN , la matrice 1)( −+ IGGT λ  se réduit à un scalaire dont 

l’inversion ne pose aucun problème, par l’introduction de l’horizon initial de prédiction N1 la 
matrice G se réduit au dimension uNNN ×+− )1( 21 , ce qui se traduit par une troncature de la 
matrice G du haut (ligne) par l’introduction de l’horizon initial de prédiction et à gauche 
(colonne) par l’horizon de commande  Nu [21]. 
la matrice G  se présente sous la forme suivante  
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4.8  Conclusion 
 

Ce chapitre a été consacré au développement théorique de l’algorithme de commande 
prédictive généralisée GPC de base. 

Le concept-clé de la commande prédictive réside dans la création d’un effet anticipatif. 
On exploite pour cela les connaissances explicites sur l’évolution de la trajectoire à suivre dans 
le futur (connaissances nécessaires requises au moins sur un horizon de quelques points au delà 
de l’instant présent), la commande prédictive s’avère une structure suffisamment complète pour 
résoudre un problème très général. 

Les avantages de la commande prédictive généralisée se déduisent directement des points 
précédents;  tout d’abord, l’utilisation de modèle CARIMA et le travail sur les incréments de 
commande assure la précision statique.  

Ensuite, on a vu qu’il n’était pas nécessaire d’utilisation une représentation d’état lors de 
l’implantation de modèle du système, ce qui s’avère intéressons lorsque les modèles proviennent 
d’une identification directe sous forme de fonction de transfert discrète.   

Enfin, la relation fournissant la commande se traduit par un algorithme simple, où 
beaucoup de calculs peuvent être faits hors ligne, où il ne reste à faire en temps réel que 
l’acquisition de la sortie du processus et le calcul de la commande, incluent néanmoins 
l’élaboration de la réponse libre. 

Cette relative simplicité permet à la méthode d’avoir des applications dans de très 
nombreux domaines, et notamment en électromécanique et la robotique où les constantes de 
temps très petites des processus utilisés nécessitent l’emploi d’algorithmes rapides et peut 
gourmandes en temps de calcul. 

En contrepartie de touts ces avantages, l’algorithme de GPC développé possèdent deux   
inconvénient, tout d’abord, il n’existe aucune théorie précise permettant de démontrer la stabilité 
de la commande, à l’exception de travaux de CLARK [22] assurant la robustesse de la méthode 
sous certains conditions de réglage très restrictives.  

 
 
 
 
 
 



  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Application de la commande GPC au robot 
manipulateur PUMA 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Chapitre 5                                  Application de la commande GPC au robot manipulateur PUMA 
 

69 
 

 
 

 
5.1 Introduction 
 
       Durant ces dernières années une attention particulière a été accordée aux unité de 
production flexibles dont les performances prépondérantes sont la qualité, le coût et le temps se 
production, ces unités requirent en particulier la rapidité d’exécution des taches dans un 
environnement restreint avec des interaction mécaniques qui peuvent avoir lieu dans l’espace de 
travail, les robots industriels sont en grande majorité des manipulateurs et sont souvent utilisés 
pour répondre à ces spécification par programmation des taches bien spécifique. les unités de 
production nécessite des lois de commande rapides et robustes vis-à-vis des incertitudes et des 
variations de la charge durant l’exécution des tâches. 
        La commande prédictive permet d’atteindre, dans bien des cas, un excellent compromis 
performance/robustesse. Pour bénéficier de cette potentialité dans la commande non linéaire des 
robots manipulateurs, les lois de commande prédictives à suivi de trajectoire développées dans le 
chapitre précédent seront appliquées à un robot manipulateur. L’objectif de commande est la 
poursuite d’une trajectoire prédéfinie et sa robustesse vis-à-vis des variations de la charge et des 
frottements secs et visqueux. 

Dans cette partie de notre étude, nous appliquons cette technique à la commande d’un 
robot manipulateur [23] qui représente un système non linéaire et multi-variable dans le but de 
faire une comparaison avec la commande CDM. Rappelons que, soit la CDM ou GPC sont régies 
par la même structure de commande RST. 

  
5.2  Modèle de représentation 
  
         Le modèle obtenu dans le chapitre 1 est un modèle multi-variable à deux entrées et deux 
sorties  couplés. Il se présente sous la forme d’état suivante                 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

)(

),,(

XhY

tUXfX&
                                                              (5.1) 

X : vecteur d’état constitué de la position, de la vitesse de dimension 2. 
Y : vecteur de sortie de dimension 2 
U : vecteur d’entrée ou de commande de dimension 2 
t : temps. 

[ ]mT fftUXf ...),,( 1=         (m=2)                                                (5.2) 

[ ])()()( 1 XhXhXh m
T =      (m=2)                                                (5.3) 

La commande par calculateur de ce type du système nécessite la connaissance de modèle de la 
représentation discrète échantillonnée à une période d’échantillonnage  adéquatement choisie. 
Pour cela la discrétisation de l’équation (5.1) après la linéarisation exacte de robot est nécessaire, 
après des manipulations mathématiques aboutissant au modèle paramétrique discret suivant : 
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5.2 Résultats de simulation 
 
        Dans cette partie on applique l’algorithme de base au modèle de robot PUMA. Ce modèle 
a été simulées avec un pas de calcule de sdt 310−=  en utilisons la méthode de  R-K  du  quatrième  

ordre, tandis que l’algorithme de commande prédictive généralisée a été appliqué avec une 
période d’échantillonnage de . msTe   10  =
         L’étude par simulation nous montrera la puissance et la capacité de l’algorithme de 
commande qui donne une bonne poursuite des trajectoires. Tous les résultats sont présentés sur 
des figures dont chacun comporte, les sorties et consignes, les commandes la trajectoire 
parcourue et l’erreur de trajectoire pour chaque variable généralisée . )  ,  ( 21 qq

Remarque 
 Tous les résultats ont été réalisés pour .121 ==NN  
 N1[i], N2[i], Nu[i], λi pour i=1,2 : représentent les paramètres de synthèse de la commande. 
 N1[i] : est l’horizon initial de prédiction. 
 N2[i] : est l’horizon maximal de prédiction. 
 Nu[i] : est l’horizon de prédiction. 
 λi : est la pondération de la commande. 

         A partir du choix des paramètres de synthèse de GPC, les résultats de simulation sur le 
robot  PUMA  pour une trajectoire circulaire sont présentés.  
La simulation a été réalisée sur 10 s, le temps que  le  robot  effectue  un  tour  complet, Les 
figures (5.1), (5.2) et (5.3) montrent l’évolution des variables généralisées  de la 
commandes  et de trajectoire parcourus respectivement pour une variation de N

21 qetq

2 ,variation de Nu 
et variation de λ,  et pour  des conditions initiales nulle. La même simulation a été réalisée pour 
les paramètres de synthèse N1[i]=1, N2[i]=5, Nu[i]=1 et λi = 0 et application d’une perturbation, 
figure 5.4 ensuite une variation paramétrique, figure 5.5.  
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figure 5.1  positions q1 et q2 commandes U1 et U2 pour  N1[i]=1, Nu[i]=1, λi=0   
et variation de N2  
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figure 5.2  positions q1 et q2 commandes U1 et U2 pour  N1[i]=1, N2[i]=1, λi=0   
et variation de Nu  
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figure 5.3  positions q1 et q2 commandes U1 et U2 pour N1[i]=1, N2[i]=5, Nu[i]=1,   

et variation de λi  
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figure 5.4  positions q1 et q2 commandes U1 et U2 pour N1[i]=1, N2[i]=5, 

 Nu[i]=1, λi = 0 et application de perturbation 
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figure 5.5  positions q1 et q2 commandes U1 et U2 pour N1[i]=1, N2[i]=5,  

Nu[i]=1,  λi =0 et variation paramétrique. 
 
5.3  Synthèse et discussion 
 
        L’étude de l’influence des paramètres de la GPC sur le robot manipulateur PUMA nous a 
montré l’efficacité de la GPC. Son efficacité réside dans le choix des paramètres de synthèse λ, 
N1, N2 et  Nu qui demeure délicat.  
Le choix de ces horizons et du coefficient de pondération à un aspect fondamental dans le succès 
de la GPC,  plusieurs auteurs ont traités ce problème, ce qui nous amène à faire une discussion 
sur chaque paramètre.  

• Horizon initial de prédiction N1 
Le paramètre N1 est toujours déterminé par N1.Te ≥ retard (Te : période d’échantillonnage du 
système). En effet, si le retard du système est connu il n’y a pas de raisons a imposé sur N1 une 
valeur inférieur au retard,  autrement des calculs inutile seront effectués. 
donc  

ageéchantionnd' période
système de retard  N1 =  

• Horizon maximal de prédiction N2 
Généralement N2 doit être supérieur au degré de B, ce qui est évident relativement au choix de 
N1. En effet, si N1 est supérieur au retard  du système qui lui même en rapport avec le degré de 
B, ce qui vous dire que N2 est choisi supérieur ou égale à N1.  
Dans la commande des systèmes, on privilégie le régime établi. En effet, le régime peut être 
atteint par augmentation de N2 avec des commandes douces, mais au détriment du temps de 
réponse. En règle générale N2 est choisie de façon qu’il correspond au temps de montée du 
système. 
donc  

ageéchantionnd' période
monté de temps  N2 =  

• Horizon de commande Nu 
Pour les différents systèmes étudiés, on a constaté que la valeur de Nu=1 a donnée de bons 
résultats, l’augmentation de Nu ne fait que rendre la commande plus active et importante, une 
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autre augmentation ne  fera  presque aucune différence. Cette augmentation introduit une énorme  
complexité de calcul d’ou un  temps  de  calcule  très  important.  Dans  le  cas  de  la  commande  
numérique à paramètre connus, ce temps de calcule ne nous intéresse pas puisqu’ils se feront 
hors ligne. 

• Coefficient de pondération de la commande λ 
L’atténuation des variations brusques de commande que l’on peut constater avec cet algorithme 
de GPC est possible par l’introduction de paramètreλ. Il permet de donner plus ou moins de 
poids sur la commande de façon à assuré de bonne réponse lorsque le système au départ présente 
un risque d’instabilité. 
Le coefficient λ ne peut être lié qu’au gain du système a réglé, parce que plus le gain d’un 
système est grand plus la commande doit être pondérée, c’est à dire plus λ est important et 
inversement. Donc λ.doit être choisi d’une manière a amplifié ou a réduire l’effort de commande  
    
5.4 Comparaison entre la commande CDM et GPC 
 

D’après les résultats de simulation on constate que le temps de réponse ts est imposé  
initialement par l’algorithme de commande CDM, tandis que le temps de réponse de système 
commandé par GPC dépend de tous les paramètres de synthèse du GPC. Le paramètre λ  de 
GPC est semblable a celui γ de CDM lorsque il est inférieur à la limite de stabilité ∗γ  et λ  loin 

de zéro, mais pour les valeurs de γ supérieur de γ standard, la valeur de λ   correspondante est la 
valeur proche de zéro.  

Pour la commande GPC la détermination de la loi de commande est basée sur la 
minimisation d’un critère quadratique, mais pour la CDM, les performances sont imposées par 
l’algorithme de commande. Pour la mise en œuvre de l’algorithme de GPC, il faut disposer d’un 
calculateur numérique, cependant pour la CDM, il faut avoir seulement un circuit analogique. 
Donc, la mise en œuvre de l’algorithme de la commande CDM est mois coûteuse que celle de la 
GPC. 
       Les résultats de simulation montre que les deux méthodes sont capables de rejeter les 
perturbations et les variations paramétriques qui influent sur le robot manipulateur PUMA. 
 
5.5  Conclusion 
 
        Ce chapitre a été consacré à l’application de la GPC au robot manipulateur PUMA. Il est 
claire, d’après les résultats obtenus, qu’une valeur supérieure ou égale à cinq de l’horizon de 
prédiction est nécessaire, Nous tenons à signaler qu’un compromis existe entre  l’horizon de 
commande et la commande. En effet, l’augmentation de Nu rend les commande plus actives, Les 
coefficients de pondération supérieur à un ou égal ou légèrement inférieur à un  rendent les 
commandes insuffisantes à subvenir au besoin des robots pour la poursuite de trajectoire, d’ou la 
nécessité d’assigner à λi des valeurs très petites  par rapport à un ou ‘carrément ’ égale à zéro. 
        Enfin on peut conclure q’une bonne poursuite de trajectoires désirées pour le Robot 
manipulateur PUMA ne peut être réalisée que par un choix adéquat des paramètres de synthèse 
de  la GPC. 



 

 

 
.
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Conclusion générale 
 

Dans ce travail, on s’est intéressé à l’étude des performances de la méthode de 
diagramme des coefficients, la simulation de quatre types de système à dynamique difficile, 
présentant chacun une particularité spécifique, Ceci grâce aux paramètres de synthèse de la 
commande CDM, qui constitue la puissance de l’algorithme. 

L’utilisation de la forme standard de CDM nous à permet de choisir les paramètre de 
commande, Ceci veut dire qu’on peut spécifier d’avance une dynamique de sortie vu qui’ il y’a 
un lient concret entre les paramètres de synthèse et l’équation caractéristique.  
        L’application de la CDM au robot manipulateur PUMA a montré que malgré la 
dynamique imposée par le modèle de robot en boucle ouverte, de très bons résultats ont été 
obtenus et ceci par un choix spécifique des paramètres de synthèse. 
        L’étude et l’application de GPC au robot manipulateur a donnée des performances 
acceptable par le choix de paramètre de synthèse, un autre paramètre paraît très important pour 
l’obtention d’une bonne poursuite de trajectoire, mais il faut prendre une attention particulière 
doit être donné au choix des paramètres de synthèse puisque’ ils représentent la puissance de 
GPC. 

La recherche de ces paramètres est une tache pénible, l’utilisation d’un algorithme se 
base sur un critère optimale, permet de trouver systématiquement les paramètres optimaux, la 
spécification du critère et la méthode d’optimisation offre de nouvelle voies pour la synthèse 
d’un algorithme de commande GPC, dont l’utilisation spécifie un double critères celui de la 
commande et un autre pour les paramètres de synthèse. 
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ANNEXE  I 

 
Calcul de modèle dynamique de robot par la méthode d’E-L 

 
Les matrices de transformations sont : 
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On obtient les matrices  en utilisons : ijU
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On obtient les matrices  ijU
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 Avec L  est le Lagrangien. 
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On mettant 
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On obtient 
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Les matrices d’inertie sont donnée par : 
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On obtient finalement et après quelque calcules le modèle dynamique du robot manipulateur : 
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ANNEXE 2 

 
Analyse des performances de la commande CDM 

 
                                                                                                                                                                              
La forme générale de polynôme caractéristique de système en  boucle fermée est comme suit : 
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Les indices de stabilité iγ  la constante de temps équivalent et les limites de stabilité iγ  sont 
exprimées en  forme de l’équation (ann2.1) 

11

2

−+
=

ii

i
i aa

aγ       i=1,…….n-1,                                 (ann2.3) ∞== nγγ 0

0

1

a
a=τ                                                            (ann2.4) 

11

11
+−

∗ +=/
ii

i γγ
γ                                                      (ann2.5) 

La relation entre ces paramètres est définit par l’équation  (ann2.6) et (ann2.7) 
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Le polynôme caractéristique donné par l’équation (ann2.1) doit être exprimé en fonction des 
paramètres  ,,0a τ et iγ  comme suit : 
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Le constant de temps équivalent de l’ordre i dépend de l’ordre zéro comme suit : 
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Les indices de stabilité de quatrième ordre sont donnés par rapport de première ordre est comme 
suit : 
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ANNEXE 3 

 
LA Résolution Itérative de L’équation de DIOPHANTINE 

 
      L’implémentation de la commande prédictive généralisée nécessite la résolution de 
l’équation de DIOPHANTINE, sa résolution ne présente aucune difficulté du point de vue 
mathématique. 
Nous allons présenter une méthode itérative qui a été développée récemment par CLARCK. 
Considérant l’équation suivante : 
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Supposons que  sont connus et cherchons à calculer  )()( 11 −− qFetqE jj )()( 1
1

11 −
+

−+ qFetqE jj

)()( 1
1

11 −
+

−+ qFetqE jj  doivent vérifier l’équation (ann4.1) pour j+1 

)()()()(1 1
1

11111 −
+

−−−−−+ +∆= qFqqqAqE j
j

j                               (ann3.2) 

Soustrayons l’équation (ann3.1) de l’équation (ann3.2) 
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)()( 11 −− qFetqE jj  étant respectivement de degrés j-1 et j, la différence  est de 

degré j, Ecrivons cette différence sous la forme : 
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L’équation (ann4.4) s’écrira : 
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Pour   et , l’équation (ann4.5) se trouve vérifiée, 

d’ou les récursions qui permettent de calculer les coefficients des polynômes 
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Les équations (ann3.4) et (ann3.7) définissent les récurrences qui permettent de calculer 
 à partir de la connaissances de . )()( 1

1
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+
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Les conditions initiale étant : 
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Le coefficient  étant à 1, pour que cette identité (équation (ann3.7)) soit vérifiée, il faut que le 

coefficient  soit égale à 1.Comme le degré de  soit égale au degré de 

polynôme , le degré de polynôme  doit être égale à zéro. 
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 ملخص
 

نهتم , لتحكم بطريقة مخطط المعا ملا ت والتحكم التنبؤي المعمم ا,  الذراع الالى  في نوعين من التحكمعرضن لعمل يتضمهذا ا
بدراسة نتائج التحكم بطريقة مخطط المعاملات وتطبيق هذه التقنية على الذراع الالى ثم دراسة التحكم التنبؤي المعمم و تطبيقها 

  و من جهة أخرى الملاحقة نلخوارزمييانتائج هذا التصنع برهنت فعالية , على الذراع الالى ثم عرض مقارنة بين التقنيتين
.                                                                                                                              التامة للمسار المفروض  

. التحكم التنبؤي المعمم, ارالاستقر ؛ مخطط المعاملات؛ قرائن الآليالذراع الالى؛التحكم : مفتاحيهآلمات   
 
Résumé 
 
Ce mémoire consiste a présenter deux types de commande robuste d’un robot manipulateur 
PUMA, la première est la méthode de diagramme des coefficients (CDM), et la seconde est la 
commande prédictive généralisé (GPC). Nous nous intéressons à l’évaluation des performances 
de la commande CDM, puis l’application de cette technique au robot manipulateur PUMA, la 
deuxième technique de commande GPC est appliquée au robot manipulateur PUMA, enfin nous 
présentons une étude comparative des deux stratégie de commande, Les résultats de simulation  
ont montrées l’efficacité de ces deux algorithmes de commande par rapport à la poursuite de 
trajectoire. 
Mot clé : robot manipulateur, commande robuste, diagramme des coefficients, indice de stabilité,    
commande prédictive généralisée. 
 
Abstract 
 
This work consist in presenting two type of  robust control for robot manipulator PUMA, the first 
is the coefficients diagram method (CDM) and the second is the generalized predictive control 
(GPC). we focus our interest to study the performances of CDM, then the application of this 
command to the robot manipulator PUMA, the second will studied and will applied to the robot 
manipulator PUMA. Finaly we present a comparative study between these strategies, the 
simulation result have shown the efficiency of this both algorithm CDM and GPC and its perfect 
tracking of the imposed trajectory. 
Key word: robot manipulator, robust control, coefficient diagramm method, stability index, 
generalized predictive control. 



 

 

 


