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 :ملخص
 

أحيانا تكون هذه . في مجالات استعمال الأذرع الآلية نجد عدة أنواع من الحركات التي يقوم بها الذراع الآلي
و لكن في الحقيقة العملية هذه الحركات تكون . الحركات في فضاء حر و أحيانا يستلزم احتكاك الذراع مع محيطه

في هذه ". المطاوعة"نصف هذه الحركات ب. محيطمركبة من حركات حرة و حركات تستلزم احتكاكا مع ال
سنتفحص النقائص المرتبطة ". المطاوعة"المذكرة نتطرق لمسألة قيادة الأذرع الآلية عند قيامها بهذه الحركات 

نظرة شاملة على طرق التحكم الخاصة بالحركات . بطرق التحكم بالحركات الحرة في حالة الحركات المطاوعة
 ؛ كالتحكم عن PUMA 560نجد أيضا تطبيقا لأهم طرق التحكم هذه على الذراع الآلي . المطاوعة ستعرض هنا

طريقة مركبة من التحكم الهجين . قوة كذا النتائج المحصل عليها/طريق المرونة النشيطة و التحكم الهجين موضع
 .ي و تطبيق القوة المرادةقوة و القيادة عن طريق تغيير البنية تضمن جودة عالية في إتباع المسار الموضع/موضع
  

قوة بتغيير /قوة، التحكم الهجين موضع/التحكم بالقوة، المرونة النشيطة، التحكم الهجين موضع: الكلمات المفاتيح
  .البنية

 
 

Résumé :  
 
Dans les domaines d’application de la robotique on rencontre plusieurs types de tâches que le système 

robotisé peut accomplir. Ce dernier est tantôt en mouvement dans l’espace non contraint (libre) et tantôt chargé 
d’effectuer des tâches impliquant un contact avec son environnement, mais dans la réalité pratique les tâches 
sont plutôt combinées de mouvements en espace libre et de mouvements nécessitant un contact avec 
l’environnement, on qualifiera ces mouvements de mouvement compliants comme il est d’usage en robotique. 
Dans ce travail, nous avons abordé le problème de commande des robots manipulateurs accomplissant des tâches 
compliantes. Les insuffisances des commandes en mouvements libres dans l’accomplissement des tâches de 
contact sont examinées. Un état de l’art des commandes en effort conçues pour piloter le robot en tâches 
compliantes est présenté. Les résultats concernant les commandes en effort les plus importantes appliquées sur le 
robot PUMA 560 sont présentés. Les travaux entrepris traitent spécialement la commande par raideur active, la 
commande par matrice de raideur, la commande en impédance, la commande hybride force/position et la 
commande en impédance généralisée. Une commande hybride parallèle force/position à structure variable est 
également développée, ce qui a conduit à l’amélioration des performances de la poursuite de la trajectoire de 
position /effort même en présence d’incertitudes paramétriques. 

 
Mots clé : commande en effort, commande par raideur active, commande en impédance, commande 
hybride force/position, commande à structure variable hybride force/position. 
 
 
Abstract: 
 

In robotics applications, one meets several types of tasks, which the robotized system can achieve. The latter 
is sometimes moving in no constrained (free) space and sometimes asked to achieve tasks implying a contact 
with its environment, however in practice tasks are rather combination of movements in free space and of 
movements requiring a contact with the environment. These movements are called compliant movements as it is 
of use in robotics field. In this work, we tackled the control problem for robots manipulators realizing compliant 
tasks.  The insufficiencies of the free space motion control in the achievement of the compliant tasks are 
examined.  A state of the art of the force control methods designed to control the robot in compliant tasks is 
discussed.  Simulation results involving the most significant force control methods applied to PUMA 560 robot 
are presented.  Of particular importance, we treat active stiffness control, stiffness matrix control, impedance 
control, hybrid force/position control and generalized impedance control.  A parallel hybrid force/position 
control with variable structure is also developed, leading to performances improvement of the position/force 
trajectory tracking even in the presence of parametric uncertainties. 
 
Key words: force control, active stiffness control, impedance control, hybrid position/force control, 
variable structure hybrid control. 
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Nomenclature 
 
 
 
 
 
 

1. Symboles 
 
 

:q   vecteur de positions articulaires. 
:)q(A   matrice d’inertie du robot. 

B(q)   matrice des couples de Coriolis. 
C(q)   matrice des couples centrifuges. 

:)q,q(C &  vecteur des couples de Coriolis et centrifuges. 
:)q(G   vecteur des termes de la gravité. 

:)q,q(F &  vecteur des frottements de Coulombs et visqueux. 
Γ   vecteur des couples articulaires. 
F  :  vecteur d’effort exercé sur l’envirmnnement. 
x0 :  position d’équilibre de l’environnement. 
me :  masse de l’environnement. 
be :  coefficient d’amortissement de l’environnement. 
ke :  raideur de l’environnement. 

:x   position de l’environnement. 
:Tj

i   transformation homogène du repère j vers le repère i. 

:R j
i   matrice de rotation du repère j par rapport au repère i. 

:Xi   vecteur de position articulaire par rapport au repère i. 
:)q(Ji   matrice jacobienne du robot par rapport au repère i. 
:)q(J#   matrice pseudo inverse de la matrice jacobienne. 

:P̂   estimée du paramètre P. 
:Z   impédance de sortie du robot. 
:Xi   position cartésienne de l’extrémité de l’outil par rapport au repère i. 

w(t) :  entrée auxiliaire de commande. 
S :  matrice de sélection. 
 
 
Les autres symboles utilisés sont définis dans le texte. 
 
 
 
 



Nomenclature 

 

 
 
 

2. Abréviations 
 
 
PUMA : Programmable Universal Machine for Assembly. 
RNE :  algorithme Récursif de Newton-Euler. 
ddl :  degré de liberté. 
PI :  Proportionnelle et Intégrale. 
PD :  Proportionnelle et Dérivée. 
PID :  Proportionnelle, Intégrale et Dérivée. 
RCC :  Remote Compliance Center. 
VRCC : Variable Remote Center Compliance. 
MGD :  Modèle Géométrique Direct. 
MGI :  Modèle Géométrique Inverse. 
MCD :  Modèle Cinématique Direct. 
MCI :  Modèle Cinématique Inverse. 
LCP :  Loi de Commande en Position. 
LCPA : Loi de Commande en Position Articulaire. 
LCF ;  Loi de Commande en effort (Force). 
 
 
Les autres abréviations sont explicitées dans le texte. 
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Introduction Générale 
 
 
 
 

Dans les domaines d’application de la robotique, on rencontre plusieurs types de tâches 
que le système robotisé peut accomplir. Ce dernier est tantôt en mouvement dans l’espace non 
contraint (libre) et tantôt chargé d’effectuer des tâches impliquant un contact avec son 
environnement, cependant, dans la réalité pratique, les tâches sont plutôt combinées de 
mouvements en espace libre et de mouvements nécessitant un contact avec l’environnement, 
on qualifiera ces mouvements de mouvement compliants comme il est d’usage en robotique. 
Nous pouvons citer comme exemples de ces tâches quelques opérations dans l’assemblage 
des pièces mécaniques telle que l’insertion des pièces (peg-in-hole), pick and place, on peut 
citer aussi le polissage des surfaces matérielles, l’ébarbage etc. 

 
Lorsqu’il s’agit de mouvements en espace libre, l’accomplissement des tâches est assuré 

du point de vue commande grâce aux techniques de commande déjà largement appliquées 
telle que la commande décentralisée en utilisant des régulateurs classiques de la famille PID 
pour chaque articulation (commandes linéaires) ou en utilisant des commandes plus précises 
telle la commande dynamique dite aussi par couple calculé (Computed Torque) basée sur le 
découplage non-linéaire du modèle dynamique du robot. 

 
Cependant, lorsque ces techniques de commande en mouvements libres sont appliquées à  

des robots en tâches compliantes, elles s’avèrent insuffisantes comme il sera illustré 
ultérieurement à cause des instabilités produites par le mécanisme en action. Ces instabilités 
sont dues à la tendance des lois de commande des mouvements en espace libre à minimiser 
l’erreur de positionnement du robots tout en ignorant son origine en accroissant les couples 
actionneurs induisant ainsi d’importants efforts terminaux, c’est lorsque cette erreur est due 
à une contrainte imposée par l’environnement que les efforts excédents ne sont pas 
dissipés et que l’instabilité apparaît. 

 
Ce problème a fait l’objet d’innombrables recherches depuis la fin des années 1960 et le 

début des années 1970 où les premières commandes par calculateur des robots accomplissant 
des tâches compliantes furent appliquées. Depuis, plusieurs techniques de commande en effort 
ont été mises au point telle que la commande par compliance passive, la commande en 
amortissement, la commande par raideur active, la commande en impédance, la commande 
hybride force/position et d’autres commandes plus avancées telles que les techniques robustes 
et adaptatives. 

 
L’objectif d’une commande en effort peut être limité à la stabilisation du système 

robot/environnement. Mais dans la plupart des cas la tâche exige un effort d’interaction 
spécifique. Cependant, cette exigence peut être satisfaite par un control peu précis mais assez 
dans certains cas, sont alors appliquées les méthodes de commande de l’effort dites implicites. 
Lorsque l’effort d’interaction doit suivre un effort désiré d’une manière stricte le recours à des 
méthodes plus élaborées permet de réaliser cet objectif, ces méthodes sont dites explicites. 
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Dans ce travail nous allons appliquer ces types de commande, ainsi, nous examinons le 
comportement d’un système robot/environnement mis sous ces différentes techniques de 
commande. 

 
Nous commençons par exposer les difficultés rencontrées en appliquant les méthodes de 

commande conçues pour conduire un robot en mouvements dans l’espace libre, au cas d’un 
mouvement en espace contraint. Ceci fait l’objet du premier chapitre où est présenté le 
système robot/environnement pris comme exemple d’application, de plus, y est spécifiée la 
tâche à accomplir pour tester les différentes commandes. Ce chapitre contient aussi les calculs 
concernant la génération de la trajectoire, les modèles géométriques direct et inverse et les 
modèles cinématiques direct et inverse. 

 
Le deuxième chapitre est consacré à la présentation des différentes commandes en effort 

les plus courantes et leur classification selon la présence ou non des consignes en position et 
en effort. Les lois de commande et les schémas de principe correspondants y sont présentés. 

 
Le troisième chapitre traite le cas des commandes implicites en effort où aucune consigne 

en effort n’est présente. Tout d’abord est examinée la capacité de ces méthodes à stabiliser le 
système robot/environnement sans vouloir atteindre une valeur d’effort spécifique. L’effort 
est ensuite commandé implicitement à travers la poursuite d’une consigne (trajectoire) en 
position modifiée. 

 
Le quatrième chapitre constitue une étude sur la commande hybride force/position 

parallèle, ses inconvénients sont mis en évidence et une solution y remédiant est présentée. 
Dans ce chapitre est aussi présentée une commande hybride externe en impédance dite encore 
commande en impédance généralisée. 

 
Le cinquième chapitre est consacré à l’application de la commande à structure variable à 

l’accomplissement des tâches compliantes. Ce chapitre contient un rappel des notions de base 
inhérents à la commande à structure variable (CSV) telle que les fonctions utilisées pour la 
logique de commutation et le choix des surfaces de glissement ainsi que la commande 
intégrale. Il est déterminé le comportement du système robot/environnement sous cette 
commande en l’absence de consigne en effort puis avec la présence d’une consigne en effort. 
Pour ce dernier cas, la commande en impédance généralisée sert à la conduite des directions 
contraintes, et la commande CSV est utilisée pour la commande des directions non 
contraintes. On verra en fin quand cette technique est appliquée aussi bien aux directions 
commandées en position qu’à celles commandées en effort. 

 
Ce travail se termine par une conclusion générale qui présente les avantages et les 

inconvénients des différentes commandes vues le long de cette étude. 
 
Ce mémoire contient trois annexes : la première est consacrée aux paramètres du modèle 

dynamique du robot PUMA 560 considéré. La deuxième présente une méthode de calcul de la 
matrice pseudo inverse de la matrice jacobienne et la dernière est consacrée à une méthode de 
calcul de l’erreur de situation dans l’espace opérationnel. 
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CHAPITRE 1 
 
 
 
 

Position du Problème 
 
 
 
 

1.1. Introduction 
 
 

Comme il a été mentionné dans l’introduction générale, les commandes de mouvements 
en espace libre ne donnent pas des résultats satisfaisants dans le cas des tâches compliantes où 
un contact est mis en jeu entre le robot et son environnement. Ces commandes peuvent même 
induire des instabilités du système pour une erreur de position très faible. 

 
Après avoir présenté le système robot/environnement qui fait l’objet de cette étude et 

effectué les premiers calculs tels que la génération des trajectoires, le calcul des modèles 
géométriques directe et inverse ainsi que les modèles cinématiques direct et inverse. Nous 
terminons ce chapitre par l’exploration des insuffisances des commandes en mouvements 
libres citées plus haut dans le cas des tâches compliantes. 

 
 
 
1.2. Position dynamique du problème 
 
 
En vue de toute commande la disponibilité d’un modèle du système est indispensable. 

Concernant notre étude un modèle général adopté pour un robot en chaîne ouverte simple est 
donné par l’équation suivante [Cra 89] : 

 
Γ=+++ ),()(),()( qqFqGqqCqqA &&&&  

 
Où : )q(A  est la matrice (n × n) d’inertie.  

),( qqC & est le vecteur (n × 1) des couples de Coriolis et centrifuges. 
)q(G  est le vecteur (n × 1) des termes de la gravité. 

),( qqF & est le vecteur (n × 1) des frottements de Coulombs et visqueux. 
Γ   est le vecteur des forces/couples articulaires. 

qetqq &&&,  représentent respectivement les vecteurs des positions, vitesses et accélérations 
articulaires. 

(1.1) 
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(1.4) 

Lorsque le robot doit interagir avec l’environnement, l’interaction est modélisée en 
considérant un modèle de comportement de l’environnement. Supposons que cet 
environnement manifeste un comportement d’un système du second ordre de type masse-
amortissement-ressort [Epp 86 87] [Kaz 86] [Tou 89]. Une forme du second ordre de 
l’environnement admet que ce dernier a ses propres modes oscillatoires, mais simplifie 
l’analyse générale en considérant uniquement le premier mode. Ainsi, un tel modèle est plus 
restrictif qu’un simple modèle permettant de réagir sur le robot par un effort mesurable. 
Cependant, une représentation spécifique des composantes dynamiques de l’environnement 
permet une meilleure compréhension de l’interaction [Vol 90]. Le modèle choisi de 
l’environnement est décrit par l’équation suivante : 

 
( ) F=−++ 0eee xxkxbxm &&&  

 
Où F  est la force exercée par le robot sur l’environnement, me la masse de 

l’environnement, be le coefficient d’amortissement, ke la constante de raideur de 
l’environnement. x0 est sa position d’équilibre lorsque l’effort qu’il subit est nul. xetx,x &&&  
sont respectivement, la position, la vitesse et l’accélération à la fois du robot et de 
l’environnement [Vol 90] ; ceci suppose qu’au-delà de la position d’équilibre x0, le robot et 
l’environnement sont directement en contact (mouvement sans rebonds) ou encore que 
l’adhérence des deux parties est instantanée. 

 
Le modèle du système robot/environnement retenu est, en tenant compte de l’effort exercé 

sur l’environnement (1.2), le suivant : 
 

Γ=++++ FTJ)q,q(F)q(G)q,q(Cq)q(A &&&&  
 
Où J est la matrice jacobienne du robot et la relation (1.3) est le modèle qui est adopté 

pour l’accomplissement des tâches compliantes. 
 
Le problème peut être formulé autrement ; un robot qui accomplit une tâche impliquant 

une interaction avec l’environnement est soumis à deux forces : celle des couples actionneurs 
et celle appliquée par l’environnement sur le robot qui n’est que la réaction de 
l’environnement à l’effort exercé par le robot. Le modèle du système est donc le suivant : 

 
FTJ)q,q(F)q(G)q,q(Cq)q(A −Γ=+++ &&&&  

 
En simulation les deux modèles (1.3) et (1.4) avec la relation (1.2) sont équivalents et 

donnent les mêmes résultats du moment que les seules entrées commandables sont celles des 
couples actionneurs. 

 
 
Géométriquement, les contraintes affectent généralement certaines directions de l’espace 

opérationnel associées à certains degrés de liberté du système sans en affecter les autres 
directions et degrés de liberté associés. Ces dernières quant à elles, sont libres (non 
contraints). Cette association entre l’espace opérationnel et les degrés de liberté du système 
est réalisée à l’aide d’un repère dit de compliance. Ce dernier peut être lié, selon la tâche à 
accomplir, à l’organe terminal, à l’environnement ou à l’objet manipulé. 

 
 

(1.2) 

(1.3) 
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1.3. Présentation du Système 
 
 
Avant d’exposer quelques applications des commandes en mouvements libres dans le cas 

des tâches compliantes nous nous proposons de présenter le système considéré pour cet effet. 
 
Le robot manipulateur utilisé dans cette étude est le Puma 560 d’Unimation. C’est un 

robot à six degrés de liberté dont toutes les articulations sont rotatives (type 6R). Le premier 
PUMA (Programmable Universal Machine for Assembly) a été conçu par Unimation en 1978 
pour General Motors. Westinghouse Electric Corporation a acheté Unimation incorporation 
en 1983 qui l’a vendu par la suite à l’entreprise suisse Staübli. 

 
Pour simuler et commander le Puma 560 nous utilisons un modèle explicite élaboré par B. 

Armstrong, O. Khatib et J. Burdick présenté dans [Arm 86]. L’avantage d’utiliser un modèle 
explicite au lieu de l’algorithme Récursif de Newton-Euler (RNE) est avant tout de réduire le 
temps de calcul. Le tableau 1 donne le nombre d’opérations effectuées pour le calcul du 
modèle en utilisant le RNE, le modèle explicite complet, et le modèle explicite abrégé avec un 
critère de sensibilité de 1%. Nous remarquons que ce dernier est cinq fois plus rapide que le 
RNE. 

 
 

Methode Nombre d’operations 
Algorithme Récursif de Newton-Euler 1560 
Evaluation du modèle explicite complet 1165 
Evaluation du modèle explicite abrégé 305 

 
 
 
 
 
Il est à noter que les opérations de calcul des fonctions sinus et cosinus ne sont pas 

incluses dans ces données. 
 
Le modèle considéré par ces trois chercheurs pour effectuer leur analyse est le suivant : 
 

Γ=+++ )q(G]q[)q(C]qq[)q(Bq)q(A 2&&&&&  
 
Où : A(q) est la matrice (n × n) d’inertie. 

B(q) est la matrice (n × n(n-1)/2) des couples de Coriolis. 
C(q) est la matrice (n × n) des couples centrifuges. 
G(q) est le vecteur (n × 1) des termes de la gravité. 
Γ   est le vecteur des forces/couples articulaires. 

qetqq &&&,  représentent respectivement les vecteurs des positions, vitesses et 
accélérations articulaires. 
 

]qq[ &&  est une notation du vecteur (n(n-1)/2 × 1) des produits des vitesses articulaires tels 
que : 

 

Tableau 1  Nombre d’opérations effectuées par les trois méthodes 

(1.5) 
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]qq,qq,,qq,,qq,qq,,qq,qq[]qq[ n1nn2nn232n13121 &&&&KK&&K&&&&K&&&&&& −−=  
 

[ 2q& ] est une notation du vecteur (n × 1) des carrés des vitesses articulaires tels que : 
 

]q,,q,q[]q[ 2
n

2
2

2
1

2 &K&&& =  
 
Ce modèle est dit équation de l’espace de configuration puisque les différentes matrices ne 

dépendent que des positions articulaires du robot. Les paramètres nécessaires pour le calcul 
des éléments de ces matrices sont les masses des liaisons, la position des centres de gravité 
des différentes liaisons et les termes d’inertie. Les éléments de ces matrices sont donnés en 
annexe 1. 

 
 
Les masses des liaisons sont données dans le tableau 2. La liaison 1 n’est pas incluse 

puisqu’elle n’a pas été détachée de la base. 
 
 

Liaison Masse 
Liaison 2 17.40 
Liaison 3 4.80 
Liqison 4 0.82 
Liaison 5 0.34 
Liaison 6 0.09 
Liaison 3 avec poignet  6.04 
Poignet séparé 2.24 

 
 
 
 
 
Les coordonnées des centres de gravité sont exprimées dans les repères attachés aux 

liaisons (tableau 3). Ces repères sont attachés aux liaisons selon la notation de Denavit-
Hartenberg modifiée. Dans cette notation le repère i est lié à la liaison i et l’axe Zi est 
confondu avec l’axe de rotation de l’articulation i (tableau 4) (figure 1.1). 

 
 

Liaison rx ry rz 
Liaison 2 0.068 0.006 -0.016 
Liaison 3 0 -0.070 0.014 
Liaison 3 avec poignet 0 -0.143 0.014 
Liaison 4 0 0 -0.019 
Liaison 5 0 0 0 
Liaison 6 0 0 0.032 
Poignet 0 0 -0.064 

 
 
 
 

(1.6) 

(1.7) 

Tableau 2  Masse des liaisons [Kg ; ±0.01 +1%] 

Tableau 3  Centres de gravité des liaisons [M ; ±0.003] 
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Tableau 4  Paramètres de Denavit-Hartenberg modifiée. 

Figure 1.1  Le Puma 560 en position zéro et 
les systèmes de coordonnées associés 

a2 d3  

d4  
d2 Z0,1 

X0,1 

Y0,1 

Y2 

Z2 

X2 

X3 
Y3 

Z3 

Y5 

Z4,6 
Z5 

X4,5,6 

Y4,6 

 
i 1−ια  (degrés) qi ai-1 (mètres) di (mètres) 
1 0 q1 0 0 
2 -90 q2 0 0.2435 
3 0 q3 0.4318 -0.0934 
4 90 q4 -0.0203 0.4331 
5 -90 q5 0 0 
6 90 q6 0 0 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Dans le tableau 5 sont donnés les moments d’inertie et les termes d’inertie des 

actionneurs. Pour chaque liaison le système de coordonnées des termes d’inertie est placé au 
centre de gravité. 
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Liaison Ixx Iyy Izz Imoteur 

Liaison 1 - - 0.35 1.14 (±0.27) 
Liaison 2 0.130 (±3%) 0.524 (±5%) 0.539 (±3%) 4.71 (±0.54) 
Liaison 3 0.066 0.0125 0.086 0.83 (±0.09) 
Liaison 3 avec poignet 0.192 (±4%) 0.0154 (±5%) 0.212 (±4%) - 
Liaison 4 1.80 10-3 1.80 10-3 1.30 10-3 0.200 (±0.016) 
Liaison 5 0.30 10-3 0.30 10-3 0.40 10-3 0.179 (±0.014) 
Liaison 6 0.15 10-3 0.15 10-3 0.04 10-3 0193 (±0.015) 

 
 
 
 
 

 Art 1 Art 2 Art 3 Art 4 Art 5 Art 6 
Rapport de réduction 62.61 107.36 53.69 76.01 71.91 76.73 
Couple maximal [N-m] 97.6 186.4 89.4 24.2 20.1 21.3 
Couple minimal [N-m] 6.3 5.5 2.6 1.3 1.0 1.2 

 
 
 
 
 
Les couples actionneurs maximaux et minimaux d’action et le rapport de réduction des 

engrenages sont donnés dans le tableau 6. 
 
Les termes de frottements secs et visqueux sont décrits selon [Arm 88], pour l’articulation 

i, comme suit : 
 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>+

<+
=

++

−−

0qsi,qVS

0qsi,qVS
)t(F

iiii

iiii
i

&&

&&
 

 
iq& est la vitesse angulaire de l’articulation i. Lorsque la vitesse articulaire est nulle Si = 1 

[Cra 86] ce qui implique que Fi = 1 puisque les frottements visqueux sont nuls. Les 
frottements secs Si et visqueux Vi des trois premières articulations sont donnés ci-après : 

 

43.8S

26.8S

1

1

=

−=
+

−

 ;   
77.12S

34.11S

2

2

=

−=
+

−

 ;   
93.5S

57.5S

3

3

=

−=
+

−

 ; 

 

94.4V

45.3V

1

1

=

=
+

−

 ;   
67.7V

53.8V

2

2

=

=
+

−

 ;   
27.3V

02.3V

3

3

=

=
+

−

 ; 

 
 
L’indice supérieur (– ou +) indique le signe de la vitesse articulaire correspondante. 
 

Tableau 5  Termes d’inertie diagonaux des liaisons et inertie des actionneurs 

Tableau 6  Paramètres des actionneurs 

(1.8) 
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Figure 1.2  Trajectoire à parcourir 

φ0 

α 

sX 

sZ 

EX EZ 

EX 

EZ 

Panneau 
PZ 

Effecteur 

L’environnement consiste en un panneau dont la surface est lisse (mouvement sans 
frottement) composé d’une boîte en carton et d’une plaque d’aluminium qui repose dessus, le 
tout fixé sur une table immobile d’une raideur considérablement élevée par rapport à celle du 
panneau. L’environnement est incliné d’un angle 0ϕ  et présente des caractéristiques vérifiant 
le modèle donné dans la relation (1.2) où la raideur est donnée par ke = 13000 [N/m], 
l’amortissement be=26.3 [N*s/m] et la masse me=1.6 Kg. 

 
 
 
1.4. Description de la Tâche et Génération des Trajectoires 

 
 

La tâche consiste à accomplir une phase de mouvement libre de bas en haut autour d’un 
demi-cercle de centre 0(0.6459, 0.1501, 0.2184) et de rayon r = 0.15 m décrit dans le plan 
vertical (XOZ) où 0y = d2+d3 = 0.1501, puis une deuxième phase de haut en bas le long de la 
surface du panneau qui relie les deux extrémités du demi-cercle (figure 1.2). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
La trajectoire est décrite dans l’espace cartésien par rapport au repère de la base pour les 

deux phases selon une loi polynomiale du troisième degré. 
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Dans la première phase l’orientation de l’organe terminal et la position de son extrémité 
sont données en fonction d’un angle α tel que décrit dans la figure (1.2). Initialement 
l’orientation de l’effecteur est telle que l’organe terminal soit parallèlement aligné avec la 
surface de contact, et selon une loi linéaire par rapport à α, l’orientation varie pour qu’à la fin 
de la première phase l’effecteur soit perpendiculaire à la surface de contact : 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ π

+ϕϕ∈ϕ
2

, 00 . 

 
 
L’orientation de l’effecteur par rapport au repère de la base est décrite par : 
 

)(
2
1

2
1

0 π−ϕ+α=ϕ  

 
La position cartésienne par rapport au repère de la base est donnée par : 
 

)cos(rzz

ddyy

)sin(rxx

Sorg

32Sorg

Sorg

α+=

+==

α+=

 

 
L’angle α est une fonction polynomiale cubique du temps ayant des valeurs entre 

[ ]π+ϕπ+ϕ 2, 00  : 
 

3
3

2
210 tatataa)t( +++=α  

 

Avec : π+ϕ= 00a , 0a1 = , 2
1

2 t
3a π

= , 3
1

3 t
2a π
−= . 

t1 marque le temps final de la première phase. 
 
 

Les vitesses et les accélérations sont obtenues par dérivation par rapport au temps : 
 

ta6a2)t(
ta3ta2a)t(

32

2
321

+=α
++=α

&&

&
 

 
Pour les vitesses et les accélérations cartésiennes de l’effecteur : 

 

)sin(rz
0y

)cos(rx
2
1

αα−=
=

αα=

α=ϕ

&&

&

&&

&&

 ;     

)cos(r)sin(rz
0y

)sin(r)cos(rx
2
1

2

2

αα−αα−=

=
αα−αα=

α=ϕ

&&&&&

&&

&&&&&

&&&&

 ; 

 
 

(1.9) 

(1.10) 

(1.11) 

(1.12) 
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Figure 1.3  Grandeurs génératrices de la trajectoire des deux 
phases ( )ppp z,z,zet,, &&&&&& ααα  
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Grandeur génératrice de la deuxième phase 

Dans la deuxième phase on voudrait que l’organe terminal reste perpendiculaire à la 
surface jusqu’à la fin de la tâche. L’axe de déplacement est orienté par le vecteur PZ. Le 
déplacement le long de la surface est régi par une loi polynomiale cubique comme dans la 
première phase ayant des valeurs entre [r, -r] : 

 
3

13
2

12110p )tt(b)tt(b)tt(bb)t(z −+−+−+=  avec : t ≥ t1. 
 

Où : ,rb0 =  ,0b1 =  ,
t
r6b 2
2

2 −=  3
2

3 t
r4b =  et t2 est la durée de la deuxième phase. 

 
Les vitesses et les accélérations sont : 
 

)tt(b6b2)t(z

)tt(b3)tt(b2b)t(z

132p

2
13121p

−+=

−+−+=

&&

&
 

 
La cinématique des grandeurs génératrices α, zp et leurs dérivées sont données en figure 

(1.3).  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

(1.13) 

(1.14) 
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Figure 1.4  Trajectoire cartésienne désirée 

L’orientation désirée étant constante, ses dérivées sont nulles : 
 

20
π

+ϕ=ϕ  ;  0=ϕ&  ;   0=ϕ&& . 

 
Les positions, les vitesses et les accélérations de l’organe terminal sont données par : 

 

)cos(zzz
ddy

)sin(zxx

0pSorg

32

0pSorg

ϕ+=
+=

ϕ+=

 ;   
)cos(zz

0y

)sin(zx

0p

0p

ϕ=
=

ϕ=

&&

&

&&

 ;   
)cos(zz

0y

)sin(zx

0p

0p

ϕ=
=

ϕ=

&&&&

&&

&&&&

 

 
Les positions, vitesses et accélérations cartésiennes désirées durant les deux phases sont 

présentées à la figure (1.4). 
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1.5. Géométrie et Cinématique Inverses 
 
 

Souvent, il est commode de décrire la trajectoire désirée dans l’espace articulaire pour 
effectuer une correction en position et/ou en vitesse. Aussi, le recours aux modèles 
géométrique et cinématique inverses est nécessaire. 

 
Du fait que le mouvement désiré figure (1.2) est contenu dans un plan vertical et pour 

éviter que le robot ne soit redondant vis à vis de la tâche, il suffit de verrouiller les 
articulations 1, 4 et 6 (i.e., q1=q4=q6=0). Dans ce cas, le problème est planaire et les 
transformations décrivant le MGD se réduisent à : 

 

E
6

6
0

E
0

6
5

5
4

4
3

3
2

2
1

1
0

6
0

TTT

TTTTTTT

=

=
 

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

1000
0100
0010
0001

T1

0  ;  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
=

1000
00cs

d100
00s-c

T
22

2

22

2
1  ;  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

=

1000
d100
00cs
a0sc

T
3

33

233

3
2  

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−

=

1000
0010
d100

a001

T 4

3

4
3  ; 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
=

1000
00cs
0100
00s-c

T
55

55

5
4  ;  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

=

1000
0010
0100
0001

T6
5  

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

1000
l100
0010
0001

T
6

E
6  

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−+−−
+

++

=

1000
sacdsac0s

dd010
casdcas0c

T
22234233235235

32

22234233235235

6
0  

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−+−−
+

+++

=

1000
sacdsaclc0s

dd010
casdcasls0c

T
222342332356235235

32

222342332356235235

E
0  

 
 

(1.15) 

(1.16) 

(1.17) 
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Les deux dernières transformations (1.16) et (1.17) montrent que l’orientation de l’organe 
terminal correspond à une rotation autour de 0Y d’un angle φ et que les rotations autour de 0X 
et 0Z sont nulles : 

 
532 qqq ++=ϕ  

 
Nous tirons aussi la relation entre la position de l’extrémité de l’effecteur et l’origine du 

repère attaché au poignet {W} : 
 

)cos(lzz

ddyy

)sin(lxx

6EWorg

32EWorg

6EWorg

ϕ−=

+==

ϕ−=

 

 
 
 
Le MGD permet de transformer la position du robot de l’espace articulaire vers l’espace 

opérationnel. L’opération inverse (i.e., exprimer une position décrite dans l’espace 
opérationnel dans l’espace articulaire) est réalisée en utilisant le modèle géométrique inverse 
(MGI). En utilisant la méthode développée par Pieper [Khal 99], les résultats obtenus sont les 
suivants : 

 
La position de la 3ème articulation est donnée par : 
 

=3q atan2 ( )−−+ 22
4

2
3 Kda,K atan2 ( )43 d,a  

 
Où : 
 

2

2
4

2
3

2
2

2
Worg

2
Worg

a2
daazx

K
−−−+

=  

 

Celle de la 2ème articulation correspond à : 
 

=2q atan2 ( )Worg2Worg1Worg1Worg2 zKxK,zKxK +−  
 
Où : 
 

)qsin(a)qcos(dK
a)qsin(d)qcos(aK

33342

234331

−=
++−=

 

 

Et finalement la position de la 5ème articulation est déterminée par : 
 

( )325 qqq +−ϕ=  
 
A la figure (1.5) sont représentées les positions articulaires issues de la trajectoire désirée 

décrite dans l’espace opérationnel (voir figure 1.2). 

(1.18) 

(1.19) 

(1.20) 

(1.21) 

(1.22) 
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Le modèle cinématique direct décrit les vitesses opérationnelles en fonction des vitesses 

articulaires. Il est défini par : 
 

q)q(JX && =  
 
Où J(q) désigne la matrice jacobienne du robot. Le problème revient au calcul du 

jacobien, lequel est obtenu en dérivant le modèle géométrique direct. De l’expression de 0TE, 
il est directement déduit que : 

 

532

222342332356E

32E

222342332356E

qqq
sacdsaclz

ddy
casdcaslx

++=ϕ
−+−=

+=
+++=

 

 
En dérivant ces équations il vient : 
 

[ ] [ ]

[ ] [ ]
532

52356323562342332235623423322E

E
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qqq
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&&&
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(1.23) 

(1.24) 

(1.25) 

Figure 1.5  Positions articulaires désirées 
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En mettant cette relation sous forme matricielle on obtient : 
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La dimension du jacobien est réduite à (3 × 3) du fait que les articulations 1, 4 et 6 sont 

bloquées (i.e, le déplacement selon 0Y est nul ainsi que les rotations autour, respectivement, 
de 0X et 0Z). Pour les calculs où on n’utilise pas la matrice l’inverse du jacobien, on peut 
compléter ce dernier pour atteindre les dimensions de l’espace articulaire (6 × 6) : 
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Le problème inverse est d’exprimer les vitesses articulaires en fonction des vitesses 
opérationnelles. Ceci est réalisé, dans le cas régulier (i.e., le jacobien est carré et défini), en 
inversant la matrice jacobienne telle que : 

 
X)q(Jq 1 && −=  

 
Dans notre cas la matrice inverse du jacobien J-1(q) vérifie la relation suivante : 
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Où ∆  est le déterminant du jacobien : 
 

3433 cd+s-a=∆  
 
Le jacobien est singulier lorsque le bras est replié sur lui-même, i.e, l’angle q3 vaut : 
 

°−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= − 3560.87

a
d

tanq
3

41
3  

 

(1.27) 

(1.28) 

(1.29) 

(1.30) 

(1.26) 
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Les vitesses articulaires correspondant aux vitesses opérationnelles désirées sont 
représentées à la figure (1.6). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

1.6. Insuffisance des Commandes en Espace Libres pour les 
Tâches Compliantes 

 
 
Comme il a été cité plus haut les commandes en mouvements libres qui assurent une 

stabilité en absence de contact avec l’environnement peuvent déstabiliser le robot dans 
l’accomplissement des tâches compliantes. 

 
Les insuffisances des commandes en mouvements libres pour accomplir des tâches 

compliantes, sont illustrées par quelques exemples développés par simulation. 
 
Pour commencer, est considérée une commande en position par simple correction de type 

PID. Le modèle du robot est celui donné par la relation (1.3). 
 
Les couples de commande sont déterminés par : 
 

( ) ( ) ( )∫ +−+−+−=Γ
t

0t
dIdvdp GdqqKqqKqqK τ&&  (1.31) 

Figure 1.6  Vitesses articulaires désirées 
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Figure 1.8  Poursuite de la trajectoire avec 
une correction de type PID 

Figure 1.9  Ecart normal à la surface de contact 
et effort exercé sur l’environnement. 

Où Kp, Kv et KI sont des matrices diagonales définies positives de dimension (n × n) dont 
les éléments représentent respectivement les gains proportionnels, dérivés et intégraux des 
articulations. dd qetq &  sont les vecteurs des positions et vitesses articulaires désirées et G 
représente le vecteur de compensation de la gravité. Le schéma de cette commande est 
présenté à la figure (1.7), et les résultats de simulation aux figures (1.8) et (1.9). 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

La figure (1.9) montre, en sachant que l’effort exercé sur l’environnement ne dépend que 
de l’erreur et des dérivées de la position de l’outil aux moments où ce dernier est supposé 
adhérer à l’environnement, que dès que le contact est rompu l’effort d’interaction est nul, et le 
robot est en mouvement libre. 

 
En effet, le contact établi avec l’environnement au moment de l’impact n’est pas 

maintenu, le robot réalise des rebonds sur l’environnement (figure 1.8), ces rebonds sont dus à 
la dynamique de l’interaction (i.e., l’accélération et la vitesse du robot) au moment du contact. 

Figure 1.7  Schéma de principe de la commande par correction PID. 
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Néanmoins, ces rebonds diminuent progressivement en amplitude jusqu’à ce que vers la 
fin de la tâche, le robot réalise complètement un « décollage » ou une perte du contact. 
 
 

On se propose maintenant d’appliquer une correction proportionnelle dérivée (PD), c'est-
à-dire qu le terme intégral est éliminé de la loi de commande précédente. Le vecteur des 
couples actionneurs est donné par : 

 
( ) ( ) GqqKqqK dvdp +−+−=Γ &&  

 
Les résultats obtenus sont présentés aux figures (1.10) et (1.11). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Nous remarquons au début de la deuxième phase un seul petit rebond, le contact est 
ensuite maintenu jusqu’à la fin de la tâche. Ceci est dû à l’absence de l’action intégrale qui 
aurait éliminé l’écart statique ce qui annulerait l’effort d’interaction, par conséquent le contact 
serait rompu comme dans le cas précédent. 

 
La simulation a montré aussi qu’en présence du contact, la tentative de donner une 

précision supérieure (réduire le dépassement initial) à celle montrée sur la figure (1.11) 
induirait une instabilité du système traduite par des rebonds plus fréquents et plus importants. 

 
Cela veut dire que si on veut garantir la stabilité dans la phase de contact avec une 

commande en mouvements libres on en perd la précision. Ou encore, qu’une telle commande 
qui est stable en espace libre ne garantie pas la stabilité en présence de contact à moins d’en 
perdre la précision 

 
 
 

(1.32) 

Figure 1.10  Poursuite de la trajectoire 
avec une correction de type PD 
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Figure 1.11  Ecart normal à la surface de 
contact et effort exercé sur l’environnement. 
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(1.33) 

(1.34) 

Pour une commande par découplage non linéaire les couples de commande sont donnés 
par : 

 
)q,q(Ĥ)t(w)q(Â &+=Γ  

 
Où : 
 

)q(Ĝ)q,q(Ĉ)q,q(Ĥ += &&  
 

ĜetĈ,Â  désignent l’estimation des différents termes de la dynamique du robot, les 
termes de frottement sont supposés inconnus. w(t) est une entrée auxiliaire qui décrit la 
dynamique désirée du robot. Dans le cas où l’erreur de modélisation est nulle on a : 

 
)t(wq =&&  

 
On pourrait choisir pour w(t) une action proportionnelle dérivée (PD) par exemple : 
 

( ) ( )qqKqqKq)t(w dvdpd &&&& −+−+=  
 

dq&& peut être obtenu par dérivation numérique du vecteur des vitesses articulaires désirées. 
Kp et Kv sont deux matrices diagonales représentant les gains proportionnels et dérivés. Le 
comportement du système en boucle fermée est régit par l’équation linéaire suivante : 

 
0eKeKe pv =++ &&&  

 
Etant découplée, cette équation peut être mise aussi bien pour chaque articulation comme 

suit : 
 

0ekeke ipiivii =++ &&&  
 
Où ei = qdi – qi. La solution de cette équation est globalement exponentiellement stable. 

Les gains pivi ketk  sont choisis pour imposer à l’axe i la dynamique désirée d’amortissement 
ξi et de pulsation ωi quelle que soit la configuration du robot : 

 

iivi

2
ipi

ω2ξk

ωk

=

=
 

 
On choisit en général un amortissement égal à 1 pour avoir une réponse sans dépassement. 

ωi est choisie la plus grande possible, toutefois elle ne devra pas être supérieure à la fréquence 
de résonance ωri correspondant au mode de vibration mécanique afin de ne pas déstabiliser le 
système. La valeur ωi = ωri/2 représente un bon compromis. La loi de commande comporte 
trois partie : la première constitue une compensation des termes de Coriollis, centrifuges, de 
gravité et de frottements, la deuxième est une correction de position et de vitesse à gains 
variables représentée par vp KÂetKÂ , tandis que la troisième partie constitue une 

anticipation des forces d’accélération désirées dqÂ &&  [Khal 99]. 

(1.35) 

(1.36) 

(1.37) 

(1.38) 

(1.39) 
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Figure 1.13  Poursuite de la trajectoire 
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Le schéma de principe de cette commande est représenté en figure (1.12) et les résultats 
sont donnés par les figures (1.13) et (1.14). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
La figure (1.14) représente l’écart normal à la surface de contact et l’effort exercé par le 

robot sur l’environnement. Les résultats sont semblables à ceux obtenus précédemment sauf 
que dans ce cas, on remarque une meilleure précision, un effort d’interaction plus faible et 
l’impact (i.e., régime transitoire) est moins dynamique. Cependant, le problème reste 
entièrement posé puisque la stabilité du système dépend de sa précision, c'est-à-dire que si 
une précision plus élevée est recherchée la stabilité est perdue et vise versa. 

Figure 1.12  Schéma de principe de la commande par découplage non 
linéaire avec correction dans l’espace articulaire. 
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Figure 1.14  Erreur de position normale à la 
surface de contact et effort exercé sur 

l’environnement. 
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1.7. Conclusion 
 

Nous avons montré que les commandes conçues pour accomplir des tâches en espace libre 
sont incapables de conduire le robot en présence d’interactions matérielles avec 
l’environnement. Il est clair que la précision de positionnement n’est pas suffisante pour 
équilibrer le système et tenir compte de ces interactions. En général, une erreur aussi petite 
soit-elle induirait des efforts d’interaction considérables. 

 
En outre, l’objectif essentiel n’est pas souvent et seulement d’assurer la stabilité du 

système mais de réaliser une précision qui n’admet pas de compromis, et de maintenir un 
effort d’interaction bien contrôlé pour assurer une stabilité pendant toute la durée de la tâche. 

 
Afin d’atteindre ces objectifs et de contourner le problème des tâches compliantes, 

nombreuses techniques plus orientées vers le contrôle du contact d’une manière directe ou 
indirecte ont été envisagées. 
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CHAPITRE 2 
 
 
 
 

Etat de l'Art des Commandes en Effort des 
Robots Manipulateurs 
 
 
 
 

2.1. Introduction 
 
 

Une recherche intensive est consacrée au problème de la commande en effort des robots 
manipulateurs et plusieurs techniques ont vu le jour durant ces trente dernières années, les 
premiers travaux concernent la commande en amortissement due à Whitney en 1977 [Whi 
77], la commande par raideur active de Salisbury en 1980 [Sal 80], la commande hybride 
force/position de Raibert et Craig en 1981 [Rai 81], la commande en impédance par Hogan en 
1984 [Hog 84, 85, 87] et bien d’autres travaux existant dans la littérature. Dans cette partie 
nous exposons les architectures les plus courantes de commande en effort. 

 
 
 
2.2. Etat de l’art des commandes en effort 

 
 

Les commandes en efforts existantes sont classées surtout selon la présence ou l’absence 
d’une consigne en effort en plus d’une consigne en position [Kha 99]. Cependant, il est à 
noter qu’il y a des structures de commande où une consigne d’effort est présente avec 
l’absence de toute consigne en position [Whi 85]. En somme il existe trois classes de 
commande en effort : celle où seule une consigne en position est présente (commande en 
effort implicite ou indirecte), celle où seule une consigne en effort est présente (commande en 
effort directe ou explicite) et celle où deux consignes l’une en position et l’autre en effort sont 
présentes, c’est le cas des structures hybrides. Mais la classification la plus courante donne 
lieu de deux classes : les commandes implicites définies ci-dessus et les commandes explicites 
englobant la commande explicite proprement dite et les commandes hybrides. 



CHAPITRE 2 :                                                                 Etat de l’Art des Commandes en Effort des Robots Manipulateurs 

 24

2.2.1. Commande Implicite en Effort 
 

Dans cette classe de commande en effort le robot est asservi en position, cependant, un 
retour d’effort peut être éventuellement présent, pour pouvoir le régler d’une manière 
indirecte. 

 
 

2.2.1.1. Compliance Passive 
 
 

La compliance passive consiste à interposer un dispositif mécanique déformable entre 
l’organe terminal et le robot. La déformation d’un tel dispositif sous l’action des efforts 
d’interaction permet un positionnement précis et bref et donc de dissiper ces efforts non 
compensés sans recourir à des stratégies complexes de commande. La conception du 
dispositif déformable est basée sur la relation entre les déformations et les efforts suivante : 

 
F⋅= CdX  

 
C est dite matrice de compliance qui est définie diagonale par rapport à un point appelé 

centre de compliance de la tâche [Khal 99]. Cela veut dire qu’un tel dispositif est conçu dans 
la plupart des cas pour réaliser une seule tâche appropriée ce qui constitue un véritable 
inconvénient pour les applications industrielles. Un exemple en est le RCC (Remote 
Compliance Center) utilisé dans l’assemblage des pièces cylindriques à alésage (figure 2.1). 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
On trouve cependant des dispositifs appelés VRCC (Variable Remote Center Compliance) 

qui sont dotés de raidisseurs ajustables sur les tiges déformables ce qui permet de modifier la 
position du centre de compliance, ainsi on arrive à accomplir plusieurs tâches avec un même 
dispositif [Duc 02]. 

 
 
 
 

Effort d’insertion 

Tige déformable 

Tige de surcharge 

Pige 

Centre de compliance

Figure 2.1  Exemple de Remote Center Compliance 
(ATI Industrial Automation) et son principe [Duc 02] 

(2.1) 
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2.2.1.2. Commande par Raideur Active 
 
 

Cette méthode consiste à donner au robot le comportement d’un ressort à raideur 
programmable pour résoudre le problème des tâches compliantes posé en termes d’un 
problème de commande en position [Khal 99]. La loi de commande par raideur active a la 
forme suivante : 
 

( ) ( ) GqqKqqJKJ dvd
ccTc +−+−=Γ &&  

 
Il s’agit bien d’une commande en position avec correction proportionnelle-dérivée et une 

compensation de la gravité représentée par le terme G (figure 2.2). Le terme proportionnel est 
une transcription de la raideur désirée dans l’espace articulaire (raideur articulaire : 

JKJ ccTc ) [Craig 89], où Jc est le jacobien du robot écrit dans le repère de compliance. La 
matrice Kc  est aussi exprimée dans le repère de compliance et elle lui est diagonale et ses 
éléments sont choisis en imposant des valeurs élevées pour les directions commandées en 
position et de faibles valeurs pour les directions commandées en effort. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Le vecteur d’effort opérationnel Fc  correspondant au terme proportionnel des couples de 

commande est donné par : 
 

dXK ccc =F  
 
Comme dXc est lié à dq par : 
 

dqJdX cc =  
 
Il vient : 
 

dqJK ccc =F  

(2.2) 

Figure 2.2  schéma de principe de la commande par raideur active 
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De plus, le vecteur des couples actionneurs articulaires FΓ  est lié à l’effort par : 
 

FcTc
F J=Γ dqJKJ ccTc=  

 
Le terme dérivé dans la relation (2.2) joue un rôle d’amortissement représenté par la 

matrice Kv qui est également diagonale mais par rapport à l’espace articulaire. 
 
L’implémentation de cette commande est simple mais elle peut poser des problèmes de 

stabilité et de précision puisqu’elle ne prend pas en considération la dynamique du robot [Yos 
00]. 
 
 
 

2.2.1.3. Commande en Raideur par Retour d’Effort 
 

 
La figure (2.3) présente le schéma de principe de cette commande (dite aussi commande 

par matrice de raideur). Elle présente en plus d’une correction proportionnelle-dérivée 
classique un réglage implicite de l’effort grâce à la matrice Kf qui correspond à l’inverse de la 
matrice de raideur désirée du robot [Whi 85]. Les éléments de cette matrice sont fixés en 
imposant des valeurs faibles pour les directions non contraintes et des valeurs élevées pour les 
directions contraintes. 

 
La correction de la position tient compte du déplacement dX dû à l’effort à travers la 

raideur souhaitée du robot selon la relation : 
 

Ff
c KdX=  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(2.7) 

(2.6) 

Figure 2.3  Schéma de principe de la commande en raideur 
par retour d’effort 
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2.2.1.4. Commande par Matrice d’Amortissement 
 
 
Cette méthode est semblable à la précédente sauf que dans ce cas le problème de réglage 

de l’effort est posé en terme de commande en vitesse (figure 2.4) [Whi 85]. L’effort mesuré 
est multiplié par la matrice Kvf qui représente l’inverse de l’amortissement que l’on désir du 
robot. Ses éléments sont choisis en imposant des valeurs élevées pour les directions non 
contraintes et de faibles valeurs dans les directions où l’on attend un contact. L’objectif est 
d’atteindre l’état où l’effort soit : 

 
d

1
vf XK &−=F  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.2.1.5. Commande en Impédance sans Mesure d’Effort 
 
 

Dans la commande en impédance le problème de manipulation n’est posé ni en terme de 
mouvement ni en terme d’effort mais en terme de la relation entre mouvement et effort, en 
d’autres termes, l’objectif est de moduler et de réguler non pas la position du robot ni l’effort 
qu’il exerce sur l’environnement mais l’impédance de sortie du robot. Cette méthode est une 
extension et une combinaison entre la commande en raideur et la commande en 
amortissement. Ces dernières essayent de commander respectivement la raideur et 
l’amortissement du robot qui ne sont que respectivement, le terme statique et le terme 
d’amortissement de l’impédance de sortie du robot. La commande en impédance inclut le 
terme d’inertie [Hog 87]. Ceci implique la forme générale de l’impédance exprimée dans le 
domaine de Laplace : 

 
KsBsM)s(Z 2 ++=  

(2.8) 

(2.9) 

Figure 2.4  Schéma de principe de la commande en amortissement 
par retour d’effort 
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(2.11) 

Où M est la matrice d’inertie désirée du robot, B la matrice d’amortissement et K la 
matrice de raideur. Et le problème est formulé comme suit : 

 
)s(dX)s(Z)s( =F  

 
Où dX(s) est le déplacement dans l’espace opérationnel dû à l’effort F . 
 
Deux types de commande en impédance sont possibles selon qu’on utilise ou non un 

capteur d’effort. 
 
 
Un exemple du premier type est un asservissement par action proportionnelle-dérivée 

dans l’espace opérationnel dont la loi de commande est donnée par : 
 

( ) ( ) G]XXKXXB[JΓ c
d

ccc
d

ccTc +−+−= &&  
 

Les matrices cB et cK sont diagonales par rapport au repère de compliance et jouent 
respectivement le rôle d’une matrice d’amortissement et de raideur. Le schéma de principe de 
cette commande est présenté à la figure (2.5). 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Il est à noter que l’efficacité de la commande en impédance réside dans l’imposition d’une 
matrice d’inertie comme c’est le cas dans la commande sans mesure d’effort avec découplage 
non linéaire à l’aide du modèle dynamique dans l’espace opérationnel qui se trouve dans 
[Khal 99]. 
 
 
 

Figure 2.5  Commande en impédance sans mesure d’effort 
avec asservissement PD dans l’espace opérationnel 
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2.2.1.6. Commande en Impédance avec retour d’effort 
 

 
Le deuxième type de la commande en impédance nécessite un capteur d’effort, on 

s’intéresse ici à l’approche par découplage non linéaire [Khal 99]. 
 
Le modèle du robot en contact donné en (1.3) est mis sous la forme : 
 

Γ=++ FTJ)q,q(Hq)q(A &&&  
 
Où H représente le vecteur incluant les couples centrifuges, de Coriolis, de frottements et 

les termes de la gravité. F  est le vecteur de l’effort exercé par le robot sur l’environnement. 
 
Du fait que : 
 

( )qJXJq 1 &&&&&& −= −  
 
En substituant (2.12.b) dans (2.12.a), il vient : 
 

( ) FT1 J)q,q(HqJXJ)q(A ++−=Γ − &&&&&  
 
Le modèle de comportement désiré est celui donné en (2.10) : 
 

( ) ( ) ( ) F=−+−+− XXKXXBXXM ddd
&&&&&&  

 
Ce qui conduit à : 
 

( ) ( ) ]-XXKXX[BMX(t)X dd
1

d F−+−+= − &&&&&&  
 
Vu la relation (2.12.b), la commande par découplage non linéaire est réalisée en 

choisissant les couples de commande suivants : 
 

( ) FT1 J)q,q(ĤqJ)t(wJ)q(Â ++−=Γ − &&&  
 
Où Â et Ĥ sont les estimations de A et H. w(t) est un nouveau vecteur de commande qui 

ramène le problème à une commande de n systèmes linéaires découplés du second ordre. 
Dans le cas où le modèle est supposé parfait le vecteur w(t) peut être choisi comme suit : 

 
)t(X)t(w &&=  

 
Si w(t) est imposé tel que (2.15), l’expression (2.16.a) des couples actionneurs devient : 
 

( ) ( )[ ]{ } FF T
dd

1
d

1 J)q,q(ĤqJXXKXXBMXJ)q(Â ++−−−+−+=Γ −− &&&&&&&  
 

Et en mettant à part les termes de compensation et de réaction de l’effort on a : 
 

( ) ( )[ ]{ } ( )F11T
dd

1
d

1 MJ)q(ÂJ)q,q(ĤqJXXKXXBMXJ)q(Â −−−− −++−−+−+=Γ &&&&&&&  

(2.12.a) 

(2.12.b) 

(2.15) 

(2.16.a) 

(2.16.b) 

(2.17) 

(2.18) 

(2.13) 

(2.14) 
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Le schéma de principe de cette commande est présenté en figure (2.6). La correction peut 
être effectuée dans le repère de la base ou dans le repère de compliance. Dans ce dernier cas, 
quelques transformations doivent intervenir pour décrire les vecteurs de positions et vitesses 
cartésiennes dans le repère de compliance. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.2.2. Commande Explicite en Effort 
 

 
Dans cette classe de commande en effort, le réglage de l’effort est effectué d’une manière 

directe à l’aide d’un capteur d’effort. Le régulateur peut être à ce moment d’une structure 
classique (de la famille PID par exemple) ou avancée (commande robuste par exemple) mais 
il n’y a pas de consigne en position ou en vitesse. Le schéma général de cette classe est 
présenté à la figure (2.7) [Whi 85]. 

 
Une loi de commande de l’effort de type PI est exprimée par : 
 

( ) ( ) G]dtKXKK[J dfIvdf
T +−+−−=Γ ∫ FFFF &  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(2.19) 

Figure 2.6  Commande en impédance par découplage 
non linéaire avec retour d’effort 
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Figure 2.7  Schéma de principe de la commande 
explicite en effort 
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Une autre architecture de cette classe de commande est la commande explicite en effort 
avec une boucle interne en position dite dans la littérature anglo-saxonne (position-based 
explicit force control) [Vol 90]. Elle est due à la présence d’une boucle interne de position 
qui, dans la plupart des cas, est implantée par le constructeur. La boucle externe qui a pour 
consigne l’effort d’interaction désiré fournit une consigne en position pour la boucle interne 
(figure 2.8). 

 
Le premier bloc à gauche est une admittance (inverse de l’impédance) qui transforme 

l’erreur d’effort en une consigne de position laquelle est comparée à la position courante du 
robot. Le bloc du milieu est une loi de commande en position (LCP). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

2.2.3. Structures Hybrides de Commande en Effort 
 
 

Les commandes de cette classe sont essentiellement caractérisées par la présence de deux 
consignes ; l’une en position l’autre en effort. Il existe deux groupes d’architectures dans cette 
classe : architectures en boucles parallèles et architectures de boucles en série (en cascade). 
 
 

2.2.3.1. Les Structures Parallèles 
 

Cette famille renferme à son tour plusieurs types de commandes : 
 
 

2.2.3.1.1. Commande Parallèle Force/Position 
 
 

Cette commande n’est que la commande par raideur active augmentée d’une boucle 
parallèle corrigeant d’une manière explicite l’effort d’interaction grâce à un retour de l’effort 
mesuré (figure 2.9) [Chi 99]. 

 
La loi de commande globale est alors la suivante : 

 
( ) ( ) ( ) ( )[ ] GdtKKJqqKqqJKJ dfIdfd

T
dvd

ccTc +−+−++−+−=Γ ∫ FFFFF&&  (2.20) 

Figure 2.8  Commande explicite en effort avec boucle 
interne en position 
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La boucle de commande en effort consiste en une action proportionnelle d’un gain Kf, une 

action intégrale d’un gain KfI et une action anticipatrice unitaire. 
 
 
 

2.2.3.1.2. Commande Hybride Force/Position 
 
 

Ce type de commande a été proposé par Raibert et Craig en 1981. Elle consiste à asservir 
le robot à la fois en position et en effort, ceci en divisant l’espace de compliance en deux 
sous-espaces tels qu’un degré de liberté soit commandé exclusivement en effort ou en 
position : les directions (degrés de liberté) contraintes en position sont commandées en effort 
et celles contraintes en effort sont commandées en position ou en vitesse [Khal 99]. Cette 
séparation est réalisée à l’aide d’une matrice de sélection S qui détermine les directions qui 
seront commandées en position et de son complément à I6 (pour un robot à 6 degrés de 
liberté) qui détermine les directions commandées en effort : 

 
)s,,s,s(DiagS 621 K=  

 
Le terme si est égale à 1 si la direction i est commandée en position, à 0 si elle est 

commandée en effort. Le schéma de principe de cette architecture est présenté en figure 
(2.10). 

 
 
 
 

Figure 2.9  Schéma de principe de la commande par raideur active 
avec réglage explicite de l’effort 
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Comme le montre ce schéma, les lois de commande des deux boucles ne sont pas 

spécifiées. Aussi, l’utilisateur est libre de choisir la technique qui conviendrait à son 
application. 

 
Pour une commande en position articulaire on peut par exemple utiliser un PID classique 

pour avoir les couples articulaires suivant : 
 

( ) ( ) ( )∫ −+−+−=Γ
t

0t
dIdvdp

'
p dτqqKqqKqqK &&  

 
Pour une commande en position cartésienne nous aurons par exemple : 
 

( ) ( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+−+−=Γ ∫

t

0t
dIdvdp

T'
p dτXXKXXKXXKJ &&  

 
Et pour la loi de commande en effort on peut opter pour : 
 

( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+−−+=Γ ∫

t

0t
dfIfvdfd

T'
F dτKXKKJ FFFFF &  

 
Dans la relation (2.23) intervient dans le terme dérivé, la vitesse cartésienne au lieu de la 

dérivée de l’effort à cause du bruit de mesure associé au capteur d’effort [Khal 99], de plus 
pour un environnement modélisé par un ressort linéaire, la dérivée de l’effort est 
proportionnelle à la vitesse cartésienne [Tar 96]. 

 
Il est à noter qu’un terme de compensation de la gravité G est ajouté aux couples 

actionneurs dans la cas où la commande n’utilise pas le modèle dynamique du robot. 
 

(2.21) 

(2.22) 

(2.23) 

Figure 2.10  Schéma général d’une commande hybride force/position 
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Selon la nature des grandeurs Γ’ qui est la somme des sorties des deux boucles on 
distingue trois types de commande hybride force/position : 

 
a. Commande avec somme des couples articulaires. 
b. Commande avec somme des efforts cartésiens. 
c. Commande avec somme des déplacements ou vitesses. 

 
 
 

a. Commande hybride force/position avec somme des couples articulaires 
 
 
C’est précisément ce qui a été proposé par Raibert et Craig (figure 2.11). 
 
Dans ce cas nous avons une loi de commande en position articulaire LCPA et une loi de 

commande en effort LCF, la somme ne subit aucune transformation sauf une adition d’un 
terme de compensation de la gravité G. 

 
G' +Γ=Γ  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

b. Commande hybride force/position avec somme des efforts cartésiens 
 
 
Dans ce cas les couples actionneurs sont obtenus en transformant la somme des efforts 

cartésiens en les multipliant par la transposée de la matrice jacobienne du robot (figure 2.12) : 
 

GFJT +=Γ  
 

(2.24) 

(2.25) 

Figure 2.11  Commande hybride force/position avec somme des couples 
articulaires d’après Craig et Raibert 
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Une version de cette commande qui exploite le modèle dynamique dans l’espace 

opérationnel du robot est donnée dans [Khat 86, 87] où la boucle de commande en position 
est une loi de commande par découplage non linéaire. La boucle de commande en effort ne 
présente aucune particularité par rapport aux autres architectures sauf si l’application l’exige. 

 
Le modèle dynamique du robot/environnement est donné dans l’espace opérationnel est : 
 

ΓJ(q)G)q(q,CX(q)A Tcc
x

c
x

cc
x

c −=+++ F&&&  
 

Où :  J -Tc désigne l’inverse de  JTc . 
(q)A x

c est la matrice d’inertie cartésienne égale à cJ-T A(q) cJ-1. 
)q(q,Cx

c & est le vecteur des forces de Coriolis et des forces centrifuges 
cartésienne égal à ( )qJ(q)A)q,q(CJ c

x
cTc &&& −− . 

)q(GJ(q)G -Tc
x

c =  est le vecteur des forces de la gravité cartésiennes. 
 

Remarquons que toutes les grandeurs sont écrites dans le repère de compliance. 
 
La loi de commande découplée est : 
 

( )Fcx
c

x
c

x
cTc (q)G)q(q,C)t(w(q)AJ +++=Γ &  

 
L’accent circonflexe indique une grandeur estimée. On pose : 
 

Fcx
c

x
c

x
c (q)Ĝ)q(q,Ĉ)q,q(Ĥ ++= &&  

 
Si l’entrée auxiliaire est choisie de type PD, alors : 
 

( ) ( )XXKXXKXw(t) c
d

c
p

cc
d

c
v

c
d

c −+−+= &&&&  

(2.26) 

(2.27) 

(2.28) 

(2.29) 

Figure 2.12  Commande hybride force/position avec somme des efforts 
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Les couples actionneurs dus à la boucle de position sont donc : 
 

( ) ( )[ ]{ })q,q(ĤXXKXXKX S(q)ÂJΓ x
cc

d
c

p
cc

d
c

v
c

d
c

x
cTc'

p &&&&& +−+−+=  
 
Pour la détermination des couples de la boucle de commande en effort, est appliquée la 

relation suivante : 
 

( ) ( ) ( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+−−+=Γ ∫ XKI-S)q(ÂdτKXKKS-IJ c

vf
c

x
c

t

0t

c
d

c
fI

c
fv

c
d

c
fd

cTc'
F

&& FFFFF  

 
 
Cette commande est schématisée par la figure (2.13). 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

c. Commande hybride force/position avec somme des déplacements 
cartésiens 

 
 
Dans cette architecture la boucle de position comprend une simple sélection des directions 

commandées en position tandis que l’autre boucle fournit un effort de commande qui est 

(2.30) 

(2.31) 

Figure 2.13  Commande hybride force/position avec somme des 
efforts par découplage non linéaire 
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multiplié par l’inverse de la matrice de raideur estimée de l’environnement 1
eK̂ − , pour donner 

le déplacement correspondant. La somme des déplacements est transformée vers l’espace 
articulaire à l’aide de la matrice jacobienne inverse puis une loi de commande de position 
articulaire donne les couples actionneurs de commande (figure 2.14). 

 
 
Il a été montré dans [An 87] que dans les structures des figures (2.11) et (2.12) qui 

utilisent la matrice inverse du jacobien, une instabilité est générée par l’interaction entre la 
matrice d’inertie et la matrice inverse du jacobien même dans les cas où cette dernière est bien 
définie (configurations non singulières), ce qui est dû à la réduction de l’espace opérationnel 
du manipulateur comme c’est le cas dans la commande hybride. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
Selon Fisher et Mutjaba [Fis 92], cette instabilité est due à la formulation erronée de la 

projection de l’erreur opérationnelle dans l’espace articulaire dans cette architecture. Dans la 
figure (2.11), pour projeter l’erreur dans l’espace articulaire on a utilisé la relation suivante : 

 
dq)SJ(dXS =  

 
La solution qui a été proposée est d’utiliser la matrice pseudo-inverse du jacobien notée 

#J  pour résoudre la cinématique inverse du robot : 
 

dX)SJ(dq #=  
La matrice pseudo inverse du jacobien est définie par : 
 

( ) T1T# JJJJ −
=  

 
 

(2.33) 

(2.32) 

(2.34) 

Figure 2.14  Commande hybride force/position avec 
somme des déplacements cartésiens 
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Plusieurs méthodes de calcul existent pour le calcul de la matrice pseudo inverse. Nous 
avons utilisé celle proposée par Greville [Khal 99]. Il s’agit d’un processus itératif exposé en 
annexe 2. 

 
Cette solution est illustrée par la figure (2.15). 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
Remarque : Le passage d’un mode de commande à un autre est réalisé par la 

modification des éléments de la matrice de sélection. Cette commutation peut exiger 
également une modification des gains ce qui est difficile à mettre en œuvre surtout en 
présence de termes intégraux. 
 
 
 

2.2.3.2. Les Structures en Série (Commande Hybride 
Externe) 

 
 
Cette structure effectue, comme la structure hybride force/position, un asservissement à la 

fois en force et en position. Cependant, elle diffère de cette dernière dans le fait que les 
boucles de commande en effort et en position sont imbriquées : la boucle interne effectue un 
asservissement en position avec une consigne désirée en position et une autre entrée issue de 
la boucle externe qui, elle, correspond à un asservissement explicite de l’effort terminal, le 
schéma de principe de cette architecture est donné en figure (2.16). 

 
Il est à remarquer que la boucle de commande en position est toujours active et que, seule 

la loi de commande en effort est affectée par la modification des éléments de la matrice de 
sélection. 

 
La commande hybride externe convient bien lorsque l’environnement est mal spécifié. 

L’asservissement en effort à une valeur voisine de zéro est source d’instabilité [Khal 99]. 

Figure 2.15  Schéma général d’une commande hybride force/position 
d’après Fisher et Mutjaba 
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Selon que la correction des positions soit réalisée dans l’espace articulaire ou dans 

l’espace cartésien, on distingue deux types de commande hybride externe [Per 91] : 
 
 
 

2.2.3.2.1. Commande Hybride Externe avec Correction 
Articulaire de la Position 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Le schéma le plus courant de cette commande est illustré dans la figure (2.17) où les 

consignes : celle en position pure et celle issue de la boucle externe sont additionnées dans 
l’espace cartésien puis transformées vers l’espace articulaire à l’aide du modèle géométrique 
inverse pour y effectuer la correction. 

Figure 2.16  Schéma de principe de la commande hybride externe 
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Figure 2.17  Commande hybride externe avec correction de la position 
articulaire et addition des déplacements cartésiennes 
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La somme des deux consignes peut être effectuée dans l’espace articulaire en transformant 
la consigne en position pure vers l’espace articulaire en utilisant le modèle géométrique 
inverse. Quant à la consigne issue de la boucle en effort est transformée vers l’espace 
articulaire en utilisant le modèle différentiel (cinématique) inverse (figure 2.18) [Duc 02]. 

 
Dans le cas où la consigne désirée en position est la vitesse cartésienne, il est alors adopté 

le schéma illustré par la figure (2.19), où les consignes sont sommées dans l’espace cartésien 
puis transformées en grandeurs articulaires à l’aide du modèle cinématique inverse. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 2.18  Commande hybride externe avec correction de la position 
articulaire et addition des déplacements articulaires 
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Figure 2.19  Commande hybride externe avec correction de la position 
articulaire et addition des « vitesses » cartésiennes 
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2.2.3.2.2. Commande Hybride Externe avec Correction 
Cartésienne de la Position 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Dans ce cas, la correction de la position est effectuée dans l’espace cartésien en 

transformant la position articulaire courante en position cartésienne à l’aide du modèle 
géométrique direct. Les consignes sont sommées dans l’espace cartésien. La loi de commande 
en position articulaire affectera l’erreur cartésienne transformée en grandeur articulaire à 
l’aide de l’inverse de la matrice jacobienne (figure 2.20). 

 
 
 
2.3. Conclusion 
 
 
Nous avons exposé dans ce chapitre les structures de commande en effort et les différentes 

techniques qui y sont utilisées. 
 
Les commandes implicites telle que la commande en raideur active, la commande par 

matrice de raideur et la commande par matrice d’amortissement  peuvent être englobées par la 
commande en impédance qui en est une combinaison qui joue à la fois le rôle de chacune 
d’elles. 

 
Les commandes explicites sont diverses et différentes mais apparemment les plus 

courantes sont les structures hybrides à savoir : la commande parallèle force/position, la 
commande hybride force/position et la commande hybride externe notamment la commande 
en impédance généralisée que nous verrons en détail dans le chapitre 4. 

 
D’autres techniques plus avancées sont envisageables telle que la commande robuste à 

structure variable, la commande adaptative, la technique du backstepping etc. 
 
Dans les chapitres qui suivent nous verrons quelques applications des commandes vues 

dans cette partie. 

Figure 2.20  Commande hybride externe avec correction de la position 
cartésienne et addition des déplacements cartésiens 
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CHAPITRE 3 
 
 
 
 

Commandes Implicites en Effort 
 
 
 
 

3.1. Introduction 
 
 

Nous allons dans ce chapitre présenter quelques applications des commandes implicites en 
effort qu’on a exposé de manière générale dans le chapitre précédent. Ici nous allons 
appliquer ces méthodes pour le cas exposé dans le chapitre 1. 

 
 
 

3.2. Commande par Raideur Active 
 
 
Dans notre application nous avons deux phases de mouvements : celle dans l’espace libre 

ayant pour trajectoire un demi-cercle et une deuxième phase de mouvement contraint le long 
d’un panneau présentant les caractéristiques données dans le premier chapitre. La trajectoire 
dans cette deuxième phase est une ligne droite. Le passage de la première vers la deuxième 
phase rend certaines directions contraintes par le contact avec le panneau, ce qui nécessite une 
commande spécifique pour chaque phase : 

 
Pour la phase de mouvement en espace libre la commande est une loi proportionnelle 

dérivée comme celle vue dans le chapitre 1. Pour la phase de contact on a appliqué la 
commande par raideur active telle que décrite dans le chapitre précédent : 

 
( ) ( ) GqqKqqJKJ dvd

ccTc +−+−=Γ &&  
 
Le schéma de cette commande est identique à celui donné en figure (2.2). La matrice Kc  

est diagonale par rapport au repère de compliance qui coïncide avec le repère lié à l’extrémité 
de l’effecteur qu’on notera {C}. Les degrés de liberté non contraints sont la translation selon 

Xc  et la rotation selon Yc . Une seule direction est contrainte c’est la translation selon Zc  qui 
est perpendiculaire par rapport au panneau durant la deuxième phase tel qu’indiqué en figure 
(1.2). La matrice jacobienne est écrite dans le repère de compliance en utilisant la 
transformation suivante : 

(3.1) 
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)q(J
R0
0R

)q(J 0

0
c

3

30
c

c
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=  

 
Où 0

c R  est la matrice de rotation du repère {0} par rapport au repère de compliance {C}, 
ce dernier coïncidant avec le repère {E} lié à l’extrémité de l’organe terminal (voir figure 
1.2). La matrice 03 est la matrice nulle de dimension (3 × 3). )q(J0 est le jacobien écrit dans le 
repère de la base et défini dans la relation (1.26). 

 
La tâche étant située dans le plan correspondant à la profondeur 0y = d2+d3, les 

articulations 1, 4 et 6 sont bloquées. La matrice Kc  est alors de la forme : 
 

( )0,k,0,k,0,kdiagK ryzx

c =  
 
Cette matrice est choisie comme suit : cK = diag(40000, 0, 40000, 0, 400, 0). La matrice 

de gains de l’action dérivée est : Kv = diag(0, 690, 105, 0, 16, 0). Les résultats sont illustrés 
par les figures (3.1), (3.2) et (3.3). 

 
 
Ces résultats présentent un mouvement transitoire long et vibratoire avec un effort de 

faible valeur (< 7 N), le système reste stable et les couples actionneurs sont réalisables par le 
robot. On ne remarque cependant, aucune supériorité de la commande en raideur active par 
rapport à la commande PD classique encore moins par rapport à la commande dynamique 
avec une difficulté particulière à fixer les gains de la matrice de raideur cartésienne. Une 
remarque a été faite au chapitre 2 concernant la possibilité d’instabilité de cette commande 
puisqu’elle ne tient pas compte de la dynamique du robot. 

 
Notons que les valeurs des gains des différentes directions n’ont aucun lien de 

comparaison entre elles, mais elles ont un rapport avec la bande passante du robot pour les 
directions non contraintes et le comportement de l’environnement pour les directions 
contraintes. Cette remarque peut aider à fixer les gains de la matrice de raideur cartésienne. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(3.2) 

(3.3) 

Figure 3.1  Poursuite de la trajectoire 
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Figure 3.2  Ecart par rapport à la position 
d’équilibre et effort exercé sur l’environnement. 
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Figure 3.3  Couples actionneurs fournis 
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3.3. Commande par Matrice de Raideur 

 
 
L’application de cette commande permet d’introduire le modèle dynamique du robot. La 

correction est effectuée dans l’espace cartésien précisément dans le repère de la base. La 
commande découplante avec compensation du terme FcTc J exploitant la mesure de l’effort 
est la suivante : 

 
( ) FcTc010 J)q,q(ĤqJ)t(wJ)q(Â ++−=Γ − &&&  

 
w(t) est une entrée auxiliaire. Si on suppose que les erreurs de modélisation sont nulles on 

a : 
 

)t(wX0 =&&  
 
w(t) est choisie telle que : 
 

( ) ( )XXKdXXXKX)t(w 0
d

0
v

000
d

0
p

0
d

0 &&&& −+−−+=  
 
Où Kp et Kv sont les matrices de gains respectivement proportionnels et dérivés. Elles sont 

diagonales par rapport au repère de la base. 
 
Nous savons d’après la relation (2.6) que : 
 

F0f
00 KdX =  

 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 
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Figure 3.5  Poursuite de la trajectoire 
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Figure 3.6  Ecart normal à la surface de contact 
et effort exercé sur l’environnement 
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Il est à noter que dans la relation (3.7) la correction s’effectue dans le repère de la base et 
les grandeurs de positions, vitesses et accélérations y sont décrites, or l’effort est mesuré dans 
le repère lié à l’extrémité de l’effecteur {E} qui est aussi le repère de compliance {C}, pour le 
décrire (l’effort) dans le repère de la base on effectue une simple projection dans le repère de 
la base selon la relation suivante : 

 

FF c

c
0

3

3c
0

0

R0
0R

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=  

 
L’effort ayant la forme : 
 

T
z

cc ]0,0,0,,0,0[ FF =  
 
Qui est écrit dans le repère de la base d’après (3.8) : 
 

T
z

0
x

00 ]0,0,0,,0,[ FFF =  
 

Ce qui attribue à 0Kf la forme suivante : 
 

( )0,0,0,k,0,kDiagK fzfxf
0 =  

 
 
On a fixé une même valeur pour tous les éléments à 0.0001 qui correspond à l’inverse de 

la raideur désirée du robot selon chaque direction (ddl) de l’espace opérationnel repéré par le 
système de coordonnées {0}. Les résultats obtenus sont présentés aux figures (3.5), (3.6), 
(3.7) et (3.8). 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(3.8) 

(3.9) 

(3.10) 

(3.11) 
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Figure 3.7  Déplacements virtuels correspondants 
à l’effort à travers la raideur désirée selon les 

directions du repère de la base. 
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Figure 3.8  Couples actionneurs fournis 
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La figure (3.5) représente la poursuite durant les deux phases, et la précision de cette 

poursuite est illustrée par la figure (3.6) qui montre une erreur inférieure à 1 mm et un effort 
inférieur à 8 N. La figure (3.7) montre le déplacement élémentaire selon les directions du 
repère de la base correspondant à l’effort mesuré qui est exercé sur l’environnement, et cela 
relativement à la raideur que l’on désire du robot 1

f
0 K − . 

 
Ces résultats montrent un effort d’interaction faible et une précision à moins d’un 

millimètre près. On peut dire a priori que l’utilisation d’une mesure d’effort et une loi de 
commande dynamique facilite le control de l’interaction. 

 
 
 
On peut procéder autrement en effectuant la correction dans le repère de compliance. 

Les couples actionneurs sont les mêmes que dans la relation (3.4) sauf qu’ici les grandeurs 
cartésiennes sont décrites dans le repère de compliance : 

 
( ) FcTcc1c J)q,q(ĤqJ)t(wJ)q(Â ++−=Γ − &&&  

 
La matrice jacobienne, sa dérivée et sa transposée sont toutes décrites dans le repère de 

compliance. La relation (3.5) devient : 
 

)t(wXc =&&  
 
Quant à w(t) elle est choisie telle que : 
 

( ) ( )XXKdXXXKX)t(w c
d

c
v

cc
d

c
pd

c &&&& −+−−+=  
 

(3.14) 

(3.12) 

(3.13) 
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Il est à noter que la trajectoire est décrite dans le repère de compliance. La génération des 
trajectoires étant réalisée dans le repère de la base, quelques transformations sont effectuées  
pour la décrire dans le repère de compliance. 

 
Une fois décrites dans le repère de la base {0} à l’aide du MGD, les positions cartésiennes 

courantes sont ensuite écrites dans le repère de compliance au même titre que les positions 
cartésiennes désirées en utilisant la transformation suivante : 

 

X
R0
0R

X 0

0
c

3

30
c

c
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=  

 
La matrice utilisée dans cette transformation est de dimension (6×6) où la matrice 

T
c

0
0

c RR =  est la matrice de rotation du repère de la base par rapport au repère de compliance. 
 
Pour les vitesses courantes on utilise le jacobien écrit dans le repère de l’outil obtenu par 

la relation (3.2) : 
 

q)q(JX cc && =  
 
Les vitesses désirées sont écrites dans le repère de compliance selon la formule suivante : 

 

d
0

dd

dd

d
c X

100
0)(cos)(sin
0)(sin)(cos

X &&

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
= ϕϕ

ϕϕ
 

 
Les deux vecteurs d

c
d

0 XetX &&  regroupent la vitesse désirée : de translation selon X, de 
translation selon Z et de rotation selon Y, correspondants respectivement, aux repères de la 
base et de compliance. φd est obtenue par la relation (1.9), le modèle géométrique inverse 
n’est donc pas utilisé pour effectuer ces transformations. 

 
Les accélérations cartésiennes désirées peuvent être déduites par dérivation numérique des 

vitesses cartésiennes désirées. 
 
Le vecteur dXc  image de l’effort, a 5 composantes tous le temps nulles et une seule qui 

ne l’est pas. C’est la troisième composante correspondant au rapport de l’effort selon Zc  à la 
raideur désirée du robot selon cette direction. Ce qui s’écrit : 

 
 

⎥
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(3.18) 

(3.15) 

(3.16) 

(3.17) 
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Figure 3.9  Poursuite de la trajectoire 
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Figure 3.10  Ecart normal à la surface de contact, 
effort exercé sur l’environnement et déplacement 
virtuel correspondant à travers la raideur désirée 
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Figure 3.11  Couples actionneurs fournis  
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La matrice Kf représente l’inverse de la raideur désirée. Les résultats sont présentés aux 
figures (3.9), (3.10) et (3.11). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Les résultats obtenus sont presque identiques à ceux obtenus dans le cas de la correction 

dans le repère de la base (figure 3.8). Néanmoins, la correction dans le repère de compliance 
présente l’avantage, du point de vu implémentation, de n’avoir à régler qu’une seule variable 
alors que précédemment deux variables sont à régler. 
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Il y a lieu de dire aussi qu’il est préférable de traiter l’effort selon la direction qu’il affecte 
directement pour éviter l’influence des erreurs éventuelles qui seraient dues à la projection de 
l’effort du repère de compliance vers le repère de la base. 

 
 
 
Il est également possible d’effectuer la correction dans l’espace articulaire telle que le 

déplacement correspondant à l’effort exercé sur l’environnement, après l’avoir calculé dans le 
repère de compliance, soit transformé vers l’espace articulaire en utilisant la matrice inverse 
du jacobien décrite dans le repère de compliance. Nous avons donc : 

 
dXJdq c1c −=  

 
Et la loi de commande est, dans le cas d’une correction proportionnelle dérivée (PD), le 

suivant : 
 

( ) ( ) GqqKdqqqK dvdp +−+−−=Γ &&  
 
Le schéma de principe de cette commande est présenté à la figure (3.12) et les figures 

(3.13) et (3.14) et (3.15) représentent les résultats obtenus par cette méthode. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Bien qu’elle n’utilise pas le modèle dynamique, cette commande assure une précision de 

moins de 1 mm et l’effort d’interaction est faible avec maintien du contact. La raideur désirée 
retenue selon la direction cZ est : 1/kzf = 10000 N/m. 

 
 
 

(3.19) 

(3.20) 

Figure 3.12  Schéma de principe de la commande en raideur 
par retour d’effort 
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Figure 3.13  Poursuite de la 
trajectoire 
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Figure 3.14  Ecart normal à la 
surface de contact, effort exercé sur 

l’environnement et déplacement 
virtuel correspondant à travers la 

raideur désirée. 
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Figure 3.15  Couples actionneurs 
fournis. 
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3.4. Commande en Impédance 
 
 

Pour la commande en impédance nous avons appliqué la version qui exploite le modèle 
dynamique du robot avec retour de l’effort. La loi de commande a été développée dans le 
§2.2.1.6. Rappelons la relation (2.16) qui exprime les couples actionneurs : 

 
( ) ( )[ ]{ } FF cTcccc

d
ccc

d
cc1c

d
c1c J)q,q(ĤqJXXKXXBMXJ)q(Â ++−−−+−+=Γ −− &&&&&&&  

 
 
Toutes les grandeurs cartésiennes sont décrites dans le repère de compliance {C}. Les 

éléments des matrices de raideur, d’amortissement et d’inertie désirées sont choisies comme 
suit : 

 
Pour la matrice de raideur sont fixées des valeurs élevées relatives aux directions non 

contraintes pour obtenir une bonne précision, et des valeurs faibles relatives aux directions 
contraintes pour réduire l’effort de contact. 

 
Dans le cas de la matrice d’amortissement sont imposées des valeurs élevées aux 

directions contraintes pour amortir le contact, et des valeurs faibles aux directions libres. 
 
Enfin, concernant la matrice d’inertie sont attribuées des valeurs élevées aux directions 

contraintes pour diminuer la dynamique (la mobilité) du robot, tandis qu’aux directions libres 
sont imposées des valeurs faibles. 

 
La matrice d’inertie contient 6 éléments non nuls pour permettre son inversion. Les 

éléments qui n’interviennent pas dans la commande en l’occurrence my = cM22, mrx = cM44 et 
mrz = cM66 ont obligatoirement l’unité comme valeur pour ne pas influencer les autres 
directions qui, elles, interviennent dans la tâche. Les matrices utilisées sont fixées comme 
suit : 

 

).1,2.1,1,6.2,1,2.1(diagM
).0,100,0,220,0,100(diagB

).0,17000,0,13000,0,17000(diagK

c

c

c

=

=

=

 

 
 
Le schéma de commande est celui de la figure (2.6). Les résultats obtenus par cette 

méthode sont présentés aux figures (3.16), (3.17) et (3.18). 
 
On remarque une bonne poursuite de la trajectoire et une précision de moins d’un 

millimètre. L’effort exercé par le robot est maintenu sans dépasser les 5 N et les couples sont 
facilement réalisables par les actionneurs. 

 
L’avantage de cette commande est qu’elle est aussi bien valable pour la phase libre que 

pour la phase de contact. 
 
 
 

(3.21) 
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Figure 3.16  Poursuite de la trajectoire 
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Figure 3.17  Ecart normal à la surface de contact 
et effort exercé sur l’environnement. 
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Figure 3.18  Couples actionneurs fournis 
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Lorsque le terme d’inertie de l’impédance désirée est inhibé en mettant cM = I6, la loi de 

commande devient : 
 

( ) ( )[ ]{ } FF cTcccc
d

ccc
d

cc
6d

c1c J)q,q(ĤqJXXKXXBIXJ)q(Â ++−−−+−+=Γ − &&&&&&&  
 
 
Dans ce cas la tâche devient extrêmement difficile du moins dans le cas où la surface de 

contact est inclinée. Les résultats sont présentés aux figures (3.19), (3.30) et (3.31). 

(3.22) 
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Figure 3.29  Poursuite de la trajectoire. 
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Figure 3.30  Ecart normal à la surface de contact 
et effort exercé sur l’environnement. 
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Figure 3.31  Couples actionneurs à fournir 
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Les couples actionneurs correspondants à ces résultats ne sont plus lisses et sont bien plus 
élevés que ceux admissibles par les actionneurs, ce qui veut dire que la commande est 
déstabilisante et il n’est pas recommandé de l’utiliser pour accomplir cette tâche. Les valeurs 
assignées aux matrices de raideur et d’amortissement sont : 

 

).0,80,0,180,0,80(diagB
).0,12500,0,4000,0,12500(diagK

c

c

=

=
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Figure 3.32  Poursuite de la trajectoire en absence de terme inertiel 
dans l’impédance désirée avec une inclinaison nulle. 
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Dans le cas où la surface de contact est verticale, les résultats se sont un peu améliorés 
mais l’instabilité réside toujours. Les couples actionneurs présentent des valeurs élevées telles 
que les actionneurs ne puissent les fournir. De plus, les grandes variations de l’effort et la 
perte de contact sont tous signes d’instabilité (figures 3.32, 3.33 et 3.34). 

 
Ces deux derniers tests montrent l’importance du terme d’inertie et son effet positif dans 

la commande en impédance. 
 
L’avantage que représente la commande en impédance est qu’elle est utilisée dans les 

deux phases avec les mêmes gains et sans recourir à aucun autre réglage. 
 
Les valeurs assignées aux matrices de raideur et d’amortissement dans le cas où le 

panneau est vertical sont : 
 

).0,90,0,160,0,90(diagB
).0,11000,0,4000,0,11000(diagK

c

c

=

=
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Figure 3.33  Ecart normal à la surface de contact 
et effort exercé sur l’environnement. 

5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

-10

-5

0

5
x 10

-4 Ecart de position normale à la surface de contact

ez
c 

[m
]

5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

0

20

40
Effort exercé sur l"environnement

Fe
 [N

]

temps [s]

Figure 3.34  Couples actionneurs fournis 
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3.5. Problème d’Asservissement de l’Effort 
 
 
Dans les simulations précédentes, l’objectif était de maintenir un contact tout au long de la 

deuxième phase en assurant la stabilité du système. Il a été remarqué que l’effort exercé sur 
l’environnement n’atteint pas une valeur statique puisque l’effort décroît légèrement au fur et 
à mesure. Ceci est dû aux termes d’amortissement et d’inertie de l’environnement. 
L’introduction d’une consigne implicite en effort est possible en ajoutant une erreur statique 
désirée exprimée dans la relation (3.23) qui va au delà de la position d’équilibre de 
l’environnement (position désirée dans les cas précédents) : 

 

ek
désiréeffortstat =∆  

 
Où ke est la raideur de l’environnement. Cet écart statique peut être obtenu en utilisant une 

action intégrale qui force le robot à atteindre la position désirée modifiée (augmentée de 
∆stat). Cependant, un effort statique n’est toujours pas obtenu pour les mêmes raisons qu’en 
l’absence d’écart statique désiré comme le montrent les résultats obtenus en appliquant la 
commande par découplage non linéaire avec entrée auxiliaire de type PID (figures 3.35, 
3.36, 3.37 et 3.38). 
 
 
 
 

 
 

(3.23) 
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Figure 3.35  Poursuite de la trajectoire 
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Figure 3.36  Ecart normal à la surface de 
contact et effort de contact 
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Figure 3.37  Vitesse et accélération selon la 
direction de contact cZ. 
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Figure 3.38  Couples actionneurs fournis 
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Ces résultats montrent un écart statique en position dû à l’action intégrale qui force le 

robot à suivre la trajectoire après ajout d’un écart statique désiré de  0.77 mm, celui-ci 
correspond à un effort de 10 N tel que désiré. L’effort par contre n’atteint pas une valeur 
statique puisqu’il n’est pas fonction uniquement de la position du robot mais aussi de sa 
vitesse et surtout de son accélération qui ne s’annulent pas. L’erreur d’effort est ainsi autour 
du demi de l’effort désiré. 

 
Remarquons aussi le pic de 3.5 mm correspondant à peut près à 20 N qui est le double de 

l’effort désiré. Ce pic correspond aussi à un pic de couple actionneur qui apparaît nettement 
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pour l’articulation 2 qui atteint 180 N-m inférieur tout de même à la valeur maximale. Les 
couples actionneurs sont donc réalisables. 

 
 
 
Dans le cas d’une commande en impédance par découplage non linéaire avec retour 

d’effort, aussi les deux grandeurs force et position n’atteignent pas une valeur statique : pour 
la position, cela est dû à l’absence d’une action intégrale qui aurait forcé le robot à suivre la 
nouvelle trajectoire qui présente un écart statique par rapport à la position d’équilibre de 
l’environnement comme c’est fait dans le cas précédent. Pour la force, la cause est les termes 
d’amortissement et d’accélération de l’environnement qui ne s’annulent pas. 

 
 
Par ailleurs, la commande en impédance présente un mouvement transitoire doux et une 

erreur d’effort faible, ceci par rapport à la commande précédente (la commande PID 
dynamique), ce qui peut être toléré dans certains cas. 

 
 
Les résultats sont illustrés par les figures (3.39), (3.40) et (3.41). 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 3.39  Poursuite de la trajectoire 
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Figure 3.40  Ecart normal à la surface de 
contact et effort d’interaction 
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3.6. Conclusion 
 
 
Nous avons vu dans ce chapitre quelques applications des commandes en effort qui 

permettent uniquement de maintenir le contact avec l’environnement et de stabiliser le 
système. Nous avons ensuite essayé de contrôler implicitement l’effort. 

 
Retenons seulement que la commande la plus intéressante parmi celles que nous venons 

d’explorer soit pour stabiliser le système ou dans le control implicite de l’effort est sans 
conteste la commande en impédance vue les différents avantages qu’elle présente à savoir : le 
mode transitoire doux qu’elle induit et sa capacité de conduire le robot en espace libre et en 
contact sans changement des gains en plus de l’erreur faible qu’elle présente dans le cas de la 
commande implicite de l’effort.  

 
Cette approche implicite peut être envisagée dans le cas où l’exigence sur l’effort à 

exercer n’est pas stricte, mais dans le cas contraire, pour un environnement modélisé comme 
un système masse-amortissement-ressort, la seule méthode pour obtenir une valeur 
stationnaire de l’effort est d’asservir ce dernier d’une manière explicite en utilisant l’une des 
méthodes de commande explicite en effort présentées dans le chapitre précédent. Ces 
méthodes explicites de commande en effort font l’objet de la suite de ce travail. 

Figure 3.41  Couples actionneurs fournis 
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CHAPITRE 4 
 
 
 

Structures Hybrides Force/Position de 
Commande des Robots Manipulateurs 
 
 
 
 

4.1. Introduction 
 
 
Nous avons dans le chapitre 2 présenté les différentes structures de commande hybride 

Force/Position des robots. Nous savons qu’une commande de cette classe possède deux 
boucles d’asservissement ; l’une pour la correction de la position et l’autre pour la correction 
de l’effort. Mais selon que les directions commandées en effort soient séparées de celles 
commandées en position d’une manière exclusive ou non, on verra dans ce chapitre deux 
variantes de la commande hybride parallèle force/position. Nous finirons ce chapitre par 
l’application d’une commande hybride externe en impédance appelée encore commande en 
impédance généralisée. 
 

La commande hybride parallèle exclusive sépare les directions commandées en effort de 
celles commandées en position d’une manière exclusive, c’est le principe même de la 
commande hybride force/position. Nous la qualifions d’exclusive pour la distinguer d’une 
autre variante qui sépare les directions commandées en effort de celles commandées en 
position mais de manière que les directions commandées en effort sont à la fois commandées 
en effort mais aussi en position. Autrement dit, la boucle de commande en position sera 
toujours active pour toutes les directions. Sur ce point, elle ressemble à la commande hybride 
externe mais cette dernière diffère de part sa structure de boucles imbriquées. Nous verrons 
les détails de toutes ces différences au cours de ce chapitre. 
 
 

4.2. Commande Hybride Force/Position Exclusive avec Somme 
des Couples Articulaires 

 
 

Dans ce paragraphe, pour la boucle d’asservissement de la position est appliquée la 
commande par découplage non linéaire avec correction dans l’espace cartésien qui a fait 
l’objet de plusieurs publications [Yos 86, 87, 00] [Tar 96] etc. Concernant la boucle 
d’asservissement de l’effort est adoptée une correction classique de type PID. 
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Le vecteur des couples articulaires issu de la boucle de position est : 
 

( ) ( )[ ]{ } FTccc
d

c
p

c
d

c
vd

c1-c
p J)q(q,ĤqJXXKXXKXSJ(q)ÂΓ ++−−+−+= &&&&&&&  

 
Où : 
 

)q(Ĝ)q,q(Ĉ)q,q(Ĥ += &&  
 
Et les couples issus de la boucle de commande en effort sont : 
 

( ) ( ) ( ) ( ) XKI-SJ(q)ÂdτKKI-SJΓ c
vf

1c
t

0t
dfIf

Tc
F

&−−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+−= ∫ FFFF  

 
Le schéma de cette commande est présenté à la figure (4.1). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Le deuxième terme du second membre de (4.2) est un terme d’amortissement qui 

intervient durant la phase transitoire qui est le moment de l’impact. En effet, une large 
quantité d’énergie peut être impliquée dû à l’effort d’interaction qui est une fonction de la 
géométrie du contact, des vitesses normales et des raideurs des deux parties [Khat 86, 87]. Ce 

(4.1) 

(4.2) 

Figure 4.1  Commande hybride force/position exclusive avec 
somme des efforts par découplage non linéaire 
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terme est donc très important dans une commande en effort pour éviter les rebondissements et 
les vibrations. Cependant, même si le premier objectif est facile à assurer le second ne l’est 
pas à cause de la difficulté à fixer les gains. 

 
Le vecteur des couples articulaires global est : 
 

Fp ΓΓΓ +=  
 
Notons que la boucle en effort n’intervient que dans la phase de contact. Ceci est réalisé 

en commutant la 3ème composante de la matrice de sélection de 1 à 0 qui correspond à la 
direction de translation selon cZ au moment de la détection du contact. 

 
Notons aussi qu’il n’est pas nécessaire d’utiliser la matrice pseudo inverse du jacobien car 

il n’y a aucune amélioration des résultats en l’utilisant. 
 
La trajectoire est décrite dans le repère de compliance. Les trajectoires étant générées dans 

le repère de la base, quelques transformations sont à effectuer pour la décrire dans le repère de 
compliance. 

 
Les positions cartésiennes courantes et désirées dans le repère de compliance sont 

obtenues en utilisant la transformation donnée en (3.15) : 
 

X
R0
0R

X 0

0
c

3

30
c

c
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=  

 
La matrice T

c
0

0
c RR =  est la matrice de rotation du repère de la base par rapport au repère 

de compliance. 
 
Pour déterminer les vitesses courantes, est utilisé, comme dans la relation (3.16), le 

jacobien défini dans le repère de l’outil obtenu par la relation (3.2) : 
 

q)q(JX cc && =  
 
Les vitesses désirées sont écrites dans le repère de compliance selon la formule donnée en 

(3.17), donc : 
 

d
0

dd

dd

d
c X

100
0)(cos)(sin
0)(sin)(cos

X &&

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
= ϕϕ

ϕϕ
 

 
 
Les accélérations cartésiennes désirées peuvent être déduites par dérivation numérique des 

vitesses cartésiennes désirées. 
 
Concernant l’effort désiré nous allons utiliser trois signaux de consigne différents : 

(4.4) 

(4.5) 

(4.6) 

(4.3) 
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1- Un échelon de 20 N avec un régime transitoire désiré à poursuivre pour adoucir 
l’impact du choc et réduire au maximum les couples des actionneurs afin de respecter les 
limites de ces derniers : 

 

0d =F , si t < tc     et      ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

−=
τ

)t(texp120 c
dF , si t ≥ tc. 

 
Où tc est l’instant d’entrée en contact. τ est la constante de temps correspondant 

approximativement au 1/3 du temps de réponse désiré dont la valeur est fixée à τ = 0.3 s. 
 
2- Une suite de trois échelons notés : SFd1 = 20 N, SFd2 = 10 N et SFd3 = 30 N avec un 

régime transitoire, comme dans le cas du premier signal, pour chaque transition : 
 

01d =F , si t < tc       et ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

−=
τ

)t(texp1S c
1Fd1dF , si t ≥ tc. 

 

02d =F , si t < tF2     et ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

−−=
τ

)t(texp1)S(S 2F
1Fd2Fd2dF , si t ≥ tF2 

 

02d =F , si t < tF3     et ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

−−=
τ

)t(texp1)S(S 3F
2Fd3Fd3dF , si t ≥ tF3 

 
Où tF2 est l’instant d’application du 2ème échelon et tF3 est l’instant d’application du 3ème 

échelon. Le signal de consigne est la superposition de ces trois signaux : 
 

3d2d1dd FFFF ++=  
 
3- Le 3ème signal est une superposition d’un échelon de 20N et d’un signal sinusoïdal 

d’amplitude 2,5 N pour voir la capacité de poursuivre un effort désiré variable, le tout modulé 
par une exponentielle « complément » à l’unité pour imposer un régime transitoire désiré : 

 

0d =F , si t < tc   et   ( )[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

−−+=
τ

)t(texp1)t(tfπ2sin5.220 c
cdF , si t ≥ tc. 

 
Où est la fréquence du signal que nous fixerons selon la relation suivante : 
 

cfinal tt
N
−

= . Où N est le nombre de périodes du signal sur l’intervalle de temps [tc, tfinal]. 

 
 
Les gains de correction pour les trois consignes sont choisis comme suit : Kp = diag (5618, 

0, 5618, 0, 5618, 0) et Kv = diag (73, 0, 73, 0, 73, 0) pour les gains de commande en position, 
Kfz = 1.2, Kvfz = 86.1 et KfIz = 510 pour les gains de commande en effort selon la direction 
contrainte cZ. Le nombre de périodes N=10 pour le 3ième signal. Les résultats obtenus par cette 
commande sont présentés aux figures (4.2),…, (4.13). 

 

(4.7) 

(4.8) 

(4.9) 

(4.10) 

(4.11) 
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Figure 4.3  Ecart normal à la surface de contact 

5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

x 10
-3 Ecart de position normale à la surface de contact

ez
c 

[m
]

temps [s]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 4.2  Poursuite de la trajectoire 
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Figure 4.4  Poursuite et erreur d’effort 
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Figure 4.5  Couples actionneurs fournis 
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Figure 4.6  Poursuite de la trajectoire 
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Figure 4.7  Ecart normal à la surface de contact 
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Figure 4.8  Poursuite et erreur d’effort 
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Figure 4.9  Couples actionneurs fournis 
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Figure 4.10  Poursuite de la trajectoire 
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Figure 4.11  Ecart normal à la surface de contact 
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Figure 4.12  Poursuite et erreur d’effort 
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Figure 4.13  Couples actionneurs fournis 
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Après avoir observé ces résultats on peut remarquer que le régime transitoire (l’impact) 
est de longue durée accompagné de fortes oscillations, de plus, la valeur de l’effort exercé sur 
l’environnement ne se stabilise pas à la valeur désirée mais elle oscille autour, ceci traduit un 
maintien du contact avec vibration de l’effecteur, ces vibrations tendent à des petites valeurs 
après 02 secondes de l’impact. Cette observation est valable pour les trois signaux de 
consigne. 

 
Il est très important de noter que s’il n’y avait pas un terme d’amortissement relatif à la 

vitesse cartésienne, comme celui utilisé ici, et qui constitue le seul lien entre la commande 
d’une même direction simultanément en effort et en position, ce qui fait que les directions en 
question ne sont pas entièrement séparées, l’instabilité complète de la commande serait 
observée. 

 
 
 
4.3. Commande Hybride Force/Position Inclusive avec Somme 

des Couples Articulaires 
 
 
La simulation suivante nous apprend quelque chose sur les causes des inconvénients 

observés dans la commande hybride ci-dessus. Ces inconvénients seraient dus à la séparation 
exclusive des directions commandées en position de celles commandées en effort qui est le 
principe même de la commande hybride parallèle force/position. 

 
En effet, la matrice de sélection est supprimée de la boucle de position et la commande est 

plus facile à mettre en œuvre. C'est-à-dire qu’après la détection du contact, les directions 
commandées en effort seront commandées aussi et simultanément en position, ceci est réalisé 
par une simple superposition des commandes issues des deux boucles. Par contre, les 
directions commandées en position ne sont pas commandées en effort grâce au complément à 
I6 de la matrice de sélection. 

 
La loi de commande en position est alors de la forme : 
 

( ) ( )[ ] FTccc
d

c
p

c
d

c
vd

c1c
p J)q(q,ĤqJXXKXXKXJ(q)ÂΓ ++−−+−+= − &&&&&&&  

 
Remarquons l’absence de la matrice de sélection dans cette première boucle. Quant à la 

loi de commande en effort, elle est alors la suivante : 
 

( ) ( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+−−= ∫

t

0t
dfI

c
vfdf

Tc
F dτKXKKI-SJΓ FFFF &  

 
Remarquons bien que cette dernière loi n’affecte que les directions commandées en effort. 
 
Le schéma de commande est représenté à la figure (4.14). Les résultats obtenus par cette 

méthode sont illustrés par les figures (4.15,…, 4.30). 
 
 
 

(4.12) 

(4.13) 
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Les gains de correction pour le 1er et le 2ème signal sont : Kp = diag (5618, 0, 5618, 0, 

5618, 0) et Kv = diag (73, 0, 73, 0, 73, 0) pour les gains de commande en position, et Kfz = 
1.2, Kvfz = 22 et KfIz = 35 selon la direction contrainte cZ. 

 
Concernant le 3ème signal, les gains de la boucle de commande en effort sont fixés tels 

que : Kvfz = 0.5 et KfIz = 80. 
 
 
Pour pouvoir atteindre un effort de 40 N, un 4ème signal de consigne est appliqué. Il s’agit 

de 03 échelons successifs comme dans le cas du 2ème signal, sauf qu’ici les trois échelons ont 
des valeurs successivement croissantes telles que : SFd1 = 20 N, SFd2 = 30 N et SFd3 = 40 N. les 
gains de commande en position et en effort sont les mêmes que dans le cas du 1er et du 2ème 
signal. 

 
 
 
 
 

Figure 4.14  Commande hybride force/position inclusive par 
découplage non linéaire avec superposition des couples 

articulaires. 
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Figure 4.15  Poursuite de la trajectoire 
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Figure 4.16  Ecart normal à la surface de contact 
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Figure 4.17  Poursuite et erreur d’effort 
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Figure 4.18  Couples actionneurs fournis 
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Figure 4.19  Poursuite de la trajectoire. 
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Figure 4.20  Ecart normal à la surface de contact 
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Figure 4.21  Poursuite et erreur d’effort  
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Figure 4.22  Couples actionneurs fournis 
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Figure 4.25  Poursuite et erreur d’effort 
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Figure 4.23  Poursuite de la trajectoire 
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Figure 4.24  Ecart normal à la surface de contact 
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Figure 4.26  Couples actionneurs fournis 
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Figure 4.27  Poursuite de la trajectoire 
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Figure 4.28  Ecart normal à la surface de contact 
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Figure 4.30  Couples actionneurs Fournis 
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Figure 4.29  Poursuite et erreur d’effort 
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L’observation des résultats révèle que cette commande est plus performante que la 
commande hybride originale c'est-à-dire : dans le cas où la commande en position n’affecte 
que les directions commandées en position. 

 
Dans la phase de transition du mode libre vers le mode contraint, l’impact est adouci grâce 

à la contribution de la boucle de position dans la direction contrainte, contrairement au cas 
précédent où seule un terme impliquant la vitesse est introduit dans la boucle d’effort. 

 
L’imposition d’un régime transitoire désiré au lieu d’un échelon brusque a contribué à la 

réduction de l’effort durant l’impact, ce qui permet de respecter les limites des actionneurs et 
rend la tâche ainsi réalisable. Il est à noter ici que les oscillations sont éliminées et les couples 
sont lisses. 

 
Dans le même sens, il est à noter que vu la raideur élevée de l’environnement, un effort 

désiré considérable n’est pas envisageable dès le premier contact, mais il est possible de 
procéder par paliers comme le montrent les figures (4.27),…, (4.30) pour un quatrième signal 
consistant en 03 paliers successifs de 20, 30 et 40 N. Cependant, une limite d’effort est 
toujours existante à cause des limites des actionneurs et de l’environnement qui pourrait être 
endommagé. 

 
 
 
4.4. Commande en Impédance Généralisée (Commande Hybride 

Externe en Impédance) 
 
 
Nous allons exposer maintenant une commande hybride externe ayant comme commande 

en position celle par découplage non linéaire en utilisant le modèle dynamique du robot dans 
l’espace articulaire. Cette commande utilise aussi une matrice d’inertie désirée ; c’est une 
commande en impédance avec correction explicite de l’effort. C’est ce qui a été rapporté dans 
[Chan 96] sous le nom de Commande en Impédance Généralisée. 

 
Nous avons vu dans le paragraphe précédent qu’une loi de commande par découplage non 

linéaire est réalisée par la relation suivante : 
 

( ) FTcc1c J)q,q(ĤqJ)t(wJ)q(Â ++−=Γ − &&&  
 
Le problème revient à choisir l’entrée auxiliaire w(t). Pour la commande en impédance 

par découplage non linéaire avec retour d’effort présentée au § 3.3 nous avons choisi : 
 

( ) ( )[ ]F-XXKXXBMXw(t) c
d

cc
d

c1
d

c −+−+= − &&&&  
 
Où M, B et K sont des matrices définies positives et diagonales par rapport au repère de 

compliance représentant respectivement, les matrices d’inertie, d’amortissement et de raideur 
désirées du robot. 

 
L’absence de consigne en effort dans cette commande empêche d’asservir l’effort de 

contact. Cette commande a été étendue et généralisée pour pouvoir suivre une trajectoire 
désirée en effort. 

(4.14) 

(4.15) 
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Dans ce cas le modèle de comportement désiré est : 
 

( ) ( ) ( ) ( )FF -df
c

d
cc

d
cc

d
c KXXKXXBXXM −=−+−+− &&&&&&  

 
Kf est une matrice définie positive et diagonale par rapport au repère de compliance.  

L’entrée auxiliaire est, dans le cas où l’erreur de modélisation est nulle : 
 

( ) ( ) ( )[ ]FF -df
c

d
cc

d
c1

d
c KXXKXXBMXw(t) +−+−+= − &&&&  

 
La stabilité du système en boucle fermée dépend des paramètres de l’impédance et ceux 

de l’environnement. L’impédance désirée (4.16) doit être spécifiée d’une manière que 
lorsqu’elle est combinée avec la dynamique de l’environnement, la stabilité du système en 
boucle fermée soit préservée et un effort de contact adéquat puisse être obtenu. 

 
Soit un environnement modélisé comme dans (1.2) : 
 

( ) F=−++ e
cc

e
c

e
c

e XXKXBXM &&&  
 
Où eee KetB,M  sont les matrices d’inertie, d’amortissement et de raideur de 

l’environnement. La dynamique globale du système robot/environnement est obtenue en 
combinant (4.16) avec (4.18) : 

 
( ) ( ) ( )

e
c

efdfd
c

d
c

d
c

c
ef

c
ef

c
ef

XKKKXKXBXM

XKKKXBKBXMKM

++++=

+++++

F&&&

&&&
 

 
Qui est asymptotiquement stable si M, B, K et Kf sont choisies diagonales définies 

positives [Cha 96]. 
 
Dans [Khal 99] cette commande est augmentée d’une action intégrale sur l’effort. En 

posant l’entrée auxiliaire w(t) égale à la somme de deux termes wX(t) et wF(t) définis comme 
suit : 

 
)t(w)t(w)t(w FX +=  

 
( ) ( )[ ]XXKXXBMX(t)w c

d
cc

d
c1

d
c

X −+−+= − &&&&  
 

( ) ( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+−−= ∫−

t

t0
dfIdF

1
F dτKKSIM(t)w FFFF  

 
En substituant ces relations dans (4.14), il vient : 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

F.

FFFF

Tc

c
t

t0
dfIdf

c
d

cc
d

c1
d

c1c

J)q,q(Ĥ

qJdτKKSIXXKXXBMXJ)q(Â

++

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−−+−+−+=Γ ∫−−

&

&&&&&&

 

(4.20) 

(4.21) 

(4.22) 

(4.23) 

(4.16) 

(4.17) 

(4.18) 

(4.19) 
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KfI est la matrice diagonale définie positive représentant les gains intégraux de la boucle 
externe. Ce dernier terme force l’erreur statique en effort à zéro quelle que soit la consigne en 
position ce qui rend la boucle externe (en effort) hiérarchiquement supérieure à la boucle 
interne en régime permanent [Puj 95]. 

 
Remarquons également que la loi de commande en position est toujours active comme 

dans la commande hybride « non exclusive ». 
 
Le schéma de principe de cette commande est donné à la figure (4.31). Les résultats 

obtenus par cette méthode sont illustrés par les figures (4.32),…, (4.43). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Les signaux appliqués sont : 
 
* D’abord, le 1er signal de consigne avec les gains K = diag(17000, 0, 12000, 0, 17000, 0), 

B = diag(100, 0, 100, 0, 100, 0) et M = diag(1.1, 0, 2.2, 0, 1.1, 0) pour la boucle interne de 
commande en position, et Kfz = 1.2 et KfIz = 22 pour la boucle externe de commande en effort. 

 
* Ensuite, le 4ème signal de consigne à 03 échelons successifs de 20, 30 et 40 N avec les 

mêmes gains que pour le 1er signal. 
 
* Et enfin, le 3ème signal de consigne avec les mêmes gains sauf pour : KfIz = 14,4. 

Figure 4.31  Commande en Impédance Généralisée 
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Figure 4.32  Poursuite de la trajectoire 
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Figure 4.33  Ecart normal à la surface de contact 

5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4
x 10

-3 Ecart de position normale à la surface de contact

ez
c 

[m
]

temps [s]

Figure 4.34  Poursuite et erreur d’effort 
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Figure 4.35  Couples actionneurs fournis 
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Figure 4.36  Poursuite de la trajectoire 
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Figure 4.37  Ecart normal à la surface de contact 
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Figure 4.38  Poursuite et erreur d’effort 
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Figure 4.39  Couples actionneurs fournis 
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Figure 4.42  Poursuite et erreur d’effort 
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Figure 4.43  Couples actionneurs fournis 
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Figure 4.40  Poursuite de la trajectoire 
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Figure 4.41  Ecart normal à la surface de contact 
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Les résultats obtenus par la commande en impédance généralisée sont aussi satisfaisants 
que ceux obtenus par la commande hybride parallèle « non exclusive » et par conséquent, 
meilleure que la commande hybride parallèle « exclusive » ceci pour la même raison que la 
boucle de commande en position contribue toujours dans les directions commandées en effort. 

 
Il est aussi à noter qu’une commande hybride externe convient mieux dans les cas où 

l’environnement est mal spécifié. 
 
Nous avons vu dans le chapitre 2 qu’il existe plusieurs architectures pour réaliser une 

commande hybride externe. Pour ce cas de commande en impédance nous avons vu au 
chapitre 3 la contribution avantageuse des termes de l’impédance celui notamment en rapport 
avec l’inertie. 

 
 
 
4.5. Conclusion 
 
 
Dans ce chapitre nous sommes parvenu à résoudre le problème d’asservissement de 

l’effort de contact. Cet objectif est réalisé en appliquant les commandes explicites en effort 
comme la commande hybride force/position exclusive et inclusive, cette dernière élimine les 
inconvénients et garde les avantages de la première. La commande hybride externe en 
impédance (ou commande en impédance généralisée) donne des résultats plus uniformes par 
rapport aux différentes situations, c’est d’ailleurs la plus intéressante de toutes ces 
commandes, vu son aspect général du fait qu’elle est valable aussi bien pour la commande en 
espace libre qu’en stabilisation du contact ainsi qu’en asservissement de l’effort, aussi 
convient-elle plus lorsque l’environnement est mal spécifié. 

 
Nous avons remarqué des limitations dues aux couples fournis par les actionneurs qui, 

théoriquement, peuvent atteindre des valeurs supérieures à celles réalisables afin de suivre des 
consignes élevées en effort. Ces limites sont aussi en rapport avec la raideur de 
l’environnement qui induit des efforts importants pour contrer l’action du robot qui, à son 
tour, doit fournir des couples de plus en plus importants jusqu’à atteindre l’effort d’interaction 
désiré. On remarque juste après cela une diminution des couples actionneurs. Ces limitations 
des couples actionneurs impliquent donc une limitation sur la valeur de l’effort d’interaction 
désirable. 

 
Une solution pour atteindre des efforts plus élevés consiste à procéder par plusieurs paliers 

en respectant le temps que met le robot à se stabiliser dans chaque palier et réduire ses couples 
actionneurs pour, ensuite, passer au palier supérieur. 
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CHAPITRE 5 
 
 
 
 

Commande Hybride Force/Position  à 
Structure Variable 
 
 
 
 

5.1. Introduction 
 
 
Admettons à présent que le modèle que nous possédons est imprécis, cela peut provenir 

des incertitudes sur les paramètres du système (incertitudes paramétriques ou structurées) 
ou des simplifications opérées lors de l’élaboration du modèle (incertitudes non 
structurées). Les commandes en effort que nous avons exposé jusqu’ici ne sont pas 
insensibles à ces incertitudes et ne peuvent rejeter des perturbations qui les auraient pour 
origine. L’utilisation des techniques robustes de commande telle que la commande par mode 
de glissement ou le Backstepping ou encore la commande adaptative constitue une bonne 
solution pour ce type de problème. 

 
Dans cette partie nous nous intéressons à la commande par mode de glissement (ou 

Commande à Structure Variable). Cette commande a été proposée en premier en Union 
Soviétique par S.V. Emelyanov et fait l’objet de nombreux travaux de son équipe (Utkin, 
Taran, Kostyleva, etc.) à partir des travaux menés par le mathématicien A.F. Philippov sur les 
équations différentielles à second membre discontinu. 

 
La commande par mode de glissement fournit une solution systématique pour le problème 

du maintien de la stabilité et celui d’assurer des performances élevées malgré les incertitudes 
que peut présenter le modèle adopté du système. Ce type de commande a été appliqué avec 
succès aux robots manipulateurs, nous verrons dans ce travail la qualité de cette commande 
lorsqu’on est en présence de contact entre le robot et son environnement. 
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5.2. Rappel sur la Commande à Structure Variable 
 
 

5.2.1. Principe de la Commande à Structure Variable 
 
 
La commande à structure variable est de nature non linéaire de type discontinue qui 

implique une modification intentionnelle de la topologie du système forçant ainsi la trajectoire 
d’états du système (forcer la dynamique du système) bouclé à commuter autour d’une 
hypersurface prédéfinie (désirée) dite de glissement et à glisser sur elle jusqu’au point 
d’équilibre grâce à un dispositif et une logique de commutation. 

 
Lorsque le point représentatif du mouvement du système est maintenu sur la surface de 

glissement, le système est dit en régime glissant et il est alors plongé dans la dynamique d’un 
système réduit et libre. Ainsi, tant que les conditions de glissement sont assurées, la 
dynamique du système reste insensible aux incertitudes de modélisation, aux variations des 
paramètres du système et à certaines perturbations externes. 

 
 
On rappelle dans ce paragraphe d’une manière succincte quelques notions inhérentes à la 

commande à structure variable. 
 
 
 

5.2.2. Condition de Glissement 
 
 
Soit le système dynamique non linéaire décrit par l'équation d’état suivante : 
 

U)t,x(g)t,x(f
dt
dx

⋅+=  

Où ndeouvertunXx ℜ∈  est le vecteur d’état, )x(get)x(f  sont définis sur nℜ , avec 
[ ] [ ]Tn

T
n21 g,,g,g)x(g,f,,f,f)x(f,Xx0)x(g

21
KK ==∈∀≠ . La fonction commande étant 

définie dans ℜ→ℜℜ n:U, . 
 
La condition de glissement peut être formulée en déterminant une fonction scalaire de 

Lyapunov ℜ→ℜ:)x(V  qui soit positive (V(x) > 0) pour tout x de ℜ  (soit x le vecteur 
d’état de notre système). La fonction de Lyapunov est choisie de façon à décroître dans le 
temps. L’idée est de trouver une commande qui assure cette décroissance en rendant négative 
la dérivée de la fonction de Lyapunov. 

 
Soit : 
 

)x(S
2
1)x(V 2=  

 
Où S(x) décrit la distance du point x de la surface de glissement S(x) = 0, la fonction de 

Lyapunov est donc le carré de cette distance. Sa dérivée est : 

(5.1) 

(5.2) 
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)x(S)x(S)x(V && =  
 
Pour que la fonction de Lyapunov décroisse, nous devons assurer que : 
 

0)x(S)x(S)x(V <= &&  
 
Cette condition assure que la surface S soit attractive pour la trajectoire de phase : sous 

certaines conditions, le point représentatif de l'évolution du système dans l'espace de phase 
peut être maintenu sur la surface S(x) = 0 qui est choisie a priori. L'état du système bouclé est 
alors plongé dans l'état d’un système "réduit" de dimension inférieure et libre appelé système 
équivalent, dont les coefficients de son équation caractéristique sont identiques à ceux de 
cette surface. 

 
Tant que la condition ci-dessus est vérifiée, la dynamique et la stabilité du système bouclé 

ne dépendent plus que des coefficients de la surface de glissement, ce qui explique 
l’invariance de la commande à structure variable par rapport aux perturbations ainsi que son 
applicabilité aux systèmes linéaires et non linéaires [Ham 93]. 
 
 
 

5.2.3. Choix des Surfaces de Glissement 
 
 
La surface de glissement peut être linéaire ou non linéaire exprimée dans l’espace de 

phase ou d’état ou des erreurs : 
 
Dans l’espace d’état [Utk 77] : 
 

∑
=

=
n

1i
ii xc)x(S  avec : cn=1. 

 
Dans l’espace de phase [Slo 91] : 
 

x~
t

)x(S
1n−

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +
∂
∂

= λ  avec : xxx~ d −=  

 
Où λ  est une constante strictement positive et n : le plus petit entier positif tel que : 
 

0
U
S
≠

∂
∂&  : Ceci assure la commandabilité. 

 
 

5.2.4. Synthèse par la Commande Equivalente Augmentée 
 

 
Il existe dans la littérature trois méthodes pour fixer la structure et les paramètres de la 

CSV telle que la commande par relais, la commande par retour d’état linéaire à gains 
commutés et la commande équivalente augmentée que nous présentons ci-après : 

(5.5) 

(5.6) 

(5.7) 

(5.3) 

(5.4) 
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Dans la réalité pratique, on est confronté à la présence de seuils, retards et hystérésis. 
Avec la seule commande équivalente (commande par mode glissant équivalente Ueq qui est 
déduite de la condition 0)x(S =&  durant le régime glissant permanent telle que la trajectoire du 
système reste sur la surface de glissement S(x) = 0), le point x(t) reste seulement au voisinage 
de la surface S(t) = 0. Cette commande est alors augmentée pour constituer une combinaison 
de deux composantes : une composante de basse fréquence qu’est cette commande de 
linéarisation proposée par Philippov et Utkin, et une autre composante de haute fréquence Ucm 
qui est ajoutée en tant que commande auxiliaire pour garantir l’attractivité de la surface de 
glissement, ces deux composantes contribuent ensemble à la vérification de la condition 
(5.4) : 

 
cmeq UUU +=  

 
En portant l’expression de U dans l’équation (5.1), on obtient l’équation d’état du système 

commandé par la commande équivalente augmentée : 

 

cm

T1T

U)t,x(g)t,x(f
x
S)t,x(g

x
S)t,x(gI

dt
dx

+
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−=
−

 

 
L’équation d’état du système en mode glissant est obtenue lorsqu’on est en régime 

glissant (i.e., Ucm = 0 pour S(x) = 0). 
 
Le second terme de la commande U, est déterminé de manière à vérifier la condition 

d’attractivité. La forme généralement utilisée de Ucm est une commande par relais (figure 
5.1) : 

 

⎩
⎨
⎧

<−
>+

==
0)x(SsiK
0)x(SsiK

))x(S(sgnKUcm  

 
Avec : K un gain positif. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

+K 

-K 

S(x) 

Ucm

Figure 5.1  Fonction signe ou relais 

(5.9) 

(5.8) 

(5.10) 
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5.2.5. Commande Intégrale 
 
 
Si l’on veut une action intégrale dans notre commande il suffira de prendre la surface de 

glissement de la forme suivante : 
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +
∂
∂

= ∫
− t

0

1n

dtx~
t

)x(S λ  avec : xxx~ d −=  

 
Où λ  est une constante strictement positive et n est l’ordre du système par rapport à 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∫
t

0

dtx~ . Dans le cas où n=3 par exemple la surface de glissement aura la forme suivante : 

 

∫∫ ++=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +
∂
∂

=
t

0

2
t

0

2

dtx~x~2x~dtx~
t

)x(S λλλ &  

 
 
 

5.2.6. Le phénomène du Chatterings 
 

 
Dans une commande à structure variable, la commande discontinue nécessite une haute 

activité (commutations infiniment rapides) pour compenser la dynamique non modélisée. En 
pratique, cette commutation n’est pas instantanée et la commande n’est ainsi pas aussi rapide 
qu’il est exigé, à cause du temps mis dans le calcul de la commande et les limitations 
technologiques des dispositifs de commutation [Hun 93]. De plus, la valeur de S(x) n’est pas 
connue avec une précision infinie. Cette limite sur la rapidité de commutation conduit à 
l’apparition d’oscillations indésirables de haute fréquence (couramment appelées chatterings) 
autour de la surface de glissement. Ces oscillations peuvent servir de source d’excitation pour 
la dynamique de haute fréquence non modélisée du système [Slo 91]. Ce phénomène est 
d’autant plus important que les gains de la commande discontinue sont grands. 

 
Pour réduire ces oscillations, la composante discontinue de la commande est adoucie afin 

d’établir un compromis entre la précision et la robustesse du système à la dynamique non 
modélisée. Ceci est réalisé, dans certains cas, par l’approximation de la fonction signe par 
une fonction continue au voisinage de la surface de glissement telle qu’une fonction de 
saturation non linéaire (figure 5.2) définie comme suit : 

 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

Φ−<−

Φ≤
Φ

Φ>+

==

)x(SsiK

)x(Ssi)x(SK

S(x)siK

))x(S(satKUcm  

 
 
Cette fonction crée une couche limitée (boundary layer) autour de la surface de 

glissement où l’état du système peut se situer en présentant une marge d’erreur de position 
notée ε  telle que : 

(5.11) 

(5.12) 

(5.13) 
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2n:avec1n =
Φ

= −λ
ε  

 
Où Φ est l’épaisseur de la bande limité, ε  sa largeur et λ est la pente de la surface de 

glissement dans l’espace d’état (figure 5.3). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Une conséquence de cet adoucissement est que le système perd son invariance mais 

possède une robustesse qui est fonction de la largeur de la bande limitée [Hun 93]. Malgré 
cela, la commande douce est nettement plus performante que la commande par relais (voir 
[Slo 91]). 

 
Une autre fonction peut être utilisée pour réduire les chatterings, c’est la fonction voisine 

de la fonction signe (figure 5.4) : 

S(x) 

Ucm 

+K 

-K 

Φ 
-Φ 

Figure 5.2  Fonction saturation 

Figure 5.3  Couche ou bande limitée 

x

x&

Φ 

ε

S(x) = 0 

(5.14) 
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⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

Φ<−

Φ≤
+

Φ>+

=

)x(SsiK

)x(Ssi
)x(S

)x(SK

S(x)siK

Ucm δ
     Où 0>δ  rend la fonction continue. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Dans la suite de ce travail, nous nous intéresserons à la commande à structure variable par 
linéarisation et découplage non linéaire. 

 
 
 
5.3. Application de la CSV à la Commande en Effort du Robot 

PUMA 560 
 
 
L’application de la commande à structure variable via un découplage non linéaire donne 

lieu de deux boucles imbriquées comme on l’a déjà vu précédemment dans les commandes 
non robustes : la boucle interne consiste en la linéarisation et au découplage de la dynamique 
du système, cette boucle est complémentée par une boucle externe de commande à structure 
variable qui prend une forme applicable à un système linéaire multivariable découplé. 

 
Nous allons essayer de bénéficier de la robustesse de la commande à structure variable par 

rapport aux perturbations paramétriques. Pour l’asservissement en effort nous procéderons 
comme dans le chapitre précédent. Dans ce qui va suivre nous allons progresser par étapes 
jusqu’à arriver à l’objectif qui est la commande à structure variable de la position et de 
l’effort. 

 
On commencera par la commande de la position sans commander l’effort, on traitera 

ensuite le problème du chatterings. Nous introduirons ensuite une boucle de commande en 
effort d’un type vu précédemment (commande en impédance généralisée). Nous terminerons 
par l’introduction d’une commande à structure variable en effort à la place de la commande en 
impédance généralisée. 

 

(5.15) 

Figure 5.2  Fonction sigmoïde 

Ucm

S(x) 

+K 

- Φ 
Φ 
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5.3.1. Commande à Structure Variable en Présence de Contact 
sans Réglage de l’Effort 

 
 
Rappelons le modèle général d’un robot manipulateur : 
 

FcTcJ)q,q(Hq)q(A ++=Γ &&&  
 
Où : 
 

)q,q(F)q(G)q,q(C)q,q(H &&& ++=  
 
Et le terme FcTc J  représente l’effort cartésien exercé par le robot sur l’environnement 

projeté dans l’espace articulaire grâce à la matrice jaobienne du robot écrite dans le repère de 
compliance. 

 
Le modèle estimé du système est le suivant : 
 

FcTcJ)q,q(Ĥq)q(Â ++=Γ &&&  
 
Le découplage non linéaire du système donne lieu de m sous-systèmes linéaires 

monovariables dont la dynamique en boucle fermée, dans le cas où les erreurs de modélisation 
et de mesure sont nulles, est représentée sous la forme vectorielle suivante : 

 
)t(wq =&&  

 
Où w(t) est une entrée auxiliaire qui décrit la dynamique désirée du robot. 
 
L’application de la commande par mode de glissement pour un système multivariable 

implique le choix d’un ensemble de surfaces de glissement qui doivent supporter la trajectoire 
du système dans l’espace des erreurs. Dans le cas d’un ensemble de m sous-systèmes linéaires 
comme décrit dans (5.19), on définit un vecteur de surfaces dont les éléments sont décrits 
par : 

 

m,,1iq~
t

)q(S i

1n

ii L=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +
∂
∂

=
−

λ  

 
Où idii qqq~ −= et n correspond à l’ordre du sous-système i qui est égal à 2 dans le cas 

d’un robot manipulateur. Par conséquent, chaque surface aura la forme suivante : 
 

iiii q~q~)q(S λ+= &  
 
Durant le mode de glissement (Si(q) = 0) on a : 
 

0)q(Si =&  
 

iidiiiiidiiii q~qq0q~qq0q~q~ &&&&&&&&&&&&& λλλ +=⇔=+−⇔=+⇒  

(5.16) 

(5.17) 

(5.18) 

(5.19) 

(5.20) 

(5.21) 

(5.22) 

(5.23) 
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Cette expression correspond à la dynamique désirée en régime glissant du robot introduite 
dans la commande (5.18) par le vecteur d’entrée auxiliaire w(t) du système (5.19) dont les 
éléments wi(t) s’écrivent : 

 

iidii q~q)t(ŵ &&& λ+=  
 
Si le système reste sur la surface de glissement choisie, l’erreur de poursuite tendra 

asymptotiquement vers 0 0t ≥∀ . Mais comme on l’a vu au § 5.2.4, la commande globale 
rassemblant les relations (5.18), (5.19) et (5.23) correspondant à la commande équivalente, 
n’assure les conditions de glissement sur les surfaces que dans le cas idéal considéré 
jusqu’ici : 

 
FcTc

eq J)q,q(Ĥ)t(ŵ)q(Â ++=Γ &  
 
Dans le cas réel, des incertitudes commises sur le modèle dynamique viennent s’ajouter 

aux limites technologiques de mesure. Les erreurs d’estimation des termes de la dynamique 
)q,q(Ĥet),q(Â & sont supposées bornées par des fonctions connues : 

 

)q,q(F̂)q,q(F)q,q(F

)q(Ĝ)q(G)q(G

)q,q(Ĉ)q,q(C)q,q(C

)q,q()q,q(H)q,q(F)q(G)q,q(C)q,q(Ĥ)q,q(H

)q()q(A)q(Â 1

&&&

&&&

&&&&&&

−=∆

−=∆

−=∆

≤∆=∆+∆+∆=−

≤Λ=−

δ

β

 

 
Où ⋅  représente la norme euclidienne d’un vecteur ou d’une matrice, Λ est une matrice 

diagonale définie positive et β  est une fonction scalaire définie telle que 110 ≤<
β

 et δ est 

une fonction scalaire. 
 
Pour assurer les conditions d’attractivité et de glissement en dépit des incertitudes citées 

ci-dessus, il faudra ajouter une composante discontinue de haute fréquence dans la 
commande : 

 
)Ssgn(K)t(ŵ)t(w +=  

 
Où )k(diagK i=  avec i =1,…, m est une matrice diagonale de gains positifs choisis de 

manière à satisfaire les conditions de glissement (5.4) qu’on peut écrire comme suit [Slo 91] : 
 

0SSSSSS TTTT ≤+⇔−≤ ηη &&  
 
Où η  est un vecteur à éléments constants et positifs. En substituant )t(wet,q eqΓ&& par 

leurs expressions dans S& , on obtient : 
 

(5.24) 

(5.27) 

(5.26) 

(5.28) 

(5.25) 
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( )[ ] q~JHJĤwÂAqS TcTc1
d

&&&& λ+−−++−= − FF  
 

( ) ( ) ŵĤHA)Ssgn(KŵÂAS 11 +−++−= −−&  
 

( ) ŵHA)Ssgn(KŵS 11 +∆++Λ−= −−&  
 

( ) )Ssgn(KHAŵIS 111 −−− Λ−∆+Λ−=&  
 
En utilisant (5.29), la condition (5.28) devient alors : 
 

( ){ } 0S)Ssgn(KHAŵIS T111T ≤+Λ−∆+Λ− −−− η  
 

0S)Ssgn(KHAŵŵS
m

1i
iijjj

m

1j

1
ij

m

1j
j

1
ijj

m

1j

1
ijii ≤+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Λ−∆+Λ−⇔∑ ∑∑∑

= =

−

=

−

=

− η  

 
Sachant que iii S)Ssgn(S =  et en divisant la relation (5.30) par iS , il vient : 
 

0)Ssgn(KHAŵŵ)Ssgn(
m

1i
ijjj

m

1j
ij

1
m

1j
j

1
ijj

m

1j

1
ijii ≤+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Λ−∆+Λ−∑ ∑∑∑

= =

−

=

−

=

− η  

 

∑ ∑∑∑ ∑
= =

−

=

−

= =

− +⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∆+Λ−≥Λ

m

1i
i

m

1j
j

1
ijj

m

1j

1
ijii

m

1i
jjj

m

1j

1
iji HAŵŵ)Ssgn()Ssgn(K)Ssgn( η  

 
En réécrivant cette inégalité de nouveau sous forme matricielle, il vient : 
 

( )[ ] ηT11T1T u∆HAŵΛIsgn(S)sgn(S)KΛsgn(S) ++−≥ −−−  
 
u est un vecteur unité (1Gm). La matrice 1−Λ est supposée être diagonale définie positive, 

le membre de gauche de l’inégalité est donc positif. En multipliant l’inégalité par Λ, on 
obtient : 

 
( )[ ] ηT1TT u∆HAΛŵIΛsgn(S)uKu ++−≥ −  

 
Pour avoir une solution vérifiant la condition (5.28) le membre de droit de (5.32) doit être 

positif. Plusieurs choix peuvent être considérés. En vertu des relations (5.26), la solution 
choisie pour les ki assurant la condition (5.28) est la suivante : 

 
( )i

1
i Aŵ1k ηδββ ++−≥ −               i = 1,…, m. 

 
Avec : 
 

11 Â1A −− =
β

 

 

(5.32) 

(5.34) 

(5.35) 

(5.29) 

(5.30) 

(5.31) 

(5.33) 
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Cette commande est schématisée à la figure (5.5). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
De la même manière il est possible de formuler une commande à structure variable avec 

correction dans l’espace opérationnel.  
 
D’une part, les surfaces de glissement auront la forme incluant le terme intégral telle que 

dans la relation (5.11) : 
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +
∂
∂

= ∫
t

0

2

dtx~
t

)x(S λ  

 
où XXx~ c

d
c −= , et chaque surface Si aura la forme suivante : 

 

∫++=
t

0t
i

2
iiiii dtx~x~2x~S λλ&  

 
Durant le mode de glissement (Si(x) = 0) on a :  
 

0)x(Si =&  
 

0x~x~2XX0x~x~2x~ i
2

iiidii
2

iii =++−⇔=++⇒ λλλλ &&&&&&&&  
 

i
2
iiidii x~x~2XX λλ ++= &&&&&  

 
Cette expression correspond à la dynamique du système au moment de glissement. 

(5.36) 

(5.38) 

(5.39) 

(5.37) 

Figure 5.5  Schéma de la commande à structure variable via un 
découplage non linéaire avec correction dans l’espace articulaire 
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D’autre part, la loi de commande par découplage non linéaire avec correction dans 
l’espace opérationnel est la suivante : 

 
( ) )q,q(ĤqJ)t(ŵJ)q(Â c1c

eq &&& +−=Γ −  
 
Cette expression correspond à la commande équivalente qui conduit le robot en régime 

glissant où le vecteur de commande auxiliaire est composé des éléments tels que : 
 

ii X)t(ŵ &&=  
 
En ajoutant le terme de haute fréquence, il vient : 
 

)Ssgn(K)t(ŵ)t(w +=  
 
Les gains de commutation K sont fixés de manière à assurer les conditions de glissement 

(5.28) et de la même manière que précédemment : 
 

( )i
1cc

i JAqJŵ1k ηδββ ++−−≥ −&&               i = 1,…, m. 
 
Les ik  sont regroupés dans un vecteur k  tel que : )k(diagK =  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Dans le cas où le robot entre en contact avec l’environnement, la commande est 

synthétisée en considérant l’effort d’interaction comme perturbation externe inconnue en 

(5.40) 

(5.41) 

(5.42) 

(5.43) 

Figure 5.6  CSV par découplage non linéaire avec correction dans 
l’espace opérationnel. 
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l’absence d’un capteur d’effort mais dont la valeur est donnée par une fonction estimée 
)x,x,x(c &&&F  bornée selon : 

 
D)x,x,x()q(J cTc ≤&&&F  

 
Les gains de glissement deviennent : 
 

( )i
1cc

i )D(JAqJŵ1k ηδββ +++−−≥ −&&  
 
Le schéma récapitulant cette commande avec correction dans l’espace opérationnel est 

représenté à la figure (5.6). 
 
Les résultats de simulation de cette commande sont présentés aux figures (5.7). Pour les 

coefficients λ=diag(72, 0, 72, 0, 72, 0), η=0.01. Les différents paramètres de configuration 
sont supposés connus avec une erreur d’estimation et une erreur de mesure de ±10%. 

 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(5.45) 

(5.44) 
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Les résultats montrent que cette commande est insensible aux perturbations paramétriques 

et aux perturbations externes même si aucune information sur ces dernières n’est disponible. 
 
En effet, dans l’espace libre on observe une très bonne poursuite de la trajectoire malgré 

les erreurs d’estimations. L’augmentation de l’erreur d’estimation est souvent surmontée en 
modifiant les paramètres de la surface de glissement. 

 
Lorsque le robot entre en contact avec l’environnement la poursuite de trajectoire est 

assurée car le robot revient sur la surface à chaque fois qu’il la quitte et l’erreur de poursuite 
est très faible et ceci tout au long de la phase de contact. Les efforts d’interaction ne 
déstabilisent pas le robot comme c’est le cas pour les commandes classiques (PID…). Ceci est 
vrai même si l’effort d’interaction est supposé être nul par la commande en mettant en 
l’occurrence D=0. Ceci démontre la robustesse de la commande à structure variable par 
rapport aux perturbations externes. 

Figure 5.7  Résultats de la CSV en espace libre et en contact sans commande de l’effort 
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Le phénomène de chatterings apparaît nettement durant la première phase. Pour éliminer 
ces oscillations on utilise la fonction sat définie plus haut. On fixera λ=diag(95, 0, 95, 0, 95, 
0). Et ε = 0.001. L’erreur d’estimation est de 10%. On obtient les résultats de la figure (5.8). 
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Les résultats montrent effectivement la disparition des chatterings durant les deux phases. 

La précision et la robustesse de la commande par rapport aux perturbations paramétriques et 
externes sont préservées. 

 
 
 

5.3.2. Commande Hybride à Structure Variable avec 
Commande en Impédance Généralisée de l’Effort 

 
 
Nous avons vu que la commande à structure variable est robuste par rapport aux 

perturbations paramétriques et aux perturbations externes. Il est possible de combiner cette 
méthode comme il a été fait pour les commandes de position en espace libre, avec une 
commande explicite en effort pour accomplir des tâches combinées en espace libre et en 
contact. 

 
L’objet est à nouveau la commande hybride mais cette fois-ci, la boucle de commande en 

effort est complètement séparée de la boucle de commande en position, c'est-à-dire que la 
commande en position (la CSV) n’est appliquée qu’aux directions commandées en position. 

 
Nous avons montré au chapitre précédent que la commande hybride parallèle « non 

exclusive » c'est-à-dire : celle qui utilise pour les directions contraintes une loi de commande 
simultanément en effort et en position tandis que les directions libres ne sont affectées que par 
une loi de commande en position, donne de meilleures résultats que la commande hybride 
originale. 

 
L’application de la commande à structure variable en tant que commande en position dans 

la commande hybride non exclusive rend le système instable parce que la commande à 
structure variable considère la boucle de commande en effort comme source de perturbation 
ce qui implique un conflit entre les deux boucles surtout lors de la présence d’une action 
intégrale sur l’effort dans la boucle de commande en effort. 

Figure 5.8  Résultats de la CSV sans commande de l’effort avec fonction Saturation 
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Il va falloir appliquer chaque type de commande pour la direction cartésienne concernée. 
Cependant, pour assurer simultanément une poursuite précise de la trajectoire et une poursuite 
stable de l’effort exercé sur l’environnement, il faudrait une loi de commande en position 
« moins stricte » à côté de la loi de commande en effort pour les directions contraintes.  

 
On rappelle que dans le chapitre précédent nous avons utilisé pour les directions 

contraintes une loi de commande en effort en plus d’une commande de type PD par 
découplage non linéaire ou une commande en impédance généralisée. Cette dernière sera 
utilisée ici uniquement pour les directions commandées en effort. 

 
Concernant la commande, il s’agit d’une loi de commande hybride parallèle exclusive où 

les directions cartésiennes séparées en celles libres et celles contraintes : une commande en 
impédance généralisée pour la boucle en effort et une loi de commande à structure variable 
pour la boucle de commande en position. Ajoutons à cela qu’elle exploite le modèle 
dynamique du robot, les couples actionneurs sont alors : 

 
( ) FcTcc1c )q(J)q,q(ĤqJ)t(WJ)q(Â ++−=Γ − &&&  

 
L’entrée auxiliaire est définie ainsi : 
 

)t(w)t(w)t(W Fp +=  
 
Avec : 
 

( ))Ssgn(K)t(ŵS)t(w spp +=  
 
Où Sp est la matrice dont les élément à 1 désignent les directions commandées en position 

et S est le vecteur des surfaces de glissement des différents sous systèmes. La commande qui 
assure la conduite du système au moment du glissement est définie comme dans (5.39) : 

 
x~x~2X)t(ŵ c2c

d
c λλ ++= &&&  

 
Les surfaces de glissement ont la forme suivante : 
 

∫++=
t

0

c2cc dtx~x~2x~S λλ&  

 
Les gains de glissement seront alors : 
 

( )i
1cc

i )D(JAqJŵ1k ηδββ +++−−≥ −&&  
 
Regroupés dans un vecteur k  tel que : ).k( iagdKs =  
 
 
La loi de commande en effort est : 
 

(5.50) 

(5.49) 

(5.46) 

(5.47) 

(5.48) 

(5.51) 
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Figure 5.9  Commande hybride force/position avec régulateur à 
structure variable de la position et découplage et commande en 

impédance généralisée de l’effort. 
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Où les matrices M, B et K représentent l’inertie, l’amortissement et la raideur désirées, 

elles contiennent les paramètres d’impédance de sortie désirée du robot dans les directions 
contraintes. Les coefficients Kf et KfI sont les gains proportionnels et intégraux de l’effort. Le 
schéma de cette commande est présenté à la figure (5.9). 

 
Il est aussi possible d’opter pour une loi de commande en effort de la forme : 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−+−+−+−= ∫

t

t0
dfIdf

c
d

c
p

c
d

c
dd

c
pF dτKKXXKXXKXSI(t)w FFFF&&&&  

 
Où Kd et Kp sont les gains proportionnels et dérivés de la correction de la position selon 

les directions contraintes.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(5.52) 

(5.53) 
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Les simulations sont effectuées pour les mêmes signaux d’effort désiré que ceux utilisés 
au chapitre 4, les résultats obtenus sont illustrés par les figures (5.10),…, (5.21). 

 
La fonction de commutation utilisée dans les simulations est la fonction de saturation où 

le facteur ε est fixé à 0.001, les coefficients des surfaces sont tels que λ = diag(90, 0, 90, 0, 90, 
0). L’erreur d’estimation est de 10%. Les gains de la boucle d’effort sont : Kf = 1.3, KfI = 20, 
K = diag(0, 0, 12000, 0, 0, 0), B = diag (0, 0, 100, 0, 0, 0) et M = diag (1, 1, 2.2, 1, 1, 1). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 5.10  Poursuite de la trajectoire 
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Figure 5.11  Ecart normal à la surface de contact 
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Figure 5.12  Poursuite et erreur d’effort 

5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
0

5

10

15

20

Efforts désiré et exercé sur l"environnement

Fd
 e

t F
e 

[N
]

Fd
Fe

5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

-2

-1

0

1

2
Erreur d"effort

Fd
-F

e 
[N

]

temps [s]

Figure 2.13  Couples actionneurs fournis 

0 5 10 15

-150

-100

-50

0

U
2

Couples actionneurs U2, U3 et U5

0 5 10 15
-40

-20

0

20

U
3

0 5 10 15
-2

0

2

U
5

temps [s]



CHAPITRE 5 :                                                                                 Commande Hybride Force/Position à Structure Variable 

 98

Figure 5.14  Poursuite de la trajectoire 
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Figure 5.15  Ecart normal à la surface de contact 
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Figure 5.16  Poursuite et erreur d’effort 
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Figure 5.17  Couples actionneurs fournis 
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Figure 5.18  Poursuite de la trajectoire 

0.54 0.56 0.58 0.6 0.62 0.64 0.66 0.68 0.7 0.72 0.74

0.12

0.14

0.16

0.18

0.2

0.22

0.24

0.26

0.28

0.3

0.32

Trajectoires désirée et résultante

X [m]

Z 
[m

]

Traj dés
Traj rés

Figure 5.19  Ecart normal à la surface de contact 
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Figure 5.20  Poursuite et erreur d’effort 
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Figure 5.21  Couples actionneurs fournis 
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Nous observons à travers ces résultats une bonne poursuite de la trajectoire et de l’effort. 
Le mode transitoire est plus doux que dans le chapitre précédent (commandes hybrides) 
puisqu’on n’observe aucun pic durant l’impact. Les couples actionneurs sont de loin inférieurs 
aux couples maximaux des actionneurs, ce qui permet la réalisation de cette commande. 

 
 
 

5.3.3. Commande Hybride Force/Position à Structure Variable 
 
 
L’effort peut être aussi commandé par mode de glissement en choisissant une surface de 

glissement telle que : 
 

∫ ∫∫∫ ++++=
t

tc

t

tc
fI

t

tc
f

t

tc

c
p

c
d

c
F dtKdtKdtx~Kx~Kx~S ~~ FF&  

 
Cette surface ne prend pas la forme proposée par Slotine mais le principe de dérivation de 

la loi de commande en régime glissant est respecté. En dérivant la relation (5.54) il vient : 
 

0dtKKx~Kx~Kx~S
t

tc
fIf

c
p

c
d

c
F

~~
=++++= ∫FF&&&&  

 
La loi de commande en régime glissant de la direction commandée en effort est alors prise 

identique à celle donnée en (5.53) : 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−+−+−+−= ∫

t

t0
dfIdf

c
d

c
p

c
d

c
dd

c
F dτKKXXKXXKXSI(t)ŵ FFFF&&&&  

 
Où S définit la matrice de sélection des directions non contraintes. 
 
La loi de commande en position en régime glissant des directions commandées en 

position est la suivante : 
 

( )x~x~2XS)t(ŵ c2c
d

c
P λλ ++⋅= &&&  

 
Les surfaces de glissement correspondantes ont la forme proposée par Slotine : 
 

∫++=
t

0t

c2cc
P dtx~x~2x~S λλ&  

 
La loi de commande auxiliaire globale hybride est : 
 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−+−+−+−+

++=

∫
t

t0
dfIdf

c
d

c
p

c
d

c
dd

c

c2c
d

c

dτKKXXKXXKXSI

x~x~2XSŵ

FFFF&&&&

&&& λλ
 

(5.58) 

(5.57) 

(5.56) 

(5.54) 

(5.55) 

(5.59) 
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En ajoutant le terme de commutation, la commande auxiliaire devient :  
 

)S(sgnKŵw s+=  
 
Où les surfaces sont définies selon les directions à commander soit en position ou en 

effort : 
 

( ) ),x(SSI)x(SS),x(S FPFP FF ⋅−+⋅=  
 
Et Ks est une matrice diagonale de gains positifs calculés selon la même relation donnée 

en (5.51) : 
 

( )i
1cc

i )D(JAqJŵ1k ηδββ +++−−≥ −&&  
 
Où k  est un vecteur regroupant les éléments ki tel que : )k( diag  Ks = . Il faudra tenir 

compte aussi de : 
 

11 Â1A −− =
β
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Figure 5.22  Commande hybride force/position par mode de glissement 
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Le schéma de la figure (5.22) récapitule les différentes relations de la commande hybride 
force/position à structure variable. 

 
 
Les tests de simulation sont conduits dans le cas où les erreurs d’estimation sur le modèle 

du robot est de 10%, la commande incorpore la fonction saturation pour éliminer les 
chatterings avec une bande d’erreur de ε=0.0005. Les différents gains sont fixés tels que : 
λ=diag(72, 0, 72, 0, 72, 0), Kf = 0.5, KfI=18, Kp = diag(0, 0, 6000, 0, 0, 0) et Kd = diag (0, 0, 
65, 0, 0, 0). Les résultats correspondants sont présentés aux figures (5.23),…, (5.34). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 5.23  Poursuite de la trajectoire 
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Figure 5.24  Ecart normal à la surface de contact 

5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4
x 10

-3 Ecart de position normale à la surface de contact

ez
c 

[m
]

temps [s]

Figure 5.26  Couples actionneurs fournis 
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Figure 5.25  Poursuite et erreur d’effort 
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Figure 5.29  Poursuite et erreur d’effort 
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Figure 5.27  Poursuite de la trajectoire 
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Figure 5.28  Ecart normal à la surface de contact 
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Figure 5.30  Couples actionneurs fournis 

0 5 10 15
-180
-160
-140
-120
-100
-80
-60

U
2

Couples actionneurs U2, U3 et U5

0 5 10 15
-40

-20

0

20

U
3

0 5 10 15
-1

0

1

U
5

temps [s]



CHAPITRE 5 :                                                                                 Commande Hybride Force/Position à Structure Variable 

 104

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 5.31  Poursuite de la trajectoire 
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Figure 5.32  Ecart normal à la surface de contact 
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Figure 5.33  Poursuite et erreur d’effort 
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Figure 5.34  Couples actionneurs fournis 
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Les résultats de la commande hybride force/position à structure variable sont très 
satisfaisants. On observe une très bonne poursuite de la trajectoire et de l’effort. La supériorité 
de cette commande apparaît surtout dans le régime transitoire où il est le plus doux et suit sans 
la moindre vibration le régime transitoire désiré. De plus, les commandes sont pratiquement 
lisses. 
 
 
 

5.4. Conclusion 
 
 
Dans ce chapitre nous avons vu une approche hybride force/position de commande en 

effort mettant à profit la propriété de robustesse de la commande à structure variable par 
rapport aux perturbations paramétriques et externes. 

 
Nous avons considéré le cas où la commande à structure variable est appliquée 

uniquement aux directions commandées en position. Une commande en impédance 
généralisée est ensuite introduite pour les directions commandées en effort. 

 
En plus de la bonne poursuite de la trajectoire et de l’effort, la commande à structure 

variable présente une robustesse par rapport aux perturbations paramétriques et externes ce 
qui n’est pas le cas des commandes vues au chapitre précédent. 

 
Nous avons ensuite vu une commande hybride force/position à structure variable 

appliquée aux directions commandées en position et celles commandées en effort. Les 
résultats sont très satisfaisants. 

 
L’avantage de la commande à structure variable dans cette commande est sa robustesse 

par rapport aux perturbations paramétriques et externes ce qui est d’un grand intérêt surtout 
concernant les axes commandées en effort. 
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Conclusion Générale 
 
 
 
 

Les différentes parties et étapes de ce travail nous amène à tirer les conclusions suivantes : 
 
Les commandes conçues pour conduire un robot manipulateur en mouvements dans 

l’espace libre sont incapables de le conduire en présence de contact avec l’environnement. 
Ceci est dû à la négligence des efforts d’interaction mis en jeu ainsi une erreur, aussi, petite 
soit-elle peu induire l’instabilité complète du système robot/environnement. 

 
Les commandes conçues pour contourner ce problème sont réparties en deux grandes 

classes : les commandes implicites en effort et les commandes explicites en effort. La 
première classe contient la commande à compliance passive où la dissipation des efforts 
déstabilisateurs du système est assurée par l’interposition d’un dispositif déformable entre 
l’organe terminal et le robot. Les autres commandes implicites en effort peuvent être 
englobées par la commande en impédance puisqu’elles ne sont que des cas spéciaux (des 
sous-classes de la commande en impédance) et moins élaborées que la commande en 
impédance dont la spécificité est de moduler et de réguler non pas la position du robot ni 
l’effort qu’il exerce sur l’environnement mais l’impédance de sortie du robot. Cette méthode 
assure, dans les cas où l’exigence sur la régulation de l’effort n’est pas stricte, des 
performances acceptables à savoir qu’elle maintient la stabilité du contact. Cette commande 
peut conduire le robot en contact aussi bien qu’en espace libre sans modification des gains. 

 
La deuxième classe qui représente les commandes explicites en effort nécessitent deux 

consignes, l’une en position, l’autre en effort. Elles sont réparties en deux sous-classes 
principales : la commande hybride parallèle et la commande hybride externe. La commande 
hybride force/position parallèle avec sélection des directions commandées en position qu’on a 
appelé exclusive présente quelques inconvénients notamment les vibrations du robot au 
moment de l’impact (mode transitoire) et durant toute la phase de contact malgré le maintien 
du contact durant cette phase. Ces inconvénients sont annulés par la commande hybride 
parallèle sans sélection des directions commandées en position qu’on a appelé inclusive. Dans 
le cas où l’environnement est mal spécifié il convient d’utiliser la commande hybride externe. 
La commande hybride externe en impédance ou commande en impédance généralisée 
constitue quant à elle une commande générale en effort. 

 
Les incertitudes paramétriques et les perturbations externes constituent un élément 

déstabilisant pour le système, d’où le besoin de recourir parfois à des commandes capables de 
rejeter ces perturbations, cette propriété est appelée robustesse. On a vu dans le chapitre 5 une 
commande robuste très efficace dite à structure variable. Deux manières sont possible pour 
l’application de cette commande pour les tâches compliantes : soit uniquement les directions 
commandées en position sont affectées par la commande à structure variable, soit elle est 
appliquée aussi bien aux directions commandées en position qu’à celle commandées en effort, 
dans les deux cas les deux boucles de commande sont séparées d’une manière exclusive. Les 
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résultats sont très satisfaisants sur tout dans le cas où la commande à structure variable est 
appliquée aux deux boucles. Ces résultats ont mis en évidence la supériorité et l’efficacité de 
la commande à structure variable par sa propriété de robustesse vis-à-vis des perturbations 
paramétriques et externes. 

 
Nous avons ainsi traité quelques problèmes inhérents à la commande des robots 

manipulateurs en présence de contact tels que la stabilisation du système, l’asservissement de 
l’effort et le rejet des perturbations. Cependant, d’autres problèmes sont souvent rencontrés à 
cause de la méconnaissance de l’environnement. La commande à structure variable permet de 
compenser les incertitudes de modélisation du robot et de rejeter certaines mais pas toutes les 
perturbations externes. Ces perturbations sont de nature aléatoires et dépendent des 
paramètres de l’environnement, aussi pour résoudre ce problème, la commande adaptative est 
utilisée pour estimer les paramètres de l’environnement et d’en tenir compte dans la synthèse 
de la commande. 

 
Pour finir, d’autres techniques peuvent être introduites pour aboutir à des performances de 

plus en plus meilleures, citons la technique de backstepping, les réseaux de neurones 
artificiels et les ensembles neuro-flous. 
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Annexe 1 
 
Cette annexe est consacrée pour les paramètres du modèle géométrique et dynamique du 

Puma 560 d’Unimation. On y trouve les constantes inertielles et gravitationnelles du robot qui 
sont utilisées dans le calcul des paramètres du modèle dynamique dans l’espace de 
configuration [Armstrong 86]. 

 
 
 

1. Les constantes inertielles 
 
 
I1 = Izz+ m1ry12 + m2d22 + (m4 + m5 + m6) a32 + m2 rz22 + (m3 + m4 + m5 + m6) 

(d2 + d3)2 + Ixx2  
+ Iyy3 + 2 m2 d2 rz2 + m2 ry22 + m3 rz32 + 2 m3 (d2 + d3) rz3 + Izz4 + Iyy5 + 

Izz6 ; 
 
I2 = Izz2 + m2 (rx22 + ry22) + (m3 + m4 + m5 + m6) a22; 
I3 = -Ixx2 + Iyy2 + (m3 + m4 + m5 + m6) a22 m2 rx22 – m2 ry22; 
I4 = m2 rx2 (d2 + rz2) + m3 a2 ra3 + (m3 + m4 + m5 + m6) a2 (d2 + d3); 
I5 = - m3 a2 ry3 + (m4 + m5 + m6) a2 d4 + m4 a2 rz4 ; 
I6 = Izz3 + m3 ry32 + m4 a32 + m4 (d4 + rz4)2 + Iyy4 + m5 a32 + m5 d42 + Izz5 + m6 

a32 + m62 + m6 rz62 +Ixx6 ; 
 
I7 = m3 ry32 + Ixx3 – Iyy3 + m4 rz42 + 2 m4 d4 rz4 + (m4 + m5 + m6) (d42 + a32) + 
Iyy4 – Izz4 + Izz3 – Iyy5 + m6 rz62 – Izz6 + Ixx6 ; 
 
I8 = - m4 (d2 + d3) (d4 + rz4) – (m5 + m6) (d2 + d3) d4 + m3 ry3 rz3 + m3 (d2 + 

d3) ry3 ; 
 
I9 = m2 ry2 (d2 + rz2); 
I10 = 2 m4 a3 rz4 + 2 (m4 + m5 + m6) a3 d4 ; 
I11 = - 2 m2 rx2 ry2 ; 
I12 = (m4 + m5 + m6) a2 a3 ; 
I13 = (m4 + m5 + m6) a3 (d2 +d3) ; 
I14 = Izz4 + Iyy5 + Izz6 ; 
I15 = m6 d4 rz6 ; 
I16 = m6 a2 rz6 ; 
I17 = Izz5 + Ixx6 + m6 rz62 ; 
I18 = m6 (d2 +d3) rz6 ; 
I19 = Iyy4 – Ixx4 + Izz5 – Iyy5 + m6 rz62 + Ixx6 – Izz6 ; 
I20 = Iyy5 – Ixx5 – m6 rz62 + Izz6 – Ixx6 ; 
I21 = Ixx4 – Iyy4 + Ixx5 – Izz5; 
I22 = m6 a3 rz6 ; I23 = Izz6 ; 
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Les valeurs numériques de ces paramètres sont : 
 
I1 = 1.43  ± 0.05  I2 = 1.75  ± 0.07 
I3 = 1.38  ± 0.5   I4 = 6.9*10-1 ± 0.20*10-1 
I5 = 3.72*10-1 ± 0.31*10-1  I6 = 3.33*10-1 ± 0.16*10-1 
I7 = 2.98*10-1 ± 0.29*10-1  I8 = -1.34*10-1 ± 0.14*10-1 
I9 = 2.38*10-2 ± 1.20*10-2  I10 = -2.13*10-2 ± 0.22*10-2 
I11 = -1.42*10-2 ± 0.70*10-2  I12 = -1.10*10-2 ± 0.11*10-2 
I13 = -3.79*10-3 ± 0.90*10-3  I14 = 1.64*10-3 ± 0.07*10-3 
I15 = 1.25*10-3 ± 0.30*10-3  I16 = 1.24*10-3 ± 0.30*10-3 
I17 = 6.42*10-4 ± 3.00*10-4  I18 = 4.31*10-4 ± 1.30*10-4 
I19 = 3.00*10-4 ± 14.0*10-4  I20 = -2.02*10-4 ± 8.00*10-4 
I21 = -1.00*10-4 ± 6.00*10-4  I22 = -5.80*10-5 ± 1.50*10-5 
I23 = 4.00*10-5 ± 2.00*10-5 
 
Im1=1.14  ± 0.27  Im2=4.71  ± 0.54 
Im3=8.27*10-1 ± 0.93*10-1  Im4=2.00*10-1  ± 0.16*10-1 
Im5=1.79*10-1 ± 0.14*10-1  Im6=1.93*10-1  ± 0.16*10-1 
 
 
 

2. Les constantes gravitationnelles 
 
G1 = - g ((m3 + m4 + m5 + m6) a2 + m2 rx2) ; 
G2 = g (m3 ry3 - (m4 + m5 + m6) d4 – m4 rz4) ; 
G3 = g m2 ry2 ; 
G4 = - g (m4 + m5 + m6) a3 ; 
G5 = - g m6 rz6 ; 

 
 

Les valeurs numériques correspondantes sont : 
 
G1 = -37.2 ± 0.50   G2 = -8.44  ± 0.20 
G3 = 1.02  ± 0.50   G4 = 2.49*10-1 ± 0.25*10-1 
G5 = -2.82*10-2 ± 0.56*10-2 
 
 
 

3. Les éléments de la matrice d’inertie (6 × 6) 
 
 
L’unité des éléments est [Kg-m2]. 
 
*1ère ligne : 
 

a11=Im1+I1+I3*c22+I7*s232+I10*s23*c23+I11*s2*c2+I20*(sin(q5)2*(sin(q2+q3)2*(1+(cos(q4)
)2)-1)-
2*sin(q2+q3)*cos(q2+q3)*cos(q4)*sin(q5)*cos(q5))+I21*sin(q2+q3)^2*cos(q4)^2 
+2*(I5*cos(q2)*sin(q2+q3)+I12*cos(q2)*cos(q2+q3)+I15*(sin(q2+q3)^2*cos(q5)+sin(q
2+q3)*cos(q2+q3)*cos(q4)*sin(q5))+I16*cos(q2)*(sin(q2+q3)*cos(q5)+cos(q2+q3)*cos
(q4)*sin(q5))+I18*sin(q4)*sin(q5)+I22*(sin(q2+q3)*cos(q2+q3)*cos(q5)+cos(q2+q3)^
2*cos(q4)*cos(q5))); ≈2.57+1.38*cos(q2)^2+0.30*sin(q2+q3)^2+7.44*10^-1*cos(q2)*sin(q2+q3); 

 
a12=I4*sin(q2)+I8*cos(q2+q3)+I9*cos(q2)+I13*sin(q2+q3)-
I15*cos(q2+q3)*sin(q4)*sin(q5)+I16*sin(q2)*sin(q4)*sin(q5)+I18*(sin(q2+q3)*cos(q4
)*sin(q5)-cos(q2+q3)*cos(q5))+I19*sin(q2+q3)*sin(q4)*cos(q4) 
+I20*sin(q4)*(sin(q2+q3)*cos(q4)*cos(q5)^2+cos(q2+q3)*sin(q5)*cos(q5))+I22*sin(q
2+q3)*sin(q4)*sin(q5); 
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≈6.90*10^-1*sin(q2)-1.34*10^-1*cos(q2+q3)+2.38*10^-2*cos(q2); 
 

a13=I8*cos(q2+q3)+I13*sin(q2+q3)-
I15*cos(q2+q3)+I19*sin(q2+q3)*sin(q4)*cos(q4)+I18*(sin(q2+q3)*cos(q4)*sin(q5)-
cos(q2+q3)*cos(q5))+I22*sin(q2+q3)*sin(q4)*sin(q5)+I20*sin(q4)*(sin(q2+q3)*cos(q
4)*cos(q5)^2+cos(q2+q3)*sin(q5)*cos(q5)); ≈-1.34*10^-1*cos(q2+q3)+-3.97*10^-3*sin(q2+q3); 

 
a14=I14*cos(q2+q3)+I15*sin(q2+q3)*cos(q4)*sin(q5)+I16*cos(q2)*cos(q4)*sin(q5)+I18*
cos(q2+q3)*sin(q4)*sin(q5)-
I20*(sin(q2+q3)*cos(q4)*sin(q5)*cos(q5)+cos(q2+q3)*sin(q5)^2)+I22*cos(q2+q3)*cos
(q4)*sin(q5) ≈ 0; 

 
a15=I15*sin(q2+q3)*sin(q4)*cos(q5)+I16*cos(q2)*sin(q4)*cos(q5)+I17*sin(q2+q3)*sin
(q4)+I18*(sin(q2+q3)*sin(q5)-
cos(q2+q3)*cos(q4)*cos(q5))+I22*cos(q2+q3)*sin(q4)*cos(q5) ≈ 0 ; 

 
a16=I23*(cos(q2+q3)*cos(q5)-sin(q2+q3)*cos(q4)*sin(q5)) ≈ 0 ; 

 
 
*2ème ligne : 
 

a21=a12 ; 
 

a22=Im2+I2+I6+I20*sin(q4)^2*sin(q5)^2+I21*sin(q4)^2+2*(I5*sin(q3)+I12*cos(q3)+I15*
cos(q5)+I16*(sin(q3)*cos(q5)+cos(q3)*cos(q4)*sin(q5))+I22*cos(q4)*sin(q0)); ≈6.79+7.44*10^-1*sin(q3); 

 
a23=I5*sin(q3)+I6+I12*cos(q3)+I16*(sin(q3)*cos(q5)+cos(q3)*cos(q4)*sin(q5))+I20*s
in(q4)^2*sin(q5)^2+I21*sin(q4)^2+2*(I15*cos(q5)+I22*cos(q4)*sin(q5)); ≈0.333+3.72*10^-1*sin(q3)-1.110*10^-2*cos(q3); 

 
a24=-I15*sin(q4)*sin(q5)-I16*sin(q3)*sin(q4)*sin(q5)+I20*sin(q4)*sin(q5)*cos(q5) ≈ 0 ; 

 
a25=I15*cos(q4)*cos(q5)+I16*(cos(q3)*sin(q5)+sin(q3)*cos(q4)*cos(q5)) ≈ 0 ; 

 
a26=I23*sin(q4)*sin(q5) ≈ 0; 

 
 
*3ème ligne : 
 

a31=a13; 
a32=a23 ; 
 
a33=Im3+I6+I20*sin(q4)^2*sin(q5)^2+I21*sin(q4)^2+2*(I15*cos(q5)+I22*cos(q4)*sin(q
5)); ≈1.16; 

 
a34=-I15*sin(q4)*sin(q5)+I20*sin(q4)*sin(q5)*cos(q5); 

ou a34=-1.25*10^-3*sin(q4)*sin(q5) ≈0; 
 

a35=I15*cos(q4)*cos(q5)+I17*cos(q4)+I22*sin(q5) ≈ 1.25*10^-3*cos(q4)*cos(q5); 
 

a36=I23*sin(q4)*sin(q5) ≈ 0; 
 
 
*4ème ligne : 
 

a41=a14; a42=a24; a43=a34; a44=Im4+I14-I20*sin(q5)^2 ≈0.20; a45=0; a46=I23*cos(q5)≈0; 
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*5ème ligne : 
 

a51=a15; a52=a25; a53=a35; a54=a45; a55=Im5+I17 ≈ 0.18; a56= 0; 
 
 
*6ème ligne : 
 

a61=a16; a62=a26; a63=a36; a64=a46; a65=a56; a66=Im6+I23 ≈0.19; 
 
 
 

4. Eléments de la matrice de Coriolis (6 × 15) 
 
L’unité des éléments [Kg-m2]. 
 
*1ère ligne : 
 

b112=2*(-I3*sin(q2)*cos(q2)+I5*cos(q2+q2+q3)+I7*sin(q2+q3)*cos(q2+q3)-
I12*sin(q2+q2+q3)+I15*(2*sin(q2+q3)*cos(q2+q3)*cos(q5)+(1-
2*sin(q2+q3)^2)*cos(q4)*sin(q5))+I16*(cos(q2+q2+q3)*cos(q5)-
sin(q2+q2+q3)*cos(q4)*sin(q5))+I21*sin(q2+q3)*cos(q2+q3)*cos(q4)^2+I20*((1+cos(q
4)^2)*sin(q2+q3)*cos(q2+q3)*sin(q5)^2-(1-
2*sin(q2+q3)^2)*cos(q4)*sin(q5)*cos(q5))+I22*((1-2*sin(q2+q3)^2)*cos(q5)-
2*sin(q2+q3)*cos(q4)*sin(q5)))+I10*(1-2*sin(q2+q3)^2)+I11*(1-2*sin(q2)^2); 

≈ -2.76*sin(q2)*cos(q2)+7.44*10^-
1*cos(q2+q2+q3)+0.60*sin(q2+q3)*cos(q2+q3)-2.13*10^-2*(1-2*sin(q2+q3)^2); 

 
b113=2*(I5*cos(q2)*cos(q2+q3)+I7*sin(q2+q3)*cos(q2+q3)-
I12*cos(q2)*sin(q2+q3)+I15*(2*sin(q2+q3)*cos(q2+q3)*cos(q5)+(1-
2*sin(q2+q3)^2)*cos(q4)*sin(q5))+I20*((1+cos(q4)^2)*sin(q2+q3)*cos(q2+q3)*sin(q
5)^2-(1-2*sin(q2+q3)^2)*cos(q4)*sin(q5)*cos(q5))+I22*((1-
2*sin(q2+q3)^2)*cos(q5)-2*sin(q2+q3)*cos(q4)*sin(q5)))+I10*(1-2*sin(q2+q3)^2); 

≈ 7.44*10^-1*cos(q2)*cos(q2+q3)+0.60*sin(q2+q3)*cos(q2+q3)+2.20*10^-
2*cos(q2)*sin(q2+q3)-2.13*10^-2*(1-2*sin(q2+q3)^2); 

 
b114=2*(-I15*sin(q2+q3)*cos(q2+q3)*sin(q4)*sin(q5)-
I16*cos(q2)*cos(q2+q3)*sin(q4)*sin(q5)+I18*cos(q4)*sin(q5)-
I20*(sin(q2+q3)^2*sin(q5)^2*sin(q4)*cos(q4)-
sin(q2+q3)*cos(q2+q3)*sin(q4)*sin(q5)*cos(q5)-I22*cos(q2+q3)^2*sin(q4)*sin(q5)-
I21*sin(q2+q3)^2*sin(q4)*cos(q4))); 

≈ -2.50*10^-3*sin(q2+q3)*cos(q2+q3)*sin(q4)*sin(q5)+8.060*10^-
4*cos(q4)*sin(q5)-2.48*10^-3*cos(q2)*cos(q2+q3)*sin(q4)*sin(q5); 

 
b115=2*(I20*(sin(q5)*cos(q5)*(cos(q4)^2*(1-cos(q2+q3)^2)-cos(q2+q3)^2)-
sin(q2+q3)*cos(q2+q3)*cos(q4)*(1-2*sin(q5)^2))-I15*(sin(q2+q3)^2*sin(q5)-
sin(q2+q3)*cos(q2+q3)*cos(q4)*cos(q5))-I16*cos(q2)*(sin(q2+q3)*sin(q5)-
cos(q2+q3)*cos(q4)*cos(q5))+I18*sin(q4)*cos(q5)+I22*(cos(q2+q3)^2*cos(q4)*cos(q5
)-sin(q2+q3)*cos(q2+q3)*sin(q5))); 

≈ -2.50*10^-3*(sin(q2+q3)^2*sin(q5)-sin(q2+q3)*cos(q2+q3)*cos(q4)*cos(q5))-
2.48*10^-3*cos(q2)*(sin(q2+q3)*sin(q5)-cos(q2+q3)*cos(q4)*cos(q5))+8.60*10^-
4*sin(q4)*cos(q5); 

 
b116=0; 

 
b123=2*(-I8*sin(q2+q3)+I13*cos(q2+q3)+I15*sin(q2+q3)*sin(q4)*sin(q5) 
+I18*(cos(q2+q3)*cos(q4)*sin(q5)+sin(q2+q3)*cos(q5))+I19*cos(q2+q3)*sin(q4)*cos(
q4) +I20*sin(q4)*(cos(q2+q3)*cos(q4)*cos(q5)^2-sin(q2+q3)*sin(q5)*cos(q5)) 
+I22*cos(q2+q3)*sin(q4)*sin(q5)); 

≈ 2.67*10^-1*sin(q2+q3)-7.58*10^-3*cos(q2+q3); 
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b124=-I18*2*sin(q2+q3)*sin(q4)*sin(q5)+I19*sin(q2+q3)*(1-
(2*sin(q4)^2))+I20*sin(q2+q3)*(1-2*sin(q4)^2*cos(q5)^2)-I14*sin(q2+q3); 

≈ 0; 
 

b125=I17*cos(q2+q3)*sin(q4)+I18*2*(sin(q2+q3)*cos(q4)*cos(q5)+cos(q2+q3)*sin(q5))
+I20*sin(q4)*(cos(q2+q3)*(1-2*sin(q5)^2)-sin(q2+q3)*cos(q4)*2*sin(q5)*cos(q5)); 

≈ 0; 
 

b126=I23*(sin(q2+q3)*cos(q5)+cos(q2+q3)*cos(q4)*cos(q5)); 
≈ 0; 
 

b134=b124; b135=b125; b136=b126; 
 

b145=2*(I15*sin(q2+q3)*cos(q4)*cos(q5)+I16*cos(q2)*cos(q4)*cos(q5)+I18*cos(q2+q3)
*sin(q4)*cos(q5)+I22*cos(q2+q3)*cos(q4)*cos(q5))+I17*sin(q2+q3)*cos(q4)-
I20*(sin(q2+q3)*cos(q4)*(1-2*sin(q5)^2)+2*cos(q2+q3)*sin(q5)*cos(q5)); 

≈ 0 ; 
 

b146=I23*sin(q2+q3)*sin(q4)*sin(q5); 
≈ 0; 
 

b156=-I23*(cos(q2+q3)*sin(q5)+sin(q2+q3)*cos(q4)*cos(q5)); 
≈ 0; 
 
 
*2ème ligne : 
 

b212=0; b213=0; 
 

b214=I14*sin(q2+q3)+I19*sin(q2+q3)*(1-(2*sin(q4)^2))+2*(-
I15*cos(q2+q3)*cos(q4)*sin(q5)+I16*sin(q2)*cos(q4)*sin(q5)+I20*(sin(q2+q3)*(cos(
q5)^2*cos(q4)^2-
0.5)+cos(q2+q3)*cos(q4)*sin(q5)*cos(q5))+I22*sin(q2+q3)*cos(q4)*sin(q5)); 

≈ 1.64*10^-3*sin(q2+q3)-2.50*10^-3*cos(q2+q3)*cos(q4)*sin(q5)+2.48*10^-
3*sin(q2)*cos(q4)*sin(q5)+0.30*10^-3*sin(q2+q3)*(1-(2*sin(q4)^2)); 
 
b215=2*(-
I15*cos(q2+q3)*sin(q4)*cos(q5)+I22*sin(q2+q3)*sin(q4)*cos(q5)+I16*sin(q2)*sin(q4)
*cos(q5))-I17*cos(q2+q3)*sin(q4)+I20*(cos(q2+q3)*sin(q4)*(1-2*sin(q5)^2)-
2*sin(q2+q3)*sin(q4)*cos(q4)*sin(q5)*cos(q5)); 

≈ -2.50*10^-3*cos(q2+q3)*sin(q4)*cos(q5)+2.48*10^-
3*sin(q2)*sin(q4)*cos(q5)-6.42*10^-4*cos(q2+q3)*sin(q4); 

 
b216=-b126; 
 
b223=2*(-I12*sin(q3)+I5*cos(q3)+I16*(cos(q3)*cos(q5)-sin(q3)*cos(q5)-
sin(q3)*cos(q4)*sin(q5))); 

≈ 2.20*10^-2*sin(q3)+7.44*10^-1*cos(q3); 
 

b224=2*(-
I16*cos(q3)*sin(q4)*sin(q5)+I20*sin(q4)*cos(q4)*sin(q5)^2+I21*sin(q4)*cos(q4)-
I22*sin(q4)*sin(q5)); 

≈ -2.48*10^-3*cos(q3)*sin(q4)*sin(q5); 
 

b225=2*(-I15*sin(q5)+I16*(cos(q3)*cos(q4)*cos(q5)-
sin(q3)*sin(q5))+I20*sin(q4)^2*sin(q5)*cos(q5)+I22*cos(q4)*cos(q5)); 

≈ -2.50*10^-3*sin(q5)+2.48*10^-3*(cos(q3)*cos(q4)*cos(q5)-
sin(q3)*sin(q5)); 

 
b226=0; b234=b224; b235=b225; b236=0; 
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b245=2*(-I15*sin(q4)*cos(q5)-I16*sin(q3)*sin(q4)*cos(q5))-
I17*sin(q4)+I20*sin(q4)*(1-2*sin(q5)^2); 

≈ 0; 
 

b246=I23*cos(q4)*sin(q5); 
≈ 0; 
 

b256=I23*sin(q4)*cos(q5); 
≈ 0 ; 
 
 
*3ème ligne : 
 

b312=0; b313=0; 
 

b314=2*(-
I15*cos(q2+q3)*cos(q4)*sin(q5)+I22*sin(q2+q3)*sin(q4)*sin(q5)+I20*(sin(q2+q3)*(co
s(q5)^2*cos(q4)^2-
0.5)+cos(q2+q3)*cos(q4)*sin(q5)*cos(q5)))+I14*sin(q2+q3)+I19*sin(q2+q3)*(1-
(2*sin(q4)^2)); 

≈ -2.50*10^-3*cos(q2+q3)*cos(q4)*sin(q5)+1.64*10^-3*sin(q2+q3)+0.30*10^-
3*sin(q2+q3)*(1-2*sin(q4)^2); 
 
b315=2*(-I15*cos(q2+q3)*sin(q4)*cos(q5)+I22*sin(q2+q3)*sin(q4)*cos(q5))-
I17*cos(q2+q3)*sin(q4)+I20*sin(q4)*(cos(q2+q3)*(1-2*sin(q5)^2)-
2*sin(q2+q3)*cos(q4)*sin(q5)*cos(q5)); 

≈ -2.50*10^-3*cos(q2+q3)*sin(q4)*cos(q5)-6.42*10^-4*cos(q2+q3)*sin(q4); 
 

b316=-b136; b323=0; 
 
b324=2*(I20*sin(q4)*cos(q4)*sin(q5)^2+I21*sin(q4)*cos(q4)-I22*sin(q4)*sin(q5)) ≈ 
0; 

 
b325=2*(-I15*sin(q5)+I20*sin(q4)^2*sin(q5)*cos(q5)+I22*cos(q4)*cos(q5)); 

≈ -2.50*10^-3*sin(q5); 
 

b326=0; b334=b324; b335=b325; b336=0; 
 

b345=-I15*2*sin(q4)*cos(q5)-I17*sin(q4)+I20*sin(q4)*(1-2*sin(q5)^2); 
≈ -2.50*10^-3*sin(q4)*cos(q5); 
 

b346=b246; b356=b256; 
 
 
*4ème ligne : 
 

b412=-b214; b413=-b314; b414=0; 
 

b415=-I20*(sin(q2+q3)*cos(q4)*(1-2*sin(q5)^2)+2*cos(q2+q3)*sin(q5)*cos(q5))-
I17*sin(q2+q3)*cos(q4); 

≈ -6.42*10^-4*sin(q2+q3)*cos(q4); 
 

b416=-b146; b423=-b324; b424=0; 
 

b425=I17*sin(q4)+I20*sin(q4)*(1-2*sin(q5)^2); 
≈ 6.24*10^-4*sin(q4); 
 

b426=-b246; b434=0; b435=b425; b436= -b346; 
 

b445= -I20*2*sin(q5)*cos(q5) ≈ 0; b446=0; b456=-I23*sin(q5) ≈ 0; 
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*5ème ligne : 
 

b512=-b215; b513=-b315; b514=-b415; b515=0; b516=-b156; 
b523=-b325; b524=-b425; b525=0; b526=-b256; 
b534=b524; b535=0; b536=-b356; 
b545=0; b546=-b456; 
b556=0; 

 
 
*6ème ligne : 
 

b612=b126; b613=b136; b614=b146; b615=b156; b616=0; 
b623=0; b624=b246; b625=b256; b626=0; 
b634=b624; b635=b625; b636=0; 
b645=b456; b646=0; b656=0; 
 
 
 

5. Eléments de la matrice centrifuge (6 × 6) 
 
L’unité des éléments [Kg-m2]. 
 

c11=0; 
 
c12=I4*cos(q2)-I8*sin(q2+q3)-
I9*sin(q2)+I13*cos(q2+q3)+I15*sin(q2+q3)*sin(q4)*sin(q5)+I16*cos(q2)*sin(q4)*sin(
q5)+I18*(cos(q2+q3)*cos(q4)*sin(q5)+sin(q2+q3)*cos(q5))+I19*cos(q2+q3)*sin(q4)*c
os(q4)+I20*sin(q4)*(cos(q2+q3)*cos(q4)*cos(q5)^2-
sin(q2+q3)*sin(q5)*cos(q5))+I22*cos(q2+q3)*sin(q4)*sin(q5); 

≈ 6.90*10^-1*cos(q2)+1.34*10^-1*sin(q2+q3)-2.38*10^-2*sin(q2); 
 

c13=0.5*b123 ; 
 

c14=-I15*sin(q2+q3)*sin(q4)*sin(q5)-
I16*cos(q2)*sin(q4)*sin(q5)+I18*cos(q2+q3)*cos(q4)*sin(q5)+I20*sin(q2+q3)*sin(q4)
*sin(q5)*cos(q5)-I22*cos(q2+q3)*sin(q4)*sin(q5) ≈ 0; 

 
c15=-I15*sin(q2+q3)*sin(q4)*sin(q5)-
I16*cos(q2)*sin(q4)*sin(q5)+I18*(sin(q2+q3)*cos(q5)+cos(q2+q3)*cos(q4)*sin(q5))-
I22*cos(q2+q3)*sin(q4)*sin(q5) ≈ 0; 

 
c16=0; 

 
c21=-2.1*b112; 
c22=0; 
c23=0.5*b223; 
c24=-I15*cos(q4)*sin(q5)-I16*sin(q3)*cos(q4)*sin(q5)+I20*cos(q4)*sin(q5)*cos(q5) 

≈ 0; 
 
c25=-I15*cos(q4)*sin(q5)+I16*(cos(q3)*cos(q5)-
sin(q3)*cos(q4)*sin(q5))+I22*cos(q5) ≈ 0; 
 
c26=0; 

 
c31=-0.5*b113; 
c32=-c23; c33=0;  
c34=-I15*cos(q4)*sin(q5)+I20*cos(q4)*sin(q5)*cos(q5) ≈ -1.25*10^-
3*cos(q4)*sin(q5); 
 
c35=-I15*cos(q4)*sin(q5)+I22*cos(q5) ≈ c34; c36=0; 
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c41=-0.5*b114; 
c42=-0.5*b224; 
c43=0.5*b423; 
c44=0; c45=0; c46=0; 

 
c51=-0.5*b115; 
c52=-0.5*b225; 
c53=0.5*b523; 
c54=-0.5*b445; 
c55=0; c56=0; c61=0; c62=0; c63=0; c64=0; c65=0; c66=0;  

 
6. Les termes da la gravité 

 
L’unité des éléments est (Newton-Mètre) 
 

g1=0; 
 

g2=G1*cos(q2)+G2*sin(q2+q3)+G3*sin(q2)+G4*cos(q2+q3)+G5*(sin(q2+q3)*cos(q5)+cos(
q2+q3)*cos(q4)*sin(q5)); 

 
g3=G2*sin(q2+q3)+G4*cos(q2+q3)+G5*(sin(q2+q3)*cos(q5)+cos(q2+q3)*cos(q4)*sin(q5)
); 

 
g4=-G5*sin(q2+q3)*sin(q4)*sin(q5); 

 
g5=G5*(cos(q2+q3)*sin(q5)+sin(q2+q3)*cos(q4)*cos(q5)); 

 
g6=0; 
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Annexe 2 

 
 

Calcul de la matrice jacobienne pseudo inverse par la méthode de Greville [Khalil 99] : 
 
Il s’agit d’un algorithme itératif fondé sur les propriétés de la pseudo-inverse d’une 

matrice partitionnée qui ne nécessite pas le calcul du rang. Soit W une matrice de rang 
quelconque et Wk une partition de la matrice W contenant les k premières colonnes. Si l’on 
partitionne Wk en faisant en sorte qu’une première partituion regroupe les (k-1) premières 
colonnes et que la kième colonne wk soit la seconde partition, alors : 

 
[ ]k1kk w:WW −=  

 
La pseudo-inverse #

kW  se déduit de l’expression de #
1-kW  et de la kième colonne de W. on 

initialise ce processus itératif en calculant #
1W  avec la relation suivante : 

 
( ) T

1
1

1
T
1

#
1

#
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==  
 
Si w1=0, on pose T#

1 0W =  
 
On calcul ensuite #

kW  avec les relations suivantes : 
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Avec : 
 

k
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Pour évaluer bk, on pose : 
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Puis on calcul : 
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Annexe 3 
 
 
Calcul de l’erreur de situation dans l’espace opérationnel [Khalil 99] : 
 
La situation de l’extrémité de l’effecteur est décrite par la matrice de transformation 

homogène T0E. 
 

T0E = T01 T12 …. T06 T6E = 







1000

Pans E0E0E0E0  

 
P0E est le vecteur de position de l’origine du repère de l’extrémité de l’effecteur et s, n et a 

sont les vecteurs colonne contenant les cosinus directeurs des axes xE, yE et zE de ce repère. 
 
De la même manière, la situation désirée de l’extrémité de l’effecteur est décrite par la 

matrice de transformation homogène T0Ed. 
 

T0Ed= 







1000

dPdadnds E0E0E0E0  

 
L’erreur de situation décrite dans le repère {0} est définie par : 
 










∆

∆
=

r

p
X0 X

X
e   

 
E0E0P PdPX −=∆  correspond à l’erreur de position. 

 
θ=∆ sinuX 0R  correspond à l’erreur d’orientation où : 

 
où u0 et θ sont définis à partir de la relation suivante : 
 

rot (u, θ) R0E = R0Ed 
 
On pose : 
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Le vecteur de l’erreur d’orientation est alors donné par : 
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Cette erreur est décrite dans le repère {0}. Pour la décrire dans le repère lié à l’extrémité 

de l’effecteur on fait : 
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