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 ملخص
نحن مهتمون في هذا العمل على محاكاة التشقق ات, وذلك باستخدام طريقة عدم استمرارية الانتق الات, 
مستعملين في ذلك لغة برمجة متطورة, من أجل تطوير برنامج حسابي  ذو واجهة رسومية, لتسهيل المستخدم علاج  

 في مجال مكانيك التشقق ات.  ثنائية الأبعاد  العديد من المشاكل

 عدة أمثلة على البرنامج الحسابي من أجل التحقق من صحة النتائج التي تحصلنا عليها.  اختباروسيتم  

 ميكانيكي لمعرفة مدى تطابق البرنامج الحسابي مع النتائج التجريبية.  اختباروقد تم إجراء  

شدة الضغط, البرمجة  , التشقق, معامل  الانتق الات استمراريةالتشقق ات, طريقة عدم    مكانيك  :مفتاحيةكلمات  
 .الشيئية

RÉSUMÉ 

Dans ce travail on s’intéresse à la simulation des problèmes de la mécanique de la rupture à 

l’aide de la  méthode de discontinuité des déplacements, est cela en utilisant un langage  

informatique dans le but de développer une application avec interface graphique  pour 

faciliter à l’utilisateur de traiter de nombreux problème concernant la rupture en 

bidimensionnelle. 

 Des exemples dont la solution est connue seront testés sur l’application pour vérifier la 

validité des résultats obtenus. 

   Un essai mécanique est effectué pour voir la conformité des résultats de l’application avec 

les résultats expérimentaux.  

      Mots clés : Mécanique de la rupture, Méthode de discontinuité de déplacements, Fissure, 

facteur d’intensité de contrainte, Programmation  orienté objet. 

 

ABSTRACT 

In this work we are interested on the simulation of fracture mechanics problems, using the 

displacement discontinuity method, using a computer programming language in order to 

develop an application with a graphical user interface to facilitate the user to treat many 

problems on two-dimensional fracture. 

  Examples, whose solution is known, will be tested on the application to check the validity of 

the results. 

    A mechanical test is performed to see the conformity of the application with experimental 

results. 

       Keywords: Fracture mechanics, displacement discontinuity method, crack, stress 

intensity factor, object-oriented programming. 
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Nomenclature 

Symbole        Description                                                                                         Unité 

                      Champ de contraintes                                                                               ⁄  

                      Champ de déplacement    

    Facteur d’intensité de contraintes en mode I     √  

    Facteur d’intensité de contraintes en mode II    √  

                Facteur d’intensité de contraintes en mode III                     √  

   Rayon au voisinage de la pointe de fissure    

                      Module de Young     

                Coefficient de Poisson                      _ 

                      Module de cisaillement               

                      Longueur de la fissure     

  Angle d’inclinaison de la fissure     

 ⃗                     Vecteur contraintes _ 

 ⃗                      La normal au plan de la fissure _ 

   La contrainte à l’infini      

  Composante tangentielle de la contrainte     

  Direction de propagation de la fissure     

       Contrainte normale maximale    ⁄  

 

                     Facteur d’intensité de contrainte critique    √  

 

   Discontinuité de déplacement     

 

 (   ) Fonction de Crouch  _  

 

  Nombre de segments  _ 

  
 
 Saut de déplacement tangentiel     

  
 
 Saut de déplacement normal     



     Coefficients d’influence relatifs aux contraintes _  

    Coefficients d’influence relatifs aux déplacements _ 

(      ) Position de l’élément dans le référentiel global _ 

   Angle d’inclinaison de l’élément i     

   Angle d’inclinaison de l’élément j     

  Inclinaison du      élément par rapport au       élément     

(  
 )  Contrainte tangentiel imposée sur le      élément     

(  
 )  Contrainte normale imposée sur l’élément       

(  
 )  Déplacement tangentiel imposé sur l’élément      

(  
 )  Déplacement normal imposé sur l’élément      

(  
 )  Condition limite tangentiel imposée sur l’élément       

(  
 )  Condition limite normale imposée sur l’élément       

    Coefficients d’influence mixte  _ 

       Axes de symétrie _ 

  
  Facteur d’intensité de contraintes normalisé en mode I  _ 

   
  Facteur d’intensité de contraintes normalisé en mode II _ 

  Erreur relative % 

  Facteur de correction pour considéré un problème infinie _ 

  
   Facteur d’intensité en de contrainte donné par la référence [ ]    √  

 

  La charge équivalente    

 

  Force appliquée    

 

  
   Facteur d’intensité de contraintes normalisé à la force _ 

Δ Saut de déplacement     

  ̅  Taux de déformations _ 

   Pente de la courbe obtenue par simulation _ 

   Pente de la courbe obtenue expérimentalement _ 
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   La prévision de la durée de vie des pièces et composants est une question centrale pour la 

sécurité de certaines machines comme les avions, les automobiles, les usines de 

production…etc.  Les pièces mécaniques sont conçues et auscultées afin de garantir qu’elles 

ne contiennent pas de fissures macroscopiques détectables par des moyens de mesure  

normalisées. Par ailleurs des défauts peuvent être introduits lors des phases d’assemblage 

(Soudage par exemple). Quelques cas de rupture ont fait prendre conscience de l’importance 

de la présence potentielle de ces défauts et du risque  de rupture qu’ils induisent. Ces cas 

peuvent être considérés comme fondateurs pour la mécanique de la rupture. 

   La mécanique de la rupture est une science assez récente qui a vu la majeure partie de son 

développement au XX
ème 

siècle.  La problématique en mécanique de la rupture s’agit pour 

l’ingénieur de prévoir le comportement des structures jusqu’à leurs ruine. Pour décrire le 

comportement de ces structures on utilise des modèles mathématiques. Le Premier problème 

qu’on rencontre lors de l’utilisation des concepts de mécanique de la rupture avec ces modèles 

mathématiques réside dans la non disponibilité d’une solution analytique exacte pour résoudre 

certains problèmes notamment dans les cas de géométries et / ou chargements complexes. 

Dans ce cas il est alors nécessaire d’avoir recours à des méthodes numériques approchées [5].  

 

   Les principales méthodes numériques les plus utilisées de nos jours pour la modélisation des 

problèmes de la mécanique de la rupture sont : La Méthode des Éléments Finis (FEM : Finit 

Element Method) et la Méthode des Éléments de Frontières (BEM : Boundary Element Method). La 

méthode des éléments finis consiste à la subdivision de milieu continu en un nombre fini de 

parties (éléments finis), cependant la méthode des éléments de frontière se limite à une 

subdivision de la frontière en éléments joints les uns aux autres. 

 

(a) FEM                                        (b) BEM 

Fig. Comparaison entre la discrétisation en FEM et en BEM 
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   La méthode des éléments de frontières (BEM) offre certains avantages par rapport à la 

méthode des éléments finit (FEM)  notamment dans les cas de domaines infinis et dans les 

problèmes de propagation de fissures, où la méthode des éléments finis nécessite un 

remaillage après chaque changement durant la propagation de la fissure, tandis que pour la 

méthode des éléments de frontières on a qu’à ajouter de nouveaux éléments [2]. 

 

   La méthode des éléments de frontière a été développée suivant deux approches. L’une 

d’elles est d’origine mathématique basée sur des théorèmes classiques de la théorie du 

potentiel. L’existence de solution à une équation intégrale, expression d’un problème aux 

limites dans le cadre de la théorie des potentiels a été montrée par Fredholm (1903) [2]. Cette 

méthode est appelée méthode directe. L’autre approche est physique et consiste à chercher 

d’abord la valeur des singularités, placées tout au long du contour discrétisé en segments de 

droites, et de là, calculer les paramètres aux limites désirés, cette méthode est connue sous le 

nom de méthode indirecte. 

 

   L’objectif du présent travail est la mise en œuvre d’une application avec interface 

utilisateur,  en utilisant le langage de programmation orienté objet C++, et cela en se basant 

sur la méthode de discontinuités de déplacements pour simuler le comportement des 

structures fissurées.  

 

Ainsi notre travail se présente comme suit : 

  

   Dans le premier chapitre, on présentera les principes et les notions de base de la mécanique 

de la rupture linéaire. 

 

  Le second chapitre est consacré à la présentation de la méthode des éléments de frontières et 

la méthode de discontinuités des déplacements, qui est issue de la BEM. 

 

  Le troisième chapitre est une présentation globale de l’application réalisée, des techniques de 

programmation utilisées pour son élaboration et de la structure de son algorithme. 

 

  Le quatrième chapitre  englobe les résultats et les interprétations de l’application de la 

méthode de discontinuités des déplacements pour une variété d’exemples, et pour vérifier la 
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crédibilité des résultats obtenus ils seront comparés avec des résultats proposés dans des 

références. 

 

   Le cinquième chapitre porte sur l’essai mécanique effectué sur une éprouvette CT et la 

comparaison des résultats expérimentaux, avec ceux obtenus par simulation.  
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Chapitre I :  

 

GENERALITES SUR LA 

MECANIQUE DE LA RUPTURE 
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I.1 Introduction : 

   La mécanique de la rupture est une discipline relativement récente, initiée au début du 

vingtième siècle et qui a pris son essor dans les années soixante du siècle dernier. Cette 

discipline de la mécanique s’intéresse à donner des moyens pour estimer la stabilité des 

fissures. Elle permet de prévoir l’évolution de la fissure jusqu’à la ruine de la structure [5].   

   A ce jour, basée sur des expériences, la théorie de la mécanique de la rupture n’est 

nullement une science exacte, cependant, deux approches ont été proposées : 

 

1. L’approche locale s’intéresse à l’analyse du champ des contraintes en tête de fissure. 

C’est l’approche par le facteur d’intensité de contrainte. Elle relie les facteurs 

d’intensité de contrainte au champ de contrainte en tête de fissure. 

 

2. L’approche globale : dite aussi approche énergétique, elle procède par le calcul de 

l’énergie disponible pour la propagation de fissures dans la structure considérée. 

 

   Les fissures peuvent être considérées comme des défauts formés durant une étape de 

fabrication ou se produire durant le fonctionnement. 

Selon la nature du matériau et les conditions d’exploitation on distingue deux types de 

rupture : 

 

 La rupture fragile qui est caractérisée par l’absence de déformation plastique 

significative (mécanique linéaire de la rupture). 

 

 La rupture ductile qui est caractérisée par une zone de déformation plastique non 

négligeable (mécanique non linéaire de la rupture). 

 

   Dans la suite de ce chapitre, nous allons faire une présentation des éléments fondamentaux 

de la théorie de la mécanique de la rupture en commençant par citer ces hypothèses et les 

notions de base nécessaires pour notre étude.  Nous nous intéressons à l’approche locale. 
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I.2 Notions de base sur la mécanique de la rupture  

I.2.1 Hypothèses     

 Le matériau est supposé homogène et isotrope. 

 Le chargement est supposé quasi-statique. 

 On se limite aux problèmes plans (bidimensionnels). 

        

I.2.2 Modes fondamentaux de la rupture 

   Il existe trois cinématiques du processus de rupture. Considérons un milieu plan contenant 

une fissure, selon la direction du chargement par rapport à celle de la fissure, on distingue 

trois mouvements relatifs des lèvres de la fissure qui caractérisent chaque mode : 

 

 Mode I : Appelé aussi mode d’ouverture, c’est le mode de rupture le plus 

dangereux, caractérisé par une sollicitation perpendiculaire au plan de la fissure 

(Fig. I.1.a). 

 Mode II : Appelé aussi mode de cisaillement plan, caractérisé par une sollicitation 

de cisaillement dans le plan de la fissure dont l’action est perpendiculaire au front 

de la fissure (Fig. I.1.b). 

 Mode III : Appelé aussi mode de cisaillement anti-plan, caractérisé par une 

sollicitation de cisaillement  dont l’action est parallèle au front de la fissure        

(fig. I.1.c). 

 

 

Figure I. 1: Les modes fondamentaux de la rupture 
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I.3 Approche locale : 

   Cette approche consiste à déterminer les paramètres mécaniques à partir des champs de 

contraintes et de déplacements locaux en tête de fissure. Pour étudier  la distribution de ces 

champs au voisinage de la fissure  nous introduirons la notion de facteurs d’intensité des 

contraintes. 

 

I.3.1 Champs de contraintes et de déplacements en tête de fissure :  

   La connaissance des champs de contraintes et déplacement au voisinage de la tête de la 

fissure est d’une extrême importance, car ces champs gouvernent le processus de la rupture 

qui a lieu à la pointe de la fissure. 

  Westergaard et Irwin ont calculé ces contraintes, le premier en utilisant la fonction d’Airy et 

l’autre à l’aide de la théorie de l’élasticité [4]. Elles sont exprimées par les relations données 

en (1.1), avec les notations de la Figure  (Fig. I.2)  

 

Figure I. 2: Champ de contrainte au voisinage du front de fissure 

    

   La figure (Fig. I. 2)  est une représentation schématique des contraintes sur un élément de 

volume centré sur un point M repéré par les coordonnées polaires (r, θ) par rapport à 

l’extrémité d’une fissure sollicitée en mode d’ouverture. 

   Les contraintes et les déplacements au voisinage de la fissure s’écrivent : 
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 Mode I : 

                                 
  

√   
    

 

 
 [     
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√   
    

 

 
[     

 

 
   

  

 
]                                     (1.1.a) 

                            
  

√   
    

 

 
    

 

 
    

  

 
 

 

Et  

 

                                       
  

 
 √

 

  
     

 

 
 [(    )        

 
] 

                                  
  

 
 √

 

  
     

 

 
 [(    )        

 
] 

 

La discontinuité ou saut de déplacement      selon l’axe (oy) est  

                         [  ]     (   )    (    )  
   

 
 (   )√

 

  
                            (1.1.c) 

 

 Mode II : 

                                         
   

√   
    

 

 
 [     

 

 
   

  

 
] 

                                  
   

√   
    

 

 
   

 

 
   

  

 
                                            (1.1.d)                    

                                       
   

√   
    

 

 
 [     

 

 
   

  

 
] 

 

Et 

    
   

 
 √

 

  
     

 

 
 [ (    )        
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 √

 

  
     

 

 
 [ (    )      

  

 
] 

 

 

La discontinuité ou saut de déplacement      selon l’axe (ox) est : 

  (1.1.e) 

 

(1.1.b) 
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[  ]     (   )    (    )  
    

 
 (   )√

 

  
                                                          (1.1.f) 

 

 Mode III : 

                                   
    

√   
    

 

 
 

                              
    

√   
    

 

 
                                                               (1.1.g) 

                                                

 

Et : 

                             
    

 
√

 

  
    

 

 
 

                                    

 

La discontinuité ou saut de déplacement      selon l’axe (ox) est : 

        (   )    (    )  
     

 
 √

 

  
                                               (1.1.i) 

 

Avec : 

   υ: Coefficient de poisson. 

   μ: Module de cisaillement tel que :   
 

 (   )
                                                            (1.1.j) 

 

Nous remarquons qu’en bout de la fissure (i.e.    ) on a un point de singularité pour le 

champ de contraintes du fait de la présence du terme √
 

 
  et que les déplacements de 

l’ouverture tendent vers zéro  du fait de la présence du terme √ . 

 

   Les facteurs KI, KII, KIII sont appelées facteurs d’intensité de contraintes et sont exprimés 

en    √ . Ces Trois facteurs ne dépendent que des conditions de chargement et de la 

géométrie. 

 

 (1.1.h) 
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I.3.2 Les facteurs d’intensité de contraintes :    

   La présence d’une fissure dans un milieu, cause une variation du champ de contraintes 

induit par le chargement extérieur. Le facteur multiplicatif local de cette augmentation est 

appelé facteur d’intensité de contrainte. 

I.3.2.1 Calcul des facteurs d’intensité de contrainte : 

   Les facteurs d’intensité de contraintes peuvent être déterminés si l’on connaît les 

composantes non nulles des contraintes et déplacements. Ces calculs peuvent s’effectuer 

analytiquement en utilisant la méthode de Westergaard [4]. Dans les méthodes numériques  il 

est plus convenable d’utiliser les discontinuités des déplacements    . Alors dans notre cas 

nous optons pour le calcul par discontinuités de déplacement. 

 

         (   √   )        (
 

 (    )
 √

  

 
   [  ]) 

          (   √   )        (
 

 (    )
 √

  

 
       )                                            (1.2)                         

           (   √   )        (
 

 (   )
 √

  

 
       )  

 

I.4 Mode mixte de rupture : 

   Le mode mixte de rupture se présente dans le cas où le mouvement relatif entre les deux 

lèvres de la fissure se compose de deux mouvements simples,  par exemple les deux lèvres de 

la fissure peuvent glisser entre elles et en même temps qu’elles s’éloignent l’une de l’autre, et 

dans ce cas le chargement appliqué sur la fissure se constitue de deux composantes l’une 

perpendiculaire au plan de la fissure et l’autre parallèle à ce dernier. 

 

   La figure (Fig.I.3) représente une fissure inclinée traversant une plaque soumise à une 

traction simple. Si la fissure n’était pas inclinée (     ), le chargement appliqué conduirait 

au mode I pur. Pour montrer comment l’inclinaison de la fissure entraîne le mode II [1], on 

calcule le vecteur contrainte dans le plan de la fissure. Ce vecteur s’écrit :   
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 ⃗ (   ⃗ )    ̿  ⃗  (      )                                                                                                                                                                  

 ⃗ (   ⃗ )  (
 
 
)        (

    
    

)  (
       

          
) 

 

On remarque que le vecteur contrainte dans le plan de fissure se décompose en une contrainte 

normale   (traction) et une contrainte tangentielle T (cisaillement). Dans le cas présent, nous 

somme en mode mixte I - II. 

 

 

Figure I. 3: Fissure inclinée dans une plaque en traction 

I.4.1 Critère en contrainte tangentielle maximale 

 

   Le critère le plus simple à utiliser est celui d’Erdogan et Sih [6], selon ce critère : 

 

 La fissure se propage radialement dans la direction où la contrainte normale est 

maximale        et le cisaillement     est nul. 

 

 La fissure se propage lorsque √               

 

Pour le mode mixte I-II la contrainte     est : 

 

                                 
 

√   
   

 

 
[        

 
 

 

 
       ]                                            (1.4)                                         

(1.3) 
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En dérivant     : 

 

                  √    
    

  
  

 

 
   

 

 
           (       )                                     (1.5) 

 

En annulant cette dérivée la direction α de la propagation sera donnée par : 

 

                                     (       )                                                              (1.6) 

 

Le critère de propagation sera : 

                              
 

 
[       

 
 

 

 
       ]                                                          (1.7) 

 

Où     est le facteur d’intensité de contraintes critique. 

 

I.5 Conclusion     

   Dans ce chapitre nous avons l’approche locale en mécanique de la rupture nécessaire pour 

notre étude dans les chapitres qui suivent, en calculant notamment les coefficients d’intensité 

des contraintes en fonction des discontinuités de déplacements. Étant donné que notre travail 

se base sur la méthode des discontinuités de déplacement pour simuler le comportement de 

plaques fissurées, les facteurs d’intensité de contraintes seront donc calculés en utilisant les 

sauts de déplacement. 
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II.1 Introduction : 

 La méthode des éléments de frontière s'avère particulièrement bien adaptée à la résolution 

des problèmes de matériaux fissurés en raison de la liberté qu'elle autorise face aux 

contraintes de maillage. Les premiers travaux portant sur le sujet datent des années 70 [11]. 

Ce recours possible à une discrétisation restreinte de la structure étudiée contribue à 

réduire sensiblement le temps d'analyse en simplifiant l'étape de maillage. 

Ainsi, contrairement à la méthode des éléments finis où l'on perd un degré en passant de 

l'interpolation des déplacements à celle des déformations, ces dernières peuvent être 

approximées localement en éléments de frontière avec autant de précision que souhaité [11]. 

La qualité des résultats obtenus par cette méthode dépendra de la procédure de constitution 

des systèmes linéaires ainsi que de l'efficacité de l'algorithme qui les exploite. 

  

II.2 Le problème intérieur et le problème extérieur : 

Un problème est dit intérieur (Fig.II.1.b) quand le domaine à étudier est fini et est limité 

par un contour C, c’est l’exemple d’un disque. Dans le cas d’un domaine infini, exemple d’une 

cavité à l’intérieur d’un domaine infini, on a affaire à un problème extérieur (fig.II.1.a). C’est 

particulièrement à ce dernier type de problèmes que la méthode des éléments de frontière est 

la plus avantageuse. L’étude se limite seulement à une discrétisation de la frontière puis étendre 

la résolution au reste du domaine. 

 

(a) Problème extérieur                                                 (b) problème intérieur 

                               Figure II. 1: problème intérieur  et problème extérieur 
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Le contour d’un domaine fini est traversé suivant le sens horaire, tandis que celui d’un 

domaine infini est traversé suivant le sens trigonométrique [7]. 

II.3 La Méthode des discontinuités de déplacements : 

 Beaucoup de problèmes pratiques en mécanique des solides concernent des corps 

contenant  des  fissures.  Une  fissure  est  constituée  de  deux  surfaces.  Parmi  les méthodes 

d’éléments de frontière permettant l’étude de tels problèmes, la méthode de discontinuité de 

déplacement  est  la plus  adéquate.  Elle  est  basée sur  la solution analytique du problème 

d’une discontinuité de déplacement constante le long d’un segment de droite dans un plan (x, 

y) infini. 

Physiquement, on peut imaginer une discontinuité de déplacement comme une fissure dont 

les surfaces opposées se sont déplacées relativement l’une par rapport l’autre.  Dans  le  cas  

présent,  les  surfaces  se  sont  déplacées  relativement  par  une distance constante le long de 

la fissure considérée. En général, bien sûr, on peut considérer une distribution non constante 

des déplacements relatifs. 

La méthode de discontinuité de déplacement est basée sur une notion qu’on peut faire une 

approximation discrète à une distribution continue de discontinuité de déplacement sur la 

fissure. La fissure est divisée en une série de N éléments (éléments de frontière) et on 

considère que la discontinuité de déplacement est constante sur chaque élément. En 

connaissant la solution analytique pour une seule discontinuité de déplacement  élémentaire 

constante. Nous obtenons une solution numérique du problème par sommation des effets de 

tous les éléments [8]. 

II.3.1 La discontinuité de déplacement dans un solide infini : 

Le problème d'une discontinuité de déplacement constante sur un segment de droite dans le 

plan x, y d'un solide infini est spécifié par la condition que le  déplacement est continu 

partout, sauf sur le segment en question. (Soit la partie  -a < x < a  pour y=0),  (Fig.II.2). Si 

nous considérons ce segment comme une fissure droite, nous pouvons distinguer ses deux 

surfaces en disant que l’une des surfaces est sur le côté positif de  y=0, noté y=   Et que 

l’autre est sur le côté négatif  y=0, noté y=  . En passant d’un côté à l’autre du segment, le 

déplacement subit un saut désigné par           .  
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                              Figure II. 2: Discontinuité de déplacement 

On définit la discontinuité de déplacement     comme la différence de déplacement entre les 

deux côtes du segment comme suit : 

                                                             
         

   

                                                             
         

                       

    et    sont négatifs. Nous devons noter qu’une valeur positive de    suggère que les 

deux côtes de la fissure se chevauchent. Il n’y a aucune objection mathématique à 

l’occurrence d’un chevauchement, bien qu’il soit physiquement impossible car il n’ya pas 

d’interpénétration de la matière.  

        La solution du problème traité est donnée par Crouch (1976) [8]. Les déplacements et les 

contraintes peuvent être écrits comme suit : 

 Les déplacements : 

              [               ]                       

     [               ]                      

 Les contraintes : 

        [            ]                    

        [       ]                    

        [           ]                

     Où la fonction f est définie comme suit : 

(2.1) 

(2.2) 

(2.3) 
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  (      (

 

   
)        (

 

   
))         √             

       √             

   Les dérivés de la fonction f : 

                          ,                        ,                     ,                           ,  

                                                        ,                                         

 

 

On peut vérifier facilement que les déplacements (2.2) sont continus partout dans le corps 

infini sauf à l’intérieur du segment droit  |x|≤a, y=0 ou ils sont discontinus conformément à la 

définition (2.1). 

Pour les déplacements le long de la ligne y = 0, on distingue trois cas différents  en étudiant la 

limite suivante :                                (
 

   
)        (

 

   
) . 

             (
 

   
)        (

 

   
)  {

              | |       
 
 

                           | |          

                    | |          

   (2.6) 

Ce qui donne : 

1)- |x|>a et y=0 : 

{
         

    

       
    |

   

   
|

        
    

       
    |

   

   
|

                                             (2.7) 

2)-  |x|<a et y=   : 

     

                                     {
  (     )   

 

 
   

    

       
    |

   

   
|

  (     )  
    

       
    |

   

   
|  

 

 
  

                                (2.8) 

3)- |x|<a et y=   : 

(2.4) 

(2.5) 
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{
  (     )   

 

 
   

    

       
    |

   

   
|

  (     )  
    

       
    |

   

   
|  

 

 
  

                               (2.9) 

 

 

A partir de l’équation (2.3) et pour y=0  les contraintes peuvent être évaluées comme suit : 

 

     
  

      
  

 

     
 

      = 
  

      
  

 

      

     
  

      
  

 

     
 

Remarque : les contraintes                  pour y=0 dépendent seulement de la composante 

normale de la discontinuité    alors que la contrainte tangentielle                 dépend 

seulement de la composante tangentielle  . Il est facile de vérifier que les contraintes sont 

continus partout sur  y=0  sauf pour x =± a  où on note une discontinuité et une singularité 

dues à la présence du terme  1/ (     ).  

II.3.2  Procédure numérique  

     La méthode de discontinuité de déplacement nous facilite l’approximation de distribution 

régulière de déplacement et de contrainte. Pour la procédure numérique, nous considérerons 

un ensemble  de  N segment de droites, parfaitement reliés les uns aux autres et formant une 

courbe quelconque représenté dans la figure (Fig.II.3.a). Les positions et les orientations de 

ces segments sont référencées au système de coordonnées x, y .La longueur de chaque 

segment est notée par  2   et chacune de ces subdivisions est un élément de frontière et 

représente une discontinuité de déplacement élémentaire définie suivant un repère local (s, n) 

comme le montre la figure (Fig.II.3.b) de l’élément  j dans les composantes   
 
      

 
 sont 

données par l’expression suivante : 

                                               
 
   

  
   

  
        

           (2.10) 

(2.11) 
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   Sont respectivement les déplacements normaux et tangentiels de l’élément j. 

 

(a)                                                               (b) 

                 Figure II. 3: Représentation d’une fissure quelconque en N segments 

Les contraintes normale et tangentielle au milieu de l’élément i  peuvent être exprimée en 

fonction des composantes de discontinuité de déplacement de l’élément j, le champ de 

contrainte est obtenu en tenant compte de l’effet de  tout  les N éléments et il est donné 

comme suit [8]: 

   
 
     

  
   

 
     

  
   

 

   
 

     
  

   
 
     

  
   

 
}    Pour     i=1, N    j=1, N            (2.12) 

De même pour le champ de déplacement : 

 
   

 
     

  
   

 
     

  
   

 

   
 

     
  

   
 
     

  
   

 
}    Pour     i=1, N    j=1, N              (2.13) 

 Où,     
  

     
  

     
  

     
  

 sont les coefficients d’influence relatifs aux contraintes et      

     
  

     
  

     
  

     
  

  sont les coefficients d’influence relatifs aux déplacements. 

En utilisant le principe de superposition, et en tenant compte de l’effet de  N éléments 

(discontinuités) on obtient le champ de contraintes et le champ de déplacements : 
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 ∑    
  

   
 

 

   

 ∑    
  

   
 

 

   

   
 

 ∑    
  

   
 

 

   

 ∑    
  

   
 

 

   }
 
 

 
 

                                                       

                                      Et 

   
 

 ∑    
  

   
 

 

   

 ∑    
  

   
 

 

   

   
 

 ∑    
  

   
 

 

   

 ∑    
  

   
 

 

   }
 
 

 
 

                                                         

II.3.3 Transformation des coordonnées : 

    Les coefficients d’influence dans (2.14) et (2.15) sont développés à partir de la solution 

analytique du problème d’une discontinuité de déplacement constante sur un segment droit 

arbitrairement orienté dans un solide infini. La méthode de discontinuité de déplacement est 

basée essentiellement sur la connaissance des coordonnées des points à étudier par rapport au 

repère local de chaque segment et l’orientation de ce repère par rapport au repère global. 

 

Figure II. 4: Discontinuité de déplacement sur un segment  orienté arbitrairement 

Les coordonnées   ̅       ̅  sont reliés  au coordonnées globale x et y, les composantes de 

translation sont   et     suivant, x et y   respectivement, tandis que la rotation est définie par 

l’angle  β positif dans le sens trigonométrique (Fig.II.4). 

Les expressions de transformation sont: 
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{
  ̅             (    )    

  ̅              (    )    
 

En utilisant les définitions (2 .5) des fonctions      ̅   ̅         ̅   ̅  on peut écrire les 

déplacements et les contraintes dans le repère local en remplaçant les coordonnées (x, y) par 

(  ̅   ̅   et ils sont donnés comme suit : 

   ̅     ̅        ̅    ̅ ̅      ̅         ̅    ̅ ̅   

   ̅     ̅        ̅    ̅  ̅      ̅        ̅    ̅ ̅   

                      Et 

                                            ̅  ̅       ̅   ̅    ̅ ̅        ̅  ̅    ̅ ̅   

   ̅  ̅       ̅    ̅ ̅        ̅  ̅    ̅ ̅   

   ̅  ̅       ̅  ̅    ̅ ̅        ̅   ̅   

On déduit les déplacements et les contraintes dans le repère global : 

1) les déplacements : 

      ̅             ̅             ̅    ̅      ̅       ̅    

                           ̅             ̅             ̅    ̅      ̅       ̅    

      ̅            ̅             ̅    ̅      ̅       ̅   

    ̅             ̅             ̅    ̅      ̅       ̅    

 

2) les contraintes : 

                                                          ̅        ̅        ̅    ̅       ̅  

                                                                     ̅         ̅   ̅    ̅       ̅        ̅    

                                                        ̅        ̅        ̅    ̅       ̅  

                                                                     ̅         ̅   ̅    ̅       ̅        ̅    

(2.16) 

(2.17) 

(2.18) 

(2.19) 

(2.20) 
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                                                          ̅       ̅        ̅    ̅       ̅  

                                                                     ̅         ̅    ̅       ̅        ̅    

 

II.3.4 Les coefficients d’influences : 

   Les coefficients d’influence pour la méthode de discontinuité de déplacement sont obtenus à 

partir des résultats précédents en considérant un corps infini contenant N segments droits, 

orientés arbitrairement dans le système global de coordonnées x, y. chacun de ces segments 

droits a son propre système de cordonnées locales, et chacun présente une discontinuité de 

déplacement élémentaire. On considère deux éléments distincts  « i » et « j » chacun relié à un 

repère local   ̅   ̅       ̅  ̅   respectivement, et orientés de             . 

 ̅   ̅      ̅     

 ̅    ̅      ̅     

    Ou         (inclinaison de                                 )  (Fig.II.5). 

 

Figure II. 5: Position et orientation des éléments de frontière 

Les coordonnées locales  ( ̅  ̅  dans les équations (2.19) et (2.20) représente celle de (x, y) 

par rapport au milieu      élément : 

 

(2.21) 
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 ̅  (    )      (    )      

 ̅   (    )      (    )      

Les déplacements et les contraintes en ce point dus aux discontinuités de déplacement sur les 

N éléments sont obtenus par la sommation des contributions de chaque élément. 

En choisissant le point  (x, y), comme étant le milieu de l’élément  i, c’est-à-dire x=         

    donc l’équation (2.22) devient : 

 ̅  (     )      (     )      

 ̅   (     )      (     )      

Donc on peut écrire les déplacements et les contraintes de l’élément i dans le repère lié à 

l’élément j par une transformation de coordonnées : 

  ̅ 
    ̅

         ̅
      

  ̅ 
     ̅

         ̅
      

                       Et 

  ̅  ̅ 
    ̅ ̅

          ̅ ̅
            ̅ ̅

       

  ̅  ̅ 
    ̅ ̅

          ̅ ̅
            ̅ ̅

       

  ̅  ̅ 
      ̅ ̅

    ̅ ̅
             ̅ ̅

               

En remplaçant les équations (2.19) et (2.20) dans (2.24) et (2.25)  nous obtenons les 

déplacements et les contraintes normales et tangentielles après avoir posé : 

   
 

  
 ̅ 
 
    

 
  

 ̅ 
 
     

 
  

 ̅ 
 

    
 

  
 ̅ 
 

    
 

  
 ̅  ̅ 
 

    
 

  
 ̅  ̅ 
 

. 

 

 

 

 

(2.22) 

(2.23) 

(2.24) 

(2.25) 
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1) Les déplacements : 

  
 

   
             ̅             ̅    ̅      ̅       ̅      

 
            ̅  

                                         ̅    ̅      ̅       ̅    

  
 

   
             ̅             ̅    ̅      ̅             

 
            ̅ 

            ̅    ̅      ̅       ̅    

  

 

2) Les contraintes : 

                                              
 
              

               ̅    ̅       ̅  

                                                                     ̅        
 
    ̅       ̅        ̅    

                                              
 
             

         ̅        ̅    ̅       ̅  

                                                                     ̅        
 
   ̅    ̅       ̅        ̅    

 

II.3.5 Construction de système d’équations : 

Pour la construction d’un système d’équation algébrique, il faut tenir compte des conditions 

aux limites sur chaque élément en déplacements ou en contraintes. Le problème peut être en 

contrainte, en déplacement ou problème mixte. 

1) Conditions aux limites en contraintes : 

  
     

   

  
     

   

} Sont les conditions aux limites imposé au      élément,      équations 

sont : 

   
        

  
   

 
     

  
   

 

   
        

  
   

 
     

  
   

 
}                                    (2.28) 

2) Conditions aux limites en déplacements : 

  
     

   

  
     

   

} Sont les conditions aux limites imposé au      élément,      équation 

sont : 

(2.26) 

(2.27) 
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}                                    (2.29) 

3) Conditions aux limites mixtes : 

Si les conditions mixtes (  
     

      
     

           
     

      
     

     sont 

les conditions aux limites imposées au      élément,      équations sont données  par 

la sélection de l’équation appropriée (1) ou (2) pour chaque condition. Nous obtenons 

un système d’équation de 2N équations et 2N inconnues, les inconnues sont les 

composantes normales et tangentielles de la discontinuité de déplacement. 

Le système est représenté comme suit : 

                                               
   

        
  

   
 

     
  

   
 

   
        

  
   

 
     

  
   

 
}                        (2.30)  

Ou,   
    

    sont les conditions aux limites sur les contraintes et déplacements connus. 

Et     
  

,     
  

     
  

     
  

 sont les coefficients d’influence correspondants aux équations 

(2.28), (2.29) 

II.3.6 Conditions de symétrie : 

     Une ligne de symétrie existe dans certains problèmes lorsque les propriétés 

élastiques du matériau, la géométrie de frontière et les conditions de chargement sont 

tous symétriques par rapport à la ligne en question. Comme les propriétés d’un 

matériau homogène et isotrope sont  indépendantes de la position et des directions, on 

ne considère que la symétrie géométrique. 

      On peut noter aussi deux conséquences physiques pour une ligne de symétrie. La 

première est qu’aucun déplacement normal ne se produit à travers la ligne, et pour la 

deuxième, aucune contrainte tangentielle n’agit le long de cette ligne. L’utilisation de 

la symétrie pour la résolution des problèmes d’élasticité par la méthode de 

discontinuité de déplacement est d’une extrême importance, quand on sait que le 

système se réduit de moitié (une seule ligne de symétrie), ou du quart (deux ligne de 

symétrie). (Fig. II.6) 
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                        Figure II. 6: Conditions de symétries par rapport aux axes x=   et y=   

Les composantes normales des discontinuités de déplacement pour un élément j et 

son image    sont égaux en valeur et en signe, mais les composantes tangentielles 

changent de signe chaque fois qu’une ligne de symétrie est traversée.  

  
  

     
 
 

  
  

    
 

 

II.4 Conclusion : 

La méthode des discontinuités de déplacement est une méthode bien adaptée pour le 

traitement de fissure. Elle est adoptée dans notre étude. Elle est facilement 

programmable pour construire notre code de calcul. La symétrie sera exploitée dans 

notre étude dans le cas de problèmes possédant un ou deux axes de symétrie. 
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Chapitre III :  
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III.1   Introduction :  

 La programmation orientée objet est un concept qui utilise la notion d’objet. On définit un 

objet comme une entité qui englobe un ensemble de variable et de fonction en un seul corps. 

Cependant au lieu de manipuler des donnés de type de base diffèrent par exemple des entiers, 

des flottants etc…, Dans un langage de programmation orienté objet tel le C++ on peut 

manipuler des variables de type plus significatif pour le programmeur par exemple un objet  

de type « Matrice », «Vecteur », « Voiture » etc… ce concept facilite la tâche du 

programmeur et rend son code source plus lisible et plus facile à maintenir. 

À la différence de la programmation procédurale, un programme écrit dans un langage 

objet répartit l’effort de résolution de problèmes sur un ensemble d’objets. Chaque objet se 

décrit par un ensemble d’attributs (variables) et un ensemble de méthodes portant sur ces 

attributs (procédures). Le tout s’opère en respectant un principe de distribution des 

responsabilités, chaque objet s’occupant de ses propres attributs. Lorsqu’un objet exige de 

s’informer ou de modifier les attributs d’un autre, il charge cet autre de s’acquitter de cette 

tâche. Cette programmation est fondamentalement distribuée, modularisée et décentralisée 

[9].        

Pour développer une application avec interface utilisateur, les bibliothèques du langage 

C++ standard ne nous permettent pas d’effectuer cette tâche. Cependant,  il faut inclure des 

bibliothèques externes, comme WIN32 (Windows 32 bit), QT, OpenGL, DirectX,  SDL, MFC 

(Microsoft fondation classes). Chacune de ces bibliothèques a son domaine d’utilisation, 

comme MFC est utilisé pour le développement d’application bureautique. 

      Notre application est réalisée à l’aide l’environnement de développement intégré Visual 

Studio 2012  en langage C++ avec la bibliothèque MFC (Fig.III.1). 
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Figure III. 1: Interface de Visual Studio 2012 

III.2 La programmation Orientée Objet : 

III.2.1  Le concept de classe : 

Une classe en langage C++ est un concept amélioré d’une structure de donnée en C : au lieu 

de contenir des données elle peut contenir aussi des fonctions. Un objet est une instanciation 

d’une classe. En termes de variable, une classe sera le type et un objet sera la variable [10]. 

La déclaration d’une classe en C++ s’effectue de la manière suivante (Fig.III.2) :   

 

Figure III. 2: Déclaration d'une classe 
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 Nom_class : est l’identificateur qui désigne la classe, ou bien le nom du nouveau type 

créé.   

 Nom_objet : est l’identificateur de la variable de type Nom_class. 

 Specificateur_d’accèe1 & Specificateur_d’accèe2 : comme leur nom l’indique ils 

spécifient la nature d’accès au membre de la classe, ils peuvent être public (publique) 

ou private (privé). Un spécificateur d’accès de type public veut dire que les membres 

peuvent être accessibles à l’extérieure de la classe par contre un spécificateur d’accès 

de type private veut dire les membres concernés ne sont accessibles qu’à l’intérieur 

de la classe elle-même.  

 Membre1 & Membre2 : Peuvent être des variables(Attributs) ou des 

fonctions(Méthodes). 

 

III.2.2  Les constructeurs et les destructeurs : 

Le constructeur : 

 Un constructeur permet d’initialiser un objet lors de sa création.  

 Copie des arguments vers les données membres. 

 Initialisation de variables dynamiques à la création de l’objet. 

 Sont appelés de manière automatique à la création de l’objet. 

 Peuvent être surchargés → On peut en définir plusieurs de même nom mais acceptant 

des arguments différents. 

 Possèdent le même nom que la classe. 

Le destructeur : 

 Il est unique. 

  Est appelé automatiquement lors de la destruction de l’objet.  

 Sert généralement à éliminer les variables dynamiques de l’objet (créées en général 

par le constructeur). 

 Il a pour nom le nom de la classe précédé du symbole  « ~ ». 

III.2.3  Le concept de l’héritage : 

 Permet de définir les bases d’une nouvelle classe à partir d’une classe existante. 
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 La nouvelle classe hérite des propriétés de sa classe mère et peut recevoir de nouvelles 

fonctionnalités. 

III.3  La bibliothèque MFC : 

      MFC est une bibliothèque de classes C++ qui encapsulent les différentes fonctions, 

notamment de gestion des fenêtres ou de messages, propres à Windows. On dit aussi que les 

classes MFC encapsulent l'API  (Application Programing Interface) Windows. Par exemple, 

la classe CWnd va encapsuler toutes les fonctions et les structures de données nécessaires à la 

gestion des fenêtres. Les différentes fenêtres, les menus, les barres d'outils, ou les contrôles 

d'une application seront donc vus comme des objets instanciés à partir des classes MFC ou de 

classes dérivées des classes MFC. L'écriture d'un programme Windows va donc consister à 

créer des classes et à gérer des instances de celles-ci [10]. 

      En fait, la bibliothèque MFC est une collection hiérarchisée très vaste de différentes 

classes. En outre, du fait des différentes dérivations, certaines classes ont accès à un nombre 

très élevé de méthodes (fonctions membres). Il peut donc sembler difficile de développer une 

application Windows avec les MFC sans avoir une bonne connaissance de cette hiérarchie de 

classes. C'est pourquoi l'environnement Visual C++ dispose d'un générateur de code (assistant 

AppWizard) fournissant, après quelques étapes de configuration de paramètres (choix 

application SDI/MDI, gestion ou non d'accès à une base de données,  utilisation ou non de 

sockets ...), un canevas fonctionnel d'une application contenant par exemple une fenêtre cadre, 

une fenêtre fille, un menu et une barre d'outils. Ensuite, le programmeur n'a plus qu'à 

compléter ce canevas pour ajouter des fonctions particulières. D'ailleurs, même l'ajout de 

fonctionnalités ou de méthodes dans une classe se fait au moyen d'un assistant appelé 

ClassWizard.   

       Finalement, à l'aide de ces outils, la programmation Windows repose sur la 

compréhension de quelques principes de base liés à Windows (tels que la notion de 

programmation événementielle) ainsi que sur la bonne utilisation des différents assistants, 

ainsi que  des différentes fonctionnalités de l'environnement de développement  Visual C++ 

(navigation dans les classes, dans les fichiers, les options de compilation ...) [10].  
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III.4  La structure du programme : 

         Notre application est de type SDI (Single Document Interface), i.e. une application avec 

interface utilisateur  qui ne contient qu’une seule fenêtre. Une barre de menu et des barres 

d’outils, une barre d’état, l’acquisition des donnés se fait via des boites de dialogue et les 

résultats sont affichés sur une boite de dialogue flottante. L’espace client de la fenêtre est 

réservé pour la visualisation des figures (Fig.III.3).    

 

Figure III. 3: Interface de l’application 

III.4.1 L’interface de l’application : 

 Création d’un nouveau projet : 

Pour la création d’un nouveau projet aller dans le menue « Project » et choisissez 

« Finit plate & Infinit plate » Où : 

 Finit plate : pour un problème dans un domaine fini. 

 Infinit plate : pour un problème dans un domaine infini. 

Une boite de dialogue va apparaitre ou on doit saisir les paramètres mécaniques et 

géométriques du domaine. 
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 Ajout de nouvelles formes géométrique : 

     On peut ajouter de nouvelles formes au domaine défini précédemment en allant 

dans le menu « Forme »  ou bien directement dans la boite à outil qui contient les 

formes suivantes : Ellipse, Rectangle, Triangle, Polygone, lignes droites. 

En cliquant sur l’une de ces formes une boite de dialogue apparait contenant les 

paramètres géomatique. 

 Les conditions aux limites : 

   Avant de lancer le calcul il faut définir les conditions aux limites du domaine, pour 

cela, allez dans le menu « Project » et cliquer sur « Boundary Conditions » ou bien 

cliquer sur l’icône. Dans la boite de dialogue des conditions aux limites il y a deux 

pages de propriétés l’une pour définir les conditions sur les contraintes et l’autre pour 

les déplacements, sur chacune de ces pages on trouve : 

 deux « combos box » : 

L’un pour choisir le type de la condition à la limite par exemple dans le cas des 

contraintes elles peuvent être normales ou tangentielles. 

L’autre pour choisir le mode de saisi (par coordonnées, par indice ou par angle 

dans le cas des formes elliptique). 

 Deux « radios buttons » :  

    Conditions sur un seul élément ou sur tout un intervalle. 

 Un bouton « Add » : 

On cliquant sur ce bouton la condition s’ajoute. 

 

 Calcul et affichage des résultats : 

Pour lancer le calcul il faut aller dans le menu « Results » et cliquer sur calculer, le 

curseur de la souris va changer de forme et il va reprendre sa forme initiale quand le 

calcul sera terminé. 

Pour afficher les résultats cliquer sur « Display » dans le menu « Results ».  

Sur la boite de dialogue flottante « Résults » on peut afficher les éléments suivants: 

 Les discontinuités de déplacement. 

 Les déplacements des lèvres supérieures. 

 Les déplacements des lèvres inferieurs. 

 Les contraintes. 

 Les facteurs d’intensités aux deux bouts de chaque  fissure. 

 Les paramètres géométriques de chaque élément.  
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 Visualisation  

     La visualisation permet à l’utilisateur de voir le profile géométrique de son 

domaine et  de se rendre compte s’il a commis une erreur lors de l’introduction des 

données. 

     Lors de la création d’un nouveau projet et après chaque ajout d’une nouvelle 

forme une figure va apparaitre dans l’espace client de la fenêtre. Aussi après 

introduction des conditions aux limites on peut voir la répartition des chargements et 

des fixations sur le dessin.  

III.4.2  Algorithme du programme  

 Les classes utilisées dans le programme : 

Notre programme est écrit d’une manière purement orientée objet, il comporte  

plusieurs classes, parmi ces classes : 

 La classe Plaque : 

Cette classe permet d’effectuer tous les calculs concernant la méthode de 

discontinuité de déplacement. 

 La classe  Forme : 

Elle permet de discrétiser le contour de chaque forme en calculant les 

positions, les langueurs et les angles d’inclinaison de chaque élément. Elle 

est la classe de base des classes suivante : « Ellipse », « Curve », 

« Rectangle », « Contour ». 

 La classe  Boundary conditions : 

C’est elle qui prend en charge les conditions aux limites du système. 

 La classe  Resolution : 

Elle permet la résolution du système d’équation algébrique, Utilisant la 

méthode de gauss avec pivot total. 

 La classe CDrawing : 
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Cette classe est utilisée pour la visualisation, le dessin des figures, les appuis 

et les chargements. 

 La classe CMRView : 

Elle joue un rôle très important dans l’application, c’est elle qui coordonne 

toute  les classes entre elles et elle prend en charge tous les effets visuels de 

l’application.  

 La classe CMRDoc : 

Elle a un rôle central, c’est elle qui permet  l’enregistrement des données en 

temps d’exécution ou bien après fermeture de l’application. 

 Le programme comporte beaucoup d’autres classes qu’on n’a pas citées ci-

dessus comme les classes propres à chaque boite de dialogue, en  totalité il y 

a 25 classes. 
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 Organigramme des classes : 
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 Organigramme de l’algorithme : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Début 

Lecture des données 

Discrétisation du contour 

Affichage des 

chargements et 

des appuis sur 

la figure 

Calcul des coefficients 

d’influence 

Assemblage des 

matrices A et B 

Affichage de 

la figure 

Lecture des 

conditions aux 

limites 

Construction du 

système d’équation 

algébrique 

Résolution du système 

d’équation 

-Calcul des discontinuités de 

déplacements 

-Calcul des déplacements 

-Calcul des contraintes 

-Calcule des facteurs d’intensités 

 

Affichage des résultats Fin du programme 
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III.5  Conclusion : 

Dans ce chapitre, une brève présentation est faite de la structure du programme incluant les 

techniques de programmations utilisées et le concept de la POO sur lequel s’est basée notre 

application. 

Dans les chapitres qui suivent nous essaierons de tester la validité de nos résultats, en traitant 

les exemples où les solutions sont connues.  
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IV.1 Introduction  

Pour vérifier la validité des résultats donnés par notre application, nous traitons dans ce 

chapitre quelques exemples pratiques en mécanique du solide comprenant des fissures en 

utilisant la méthode   des discontinuités de déplacement (MDD) en bidimensionnel. Les 

résultats obtenus seront comparés soit à des solutions analytiques ou celles données dans des 

références. 

IV.2 Domaine infini  

IV.2.1 Fissure inclinée dans un plan infini soumise à une traction bi axiale : 

Nous allons exécuter le programme en variant à chaque fois l’angle d’inclinaison  θ de la 

fissure, par rapport à l’axe OY entre 0° et 90°, en choisissant une discrétisation      

éléments. Nous prenons le module de Young            , le coefficient de Poisson   

   , avec        la demi-longueur de la fissure. Le chargement suivant l’axe OY est     et 

le chargement suivant l’axe OX est      tel que f=0.5 (Fig.IV.1) et (Fig.IV.2). 

 

Figure IV. 1: Fissure inclinée soumise à une traction bi axiale 
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Figure IV. 2 : Visualisation de la fissure inclinée soumise à une traction bi-axiale 

 

Les facteurs d’intensité de contrainte sont donnés analytiquement par [4] : 

{
  

 

   
 }    √   (

              
             

) 

Les facteurs d’intensité de contrainte normalisés   
        

  par : 

  
  

  

  √   
   Et       

  
   

  √   
                                               (4.2) 

La simulation de l’exemple ci-dessus  pour des valeurs de l’angle θ variant de 0° à 90°, 

permet de tracer les courbes montrées sur les figures (Fig.IV.3) (Fig.IV.4).  

 

(4.1) 
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Figure IV. 3:   
   en fonction de l’angle d’inclinaison de la fissure pour le cas d’un 

chargement bi axial 

 

Figure IV. 4 :    
   en fonction de l’angle d’inclinaison de la fissure pour le cas d’un 

chargement bi axial 
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D’après les résultats présentés sur les figures (Fig.IV.3) et (Fig.IV.4) nous remarquons que les 

résultats numériques son proches des résultats obtenus analytiquement, avec une certaine 

erreur    qui peut être calculée comme suit : 

  
|           

                
 |

            
                              (4.3) 

 Avec  i=I, II 

Dans notre cas l’erreur relative maximale   14%   ce qui est acceptable. L’erreur est plus 

petite pour les angles proche de 0 et 90° pour le KII et proche de 0° pour KI. 

 

IV.2.2 Interaction entre deux fissures dans une plaque de grande dimension: 

Dans cet exemple, nous étudions l’interaction entre deux fissures parallèles en mode I dans 

un plan infini soumise à une traction uniforme  . Les deux fissures sont perpendiculaires à la 

direction du chargement et sont séparées par une distance 2B. La géométrie du domaine est 

montrée sur les figures (Fig.IV.5 et (Fig.IV.6).  

 

Figure IV. 5: Deux fissures en interaction sous une traction uniforme 
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Figure IV. 6: Visualisation des deux fissures en interaction sous une traction uniforme 

 

Une solution analytique pour la détermination des facteurs d’intensité des contraintes a été 

proposée dans Civelek  and Erdogan [1982] [12]. 

Au cours de la simulation, les paramètres géométriques suivant ont été utilisés : 

V=10, H=1,  avec une discrétisation de la fissure en 20 éléments pour        et en 10 

éléments pour       

Il a été montré que pour          le problème est considéré comme infini [12]. Une 

contrainte de traction uniforme   =100     est appliquée comme montré sur la figure 

(Fig.IV.5). L’état de contrainte est supposé plan avec        . Le module de Young   

        . 

Le tableau (Tab.IV.1) représente les résultats obtenus par simulation. Nos résultats sont 

comparés à ceux donnés par la référence [12], pour différentes longueurs des fissures 2a et 

différentes valeurs de la distance B. 
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Tableau IV. 1: Comparaison des résultats de la MDD avec la solution de la référence [12] 

    ⁄              
             

   (%) 

0.2 0.2 0.9484 0.9749 2.7 

0.2 0.3 1.023 1.0437 1.9 

0.2 0.4 1.0599 1.0839 2.2 

0.2 1.0 1.087 1.1096 2.0 

0.1 0.2 0.9801 0.9660 1.4 

0.1 0.5 1.0263 1.0219 0.43 

0.1 1 1.0126 1.0247 1.1 

 

Les résultats obtenus montrent une bonne concordance entre la simulation  et la solution 

donnée par la référence. Il est clair à partir de la figure (Fig.IV.7) que le facteur d’intensité de 

contrainte en mode I diminue quand les deux fissures se rapprochent,  

 

Figure IV. 7: Comparaison de la solution numérique  avec  la solution de la référence 
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IV.2.3 Fissure émanant d’un trou soumis à une pression radial : 

Les figures (Fig.IV.8) et (Fig.IV.9) représentent une fissure de longueur a, émanant d’un trou 

de rayon r soumis à une pression radiale    Dans ce cas les facteurs d’intensité de contrainte 

sont donnés dans la référence [15], les résultats trouvés après simulation,  en variant le rapport  

a/r sont représentés sur le tableau (Tab.IV.2). 

  

Figure IV. 8 : Fissure émanent d'un trou 

 

Figure IV. 9: Visualisation d'une fissure émanent d'un trou 



Simulations et interprétations 

 

Ecole Nationale Polytechnique 2013  49 
 

Tableau IV. 2:   
 en fonction du rapport a/r 

a/r Réf [15] Simulation 

1.0 1.2260 1.3021 

0.5 1.4800 1.5145 

0.1 1.9880 2.1880 

 

Le tableau (Tab.IV.2) montre que les résultats obtenus par simulation sont  très proche de 

ceux donnés dans référence, est montre que la diminution du rapport  a/r entraine une 

augmentation de   
  . 

IV.3 Domaine fini 

IV.3.1 Fissure débouchante dans une plaque finie soumise à une traction : 

Pour tester l’efficacité de la méthode de discontinuité  des déplacements  dans les cas de 

domaines finis, on considère le cas d’une fissure débouchant dans une plaque fini,  avec  

W=5, H=10 et une longueur de la fissure a =W/2.  La géométrie de la plaque et  de la fissure 

sont représentée sur les figures (Fig.IV.10) et (Fig.IV.11). Les paramètres mécaniques  ont été 

choisis comme suit : Le module de Young E=       , le coefficient de poisson        et  

          . 

 

Figure IV. 10: Fissure débouchante  dans une plaque finie soumise à une traction 
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Figure IV. 11: Figure obtenue par simulation d'une fissure débouchante  dans une plaque 

finie soumise à traction 

Le problème est typiquement en mode I de la rupture. Le facteur d’intensité de contrainte   
  

est évalué en utilisant la MDD et comparé à la solution disponible dans la littérature [Yau et 

al. 1980] [12]. Le facteur d’intensité de contrainte pour une plaque infinie soumise à une 

traction uniforme avec une fissure au centre est donné par : 

  
    √                                            (4.4) 

Ou a et la longueur de la fissure. 

Afin de tenir compte du caractère fini de la plaque, on utilise un facteur de correction C qui 

est donné dans  Ewalds and Wanhill [1984][12], tel que : 

  
     √                      (4.5) 

            (
 

 
)       (

 

 
)
 

      (
 

 
)
 

      (
 

 
)
 

        (4.6) 

En remplaçant  dans (4.6) a et W on trouve C=2.8264 et                   . 

Après simulation on trouve                    ce qui parait très proche de la solution 

analytique avec une erreur       3%. 
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IV.3.2 Fissure débouchante dans une plaque finie soumise à un cisaillement : 

Le mode mixte de la rupture est considéré, avec une fissure de bord centrale dans une plaque 

de dimension finie soumise à une contrainte de cisaillement. 

Un exemple d’une plaque rectangulaire de largeur  W=7 et de hauteur H=16 est testé.  La 

longueur de la fissure est a =W/2. On considère que  la réponse  élastique du matériau est 

linéaire avec un module de Young E=         et un coefficient de Poisson      .  La 

géométrie du problème est montrée sur les figures (Fig.IV.12) et (Fig.IV.13). 

Les facteurs d’intensités de contraintes pour ce cas sont donnés dans la référence  [Yau et al. 

1980] [12] comme suit : 

                                          

Les résultats obtenus après simulation sont illustré sur le tableau (Tab.IV.3). 

 

 

Figure IV. 12: Fissure débouchante  dans une plaque finie soumise à un cisaillement 
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Figure IV. 13:Visualisation d’une fissure débouchante  dans une plaque finie soumise à un 

cisaillement 

 

Tableau IV. 3: Comparaison entre la solution numérique et la solution de la référence [12] 

 Réf [12]  Solution numérique Erreur (%) 

     34.00 35.63 4.8 

    4.55 4.82 5.9 

 

 D’après les résultats illustrés sur le tableau (Tab.IV.3) on constate que les résultats obtenus 

par simulation sont en bon accord avec la solution analytique où le mode I est le plus 

prépondérant. 

IV.3.3 Fissure débouchante dans une poutre en flexion quatre points: 

   Le problème  de présence d’une fissure débouchant dans une barre sollicite en flexion 

quatre points est l’un des problèmes les plus importants de la mécanique de la rupture, car il 

produit le mode mixte de la rupture au vu du chargement. Par conséquent, le calcul des 

facteurs d’intensité de contraintes dans ce cas est d’un intérêt pratique.  

     L’exemple traité est représenté sur les figures (Fig.IV.14) et (Fig.IV.15), avec W=2 la 

demi-longueur de la barre, L  étant  la distance de l’appui à partir du milieu de la barre. a est 

la longueur de la fissure et s sa distance  par rapport au milieu. F est la force appliquée et d sa 
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distance  à partir du centre. On discrétise le contour en 280 éléments et la fissure en 10 

éléments. 

 

Figure IV. 14: Fissure de bord dans une poutre sollicité en quatre points 

 

Figure IV. 15: Visualisation de la fissure de bord dans une poutre sollicité en quatre points 

Une solution pour ce problème est disponible dans la littérature. Nos résultats seront évalués 

par rapport à cette solution. On a étudié l’effet de différents emplacements de la fissure et les 

distances du chargement à partir du milieu de la barre.  

Les facteurs d’intensités de contraintes sont donnés par [13] : 
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Ou  les fonctions    et     sont définies par : 
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Et la charge Q est calculée comme suit : 

  
      

 
                                           (4.10) 

On définit les facteurs d’intensité de contrainte normalisé par la force : 

  
  

  

 √  
          

  
   

 √  
                 (4.11) 

Le tableau IV.3 représente la variation du facteur d’intensité de contrainte normalisé à la force 

obtenue par simulation comparés avec les relations (4.7) et (4.8). 

Tableau IV. 4: Facteur d’intensité normalisé à  la force en fonction de la distance s 

s 
Réf [13] MDD 

  
     

    
     

  

0 0 0.4108 0.0071 0.5210 

0.1 0.1344 0.4108 0.0982 0.5231 

0.2 0.2688 0.4108 0.2623 0.5251 

0.3 0.4032 0.4108 0.4266 0.5270 

0.4 0.5377 0.4108 0.5913 0.5287 

0.5 0.6721 0.4108 0.7564 0.5299 

0.6 0.8065 0.4108 0.9219 0.5305 

0.7 0.9410 0.4108 1.0878 0.5301 

0.8 1.0744 0.4108 1.2540 0.5281 

0.9 1.2098 0.4108 1.4204 0.5240 

1 1.3443 0.4108 1.5866 0.5169 

 

 

(4.9) 
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Les résultats du tableau (Tab.IV.4) donnent les deux courbes représentées sur la figure 

(Fig.IV.16). 

 

Figure IV. 16: Comparaison entre les résultats de la MDD et ceux de la référence [13]. 

D’après la figure (Fig.IV.16) on remarque que le facteur d’intensité de contrainte varie 

linéairement avec la distance s comme montré dans la relation (4.7), quand la fissure est au 

milieu de la barre, le moment fléchissant s’annule et le l’effort tranchant est diffèrent de zéro, 

on est en Mode II pur (  =0). En éloignant la fissure du milieu de la barre, sont interaction 

avec la force devient importante, ce qui explique l’augmentation de  . 

Les graphes représentés sur la figure (Fig.IV.16) montrent une bonne concordance entre les 

résultats obtenus et ceux de la référence [13], particulièrement pour les petites distances s ce 

qui confirme la performance de la méthode de discontinuité des déplacements. 

IV.4 Conclusion : 

A partir des exemples traités dans ce chapitre nous pouvons conclure que la méthode de 

discontinuité des déplacements offre de grandes possibilités de résolution des problèmes en 

mécanique de la rupture.  
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Chapitre V :  

 
 

 

 

ESSAI MECANIQUE 
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V.1 Introduction 

Le but de ce chapitre est la vérification de la validité de notre modèle numérique basé sur 

la méthode de discontinuité de déplacement. L’essai mécanique est fait sur éprouvette CT en 

utilisant la machine de traction dont dispose le département de Génie Mécanique. Nous 

comparons les résultats avec ceux obtenus par notre application. 

V.2 Description de la machine de traction : 

La machine est composée d'un bâti, d'un dispositif de mesure des efforts,  commandé 

manuellement ou par un moteur électrique. La mesure de charge se fait à l’aide d’un anneau 

dynamométrique d’une capacité de         .  L’anneau dynamométrique est  équipé d’un 

comparateur à cadran dont la petite division est de      . 

Le déplacement de la traverse est commandé par vis. La transmission du mouvement de 

rotation du moteur vers l'arbre de la machine se fait par chaîne mécanique  et  l'arbre transmet 

le mouvement à  la vis par un système  de roue à vis sans fin (Fig.V.1). 

 

Figure V. 1: Machine de traction 

1. mors d'attache, 2. Eprouvette, 3. Traverse, 4. Volant, 5. vis de la machine, 6. Ecrou, 7. Bâti, 

8. moteur électrique,   9. Manivelle, 10. Pendule,   11. Chaîne de transmission moteur arbre, 

12. chaîne de transmission arbre manivelle 
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V.3 L’Extensomètre 

Le but de l’extensomètre est de mesurer un déplacement et de permettre l’acquisition de cette 

mesure, ce qui revient en général à traduire une déformation en signal électrique.  Il est utile  

aussi pour tracer des courbes  contrainte-déformation. Il a été inventé par le Dr Charles  

Huston qui l'a décrit dans un article paru dans le Journal de l'Institut Franklin en 1879[14]. 

Il existe deux types d’extensomètres avec et sans contact. Dans notre expérience, nous 

utilisons un extensomètre avec contact, réalisé au département de Génie Mécanique (Fig.V.2).  

 

Figure V. 2: Extensomètre utilisé 

Il est composé de deux lames en acier inoxydable, sur lesquelles on trouve deux jauges de 

déformation  collés sur les lames et proche de l’encastrement. 

V.4 L’éprouvette 

Les éprouvettes peuvent être de géométries variées, en fonction de ce que l’on cherche à 

caractériser. Dans les études de structure fissurées les éprouvettes les plus utilisées sont les 

éprouvettes CT (Compact Traction),  dont les dimensions normalisées sont indiquées sur la 

figure suivante (Fig.V.3). 
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Figure V. 3: Schéma d’une éprouvette CT 

a=B  

D=0.5 B  

H=1.2 B           

H1=O.65 B  

W=2 B  

W1=2.5 B 

Avec   0.8 < W/B < 4. 

      Comme nous ne disposons pas de moyen de fissuration par fatigue, et comme il n’est pas 

disponible dans le marché des alliages d’aluminium  avec un  facteur d`intensité de contrainte 

critique     connu, nous utilisons une éprouvette avec entaille sans fissure de fatigue  à  partir 

d’un alliage d’aluminium   de  nuance 7022 dont les caractéristiques sont données dans le 

tableau (Tab.V.1). 
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Tableau V. 1: Caractéristiques mécaniques de l’alliage d’aluminium 7022 

Propriété valeur unité 

Module d’élasticité     72     

Limite d’élasticité                       

Coefficient de poisson      0.33 - 

Masse volumique     2810       

V.5 Etalonnage de l’extensomètre 

Pour convertir les déformations données par le dispositif d’essai en déplacement des deux 

bouts de lame, nous avons besoin d’une loi qui relie les déformations   ̅ au saut d’un 

déplacement    . Pour cela il faut réaliser un étalonnage de l’extensomètre. Comme  nous ne  

disposons  pas d’un moyen d’étalonnage standardisé,  nous avons utilisé un montage utilisant 

un micromètre  et un pont d’extensométrie pour mesurer  les déformations.  La procédure 

d’étalonnage  consiste  à fixer l’extensomètre et le micromètre  à l’aide de deux étaux comme 

l’illustre la figure (Fig.V.4). Nous varions  la valeur du pincement  (le déplacement cumulé 

des deux lames) et lisons en même temps la valeur de la déformation correspondante. 

 

Figure V. 4: Etalonnage de l’extensomètre 
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 Une série de mesure nous permet de tracer la courbe d’étalonnage à partir de laquelle on 

obtient la relation qui lie les déplacements  aux déformations. Les résultats sont représentés 

dans le tableau (Tab.V.2). 

Tableau V. 2: Valeur de déformations obtenues 

      0.05 0.1 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50 

  ̅      9 18 27 36 46 55 64 73 81 90 

 

 

Figure V. 5: Courbe d’étalonnage 

V.6 Essai de traction 

V.6.1 Dispositif d’essai : 

L’essai mécanique s’effectue sur l’éprouvette CT (Fig.V.6) fixée sur la machine de traction à 

l’aide des deux mords (Fig.V.7). Le contact entre l’éprouvette et l’extensomètre est assurée 

par deux petits mécanismes (Fig.V.8) fixé sur l’éprouvette où l’extensomètre  est relié à 

l’appareillage utilisé pour la mesure des déformations (Fig.V.9). 



Essai mécanique 
 

Ecole Nationale Polytechnique 2013  62 
 

 

Figure V. 6: Eprouvette CT utilisée 

 

Figure V. 7: Les mords 
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Figure V. 8: Mécanisme pour la fixation de l’extensomètre 

 

Figure V. 9: Appareillage utilisé pour la mesure des déformations 

    Dans cet essai,  la mesure de  la  charge se fait à l’aide d’un anneau dynamométrique 

(Fig.V.10). Les valeurs du déplacement sont obtenues à partir des valeurs des déformations 

utilisant la courbe d’étalonnage.  
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Figure V. 10: Anneau dynamométrique 

     L’essai consiste à tracer la courbe charge-déplacement dans lequel la charge ne doit pas 

dépasser 6 KN, ce qui assure de rester dans le domaine élastique.   

     La courbe charge-déplacement n’est pas un résultat direct de l’essai, cependant, on 

l’obtient à partir d’un tableau charge-déformation (résultat direct) en utilisant la courbe 

d’étalonnage.   

 

Figure V. 11: Ensemble du montage 
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V.6.2 Résultats et interprétation 

   Dans notre essai, la charge est comprise entre 800 et 5600 N. Une phase de pré-serrage est 

imposée. Sur l’anneau dynamométrique nous lisons une valeur de 20 Kg pour le pré serrage. 

Les résultats sont représentés dans le tableau (Tab.V.3). 

Tableau V. 3: Valeurs de déformations obtenues 

     600 1200 1800 2400 3000 3600 4200 4800 5400 

  ̅      5 10 15 20 25 30 36 41 46 

 

   A l’aide de la courbe  d’étalonnage (Fig.V.5), nous  transformons les déformations  

obtenues  dans l’essai de traction  tableau (Tab.V.3)  en déplacements.  On obtient le tableau 

(Tab.V.4). 

Tableau V. 4: Valeurs de déplacements 

     600 1200 1800 2400 3000 3600 4200 4800 5400 

  ̅      5 10 15 20 25 30 36 41 46 

      0.027 0.054 0.082 0.110 0.140 0.160 0.200 0.220 0.250 

 

Par simulation à l’aide de notre application (Fig.V.12), nous trouvons les résultats représentés 

dans le tableau (Tab.V.5). 

 

Figure V. 12: Simulation 
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Tableau V. 5: Valeurs de déplacements obtenus par simulation 

     600 1200 1800 2400 3000 3600 4200 4800 5400 

      0.029 0.058 0.087 0.117 0.146 0.175 0.205 0.234 0.264 

 

 

Figure V. 13: Courbes charge-déplacement 

 Interprétation des résultats : 

      D’après les résultats obtenus,  nous constatons  que les deux  courbes charge-déplacement 

ont une allure linéaire dans le domaine élastique du matériau de notre éprouvette, ce qui 

coïncide bien avec la théorie [14].   

Après analyse des deux courbes (Fig.V.12), nous constatons que les résultats obtenus 

numériquement sont très proche des résultats expérimentaux. Les pentes des deux courbes : 

Par simulation : Ps=20423 

Pratiquement : Pp=21443 

Il y a une différence due aux dispositifs et instruments de mesure utilisés et aussi à 

l’approximation de l’entaille par une fissure  au niveau de la simulation. 
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V.7 Conclusion : 

D’après l’essai mécanique effectué, il y a une bonne correspondance entre les résultats 

expérimentaux et les résultats numériques. Le code peut ainsi être exploité pour des essais 

mécanique.  
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    Conclusion générale: 

      Dans ce travail nous avons utilisé la méthode de discontinuité de déplacement,  pour la 

modélisation des problèmes de la mécanique de la rupture. Les résultats d’étude abordé dans 

ce travail  nous a permis de conclure que la MDD est une méthode bien adaptée  pour la 

résolution des problèmes  de la rupture.  Les diffèrent cas traités nous permette de conclure 

que la méthode de discontinuité de déplacement peut être utilisée dans divers type de 

problème, fini, infini et semi-infini. 

     L’efficacité et la souplesse de la méthode ont été testés en confrontant nos résultats à ceux 

données dans la littérature notamment ceux de la méthode des éléments finis (FEM et 

XFEM). En faisant le  bilan entre la souplesse de la méthode et le temps investis pour traiter 

les problèmes, on peut conclure que la méthode est très efficace.    

    L’essai mécanique effectué, nous a permis de justifier la validité des résultats numériques 

obtenus, ce qui confirme que le code de calcul peut être ainsi exploité pour des essais 

mécanique.     

   L’application développée est basé sur la méthode de discontinuité des déplacements, elle 

permet de traiter divers problèmes en bidimensionnel, dans des conditions de géométries et de 

chargement complexes, tout en facilitant à l’utilisateur l’acquisition des donnés et 

visualisation des résultats dans un laps de temps réduit. 

  Nous  espérons que le code de calcul sera amélioré pour faciliter davantage son utilisation et 

étendre ses capacités de résolution des problèmes, comme les problèmes tridimensionnels, 

puisque notre application se limite aux problèmes bidimensionnels.     
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