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TITRE : ELEMENTS DE MAINTENANCE PREVENTIVE DES MACHINES TOURNANTES
PAR ANALYSE DES VIBRATIONS

RESUME :

Dans ce mémoire nous proposons un cadre structurel pour la surveillance et la détection des
défauts des machines tournantes en vue de mettre en ceuvre une maintenance conditionnelle
par analyse vibratoire. Pour accomplir cette tdche, nous avons examiné en premier, les
caractéristiques vibratoires d’un systéme rotor — paliers. Un modéle mathématique complet
d’un systéme multi paliers a été présenté. L’effet gyroscopique et I’amortissement sont inclus
dans I’analyse par le modéle en ¢éléments finis. Par conséquent, les vitesses critiques
(diagramme de Campbell), les seuils d’instabilité et la réponse dynamique du systéme a un
défaut de balourd sont obtenus par le modele mathématique développé. Dans la seconde
partie, les possibilités de détection et de diagnostic par les techniques les plus utilisées sont
discutées et comparées sur la base des résultats expérimentaux. En particulier, les nouvelles
approches basées sur I’analyse du cepstre et du spectre d’enveloppe sont développées et
comparées a I’analyse spectrale. Les résultats sont validés par des applications expérimentales
sur un banc d’essai réalisé pour cet objectif, dans notre laboratoire. Ces outils ont été congus
dans I’environnement de programmation graphique LabVIEW. Cet environnement intégre des
fonctions d’analyse des mesures comprenant le calcul de RMS, la détection de crétes,
I’analyse harmonique, le filtrage et les fonctions d’analyse de fréquence, aussi bien qu’un
grand nombre de fonctions mathématiques et statistiques complexes.

Mots-clefs :

Machines tournantes, analyse vibratoire, Analyse spectrale, cepstre; détection d’enveloppe

TITLE: PREVENTIVE MAINTENANCE ELEMENTS OF ROTATING MACHINERY BY
VIBRATIONS ANALYSIS

ABSTRACT:

In this memory we propose a framework for fault monitoring and damage detection of
rotating machinery, for conditional maintenance implement by vibratory analysis. To
accomplish this task, we have examined at first, the vibration characteristics of a rotor bearing
system. A complete mathematical model for a multi-bearing rotor system has been presented.
Gyroscopic effects as well as damping are included in the analysis by the F.E.M model of the
shaft. Hence, critical speeds ((Mode Analysis Damped Natural Frequency Map (Campbell
Diagram)), thresholds of instability and unbalance response of the system are obtained by the
developed mathematical model. In the second part, the detection and the diagnostic capability
of some of the most effective techniques are discussed and compared on the basis of
experimental results. In particular, the new approaches based on cepstrum and envelope
spectrum analysis evaluation for conditional maintenance are developed and compared to the
spectral analysis. The results are validated by experimental applications on a test rig realized
to this purpose, in our laboratory. These tools were designed by LabVIEW graphical
programming environment. LabVIEW has built-in functions for measurement analysis
including RMS calculation, peak detection, harmonic analysis, filtering, and frequency
analysis functions, as well as a large number of complex mathematical and statistical
functions.

Key-words:
Rotating machinery ; vibrations analysis ; spectral analysis ; cepstrum ; envelope detection



SoMMAIRE

INTRODUCTION GENERALE ..o 1

PARTIEI.: ANALYSE DU COMPORTEMENT DYNAMIQUE DES ROTORS

CHAPITRE 1: MODELISATION ET MISE EN EQUATIONS PAR ELEMENTS

FINIS
l. Enoncé des hypoth€ses ..o 5
1. Calcul des énergies cinétique et de déformation ......................ocoiinl. 6
ILL  LediSqQUe oo 9
112, L’arbre 10
113, Lebalourd ..o 12
[L4.  LeS paliers oo 14
I1l.  Laformulation par la méthode des éléments finis ..., 14
I11.1. Expression indicielle de I’énergie cinétique de ’arbre ~ ............... 17
I111.2. Expression indicielle de I’énergie de déformation de I’arbre .......... 19
IV.  Application de I’équation de Lagrange = .........cooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiennns 20
IV.1. Lamatrice des masses de I’arbre  ..........cooeiiiiiiiiiiiiii 22
IV.2. Lamatricede rigidité ...........cooiiriiiii e 23
IV.3. Lamatrice gyroSCOPIQUE .o.oiniiritit e 23
V.  Prise en compte des paramétres d’influence ..o, 24
V.1. Effet de I’énergie cinétique du disque ~  ......oiiiiiiiiiiiiiii 24
V.2, Effetdubalourd . 24
V.3. Effetdespaliers ..o 25
V.4. Influence des fondations flexibles sur la structure ........................ 25
VI. Etablissement des équations de mouvement ..., 28

VL, CONCIUSION e e 39



CHAPITRE 2 : PROGRAMME DE CALCUL ET METHODES DE RESOLUTION

1.
V.

\Y

VI.

Structure globale du programme de calcul ... 30
Probléme des valeurs propres d’un systéme non amortie  ...............eeeennnn. 32
Probléme des valeurs propres d’un systéme amorti  .............ceeeviiiiiiiininnannn. 35
Réponse permanente du desequilibre de masse (balourd) — .......................... 40
Analyse de stabiliteé ... ... 45
CONCIUSION 48

PARTIE Il. PRINCIPES DU TRAITEMENT DU SIGNAL ET OUTILS D’ANALYSE

ADAPTES A LA DETECTION DES DEFAUTS

CHAPITRE 3. PRINCIPES DE BASE LIES AU TRAITEMENT DU SIGNAL

V.

VI.

Définitions des grandeurs et caractéristiques d’un signal — ......................... 50
L’échantillonnage ... 51
I1.1. Echantillonnage idéal ... 52
11.2.  Théor¢me de SHANON pour I’échantillonnage des signaux............... 54
Le MOYENNAGE ettt e 54
L1, Moyennage linaire ... 55
I11.2. Moyennage exponentiel ... ... 55
Fenétres de tronNCatUreS ..ot e 55
IV.1. Rappels mathématiques ... 55
IVV.2. Conditions que doit satisfaire une fenétre de pondération .................. 56
IV.3. Type de fenétres usuelles et leurs caractéristiques ......................... 57
Le FIragE o e 60
V.1, Filtrage temporel oo 60
V.2. Filtrage fréquentiel ... ... 60
V.3, Filtrage NUMErIQUE ..ot e, 60
La Transformation de FOUITIEr ... ..ot 62
VI.1. Théoréme de fOUrrier .........oooiiiiiii i 63
VI1.2. Conditionsde Dirichlet ... ..o 63
V1.3. Procédure de transformation de Fourrier ..., 63
VI1.4. Signification physique de la transformation de Fourrier .................... 65
VI.5. Quelques propriétés de la transformée de Fourrier —.......................... 65

VI1.6. Transformé de fourrier diSCrete .........ooeeemere i, 66




VII. Puissance, énergie des SIZNAUX ........ceeeeuteeneeeteeieeaiteeieeaieeeineenneennns 67

VII.1. Puissance instantanée d’un signal ... 67
VI1.2. Puissance moyenne sur une période .............c.cooiiiiiiiiiiiiiiiininininn 67
VIL3. Théoréme de Parseval .........c.coviiiiiiiiiiiiiee e 68

CHAPITRE 4. OUTILS D’ANALYSE ADAPTES A LA DETECTION DES DEFAUTS
DES MACHINES TOURNANTES

l. Représentation des signaux vibratoires — .........cooiiiiiiiii 69
1. Structure des signaux vibratoires des machines tournantes ....................... 70
I11.  Choix des grandeurs physiques @ MESUIEr  .......ouiiriiriniiiiieteieeeenannn, 71
IV.  Outils de traitement adaptés a la recherche des défauts  ....................... 72
V.  Analyse temporelle des vibrations de type impulsionnel ~— ....................... 72
VI. Analyse spectrale des signaux vibratoires des machines tournantes ............... 76
VI.1. Suivides indicateurs en mode global ‘Large Bande>  ............... 78

VI1.2. Suivi de la forme spectrale des indicateurs par comparaison
avec un gabarit (Spectre a Bande Etroite) ...l 81
VL3, CONCIUSION ittt 82

VII.  Analyse en bandes d’octaves (spectres a pourcentage de bande constant PBC)... 83

VIL.1. Analyse en bandes d’octave par filtrage numérique — ............... 84
VIL.2.  Analyse en bandes d’octave par synthése FFT ~— ........................ 85
VIL3.  CONCIUSION .t 85
VI L’analyse Cepstrale ........ooieiiii e 86
IX.  Phénomene de modulation et technique de détection d’enveloppe ............... 89
IX.1. Modulation harmonique d’amplitude .......................oals 90
IX.2. Modulation harmonique de phase  ........ccooiiiiiiiii 91
IX.3. Démodulation par Transformée de Hilbert ............................e. 92
IX4, CONCIUSION .o 95

PARTIE IlIl. ANALYSE DES EFFETS DES DEFAUTS SUR LES SIGNAUX
D’ACCELERATION

CHAPITRE 5. BANC D’ESSAIS ET CHAINE DE MESURE

. Le banc d’SSalS .ottt 98

1. La chaine de MeSUIe ... e 101
I11.  Choix des défauts a analyser sur le modele expérimental — ........................ 103
IV.  Choix des grandeurs physiques @ MESUIEr  .......oiirieiniiiiriiieeeeanenanas 103

V. Fréquences caracteristiques des principaux défauts des machines tournantes...... 104




CHAPITRE 6 : APPLICATION DES OUTILS DE DIAGNOSTIC POUR L’ANALYSE
DES DEFAUTS

l. Le déséquilibre massique (Balourd) ............ccoooiiiiiiii 105
1. Conséquences pratiques du balourd .. ... 106
2. Distinction entre balourds statique et dynamique..................ccccoeeeennn.. 107
3. Les défauts qui induisent des vibrations a la frequence de rotation .......... 108
4. Equilibrage des machines tournantes sur leurs propres appuis —............... 109
1. Défaut d’alignement ou de flexion durotor ..............cooiiiiiiiiiiiiiiiii.. 110
I11.  Suivi des indicateurs spécifiques aux roulements ..., 112
IV.  Analyse temporelle des défauts des roulements..................cooeviiiiiiia... 116
V. Analyse spectrale en mode global des défauts de roulements ..................... 117
VI.  Diagnostic avec les techniques de cepstre et de détection d’enveloppe ............ 120
VL CONCIUSION o e 127
CONCLUSION GENERALE  ..iiiiiiiiiiiiiiiei i 128
BIBLEOGRAPHIE ... 131

ANNEXES 133



NOMENCLATURE

Variable Désignation
T Energie cinétique
U Energie de déformation.
q; Coordonnées généralisées du systeme
|
Q, Forces généralisées
"4 Angle de précession autour de 1’axe Oz
2] Angle de nutation autour de I’axe OX
o Angle de rotation autour de 1’axe Oy
Q Vitesse de rotation
0] Pulsation propre
u Déplacement de I’arbre selon I’axe Ox
\Y Déplacement de I’arbre selon I’axe Oy
W Déplacement de ’arbre selon 1’axe Oz
u, Déplacement du palier selon I’axe Ox
w, Déplacement du palier selon I’axe Oz
|=o Tenseur d’inertie dans le repére ROxyz
S Section de 1’arbre
p Masse volumique
Fu Force généralisée autour de I’axe Ox
Fw Force généralisée autour de I’axe Oz
f.(y) | Fonctions de forme
n Vecteur des déplacements nodaux
o Déplacements nodaux selon I’axe Oz
J; Déplacements nodaux selon I’axe Ox
I Longueur de I’arbre
E Module de Young
M i Eléments de la matrice des masses
K. Eléments de la matrice de rigidité
ij
G. Eléments de la matrice gyroscopique
j
C. Coefficients de la matrice d’amortissement

Matrice d’amortissement due aux paliers

Matrice de rigidité due aux paliers

Eléments de la matrice de rigidité due aux supports




Variable Désignation
Cs Eléments de la matrice de rigidité due aux supports
ij
A Valeurs propres

Partie réelle de la valeur propre

Partie imaginaire de la valeur propre

Angle de phase

Xlo™|R

~—
——

Vecteur de déplacements nodaux

M, Masse du palier
F \/\7 Forces généralisées autour de I’axe Oz, appliquées sur les paliers
|:uS Forces généralisées autour de 1’axe Ox , appliquées sur les paliers
A, Amplitude créte
N Nombre d’échantillons
Te Période d’échantillonnage
V, Fréquence d’échantillonnage
v, Fréquence de coupure
Vy Fréquence de Nyquist
5(t) Impulsion de Dirac
Pgn(t) | Fonction peigne de Dirac
HV(V) Fonction porte
o(t) Fenétre temporelle
gp(v Fenétre spectrale

H Réponse impulsionnelle du filtre
H,(z Transformé en Z
f. Fréquence de rotation
. Fréquence de défaut de bague intérieure
F. Fréquence de défaut de bague extérieure
F, Fréquence de défaut d’¢lément roulant
fe Fréquence d’engrénement
RMS Root mean square




INTRODUCTION GENERALE

l. Vue d’ensemble :

Les machines tournantes sont intégrées aux systemes qui manipulent des énergies sur supports
variés. La gestion des énergies doit satisfaire les besoins d’un processus organisé pour
atteindre des objectifs bien definis: des transformations, des transports, des fabrications, ...
Les caractéristiques et les performances des ensembles automatiques qui réglent les valeurs de
certaines grandeurs sont fixées par des criteres liés a la qualité exigée. Les quantités produites
dans un intervalle de temps défini sont entre autres, essentiellement liées a la fiabilité des
machines tournantes, c’est a dire au temps moyen (stratégique) pendant lequel les fonctions
qui leurs sont assignées sont réalisées selon un programme et des performances préétablis.

La fiabilité des machines tournantes peut dépendre de nombreux parametres. Les vibrations
sont souvent au fondement de cette fiabilité. Ainsi, dans le cadre de la maintenance
préventive, pour augmenter la durée de vie de ces machines, pour optimiser leur rendement et
pour assurer leur régularité de fonctionnement, 1’analyse des signaux de vibrations, issus
d’accélérometres piézoélectriques fixés sur ces machines constitue un moyen approprié pour
permettre la mise en évidence des défauts. Ces défauts se caractérisent dans le spectre de
fréquences associé aux vibrations induites dans la machine, par des niveaux de puissance qui
rendent compte selon leurs amplitudes, de la gravité, de la localisation et éventuellement de
I’identification de la cause de la vibration. L’analyse des signaux mesurés peut étre réalisée a
différents niveaux. Certains cas nécessitent simplement un relevé du niveau global et une
comparaison avec un seuil, d’autres, une analyse plus fine, afin d’identifier le ou les éléments
défectueux par la recherche des caractéristiques émergentes. A cette fin, il est a exploiter les
techniques et les méthodes d’analyse et de traitement des signaux issus fondamentalement
d’accéléromeétres fixés en des points judicieusement choisis au niveau de la machine en
fonction de I’origine et de I’incidence des vibrations.

Cependant, la connaissance des caractéristiques vibratoires normales des machines tournantes
doit permettre par comparaison de spécifier les situations anormales décelées par des
systemes de surveillance. Cette connaissance doit étre acquise par 1’observation directe et par
le questionnement des ensembles qui résultent des caractérisations mathématiques, ce qui est
désigné par la modélisation. Le travail effectué a suivi cette démarche et le document
synthétique présenté est articulé en trois parties.

Dans la premiere partie de ce mémoire, une analyse théorique de la dynamique des rotors
soumis a une excitation de type balourd est développée. Ce travail est consacré a 1’élaboration
d’un outil numérique fondé sur la méthode des éléments fini dédié a la maintenance
prévisionnelle des machines tournantes. Cette tache est decomposée en trois étapes; la
premiere étape consiste a 1’élaboration des différentes énergies cinétique et de déformation
des organes constituants le mod¢le adopté en vue d’établir les équations de mouvement par le
biais du formalisme de Lagrange. Pour parvenir a cet objectif, un certain nombre de
problémes intermédiaires ont préalablement, été pris en charge, entre autres, D’effet
gyroscopique, ’influence des paliers et la flexibilité des fondations. La deuxiéme étape est
consacrée a la présentation de la formulation de la méthode des €léments finis et a sa mise en
oeuvre numerique.



Dans la troisieme et derniere étape nous avons préesenté les méthodes de résolutions des
équations du systéme et les résultats obtenus. Cette démarche vise a simuler le comportement
de la machine tournante. Elle nous a permis d’identifier les vitesses critiques lors de la montée
en régime, d’analyser par conséquent, le probleme de stabilité de la machine et de déterminer
la signature du balourd permettant ainsi, de former une base de décision sur la sévérité du
défaut.

Dans la seconde partie de ce mémoire, une introduction au concept du traitement de signal et
I’analyse de Fourier est donnée pour définir les moyens de mesure, de traitement et de mise
en forme du signal des défauts sélectionnés. L’analyse des effets des avaries et la nature du
systéeme mécanique a surveiller permettent d’aider a choisir la chaine de mesure adéquate. I
s’agit aussi d’une présentation détaillée des moyens et des techniques d’analyse numérique du
signal pour la mise en ceuvre des méthodes applicables pour I’analyse des spectres de
vibrations obtenus & partir des signaux délivrés par des accélérométres moyennant des
techniques de traitement du signal.

Les signaux de mesure bruts ne peuvent qu’assez rarement fournir des indicateurs directement
exploitables; les méthodes de traitement et d’analyse seront sélectionnées de facon a
permettre un diagnostic fiable des défauts recherchés, avec un minimum d’indicateurs a
surveiller. Nous avons fait état des principales méthodes pouvant étre appliquées pour le
dépistage et le diagnostic des défauts survenant dans le fonctionnement des machines
tournantes. Nous avons développé I’analyse spectrale, I’analyse cepstrale, 1’analyse du spectre
d’enveloppe et les outils statistiques. L’ensemble des outils présentés, ne constitue pas une
liste exhaustive de ceux développés en recherche. Ces outils ont été congus dans
I’environnement de programmation graphique LabVIEW. Ce dernier a des fonctions intégrées
pour I’analyse des mesures comprenant le calcul de la moyenne carrée du signal (RMS), la
détection de crétes, 1’analyse harmonique, le filtrage, et les fonctions d’analyse de fréquence,
aussi bien qu’un grand nombre de fonctions mathématiques et statistiques complexes.

Dans la derniere partie, nous avons mis en pratiques les outils développés dans la partie
précédente en vue de valider nos travaux et de dresser une étude comparative sur la base des
résultats expérimentaux. Pour cela, nous avons realisé un modéle expérimental (banc d’essai)
de systeme réel pour simuler les défauts a surveiller a savoir, le défaut de balourd, de
désalignement et les avaries des roulements. L’exploitation de ce modele permettra de
déterminer la signature de chaque avarie et de définir les moyens de traitements adéquats a la
détection d’anomalies. Nous avons mis en place aussi, une chaine de mesure pour collecter les
signaux d’accélérations qui ont servis de base de données pour les différentes analyses. Il
s’agit aussi, de détailler I’influence des effets isolés sur les signaux d’accélérations, de suivre
I’évolution du signal en fonction de la gravité du défaut et de fournir une base de comparaison
entre les effets.

Cette analyse est développée dans 1’objectif de cerner les conditions de travail et le maximum
d’avaries susceptible d’affecter le comportement opératoire de la machine. En effet, il est
possible de considérer plusieurs types de défauts: vice de fabrication, défauts de jeunesse,
avarie d’usure, conditions de travail, défaut de montage.... Pour cela, il a été choisi d’analyser
des défauts dont la modification des signaux qu’ils engendrent est suffisamment identifiable
et constituent les modes d’endommagements les plus fréquents des machines tournantes.



1. Approches de maintenance préventive :

L’utilisation des différents équipements technologiques existants nécessite un suivi de
comportement visant a garantir la sécurité, la qualité des produits, la disponibilité des
installations, et la minimisation des colts d’exploitation. La solution de maintenance
corrective qui consiste a intervenir en cas de panne, est abandonnée des que les exigences de
colts, de qualité et de sécurité deviennent primordiales. La maintenance devient alors
préventive, et peut étre systématique. Dés lors que le taux de défaillance peut étre obtenu pour
des composants, et pour des systémes, a partir des retours d’expériences, la maintenance
préventive systématique est tout a fait satisfaisante. Les opérations d’entretien telles que la
lubrification, les purges, ou le resserrage de connexions, constituent un autre type de
maintenance préventive systématique. Il ne s’agit pas d’interventions curatives de
renouvellement de composants, mais d’actions visant & minimiser le taux de défaillances, qui
sont de plus généralement simples et peu codteuses.

Cependant, la dispersion de géométrie, 1’hétérogénéité des matériaux utilisés ou les
surcharges d’utilisation peuvent entrainer des défaillances avant la date optimale prévue.
C’est pourquoi pour des systemes mécaniques ou la sécurité est un parametre de grande
importance, la maintenance préventive conditionnelle est appliquée. Parmi les méthodes de
surveillance de systeme en fonctionnement, on peut citer les mesures de température, de
pression, et d’hygrométrie. Ces mesures sont effectuées en continu ou a intervalle
programmé. Elles fournissent une indication sur 1’état global du systéme, a condition de
connaitre les ordres de grandeurs de ces quantités dans les cas de fonctionnement défini
comme normal. Les mesures de température par exemple, peuvent étre prises sur une surface
jouxtant un contact entre deux éléments, ou dans un fluide (huile) entourant le contact. Les
résultats des mesures sont exploitées en les comparant a des seuils acceptables : elles
permettent de déceler un état anormal du systeme, mais ne permettent pas forcément de
déceler avec précision I’origine du dysfonctionnement, ni un diagnostic précoce.

L’analyse des vibrations s’inscrit dans le cadre d’une politique de maintenance prévisionnelle
de I’outil de production industrielle. Les objectifs d’une telle analyse sont de :

» Réduire le nombre d’arréts sur casse ;
» Fiabiliser I’outil de production ;
» Augmenter son taux de disponibilité ;

Pour cela, amplitude de déformation de I’arbre, sous diverses sollicitations, doit étre
maitrisée, ses fréquences de résonance connues et ses instabilités repérées afin d’éviter une
trop grande vibration du systeme. En effet, une trop grande amplitude de vibration engendre
un moindre rendement, un bruit trop important, et peut méme aboutir a I’endommagement du
systeme : rupture par fatigue, endommagement des paliers, frottement rotor/stator. L’étude de
la dynamique des machines tournantes est donc plus que jamais d’actualité.

En outre, I’analyse des vibrations réguliérement recueillies sur une machine tournante, permet
une détection précoce d’éventuels dysfonctionnements et de suivre leur évolution dans le but
de planifier ou reporter une intervention mécanique. Les objectifs énoncés plus hauts sont
donc atteints dés I’instant ou 1’activité est confiée au personnel compétent et expérimenté.
D’autre part, les coits de préparation et de mise en ceuvre sont largement inférieurs.



PARTIE 1.

ANALYSE DU COMPORTEMENT
DYNAMIQUE DES ROTORS



CHAPITRE 1 : MODELISATION ET MISE EN EQUATIONS PAR ELEMENTS
FINIS

D’une maniere générale, un rotor est constitué d’un arbre SUpporté aux extrémités par des
paliers et comportant un ou plusieurs disques. L objectif de cette partie d’étude est de
développer les équations du mouvement qui régissent le comportement dynamique d’un rotor
soumis a un mouvement de rotation constante et d’examiner les phénomeénes particuliers
pouvant survenir lors de la rotation. Les caractéristiques de chaque élément composant un
rotor sont développées. La méthode des éléments finis est ensuite utilisée pour mettre en place
un code de calcul permettant de traiter le cas d’une flexion simple du rotor et de mettre en
évidence les phénomenes de base. Les équations du mouvement du rotor sont obtenues par
application des équations de Lagrange. La sollicitation prise en compte est le balourd. La
démarche utilisée est semblable a celles développées dans la littérature [ALA98], [DUCO03],

[MAH90] ... pour la prévision du comportement dynamique des rotors dont le support est
fixe.
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Figure 1.1 : Modele au rotor [BIG80]

I.  Enoncé des hypotheses :
On retient comme hypotheses :
1. Les transformations sont considérées comme infinitésimales et on étudie les

petites oscillations autour de la position d’équilibre stable. Cela permet de
linéariser les équations.



2. L’effet de cisaillement est négligé. L’hypothése de Navier — Bernoulli : ‘toute
section droite reste droite et inaltérée’ permet d’étudier la section en bloc.

3. Le milieu est considéré comme continu et homogene.

4. Le matériau a un comportement élastique linéaire.

5. Le champ de déplacement est cinématiquement admissible.
6. L’arbre est déformable et les disques sont rigides

7. Le rotor tourne a une vitesse constante.

Ces hypotheses correspondent a la majorité des rotors industriels. Les cas de disque souple et
de variations rapides de vitesse conduisent a des développements spécifiques qui ne sont pas

traités dans cette étude.

Il.  Calcul des énergies cinétique et de déformation :

Dans le cas de coordonnées généralisées indépendantes, les équations de Lagrange s’écrivent :

d(oT or ou
— — |- + =Q; (1.1)
dtlod; ) oq;  oq;

T et U sont les énergies cinétique et de déformation. Les ;sont les coordonnées

généralisées du systeme et les Q;, sont les forces généralisées (Le symbole - désigne la
dérivée par rapport au temps). Les disques sont supposés rigides, ils sont donc caractérisés

uniquement par leur énergie cinétique TD . Les éléments d’arbre sont caractérisés par leur
énergie cinétique TA et par leur énergie de déformation U A - L’influence des balourds est

prise en compte grace a leur énergie cinétique TB .

L’établissement des équations du mouvement nécessite alors, le calcul des différentes
énergies des composants du systeme a savoir les énergies cinétiques du disque, de 1’arbre et

du balourd, I’énergie de déformation de I’arbre et le travail virtuel des forces extérieures.



e Etablissement des matrices de passage :

Z;

-
>

Figure 1.2 : Systéme de repérage du rotor [ALA98]

De maniere classique en dynamique des rotors, la rotation du repére nyz li¢ a I’arbre
déformé par rapport au repére fixe Ry, est définie par les angles v, @, et ¢ (Figure 1.2).

L’orientation du repére R xyz est définie par:

» Une rotation d’un angle i (précession) autour de Z (repére intermédiaire)
Rl(xl’Yl'Zl)'

» Une rotation d’un angle @ (nutation) autour du nouvel axe X, (repere intermédiaire)
RZ(XZ’YZ’ZZ)'

» Une rotation d’un angle ¢ (rotation propre) autour de 1’axe final y//Y, (repere
final) R(x, y, z).

1. Matrice de passage du repére Ry, > Ryiyiz:

cosy —siny 0
P,=|siny cosy O (1.2)
0 0 1



2. Matrice de passage du repére Ryiyviz1 2 Ryoyazs:

1 0 0
P,={0 cos@ -sing (1.3)
0 sin@ cosd

3. Matrice de passage du repére Ry ,y,7, 2 nyz:

cosg 0 -—sing
P,=| 0 1 0 (1.4)
sing 0 cos¢

e Le vecteur rotation instantané :

Le repére Rgyy; est un repére principal d’inertie. Les déplacements suivant les axes X et
Z sont notés respectivement U et W. Le déplacement selon Y est supposé nul car on suppose

que chaque point du rotor se déplace dans un plan perpendiculairement & Y . Les rotations
autour des trois axes sont respectivementy , @, et ¢ . Le vecteur rotation instantanée s’écrit :

O, =WZ +OX, +dy (1.5)

Soit, dans le repére Ryyyz :

o, cosg 0 —sing)l O 0 YO0\ (cos¢ 0 —sing)@a) (O
w,|=| 0 1 0 |0 cos® -sin@|0 |+ O 1 0 |[O+|g
o, sing 0 cosg O sin@ cosd \y sing 0 cos¢ )0 0

Soit :

—yrc0sOsin g + 0 cosg

{C‘)}’RO/R0 =10y $+yrsin0 (1.6)
Y/ c0SOCcosg +0sin ¢

S

S
Il

S

La vitesse de rotation du rotor est suivant ’axe y ; w et & représentent les déformées
angulaires de I’arbre dans les directions Z et X; ; ¢ représente sa position angulaire par
rapport au support. L’arbre ne subit que de petites déformations (domaine élastique), v et @
sont donc considérés comme des angles infiniment petits. D’apres les hypotheses, le rotor
tourne a vitesse constante ¢ :

¢=Q et P=01t (1.7)



e Le vecteur déplacement :

En rotation, la ligne moyenne de 1’arbre ne reste pas confondue avec la droite oY . Soient (u,
V, W) les déplacements d’un point C de I’arbre dans le repére Roxy; , U et W sont variables

alors que V est considéré comme constant puisque seuls les mouvements de flexion de ’arbre
sont étudiés.

_ Julyt)
oC=| v (1.8)

w(y,t)
I1.1. Ledisque:

Le disque supposé parfaitement rigide est caractérisé par son énergie cinétique uniquement.
Le disque de centre O est situé a la position arbitraire y. Son énergie cinétique s’écrit:

1 —0 l.p ==
Tp :EMD(V (O))2 +EQES IOQEOO (2.9)

Ou M, est la masse du disque et | 0 son tenseur d’inertie dans le repére ROxyz :

I, 0 0
lo=[ 0 Ip O (1.10)
0 0 I,

L’énergie cinétique du disque s’écrit donc:

T, = MZD (u2 +W2)+%(I ox @y + | py 0 + IDZa)f) (1.11)
Avec :
w, ) [-yrcosdsing+0cosg
oy, |=| p+ysino (1.12)
w, Y7 C0S 6 COS ¢ + Osin ¢

Les angles y et @ étant pe