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RESUME

Le but du travail représenté dans ce projet est la conception d’'un code de calcul
en un langage informatique évalué (C++ POO) pour simuler la méthode de discontinuité
de déplacement en mécanique de la rupture. Cette méthode numérique donne de bons
résultats dans I’étude des structures fissurées notamment apres avoir intégré I'élément
parabolique au bout de fissure la ou la discontinuité de déplacement constante n’est pas
nulle ce qui conduit a la divergence des résultats dans cette zone. Une représentation de
l'application est faite, et un nombre d’exemples est traité.

Mots clés : Méthode de discontinuité de déplacement, mécanique de la rupture,

coefficient d’intensité de contraintes, fissure, élément bout de fissure.

The aim of the work represented in this project is the conception of a computing
code to simulate the displacement discontinuity method using an evaluated data-
processing language (C++ OOP). This numerical method gives good results in the study
of the fractured structures in particular after having integrated the parabolic element on
the crack tip where the constant discontinuity of displacement is not null what leads to
the divergence of the results in this zone. A representation of the application is made,
and a number of examples is treated.

Key words: Displacement Discontinuity Method, fracture mechanics, Stress
intensity coefficient, crack, crack tip element.
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Introduction Générale

En mécanique de la rupture, se pose le probléeme de la détermination du facteur
d’intensité de contrainte. Plusieurs solutions analytiques existent pour son calcul.
Mais lorsque cette solution n’est pas disponible, nous avons recours aux méthodes

numériques.

Les principales méthodes numeriques qui sont maintenant bien établies pour la
résolution des problémes de mecanique de la rupture sont la méthode des éléments

finis et la méthode des éléments de frontiere (BEM).

La méthode des éléments de frontiére a été développée suivant deux approches.
L’une d’elles est d’origine mathématique basée sur des théoremes classiques de la
théorie du potentiel. L existence de solution a une équation intégrale, expression d’un
probleme aux limites dans le cadre de la théorie des potentiels a été montrée par
Fredholm (1903). La discrétisation de la frontiére pour résoudre I’équation intégrale,
pour des probléemes de potentiels avec I’avénement des ordinateurs est due en premier
a Jawson [8] et Sym [14]. La formulation de la méthode directe sous sa forme actuelle
a été présentée par Rizzo [10] et appliquée en thermo-élasticité par Rizzo et al. [11].
La méthode a été étendue en 3-D par Cruse et al. [5] et par Lachat et al. [9].

A partir du théoréme de réciprocité de Maxwell-Betti, I’identité de Somogliana est
obtenue comme une représentation intégrale directe donnant les déplacements dans le
domaine en fonction des déplacements ou contraintes sur la frontiere. En écrivant
cette identité sur deux domaines complémentaires, deux méthodes intégrales dites
indirectes ont été proposées par Crouch [3] et [4]. La premiére représentation est
connue sous le nom de potentiel de simple couche de densité de la discontinuité de
contrainte et proposée par Crouch [4] sous I’appellation de contraintes fictives ou
discontinuité de contraintes. La deuxieme représentation est connue sous I’appellation
de potentiel double couche de densité de la discontinuité de déplacement et est
proposée par Crouch [3] comme étant la méthode de discontinuité de déplacement
(MDD).

Un des problémes posés par la MDD est d’assurer la continuité du champ de
déplacement en bout de fissure. Malgré des éléments d’ordre supérieurs proposés par

Crouch [4], le probleme de la compatibilité est resté posé. Le premier elément spécial
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proposé pour respecter la condition de continuité du champ de déplacement est du a
Crouch [4] puis repris par Shou [13]. La formulation présentée ne concernait que le

mode d’ouverture.

La MDD offre des avantages certains pour la simulation de la propagation des
fissures Cornet [2]. Alors que méthode des éléments finis (FEM) nécessite un
remaillage aprés chaque changement de configuration durant la propagation de
fissure, dans la méthode de discontinuité de déplacement (MDD), la propagation de
fissure se fait par addition d’éléments Cornet [2].

Daux [6], avec la méthode des éléments finis étendus (extended finite element method
XFEM) prend en compte les problemes de mécanique de la rupture avec la prise en

charge des problémes de singularité.

Les travaux de Xiao [15] et Yan [16] ont permis de traiter les cas du mode | et Il en

utilisant cet élément.

Ce travail entre dans ce cadre pour exploiter la performance de cet élément dans

les problemes de milieux fissureés.

La programmation orientée objet est maintenant trés appréciée pour mettre au point
des codes de calcul «friendly » qui permettent de faciliter le traitement pré et post
calcul. Nous avons opté pour cette option. C’est la premiére tentative concernant notre
département, venue aprés un peu de retard malgré I’expérience acquise avec les

travaux antérieurs dus & Boukhalkhal [1], Hachi [7] et Sahnoun [11].
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Chapitre | Concepts Fondamentaux sur la Mécanique de la Rupture

1.1 Introduction

Si les ruptures n'existaient pas, les ingénieurs seraient pratiquement inutiles et
chacun pourrait construire un pont, un avion ou une maison sans le moindre risque de
destruction de la structure. La théorie de la mécanique de la rupture est un moyen
pour estimer la stabilité des fissures qui peuvent survenir a cause des défauts. Elle

permet de prévoir I’évolution de la fissure jusqu’a la ruine de la structure.

A ce jour, basé sur les expériences, la théorie de la mécanique de la rupture n’est
nullement une science de base exhaustive et exacte, cependant, deux approches ont

été proposeées :

1- L’approche locale : qui consiste a I’étude de la distribution des contraintes au
voisinage de la fissure par I’introduction du facteur d’intensité de contrainte.

2- L’approche globale : dite aussi approche énergétique, elle procéde par le calcul de
I’énergie disponible pour la propagation de fissures dans la structure considérée
(Griffith 1920).

La rupture est aussi de deux types :

= La rupture fragile qui est caractérisée par I’absence de déformation plastique
significative (mécanique linéaire de la rupture).

= La rupture ductile qui est caractérisée par une zone de déformation plastique non
négligeable (mécanique non linéaire de la rupture).

Dans la suite de ce chapitre, nous allons présenter quelques éléments de théorie de la
mécanique de la rupture en commengant par citer les hypothéses et les notions de base
nécessaires pour I’étude de milieux fissurés. Ensuite, nous allons détailler les deux

approches précédentes et présenter le mode mixte de rupture.
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1.2 Notions de bases sur la mécanique de la rupture
1.2.1 Hypotheses :

v Le matériau est supposé homogene et isotrope.
v’ Le chargement est supposé quasi-statique.

v On se restreint aux problémes plans (bidimensionnels).
1.2.1 Les modes de sollicitations :
Le mouvement des lévres d'une fissure peut étre obtenu selon trois modes [17] :

P Mode I : ou mode d’ouverture, le plus dangereux, correspond a une traction

normale au plan de la fissure.

r

Mode Il : ou mode de glissement plan, correspond a un cisaillement dans le

plan de la fissure dont I’action est perpendiculaire au front de la fissure.

o

Mode 111 : ou mode de glissement anti-plan, correspond a un cisaillement dans

le plan de la fissure dont I’action est paralléle au front de la fissure.

¥

13 x ModemI:

i F
- '

Fig 1.1 Modes fondamenitaux de rupture

1.3 Approche locale — Facteur d’intensité de contraintes

Par I’introduction de la notion du facteur d’intensité de contraintes, cette approche
consiste a déterminer les parametres de mécanique de la rupture a I’aide des champs

de contraintes et de déplacements locaux au bout de fissure.
1.3.1 Champ de contraintes et de déplacements au bout de fissure

Les champs de contrainte et de déplacement proche du front de la fissure sont des

parametres nécessaires a connaitre. Ces champs gouvernent le processus de la rupture
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qui a lieu a la pointe de la fissure. Pour cela nous allons faire une étude des
contraintes et déplacements au voisinage de la pointe de fissure dans le cas des trois

modes de rupture.

Ces contraintes ont été calculées par Westergaard a I’aide de la fonction d’Airy
[18] et par Irwin a I’aide de la théorie de I’élasticité [19]. Elles sont exprimées par les

relations (1.1) et (1.2), avec les notations de la figure 1.2.

A
y N A
o
—
(9]
% y %,
//
'/
T —
4
4
0 v
M,,/x x‘
\ »
N
Fissure

Fig.1.2 Champ de contraintes au voisinage du bout de fissure

La figure 1.2 schématise les contraintes sur un élément de volume centré sur un
point M repére par les coordonnées polaires r, 6 par rapport a I’extrémité d’une fissure

sollicitée en mode d’ouverture ou (mode I).

Les contraintes et déplacements au voisinage du front de fissure s’écrivent :

P Model :
K 1 0 360
Oxx = mcos sm2 sin— >
K; 9[1+_ 0 39] (11)
Oyy = cos— sin—= sin— :
oo \2mr 2 2 2
K; 0 0 36
Oxy = \/_sm cos— cos7
Et
/ (1 2v) + 39
o= os— v) + sin 7]
(1.2
uyz% zL i [2(1—v)+cos —]
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La discontinuité ou saut de déplacement [u, ] selon I’axe (oy) est:

] = 570 - 1) 241 [

(1.3)
¥ Modell :
Ky 6 54 0 39]
Oy = — sin— COS— COS—
> V2nr 2 2 2
K 0 0 30
Oyy = \/%sinzcosz cos7 (1.4)
Oxy = \/%cosg [1 — sing sin?]
Et
K T 6 360
u, = 2 |— sin—[2(1 —v) + cos? —]
U \N2m 2 2
(1.5)
_ Ky [T 9[(1 2)+_239]
uy—ﬂ 5 OS5 v) +sin® =
La discontinuité ou saut de déplacement [u,] selon I’axe (ox) est:
4K1[ r
[ux] = e (r, 1) —ux(r, =) = —H (1 - v) |- (1.6)
» Mode Il :
Oyy = — Kiu smg
e 2nr 2
o = Kin cosg a7
Y2 \2mr 2
Oxx = Oyy = Oz = Oxy = 0
Et
Ky [v . 0
u, =— [— sin—
2 opN2mT 2 (L.7)
Uy =Uy, =0
La discontinuité ou saut de déplacement [u,] selon I’axe (0z) est:
[uy] = ue(r,m) —u,(r,—m) = - (1.8)
u 21

Avec :

v : coefficient de Poisson
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E
2(1+v)

u : module de cisaillement, tel que : u= (1.9)

Remarque : On remarque qu’a la pointe de la fissure (i.e. r — 0), les contraintes

sont singulieres en /1 /r et que les déplacements d’ouverture tendent vers 0 comme

r.

Les facteurs K;, K;; et K;;; sont appelées les facteurs d’intensité de contraintes et

sont exprimées en MPa+/m . Ces paramétres dépendent uniquement des conditions de

chargement et de géométrie.
1.3.2 Les facteurs d’intensité de contraintes

Intuitivement, il apparait naturel qu'une perturbation géométrique (fissure) crée,
dans son environnement immédiat, une zone ou les contraintes induites par les
sollicitations extérieures seront modifiées, généralement augmentées. Le facteur
multiplicatif local des contraintes que le défaut induit est appelé facteur de

concentration de contraintes, noté K, tel que[17] :

Olocal

Ky = 1.10
aglobal ( )
OU ag0pa représente le niveau de contraintes en 1'absence du défaut au point ou il est

localisé, ou, ce qui revient au méme, hors des perturbations induites par celui-ci, et

O10car 1€S contraintes maximales induites localement par la fissure.

Lorsque le rayon de la pointe de fissure tend vers zéro, les contraintes en téte de
celle-ci deviennent singuliéres. La description de cette singularité de contraintes
demande de résoudre les équations de 1'élasticité en imposant des conditions aux

limites correspondant a une coupure dans le plan, la surface de fissure.

Donc, ils peuvent étre déterminés si I’on connait les expressions des composantes
non nulles des contraintes et des déplacements. Ces calculs peuvent étres menés dans
le cas analytique en utilisant la méthode de Westergaard [20]. Dans les modeles
numériques, il est plus judicieux d’utiliser les discontinuités de déplacement[u;].

Dans notre cas, nous optons pour le calcul utilisant les sauts de déplacement.
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] _ E 21
K = fim o2 = by | 57—z |5 ]

E 2T

81— 7T [y ] (1.11)

Ky = li_r)r(l) (oxyV2mr) = li_r}r(l)

) . E 21
Ky = lim (0y,V2nr) = lim 8(1+0) /T [u,]

1.4 Approche globale — théorie énergétique de Griffith

Griffith (1924) , sur ses travaux sur le verre, a émis I’hypothése que la propagation
d’une fissure absorbe de I’énergie. Cette énergie est appelée énergie de surface. Soit
un matériau contenant une fissure de longueur a. (Fig. 1.3) Pour une extension Aa de

la fissure la conservation de I’énergie totale peut W;,.s’écrit [21] :

AWior = 0 = AWease + AWeye + AW, + AVl/surf (1.12)
Avec

AWyt Variation du travail des forces exterieures.
AW, Variation de I’énergie de déformation élastique.

AW, in, Variation de I’énergie cinétique (négligée dans le processus quasi
statique)

AWsurs  Energie dissipee lors de la propagation sur surface de la fissure= GAA
SOit Awsurf :'(AWelast + AWext) = _AU

Dans la théorie initiale de Griffith qui s’applique a une rupture fragile, I’énergie
AU correspond a I’énergie nécessaire pour créer de nouvelles surfaces dans le
matériau (A. L’énergie de Griffith G est rapportée a I’unité de surface ; elle est définie

a partir de AU par :

AU au
_ o (LAY oY 1.13
G Alérilo( AA) oA (1.13)

AA = eAa est la surface fissuree lors de la propagation de la fissure sur la longueur
Aa dans une eprouvette d’épaisseur e.
Généralement, on considere une épaisseur unité (e = 1) et G rapportée a I’unite

d’épaisseur est alors donnée par :

10
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G = lim (— ﬂ) L (1.14)

Cette quantité d’énergie G est appelée le taux de restitution d’énergie.
Si on consideére y, I’énergie spécifique de création de surface, on a:

2y, = G, (1.15)
Si G dépasse ce seuil critique, la fissure se propage. Ceci constitue le critere de
Griffith.

Fig. 1.3 Propagations d’une la fissure sur une longuenr i,

1.5 Mode mixte de rupture :
1.5.1 Principe de superposition :

Dans les matériaux élastiques linéaires, les composantes des contraintes, des
déformations et des déplacements sont additives : c’est I’application du principe de
superposition. Cependant, il faut respecter certaines regles : ainsi par exemple deux
contraintes normales selon la direction x peuvent s’ajouter entre elles, mais une
contrainte normale ne peut en aucun cas s’additionner avec une contrainte de
cisaillement. 1l en est de méme pour les facteurs d’intensité des contraintes K : on ne
peut additionner des facteurs d’intensité des contraintes que s’ils concernent le méme

mode de sollicitation (mode I, 11 ou Il1). On a ainsi :

Kl(total) — KI(A) + KI(B) + KI(C) 4 .. (116)
Mais

K(totary * Ki + Kip + Ky (1.17)

11
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Dans beaucoup de cas, le principe de superposition, convenablement applique,
permet de déterminer la solution pour le coefficient d’intensité de contraintes dans des
configurations de chargement relativement complexes en les décomposant en somme

de chargements simples dont les solutions sont connues.

Par exemple,
K@ =K" + K avec K9 =0 = K = k" (1.18)
Gy Ty
f 440t ttrttt
To -,
VYVYYY A22AR
(a) (b) (¢)

Fig. 1.4 Détermination du K | pour une fissure dont les lévres sont soumises d
une fraction T .

1.5.2 Champ de contraintes et déplacements

La figure 1.5a représente une fissure inclinée traversant une plaque soumise & une
traction simple. Si la fissure n’était pas inclinée (B = 0°), le chargement appliqué
conduirait a du mode I pur. Pour montrer comment I’inclinaison de la fissure entraine

du mode 11, on calcule le vecteur contrainte dans le plan de la fissure. Ce vecteur

s’écrit :

T(mR) = 6.7 = (6 cos B)y

= o (N e cosB\ _( o®cos?p (1.19)
T(m, ) = (T) =07 cosp <sinﬁ> B <a°° cosf3 sinﬁ)

On remarque que le vecteur contrainte dans le plan de fissure se décompose en une
contrainte normale N (traction) et une contrainte tangentielle T (cisaillement), Dans le

cas présent, nous somme en mode mixte | — II.

12
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fag o
A 1 A A .T A
¥
AT ~. 7
X ;
2 2a
L v L 4 v v L 4

a) b

Fig. 1.5 Fissure inclinéde dans une plagite en fraction.

En utilisant le principe de superposition, I’état de contrainte a la pointe de la fissure
est obtenu facilement. Pour un mode mixte | - Il, la contrainte est le la somme des

contraintes de chaque mode de chargement [18].

K; 0 36 K; .6 0 36
Oy = — cos— 1- smz sin— > |~ — smi [2 + cosz cos7
K; 0 36 K; 6 0 30
Oyy = mcos— 1+ smz sin— 5 + msmz cos > cos—- (1.20)
K, .6 0 306 Kj; 0 36
axy=msm§cosi c057+ cos—[l—sm— sm7

Et les déplacements sont obtenus a partir des équations (1.2) et (1.5)

KT 08l = 0230 K |18 _ 236
U, = 27Tcosz[(l 2v) + sin 2]+H\/;sm2[2(1 v) + cos 2]

u
(1.21)
K . 0 360 K %] . 360
y = 7’ é SlnE[Z(l — U) + COS2 ?] + f % COSE[_(l — ZU) + Sln2 ?]

1.5.3 Propagation d’une fissure

Lorsqu’une fissure est sollicitte en mode mixte, on observe généralement un
branchement ou une bifurcation qui se caractérise par un changement de direction de
propagation (Fig. 1.6). Les facteurs d’intensité de contraintes locaux a I’extrémité de
la déviation d’angle o noté K;(a) et K;;(a), differe des facteurs d’intensité de

contraintes K; et K;; de la fissure initiale [16].
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Chapitre | Concepts Fondamentaux sur la Mécanique de la Rupture

Fig 1.6 Fissure inclinéde : Propagation selan un angle « par
repport ai plan de la fissure.

Les facteurs d’intensité de contraintes en mode | et 1l a I’extrémité de la déviation,
sont donnés par :
3 a 1 3a 3 a 3 3a
K, (a) = K, (—cos— + —cos—) + Kj; <——sm— - —sm—)

4727 477278472
(1.22)

1 a 1 3a 1 a 3 3a
K (a) = K; (Zsm§+zsm7> + K, <ZCOSE +Zc057)

On présentera dans ce qui suit, les deux principaux critéres utilisés dans le cas de

matériaux élastiques isotropes.
1.5.3.1 Critére en contrainte tangentielle maximale

Le critére le plus simple a utiliser est celui d’Erdogan et Sih [22], qui stipule que la

direction de propagation est celle dans laquelle la contrainte normale est maximale

(i.e. 999 = Tggmax €t 0rg = 0).

Au voisinage de la pointe de fissure, les champs de contraintes sont donnés en

coordonnées polaires par :

M) = 1 0 K , 0 31( -
Ogo = mcos > | cos 5>~ K sin
1 0 (1.23)
org(M) = sin—[K;sin0 +K;;(3cosf — 1
7‘9( ) \/m 2 [ 1 II( )]
Alors en dérivant aggpar rapport & 8, on aura :
\/anag% = —%cosg[l{l sin@ +K;; (3cosf —1)] (1.24)

Donc, la direction de propagation a sera donnée par :

14
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K;sina+K;; (3cosa—1) =0 (1.25)

Le critére de propagation sera :

a a 3
cos — K; COSZE—EK” sina | = K¢ (1.26)

Ou K, est le facteur d’intensité de contraintes critique.
1.5.3.2 Critére de Griffith

La fissure se propage lorsque G,,,, atteint la valeur critique G.. C’est le critére de

Griffith en énergie.

L’énergie de Griffith G (a) a I’extrémité de la déviation, s’exprime par :

1 —v?

G(a) = [K7 () + K ()] (1.27)

Les maximums de G(a), a B fixé, correspondent aux points ou K; est maximum et

K;; = 0. Ainsi, le maximum de I’énergie de Griffith est donné par :

1 —v?
Gmax = E KIZ (a*) (1'28)

ou a* est I’angle pour lequel les valeurs de I’énergie G et de K; sont maximales et
K” = O

Dans un matériau homogéne, une fissure initialement inclinée d’un angle B se

propagera en suivant une direction faisant I’angle a* avec le plan initial de la fissure.

1.6 Conclusion

Nous avons mis le point sur la totalité des notions et des lois nécessaires pour le
traitement des problémes de fissures dans les solides notamment les coefficients
d’intensité de contraintes en fonction des discontinuités de déplacement; car la
méthode qui sera utilisée pour la résolution de ce type de probleme est la méthode de

discontinuité de déplacement.
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Chapitre Il Méthode de discontinuité de déplacement

1.1 Introduction :

Beaucoup de problemes pratiques en mécanique des solides concernent des corps
contenant des fissures. Une fissure est constituée de deux surfaces. Parmi les
méthodes d’éléments de frontiere permettant I’étude de tels problémes, la méthode de
discontinuité de déplacement est la plus adéquate. Elle est basée sur la solution
analytique du probléme d’une discontinuité de déplacement constante le long d’un

segment de droite dans un plan (x,y) infini.

Physiquement, on peut imaginer une discontinuité de déplacement comme une
fissure dont les surfaces opposées se sont déplacées relativement I’'une par rapport
I’autre. Dans le cas présent, les surfaces se sont déplacées relativement par une
distance constante le long de la fissure considérée. En général, bien sdr, on peut

considérer une distribution non constante des déplacements relatifs.

La méthode de discontinuité de déplacement est basée sur une notion qu’on peut
faire une approximation discréte a une distribution continue de discontinuité de
déplacement sur la fissure. C’est-a-dire, on divise la fissure a une série de N éléments
(éléments de frontiére) et on considére que la discontinuité de déplacement soit
constante sur chaque élément. En connaissant la solution analytique pour une seule
discontinuité de déplacement élémentaire constante, on peut trouver une solution

numérique du probleme par sommation des effets de tous les éléments.
11.2 La discontinuité de déplacement dans un solide infini :

Le probleme de la discontinuité de déplacement constante, dans un segment droit
dans un plan (x,y) d’un solide élastique infini, est spécifié par la condition que les
déplacements soient continus partout dans le solide sauf sur le segment droit en
question. Le segment droit peut étre choisi de fagon a occuper une certaine portion de

I’axe x, soit |x| < a,y = 0.

Si nous considérons que ce segment est une fissure droite, nous pouvons distinguer
ses deux surfaces en disant qu’une surface est du coté positif de y=0, noté y=0. , et
I’autre est du coté négatif, noté y=0. (Fig. 2.1). En traversant d’un c6té du segment a
un autre, les déplacements subissent une variation spécifique constante en valeur
D; = (Dy, Dy).
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Fig 2.1 Fissure lindaire dans un corps infini

Nous definissons la discontinuité de déplacement D; comme la différence dans le

déplacement entre les deux cotés du segment comme suit :

Dy(x) = uy(x,0-) — uy(x,04)
Dy (x) = uy(x,0_) —uy(x,0,)

(2.1)

Comme u, et u,, sont positifs dans les directions positives des coordonnées x et y,
il s’ensuit que D, et D,, sont positifs comme illustré dans la figure 2.2. Nous devons
noter qu’une valeur positive de D, suggere que les deux coOtés de la fissure se
chevauchent. Il n’y a aucune objection mathématique a I’occurrence d’un
chevauchement, bien qu’il soit physiquement impossible. Nous pouvons éviter cette
difficulté conceptuelle en disant que la fissure a une épaisseur finie, petite par rapport
a sa longueur, et que la valeur de la discontinuité de déplacement Dy est toujours

moins que celle-ci.

.

B} discontinuite de déplacement normale

{c) discantinuité de déplacement tangentielle

Fig 2.2 Discontinunités de déplacement
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La solution du probleme traité est donnée par Crouch (1976) [3]. Les déplacements

et les contraintes peuvent étre écrits comme suit :

Uy = Dx[z(]- - V)f:y - yf,xx] + Dy[_(]- - zv)f,x - yf,xy]

2.2
Uy = Dy [(1 = 2v)fy — Yf,xy] + D, [2(1 - Vfy = yf.yy] @2

Et

Opx = 2 1 De[+2f sy + Y uyy| + 2Dy [fyy + Y yyy]
Oyy = 2 U De[~Yfryy| + 2Dy [fyy = ¥fyy] (2.3)
Oxy = 2 1 Dxfyy + Yfyyy| + 21 Dy~ uyy]

Telle que la fonction f est définie comme suit :

— y y
ma—v) (arctan = 2 (2.4)

—(x—a) ln\/[(x —a)+y?l+(x+a) ln\/[(x +a)? + y?]

fo,y) =

— arctan
a

Les dérivées de cette fonction sont ;

F,(x,y) = fx = amn(l=v) [Iny[(x — @)% + y?] = Iny[(x + @)% + y?]]
F(x,y)=f, = m [(arctanx " arctanx n a)]

_ o+ y _ y
F(x,y) = f,xy = 4n(1—0) [(x —a)2+y2 (x+a)+ yz]
Fo(xy) = _ _ +1 xX—a B x+a (2.5)

s Y) = Lo = Sy = 4m(1 —v) [(x —a)?+y? (x+a)?+y?

_ _ _ 11 (x-a)? -y’ (x+a)?—y?

Fe(x,y) = fxyy = _fxxx = 4n(1—v) [{(x —a)Z + y2)2 - {((x+a)?+ yZ}z]
+2y x—a x+a

F7(x;y) = f:yyy = _f,xxy = [ |

ar(1-v) {(x —a)2 +y22  {(x +a)? +y2}?

Il est facile de vérifier que les déplacements (2.2) sont continus partout dans le
corps infini, excepté a travers le segment droit |x| < a,y = 0, ou les déplacements
sont discontinus en accordance avec les définitions (2.1). Les déplacements sur la

ligne y=0, par exemple, sont [4] :

Uy = —LD lim (arctan — arctan Y ) - d - 2) n |x _ a|
x 2 y-0y4 x—a x+a/ 4n(1—-v) Y Ix+a 26)
4 -2 LT y _ Y '
Uy =+ - — D,In |x+a - Dy limy, o, (arctan ~— —arctan x+a)
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Les valeurs limites des termes arctan sont définies comme suit :

y 0 |x|>a;y=0%
)— +7 x| <a;y=0, 2.7)
a - |x|<a;y=0_

— arctan

lim (arctan
y—0

En utilisant ces résultats, nous constatons que trois cas séparés doivent étre pris en

considération pour évaluer les composants de déplacement suivant la ligne y=0 :

@) x| >a,y =0,

(x,0) = (1—2v)D |x—a|
Ul s 0 = 4(1 —v) Myt a
o (1-2v) xX—a (2.8)
uy(x'o)_+4n(1—v)Dxn|x+a|
@) Ixl <a,y =0,
(,0,) = 1D (1-2v) |x—a|
Ut ) = 75 U 4(1 —v) Yyt a
(1-2v) x—ap 1 (2.9)
,0,)=+—2D In|—| =D
Uy (%, 04) +4T[(1—U) xn|x+a| 277
) Ixl<ay=0_
1 (1-2v) xX—a
ux(x,O_)—+§Dx—4ﬂ(1_v) yn|x+a|

(1-2v)
4nt(1 —v)

(2.10)

0.) = Dyin [F=2 +2p
w0 =+ el 3P

Les déplacements u, et u, sont donc continus pour |x| > a sur y = 0, mais ont

des discontinuités +D,. et +D,, pour |x| < a, comme c’est affirmé.

Les contraintes sur la ligne y = 0 peuvent étre évaluées de facon similaire a partir
de I’équation (2.3).

Elles sont :
—U 1 1 —au 1
Txx(%,0) 2r(1—-v) "\x—a x+a/ m(1-v) Yx%2-—qa?
—ay 1
,0) =
(00 =a Ty Dy (2.11)

ny(xr 0) = 7'[(1 _ U) Dx xz _ az

20



Chapitre Il Méthode de discontinuité de déplacement

Les contraintes normales o, et gy, sur y = 0 dépendent ainsi seulement de la
composante normale de la discontinuité D,,, alors que la contrainte tangentielle

Oxy = Oy, dépend seulement de la composante tangentielle D,.

A partir de ces équations, nous remarquons que les contraintes sont singulieres et

discontinues pour x = ta, mais sont finies et continues partout sur y = 0.

Les directions des composantes du vecteur de traction sur les deux surfaces de la

fissure sont illustrées dans la figure 2.3, en supposant que D, > 0etD, >0 . En

tenant compte de :

tx(xr 0+) = _O—xy(xr 0+) ’ ty(xl 0+) = _ny(xr 0+) ’ tx(xr 0—) = +O—xy(xr 0—) ’
ty(x,0_) = +0,,(x,0_) et de (2.2.11), il s’ensuit que t;(x,0,) = —t;(x,0_), donc
les contraintes résultantes t;(x,0) = t;(x,0,) + t;(x,0_) appliquées a la fissure sont

égales a zéro.

f:{x,0.1=0

r.-' { Iiui-‘ll"ﬁ

Fig. 2.3 Contraintes appliguées aux
siurfaces de la fissure

11.3 Procédure numérique

Une généralisation de la procédure numérique décrite ci-dessus est schématisée
dans la figure 2.4. Dans ce cas la fissure est courbée, mais nous allons supposer
qu’elle puisse étre représentée avec une exactitude suffisante par N segments droits,
liés entre eux. Les positions et les orientations de ces segments sont référencées aux
systeme de coordonnées x,y montré sur la figure 2.4. Si les surfaces de la fissure sont
soumises a une contrainte (par exemple, pression uniforme d’un fluide —p), elles se

déplaceront relativement I’'une vers I’autre. La méthode de discontinuité de
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déplacement est un moyen pour trouver une approximation discrete pour la
distribution lisse du déplacement relatif (i.e. discontinuité de déplacement) qui existe

en réalité.

Cette approximation discréte est trouvée en référence aux N subdivisions de la
fissure représentée dans la figure 2.4a. Chacune de ces subdivisions est un élément de

frontiere et représente une discontinuité de déplacement élémentaire.

@i (a)

Fig. 2.4 Discrétisation d'une fissure en N discontinuiés
de déplacement élémentaires.

Les discontinuités de déplacement élementaires sont définies en respectant les

coordonnées locales s et n indiquées dans la figure 2.4. La figure 2.4b représente une

e

simple discontinuité de déplacement élémentaire au ™ segment de la fissure. Les

composantes de la discontinuité dans les directions s et n dans ce segment sont notées
j j - Ve Ve - - -

D, et D,, . Ces quantités sont définies comme suit :

+

S

Jj
u
j (2.12)
u

+
n

[N
“n
Il

3

O~
Il

n

T J j , .
Dans ces définitions, ug et u, se rapportent aux déplacements tangentiel (s) et
normal (n) du j*™ segment de la fissure. Les indices supérieurs ‘+* et ‘-* dénotent la
surface positive de la fissure et la surface négative par référence a la coordonnée local

n.
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i J J
Les déplacements locaux uy et u,, forment les deux composantes du vecteur. Elles
sont positives dans les directions positives de s et n, indépendamment du choix de la

surface positive ou négative de la fissure. Par consequent, il suit de (2.12) que la

j
composante normale de la discontinuité de déplacement D,, est positive si les deux

surfaces de la fissure se deplacent I’'une vers I’autre. De méme, la composante

J
tangentielle Dy est positive si la surface positive de la fissure se déplace vers la gauche

par rapport a la surface positive.

Les effets d’une seule discontinuité de déplacement élémentaire sur les
déplacements et les contraintes dans un point arbitraire dans le solide infini peuvent
étre calculés a partir des résultats de la section 1.2, si nous transformons
convenablement les équations pour expliquer la position et I’orientation du segment

en question. En particulier, les contraintes normale et tangentielle au point médian de

Ii*™ ¢lément dans la figure 2.4b peuvent étre exprimées en termes des composantes

de la discontinuité de déplacement dans le j°™ élément comme suit [4] :

i l l

j J
05 = 455 Ds + AgnDy,

i=1aN

1

Ji
Ans Dy + (2.13)

o gy

j
On nnDn

ij
Ou A, etc., sont les coefficients d’influence de frontiére pour les contraintes.

ij
Le coefficient A,,;, par exemple, donne la contrainte normale dans le point médian

de I’i*™ élément (i.e. g,,) due & une discontinuité de déplacement unitaire constante
\ j
-eme 7 7 -

sur le j=™ élement (i.e. D).

Revenons maintenant a notre probleme de la fissure décrit dans la figure 2.4a, nous
placons une discontinuité de déplacement élémentaire a chacun des N segments le
long de la fissure et nous écrivons, a partir de (2.13),

n ijoJ n ij
O0s = Zj:lAss Ds + Zj:lAsnDn
; i ij j pi=1anN (2.14)
On = Z?=1Ans Ds + Z?=1AnnDn }
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. g : i i -
Si on spécifie les valeurs des contraintes o, et g, pour chaque élement de la
fissure, alors les équations (2.14) sont un systeme de 2N équations linéaires de 2N

inconnues, nommeées les composantes de la discontinuité de déplacement élémentaire
i .
DsetD, pouri =1aN.

J J
Aprés avoir résolu les équations ci-dessus pour D, et D,, , nous pouvons trouver les
déplacements et les contraintes dans des points indiqués dans le solide en utilisant le
principe de la superposition. En particulier, les déplacements le long de la fissure de la

figure 2.4a sont donnés par des expressions de la forme :

s = S0y Bog Dy + Sy BonD
Us = j=1%"ss s+2j=1 snn
; o T, i=1aN (2.15)
Un = ?:1 Bns Ds + Z;'l=1 BnnDn

Ou gss, etc., sont les coefficients d’influence de frontiere pour les déplacements. Les
déplacements sont discontinus quand on passe d’un coté a I’autre de 1" i*™ élément,
donc, nous devons distinguer entre les deux c6tés lors du calcul des coefficients
d’influence dans (2.15). Nous allons voir dans la section 11.5 que les termes diagonaux

des coefficients d’influence dans ces équations ont les valeurs :

ii ii —% pourn — 0_ (2.16)
By = Bps =

+% pourn — 0,
Les coefficients restants (i.e. ceux pour lesquels i # j) sont continus.

11.4 Transformations de coordonnées

Les coefficients d’influence dans (2.14) et (2.15) sont développés a partir de la
solution analytique du probléme d’une discontinuité de déplacement constante sur un
segment droit arbitrairement orienté dans un solide infini. Cette solution peut étre
obtenue a partir des résultats de la section 11.2 au moyen de simples transformations
de coordonnées. Nous allons donner cette solution ci-dessous pour la géomeétrie

indiquée sur la figure 5.6. Les composantes Dy et Dy de la discontinuité de

déplacement sont constantes sur le segment droit |x| < a,y = 0.
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Les coordonnées x et y sont reliées au coordonnées globales x, y par les formules

de transformations suivantes :

2= (x—c)cosf+ (y—cy)sinf
y=—(x—cy)sinf+(y _J;y) cos B (2.17)

Les deplacements et les contraintes dus aux composantes Dy et Dy de la
discontinuité de déplacement sur le segment droit |x| < a,y = 0 peuvent étre notés
immediatement en introduisant les changements d'écriture appropriés des résultats de
la section 11.2. En utilisant les définitions (2.5) des fonctions F,(x,y) a F,(x,y), on
représente la solution comme suit :
uy = Dy [2(1 —Vv)F; — )_’Fs] + Dy [-(1—2v)F, - )7F4]

Et

(2.18)

Ozz = 2 14 Dy [2F4_+ yFsl +2u Dy [—Fs_‘l‘ yF,]
Oyy = 2 Dy [_}_’_F6] t2uDy [—Fs — 71z7] (2.19)
Ozy = 2 4 Dg [—F5 + yF7] + 2 p Dy [y F¢]

Fig. 2.5 Discontinuité de déplacement

sur un segment orienté arbitrairement

Donc, les déplacements et les contraintes dans le systeme global de coordonnées

x,y, seront :
U, = Dy [-(1 = 2v)sinB F, + 2(1 —v) cos B F5 + y(sinf F, —cosf F5)]  (2.20)
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+Dy [-(1 = 2v) cos B F, — 2(1 —v) sin B F3 — y(cos B F, + sin B Fs)]
uy, = Dy [+(1 —2v) cos B F, + 2(1 —v) sin B F3 — j(cos B F, + sin B Fs)]
+Dy [-(1 —2v)sinB F, + 2(1 —v) cos B F3 — y (sinB F, — cos B Fs)]

Et

Oxx = 2t Dy [2 cos? B F, + sin 28 Fs + y(cos 2B Fg — sin2f F;)]
+2 u Dy[—Fs + y(sin 2 Fg + cos 2B F;)]
oyy = 2 uDy [2 si_nzﬁ F, —sin 2B Fs — }7(cos_2ﬁ Fg — sin2p F,)]
+2 pu Dy[—Fs — y(sin2f Fg + cos 2 F;)] (2.21)
Oxy = 2 uDx [sin2B F, — cos 23 Fs + y(sin2p Fg + cos 2B F,)]
+2 u Dy [—y(cos 2B Fs — sin2f F;)]
Ces équations peuvent maintenant étre utilisées pour calculer les coefficients

d’influence généraux pour la méthode de discontinuité de déplacement.
11.5 Coefficients d’influence

Les coefficients d’influence pour la méthode de discontinuité de déplacement sont
obtenus a partir des résultats précédents en considérant un corps infini contenant N
segments droits, orientés arbitrairement dans le systeme global de coordonnées x, y.
Chacun de ces segments droits a son propre systéme de cordonnées local, et chacun
représente une discontinuité de déplacement élémentaire. Les influences des

composantes tangentielle et normale de la discontinuité de déplacement au ™

J J
élément (i.e. D, et D,;) sur les déplacements et les contraintes dans un point arbitraire
(x,y) dans le corps peuvent étre calculées directement de (2.20) et (2.21). Les

influences de ces quantités sur les déplacements et les contraintes tangentiels et

normaux au point médian de I’i*™ élément spécifient les coefficients d'influence de

ij ij
frontiere B, etc., dans (2.15) et A, etc., dans (2.16).

Pour calculer ces coefficients, considérons un domaine infini contenant N

segments droits orientés dans des directions arbitraires dans le repére global (x, y).

_— - . Lo i . ) ., X X
Considérons deux éléments distincts i (x,y) et j (x,y) reliés chacun a un repére

— i J
local (x',y") et (¥, ¥) respectivement, et orientés de S et B (voir Fig. 2.7).
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Chapitre Il

Fig. 2.6 Pasitien et erientation des éléments de frontiére.

Les coordonnées locales (x,y) dans les équations (2.20) et (2.21) représentent
celle du point (x, y) par rapport au milieu du j *™ élément :

% = (x - i) cosé * (y - j})'smé . (2.22)

37=—(x—3]c)sin,[]3+<y—}]1)cos,[]3

Les deplacements et les contraintes en ce point dus aux discontinuités de
déplacement sur les N éléments sont obtenus par la sommation des contributions de

chaque élément.
En choisissant le point (x,y) comme étant le milieu de I’i °™ élément, (i.e. x = x

ety = 3l/), I’équation (2.22) devient :

7= <,§ _ é) cosé ¥ (33 - §) Siné | (2.23)

_ i i\ ] i J
y=—<x—x>smﬁ+(y—y>cosﬁ
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Les déplacements et les contraintes relativement en repére local au point « i » sont

-éme -éme

(x',y"). Les deux repéres locaux de I’i™ élément et le j*™ élément sont reliés par les

relations suivantes :

x' =Xcosy + ysiny (2.24)

y' = —Xsiny + ycosy '
i

Ouy = B — B, donne I’inclinaison de |

-eme

i élément par rapport au j*™ élément.

Les déplacements et les contraintes seront :

i i i
U = u,g'cosy + uj siny

i i . i (2-25)
Up7 = —Ug SINY + Uy COS Y
i i 2 i ) i o
‘.TW = qﬁ cos“y + 2 ?‘ff/ sinycosy + ‘73737 sin“y
l 4 4 l
s qin2a — i L 2
(,73"3" = axx.sm Y . 2 0y Siny cos y + 055 cos”y (2.26)
l l 4 4
0yry7 = —(0zz — 0Oyy) siny cosy + oz5(cos®y — sin®y)

Les coefficients d’influence pour les déplacements et les contraintes sont obtenus a
partir des équations (2.20), (2.21), (2.25) et (2.26) aprés avoir posé :

JoooJ Jo i i i i
Dy =Dz, Dy = Dy, Ug = U7 , Uy = U7, O5 = Opryr €L Oy = 05707

Donc :

. j _ _ _ _
1115 =D, [(1 —2v)siny F, + 2(1 —v)cosy F; — y(siny F, + cosy Fs)]

J _ _ _ _
+Dp, [-(1 = 2v) cosy F, — 2(1 —v) siny F3 — y(cosy Fy + siny Fs)]

i J _ - _ _ _ (2.27)
u, =D, [(1—2v)cosyF, —2(1 —v)siny F; — y(cosy F, —siny Fs)]
J _ _ _ _

+D,, [(1 —2v)siny F, +2(1 —v)cosy F; + y (siny F, + cosy Fs)]
Et
i J _ _ _ _
0s =2 U D [—sin2y F, — cos 2y Fs — ¥(sin 2y Fg — cos 2y F;)]

J _ _
+2 u D, [-y(cos 2y Fg + sin2y F,)]

, j _ _ _ _
clrn = 2 u D, [2 sin?y F, + sin 2y Fs — y(cos 2y Fg + sin2y F,)] (2.28)

J _ _ _
+2 u D, [—Fs + y(sin 2y Fg + cos 2y F,)]
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Chapitre Il Méthode de discontinuité de déplacement

Il est facile de montrer que les termes diagonaux des coefficients d’influence de

frontiere (I’elément auto-influence) pour le probleme présent sont :
ji ji ii ii 1
Bsy =Bns=0; Bgs=Bp, = t5  poury= 04 (2.29)

g g i g
Asp = Aps = 0; Ass = App = + (2.30)

(1 -v)a
ii ii
On constate de (2.29) que les coefficients de déplacement B,.et B,,,, ont des valeurs

differentes sur les deux cotes de la ligne y = 0, i.e. ces coefficients sont discontinus a

il il

travers la ligne. Par contre, les coefficients de contrainte A et A,,,, sont continus.

On adopte pour la méthode de discontinuité de déplacement la convention de
rotation suivante : la normale extérieure a n’importe quel contour fermé doit se diriger

vers I’extérieur du solide (Fig. 2.8)

(al ib) (c)

Fig. 2.7 Convention de rotation : (a) cavité (b) disque (¢) tube

il il

: 1 X
Dans ce cas, les coefficients Bg€t By, auront la valeur unique + > pour les problemes

intérieurs et exterieurs. Cependant, généralement il sera nécessaire de calculer les
déplacements des deux cOtés d'un élement de frontiére, parce que n'importe quel

élément particulier physiquement peut présenter une partie d'une fissure plutét qu'une
partie d'un contour fermé. Apres avoir calculé les valeurs de 1];; et é;, on peut utiliser
les définitions (2.12) pour trouver é; et 112.
11.6 Problemes intérieur et extérieur

Un probléme est dit intérieur (Fig. 2.7b) quand le domaine a étudier est fini et est

limité par un contour C, c’est I’exemple d’un disque. Dans le cas d’un domaine infini,
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Chapitre Il Méthode de discontinuité de déplacement

exemple d’une cavité a I’intérieur d’un domaine infini, on a affaire a un probleme
extérieur (Fig. 2.7a). C’est particulierement a ce dernier type de problémes que la
méthode des éléments de frontiére est la plus avantageuse. L’étude se limite
seulement a une discrétisation de la frontiére puis étendre la résolution au reste du

domaine.

Le contour d’un domaine fini est traversé suivant le sens horaire, tandis que celui

d’un domaine infini est traverse suivant le sens trigonométrique [4].
11.1.7 Conditions de symétrie

Une ligne de symétrie existe dans certains problemes lorsque les propriétés
élastiques du materiau, la géomeétrie de frontiére et les conditions de chargement sont
tous symétriques par rapport a la ligne en question. Comme les propriétés d’un
matériau homogene et isotrope sont indépendantes de la position et des directions, on

ne consideére que la symétrie géometrique.

On peut noter aussi deux conséquences physiques pour une ligne de symétrie. La
premiére est qu’aucun déplacement normal ne se produit a travers la ligne, et pour la

deuxieme, aucune contrainte tangentielle n’agit le long de cette ligne.

L’utilisation de la symétrie pour la résolution des problémes d’élasticite par la
méthode de discontinuité de déplacement est d’une extréme importance, quand on sait
que le systeme se réduit de moitié (une seule ligne de symétrie), ou du quart (deux
ligne de symétrie). (voir Fig. 2.8)

¥

¥ 3 -
-0, +:J, -

lumaqe 1)

/<ﬂ’

1

i

]
1
\

y* limoge 2) % - .._‘,.._._ _[

"gcr o= —"--

P

Fig. 2.8 Conditions de symeétrie pour les axes x=x* et y=y*
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Chapitre Il Méthode de discontinuité de déplacement

Les composantes normales des discontinuités de déplacement pour un élément et
son image sont égales en valeur et en signe, mais pour les composantes tangentielles

changent de signe chaque fois qu’une ligne de symétrie est traversée. C’est-a-dire :

j j i
D:=-Ds; et D;=D, (2.31)
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Chapitre lll Elément bout de fissure d’ordre supérieur

I11.1 Introduction

Un élément constant de la discontinuité de déplacement donne des résultats
satisfaisants entre les levres de la fissure. Au bout de fissure, les resultats deviennent
moins fiables (ils divergent), parce que le déplacement dans ce point est continu. Dans
la mécanique de la rupture, une solution fiable prés des lévres de la fissure est
importante d’ou le besoin d’une approche sophistiqué qui prend en considération la
formulation d’un élément non constant (un elément d’ordre supérieur) et continu a la

pointe de fissure.
111.2 Elément parabolique

Dans la solution représentée par Crouch dans les équations (2.2) et (2.3), la

formule exacte de la fonction f est :

fx,y) = am(i=v) _C;Di(f) In((x —§)? +y?)°* d¢ ,i=xouy (3.1)

Les solutions analytiques pour les probléemes de fissures montrent que le
déplacement relatif entre les surfaces de la fissure est proportionnel & £%°, ou & est
mesuré a partir du bout le long de la fissure (voir Fig. 3.1). Pour représenter la
variation de £°°, la variable de discontinuités de déplacement D;(&) (i= x ou y) peut

étre définie , le long de I’élément bout de fissure, comme suit (Fig. 3.1) :

Di(®) = D; §/a)*> i=xy (3.2)
Ou D; sont les valeurs des discontinuités de deplacement au centre de I’élément

bout de fissure.

En substituant I’équation (3.2) dans I’équation (3.1), nous obtenons :

FG) = g ygars D | £05 (=0 43208 af 33

Ce qui nous permet de mettre la fonction f sous la forme :

f(,y) =A¢D; I (3.4)
Ou:
A, = ! 3
= Ha - @9
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Chapitre lll Elément bout de fissure d’ordre supérieur

Et

2a
I = f £95 In((x — £)2 + y?)°5 d¢ (3.6)
0

Donc, les déplacements et les contraintes peuvent étre exprimees en terme de D;.

Les dérivées de I’intégrale 1. sont données dans I’annexe B.

D, | DiE)

Fig 3.1 Elément hout de fissure

111.3 Calcul numérique des facteurs d’intensité de contraintes

L’objectif de beaucoup d'analyses des problemes de fissures (dans la mécanique
de rupture linéaire et élastique) est d'obtenir des valeurs des facteurs d'intensité de
contraintes K; et K;; aux bouts de fissure. Une maniere simple d’accomplir ceci est

d’utiliser les relations suivantes :

K =—* 1imd [ b,
4(1—-v) r-o0 r
3.7)
K, =—M 1imd |2 b,
4(1—=v) r-o0 r

Ou D, et Dy sont les composantes de la discontinuité de déplacement normale et

tangentielle a une distance r du bout de fissure.
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Pour des buts pratiques, les limites dans les équations (3.7) peuvent étre
rapprochées en évaluant simplement les expressions pour une valeur fixe de r, petite

par rapport a la taille de la fissure. Ce qui nous donne :

K =—t |2y
'“41-v) Jab "
(3.8)
u 2n
K = 4(1—v) Ja’ Ds

Avec j = 1 pour K; et K;; gauches et j = N pour K; et K;; droites.
111.4 Effet de la longueur de I’élément bout de fissure

La précision sur les facteurs d’intensité de contraintes obtenus en utilisant
I’élément bout de fissure parabolique varie avec le rapport entre la longueur de
I’élément bout de fissure et la longueur des autres éléments qui discrétisent la fissure.
Pour montrer cet effet, nous définissons un rapport r, entre la longueur du bout de

fissure et celle des autres éléments constants.

Apout d i
Alors 1, = —Lqutdefisure (3.9)

Qconstant

L’erreur relative sur les valeurs des facteurs d’intensité de contraintes en fonction

des différentes valeurs de r,, est définie comme suit :

| numérique __ K analytique|
I

£(%) = 100 P (3.10)

Les résultats représentés dans le tableau ci-dessous (Tab. 3.1) sont obtenus pour le

cas d’une fissure dans un plan infini sous une traction normale.

Tab. 3.1 Erreurs sur les facteurs d’intensité de contraintes en fonction de r,

r 0,6 0,7 0,8 0,9 1 1,1 1,2 1,3 1,4 15
a

(%) 13,69 10,67 8,35 6,53 5,05 3,83 2,8 193 1,19 0,53

Dans le chapitre qui suivra, nous allons représenter I’algorithme de I’application,

sa structure et quelques notions de la programmation objet orienté en C++.
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Chapitre IV Structure du programme et utilisation de la POO

V.1 Algorithme de traitement des données
L algorithme est composé de trois parties principales :

Comme pour tout programme, la premiére partie concerne toujours la lecture de

données, en plus, on a intégré ici la partie de discrétisation du contour.

Dans la deuxiéme partie, le systeme d’équations linéaires (2N x 2N) est construit
apres avoir calculé les coefficients d’influence pour chaque couple d’éléments de

frontiére et intégré les éléments bout de fissure en cas d’existence.

Bien sur qu’aprés avoir construit le systeme d’équations, la prochaine étape
concerne la résolution du ce dernier par la méthode de Gauss, avec pivot total, et
obtenir les composantes des discontinuités de déplacement qui seront utilisées pour le
calcul des champs de contraintes et déplacements aux frontieres, le calcul des facteurs
d’intensité de contraintes et enfin le calcul des champs de contraintes et de
déplacements dans le corps.

Les parties décrites ci-dessus, seront schematisées par I’organigramme suivant :
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Structure du programme et utilisation de la POO

Début Prog.

Lecture des données

A 4

Discrétisation du contour

\ 4

Modifications des contraintes au

niveau de la frontiere pour les

conditions initiales

A 4

Calcul des coefficients

d’intensité de contraintes

Bout de

fissure

Appel de la fonction

CrackTip()

A 4

Solution du systéme par appel de la

fonction Gauss()

A

A

Calcul des contraintes et

déplacement en fronticre

v

Calcul des facteutrs

d’intensité de contraintes

v

Calcul des contraintes et
déplacement a des points
spécifiés dans le corps

A

Affichage des résultats

Fig. 4.3 Organigramme général du Programme

>
<«
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V.2 Structure du programme

Le programme est en sorte une application visuelle realisée avec le langage C++
sous I’environnement CodeGear C++Builder 2009. Son interface est constituée de

deux parties essentielles :

1- Partie d’acquisition de données :
Comme le montre la figure 5.1, cette partie est ordonnée en plusieurs
parties facilitant I’acquisition des données du probleme traité en fournissant
la clarté et la facilité de répétition des opérations de traitement sans

redonner la moitié des

informations nécessaires ; par exemple, la
modification du nombre de segments de la fissure sans retaper les autres

données.

2.PFE 2009 : Méthode de Discontinuité de Déplacement

Aguisition des données | Résultats Graphes
Symétrie | Corestantes : Contraintes initiales ; Méthode de résohution :
(] Aixa dha yindiiie 130m Module de Young : E= 70000 | MPa Pux = 0 MpPa © Gauss
Pyy = 100/ MPa
[l Ase de symétrie : y= Coef de Poisson: Nus 0.2 - Py = o tpa © Gauss-Seidal
Cortour et interet ¢
Nombre de segments i
définissant le contowr ;
Discrétisation du conbour Eléments bout de fissure :
O Cerdle : [“]elémént Parabolique (20
Ti# o T S| R i EWS o BYN 0| Kode 1
: Nombre de segments appartenant au corps pour le
@ Segment drolt: _ _ calcul des déplacements st des contraintss [
X 0. ¥i 0, | XF 10| ¥fi 0.0 BYS 0. EWM 0. Kode 1
) Coord, des segments :
[ ] variation entre 90° et 0° avec un pas = | ‘ |
Sl M_H
| | I | 4 oEs
YEND D
KODE YEND
g NUMPE
EWN
v
< ¥

Fig. 4.1 Interface d’acquisition de I’application.

Pour les symboles non clairs sur I’interface, des info-boules apparaissent
lors du passage du curseur au-dessus d’eux.
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2- Partie d’affichage des résultats :
En cliguant sur le bouton « Valider » aprés avoir fourni les donnees
nécessaires pour le traitement du probléme, le bouton « Calculer » sera
activé. En cliquant sur ce dernier, les données seront traitées et affichés

dans des tableaux (anglet Reésultats), ou stockées en mémoire pour le

tracage des graphes (anglet Graphes) selon le probleme traité (Fig. 4.2).

#.PFE 2009 : Méthode de Discontinuité de Déplacement
File  About us
| Aquistion des données | Résubats | Graphes

Options des graphe n®1 : Options des graphe n°2 :
[“ILissage du graphe [“Imarques [FlLegendes [Fluissage du graphe [COmarques [FlLegendes
Tkredugraphe : k1% an Fonction de fangle dincinaisan Tire dugraphe: (ki en Fonction de Fangle dincinsison
Axe des abscisse :  Angle dinclinaison (%) foxe des abscisse 1 Angle dinclinaison (%)
Axe des ordonnées ¢ KIY Axe des ordonnées  KIT®
Effacer tout ] I Tracer
KI* en fonction e Fangle dinclinalson KI* en fonction de Fangle dincinalson
12 #*  Solution analylioue : : — Solution anahlique
: Element canst —— Element const
14 + Element para —— Element para
. i i :
05
0T L -=a=
208 vio .
04
03 .
024---
01 4---4-5 4
n&—,ih_.’ e S RSO PIT Prp ey e 005 S S o
0 10 20 30 40 S50 B0 VO 80 S0 10 20 30 40 50 60 70 &0 40
Angle dinclinaizon (%) Angle dinclinaizon (%)
Exporter comme Bitmap Exporter comme Bitmap

Fig. 4.2 Interface d’affichage des résultats sous des graphes.

Quelques soit le type des résultats (tableaux ou graphes), des éléments
d’exportation des résultats au-dela de I’application sont fournis ; soit en
format image Bitmap pour le cas des graphes ou en un fichier Excel pour les

tableaux, dans le but de faciliter leur exploitation.
IV.3 La POO dans notre programme

Les possibilites de POO de C++ reposent sur le concept de classe. En C++, on

définit d'abord une classe puis on déclare des objets instances de la classe.

Dans notre programme la POO apparait au niveau des classes suivantes :
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= Laclasse TMatrix :

Parmi les difficultés de programmation en C++, on cite la manipulation des
tableaux, notamment leur envoi comme argument d’une fonction ou leur réception
comme valeur de renvoi. Un autre probléme est celui de la gestion de la mémoire
par la déclaration statique des tailles des tableaux qui génere des erreurs de
débordement ou juste occupe largement d’espace mémoire sans aucune utilite.

La calasse TMatrix prend tout cela en considération. Par exemple, sa méthode
Extend(int ,int) nous permet d’augmenter la taille de notre matrice ou tableau sans
avoir écrase ces valeurs initiales.

D’autres méthodes trés intéressantes existent dans cette classe.
= Laclasse sChart:

Cette classe est responsable de la représentation graphique des résultats. Elle
est envoyée comme argument de la fonction du tracage :
PlotXY2(int k,TMatrix X,TMatrix Y,TChart Chartl,sChart Plot1)

Ou  k:dimension des vecteurs X et Y

Chartl : nom du composant TChart sous C++Builder ou le graphe sera

tracé.

Plotl : est un objet de la classe sChart.
La fonction PlotXY2() fait elle aussi appel a d’autres fonctions comme la
fonction de lissage du graphe par interpolation PlotXY_Interp2().

En résumé, nous pouvons dire : bien que la création de ces classes et fonctions ne
fat pas facile et pris beaucoup de temps, leur utilisation finale nous a facilités le
contréle du programme et la gestion de ces résultats. De plus, elle nous a fourni une

bibliotheque intéressante qui peut étre exploitée dans d’autres travaux.
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Chapitre V Exemples, résultats et interprétations

V.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons mettre la théorie en pratique en traitant quelques
exemples en mécanique de la rupture qui peuvent étre simulés numeériquement par la
méthode des discontinuités de déplacements (MDD) en bidimensionnel en utilisant

I’application réalisée pour ce but.

Nous avons pris un exemple pour chaque type de domaine traité (infini, semi-infini
et fini).

V.2 Exemples et interprétations
V.2.1 Domaine infini : Fissure inclinée dans un plan infini sous une traction

Nous allons exécuter le programme en variant I’angle d’inclinaison 8 de la fissure,

par rapport a la traction, entre 90° et 0°. Les données sont inscrites sur la figure 5.1.

Traction : 0 = 100 MPa ! S
o
Longueur de la fissure : b = 1mm
—
— <
Module de Young :E = 70 GPa «— : /\? —>
0.50 l —
Coef. De Poisson v = 0.2 - .y
4_ _>
Nombre d’éléments : N = 20
4_ |
dont 2 sont paraboliques. - —
N G
—>
, =15 A IR T S B

Fig. 5.1 Fissure inclinée dans un plan infini sous une traction.

Les facteurs d’intensité de contraintes sont donnés analytiquement par [19] :

K1 _ . — [osinf
[KH] =sinf Vb [U cos ﬁ] (61)
On définit les facteurs d’intensité de contraintes normalisés K," et K;;* comme
suit :
« _ K * _ Kin
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Chapitre V

forme de graphe (Fig. 5.2) et (Fig. 5.3).

tion sont donnés sous

exécu

Les résultats d’

HI* en fonction de 'angle d'inclinaizon

T T T S S S T T B
s

i w
=3 i 5
=8 : m
[ ' I..n_l..”_
== spedfiesdresfeodeospocjocqeocpeofooqiocge T = °
T O oo i C om
c e 0 [y S
25 O : EeEt
S5 cc : 555
o= O S S EeEc
[T} v [ '}

T O m

L

442 43 44 45 45 47 43 48

Food ey oo = 4 — 0O 0O T O W) D O
4 04— = — n O O o o 5 o O
I = IV e o v v v ) =+
EI =1 = = o o o o o (==

Angle dinclingizon ()

T
1
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1

KlI* en fonction de l'angle d'inclinaizon

1
[}
----
1
[}
[
1
[

1
1
om---
1
1
1
]

deoccslbooo

I [
1 [

-l ==l
1 1

Fig. 5.2 K, en fonction de I’angle d’inclinaison de la fissure.

055 4--4----

o&d---
07 4---
0g+---
0s4---
0654 --

124---

X
=

054--

10 20 30 40 S0 6O 70 S0 40

g/

‘inclingizon [

Angle d

Fig. 5.3 K;* en fonction de I’angle d’inclinaison de la fissure.
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D’apreés les graphes, on constate que les résultats numériques sont comparables aux
résultats analytiques notamment pour le cas du couplage entre I’élément constant et

I’élément bout de fissure parabolique ou I’erreur relative € est de I’environ de 4, 5%.
V.2.2 Domaine semi-fini : Fissure dans un domaine semi-infini

Le programme réalisé ne prend en charge que les problémes des domaines infinis
ou finis, mais nous pouvons ajuster le probléeme d’un domaine semi-infini en un
domaine fini avec des dimensions suffisamment grandes par rapport a celles de la
fissure. Pour un exemple, nous allons exécuter le programme pour le cas d’une fissure
débouchant dans une plaque semi-infinie, sous une traction a I’infini et un

cisaillement t (voir Fig. 5.2).

a

Traction : 0 = 100 MPa i AERARARRAN
Longueur de la fissure : a = 1mm 4
Module de Young :E = 70 GPa o .
N—
Coef. De Poissonv = 0.2
T T
Nombre d’éléments : N = 20
dont 1 est parabolique. : l‘l TTTTTTTT]
ag

r, =15

Fig. 5.4 Fissure débouchant dans un domaine semi-infini sous une traction

Les facteurs d’intensité de contraintes sont donnés analytiquement par [19] :

[115,1,] = 11215 Vra 7] (5.3)

Nous avons exécuté le progamme pour différentes valeurs du raport W/a et pour
une discrétisation de 20 éléments pour la fissure. Et nous avons calculé les erreurs
relatives par rapport a la solution anlytique. Les résultats obtenus sont représentés par

le tableau 5.1 et le graphe de la figure 5.5.
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Tab. 5.1 Facteurs d’intensité de contraintes normalisés en fonction du W /a

W/a [K, ] (K, |Pare [K,"]onst  ePara(gp) £°0nst (o)
2,5 1,1215 1,7469 2,0689 55,76 84,47
5 1,1215 1,3014 1,5812 16,04 40,98
7,5 1,1215 1,2488 1,5095 11,35 34,59
10 1,1215 1,1941 1,4483 6,47 29,13
12,5 1,1215 1,1698 1,3845 4,30 23,45
2,5

1,5
= ——KI* ana
1
-l KI* para
0.5 KI* const
0
0 5 10 15

W/a

Fig. 5.5 Facteurs d’intensité de contraintes normalisés en fonction du W /a

D’aprés les résultats obtenus, nous constatons que les valeurs des coefficients
d’intensité de contraintes normalisés calculés numériquement convergent vers la
solution analytique lorsqu’on augmente les dimensions de la plaque par rapport a la
taille de la fissure notamment pour I’élément parabolique ou I’erreur relative P4 est

de I’ordre de 4, 3 %, mais cela nécessite un grand nombre d’éléments de frontiere.
V.2.3 Domaine fini : Fissure dans une plaque circulaire sous une traction radiale

Dans cet exemple, on applique la méthode de discontinuité de déplacement a une

fissure dans une plague finie soumise a une traction radiale (Fig. 5.6).
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Traction: o0 = 100 MPa

Longueur de la fissure : 2 a = 1mm 2a
Module de Young :E = 70 GPa 1“““1’ .
_ r

o | >

Coef. De Poisson v = 0.2

Nombre d’éléments : N = 20 \

dont 2 sont paraboliques.

Fig. 5.6 Fissure dans une plaque circulaire soumise a une traction radiale.

Nous allons étudier les influences des dimensions de la plaque (i.e. r) et la taille et

la position de la fissure dans cette plaque circulaire (i.e. s et a).

La fissure sera divisé a 20 éléments incluant 2 éléments paraboliques avec r, = 1.5,
et la plaque circulaire sera discrétisée uniformément (les bons résultats sont obtenus pour de

grands nombres de divisions).

Le tableau ci-dessous (Tab. 5.2), représente les influences des rapports a/r et s/r
sur les coefficients d’intensité de contraintes normalisées K;” et K;,* calculés

numériquement pour un couplage entre I’élément constant et I’élément parabolique.

Tab. 5.2 Facteurs d’intensité de contraintes normalisés en fonction de a/s et a/s

a/s s/r 0,01 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

01 kI*  1,0024 1,0101 1,0594 1,1284 1,2098 1,3901
KIl*  -0,0000 -0,0000 -0,0009 -0,0022 -0,0089 -0,0124

0,2 ki*  1,0031 1,0153 1,0649 1,1449 1,2113 1,4237
KIl*  -0,0000 -0,0001 -0,0013 -0,0098 -0,0174 -0,0329

0,6 ki*  1,0041 1,0485 1,1132 1,3245 1,4899 1,8988
KIl*  -0,0000 -0,0011 -0,0109 -0,0789 -0,1584 0,0000

0,7 kI*  1,0053 1,0701 1,2487 1,5463 1,9015 2,3129
KIl*  -0,0000 -0,0113 -0,0489 -0,1123 -0,3177 -0,6115

Nous remarquons, d’apres les résultats obtenus, que le coefficient d’intensité de
contraintes normalisé KI* augmente en augmentant le rapport s/r c’est-a-dire en se

rapprochant des frontiére de la plaque circulaire.
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V.3 Conclusion

D’aprés les résultats obtenus dans ce chapitre, nous pouvons dire que I’application de la
méthode de discontinuité de déplacement pour I’étude des structures fissurées quelque soit
son type (infinies, semi-finies et finies) est bien convenable notamment quand on a intégré

I’élément parabolique qui a apporté une bon amélioration aux résultats.
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Gonelirsion Génerale



Conclusion Générale

Les résultats de I’étude que nous avons abordée dans ce travail nous a permis de
conclure que la méthode de discontinuité de déplacement est un bon atout pour
I’étude des problémes de I’élasticité en mécanique de la rupture notamment apres
avoir couplé I’élément parabolique avec I’élément constant ; ce qui a conduit a la

convergence de résultats numériques aux bouts de fissure.

L’étude est faite en modes I, Il et en mode mixte I-I1l dans les trois types de
domaines : infini, semi-fini et fini. La méthode de discontinuité de déplacement, une
des méthodes des éléments de frontiére, est favorisée dans les problémes des
domaines infinis la ou les méthodes de maillage trouvent une difficulté de

discrétisation de toute la surface.

Le code de calcul établi en langage C++ en utilisant la programmation orientée
objet, nous a permis de fournir une bonne bibliotheque, dans le domaine du calcul
numérique, qui peut étre dorénavant exploitée pour bien faciliter les taches de
programmation numérique. Ce code est représenté sous forme graphique ce qui
permet de faciliter énormément I’acquisition des données et la consultation de

résultats sous forme de graphes ou tableaux selon le cas étudié.

Nous espérons que les prochains projets incorporant des parties numériques soient
faits par la programmation orientée objet pour permettre la continuité de ce genre de

travaux.
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ANNEXE A.

Les dérivées de I’intégral I, de I’élément bout de fissure
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