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ملخص

++C(يتمثل الھدف من العمل المقدم في ھذا المشروع في تصميم برنامج حسابي بلغة برمجة متطورة  POO( لمحاكاة

ھذه الطريقة العددية تعطي نتائج جيدة في دراسة التشققات خاصة بعد إدماج .طريقة عدم استمرارية الانتقالات في مكانيك التشققات

.الشق لأن العنصر الثابت لا يعطي قيمة معدومة مما يؤدي إلى نتائج غير جيدة في ھذه المنطقةعنصر القطع المكافئ عند طرف 

.لقد قمنا بعرض خصائص البرنامج وتناولنا عددا من الأمثلة

.طريقة عدم استمرار الانتقالات، مكانيك التشققات، معامل شدة الضغط، الشق، عنصر طرف شق:كلمات مفتاحيه

Résumé

Le but du travail représenté dans ce projet est la conception d’un code de calcul

en un langage informatique évalué (C++ POO) pour simuler la méthode de discontinuité

de déplacement en mécanique de la rupture. Cette méthode numérique donne de bons

résultats dans l’étude des structures fissurées notamment après avoir intégré l'élément

parabolique au bout de fissure là où la discontinuité de déplacement constante n’est pas

nulle ce qui conduit à la divergence des résultats dans cette zone. Une représentation de

l’application est faite, et un nombre d’exemples est traité.

Mots clés : Méthode de discontinuité de déplacement, mécanique de la rupture,

coefficient d’intensité de contraintes, fissure, élément bout de fissure.

Abstract

The aim of the work represented in this project is the conception of a computing

code to simulate the displacement discontinuity method using an evaluated data-

processing language (C++ OOP). This numerical method gives good results in the study

of the fractured structures in particular after having integrated the parabolic element on

the crack tip where the constant discontinuity of displacement is not null what leads to

the divergence of the results in this zone. A representation of the application is made,

and a number of examples is treated.

Key words: Displacement Discontinuity Method, fracture mechanics, Stress

intensity coefficient, crack, crack tip element.
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En mécanique de la rupture, se pose le problème de la détermination du facteur

d’intensité de contrainte. Plusieurs solutions analytiques existent pour son calcul.

Mais lorsque cette solution n’est pas disponible, nous avons recours aux méthodes

numériques.

Les principales méthodes numériques qui sont maintenant bien établies pour la

résolution des problèmes de mécanique de la rupture sont la méthode des éléments

finis et la méthode des éléments de frontière (BEM).

La méthode des éléments de frontière a été développée suivant deux approches.

L’une d’elles est d’origine mathématique basée sur des théorèmes classiques de la

théorie du potentiel. L’existence de solution à une équation intégrale, expression d’un

problème aux limites dans le cadre de la théorie des potentiels a été montrée par

Fredholm (1903). La discrétisation de la frontière pour résoudre l’équation intégrale,

pour des problèmes de potentiels avec l’avènement des ordinateurs est due en premier

à Jawson [8] et Sym [14]. La formulation de la méthode directe sous sa forme actuelle

a été présentée par Rizzo [10] et appliquée en thermo-élasticité par Rizzo et al. [11].

La méthode a été étendue en 3-D par Cruse et al. [5] et par Lachat et al. [9].

A partir du théorème de réciprocité de Maxwell-Betti, l’identité de Somogliana est

obtenue comme une représentation intégrale directe donnant les déplacements dans le

domaine en fonction des déplacements ou contraintes sur la frontière. En écrivant

cette identité sur deux domaines complémentaires, deux méthodes intégrales dites

indirectes ont été proposées par Crouch [3] et [4]. La première représentation est

connue sous le nom de potentiel de simple couche de densité de la discontinuité de

contrainte et proposée par Crouch [4] sous l’appellation de contraintes fictives ou

discontinuité de contraintes. La deuxième représentation est connue sous l’appellation

de potentiel double couche de densité de la discontinuité de déplacement et est

proposée par Crouch [3] comme étant la méthode de discontinuité de déplacement

(MDD).

Un des problèmes posés par la MDD est d’assurer la continuité du champ de

déplacement en bout de fissure. Malgré des éléments d’ordre supérieurs proposés par

Crouch [4], le problème de la compatibilité est resté posé. Le premier élément spécial
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proposé pour respecter la condition de continuité du champ de déplacement est du à

Crouch [4] puis repris par Shou [13]. La formulation présentée ne concernait que le

mode d’ouverture.

La MDD offre des avantages certains pour la simulation de la propagation des

fissures Cornet [2]. Alors que méthode des éléments finis (FEM) nécessite un

remaillage après chaque changement de configuration durant la propagation de

fissure, dans la méthode de discontinuité de déplacement (MDD), la propagation de

fissure se fait par addition d’éléments Cornet [2].

Daux [6], avec la méthode des éléments finis étendus (extended finite element method

XFEM) prend en compte les problèmes de mécanique de la rupture avec la prise en

charge des problèmes de singularité.

Les travaux de Xiao [15] et Yan [16] ont permis de traiter les cas du mode I et II en

utilisant cet élément.

Ce travail entre dans ce cadre pour exploiter la performance de cet élément dans

les problèmes de milieux fissurés.

La programmation orientée objet est maintenant très appréciée pour mettre au point

des codes de calcul « friendly » qui permettent de faciliter le traitement pré et post

calcul. Nous avons opté pour cette option. C’est la première tentative concernant notre

département, venue après un peu de retard malgré l’expérience acquise avec les

travaux antérieurs dus à Boukhalkhal [1], Hachi [7] et Sahnoun [11].
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I.1 Introduction

Si les ruptures n'existaient pas, les ingénieurs seraient pratiquement inutiles et

chacun pourrait construire un pont, un avion ou une maison sans le moindre risque de

destruction de la structure. La théorie de la mécanique de la rupture est un moyen

pour estimer la stabilité des fissures qui peuvent survenir à cause des défauts. Elle

permet de prévoir l’évolution de la fissure jusqu’à la ruine de la structure.

A ce jour, basé sur les expériences, la théorie de la mécanique de la rupture n’est

nullement une science de base exhaustive et exacte, cependant, deux approches ont

été proposées :

1- L’approche locale : qui consiste à l’étude de la distribution des contraintes au

voisinage de la fissure par l’introduction du facteur d’intensité de contrainte.

2- L’approche globale : dite aussi approche énergétique, elle procède par le calcul de

l’énergie disponible pour la propagation de fissures dans la structure considérée

(Griffith 1920).

La rupture est aussi de deux types :

 La rupture fragile qui est caractérisée par l’absence de déformation plastique

significative (mécanique linéaire de la rupture).

 La rupture ductile qui est caractérisée par une zone de déformation plastique non

négligeable (mécanique non linéaire de la rupture).

Dans la suite de ce chapitre, nous allons présenter quelques éléments de théorie de la

mécanique de la rupture en commençant par citer les hypothèses et les notions de base

nécessaires pour l’étude de milieux fissurés. Ensuite, nous allons détailler les deux

approches précédentes et présenter le mode mixte de rupture.
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I.2 Notions de bases sur la mécanique de la rupture

I.2.1 Hypothèses :

 Le matériau est supposé homogène et isotrope.

 Le chargement est supposé quasi-statique.

 On se restreint aux problèmes plans (bidimensionnels).

I.2.1 Les modes de sollicitations :

Le mouvement des lèvres d'une fissure peut être obtenu selon trois modes [17] :

Mode I : ou mode d’ouverture, le plus dangereux, correspond à une traction

normale au plan de la fissure.

Mode II : ou mode de glissement plan, correspond à un cisaillement dans le

plan de la fissure dont l’action est perpendiculaire au front de la fissure.

Mode III : ou mode de glissement anti-plan, correspond à un cisaillement dans

le plan de la fissure dont l’action est parallèle au front de la fissure.

I.3 Approche locale – Facteur d’intensité de contraintes

Par l’introduction de la notion du facteur d’intensité de contraintes, cette approche

consiste à déterminer les paramètres de mécanique de la rupture à l’aide des champs

de contraintes et de déplacements locaux au bout de fissure.

I.3.1 Champ de contraintes et de déplacements au bout de fissure

Les champs de contrainte et de déplacement proche du front de la fissure sont des

paramètres nécessaires à connaître. Ces champs gouvernent le processus de la rupture
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qui a lieu à la pointe de la fissure. Pour cela nous allons faire une étude des

contraintes et déplacements au voisinage de la pointe de fissure dans le cas des trois

modes de rupture.

Ces contraintes ont été calculées par Westergaard à l’aide de la fonction d’Airy

[18] et par Irwin à l’aide de la théorie de l’élasticité [19]. Elles sont exprimées par les

relations (1.1) et (1.2), avec les notations de la figure 1.2.

La figure 1.2 schématise les contraintes sur un élément de volume centré sur un

point M repéré par les coordonnées polaires r, θ par rapport à l’extrémité d’une fissure

sollicitée en mode d’ouverture ou (mode I).

Les contraintes et déplacements au voisinage du front de fissure s’écrivent :

Mode I :

௫௫ߪ =
ூܭ

ݎߨ2√
cos

ߠ

2
൤1 − sin

ߠ

2
sin

ߠ3

2
൨

௬௬ߪ =
ூܭ

ݎߨ2√
cos

ߠ

2
൤1 + sin

ߠ

2
sin

ߠ3

2
൨

௫௬ߪ =
ூܭ

ݎߨ2√
sin

ߠ

2
cos

ߠ

2
cos

ߠ3

2

(1.1)

Et

௫ݑ =
ூܭ
ߤ
ට
ݎ

ߨ2
cos

ߠ

2
൤(1 − 2 )߭ + sinଶ

ߠ3

2
൨

௬ݑ =
௄಺

ఓ
ට

௥

ଶగ
sin

ఏ

ଶ
ቂ2(1 − )߭ + cosଶ

ଷఏ

ଶ
ቃ

(1.2)

ݕ

ߠ ݔ

ଵଵߪ

ߪ
ଶ
ଶ

ߪ
ଶ
ଶ

ݎ

Fig.1.2 Champ de contraintes au voisinage du bout de fissure

M

Fissure
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La discontinuité ou saut de déplacement ௬൧selonݑൣ l’axe (ݕ݋) est:

=௬൧ݑൣ (ߨ,ݎ)௬ݑ − (ߨ−,ݎ)௬ݑ =
ସ௄಺

ఓ
(1 − )߭ට

௥

ଶగ
(1.3)

Mode II :

௫௫ߪ = −
ூூܭ

ݎߨ2√
sin

ߠ

2
൤2 + cos

ߠ

2
cos

ߠ3

2
൨

௬௬ߪ =
ூூܭ

ݎߨ2√
sin

ߠ

2
cos

ߠ

2
cos

ߠ3

2

௫௬ߪ =
௄಺಺

√ଶగ௥
cos

ఏ

ଶ
ቂ1 − sin

ఏ

ଶ
sin

ଷఏ

ଶ
ቃ

(1.4)

Et

௫ݑ =
ூூܭ
ߤ
ට
ݎ

ߨ2
sin

ߠ

2
൤2(1 − )߭ + cosଶ

ߠ3

2
൨

௬ݑ =
ூூܭ
ߤ
ට
ݎ

ߨ2
cos

ߠ

2
൤−(1− 2 )߭ + sinଶ

ߠ3

2
൨

(1.5)

La discontinuité ou saut de déplacement [௫ݑ] selon l’axe (ݔ݋) est:

[௫ݑ] = (ߨ,ݎ)௫ݑ − (ߨ−,ݎ)௫ݑ =
ସ௄಺಺

ఓ
(1 − )߭ට

௥

ଶగ
(1.6)

Mode III :

௫௭ߪ = −
ூூூܭ

ݎߨ2√
sin

ߠ

2

௬௭ߪ =
ூூூܭ

ݎߨ2√
cos

ߠ

2

௫௫ߪ = ௬௬ߪ = ௭௭ߪ = ௫௬ߪ = 0

(1.7)

Et

௭ݑ =
ூூூܭ
ߤ
ට
ݎ

ߨ2
sin

ߠ

2

௫ݑ = ௬ݑ = 0

(1.7)

La discontinuité ou saut de déplacement [௭ݑ] selon l’axe (ݖ݋) est:

[௫ݑ] = (ߨ,ݎ)௫ݑ − (ߨ−,ݎ)௫ݑ =
ூூூܭ4
ߤ

ට
ݎ

ߨ2
(1.8)

Avec :

߭ : coefficient de Poisson
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ߤ : module de cisaillement, tel que : =ߤ
ா

ଶ(ଵାజ)
(1.9)

Remarque : On remarque qu’à la pointe de la fissure (i.e. →ݎ 0), les contraintes

sont singulières en ඥ1/ݎet que les déplacements d’ouverture tendent vers 0 comme

.ݎ√

Les facteurs ,ூܭ ூூetܭ ூூூsontܭ appelées les facteurs d’intensité de contraintes et

sont exprimées en ݉√ܽܲܯ . Ces paramètres dépendent uniquement des conditions de

chargement et de géométrie.

I.3.2 Les facteurs d’intensité de contraintes

Intuitivement, il apparait naturel qu'une perturbation géométrique (fissure) crée,

dans son environnement immédiat, une zone où les contraintes induites par les

sollicitations extérieures seront modifiées, généralement augmentées. Le facteur

multiplicatif local des contraintes que le défaut induit est appelé facteur de

concentration de contraintes, noté ,ఙܭ tel que[17] :

ఙܭ =
௟௢௖௔௟ߪ
௚௟௢௕௔௟ߪ

(1.10)

Où ௚௟௢௕௔௟représenteߪ le niveau de contraintes en 1'absence du défaut au point où il est

localisé, ou, ce qui revient au même, hors des perturbations induites par celui-ci, et

௟௢௖௔௟ߪ les contraintes maximales induites localement par la fissure.

Lorsque le rayon de la pointe de fissure tend vers zéro, les contraintes en tête de

celle-ci deviennent singulières. La description de cette singularité de contraintes

demande de résoudre les équations de 1'élasticité en imposant des conditions aux

limites correspondant à une coupure dans le plan, la surface de fissure.

Donc, ils peuvent être déterminés si l’on connait les expressions des composantes

non nulles des contraintes et des déplacements. Ces calculs peuvent êtres menés dans

le cas analytique en utilisant la méthode de Westergaard [20]. Dans les modèles

numériques, il est plus judicieux d’utiliser les discontinuités de déplacement[ݑ௜] .

Dans notre cas, nous optons pour le calcul utilisant les sauts de déplacement.



Chapitre I Concepts Fondamentaux sur la Mécanique de la Rupture

10

=ூܭ lim
୰→଴

(ݎߨ௬௬√2ߪ) = lim
୰→଴

ቌ
ܧ

8(1 − ଶ߭)
ඨ

ߨ2

ݎ
௬൧ቍݑൣ

=ூூܭ lim
୰→଴

(ݎߨ௫௬√2ߪ) = lim
୰→଴

ቌ
ܧ

8(1 − ଶ߭)
ඨ

ߨ2

ݎ
ቍ[௫ݑ]

=ூூூܭ lim
୰→଴

(ݎߨ௬௭√2ߪ) = lim
୰→଴

ቌ
ܧ

8(1 + )߭
ඨ

ߨ2

ݎ
ቍ[௭ݑ]

(1.11)

I.4 Approche globale – théorie énergétique de Griffith

Griffith (1924) , sur ses travaux sur le verre, a émis l’hypothèse que la propagation

d’une fissure absorbe de l’énergie. Cette énergie est appelée énergie de surface. Soit

un matériau contenant une fissure de longueur .ܽ (Fig. 1.3) Pour une extension ∆ܽ de

la fissure la conservation de l’énergie totale peut ܹ ௧௢௧s’écrit [21] :

∆ܹ ௧௢௧ = 0 = ∆ܹ ௘௟௔௦௧+ ∆ܹ ௘௫௧+ ∆ܹ ௖௜௡ + ∆ܹ ௦௨௥௙ (1.12)

Avec

∆ܹ ௘௫௧ Variation du travail des forces extérieures.

∆ܹ ௘௟௔௦௧ Variation de l’énergie de déformation élastique.

∆ܹ ௖௜௡ Variation de l’énergie cinétique (négligée dans le processus quasi

statique)

∆ܹ ௦௨௥௙ Energie dissipée lors de la propagation sur surface de la fissure= GA

Soit ∆ܹ ௦௨௥௙ =-(∆ܹ ௘௟௔௦௧+ ∆ܹ ௘௫௧) = −∆ܷ

Dans la théorie initiale de Griffith qui s’applique à une rupture fragile, l’énergie

∆ܷ correspond à l’énergie nécessaire pour créer de nouvelles surfaces dans le

matériau (∆. L’énergie de Griffith ܩ est rapportée à l’unité de surface ; elle est définie

à partir de ∆ܷ par :

ܩ = lim
∆୅→଴

൬−
∆U

∆A
൰= −

∂U

∂A
(1.13)

∆A = ∆݁ܽ est la surface fissurée lors de la propagation de la fissure sur la longueur

∆ܽ dans une éprouvette d’épaisseur e.

Généralement, on considère une épaisseur unité (e = 1) et ܩ rapportée à l’unité

d’épaisseur est alors donnée par :
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ܩ = lim
∆௔→଴

൬−
∆U

∆a
൰= −

∂U

∂ܽ
(1.14)

Cette quantité d’énergie ܩ est appelée le taux de restitution d’énergie.

Si on considère ௦ߛ l’énergie spécifique de création de surface, on a :

௦ߛ2 = ௖ܩ (1.15)

Si ܩ dépasse ce seuil critique, la fissure se propage. Ceci constitue le critère de

Griffith.

I.5 Mode mixte de rupture :

I.5.1 Principe de superposition :

Dans les matériaux élastiques linéaires, les composantes des contraintes, des

déformations et des déplacements sont additives : c’est l’application du principe de

superposition. Cependant, il faut respecter certaines règles : ainsi par exemple deux

contraintes normales selon la direction x peuvent s’ajouter entre elles, mais une

contrainte normale ne peut en aucun cas s’additionner avec une contrainte de

cisaillement. Il en est de même pour les facteurs d’intensité des contraintes ࡷ : on ne

peut additionner des facteurs d’intensité des contraintes que s’ils concernent le même

mode de sollicitation (mode I, II ou III). On a ainsi :

ூܭ
(௧௢௧௔௟)

= ூܭ
(஺)

+ ூܭ
(஻)

+ ூܭ
(஼)

+ ⋯ (1.16)

Mais

(௧௢௧௔௟)ܭ ≠ +ூܭ +ூூܭ ூூூܭ (1.17)
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Dans beaucoup de cas, le principe de superposition, convenablement appliqué,

permet de déterminer la solution pour le coefficient d’intensité de contraintes dans des

configurations de chargement relativement complexes en les décomposant en somme

de chargements simples dont les solutions sont connues.

Par exemple,

ூܭ
(௔)

= ூܭ
(௕)

+ ூܭ
(௖)

ݒ݁ܽ ܿ ூܭ
(௖)

= 0 ⟹ ூܭ
(௔)

= ூܭ
(௕) (1.18)

I.5.2 Champ de contraintes et déplacements

La figure 1.5a représente une fissure inclinée traversant une plaque soumise à une

traction simple. Si la fissure n’était pas inclinée (β = 0°), le chargement appliqué

conduirait à du mode I pur. Pour montrer comment l’inclinaison de la fissure entraîne

du mode II, on calcule le vecteur contrainte dans le plan de la fissure. Ce vecteur

s’écrit :

ሬ⃗ܶ(݉ , ሬ⃗݊) = .ധߪ ሬ⃗݊= ஶߪ) cosݕ⃗(ߚ

ሬ⃗ܶ(݉ , ሬ⃗݊) = ቀ
ܰ
ܶ
ቁ= ஶߪ cosߚ൬

cosߚ
sinߚ

൰= ൬
ஶߪ cosଶߚ

ஶߪ cosߚ sinߚ
൰

(1.19)

On remarque que le vecteur contrainte dans le plan de fissure se décompose en une

contrainte normale N (traction) et une contrainte tangentielle T (cisaillement), Dans le

cas présent, nous somme en mode mixte I – II.
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En utilisant le principe de superposition, l’état de contrainte à la pointe de la fissure

est obtenu facilement. Pour un mode mixte I - II, la contrainte est le la somme des

contraintes de chaque mode de chargement [18].

௫௫ߪ =
ூܭ

ݎߨ2√
cos

ߠ

2
൤1 − sin

ߠ

2
sin

ߠ3

2
൨−

ூூܭ

ݎߨ2√
sin

ߠ

2
൤2 + cos

ߠ

2
cos

ߠ3

2
൨

௬௬ߪ =
ூܭ

ݎߨ2√
cos

ߠ

2
൤1 + sin

ߠ

2
sin

ߠ3

2
൨+

ூூܭ

ݎߨ2√
sin

ߠ

2
cos

ߠ

2
cos

ߠ3

2

௫௬ߪ =
ூܭ

ݎߨ2√
sin

ߠ

2
cos

ߠ

2
cos

ߠ3

2
+

ூூܭ

ݎߨ2√
cos

ߠ

2
൤1 − sin

ߠ

2
sin

ߠ3

2
൨

(1.20)

Et les déplacements sont obtenus à partir des équations (1.2) et (1.5)

௫ݑ =
௄಺

ఓ
ට

௥

ଶగ
cos

ఏ

ଶ
ቂ(1− 2 )߭ + sinଶ

ଷఏ

ଶ
ቃ+

௄಺಺

ఓ
ට

௥

ଶగ
sin

ఏ

ଶ
ቂ2(1 − )߭ + cosଶ

ଷఏ

ଶ
ቃ

௬ݑ =
௄಺

ఓ
ට

௥

ଶగ
sin

ఏ

ଶ
ቂ2(1 − )߭ + cosଶ

ଷఏ

ଶ
ቃ+

௄಺಺

ఓ
ට

௥

ଶగ
cos

ఏ

ଶ
ቂ−(1− 2 )߭ + sinଶ

ଷఏ

ଶ
ቃ

(1.21)

I.5.3 Propagation d’une fissure

Lorsqu’une fissure est sollicitée en mode mixte, on observe généralement un

branchement ou une bifurcation qui se caractérise par un changement de direction de

propagation (Fig. 1.6). Les facteurs d’intensité de contraintes locaux à l’extrémité de

la déviation d’angle α noté (ߙ)ூܭ et (ߙ)ூூܭ , diffère des facteurs d’intensité de

contraintes ூetܭ ூூdeܭ la fissure initiale [16].
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Les facteurs d’intensité de contraintes en mode I et II à l’extrémité de la déviation,

sont donnés par :

(ߙ)ூܭ = ூ൬ܭ
3

4
cos

ߙ

2
+

1

4
cos

ߙ3

2
൰+ −ூூ൬ܭ

3

4
sin

ߙ

2
−

3

4
sin

ߙ3

2
൰

(ߙ)ூூܭ = ூ൬ܭ
1

4
sin

ߙ

2
+

1

4
sin

ߙ3

2
൰+ ூூ൬ܭ

1

4
cos

ߙ

2
+

3

4
cos

ߙ3

2
൰

(1.22)

On présentera dans ce qui suit, les deux principaux critères utilisés dans le cas de

matériaux élastiques isotropes.

I.5.3.1 Critère en contrainte tangentielle maximale

Le critère le plus simple à utiliser est celui d’Erdogan et Sih [22], qui stipule que la

direction de propagation est celle dans laquelle la contrainte normale est maximale

(i.e. ఏఏߪ = ఏఏ௠ߪ ௔௫ et ௥ఏߪ = 0).

Au voisinage de la pointe de fissure, les champs de contraintes sont donnés en

coordonnées polaires par :

ܯ)ఏఏߪ ) =
1

ݎߨ2√
cos

ߠ

2
൤ܭூcosଶ

ߠ

2
−

3

2
൨ߠூூsinܭ

ܯ)௥ఏߪ ) =
1

ݎߨ2√
sin

ߠ

2
ூூ(3ܭ+ߠூsinܭ] cosߠ− 1)]

(1.23)

Alors en dérivant ఏఏparߪ rapport à ,ߠ on aura :

ݎߨ2√
డఙഇഇ

డఏ
= −

ଷ

ସ
cos

ఏ

ଶ
ூூ(3ܭ+ߠூsinܭ] cosߠ− 1)] (1.24)

Donc, la direction de propagation ߙ sera donnée par :
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ூூ(3ܭ+ߙூsinܭ cosߙ− 1) = 0 (1.25)

Le critère de propagation sera :

cos
ߙ

2
൤ܭூcosଶ

ߙ

2
−

3

2
=൨ߙூூsinܭ ூ஼ܭ (1.26)

Où ூ஼ܭ est le facteur d’intensité de contraintes critique.

I.5.3.2 Critère de Griffith

La fissure se propage lorsque ௠ܩ ௔௫ atteint la valeur critique .஼ܩ C’est le critère de

Griffith en énergie.

L’énergie de Griffith (ߙ)ܩ à l’extrémité de la déviation, s’exprime par :

(ߙ)ܩ =
1 − ଶߥ

ܧ
ூܭ]

ଶ(ߙ) + ூூܭ
ଶ(ߙ)] (1.27)

Les maximums de G(α), à β fixé, correspondent aux points où ூܭ est maximum et

=ூூܭ 0. Ainsi, le maximum de l’énergie de Griffith est donné par :

௠ܩ ௔௫ =
1 − ଶߥ

ܧ
ூܭ
ଶ(ߙ∗) (1.28)

où ∗ߙ est l’angle pour lequel les valeurs de l’énergie ܩ et de ூܭ sont maximales et

=ூூܭ 0.

Dans un matériau homogène, une fissure initialement inclinée d’un angle β se

propagera en suivant une direction faisant l’angle ∗ߙ avec le plan initial de la fissure.

1.6 Conclusion

Nous avons mis le point sur la totalité des notions et des lois nécessaires pour le

traitement des problèmes de fissures dans les solides notamment les coefficients

d’intensité de contraintes en fonction des discontinuités de déplacement ; car la

méthode qui sera utilisée pour la résolution de ce type de problème est la méthode de

discontinuité de déplacement.
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II.1 Introduction :

Beaucoup de problèmes pratiques en mécanique des solides concernent des corps

contenant des fissures. Une fissure est constituée de deux surfaces. Parmi les

méthodes d’éléments de frontière permettant l’étude de tels problèmes, la méthode de

discontinuité de déplacement est la plus adéquate. Elle est basée sur la solution

analytique du problème d’une discontinuité de déplacement constante le long d’un

segment de droite dans un plan (x,y) infini.

Physiquement, on peut imaginer une discontinuité de déplacement comme une

fissure dont les surfaces opposées se sont déplacées relativement l’une par rapport

l’autre. Dans le cas présent, les surfaces se sont déplacées relativement par une

distance constante le long de la fissure considérée. En général, bien sûr, on peut

considérer une distribution non constante des déplacements relatifs.

La méthode de discontinuité de déplacement est basée sur une notion qu’on peut

faire une approximation discrète à une distribution continue de discontinuité de

déplacement sur la fissure. C’est-à-dire, on divise la fissure à une série de N éléments

(éléments de frontière) et on considère que la discontinuité de déplacement soit

constante sur chaque élément. En connaissant la solution analytique pour une seule

discontinuité de déplacement élémentaire constante, on peut trouver une solution

numérique du problème par sommation des effets de tous les éléments.

II.2 La discontinuité de déplacement dans un solide infini :

Le problème de la discontinuité de déplacement constante, dans un segment droit

dans un plan (x,y) d’un solide élastique infini, est spécifié par la condition que les

déplacements soient continus partout dans le solide sauf sur le segment droit en

question. Le segment droit peut être choisi de façon à occuper une certaine portion de

l’axe x, soit |ݔ| ≤ =ݕܽ, 0.

Si nous considérons que ce segment est une fissure droite, nous pouvons distinguer

ses deux surfaces en disant qu’une surface est du côté positif de y=0, noté y=0+ , et

l’autre est du côté négatif, noté y=0- (Fig. 2.1). En traversant d’un côté du segment à

un autre, les déplacements subissent une variation spécifique constante en valeur

=௜ܦ .(௬ܦ,௫ܦ)
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Nous définissons la discontinuité de déplacement Di comme la différence dans le

déplacement entre les deux côtés du segment comme suit :

(ݔ)௫ܦ = ,ݔ)௫ݑ 0ି) − ,ݔ)௫ݑ 0ା)
(ݔ)௬ܦ = ,ݔ)௬ݑ 0ି) − ,ݔ)௬ݑ 0ା)

(2.1)

Comme ௫ݑ et ௬ݑ sont positifs dans les directions positives des coordonnées x et y,

il s’ensuit que ௫ܦ et ௬ܦ sont positifs comme illustré dans la figure 2.2. Nous devons

noter qu’une valeur positive de ௬ܦ suggère que les deux côtés de la fissure se

chevauchent. Il n’y a aucune objection mathématique à l’occurrence d’un

chevauchement, bien qu’il soit physiquement impossible. Nous pouvons éviter cette

difficulté conceptuelle en disant que la fissure a une épaisseur finie, petite par rapport

à sa longueur, et que la valeur de la discontinuité de déplacement Dy est toujours

moins que celle-ci.
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La solution du problème traité est donnée par Crouch (1976) [3]. Les déplacements

et les contraintes peuvent être écrits comme suit :

௫ݑ = ௫ܦ 2ൣ(1 − (ߥ ,݂௬ − ݕ ,݂௫௫൧+ ௬ܦ −ൣ(1 − (ߥ2 ,݂௫− ݕ ,݂௫௬൧

௬ݑ = ௫ܦ (ൣ1− (ߥ2 ,݂௫ − ݕ ,݂௫௬൧+ ௬ܦ 2ൣ(1 − (ߥ ,݂௬ − ݕ ,݂௬௬൧
(2.2)

Et

௫௫ߪ = 2 ௫ܦߤ +ൣ2 ,݂௫௬ + ݕ ,݂௫௬௬൧+ 2 ௬ൣ݂ܦߤ ,௬௬ + ݕ ,݂௬௬௬൧

௬௬ߪ = 2 ௫ܦߤ ݕൣ− ,݂௫௬௬൧+ 2 ௬ൣ݂ܦߤ ,௬௬ − ݕ ,݂௬௬௬൧

௫௬ߪ = 2 ௫ൣ݂ܦߤ ,௬௬ + ݕ ,݂௬௬௬൧+ 2 ௬ܦߤ ݕൣ− ,݂௫௬௬൧
(2.3)

Telle que la fonction ݂ est définie comme suit :

(ݕ,ݔ݂) =
−1

1)ߨ4 − )߭
ቀܽݕ] ݎܿ ݐܽ ݊

ݕ

−ݔ ܽ
− ݎܿܽ ݐܽ ݊

ݕ

+ݔ ܽ
ቁ

− −ݔ) )ܽ ݈݊ ඥ[(ݔ− )ܽଶ + [ଶݕ + +ݔ) )ܽ ݈݊ ඥ[(ݔ+ )ܽଶ + [ଶݕ

(2.4)

Les dérivées de cette fonction sont :

(ݕ,ݔ)ଶܨ = ,݂௫ =
+1

1)ߨ4 − )߭
[݈݊ ඥ[(ݔ− )ܽଶ + [ଶݕ − ݈݊ ඥ[(ݔ+ )ܽଶ + [[ଶݕ

(ݕ,ݔ)ଷܨ = ,݂௬ =
−1

1)ߨ4 − )߭
[ቀܽ ݎܿ ݐܽ ݊

ݕ

−ݔ ܽ
− ݎܿܽ ݐܽ ݊

ݕ

+ݔ ܽ
ቁ]

(ݕ,ݔ)ସܨ = ,݂௫௬ =
+1

1)ߨ4 − )߭
[

ݕ

−ݔ) )ܽଶ + ଶݕ
−

ݕ

+ݔ) )ܽଶ + ଶݕ
]

(ݕ,ݔ)ହܨ = ,݂௫௫ = − ,݂௬௬ =
+1

1)ߨ4 − )߭
[

−ݔ ܽ

−ݔ) )ܽଶ + ଶݕ
−

+ݔ ܽ

+ݔ) )ܽଶ + ଶݕ
]

(ݕ,ݔ)଺ܨ = ,݂௫௬௬ = − ,݂௫௫௫ =
+1

1)ߨ4 − )߭
[

−ݔ) )ܽଶ− ଶݕ

−ݔ)} )ܽଶ + ଶ}ଶݕ
−

+ݔ) )ܽଶ− ଶݕ

+ݔ)} )ܽଶ + ଶ}ଶݕ
]

(ݕ,ݔ)଻ܨ = ,݂௬௬௬ = − ,݂௫௫௬ =
ݕ2+

1)ߨ4 − )߭
[

−ݔ ܽ

−ݔ)} )ܽଶ + ଶ}ଶݕ
−

+ݔ ܽ

+ݔ)} )ܽଶ + ଶ}ଶݕ
]

(2.5)

Il est facile de vérifier que les déplacements (2.2) sont continus partout dans le

corps infini, excepté à travers le segment droit |ݔ| ≤ =ݕܽ, 0, où les déplacements

sont discontinus en accordance avec les définitions (2.1). Les déplacements sur la

ligne y=0, par exemple, sont [4] :

௫ݑ = −
1

ߨ2
௫ܦ lim

௬→଴±

ቀܽ ݎܿ ݐܽ ݊
ݕ

−ݔ ܽ
− ݎܿܽ ݐܽ ݊

ݕ

+ݔ ܽ
ቁ−

(1 − 2 )߭

1)ߨ4 − )߭
௬݈݊ܦ ቚ

−ݔ ܽ

+ݔ ܽ
ቚ

௬ݑ = +
(ଵିଶజ)

ସగ(ଵିజ)
௫݈݊ܦ ቚ

௫ି௔

௫ା௔
ቚ−

ଵ

ଶగ
௬ܦ lim௬→଴±

ቀܽ ݎܿ ݐܽ ݊
௬

௫ି௔
− ݎܿܽ ݐܽ ݊

௬

௫ା௔
ቁ

(2.6)
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Les valeurs limites des termes ݎܿܽ ݐܽ ݊ sont définies comme suit :

lim
௬→଴

ቀܽ ݎܿ ݐܽ ݊
ݕ

−ݔ ܽ
− ݎܿܽ ݐܽ ݊

ݕ

+ݔ ܽ
ቁ−ቐ

0 |ݔ| > ܽ =ݕ; 0∓
ߨ+ |ݔ| < ܽ =ݕ; 0ା
ߨ− |ݔ| < ܽ =ݕ; 0ି

� (2.7)

En utilisant ces résultats, nous constatons que trois cas séparés doivent être pris en

considération pour évaluer les composants de déplacement suivant la ligne y=0 :

(1) |ݔ| > =ݕܽ, 0±

,ݔ)௫ݑ 0) = −
(1 − 2 )߭

1)ߨ4 − )߭
௬݈݊ܦ ቚ

−ݔ ܽ

+ݔ ܽ
ቚ

,ݔ)௬ݑ 0) = +
(1− 2 )߭

1)ߨ4 − )߭
௫݈݊ܦ ቚ

−ݔ ܽ

+ݔ ܽ
ቚ

(2.8)

(2) |ݔ| < =ݕܽ, 0ା

,ݔ)௫ݑ 0ା) = −
1

2
௫ܦ −

(1 − 2 )߭

1)ߨ4 − )߭
௬݈݊ܦ ቚ

−ݔ ܽ

+ݔ ܽ
ቚ

,ݔ)௬ݑ 0ା) = +
(1 − 2 )߭

1)ߨ4 − )߭
௫݈݊ܦ ቚ

−ݔ ܽ

+ݔ ܽ
ቚ−

1

2
௬ܦ

(2.9)

(3) |ݔ| < =ݕܽ, 0ି

,ݔ)௫ݑ 0ି) = +
1

2
௫ܦ −

(1 − 2 )߭

1)ߨ4 − )߭
௬݈݊ܦ ቚ

−ݔ ܽ

+ݔ ܽ
ቚ

,ݔ)௬ݑ 0ି) = +
(1 − 2 )߭

1)ߨ4 − )߭
௫݈݊ܦ ቚ

−ݔ ܽ

+ݔ ܽ
ቚ+

1

2
௬ܦ

(2.10)

Les déplacements ௫ݑ et ௬ݑ sont donc continus pour |ݔ| > ܽ sur =ݕ 0, mais ont

des discontinuités ௫ܦ+ et ௬ܦ+ pour |ݔ| < ,ܽ comme c’est affirmé.

Les contraintes sur la ligne =ݕ 0 peuvent être évaluées de façon similaire à partir

de l’équation (2.3).

Elles sont :

,ݔ)௫௫ߪ 0) =
ߤ−

1)ߨ2 − )߭
௬ܦ ൬

1

−ݔ ܽ
−

1

+ݔ ܽ
൰=

ߤܽ−

1)ߨ − )߭
௬ܦ

1

−ଶݔ ଶܽ

,ݔ)௬௬ߪ 0) =
ߤܽ−

1)ߨ − )߭
௬ܦ

1

−ଶݔ ଶܽ

,ݔ)௫௬ߪ 0) =
ߤܽ−

1)ߨ − )߭
௫ܦ

1

−ଶݔ ଶܽ

(2.11)
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Les contraintes normales ௫௫etߪ ௬௬ߪ sur =ݕ 0 dépendent ainsi seulement de la

composante normale de la discontinuité ௬ܦ , alors que la contrainte tangentielle

௫௬ߪ = ௬௫ߪ dépend seulement de la composante tangentielle .௫ܦ

A partir de ces équations, nous remarquons que les contraintes sont singulières et

discontinues pour =ݔ ± ,ܽ mais sont finies et continues partout sur =ݕ 0.

Les directions des composantes du vecteur de traction sur les deux surfaces de la

fissure sont illustrées dans la figure 2.3, en supposant que ௫ܦ > 0 et ௬ܦ > 0 . En

tenant compte de :

,ݔ)௫ݐ 0ା) = ,ݔ)௫௬ߪ− 0ା) , ,ݔ)௬ݐ 0ା) = ,ݔ)௬௬ߪ− 0ା) , ,ݔ)௫ݐ 0ି) = ,ݔ)௫௬ߪ+ 0ି) ,

,ݔ)௬ݐ 0ି) = ,ݔ)௬௬ߪ+ 0ି) et de (2.2.11), il s’ensuit que ,ݔ)௜ݐ 0ା) = ,ݔ)௜ݐ− 0ି), donc

les contraintes résultantes ,ݔ)௜ݐ 0) = ,ݔ)௜ݐ 0ା) + ,ݔ)௜ݐ 0ି) appliquées à la fissure sont

égales à zéro.

II.3 Procédure numérique

Une généralisation de la procédure numérique décrite ci-dessus est schématisée

dans la figure 2.4. Dans ce cas la fissure est courbée, mais nous allons supposer

qu’elle puisse être représentée avec une exactitude suffisante par N segments droits,

liés entre eux. Les positions et les orientations de ces segments sont référencées aux

système de coordonnées x,y montré sur la figure 2.4. Si les surfaces de la fissure sont

soumises à une contrainte (par exemple, pression uniforme d’un fluide –p), elles se

déplaceront relativement l’une vers l’autre. La méthode de discontinuité de
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déplacement est un moyen pour trouver une approximation discrète pour la

distribution lisse du déplacement relatif (i.e. discontinuité de déplacement) qui existe

en réalité.

Cette approximation discrète est trouvée en référence aux

fissure représentée dans la figure 2

frontière et représente une discontinuité de déplacement élémentaire.

Les discontinuités de déplacement élémentaires sont définies en respectant les

coordonnées locales s et n

simple discontinuité de déplacement élémentaire au

composantes de la discontinuité dans les directions

ܦ
௝

௦ et ܦ
௝

௡ . Ces quantités sont définies comme suit

Dans ces définitions, ݑ

normal (n) du jème segment de la fissure. Les indices supérieurs ‘+‘ et ‘

surface positive de la fissure et la surface négative par référence à la coordonnée local

n.
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déplacement est un moyen pour trouver une approximation discrète pour la

distribution lisse du déplacement relatif (i.e. discontinuité de déplacement) qui existe

Cette approximation discrète est trouvée en référence aux N subdivisions d

ure représentée dans la figure 2.4a. Chacune de ces subdivisions est

frontière et représente une discontinuité de déplacement élémentaire.

Les discontinuités de déplacement élémentaires sont définies en respectant les

n indiquées dans la figure 2.4. La figure 2.4b représente une

simple discontinuité de déplacement élémentaire au jème segment de la fissure. Les

antes de la discontinuité dans les directions s et n dans ce segment sont notées

. Ces quantités sont définies comme suit :

ܦ
௝

௦ = ݑ
௝

௦
ି − ݑ

௝

௦
ା

ܦ
௝

௡ = ݑ
௝

௡
ି − ݑ

௝

௡
ା

ݑ
௝

௦ et ݑ
௝

௡ se rapportent aux déplacements tangentiel (

segment de la fissure. Les indices supérieurs ‘+‘ et ‘

surface positive de la fissure et la surface négative par référence à la coordonnée local
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déplacement est un moyen pour trouver une approximation discrète pour la

distribution lisse du déplacement relatif (i.e. discontinuité de déplacement) qui existe

subdivisions de la

est un élément de

Les discontinuités de déplacement élémentaires sont définies en respectant les

.4b représente une

segment de la fissure. Les

dans ce segment sont notées

(2.12)

se rapportent aux déplacements tangentiel (s) et

segment de la fissure. Les indices supérieurs ‘+‘ et ‘-‘ dénotent la

surface positive de la fissure et la surface négative par référence à la coordonnée local
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Les déplacements locaux ݑ
௝

௦ et ݑ
௝

௡ forment les deux composantes du vecteur. Elles

sont positives dans les directions positives de s et n, indépendamment du choix de la

surface positive ou négative de la fissure. Par conséquent, il suit de (2.12) que la

composante normale de la discontinuité de déplacement ܦ
௝

௡ est positive si les deux

surfaces de la fissure se déplacent l’une vers l’autre. De même, la composante

tangentielle ܦ
௝

௦ est positive si la surface positive de la fissure se déplace vers la gauche

par rapport à la surface positive.

Les effets d’une seule discontinuité de déplacement élémentaire sur les

déplacements et les contraintes dans un point arbitraire dans le solide infini peuvent

être calculés à partir des résultats de la section II.2, si nous transformons

convenablement les équations pour expliquer la position et l’orientation du segment

en question. En particulier, les contraintes normale et tangentielle au point médian de

l’ième élément dans la figure 2.4b peuvent être exprimées en termes des composantes

de la discontinuité de déplacement dans le jème élément comme suit [4] :

�
ߪ
௜

௦ = ܣ
௜௝

௦௦ܦ
௝

௦+ ܣ
௜௝

௦௡ܦ
௝

௡

ߪ
௜

௡ = ܣ
௜௝

௡௦ܦ
௝

௦+ ܣ
௜௝

௡௡ܦ
௝

௡

ൢ ݅= 1 à ܰ (2.13)

Où ܣ
௜௝

௦௦, etc., sont les coefficients d’influence de frontière pour les contraintes.

Le coefficient ܣ
௜௝

௡௦, par exemple, donne la contrainte normale dans le point médian

de l’ième élément (i.e. ߪ
௜

௡) due à une discontinuité de déplacement unitaire constante

sur le jème élément (i.e. ܦ
௝

௦).

Revenons maintenant à notre problème de la fissure décrit dans la figure 2.4a, nous

plaçons une discontinuité de déplacement élémentaire à chacun des N segments le

long de la fissure et nous écrivons, à partir de (2.13),

�
ߪ
௜

௦ = ∑ ܣ
௜௝

௦௦ܦ
௝

௦
௡
௝ୀଵ + ∑ ܣ

௜௝

௦௡ܦ
௝

௡
௡
௝ୀଵ

ߪ
௜

௡ = ∑ ܣ
௜௝

௡௦ܦ
௝

௦
௡
௝ୀଵ + ∑ ܣ

௜௝

௡௡ܦ
௝

௡
௡
௝ୀଵ

⎭
⎬

⎫

݅= 1 à ܰ (2.14)
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Si on spécifie les valeurs des contraintes ߪ
௜

௦ et ߪ
௜

௡ pour chaque élément de la

fissure, alors les équations (2.14) sont un système de 2N équations linéaires de 2N

inconnues, nommées les composantes de la discontinuité de déplacement élémentaire

ܦ
௝

௦ et ܦ
௝

௡ pour ݅= 1 à ܰ .

Après avoir résolu les équations ci-dessus pour ܦ
௝

௦ et ܦ
௝

௡ , nous pouvons trouver les

déplacements et les contraintes dans des points indiqués dans le solide en utilisant le

principe de la superposition. En particulier, les déplacements le long de la fissure de la

figure 2.4a sont donnés par des expressions de la forme :

�
ݑ
௜

௦ = ∑ ܤ
௜௝

௦௦ܦ
௝

௦
௡
௝ୀଵ + ∑ ܤ

௜௝

௦௡ܦ
௝

௡
௡
௝ୀଵ

ݑ
௜

௡ = ∑ ܤ
௜௝

௡௦ܦ
௝

௦
௡
௝ୀଵ + ∑ ܤ

௜௝

௡௡ܦ
௝

௡
௡
௝ୀଵ

⎭
⎬

⎫
݅= 1 à ܰ (2.15)

Où ܤ
௜௝

௦௦, etc., sont les coefficients d’influence de frontière pour les déplacements. Les

déplacements sont discontinus quand on passe d’un côté à l’autre de l’ ième élément,

donc, nous devons distinguer entre les deux côtés lors du calcul des coefficients

d’influence dans (2.15). Nous allons voir dans la section II.5 que les termes diagonaux

des coefficients d’influence dans ces équations ont les valeurs :

ܤ
௜௜

௦௡ = ܤ
௜௜

௡௦ = 0

ܤ
௜௜

௦௡ = ܤ
௜௜

௡௦ = ቐ
−

1
2 →݊ݎݑ݋݌ 0ି

+
1
2 →݊ݎݑ݋݌ 0ା

�
(2.16)

Les coefficients restants (i.e. ceux pour lesquels ݅≠ )݆ sont continus.

II.4 Transformations de coordonnées

Les coefficients d’influence dans (2.14) et (2.15) sont développés à partir de la

solution analytique du problème d’une discontinuité de déplacement constante sur un

segment droit arbitrairement orienté dans un solide infini. Cette solution peut être

obtenue à partir des résultats de la section II.2 au moyen de simples transformations

de coordonnées. Nous allons donner cette solution ci-dessous pour la géométrie

indiquée sur la figure 5.6. Les composantes ௫̅ܦ et ௬തܦ de la discontinuité de

déplacement sont constantes sur le segment droit |ݔ̅| ≤ =തݕܽ, 0.
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Les coordonnées ݔ̅ et തsontݕ reliées au coordonnées globales ݕ,ݔ par les formules

de transformations suivantes :

=ݔ̅ −ݔ) ௫ܿ) cosߚ+ ൫ݕ− ௬ܿ൯sinߚ

=തݕ −ݔ)− ௫ܿ) sinߚ+ ൫ݕ− ௬ܿ൯cosߚ
(2.17)

Les déplacements et les contraintes dus aux composantes ௫̅ܦ et ௬തܦ de la

discontinuité de déplacement sur le segment droit |ݔ̅| ≤ =തݕܽ, 0 peuvent être notés

immédiatement en introduisant les changements d'écriture appropriés des résultats de

la section II.2. En utilisant les définitions (2.5) des fonctions (തݕ,ݔ̅)ଶܨ à ,(തݕ,ݔ̅)଻ܨ on

représente la solution comme suit :

௫̅ݑ = ௫̅ܦ [2(1 − −തଷܨ(ߥ [തହܨതݕ + ௬തܦ [−(1 − −തଶܨ(ߥ2 [തସܨതݕ

௬തݑ = ௫̅ܦ [(1 − −തଶܨ(ߥ2 [തସܨതݕ + ௬തܦ [2(1 − തଷܨ(ߥ + [തହܨതݕ
(2.18)

Et

௫̅௫̅ߪ = 2 ௫̅ܦߤ തସܨ2] + [ത଺ܨതݕ + 2 ௬തܦߤ തହܨ−] + [ത଻ܨതݕ

௬ത௬തߪ = 2 ௫̅ܦߤ [ത଺ܨതݕ−] + 2 ௬തܦߤ −തହܨ−] [ത଻ܨതݕ

௫̅௬തߪ = 2 ௫̅ܦߤ തହܨ−] + [ത଻ܨതݕ + 2 [ത଺ܨതݕ−]௬തܦߤ

(2.19)

Donc, les déplacements et les contraintes dans le système global de coordonnées

,ݕ,ݔ seront :

௫ݑ = ௫̅ܦ [−(1 − (ߥ2 sinߚ തଶܨ + 2(1 − (ߥ cosܨߚതଷ + ߚത(sinݕ −തସܨ cosߚ [(തହܨ (2.20)

Fig. 2.5 Discontinuité de déplacement

sur un segment orienté arbitrairement
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௬തܦ+ [−(1 − (ߥ2 cosܨߚതଶ− 2(1 − (ߥ sinܨߚതଷ− തସܨߚത(cosݕ + sinߚ [(തହܨ

௬ݑ = ௫̅ܦ [+(1− (ߥ2 cosܨߚതଶ + 2(1 − (ߥ sinܨߚതଷ− തସܨߚത(cosݕ + sinߚ [(തହܨ

௬തܦ+ [−(1 − (ߥ2 sinߚ തଶܨ + 2(1 − (ߥ cosܨߚതଷ− ߚഥ(sinݕ −തସܨ cosߚ [(തହܨ

Et

௫௫ߪ = 2 ௫̅ܦߤ [2 തସܨߚଶݏܿ݋ + sin തହܨߚ2 + ത(cosݕ −ത଺ܨߚ2 sin ߚ2 [(ത଻ܨ
+2 തହܨ−]௬തܦߤ + ത(sinݕ ത଺ܨߚ2 + cos ߚ2 [(ത଻ܨ

௬௬ߪ = 2 ௫̅ܦߤ [2 ߚଶ݊ݏ݅ −തସܨ sin −തହܨߚ2 ത(cosݕ −ത଺ܨߚ2 sin ߚ2 [(ത଻ܨ

+2 −തହܨ−]௬തܦߤ ത(sinݕ ത଺ܨߚ2 + cos ߚ2 [(ത଻ܨ

௫௬ߪ = 2 ௫̅ܦߤ [sin −തସܨߚ2 cos തହܨߚ2 + ത(sinݕ ത଺ܨߚ2 + cos ߚ2 [(ത଻ܨ

+2 ௬തܦߤ ത(cosݕ−] −ത଺ܨߚ2 sin ߚ2 [(ത଻ܨ

(2.21)

Ces équations peuvent maintenant être utilisées pour calculer les coefficients

d’influence généraux pour la méthode de discontinuité de déplacement.

II.5 Coefficients d’influence

Les coefficients d’influence pour la méthode de discontinuité de déplacement sont

obtenus à partir des résultats précédents en considérant un corps infini contenant N

segments droits, orientés arbitrairement dans le système global de coordonnées .ݕ,ݔ

Chacun de ces segments droits a son propre système de cordonnées local, et chacun

représente une discontinuité de déplacement élémentaire. Les influences des

composantes tangentielle et normale de la discontinuité de déplacement au jème

élément (i.e. ܦ
௝

௦ et ܦ
௝

௡) sur les déplacements et les contraintes dans un point arbitraire

(ݕ,ݔ) dans le corps peuvent être calculées directement de (2.20) et (2.21). Les

influences de ces quantités sur les déplacements et les contraintes tangentiels et

normaux au point médian de l’ième élément spécifient les coefficients d'influence de

frontière ܤ
௜௝

௦௦, etc., dans (2.15) et ܣ
௜௝

௦௦, etc., dans (2.16).

Pour calculer ces coefficients, considérons un domaine infini contenant N

segments droits orientés dans des directions arbitraires dans le repère global .(ݕ,ݔ)

Considérons deux éléments distincts i ݔ)
௜
ݕ,
௜
) et j ݔ)

௝
ݕ,
௝

) reliés chacun à un repère

local ᇱഥݔ) (ഥ'ݕ, et (തݕ,ݔ̅) respectivement, et orientés de ߚ
௜

et ߚ
௝

(voir Fig. 2.7).
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Les coordonnées locales (തݕ,ݔ̅) dans les équations (2.20) et (2.21) représentent

celle du point (ݕ,ݔ) par rapport au milieu du j ème élément :

=ݔ̅ ൬ݔ− ݔ
௝
൰cosߚ

௝

+ ൬ݕ− ݕ
௝
൰sinߚ

௝

=തݕ −൬ݔ− ݔ
௝
൰sinߚ

௝

+ ൬ݕ− ݕ
௝
൰cosߚ

௝ (2.22)

Les déplacements et les contraintes en ce point dus aux discontinuités de

déplacement sur les N éléments sont obtenus par la sommation des contributions de

chaque élément.

En choisissant le point (ݕ,ݔ) comme étant le milieu de l’i ème élément, (i.e. =ݔ ݔ
௜

et =ݕ ݕ
௜
), l’équation (2.22) devient :

=ݔ̅ ൬ݔ
௜
− ݔ

௝
൰cosߚ

௝

+ ൬ݕ
௜
− ݕ

௝
൰sinߚ

௝

=തݕ −൬ݔ
௜
− ݔ

௝
൰sinߚ

௝

+ ൬ݕ
௜
− ݕ

௝
൰cosߚ

௝ (2.23)

Fig. 2.6
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Les déplacements et les contraintes relativement en repère local au point « i » sont

.(ഥ'ݕ,ഥ'ݔ) Les deux repères locaux de l’ième élément et le jème élément sont reliés par les

relations suivantes :

ᇱഥݔ = +ߛcosݔ̅ ߛതsinݕ
ᇱഥݕ = +ߛsinݔ̅− ߛതcosݕ

(2.24)

Où =ߛ ߚ
௜

− ߚ
௝

, donne l’inclinaison de l’ième élément par rapport au jème élément.

Les déplacements et les contraintes seront :

ݑ
௜

௫ᇲതതത= ݑ
௜

௫̅ cosߛ+ ݑ
௜

௬തsinߛ

ݑ
௜

௬ᇲതതത= ݑ−
௜

௫̅ sinߛ+ ݑ
௜

௬തcosߛ
(2.25)

ߪ
௜

௫ᇲതതത௫ᇲതതത= ߪ
௜

௫̅௫̅ cosଶߛ+ 2 ߪ
௜

௫̅௬തsinߛcosߛ+ ߪ
௜

௬ത௬തsinଶߛ

ߪ
௜

௬ᇲതതത௬ᇲതതത= ߪ
௜

௫̅௫̅ sinଶߛ− 2 ߪ
௜

௫̅௬തsinߛcosߛ+ ߪ
௜

௬ത௬തcosଶߛ

ߪ
௜

௫ᇲതതത௬ᇲതതത= ߪ)−
௜

௫̅௫̅− ߪ
௜

௬ത௬ത) sinߛcosߛ+ ߪ
௜

௫̅௬ത(cosଶߛ− sinଶߛ)

(2.26)

Les coefficients d’influence pour les déplacements et les contraintes sont obtenus à

partir des équations (2.20), (2.21), (2.25) et (2.26) après avoir posé :

ܦ
௝

௦ = ܦ
௝

௫̅ , ܦ
௝

௡ = ܦ
௝

௬ത , ݑ
௜

௦ = ݑ
௜

௫ᇲതതത , ݑ
௜

௡ = ݑ
௜

௬ᇲതതത, ߪ
௜

௦ = ߪ
௜

௫ᇲതതത௬ᇲതതതet ߪ
௜

௡ = ߪ
௜

௬ᇲതതത௬ᇲതതത .

Donc :

ݑ
௜

௦ = ܦ
௝

௦ [(1 − (ߥ2 sinߛ തଶܨ + 2(1 − (ߥ cosܨߛതଷ− ߛത(sinݕ തସܨ + cosߛ [(തହܨ

ܦ+
௝

௡ [−(1− (ߥ2 cosܨߛതଶ− 2(1 − (ߥ sinܨߛതଷ− തସܨߛത(cosݕ + sinߛ [(തହܨ

ݑ
௜

௡ = ܦ
௝

௦ [(1 − (ߥ2 cosܨߛതଶ− 2(1 − (ߥ sinܨߛതଷ− −തସܨߛത(cosݕ sinߛ [(തହܨ

ܦ+
௝

௡ [(1 − (ߥ2 sinߛ തଶܨ + 2(1 − (ߥ cosܨߛതଷ + ߛഥ(sinݕ തସܨ + cosߛ [(തହܨ

(2.27)

Et

ߪ
௜

௦ = 2 ܦߤ
௝

௦ [− sin −തସܨߛ2 cos −തହܨߛ2 ത(sinݕ −ത଺ܨߛ2 cos ߛ2 [(ത଻ܨ

+2 ܦߤ
௝

௡ ത(cosݕ−] ത଺ܨߛ2 + sin ߛ2 [(ത଻ܨ

ߪ
௜

௡ = 2 ܦߤ
௝

௦ [2 തସܨߛଶ݊ݏ݅ + sin −തହܨߛ2 ത(cosݕ ത଺ܨߛ2 + sin ߛ2 [(ത଻ܨ

+2 ܦߤ
௝

௡ തହܨ−] + ത(sinݕ ത଺ܨߛ2 + cos ߛ2 [(ത଻ܨ

(2.28)
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Il est facile de montrer que les termes diagonaux des coefficients d’influence de

frontière (l’élément auto-influence) pour le problème présent sont :

ܤ
௜௜

௦௡ = ܤ
௜௜

௡௦ = 0; ܤ
௜௜

௦௦ = ܤ
௜௜

௡௡ = ∓
1

2
=തݕݎݑ݋݌ 0± (2.29)

ܣ
௜௜

௦௡ = ܣ
௜௜

௡௦ = 0; ܣ
௜௜

௦௦ = ܣ
௜௜

௡௡ = +
ߤ

1)ߨ − )߭ܽ
௜ (2.30)

On constate de (2.29) que les coefficients de déplacement ܤ
௜௜

௦௦et ܤ
௜௜

௡௡ ont des valeurs

différentes sur les deux côtés de la ligne =തݕ 0, i.e. ces coefficients sont discontinus à

travers la ligne. Par contre, les coefficients de contrainte ܣ
௜௜

௦௦et ܣ
௜௜

௡௡ sont continus.

On adopte pour la méthode de discontinuité de déplacement la convention de

rotation suivante : la normale extérieure à n’importe quel contour fermé doit se diriger

vers l’extérieur du solide (Fig. 2.8)

Dans ce cas, les coefficients ܤ
௜௜

௦௦et ܤ
௜௜

௡௡ auront la valeur unique +
ଵ

ଶ
pour les problèmes

intérieurs et extérieurs. Cependant, généralement il sera nécessaire de calculer les

déplacements des deux côtés d'un élément de frontière, parce que n'importe quel

élément particulier physiquement peut présenter une partie d'une fissure plutôt qu'une

partie d'un contour fermé. Après avoir calculé les valeurs de ݑ
௝

௦
ି et ݑ

௝

௡
ି , on peut utiliser

les définitions (2.12) pour trouver ݑ
௝

௦
ା et ݑ

௝

௡
ା .

II.6 Problèmes intérieur et extérieur

Un problème est dit intérieur (Fig. 2.7b) quand le domaine à étudier est fini et est

limité par un contour C, c’est l’exemple d’un disque. Dans le cas d’un domaine infini,

Fig. 2.7 Convention de rotation : (a) cavité (b) disque (c) tube
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exemple d’une cavité à l’intérieur d’un domaine infini, on a affaire à un problème

extérieur (Fig. 2.7a). C’est particulièrement à ce dernier type de problèmes que la

méthode des éléments de frontière est la plus avantageuse. L’étude se limite

seulement à une discrétisation de la frontière puis étendre la résolution au reste du

domaine.

Le contour d’un domaine fini est traversé suivant le sens horaire, tandis que celui

d’un domaine infini est traversé suivant le sens trigonométrique [4].

II.1.7 Conditions de symétrie

Une ligne de symétrie existe dans certains problèmes lorsque les propriétés

élastiques du matériau, la géométrie de frontière et les conditions de chargement sont

tous symétriques par rapport à la ligne en question. Comme les propriétés d’un

matériau homogène et isotrope sont indépendantes de la position et des directions, on

ne considère que la symétrie géométrique.

On peut noter aussi deux conséquences physiques pour une ligne de symétrie. La

première est qu’aucun déplacement normal ne se produit à travers la ligne, et pour la

deuxième, aucune contrainte tangentielle n’agit le long de cette ligne.

L’utilisation de la symétrie pour la résolution des problèmes d’élasticité par la

méthode de discontinuité de déplacement est d’une extrême importance, quand on sait

que le système se réduit de moitié (une seule ligne de symétrie), ou du quart (deux

ligne de symétrie). (voir Fig. 2.8)

Fig. 2.8 Conditions de symétrie pour les axes x=x* et y=y*
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Les composantes normales des discontinuités de déplacement pour un élément et

son image sont égales en valeur et en signe, mais pour les composantes tangentielles

changent de signe chaque fois qu’une ligne de symétrie est traversée. C’est-à-dire :

ܦ
௝

௦
∗ = ܦ−

௝

௦ et ܦ
௝

௡
∗ = ܦ

௝

௡
(2.31)
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III.1 Introduction

Un élément constant de la discontinuité de déplacement donne des résultats

satisfaisants entre les lèvres de la fissure. Au bout de fissure, les résultats deviennent

moins fiables (ils divergent), parce que le déplacement dans ce point est continu. Dans

la mécanique de la rupture, une solution fiable près des lèvres de la fissure est

importante d’où le besoin d’une approche sophistiqué qui prend en considération la

formulation d’un élément non constant (un élément d’ordre supérieur) et continu à la

pointe de fissure.

III.2 Elément parabolique

Dans la solution représentée par Crouch dans les équations (2.2) et (2.3), la

formule exacte de la fonction f est :

(ݕ,ݔ݂) =
−1

1)ߨ4 − (ߥ
න (ߦ)௜ܦ ln((ݔ− ଶ(ߦ + ଶ)଴.ହݕ ߦ݀
௔

ି௔

,݅= ݕݑ݋ݔ (3.1)

Les solutions analytiques pour les problèmes de fissures montrent que le

déplacement relatif entre les surfaces de la fissure est proportionnel à ξ଴.ହ, où ξ est

mesuré à partir du bout le long de la fissure (voir Fig. 3.1). Pour représenter la

variation de ξ଴.ହ, la variable de discontinuités de déplacement D୧(ξ) (i= x ou y) peut

être définie , le long de l’élément bout de fissure, comme suit (Fig. 3.1) :

D୧(ξ) = D୧(ξ/ )ܽ଴.ହ ݅= ݕ,ݔ (3.2)

Où D୧sont les valeurs des discontinuités de déplacement au centre de l’élément

bout de fissure.

En substituant l’équation (3.2) dans l’équation (3.1), nous obtenons :

(ݕ,ݔ݂) =
−1

1)ߨ4 − (ߥ ଴ܽ.ହ
D୧න ଴.ହߦ ln((ݔ− ଶ(ߦ + ଶ)଴.ହݕ ߦ݀

ଶ௔

଴

(3.3)

Ce qui nous permet de mettre la fonction ݂ sous la forme :

(ݕ,ݔ݂) = A଴ D୧ ௖ܫ (3.4)

Où :

A଴ =
−1

1)ߨ4 − (ߥ ଴ܽ.ହ
(3.5)
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Et

௖ܫ = න ଴.ହߦ ln((ݔ− ଶ(ߦ + ଶ)଴.ହݕ
ଶ௔

଴

ߦ݀ (3.6)

Donc, les déplacements et les contraintes peuvent être exprimées en terme de D୧.

Les dérivées de l’intégrale ௖ܫ sont données dans l’annexe B.

III.3 Calcul numérique des facteurs d’intensité de contraintes

L’objectif de beaucoup d'analyses des problèmes de fissures (dans la mécanique

de rupture linéaire et élastique) est d'obtenir des valeurs des facteurs d'intensité de

contraintes ூܭ et ூூܭ aux bouts de fissure. Une manière simple d’accomplir ceci est

d’utiliser les relations suivantes :

=ூܭ
ߤ

4(1 − (ߥ
lim
୰→଴

ቐඨ
2π

r
D୬(r)ቑ

=ூூܭ
ߤ

4(1 − (ߥ
lim
୰→଴

ቐඨ
2π

r
Dୱ(r)ቑ

(3.7)

Où D୬ et Dୱ sont les composantes de la discontinuité de déplacement normale et

tangentielle à une distance r du bout de fissure.
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Pour des buts pratiques, les limites dans les équations (3.7) peuvent être

rapprochées en évaluant simplement les expressions pour une valeur fixe de r, petite

par rapport à la taille de la fissure. Ce qui nous donne :

=ூܭ
ߤ

4(1 − (ߥ
ඨ

2π

ܽ௝
D୬

=ூூܭ
ߤ

4(1 − (ߥ
ඨ

2π

ܽ௝
Dୱ

(3.8)

Avec ݆= 1 pour ூetܭ ூூgauchesܭ et ݆= ܰ pour ூetܭ .ூூdroitesܭ

III.4 Effet de la longueur de l’élément bout de fissure

La précision sur les facteurs d’intensité de contraintes obtenus en utilisant

l’élément bout de fissure parabolique varie avec le rapport entre la longueur de

l’élément bout de fissure et la longueur des autres éléments qui discrétisent la fissure.

Pour montrer cet effet, nous définissons un rapport ௔ݎ entre la longueur du bout de

fissure et celle des autres éléments constants.

Alors ௔ݎ =
௔್೚ೠ೟೏೐೑೔ೞೞೠೝ೐

௔೎೚೙ೞ೟ೌ ೙೟
(3.9)

L’erreur relative sur les valeurs des facteurs d’intensité de contraintes en fonction

des différentes valeurs de ௔ݎ est définie comme suit :

(%)ߝ = 100
หܭூ

௡௨௠ é௥௜௤௨௘− ூܭ
௔௡௔௟௬௧௜௤௨௘ห

ூܭ
௔௡௔௟௬௧௜௤௨௘

(3.10)

Les résultats représentés dans le tableau ci-dessous (Tab. 3.1) sont obtenus pour le

cas d’une fissure dans un plan infini sous une traction normale.

Tab. 3.1 Erreurs sur les facteurs d’intensité de contraintes en fonction de ࢇ࢘

ࢇ࢘ 0,6 0,7 0,8 0,9 1 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5

(%)ࢿ 13,69 10,67 8,35 6,53 5,05 3,83 2,8 1,93 1,19 0,53

Dans le chapitre qui suivra, nous allons représenter l’algorithme de l’application,

sa structure et quelques notions de la programmation objet orienté en C++.



1- Structure du programme

2- Algorithme de traitement de données

3- La POO dans notre programme
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IV.1 Algorithme de traitement des données

L’algorithme est composé de trois parties principales :

Comme pour tout programme, la première partie concerne toujours la lecture de

données, en plus, on a intégré ici la partie de discrétisation du contour.

Dans la deuxième partie, le système d’équations linéaires (2N x 2N) est construit

après avoir calculé les coefficients d’influence pour chaque couple d’éléments de

frontière et intégré les éléments bout de fissure en cas d’existence.

Bien sur qu’après avoir construit le système d’équations, la prochaine étape

concerne la résolution du ce dernier par la méthode de Gauss, avec pivot total, et

obtenir les composantes des discontinuités de déplacement qui seront utilisées pour le

calcul des champs de contraintes et déplacements aux frontières, le calcul des facteurs

d’intensité de contraintes et enfin le calcul des champs de contraintes et de

déplacements dans le corps.

Les parties décrites ci-dessus, seront schématisées par l’organigramme suivant :
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Lecture des données

Discrétisation du contour

Modifications des contraintes au

niveau de la frontière pour les

conditions initiales

Calcul des coefficients

d’intensité de contraintes

Appel de la fonction

CrackTip()

Solution du système par appel de la

fonction Gauss()

Bout de

fissure

Début Prog.

Calcul des contraintes et

déplacement en frontière

Calcul des facteurs

d’intensité de contraintes

Calcul des contraintes et

déplacement à des points

spécifiés dans le corps

Fin Prog.

Affichage des résultats

Fig. 4.3 Organigramme général du Programme

OuiNon
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IV.2 Structure du programme

Le programme est en sorte une application visuelle réalisée avec le langage C++

sous l’environnement CodeGear C++Builder 2009. Son interface est constituée de

deux parties essentielles :

1- Partie d’acquisition de données :

Comme le montre la figure 5.1, cette partie est ordonnée en plusieurs

parties facilitant l’acquisition des données du problème traité en fournissant

la clarté et la facilité de répétition des opérations de traitement sans

redonner la moitié des informations nécessaires ; par exemple, la

modification du nombre de segments de la fissure sans retaper les autres

données.

Pour les symboles non clairs sur l’interface, des info-boules apparaissent

lors du passage du curseur au-dessus d’eux.

Fig. 4.1 Interface d’acquisition de l’application.
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2- Partie d’affichage des résultats :

En cliquant sur le bouton « Valider » après avoir fourni les données

nécessaires pour le traitement du problème, le bouton « Calculer » sera

activé. En cliquant sur ce dernier, les données seront traitées et affichés

dans des tableaux (anglet Résultats), ou stockées en mémoire pour le

traçage des graphes (anglet Graphes) selon le problème traité (Fig. 4.2).

Quelques soit le type des résultats (tableaux ou graphes), des éléments

d’exportation des résultats au-delà de l’application sont fournis ; soit en

format image Bitmap pour le cas des graphes ou en un fichier Excel pour les

tableaux, dans le but de faciliter leur exploitation.

IV.3 La POO dans notre programme

Les possibilités de POO de C++ reposent sur le concept de classe. En C++, on

définit d'abord une classe puis on déclare des objets instances de la classe.

Dans notre programme la POO apparait au niveau des classes suivantes :

Fig. 4.2 Interface d’affichage des résultats sous des graphes.
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 La classe TMatrix :

Parmi les difficultés de programmation en C++, on cite la manipulation des

tableaux, notamment leur envoi comme argument d’une fonction ou leur réception

comme valeur de renvoi. Un autre problème est celui de la gestion de la mémoire

par la déclaration statique des tailles des tableaux qui génère des erreurs de

débordement ou juste occupe largement d’espace mémoire sans aucune utilité.

La calasse TMatrix prend tout cela en considération. Par exemple, sa méthode

Extend(int ,int) nous permet d’augmenter la taille de notre matrice ou tableau sans

avoir écrasé ces valeurs initiales.

D’autres méthodes très intéressantes existent dans cette classe.

 La classe sChart :

Cette classe est responsable de la représentation graphique des résultats. Elle

est envoyée comme argument de la fonction du traçage :

PlotXY2(int k,TMatrix X,TMatrix Y,TChart Chart1,sChart Plot1)

Où k : dimension des vecteurs X et Y

Chart1 : nom du composant TChart sous C++Builder où le graphe sera

tracé.

Plot1 : est un objet de la classe sChart.

La fonction PlotXY2() fait elle aussi appel à d’autres fonctions comme la

fonction de lissage du graphe par interpolation PlotXY_Interp2().

En résumé, nous pouvons dire : bien que la création de ces classes et fonctions ne

fût pas facile et pris beaucoup de temps, leur utilisation finale nous a facilités le

contrôle du programme et la gestion de ces résultats. De plus, elle nous a fourni une

bibliothèque intéressante qui peut être exploitée dans d’autres travaux.



1- Introduction

2- Exemples et interprétations

3- Conclusion
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V.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons mettre la théorie en pratique en traitant quelques

exemples en mécanique de la rupture qui peuvent être simulés numériquement par la

méthode des discontinuités de déplacements (MDD) en bidimensionnel en utilisant

l’application réalisée pour ce but.

Nous avons pris un exemple pour chaque type de domaine traité (infini, semi-infini

et fini).

V.2 Exemples et interprétations

V.2.1 Domaine infini : Fissure inclinée dans un plan infini sous une traction

Nous allons exécuter le programme en variant l’angle d’inclinaison ߚ de la fissure,

par rapport à la traction, entre 90° et 0°. Les données sont inscrites sur la figure 5.1.

Les facteurs d’intensité de contraintes sont donnés analytiquement par [19] :

൤
ூܭ
ூூܭ
൨= sinߚ ܾߨ√ ൤

ߚsinߪ
ߚcosߪ

൨ (5.1)

On définit les facteurs d’intensité de contraintes normalisés ூܭ
∗ et ூூܭ

∗ comme

suit :

ூܭ
∗ =

௄಺

ఙ√గ௕
et ூூܭ

∗ =
௄಺಺

ఙ√గ௕
(5.2)

Fig. 5.1 Fissure inclinée dans un plan infini sous une traction.

௔ݎ = 1,5

Traction : ߪ = 100 ܽܲܯ

Longueur de la fissure : ܾ= 1݉݉

Module de Young ܧ: = 70 ܽܲܩ

Coef. De Poisson =ߥ 0.2

Nombre d’éléments : ܰ = 20

dont 2 sont paraboliques.

0.5 ࣌
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Les résultats d’exécution sont donnés sous forme de graphe (Fig. 5.2) et (Fig. 5.3).

Fig. 5.3 ࡵࡵࡷ
∗ en fonction de l’angle d’inclinaison de la fissure.

Fig. 5.2 ࡵࡷ
∗ en fonction de l’angle d’inclinaison de la fissure.
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D’après les graphes, on constate que les résultats numériques sont comparables aux

résultats analytiques notamment pour le cas du couplage entre l’élément constant et

l’élément bout de fissure parabolique où l’erreur relative estߝ de l’environ de ૝,૞%.

V.2.2 Domaine semi-fini : Fissure dans un domaine semi-infini

Le programme réalisé ne prend en charge que les problèmes des domaines infinis

ou finis, mais nous pouvons ajuster le problème d’un domaine semi-infini en un

domaine fini avec des dimensions suffisamment grandes par rapport à celles de la

fissure. Pour un exemple, nous allons exécuter le programme pour le cas d’une fissure

débouchant dans une plaque semi-infinie, sous une traction à l’infini et un

cisaillement ߬(voir Fig. 5.2).

Les facteurs d’intensité de contraintes sont donnés analytiquement par [19] :

൤
ூܭ
ூூܭ
൨= 1.1215 ܽߨ√ ቂ

ߪ
߬
ቃ (5.3)

Nous avons exécuté le progamme pour différentes valeurs du raport ܹ /ܽ et pour

une discrétisation de 20 éléments pour la fissure. Et nous avons calculé les erreurs

relatives par rapport à la solution anlytique. Les résultats obtenus sont représentés par

le tableau 5.1 et le graphe de la figure 5.5.

Fig. 5.4 Fissure débouchant dans un domaine semi-infini sous une traction

௔ݎ = 1,5

Traction : ߪ = 100 ܽܲܯ

Longueur de la fissure : ܽ= 1݉݉

Module de Young ܧ: = 70 ܽܲܩ

Coef. De Poisson =ߥ 0.2

Nombre d’éléments : ܰ = 20

dont 1 est parabolique.
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Tab. 5.1 Facteurs d’intensité de contraintes normalisés en fonction du ࢃ ࢇ/

ࢃ ࢇ/ ࡵࡷ]
ࢇ࢔ࢇ[∗ ࡵࡷ]

ࢇ࢘ࢇ࢖[∗ ࡵࡷ]
࢚࢙࢔࢕ࢉ[∗ (%)ࢇ࢘ࢇ࢖ࢿ (%)࢚࢙࢔࢕ࢉࢿ

2,5 1,1215 1,7469 2,0689 55,76 84,47

5 1,1215 1,3014 1,5812 16,04 40,98

7,5 1,1215 1,2488 1,5095 11,35 34,59

10 1,1215 1,1941 1,4483 6,47 29,13

12,5 1,1215 1,1698 1,3845 4,30 23,45

D’après les résultats obtenus, nous constatons que les valeurs des coefficients

d’intensité de contraintes normalisés calculés numériquement convergent vers la

solution analytique lorsqu’on augmente les dimensions de la plaque par rapport à la

taille de la fissure notamment pour l’élément parabolique où l’erreur relative ௣௔௥௔ߝ est

de l’ordre de ૝,૜%, mais cela nécessite un grand nombre d’éléments de frontière.

V.2.3 Domaine fini : Fissure dans une plaque circulaire sous une traction radiale

Dans cet exemple, on applique la méthode de discontinuité de déplacement à une

fissure dans une plaque finie soumise à une traction radiale (Fig. 5.6).

Fig. 5.5 Facteurs d’intensité de contraintes normalisés en fonction du ࢃ ࢇ/
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Nous allons étudier les influences des dimensions de la plaque (i.e. r) et la taille et

la position de la fissure dans cette plaque circulaire (i.e. etݏ )ܽ.

La fissure sera divisé à 20 éléments incluant 2 éléments paraboliques avec ௔ݎ = 1.5,

et la plaque circulaire sera discrétisée uniformément (les bons résultats sont obtenus pour de

grands nombres de divisions).

Le tableau ci-dessous (Tab. 5.2), représente les influences des rapports etݎܽ/ ݎ/ݏ

sur les coefficients d’intensité de contraintes normalisées ூܭ
∗ et ூூܭ

∗ calculés

numériquement pour un couplage entre l’élément constant et l’élément parabolique.

Tab. 5.2 Facteurs d’intensité de contraintes normalisés en fonction de et࢙/ࢇ ࢙/ࢇ

࢙/ࢇ ࢘/࢙ 0,01 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

0,1 kI* 1,0024 1,0101 1,0594 1,1284 1,2098 1,3901

KII* -0,0000 -0,0000 -0,0009 -0,0022 -0,0089 -0,0124

0,2 kI* 1,0031 1,0153 1,0649 1,1449 1,2113 1,4237

KII* -0,0000 -0,0001 -0,0013 -0,0098 -0,0174 -0,0329

0,6 kI* 1,0041 1,0485 1,1132 1,3245 1,4899 1,8988

KII* -0,0000 -0,0011 -0,0109 -0,0789 -0,1584 0,0000

0,7 kI* 1,0053 1,0701 1,2487 1,5463 1,9015 2,3129

KII* -0,0000 -0,0113 -0,0489 -0,1123 -0,3177 -0,6115

Nous remarquons, d’après les résultats obtenus, que le coefficient d’intensité de

contraintes normalisé KI* augmente en augmentant le rapport ݎ/ݏ c’est-à-dire en se

rapprochant des frontière de la plaque circulaire.

Fig. 5.6 Fissure dans une plaque circulaire soumise à une traction radiale.
௔ݎ = 1,5

Traction : ߪ = 100 ܽܲܯ

Longueur de la fissure : 2 ܽ= 1݉݉

Module de Young ܧ: = 70 ܽܲܩ

Coef. De Poisson =ߥ 0.2

Nombre d’éléments : ܰ = 20

dont 2 sont paraboliques.
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V.3 Conclusion

D’après les résultats obtenus dans ce chapitre, nous pouvons dire que l’application de la

méthode de discontinuité de déplacement pour l’étude des structures fissurées quelque soit

son type (infinies, semi-finies et finies) est bien convenable notamment quand on a intégré

l’élément parabolique qui a apporté une bon amélioration aux résultats.
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Les résultats de l’étude que nous avons abordée dans ce travail nous a permis de

conclure que la méthode de discontinuité de déplacement est un bon atout pour

l’étude des problèmes de l’élasticité en mécanique de la rupture notamment après

avoir couplé l’élément parabolique avec l’élément constant ; ce qui a conduit à la

convergence de résultats numériques aux bouts de fissure.

L’étude est faite en modes I, II et en mode mixte I-II dans les trois types de

domaines : infini, semi-fini et fini. La méthode de discontinuité de déplacement, une

des méthodes des éléments de frontière, est favorisée dans les problèmes des

domaines infinis là où les méthodes de maillage trouvent une difficulté de

discrétisation de toute la surface.

Le code de calcul établi en langage C++ en utilisant la programmation orientée

objet, nous a permis de fournir une bonne bibliothèque, dans le domaine du calcul

numérique, qui peut être dorénavant exploitée pour bien faciliter les taches de

programmation numérique. Ce code est représenté sous forme graphique ce qui

permet de faciliter énormément l’acquisition des données et la consultation de

résultats sous forme de graphes ou tableaux selon le cas étudié.

Nous espérons que les prochains projets incorporant des parties numériques soient

faits par la programmation orientée objet pour permettre la continuité de ce genre de

travaux.
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Annexe A.

Les dérivées de l’intégral ࢉࡵ de l’élément bout de fissure

௖ܫ = න ଴.ହlnߦ −ݔ)) ଶ(ߦ + ߦଶ)଴.ହ݀ݕ

௖,௫ܫ = න
−ݔ)଴.ହߦ (ߦ

−ݔ)) ଶ(ߦ + (ଶݕ
=ߦ݀ −ଵܣݔ ଶܣ

௖,௬ܫ = න
ݕ଴.ହߦ

−ݔ)) ଶ(ߦ + (ଶݕ
=ߦ݀ ଵܣݕ

௖,௫௬ܫ = න
−ݔ)ݕ଴.ହߦ2− (ߦ

−ݔ)) ଶ(ߦ + (ଶݕ
=ߦ݀ − ଶଶܣݕ2

௖,௫௫ܫ = න
ݕ଴.ହߦ−

−ݔ)) ଶ(ߦ + ߦ݀(ଶݕ
+

²ݕ଴.ହߦ2

−ݔ)) ଶ(ߦ + ߦଶ)²݀ݕ
ߦ݀ = − ଵܣ + ଶଵܣ²ݕ2

௖,௫௬௬ܫ = න
−ݔ)଴.ହߦ2− (ߦ

−ݔ)) ଶ(ߦ + ଶ)²ݕ
+

²ݕ଴.ହߦ8 −ݔ) (ߦ

−ݔ)) ଶ(ߦ + ଶ)ଷݕ
=ߦ݀ − ଶଶܣ2 + ଷଶܣ²ݕ8

௖,௬௬௬ܫ = න
ݕ଴.ହߦ6−

−ݔ)) ଶ(ߦ + ଶ)²ݕ
+

ଷݕ଴.ହߦ8

−ݔ)) ଶ(ߦ + ଶ)ଷݕ
=ߦ݀ − ଶଵܣ6 + ଷଵܣଷݕ8

Où

ଵܣ = ଵିߩ [
0.5 ቀܿ ݏ߮݋ − ቀ

ݔ
ቁln߮݊ݏቁ݅ݕ −ߦ) ߩ଴.ହߦ2 ݏ߮ܿ݋ + (ଶߩ

+ߦ) ߩ଴.ହߦ2 ݏ߮ܿ݋ + (ଶߩ + ቀ݅߮݊ݏ + ቀ
ݔ
ቁݕ ݏ߮ܿ݋ ቁ.ܽܿݎ ݐܽ ݊݃൬

߮݊ݏ݅ߩ଴.ହߦ2
−ଶߩ ߦ

൰
]

ଶܣ = ߩ [
଴.ହቀ௖௢௦ఝାቀ

ೣ

೤
ቁ௦௜௡ఝቁ୪୬ (కିଶకబ.ఱఘ௖௢௦ఝାఘమ)

(కାଶకబ.ఱఘ௖௢௦ఝାఘమ)ାቀି ௦௜௡ఝାቀ
ೣ

೤
ቁ௖௢௦ఝቁ.௔௥௖௧௔௡௚൬

మ഍బ.ఱഐೞ೔೙ക

ഐమష഍
൰
]

=ߩ ²ݔ) + ଵ/ସܽ݊݀߮(²ݕ = ݎ0.5ܽܿ ݐܽ ݊݃ቀ
௫

௬
ቁ

ଶଵܣ =
ߩ0.5

ଷ
ଶ(ߦݔ− ଶݔ + (ଶݕ

൫ݕଶ(ݔଶ + −ݔ))ଶ)൯ݕ ଶ(ߦ + ((²ݕ
+

ଶܣݔ−)0.25 + ଶݔ3) + (ଵܣ(ଶݕ

ଶݔ)ଶݕ + (ଶݕ

ଶଶܣ =
ߩ0.5

ଷ
ଶ(2ݔ− (ߦ

൫ݕଶ(ݔଶ + −ݔ))ଶ)൯ݕ ଶ(ߦ + ((²ݕ
+

−ଶܣ)0.25 (ଵܣݔ2

ଶݔ) + (ଶݕ



A2

ଶଶܣ =
ߩ0.5

ଷ
ଶ(2ݔ− (ߦ

൫ݕଶ(ݔଶ + −ݔ))ଶ)൯ݕ ଶ(ߦ + ((²ݕ
+

−ଶܣ)0.25 (ଵܣݔ2

ଶݔ) + (ଶݕ

ଷଵܣ =
ߩ0.25

ଷ
ଶ(ߦݔ− ²ݔ + (²ݕ

൫ݕଶ(ݔଶ + −ݔ))ଶ)൯ݕ ଶ(ߦ + (²(²ݕ
+

ଶଶܣݔ3−)0.125 + ଶݔ6) + (ଶଵܣ(ଶݕ5

ଶݔ)ଶݕ) + ((ଶݕ

ଷଶܣ =
0.25 ߩ

ଷ
ଶ(2ݔ− (ߦ

ଶݔ) + −ݔ))(ଶݕ ଶ(ߦ + (²(²ݕ
+

−ଶଶܣ3)0.125 (ଶଵܣݔ

ଶݔ) + (ଶݕ


