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 مــلـخـص
 المشققة بواسطة  متعددة الطبقات ويهدف هذا العمل إلى دراسة الأوساط

 . في الأوساط ثنائية الأبعاد طريقة الانتقالات غير المستمرة
في بداية الأمر قمنا بتحويل الصيغة الرياضية لهذه الطريقة إلى الصيغة 

ل الاجهادات  مجاالعددية، ثم قمنا بإنجاز برنامجا حسابيا يمكننا من حساب
 و معامل ارجاع معامل شدة الاجهادات بالنسبة لهذه الأوساطوالانتقالات و آذا 

 .و انتقال التشققات الطاقة
 

ميكانيك التشققات، الشق، طريقة الانتقالات غير المستمرة،  : آلمات مفتاحية
 . معامل شدة الاجهادات، معامل ارجاع الطاقة، انتقال الشق

 

ABSTRACT 

This work consists to study the crack bimaterial problems with the displacement 

discontinuity method for two-dimensional.  

First, we change the mathematical formulation of the method in the numerical 

procedure, and construction of the computer program. With this program we determine 

the stress intensity factors and the crack propagation in this problems. 

 

Key word : fractures mechanics, crack, Displacement Discontinuity Méthod, Stress 

intensity factor, energy restoration ration, crack propagation.  

 

RESUME 

Ce travail porte sur la modélisation des problèmes des multi-couches fissurés par la 

méthode de discontinuité de déplacement en bidimensionnel.  

On fait la mise en forme de la procédure numérique a partir de la formulation 

mathématique, ensuite l’élaboration d’un code de calcul. Avec ce code, on peut 

déterminer le facteur d’intensité de contrainte  et le trajectoire de propagation d’une 

fissure pour ces problèmes. 
 

Mots clés : Mécanique de la rupture, fissure, Méthode de discontinuité de déplacement, 

Facteur d’intensité de contrainte, taux de restitution d’énergie, propagation d’une fissure.  
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IInnttrroodduuccttiioonn  GGéénnéérraallee..  
 

 

Automobiles, tracteurs, camions, trains, avions, ponts, centrales nucléaires, ... notre 

quotidien est peuplé de machines et de structures diverses qui ont des cycles de vie 

variables. La mise hors services prématurée de certaines d'entre elles peut mettre en jeu 

des vies humaines, impliquer des coûts économiques élevés, et avoir des répercussions 

importantes sur l'environnement. 

Depuis plus d’un demi siècle, les ingénieurs sont de plus en plus conscients du 

besoin d’évaluation plus précise des contraintes locales dues aux irrégularités 

géométriques (défauts, fissures, inclusions, …). Pour atteindre la fiabilité et pour éviter 

des ruptures aux conséquences graves, l’ingénieur doit être persuadé de l’importance des 

concentrations de contraintes provoquées par de telles irrégularités. 

Dans le domaine aéronautique par exemple, la rupture des matériaux a toujours 

représentée une menace sérieuse pour la sécurité des avions. En effet, même si à ce jour, 

le problème de rupture par fatigue semble être bien maîtrisé, l'accident du Boeing 737 de 

la compagnie Aloha Airlines en 1988 (Fig.A) nous rappelle que cette menace est toujours 

d'actualité. L'enquête a révélé que la jonction soudaine d'un grand nombre de fissures 

initiées dans une rangée de fixations (phénomène de la multi-fissuration) était à l'origine 

de cet accident [1]. 

Le calcul consiste à trouver les paramètres mécaniques influents sur la fissure. 

Dans ces calculs, nous considérons des structures bidimensionnelles et nous supposerons 

le comportement linéaire de ces dernières, vu que dans la plupart des cas pratiques, elles 

travaillent dans le domaine élastique. Dans le cas de multi-matériaux fissurés, nous nous 

intéresserons particulièrement au calcul du facteur d’intensité de contrainte. Le traitement 

des propagations des fissures sera gouverné par le calcul du taux de restitution d’énergie 

G. 
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Fig.A. Accident du Boeing 737 d'Aloha Airlines (avril 1988) 

 

Deux principales méthodes numériques sont maintenant bien établies pour la 

résolution des problèmes de structures en mécanique : la méthode des éléments finis [2] et 

la méthode des équations intégrales de frontière [3]. Fréquemment, nous relevons des 

études comparatives de l’efficacité de la méthode des éléments finis par rapport à la 

méthode des équations intégrales et nous relevons que l’on oppose l’une par rapport à 

l’autre. 

Chacune des deux méthodes numériques a ses avantages. Cependant, la méthode 

des équations intégrales offre des avantages certains dans des configurations de problèmes 

dont : 

• La résolution en domaines infinis. 

• La résolution de problèmes de corps fissurés. 

Le dernier domaine d’application en tridimensionnel reste un champ d’étude en 

cours de développement. 

Historiquement, la méthode des éléments de frontières appelée aussi méthode des 

équations intégrales a été développée de deux manières distinctes. L'une des deux est une 

approche plus mathématique. Elle est basée sur certains théorèmes fondamentaux qui 

relient directement les inconnues du contour aux conditions limites. Cette approche est 

appelée la Méthode des Equations Intégrales Directes. L'autre approche est une approche 
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physique intuitive, qu'on appelle la méthode des discontinuités de déplacements [3-5]. 

Cette approche consiste à chercher en premier lieu les valeurs des perturbations fictives 

dont les effets sur le contour sont les conditions aux limites spécifiées, ensuite à calculer le 

reste des inconnues du contour comme étant les effets de ces perturbations "fictives" en 

ces points. Puisque les inconnues du contour sont obtenues indirectement, cette approche 

est appelée la Méthode des Equations Intégrales Indirectes (la Méthode des discontinuités 

de déplacements). C’est celle la qui est adoptée pour notre étude.  

La formulation de la méthode des discontinuités de déplacements (MDD) est due 

à « Crouch (1976 & 1983) » [3,6]. Bien que la méthode de discontinuité de déplacement 

puisse être appliquée aux problèmes aux limites. Elle est particulièrement approprié aux 

problèmes de fissuration, parce qu'elle calcule directement les discontinuités de 

déplacements normales et tangentielles qui résultent des conditions de frontière 

donnés[7]. Cette contribution a permis d’assurer une plus grande popularité de la 

méthode et a pu être utilisée dans la modélisation de problème de contact de failles [8], 

ruptures autour de cavités [9], pour les champ complexes [10], calcul des facteurs 

d'intensité des contraintes en mode mixte [11], modélisation de tête de la fissure (crack 

tip) [12], l'analyse des fissures soumises aux contraintes de compression normaux [13] et 

l'analyse de contraintes dans les multicouches [14].  

L'objectif du présent travail de recherche est la mise au point d'un code de calcul 

basé sur la méthode des discontinuités de déplacements pour l'étude de fissuration dans 

les plaques monocouches et multicouches, autour de défaut et d'inclusion, et la simulation 

de la propagation des fissures. 

Nous avons décomposé notre document en 3 parties : 

La première partie est une introduction à la mécanique de la rupture. 

La deuxième partie, on présente la méthode de discontinuité de déplacement en 

bidimensionnel et l'extension de la méthode pour les multicouches. 

Enfin, la troisième partie est consacrée à l’organisation du programme qui traite 

ces problèmes et comporte les exemples traités, leurs résultats et interprétations.  



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Notions sur 
la Mécanique
de la Rupture
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CCHHAAPPIITTRREE  II    

NNoottiioonnss  ssuurr  llaa  MMééccaanniiqquuee  ddee  llaa  RRuuppttuurree  
 

 

 

I.1. INTRODUCTION. 

Une pièce de machine de construction ou un organe soumis à des sollicitations 

mécaniques, thermiques ou chimiques…, peut conduire à sa détérioration. 

Le calcul de ces pièces a le plus souvent pour objet de prévenir les déformations 

importantes et est en général fondées sur la théorie de l’élasticité et la résistance des 

matériaux. 

Ces calculs supposent tous que les matériaux sont parfaitement continus, sans 

lacune ou fissure. 

Néanmoins, on a aussi observé des ruptures soudaines en domaine élastique. On a 

constaté qu’on trouvait toujours à l’origine d’une rupture un défaut, lacune ou fissure, à 

différentes échelles.  

La mécanique de la rupture est une philosophie de conception visant à développer 

un critère de ruine et une science de l’étude du comportement de structures fissurées [15]. 

On constate deux approches d’analyse utilisées en mécanique de la rupture : 

1. L’analyse du champ des contraintes en tête de fissure, c’est l’approche par les 

facteurs d’intensité de contraintes dite «approche locale». 

2. L’analyse énergétique proposée par « GRIFFITH 1920 » qui procède par le 

calcul de l’énergie disponible pour la propagation de fissure dans la structure, cette 

énergie dépend du potentiel total du système « le taux de restitution d’énergie ». 

Dans ce chapitre on va définir des notions et des hypothèses sur la mécanique de 

la rupture. On définit les modes régissant les cinétiques des fissures en trois dimensions et 

sur les équations concernant le champ de déformations et de contraintes au voisinage du 

front de fissure. On met en évidence la notion des facteurs d’intensité de contraintes K, 

taux de restitution d'énergie G et les conditions de propagation des fissures. 
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I.2. NOTIONS PRELIMINAIRES SUR LA MECANIQUE DE LA RUPTURE. 

I.2.1. NOTIONS & HYPOTHESES.  

On considère une fissure plane ayant un front rectiligne (Fig.I.1). Celle-ci 

correspond à une discontinuité de déplacement. Nous formulons trois hypothèses 

importantes : 

1- Le matériau est supposé homogène et isotrope, avec un comportement 

élastique linéaire. 

2- On néglige les forces de volume et les accélérations (la rupture est supposée 

statique). 

3- On se restreint aux problèmes plans (bidimensionnels). 

 

 

 

 

 

 

 

 

I.2.2. MODES FONDAMENTAUX DE RUPTURE.  

On définit trois modes de déplacement des bords d’une fissure (Fig.I.2) : 

Pour les problèmes plans : 

- Mode I (ouverture) : La sollicitation est perpendiculaire au plan de la fissure 

(Fig.I.2a). Ce mode est souvent le plus dangereux. 

- Mode II (glissement plan) : La sollicitation est un cisaillement dans le plan 

de la fissure dont l’action est perpendiculaire au front de la fissure (Fig.I.2b). 

Pour les problèmes anti-plan : 

- Mode III (glissement anti-plan) : La sollicitation est un cisaillement dans le 

plan de la fissure et parallèle au front de la fissure (Fig.I.2c) 

Ce dernier mode est résolu par une représentation 3D anti-plan tandis que les deux 

précédents sont résolus par une analyse 2D en contrainte ou en déformation plane.  

 

 

x U- 
Fissure 

U+  

y  

o 

Fig. I.1.  Notations pour une fissure plane. 
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I.2.3. CHAMP DE CONTRAINTES ET DE DEPLACEMENTS AU BOUT DE LA FISSURE. 

Ces contraintes au voisinage du front de fissure ont été calculées par Irwin [15,16] 

à l’aide de la théorie de l’élasticité. 
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         c) Mode III 

                          y 
 
 
 
 
 
 
        z                                      x 
 
 
 

       b) Mode II 

Fig. I.2. Modes fondamentaux de rupture. 

Fig. I.3. Champ de contraintes et de déplacements  
au voisinage de la tête de fissure. 
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• Mode III : 
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ν est le coefficient de Poisson et G’ est le module d’élasticité de cisaillement.  
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Les facteurs KI , KII et KIII sont exprimés en mMPa . Ils sont appelés facteurs 

d’intensité de contraintes. Ces paramètres dépendant uniquement des conditions de 

chargement et de géométrie. 

 

I.3. FACTEUR D’INTENSITE DE CONTRAINTE (APPROCHE LOCALE). 

Le facteur d’intensité de contrainte est un paramètre couramment utilisé pour 

caractériser la singularité du champ de contrainte au voisinage de la tête de la fissure. Ces 

facteurs sont proportionnels à la discontinuité du déplacement des lèvres de la fissure[17]. 

Les facteurs d’intensité de contraintes de fissure sont définis en utilisant la 

méthode de Westergaard [17] : 
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D'autres méthodes en déterminent le facteur d’intensité de contrainte comme la 

technique utilisant la fonction de Green [18]. 

 

I.4. THEORIE ENERGETIQUE DE GRIFFITH (APPROCHE GLOBALE). 

Vers 1920, Griffith fut le premier à proposer une théorie fondée sur la compétition 

entre l'énergie élastique restituée lors de l'avancée de la fissure et l'énergie dissipée sous 

forme de création de nouvelles 

surfaces [19,20 ]. 

Considérons le système de 

la figure (Fig.I.4). Il s'agit d'un 

système fermé n'échangeant ni 

chaleur; ni travail avec l'extérieur 

constitué par la pièce fissurée et 

les forces qui lui sont appliquées. 

On suppose toujours que le 

matériau a un comportement élastique linéaire.  

A      dA 

                           F1 
F2 

F3

a)

F 
                       A         B 
                                    
     GdA 
               
          A' 
 
 
 
 0     v 

b) 

Fig. I.4. Taux de libération d'énergie. 
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L'énergie constante de ce système comprend l'énergie potentielle des forces 

appliquées, U, l'énergie élastique emmagasinée, E, l'énergie de surface 2AγS où A est la 

surface de la fissure qui comporte deux lèvres et enfin, éventuellement l'énergie cinétique 

WC.  Le premier principe indique que : 

dU + dE+d(2A)γS+dWC=0                                                                 (I.5) 

Nous posons dP=dU+dE, P désignant l'énergie potentielle totale U+E. la relation 

précédente devient : 

dP+2γS dA +dWC=0                                                                                (I.6) 

G est défini par : 
A
PG
∂
∂

−= , soit encore : 

dA
dW

G C
S += γ2                                                                                 (I.7) 

A l'équilibre, au repos, dWC=0    donc :     G = GC =2γS                                      (I.8) 

Si G dépasse ce seuil critique, la fissure se propage. 

On va maintenant calculer G en fonction de champs de déplacements et de 

contraintes sur les frontières du domaine fissuré. 

Considérons le problème plan en élasticité linéaire. On impose sur la frontière ΩT 

du domaine fissuré, des forces surfaciques Ti , et sur la partie complémentaire ΩU, les 

déplacements ui . 

G s'écrit sous la forme [17] : 

∫
Ω
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∂
∂

−=
T

d
dA
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T
A

W
G i

i
C                                                                           (I.9) 

Appliquons le principe des travaux virtuels (ici à des déplacement réels) à WC en 

négligeant les effets dynamiques : 

 

∫∫
ΩΩ

Γ





 +=Ω

∂
∂

=
∂
∂

d
dA
dT

u
dA
du

Td
AA

W i
i

i
iUijij

C

2
1

2
1 εσ                                       (I.10) 

d'où :       

  ∫
Ω

Γ





 −= d

dA
dT

u
dA
du

TG i
i

i
i2

1                                                                        (I.11) 
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I.5. RELATION ENTRE G ET K. 

Le facteur d'intensité des contraintes décrit la distribution des contraintes et des 

déformations près d'une fissure. Il est intuitif de pense que le taux de libération d'énergie, 

G, sera une grandeur très sensible à la singularité des contraintes. Nous allons montrer 

qu'en fait les deux quantités K et G sont liés [19]. 

Quand la fissure se propage dans sa propre direction, le taux de restitution d'énergie est 

donné par [20] sa forme générale :  

* En déformation plane :       ( )22
21

III KK
E

G +
−

=
ν                                          (I.12) 

* En contrainte plane :           ( )221
III KK

E
G +=                                                (I.13) 

 
I.6. PROPAGATION D'UNE FISSURE. 

Lorsqu'une fissure est sollicitée en mode mixte, on observe généralement une 

bifurcation qui se caractérise par un changement de la direction de propagation. Si l'on se 

contente de la prédiction de l'angle de bifurcation, le seul élément théorique requis est le 

critère de propagation fournissant cet angle. On présentera dans ce qui suit les deux 

principaux critères utilisés dans le cas de matériaux élastiques isotropes : 
 

I.6.1. CRITERE DE LA CONTRAINTE TANGENTIELLE MAXIMALE. 

Le critère le plus simple à utiliser est celui d'Erdogan et Sih [21], qui stipule que la 

direction de propagation est celle dans laquelle la contraintes normale est maximale σθθmax 

(le cisaillement  σrθ est nul). 

Au voisinage du fond de fissure (Fig.I.5), les champs de contraintes sont donnés 

en coordonnées polaires par : 

 

( )

( ) ( )[ ]









−+=





 −=

1cos3sinsin
2
1

sin
2
3

2
cos

2
cos

2
1

1

2
1

θθθ
π

σ

θθθ
π

σ

θ

θθ

IIr

II

KK
r

M

KK
r

M
                                        (I.14) 
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L'angle de bifurcation θt correspond alors à ce que l'on ait : 

( ) 01cos3sin1 =−+ tIIt KK θθ                                                             (I.15) 

où          













+








±= 8

4
1

2
tan

2

II

I

II

It

K
K

K
Kθ                                                          (I.16) 

avec la condition                          
22
πθπ

<<− t  

 

I.6.2. CRITERE DU TAUX RESTITUTION D'ENERGIE MAXIMUM. 

Hussain, Pu & Underwood [22] présentent en 1974 le critère du taux de restitution 

d'énergie maximum Gmax en utilisant les invariants intégraux. 

On peut réaliser une série de calculs sur des fissures branchées d'un angle θ, la 

branche ayant une longueur constante ∆a, suffisamment petite. Dans chaque cas, G(θ) est 

calculé. Notons qu'il est nécessaire de résoudre indépendamment chaque cas de fissure 

branchée. La direction de bifurcation est celle qui rend G(θ) maximum.  

 

I.7. PROBLEMES DE FISSURATION DANS LES MULTICOUCHES. 

Avec l'augmentation exigée sur les nécessités multifonctionnelles (usure, corrosion, 

résistance thermique et dureté…) dans les domaines mécaniques, aérospatial et les 

applications biomédicales…, le développement des systèmes matériels multicouches est 

venu au premier rang [23]. 

tête de la fissure 

x 

θt θ

M 

ry 

Fig.I.5.  Repère cartésien et polaire en tête de la fissure 
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Des travaux importants ont été consacrés pour le développement de mécanique de 

la rupture dans les multicouches. L'analyse des problèmes d'une fissure perpendiculaire à 

l’interface d'un bi-matériau a été analysée la première fois par Zak et Williams [24]. 

Un certain nombre d'études ont été établies pour les problèmes de fissuration aux 

interfaces entre deux milieux élastiques linéaires et isotropes [25-27], la fissuration de 

l’interface due à un chargement en mode I et II [28], et deux matériaux anisotropes [29-

32]. 

Toutes les études citées ci-dessus sont presque toutes au sujet des problèmes de 

fissuration à l'interface traitées dans les corps infini. Des solutions analytiques pour les 

solides finis sont disponibles. Dans des applications de technologie, on doit traiter de 

petits corps, particulièrement où l'interaction d'une fissure et une interface dans un solide 

bi-matériau. 

 

I.7.1. CALCUL DE FACTEUR D'INTENSITE DE CONTRAINTE DANS UN MATERIAU  

          MULTICOUCHES. 

On considére trois couches symétriques de largeur finie avec une fissure située 

dans la couche intermédiaire, comme représenté sur la figure (Fig.I.6). Les contraintes au 

bout de la fissure sont exprimées, d'après Westergaard [33] comme suit: 

 
 
                                         σapp 

 
Fig. I.6.  Une fissure dans un matériau multicouche perpendiculaire a l'interface. 
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12

1
1, pour             

1

Wxa

x
a

yy ≤≤







−

=
σ

σ                                  (I.17) 

et :            
c

app E
E1

1 σσ =                                                                            (I.18) 

avec E1 et Ec sont les modules de Young pour la première couches et du stratifié, 

respectivement. Le module du stratifié, Ec est donné par : 







+






=

W
WE

W
WEEc

2
2

1
1                                                           (I.19) 

Si les couches sont déformées suivant la direction de la charge appliquée, alors : 

         
1

2
12 E

E
σσ =                                                                              (I.20) 

Si on suppose que la distribution des contraintes normales au bout de la fissure 

dans la couche intermédiaire est amplifiée par l'augmentation du module Young de la 

deuxième couche, alors 2,yyσ  peut être écrite : 

212

1

1

2
2, pour             

1

WxW

x
aE

E
yy ≤≤







−









=

σ
σ                                  (I.21) 

Dans l'équation (I.21), σ1 est utilisée comme une contrainte appliquée équivalente à 

la distribution des contraintes de Westergaard, puisque sous le chargement uniforme, la 

distribution de σyy dans la deuxième couche sera élevée par un facteur de E2/E1, 

relativement à celui dans la couche intermédiaire. 

La condition d'équilibre [33] s’exprime par :  

∫∫






−









+







−

=
W

W

W

a
app dx

x
aE

E
dx

x
a

W
1

1

2

1

1

2

2

1

11

σσ
σ                                    (I.22) 

Selon la définition du facteur d'intensité de contrainte [16], le facteur KI  en tête de 

la fissure dans la première couche est : 

aK I πσ 1=                                                                                        (I.23) 

A l’aide des équations (I.22) et (I.23), nous pouvons déduire : 
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

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
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

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
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Wa
K

1

1

2
1

2
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1

1

1

1

πσ
                                   (I.24) 

où : 




















−
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
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
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
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







−

=
2

1

2
22

1

1

2 11
W
a

E
E

W
a

W
W

E
E

a
K app

I

πσ
                          (I.25) 

 L'équation (I.25) est la solution approximative de facteur d'intensité de contrainte 

pour la fissure dans la couche moyenne du stratifié de trois couches, et est applicable à 

toutes les longueurs de la fissure. 
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CCHHAAPPIITTRREE  IIII    
MMéétthhooddee  ddee  DDiissccoonnttiinnuuiittéé  ddee  DDééppllaacceemmeenntt  

 
 
II.1. INTRODUCTION. 

Pour approcher les solutions analytiques aux problèmes de mécanique des fluides, 

mécanique des solides, celle de la rupture, l’elastostatique et autres, souvent difficiles à 

déterminer par une résolution directe des équations différentielles, plusieurs méthodes 

numériques ont été mises en place où l’on peut noter la méthode des éléments finis et la 

méthode des différences finis. 

Néanmoins, l’apparition d’une nouvelle technique, la Méthode des Eléments de 

Frontières (BEM), généralement connue sous le nom de la Méthode des Equations 

Intégrales de Frontières, ne cesse elle aussi de s’illustrer par sa simplicité et sa variété 

d’application. 

Au contraire de la méthode des éléments finis qui nécessite une discrétisation 

totale du domaine en éléments, qui devient très compliqué lorsqu’il s’agit d’un domaine 

infini, la BEM se limite seulement à une subdivision de la frontière en éléments joints les 

uns aux autres (Fig.II.1). 

                 
a) FEM                                                                    b) BEM 

Fig.II.1. Méthode de discrétisation  

Cette méthode (BEM) a été développée suivant deux approches l’une d’elles est 

d’origine mathématique basée sur des théorèmes classiques de la théorie du potentiel d’où 

le nom de Méthode Directe. L’autre approche est physique et consiste à chercher d’abord 

la valeur des singularités, placées tout au long du contour discrétisé en segments de 

droites, et de là, calculer les paramètres aux limites désirés, cette méthode est connue sous 

le nom de Méthode Indirecte. 
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Deux formulations indirectes existent, soient la Méthode des Contraintes Fictives 

(MCF) et la Méthode de Discontinuité de Déplacement (MDD), ont été développées par 

Crouch et Starfeild en 1983 pour étudier les solides continus ou fissurés dans des 

problèmes geomécaniques [3]. 
 

II.2. PRINCIPE DE LA METHODE DE DISCONTINUITE DE DEPLACEMENT (MDD). 

Une discontinuité de déplacement peut être visualiser comme étant une fissure 

droite (rectiligne) composée de deux surfaces (lèvres) disjointes, se déplaçant relativement 

l’une par rapport à l’autre. 

La méthode de discontinuité de déplacement se base sur la solution analytique d’un 

problème d’une discontinuité de déplacement sur un segment de droite à l’intérieur d’un 

domaine élastique infini. Elle consiste à diviser (discrétiser) le segment de droite en une 

série de N éléments reliés les uns aux autres. Ainsi et connaissant la solution analytique 

pour chaque discontinuité élémentaire, on peut construire la solution numérique au 

problème donné, en sommant les effets de tous les éléments [3]. 
 
II.3. PROCEDURE DE LA MDD DANS UN  

          SOLIDE INFINI. 

Le problème d’une discontinuité de 

déplacement constante sur un segment de 

droite  dans  le plan  x , y d’un solide infini est 

spécifié par la condition que le  déplacement  

soit  continu   partout   sauf  sur  le  segment  

en  question  (soit  la  partie –a<x<a, pour 

y=0) (voir Fig.II.2). 

Si on considère ce segment comme 

une fissure droite on peut distinguer ses deux 

surfaces en disant que l’une des surfaces est sur le côté positif de y = 0, noté y = 0+ et que 

l’autre est sur le côté négatif de y = 0, noté y = 0-
 . 

En passant d’un côté à l’autre du segment le déplacement subit un élément 

constant désigné par Di = (Dx , Dy), on définit la discontinuité de déplacement Di comme 

la différence de déplacement entre les deux côtés du segment : 
 

         y   
  
 
             +Dy  
+Dx 
                                               x 
 
 
 

         2a 

Fig.II.2. Discontinuité de déplacement 
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La solution du problème posé en contraintes et en déplacements est donnée par 

Crouch (1976a,b) [6] : 

[ ] [ ]
[ ] [ ]yyyyxyxxy

xyxyxxyxx

yffDyffDU

yffDyffDU

,,)1(2,,)21(

,,)21(,,)1(2

−−+−−=

−−−+−−=

νν

νν
                                  (II.3) 

 

[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]xyyyyyyyyxxy

yyyyyyxyyxyy

yyyyyyxyyxyxxx

yfDGyffDG

yffDGyfDG

yffDGyffDG

,'2,,'2

,,'2,'2

,,'2,,2'2

−++=

−+−=

+++=

σ

σ

σ

                                         (II.4) 

     avec :  
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Ces équations forment la base de la méthode de discontinuité de déplacement. 

Les dérivées de fonction f(x,y) dans les équations (II.3) et (II.4) sont obtenues directement 

à partir de l’équation (II.5). 

Les déplacements le long de la droite y = 0 sont : 
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Les valeurs des limites des termes en arctangent sont les suivantes : 

 










=<−

=<+

=>

=





+
−

−
+

→

  0y   ,   x        

  0y   ,   x        

0y   ,   x            0

arctanarctanlim
-

0

a

a

a

ax
y

ax
y

y

π

π                      (II.7) 

 

On peut considérer trois cas pour évaluer les déplacements le long de la ligne y = 0 : 
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Les déplacements Ux et Uy sont continus pour ax >  et y = 0, mais ont une 

discontinuité constante +Dx et +Dy pour ax < , les contraintes le long de la ligne y = 0 , 

d’après l’équation (II.4) peuvent être évaluées comme suite : 
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                (II.11) 

Il  est  facile  de  vérifier que les contraintes sont continues partout sur y = 0 sauf 

pour x = ± a où on note une discontinuité et une singularité due à la présence du terme 

1/(x2-a2). 
 

II.4. PROCEDURE NUMERIQUE. 

La MDD est un moyen de trouver une approximation de la distribution régulière 

du déplacement et de contraintes. 

Pour une généralisation de cette procédure numérique, on considérera un 

ensemble de N segments de droites, parfaitement reliés les uns aux autres et formant une 
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courbe quelconque comme représenté dans la figure (FigII.3). La longueur de chacun de 

ces segments est notée par 2ai 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Chaque segment de droite représente une discontinuité de déplacement 

élémentaire définie suivant un repère local s , n comme le montre la figure (Fig.II.3.b) de 

l’élément  j  et dont les composantes s

j
D  et n

j
D  sont données par les expressions : 
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Où : s

j
U  et n

j
U  sont les déplacements normaux et tangentiels de l’élément j. 

Les contraintes normales et tangentielles au milieu de l’élément i peuvent être 

exprimées en fonction des composantes de discontinuité de déplacement de l’élément j  

comme suit : 
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Remarque : Les effets d’une discontinuité de déplacement élémentaire sur les contraintes 

et les déplacements d’un point arbitraire du corps peuvent être calculés d’après les 

résultats fournis par la section (II.3). 

En utilisant le principe de superposition, et ainsi tenant compte de l’effet de N 

éléments (discontinuités) on obtient le champ de contraintes : 

x 

y 

2a j 

2a i 

s 
n 

α 

(x,y) 

[N] 

[ j] 

[i] 

[1] 
[2] 

[3] 
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y 

Dj
s 

       Dj
n 

2a i

s 
n 

n=0+ 

n=0- 

[ j] 

[1] 
[2] 

[3] 

σ is        σ in 

[N] 

Fig.II.3 Représentation d’une fissure quelconque en N segments 

(a) (b) 
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de la même manière, on établit le champ de déplacements : 
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ou : Ass … sont les coefficients d’influences relatifs aux contraintes sur la frontière et Bss… 

sont les coefficients d’influences relatifs aux déplacements sur la frontière. 

En spécifiant les valeurs des contraintes  s

i
σ  et n

i
σ  pour chaque élément, on aura 

alors un système de 2N équations linéaires à 2N inconnues, à savoir les composantes s
i

D  

et n
i

D   des discontinuités de déplacements élémentaires. Une fois ces équations résolues, 

on peut exprimer les contraintes et les déplacements en chaque point du domaine par 

d’autres combinaisons linéaires des discontinuités de déplacements en utilisant la même 

procédure que précédemment. 

(*) Il faut noter que la même procédure peut être suivi dans le cas où les éléments 

joints les uns aux autres forment un contour fermé (par exemple cas d’une cavité). 

(*) Les conditions aux limites peuvent être en contraintes comme elles peuvent en 

déplacements ou les deux cas à la fois. 
 

II.5. TRANSFORMATION DE COORDONNEES. 

Les coefficients d’influences dans 

l’équation (II.14) et (II.15) sont développées 

pour le problème pour une discontinuité de 

déplacement constante avec une orientation 

arbitraire d’un segment dans un solide infini. 

La méthode de discontinuité de 

déplacement est basée essentiellement sur la 

connaissance des coordonnées des points à 

    
   y            y    
                               +Dy               x  
                       +Dx                       β  
   Cy                                         
 
                                      2a 
 
 
                                Cx                             x 

Fig.II.4. Discontinuité sur un segment 
d’orientation arbitraire. 
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étudier par rapport au repère local de chaque segment et l’orientation de ce repère par 

rapport au repère global. 

Les coordonnées locales ),( yx  sont obtenues par une translation et une rotation 

par rapport au repère global (x,y) de système. Les composantes de translation sont Cx et 

Cy suivant x,y respectivement, tandis que la rotation est définie par l’angle β positif dans le 

sens trigonométrique. 

Les expressions de transformation de coordonnées sont : 

ββ

ββ

cos)(sin)(

sin)(cos)(

yx

yx

CyCxy

CyCxx

−+−−=

−+−=
                                                           (II.16) 

Les déplacements et les contraintes dans les systèmes de coordonnée locale 

sont retrouvés en replaçant (x,y) par ),( yx  dans les équations (II.3) et (II.4), avec : 

),(),( 1 yxFyxf =  ,        ),(, 2 yxFf x =                ,      ),(, 3 yxFf y =  

),(, 4 yxFf yx =       ,        ),(,, 5 yxFff yyxx =−=  ,      ),(, 6 yxFf yyx =  

),(, 7 yxFf yyy =  

Les coordonnées des déplacements et de contraintes dans le repère globale (x,y) de 

système, sont : 

[ ]
[ ]

[ ]
[ ]).cos.(sin.cos)1(2.sin)21(                 

).sin.(cos.sin)1(2.cos)21(

).sin.(cos.sin)1(2.cos)21(                 
).cos.(sin.cos)1(2.sin)21(

5432

5432

5432

5432

FFyFFD

FFyFFDU

FFyFFD
FFyFFDU

y

xy

y

xx

βββνβν

βββνβν

βββνβν
βββνβν

−−−+−−+

+−−+−=

+−−−−−+

−+−+−−=

        (II.17) 

[ ]
[ ]

[ ]
[ ]

[ ]
[ ]).2sin.2(cos'2               

).2cos.2(sin.2cos.2sin'2

).2cos.2(sin'2               

).2sin.2(cos.2sin.²sin2'2

).2cos.2(sin'2               
).2sin.2(cos.2sin.²cos2'2

76

7654

765

7654

765

7654

FFyDG

FFyFFDG

FFyFDG

FFyFFDG

FFyFDG
FFyFFDG

y

xxy

y

xyy

y

xxx

ββ

ββββσ

ββ

ββββσ

ββ

ββββσ

−−+

++−=

+−−+

−−−=

++−+

−++=

                              (II.18) 

On peut utiliser ces équations pour calculer les coefficients d’influence de la MDD. 
 

II.6. COEFFICIENTS D’INFLUENCE. 

On considére un domaine infini contenant N segments de droites orientés dans des 

directions arbitraires par rapport au repère global (x,y). On considère deux élément 
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distincts « i » et  « j » reliés chacun à un repère local 





 ii

yx,  et  





 jj

yx,  respectivement, et 

orientés de 
i
β  et 

j
β  (Voir Fig.II.5).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Les coordonnées locales ),( yx  dans les équations (II.17) et (II.18) représentent 

celles du point (x,y) par rapport au milieu de l’élément i  : 

jjjj

jjjj

yyxxy

yyxxx

ββ

ββ

cos)( sin)(

sin)( cos)(

−+−−=

−+−=
                                                               (II.19) 

Les déplacements et les contraintes en ce point dus aux discontinuités de 

déplacements sur les N éléments sont obtenus par la sommation des contributions de 

chaque élément. 

En choisissant le point (x,y) comme étant le milieu de l’élément i , c'est-à-dire 
i
xx =  et 

i
yy =  , l’équation (II.19) devient : 

jjijji

jjijji

yyxxy

yyxxx

ββ

ββ

cos)( sin)(

sin)( cos)(

−+−−=

−+−=
                                                                 (II.20) 

Les composantes de déplacements et de contraintes relativement en repère local au 

point « i » sont x’,  y’. Les deux repères locaux de l’élément i et l’élément  j  sont reliés par 

les relations suivantes : 

γγ
γγ

cossin'
sincos'
yxy

yxx
+−=
+=

                                                                                (II.21) 

2a i[i] 

β i
x’ 

y’ 

C’ 

2a j

[ j] β j

x y 

s 

x j y j

x i

y i

x 

y 

α jn 

Fig.II.5. Position et orientation des éléments limites 
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ou 
ji
ββγ −=  (orientation de l’élément j par rapport au l’élément i). 

Les déplacements et les contraintes seront : 

γγ

γγ

cossin

sincos

'

'

y

i

x

i

y

i

y

i

x

i

x

i

UUU

UUU

+−=

+=
                                                                       (II.22) 
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                                  (II.23) 

Les coefficients d’influence pour les déplacements et les contraintes sont obtenues 

des systèmes des équations (II.17), (II.18), (II.22) et (II.23) après avoir posé : 
j

x

j

s DD =  ,  
j

y

j

n DD =  ,  
i

x

i

s UU '=  , 
i

y

i

n UU '=   , 
i

yx

i

s ''σσ =  et  
i

yy

i

n ''σσ =  

Donc : 
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        (II.23) 
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[ ]

[ ]
[ ]).2cos.2(sin'2               

).2sin.2(cos.2sin.²sin2'2
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765

7654

76

7654

FFyFDG

FFyFFDG

FFyDG

FFyFFDG

n

j

s

j

n

i

n

j

s

j

s

i

γγ

γγγγσ

γγ

γγγγσ

−+−+

+−+=
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                                (II.24) 

On peut écrire les équations (II.23) et (II.24) sous la forme suivante : 
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11                 i = 1 , N                                          (II.25) 
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                i = 1 , N                                          (II.26) 
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* Element « auto-influence » : 

Ce sont les termes diagonaux de la matrice des coefficients d’influences, sont 

données par : 

        0== ns

ii

sn

ii
BB     , ±=±== 0          2

1 ypourBB nn
ii

ss
ii

     

        0== ns
ii

sn
ii

AA     , inn

ii

ss

ii

a

GAA
)1(

'

νπ −
+==      

* Conditions de symétrie : 

On parlera de symétrie pour un solide par rapport à un axe, quand les propriétés 

élastiques, la configuration géométrique et les conditions aux limites de ce solide sont 

toutes symétriques par rapport à cet axe. 

L’utilisation de la symétrie pour la résolution des problèmes par la MDD est d’une 

extrême inportance, quand on sait que le système d’équations est réduit de moité (cas de 

la simple symétrie), ou de quart (cas de la double symétrie)  
 

II.7. APPLICATION DE LA METHODE DE DISCONTINUITE DE DEPLACEMENT  

         AUX BI-MATERIAUX . 

Nous allons présenter un exemple simple de multi couches. On suppose que le 

corps à étudier est composé de deux milieux R1 et R2 présentes sur la figure (Fig.II.6). 

Chaque domaine est supposé isotrope, homogène et linéairement élastique avec des 

constantes élastiques ν1, E1 et ν2, E2. 

Les systèmes locaux des coordonnées 

sont associés aux deux contours, et sont 

directement opposés le long de l'interface, 

c'est-à-dire: s1=-s2 et n1=-n2. Pour la résolution 

de ce problème, on définit les conditions aux 

limites du problème dans le corps de la figure 

(Fig.II.6) par des conditions en déplacements 

et en contraintes pour la partie d'interface. 

Ces conditions de continuités sont 

définies pour un point Q de l'interface par : 

             

       Interface C2                            C2 
               n1    

      R2 
interface C1  
     s1  
 
                s2  
  R1 
        n2  
             C1  
 

Fig.II.6. Corps non homogène 
comprenant 2 milieux 
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[ ] ( ) [ ] ( )
[ ] ( ) [ ] ( )QQ

QQ

nn

ss
21

21

σσ

σσ

=

=
                                                                                             (II.27) 

et         
[ ] ( ) [ ] ( )
[ ] ( ) [ ] ( )QuQu

QuQu

nn

ss
21

21

−=

−=
                                                                                        (II.28) 

Les signes moins qui apparaîssent dans l'équation (II.28) sont dûs à l'opposition 

des sens des systèmes s1, n1 et s2, n2 le long de l'interface. 

On va utiliser la procédure numérique de la méthode des discontinuités de 

déplacements pour traiter le problème de la figure (Fig.II.6). Avec les deux milieux R1 et 

R2, on aura deux problèmes qui sont liés entre eux par les conditions de continuités à 

l'interface. Comme on à déjà vu dans le cas monocouche, on va associer des 

discontinuités de déplacement Ds et Dn à chaque élément de C1 et C2. Les déplacements et 

les contraintes dans le milieu R1 sont donnés en fonction [ ]1
sD et  [ ]1

nD  des N1 éléments du 

contour C1 et les déplacements et les contraintes dans le milieu R2 sont donnés en 

fonction [ ]2
sD et  [ ]2

nD  des N2 éléments du contour C2. 

Notre problème est de trouver les discontinuités de déplacements Ds et Dn dans 

chaque élément de frontière parmi les N=N1+N2 éléments, si les conditions aux limites et 

les conditions de continuités sont prêtes pour la construction du système algébrique 

d'équations pour ce problème composé. Il est préférable de numéroter les éléments de 

frontières de deux milieux consécutivement par le milieu R1 de l'élément 1 jusqu'à 

l'élément N1 le long de C1 et pour le milieu R2 de l'élément N1+1 jusqu'à l'élément 

N1+N2=N le long de C2. En se référant aux équations (II.14), les contraintes sur la 

frontière de R1 peuvent être : 
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                i = 1 , N1                                     (II.29) 

et les contraintes dans la frontière du milieu R2 peuvent s'écrire : 
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σ

σ
                i = N1+1, N                             (II.30) 

Et les déplacements sont : 
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                i = 1 , N1                                     (II.31) 

et les déplacements dans la frontière du milieu R2 peuvent s'écrire : 
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Les coefficients d'influences dans les équations (II.29) à (II.32) sont calculés 

exactement de la même manière que le cas du milieu monocouche. Mais il est nécessaire 

d'utiliser les propriètés d’élasticité de chaque milieu. 

Les équations (II.29) à (II.32) peuvent se mettre sous la forme d'un système 

algébrique de 2N équations à 2N inconnus (les Ds et Dn ) :  
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     avec i = 1 , N  (N=N1+N2)                  (II.33) 

En conservant les conditions aux limites et les conditions de continuités comme suit: 

a) l'élément i appartient à la partie libre de C1 et posons qu'on a des contraintes 

appliquées à cet élément ( ) ( )0
]1[

0

]1[
et      i

nn

i
i
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i
σσσσ ==  donc : 
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même chose pour 
ij

nn
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ns CetCC ,  

b) l'élément i appartient à la partie libre de C2 et si les conditions imposées sont en 

déplacement ( ) ( )0
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                                                                (II.35) 
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même chose pour 
ij

nn

ij

sn

ij

ns CetCC ,  

Avec des relations similaires on peut exprimer les autres coefficients d'influence en 

combinant les deux conditions aux limites des deux milieux et en faisant un simple 

arrangement des équations (II.34) et (II.35) on obtient un seul système. 

En deuxième temps, considérons que l'élément i est situé sur la portion d'interface 

et posons qu'il appartient à C1. on aura un élément i* opposé directement à i et appartient 

à l'autre contour C2. on aura donc quatre conditions à vérifier concernant les deux 

éléments face à face i et i*, deux conditions de continuité de contraintes et deux de 

déplacements. 

1) Les conditions de continuité en contraintes sont : 
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d'après (II.29) et (II.30), les quantités ...,
ij

ss

i

n

i

s Cetbb etc, dans de l'équation (II.33) seront : 
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                                       (II.37) 

et identiquement pour les autres coefficients d'influence. 

2) Les conditions de continuité en déplacements sont : 
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d'après (II.31) et (II.32), les quantités ...,
ij
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i

n

i

s Cetbb etc, dans de l'équation (II.33) seront : 
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et identiquement pour les autres coefficients d'influence. 
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II.8. CALCUL NUMERIQUE DE FACTEUR D’INTENSITE DE CONTRAINTE. 

Les discontinuités de déplacements Di sont les déplacements relatifs entre la 

surface supérieure et la surface inférieure de la fissure. Les facteurs d'intensité de 

contraintes sont déterminés à l’aide de ces discontinuités [18].   

 

 

 

 

 

 

 

 

Pour déterminer les facteurs d’intensité de contraintes, une formulation par la 

méthode de discontinuités de déplacements nous donne la combinaison liant les 

contraintes en chaque élément i  et les discontinuités de déplacements en chaque élément 

de la fissure. 

À l'élément i , en utilisant les équations (II.3) et (II.4), nous avons : 
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Où  a  est la moitié de la longueur d'élément   i  et : 
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α                                                              (II.41) 

et xi est la coordonnée de milieu de l'élément  i  dans le repère lié à la fissure.   

D’après [18], le facteur d’intensité de contrainte peut être donnée par, (en basant 

sur la noyau de Green) : 
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Fig. II.7. Eléments d’une fissure 
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où :      ∫
+

−

+

−

















−±






=

±
=

ii

ii

ii

ii

ax

ax

ax

ax

i c
x

c
xdx

xc
xc

c
F

2

1arcsin11
ππ µ

                              (II.44) 

 c : est la moitié de la longueur de la fissure.  

Le signe positif est attribué à la tête droite de la fissure et le signe négatif à la tête 

gauche de la fissure.  

Des équations (II.42) et (II.43), on peut prévoir qu’elle donne une meilleure 

approche de facteur d'intensité de contrainte  car elle se base sur les discontinuités de 

déplacements de tous les éléments de la fissure. Cependant, plus on se rapproche de la 

tête du fissure, plus l'influence de sa discontinuité de déplacement d’élément est plus 

grande. 

 

II.9. CALCUL NUMERIQUE DE G 

La méthode de discontinuité de déplacements telle qu'elle vient d'être présentée 

permet de déterminer les champs de contraintes et de déplacement sur la frontière et en 

tout point de la structure. 

On rappelle que pour une fissure plane d'épaisseur unité, le paramètre A est la 

longueur de la fissure, et dans le cadre de nos applications, ΩU n'existera pas en générale. 

Donc l'équation (I.16) devient [35] : 

          ∫ Γ= d
dA
du

TG i
i2

1                                                                                       (II.45) 

Ecrivons cette expression sous forme incrémentale, désignons par 1
iu  et 2

iu , les 

champs de déplacements avant et après progression de la fissure de dl. Le terme sous le 

signe intégral s'écrit : 

( )12
iiiii uuTduT −=                                                                                     (II.46) 

d'où :      ( ) ( )∫∫
ΓΩ

Γ−+Γ−= dDDTduuTGdl iiiiii
1212                                                      (II.47) 

Ainsi, le calcul numérique de G se fera, en discrétisant l'expression (II.47). On 

obtiendra une somme des produits ( )12
iii uuT −  sur le contour Ω et des produits 

( )12
iii DDT −  sur la fissure. 
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CHPITRE III  

EXEMPLES, RESULTATS & INTERPRETATIONS 
 

III.1. INTRODUCTION. 

Dans ce chapitre, nous traitons un nombre d’exemples pratiques en mécanique des 

solides, et qui peuvent être simulés numériquement par la méthode de discontinuité de 

déplacement (MDD) en bidimensionnel. Ces exemples peuvent être divisés en deux 

catégories : 

* La première catégorie d’exemple concerne l’utilisation de la méthode de 

discontinuité de déplacement (MDD) en monocouche.  

* La deuxième catégorie concerne les matériaux multicouches fissurés. 

 

III.2. STRUCTURE DE PROGRAMME. 

Notre programme est fait à l’aide de langage de programmation FORTRAN90, en 

utilisant le compilateur F32 sous windows. Le programme est constitué de cinq parties : 

Localisation et les définitions, Calcul des discontinuités des déplacements sur les 

frontières ainsi que les contraintes et les déplacements aux frontières, Introduction à la 

fissuration, Introduction à la propagation et la dernière partie est calcul les contraintes et 

les déplacements aux points spécifiques. 

La 1ère  Partie du programme qui comporte la lecture des principales données : les 

caractéristiques mécaniques, le chargement, le raffinage des segments, et le 

positionnement du problème. Il discrétise le corps à étudier et il affecte à chaque élément 

sa position, son orientation et ses conditions aux limites.  

La 2ème Partie est la partie principal de la méthode MDD. Il récupère les données à 

partir de la localisation et il calcule les coefficients d’influences entre chaque couple 

d’éléments de la frontière du corps en appelant à la subroutine COEFF. En suite, il 

construit le système algébrique d’équations pour le résoudre par la subroutine SOLVE 

pour obtenir les composantes de discontinuité de déplacement de chaque élément. Ces 

résultats vont être chargés dans un fichier qui va être utilisé comme une base de données 

pour les autres parties. Finalement cette partie calcule le champ de contraintes et de 

déplacements pour chaque élément de frontière.  



Chapitre III                                                   Exemples, Résultats & Interprétations 

Ahmed Lamine BOUKHALKHAL, Mémoire de magister -  ENP 2006 34

La 3ème partie du programme traite les problèmes de la mécanique de la rupture. 

En présence de fissure, il récupère les données à partir de la deuxième partie, ajoutée les 

nouveaux éléments (voir Fig.III.1), et ensuite il calcule les nouveaux coefficients 

d’influences entre chaque couple d’éléments, en appelant toujours la subroutine COEFF, 

et ensuite, il construit le système algébrique d’équations pour le résoudre par la subroutine 

SOLVE pour obtenir les composantes de discontinuité de déplacement de chaque 

élément. Enfin, le facteur d'intensité de contrainte peut être calculé. 

La mise en œuvre numérique de la propagation se fait en ajoutant un élément en 

tête de la fissure. (voir Fig.III.1) 

Avant propagation, un premier calcul élastique nous fournit un système 

d'équations de la forme : [ ]{ } { }BxA = . A chaque pas de propagation, l'incrémentation de la 

fissure se fait en ajoutant un élément singulier en fond de fissure. D'un point de vue 

numérique, on ne calcule que les coefficients liés au nouvel élément singulier. L'élément 

singulier d'un pas i ne sera plus singulier au pas i +1, puisqu'il ne sera plus en fond de 

fissure. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  A                           X                    B

Coefficients de la géométrie initiale 

Première extension de fissure

Fig.III.1. Schéma représentant la constitution du système d'équations 

Troisième extension de fissure 

Deuxième extension de fissure 
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Lecteur des données 

Maillage du contour de problème 

Formation et résolution du système  
d'équation initiale (étape i) 

[ ]{ } { }iii BxA =  

- Calcul de champ des déplacements et de 
contraintes au contour. 

- Calcul de champ des déplacements et de 
contraintes aux point spécifiques. 

Structure 
fissurée ? 

DO i=1, Nombre de pas 

Calcul des nouvelles lignes et colonnes et 
résolution du nouveau système d'équation 

(étape i+1). 
[ ]{ } { }111 +++ = iii BxA 

 
- Calcul de KI et KII. 
- Calcul de G 

Affichage des résultats 

Oui 

Non 

On a construit la structure du code de calcul comme il est mentionné sur la figure 

suivante : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. III.2. Organigramme et chronologique des calculs du programme réalisé 
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Fig. III.3.a. Plaque trouée                                           

III.3. EXEMPLES TRAITES. 

PREMIERE CATEGORIE : LES MATERIAUX MONOCOUCHE. 

EXEMPLE 01 : PLAQUE PERCEE. 

On considère dans cet exemple une plaque carrée percée soumise à un effort de 

traction en contraintes planes comme l'indique la figure (Fig.III.3.a). Une solution 

analytique d'un problème proche de celui-ci est celle d'une plaque trouée de dimension 

infinie soumise à un effort de traction, pour laquelle la solution en contrainte est :  









++=







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42

22

3
²

2
2
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²2
),0(

x
R

x
Rx

y
R

y
Ry

yy

xx

σσ

σσ
                                                           (III.1) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Pour le calcul numérique on prend L=0.1m, R=L/10, σ=100MPa, E=210000 MPa et 

ν=0.3. 

Les figures (Fig.III.4) et (Fig.III.5) représentent respectivement l'évolution de la 

contrainte σxx le long de la droite (x=0) et l'évolution de la contrainte σyy le long de la 

droite (y=0). On constate que la solution numérique est très proche de la solution 
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analytique. Les résultats obtenus sont très satisfaisants, ce qui va nous permettre 

d'approcher l'étude des structures fissurées en gardant la même procédure de traitement 

numérique. 
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Fig.III.4. Contrainte σxx(0,y) en MPa 
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Fig.III.5. Contrainte σyy(x,0) en MPa 
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Fig.III.6. Plaque rectangulaire contenant une fissure 

EXEMPLE 02 : FISSURE DEBOUCHANTE DANS UNE PLAQUE RECTANGULAIRE. 

Considérons une plaque rectangulaire, contenant une fissure horizontale 

débouchante, représentée par la figure (Fig.III.6). On note par a la longueur de la fissure, 

w la largeur de la plaque et 2h sa hauteur. La plaque est soumise à un effort de traction 

uniforme σ = 100 MPa symétriquement appliqué sur ses deux côtés. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Les nombres d'éléments ont été choisis comme Nw = 16, Nh = 16 

(N=2*Nw+2*Nh) et M = 8. Les caractéristiques mécaniques de la plaque utilisée sont E = 

210000MPa et ν=0.3. On varie a/w  entre 0,1 et 0,4.  Les résultats analytiques sont 

donnés par la formule suivante [15] : 







=

w
afcK oI πσ                                                                                (III.2) 

avec :      
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w
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





=






                     (III.3) 

La précision atteinte par cette formule est 0,5 % quel que soit le rapport (a/w). 

Les résultats analytiques et numériques peuvent être représentés dans le tableau suivant : 
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Tableau III.1. Facteur d’intensité de contraintes (KI) pour déférentes valeurs de c/w 

a/w KI (Num) KI  [15] Erreur
0,1 133 134 0.8 %
0,2 214 217 1.4 %
0,3 312 321 2.8 %
0,4 440 473 7.5 %

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(b) 

Fig.III.7. (a) Contrainte σxx en (MPa),   (b) Contrainte σyy en (MPa)  

x et y en (m) 
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On remarque que les résultats numériques convergent vers la solution analytique. 

L'erreur est très grande pour a/w=0.4, a cause d'influence de frontière, ceci qui donne 

une risque d'une rupture brutale. 

 

EXEMPLE 03 : PLAQUE FINIE PERCEE SOLICITEE EN COMPRESSION  

Dans cet exemple une plaque rectangulaire de largeur 2w et de hauteur 2h, percée 

au centre de la plaque de rayon R=h/10 (voir Fig.III.8). La plaque est sollicitée en 

compression avec un chargement constant σo=100 MPa. Les caractéristiques mécaniques 

sont E=100000 MPa et ν = 0.3. Pour résoudre ce problème on a considéré une simple 

symétrie par rapport à y = 0. 

La longueur de la fissure est varie de l = 0.2 R jusqu'à l = 1.2 R. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Les résultats sont représentés dans la figure (Fig.III.9) en terme de : 

R
GEGr 2πσ

=                                                                                 (III.4) 

en fonction de 
R
l .  Gr est un paramètre sans dimension, rapporté à la dimension de 

l'inclusion, au matériau et au chargement appliqué. 

                 
                                             σo 
 
 
 
                                                          
 

                                                           
                                                                
       2h                                         
                                                   
          R 
 
          l 
 
 
 
 
                                              σo 
 
                                              2w 
 

Fig.III.8. Plaque rectangulaire percée. 
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Fig.III.9. Variation de Gr en fonction de la longueur de la fissure 

 

           
                                     (a)                                                                              (b)    

Fig.III.10. (a) Contrainte σxx en MPa.   (b) Contrainte σyy en MPa  ( pour l/R=01)  

Après une légère phase d'instabilité, on note une très nette stabilité de la 

propagation, sous chargement imposé, à partir d'une longueur de la fissure de l'ordre de 

Gr 

l / R
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20% de rayon R, l'énergie s'annulant rapidement. La conséquence immédiate de cette 

constatation est qu'il faudra considérablement augmenter le chargement pour propager la 

fissure.  

 

EXEMPLE 04 : ECAILLAGE DES MATERIAUX FRAGILES. 

L'écaillage des matériaux fragiles est un exemple intéressant de propagation de 

fissure. En effet, quand une plaque fragile est sollicitée le long de son bord supérieur. Une 

fissure s'amorce, se propage parallèlement au bord latéral de la plaque, et éventuellement 

le bout de la plaque se détache (Fig.III.11). 

 
Fig.III.11. Configuration d'écaillage d'éprouvettes de PMMA [1] 

 

Les mécanismes de fissuration et d'écaillage qui accompagnent la mise en charge 

des plaques fragiles sur la tranche ont été étudiés expérimentalement par M.D. Thouless 

et al [d'après Kebir [1]. Les expériences ont été réalisées sur du polyméthylmétacrylate 

(PMMA). 

La modélisation numérique de la propagation a été effectuée en discrétisant le 

contour de la plaque en 40 éléments et la fissure initiale en 5 éléments. La propagation est 

effectuée par un pas ∆a = 2 mm sur une plaque rectangulaire de dimension 100mm×50mm. 

Plusieurs calculs ont été effectués en faisant varier la position du chargement P localisée 

par la distance h (Fig.III.12). 

Les calculs de propagation de fissures ont permis de comparer les trajectoires des 

fissures avec les mesures expérimentales. La tendance générale à la fissuration est 
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compatible avec le comportement prédit. La fissure se propage parallèlement au bord 

latéral à une distance d, de telle manière que le rapport d/h soit constant.  

 

Tableau III.2. Valeurs numériques et expérimentales de d/h 

 
Essais 

Valeur moyenne
Calcul 

h = 2mm 
Calcul 

h = 4mm 

d/h 4,8 4,81 4,56 

 

La figure (Fig.III.13) montre les différents chemins de propagation en fonction de 

h, le tableau III.2 donne les valeurs numériques et expérimentales du rapport d/h. La 

valeur numérique de d/h est en bon accord avec celle issue des expériences. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     P 
               h 
  do 
 
 
 
 
 

Fig.III.12. Maillage de la plaque Fig.III.13. Trajectoire de propagation en 
fonction de h (do=15mm) 
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DEUXIEME CATEGORIE : LES MATERIAUX MULTICOUCHES. 

EXEMPLE 05 : ANNEAU FRETTE DANS UN AUTRE ANNEAU. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Fig.III.14. Anneau fretté dans un autre anneau. 

 

La solution analytique de ce problème est définie par [34]: 
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Où : 
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             (III.7) 

Les caractéristiques mécaniques sont : ν1 = ν2 = 0.25 ; E1/E2 = 2, E1 = 200000MPa 

P1/G1=10-3 et P2 = 2 P1. Pour l'anneau 1 (1 ≤ r ≤ 2) et l'anneau 2 (2 ≤ r ≤ 3).  

 Les résultats numériques sont présentés dans la figure Fig.III.15. On remarque que 

les contraintes normales rrσ  sont continues, par contre pour les contraintes θθσ  il y a une 

discontinuité au niveau de l'interface. Ceci est dû à la discontinuité de la matière et la 

                                     y 
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                                    P1                                              x  
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                                     ν1 E1  

     a                                       ν2 E2 

        c 
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différence de rigidité des matériaux. Toute fois on note que les contraintes convergent 

vers les valeurs de conditions aux limites imposées à l'extérieur. 
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Fig.III.15. Variation des contraintes rrσ (MPa) et θθσ (MPa) en fonction du rayon (cm). 

 

EXEMPLE 06 : PLAQUE FINIE CONTENANT UNE INCLUSION. 

On prend les mêmes dimensions de l'exemple 03.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                 
                                             σo 
 
 
 
                                                          
 

                                                           
                                                                
       2h                   E1           E2                                    
                                                   
          R 
 
          l 
 
 
 
 
                                              σo 
 
                                              2w 
 

Fig.III.16. Plaque rectangulaire contenant inclusion. 

Analytique 
σrr 
σθθ 
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Les caractéristiques mécaniques sont E1=50000 MPa et ν = 0.25 pour la plaque, et 

on varie E2=25000, 50000 et 100000 MPa ν = 0.25 

 Pour résoudre ce problème on a considère une simple symétrie par rapport l'axe 

y=0. La discrétisation des divers contours, y compris les fissures joue un rôle important 

dans la précision des calculs. Les zones de jonction entre le contour circulaire et les 

éléments de fissure, ainsi que les éléments de l'interface sont fortement discrétises. 

 Les résultats sont reportés sur la figure (Fig.III.17). 

On observe que l'allure de la courbe reste pratiquement la même (exemple 03). 

Bien que la présence d'un deuxième matériau de l'inclusion n'influe pas de manière 

significative sur le caractère stable de cette propagation, mais elle influe sur la valeur de 

l'énergie. On constate que la valeur de Gr maximale de la plaque percée (E2=0) est plus 

grande que celle de la plaque contenant une inclusion. Donc, cela veut dire que pour 

propager la fissure pour une longueur donnée dans une plaque percée, la contrainte 

nécessaire est plus faible que pour le cas de la plaque contenant une inclusion . Cela est du 

à l'effet du matériaux qui constitue l'inclusion. 
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                                                                                                                                          E1=E2/2 
 

 
 
 
 
 
 

       Gr 
 

                                
 
 
 
 
 
 
 
 

l / R 
 

Fig.III.17. Variation de Gr en fonction de la longueur de la fissure 
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                                     (a)                                                                         (b) 

Fig.III.18. (a) Contrainte σxx en MPa.   (b) Contrainte σyy en MPa  pour E2=2*E1=100000MPa 
Pour l/R = 01 

 
EXEMPLE 07 : PLAQUE MULTICOUCHE. 

La modélisation numérique d'une fissure dans une plaque multicouche (3 couches) 

a été exécutée pour vérifier les résultats des valeurs de K données par l'équation (II.42). 

On considère Trois configurations géométriques différentes (Fig.III.19), avec les 

rapports W1/W2 = 0.2 , 1 et 5. On varie les rapports R(E2/E1) de 0.2, 0.25, 0.333, 0.5, 2, 3, 

4 et 5, pour calculer le facteur d'intensité de contrainte par l'équation analytique (I.25) et la 

comparer avec les résultats obtenus numériquement par la MDD. 

 

 

         E1         E2                                E1         E2                               E1    E2 

 

 

 

 

 

 

 

    

     (a) W2/W1 = 0,2                                (b) W2/W1 = 1                                (c) W2/W1 = 5 



Chapitre III                                                   Exemples, Résultats & Interprétations 

Ahmed Lamine BOUKHALKHAL, Mémoire de magister -  ENP 2006 48 

Fig.III.19. Les trois configurations géométriques considérées 

 

Les caractéristiques mécaniques sont  E1 = 100000 MPa , et ν1 = ν2 = 0,3.  

Les tableaux 3-5 présentent les valeurs de facteurs d'intensité de contrainte 

obtenus par l'équation (I.25) et par la modélisation numérique pour les différentes 

géométries de la figure (Fig.III.19). Les résultats sont présentés dans les tableaux III.3 , 

III.4 et III.5 et respectivement sur les figures III.21, III.22 et III.23). 

Il est intéressant de voir que dans tous les cas, les erreurs sont inférieurs a 11 %. 

L'erreur augmente avec une augmentation de rapport R, et de a/w.   

 
 

 
Fig.III.20. Contrainte σyy en MPa (pour W2/W1 =0,2, R=0,2 et a/W1 = 0,55)  
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Fig.III.21. Les valeurs de KI/K0 pour W2/W1 =0,2  
 

 
 

0,0

0,5

1,0

1,5

2,0

2,5

3,0

3,5

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

R= 0,20
R= 0,25
R= 0,33
R= 0,50

R= 1

R= 2
R= 3
R= 4
R= 5

 
a/W1 

Fig.III.22. Les valeurs de KI/K0  pour W2/W1 =1  
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Fig.III.23. Les valeurs de KI/K0  pour W2/W1 =5  
 

EXEMPLE 08 : PROPAGATION D'UNE FISSURE DANS UN BI-MATERIAUX. 

Une plaque rectangulaire de dimension 100mm×50mm composée de deux 

matériaux (Fig.III.24), contenant une fissure débouchant dans la deuxième couche, et 

chargée par σo = 100 MPa suivant x. 

 La modélisation numérique de la propagation a été effectuée en discrétisant le 

contour de la plaque en 60 éléments pour chaque couche et la fissure initiale en 5 

éléments. La propagation est effectuée par un pas ∆a = 2 mm. Plusieurs calculs ont été 

effectués en faisant varier la position de la fissure localisée par la distance d (Fig.III.24). 

Les caractéristiques mécaniques sont  E1 = 100000 MPa , ν1 = 0,25 et ν2 = 0,20  
 

                                                                                         d 

                                                                   E2 , ν2 

 

                                                                                               σ0 

                                         E1 , ν1 

 

 
 

Fig.III.24. Plaque bi-matériaux fissurés. 
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On varie la distance d de 15mm, 40mm et 43mm, et on tracer le trajectoire de 

propagation pour chaque cas. Les résultats obtenus sont présentés sur la figure 

(Fig.III.25) et (Fig.III.26). Dans le cas étudié, les résultats expérimentaux ne sont pas 

disponibles. La simulation de la propagation présente une tentative dans le cas de ce type 

de problème. L’interface et la différence des caractéristiques montrent une influence non 

négligeable sur le chemin de propagation. 
d = 15 m

m

d = 40 m
m

d = 43 m
m

 

 
Fig.III.25. Trajectoire de propagation pour E2/E1 = 2 

 

 
Fig.III.26. Trajectoire de propagation pour E2/E1 = 0,5 
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CCoonncclluussiioonn  GGéénnéérraallee..  
 

Ce travail montre les grandes possibilités qu’offre la méthode de discontinuité de 

déplacements pour la résolution des problèmes de l'élasticité et de mécanique de la 

rupture en bidimensionnel pour les matériaux monocouche et multicouches. 

 

Nous avons montré premièrement la connaissance des relations fondamentales de 

la mécanique de la rupture, et les différents techniques pour calculer le facteur d'intensité 

de contraintes K, taux de restitution d'énergie G, et le trajectoire de propagation d'une 

fissure.   

 

La deuxième discipline porte sur l’utilisation de la simplicité de la méthode de 

discontinuité de déplacement pour la modélisation des problèmes de l’élasticité et de la 

mécanique de la rupture, pour les matériaux monocouche et bi-matériaux, et qu’elle 

fournit des résultats exploitables. 

 

Nous avons pu grâce à ces acquis, construire un code du calcul sous forme d’un 

programme pour la modélisation des milieux continus ou fissurés, en utilisant la méthode 

de discontinuité de déplacement pour résoudre les problèmes plans et multicouches. 

 

Pour tester la validité de notre programme, nous avons lancé une série d’exemples, 

par soucis de donner un caractère pratique à notre travail. Les exemples traités ont 

particulièrement montré la puissance de cette méthode en mécanique de la rupture. 

 

Dans la première catégorie d’exemples, nous nous sommes intéressés au 

déterminer le champ de déplacements et de contraintes, calcul du facteur d’intensité de 

contrainte et taux de restitution d'énergie. Ces paramètres sont évidemment des éléments 

d’appréciations fondamentales en mécanique de la rupture. La comparaison des résultats 

donnés par nos calculs et les résultats analytiques et quelques autres études, montre que 

ces tests de validation présentent une bonne corrélation.  
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Dans la deuxième catégorie d’exemples, nous nous toujours intéressés au calcul du 

facteur d’intensité de contrainte, taux de restitution d'énergie mais cette fois en utilisant la 

méthode pour les matériaux multicouches. 

 

L’utilisation de la méthode de discontinuité de déplacements pour le calcul des 

facteurs d’intensité de contrainte dans les multi-matériaux donne d’excellents résultats 

comparés aux travaux de la littérature. Ceci concerne particulièrement le facteur 

d’intensité de contrainte, paramètre important en mécanique de la rupture. 

 

Pour la simulation de chemins de propagation dans les multi-matériaux, des 

résultats sont présentés. Il a été montré l’influence prépondérante de l’interface et des 

rapports des caractéristiques mécaniques des couches constituent le bi-matériaux. Ces 

résultats représentent les premiers éléments de réponse de simulation de propagation en 

multicouches. 
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