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Résumé

Le but principal du présent travail est de simuler le comportement vibratoire d'une plaque
composite stratifiée a I'aide d'un programme €laboré en langage scientifique Matlab v 7.0.

Nous avons commencé notre étude par une introduction ou une vue générale sur les
matériaux composites, puis nous avons entamé le calcul d'homogénéisation des stratifiés, une étape
trés importante pour la conception des stratifiés ou il est question de remplacer un milieu hétérogene
par un autre homogéne équivalent ce qui est le cas pour I'homogénéisation micromécanique qui
constitue une échelle pour comprendre le comportement du stratifié en connaissant celui de ces
constituants a savoir les fibres et la matrice. Pour ce qui de 'homogénéisation macromécanique, il a
été question d'établir les équations qui régissent le comportement du stratifié par rapport au repere
de référence, ainsi que de ramener 1'é¢tude de 3D a celle de 2D, en considérant le comportement du
plan moyen de la structure, ensuite vient la discrétisation de ce dernier en éléments finis
quadrilatére a 9 nceuds dont le but est de construire les matrices masse et de rigidité pour calculer
ensuite les fréquences propres de vibrations.

Finalement, on termine par I’étude de I’influence de certains parameétres, a savoir ’effet de
I’anisotropie, ’orientation des fibres et 1’influence du nombre de couches sur le comportement
vibratoire des plaques stratifiées.

Mots Clés: Plaques Stratifiés, homogénéisation, comportement dynamique,

¢léments finis, simulation, Matlab, vibrations, fréquences propres.



Abstract

The principal goal of this work is to simulate the vibratory behaviour of a laminated
composite plate using a program worked out in scientific language Matlab v 7.0.

We began our study with an introduction or a general sight on composite materials, then we
started the calculation of homogenisation of the laminates, a significant stage for the design of the
laminates where it is a question of replacing a heterogeneous medium by another homogeneous
equivalent what is the case for the micromechanical homogenisation which constitutes a scale to
include/understand the behavior of the laminate by knowing that of these components (the fibres
and the matrix) for what of micromechanical homogenisation, it was be question of establishing the
equations which govern the behavior of the laminate compared to the reference mark, like bringing
back the study of 2d, while considering the behavior of the average plan of the structure, then comes
the discritization of this last in finite quadrilateral elements with 9 nodes of which the goal is to
build the matrices masses and of rigidity. To then calculate the Eigen frequencies of vibrations.

Finally, we finish by the study of the influence of certain parameters, namely the effect of
the anisotropy, orientation of fibres and influence of the number of layers on the vibratory behavior
of the laminated plates.

Key Words: Laminated Plates, homogenisation, dynamic behavior, finite elements,

simulation, Matlab, vibrations, Eigen frequencies.
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Notations

a : longueur de la plaque

b : largeur de la plaque

e : epaisseur

f : vecteur forces extérieurs

N : nombre de couche du stratifi¢

V : taux de renfort des fibres

0 : angle d’orientation des fibres

z : cote d’un pli du stratifié

[A] : matrice de rigidité en membrane

[B] : matrice de couplage membrane-flexion
[C] : matrice d’¢élasticité du matériau

[D] : matrice de rigidité en torsion

E : module de Young longitudinal

G : module de Young transversal

[J] : matrice Jacobienne

[K] : matrice de rigidité

[M] : matrice de masse

<N> : fonctions d’interpolations

[P] : matrice nodale

{U, V, W} : vecteur déplacement
{€’,&", 7"} : déformations du plan moyen
{ k.. k,, k,}: courbures dues a la flexion et a la torsion

{M,, M, M} : vecteur moments

W : fréquence propre de vibration

w* : fréquence adimensionnel de vibration
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Introduction générale

Introduction générale

Le développement des matériaux composites est né de la volonté d’allier les qualités
techniques au besoin d’allégement dans un méme matériau, qui par la suite doit s’adapter aux
solutions technologiques des problémes a résoudre [3].

Une piece en composite stratifié est composée d'éléments différents : c'est donc une structures
hétérogene [18] :

. d'une part les plis sont constitués d'éléments différents (les fibres et la résine),

. d'autre part le stratifié est aussi constitué d'éléments différents (les plis qui ne sont

pas, en général, identiques les uns aux autres).

On parlera d'une hétérogenéité a I'échelle micro pour le pli dont les constituants ont une
taille de I'ordre du micrométre,

On parlera d'une hétérogénéité a I'échelle macro pour le stratifié dont les constituants ont
une taille de I'ordre du dixiéme millimétre (soit environ 100 fois plus grande).

Pour prédire ou interpréter le comportement d'une piéce composite il sera souvent plus
simple de remplacer ces milieux hétérogénes par des milieux homogenes ayant un comportement
moyen équivalent [18].

La démarche adoptée dans cette étude a été de présenter un outil d’analyse, a savoir un

code de calcul écrit en langage Matlab 7.0, dont la finalité est de construire :

%  La matrice d’élasticité du matériau, une étape réalisée dans le cadre du calcul
d’homogénéisation a I’échelle macro [17].
3%  Construire les matrices masse et de rigidité de la plaque [8]

#  Calcul des fréquences propres de vibration de la plaque [13].
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Introduction générale

Le programme developpé peut étre utilisé pour I’analyse des plagues minces ou épaisses
constituées d’un matériau isotrope ou composite anisotrope (a base de fibres unidirectionnelles de
différentes orientations et diverses séquences d’empilement). Avant d’utiliser ce programme, il
est nécessaire d’effectuer une étude comparative afin de vérifier le degré d’exactitude des
résultats obtenus. Cette étude peut étre établie en comparant les résultats du programme aux ceux
disponibles dans les littératures.

Finalement, I’influence de certains parametres sur les fréquences propres de vibration a été
examinée, a savoir I’influence de I’anisotropie du matériau, le nombre de couches, ainsi que

I’orientation des fibres par rapport a la direction de référence du stratifié [13].
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Chapitre | Généralités sur les matériaux composites

CHAPITRE 1 : GENERALITE SUR LES MATERIAUX COMPOSITES

1.1 Généralité

Il existe quatre familles de matériaux : les métaux, les plastiques, les céramiques et les
composites.

Le développement des matériaux composites est né de la volonté d’allier les qualités
techniques au besoin d’allégement dans un méme matériau, qui par la suite doit s’adapter aux
solutions technologiques des probléemes a résoudre.

Un matériau composite résulte de I’association de deux matériaux différents aussi bien par
leur forme que par leurs propriétés mécaniques ou chimiques pour tenter d’accroitre leurs
performances.

Les deux constituants du composite sont la matrice et le renfort, qui en se combinant
donnant un matériau hétérogéne souvent anisotrope, c’est-a-dire dont les propriétés different
suivant les directions.

Le principal intérét de [I’utilisation des composites provient de ses excellentes
caracteéristiques spécifiques. Leur faible taux d’utilisation vient de leur codt encore élevé.

On distingue deux grandes familles: les composites Grande Diffusion (GD) et les
composites Haute Performance (HP) :

> Les GD représentent 95% des composites utilisés. Ce sont en général des plastiques armés
ou des plastiques renforcés, le taux de renfort avoisinant 30%. Les principaux constituants
de bases sont les résines polyesters (95% des resines thermodurcissables) avec des fibres de

verre (+ de 99% des renforts utilisés).

» Les HP, principalement utilisés dans I’aéronautique sont d’un codt élevé. Les renforts sont
plut6t des fibres longues. Le taux de renfort est supérieur a 50%, et ce sont les renforts qui
influent sur le colt. Les propriétés sont largement supérieures a celles des métaux,
contrairement aux GD.

Il faudra toujours tenir compte du fait que matériau et structure composites sont fabriqués
ou élaborés en méme temps en fonction du type d’application, de chargement etc.... ce qui est
différent des matériaux classiques ou on adapte la conception d’une structure en fonction du

matériau constitutif [16].
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Chapitre | Généralités sur les matériaux composites

1.2 Définitions de bases
e Homogene : Mémes propriétés en tout point du matériau.
e Hétérogene : En 2 points différents, propriétés différentes.
e Isotrope : Méme propriétés dans toutes les directions.
e Isotrope transverse : Il existe un axe de symétrie. Symétrie par rapport a une droite.
e Orthotrope : Propriétés symétriques par rapport a deux plans orthogonaux.

e Anisotrope : Les propriétés sont différentes selon les différentes directions.

1.3 Notions de bases

Matériau composite : association d’au moins deux matériaux non miscibles. On obtient un
matériau hétérogene.

Le renfort : armature, squelette, il assure la tenue mécanique (résistance a la traction et
rigidité). Souvent de nature filamentaire (des fibres organiques ou inorganiques).

La matrice : lie les fibres renforts, répartie les efforts (résistance a la compression ou a la
flexion), assure la protection chimique. Par définition, c’est un polymére ou une résine organique.

En plus de ces deux constituants de base, il faut rajouter une interface qui assure la
compatibilité renfort matrice, qui transmet les contraintes de I’un a I’autre pour assurer une bonne
adhérence en couche fine [16].

Pour la description d’un composite, il est donc nécessaire de spécifier :

» La nature des constituants et leurs propriétés;

» Lagéométrie du renfort (sa forme, sa taille et son orientation) et sa distribution;

» La nature de I’interface matrice renfort.

La concentration du renfort dans le composite est habituellement mesurée par la fraction
volumique ou par la fraction massique. La concentration du renfort est un parameétre déterminant
des propriétés du matériau composite.

Pour une concentration donnée, la distribution du renfort dans le volume du composite est
également un parametre important. Une distribution uniforme assurera une «Homogénéité» du
materiau.

Dans le cas du composite dont le renfort est constitué de fibres, I’orientation de ces fibres

détermine I’anisotrope de ce matériau, cet aspect constitue une des caractéristiques
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Chapitre | Généralités sur les matériaux composites

fondamentales du composite. La possibilit¢ de contrdler I’anisotropie du produit fini par

conception et une fabrication adaptée aux propriétés souhaitées [18].

1.4 Différents types des constituants de base
1.4.1 Les principales fibres
1.4.1.1 Fibres de verre

C’est la fibre la plus utilisée vu son excellent rapport performances mécaniques/prix. Le verre E
est utilisé pour les composites GD. Le verre D pour les circuits imprimés (en raison de leur
propriété diélectrique), et le verre R pour les composites HP (& cause de leur haute résistance
mécanique) [16].

Avantages Handicaps
# Bonnes propriétés mécaniques (R, R, E) ; + Codt trés élevé ;
# Bonne conductibilité thermique et électrique ; + Adhésion difficile avec les résines ;
# Trés bonne tenue en température ; + Résistance limitée au choc et a I’abrasion ;
4 Dilatation thermique nul ; # Mauvais comportement chimique avec
4 Faible densité < 2 ; I’oxygéne (a partir de 400°C), les acides
& Bonne résistance a I’lhumidité ; oxydants a chaud et avec les métaux
# Usinabilité usée. (corrosion galvanique).

1.4.1.2 Fibre de carbone
On distingue deux groupes [16] :
e Les fibres a haut ténacité (HT) ou haute résistance (HR) o = 3000 Mpa
e Les fibres a haut module (HM) de module en traction élevé E; = 400000 Mpa

Avantages Handicaps
» Grande résistance au choc, a I’impact et a la > Prix élevés ;
fatigue ; » Faible résistance avec les  résines
» Résistance a la rupture en traction d’imprégnations ;
spécifique ; “» Faible résistance a la compression ;
2» Bon comportement chimique vis-a-vis des » Sensibilité au UV ;
carburants ; > Usinabilité difficile ;
> Dilatation thermique nul ; “» Reprise d’humidité importante (4%) résistant
2= Tres faible densité (1,45). a I’étuvage avant imprégnation ;
» décomposition a 400°C.
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Chapitre | Généralités sur les matériaux composites

1.4.2 Les matrices

Définition :

» Résine thermodurcissable : polymére transformée en un produit essentiellement
infusible et insoluble aprés traitement thermique (chaleur, radiation) ou physico-
chimique (catalyse, durcisseur).

» Résine thermoplastique : polymeére pouvant étre alternativement ramollie par chauffage
et durci par refroidissement dans un intervalle de température spécifique du polymere
étudié. Les résines thermoplastiques présentent I’aptitude a I’état ramolli, de se mouler
aisément par plasticite.

» Résine thermostable : polymeére présentant des caractéristiques mécaniques stables sous
des pressions et des températures élevées (>200°C) appliquées de facon continue. Cette
propriété est mesurée en déterminant la température que peut supporter la résine durant
2000h sans perdre la moitié de ses caractéristiques méecaniques.

> Elastomére thermoplastique : polymére fortement élastique [16].

1.4.3 Les charges

Les composites peuvent étre renforcés par un autre matériau se présentant sous forme de
fines particules, ce sont les charges.

Elles ont pour but de modifier les caractéristiques du produit, dureté superficielle,
résistance a la contrainte en flexion ou en choc ou encore diminution du pouvoir calorifique,
amélioration du comportement au feu et souvent baisse de prix de revient.

Les plus employées sont le carbone de calcium pulvérulent (craie broyée), le kaolin, la
silice, le mica, I’hydrate d’alumine et les microbilles de verre [16].

1.4.4 Les adjuvants

Un des additifs de grande importance est I’agent d’interface qui assure la cohésion et
I’adhérence entre les différents constituants. Cet agent est en générale déposeé sur les fibres de
renfort (ensimage du verre) ou sur les charges (carbonate de calcium enrobé).

D’autres adjuvants primordiaux sont, dans le cas des matrices thermodurcissables, les

catalyseurs et accélérateurs de durcissement.
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Dans cette gamme, on trouve également des lubrifiants et démoulant internes facilitant la
mise en ceuvre, des stabilisateurs thermiques et des anti-oxygenes, des inhibiteurs de I’action des
rayonnements ultraviolets, des dérivés halogénés améliorant le comportement au feu, et enfin des

pigments et colorants [16].

1.5 Stratifies

Les stratifiés sont constitués de couches successives de renforts (fils, stratifils, mats...etc.)
Imprégnées de résine, orientées de facon quelconque les unes par rapport aux autres.

Les avantages des stratifiés resident dans la possibilité d’adopter et de controler
I’orientation des fibres pour que le matériau résiste a des sollicitations déterminées dans des

meilleures conditions [16].

30° 90° 90° 45° 0° 45°

Figure 1.1 désignation d’un stratifié
Cette figure 1-1 schématise un stratifié code (45/0/45/90,/30)

Le codage se fait comme suit : depuis le pli extréme de coté Z<0 jusqu’au pli extréme de coté
Z>0

o0 Chaque pli est repéré par son orientation
0 Les plis successifs sont sépareé par (/)
o Lorsque plusieurs plis de méme direction sont groupés, un chiffre en indice

indique le nombre des plis identique.

v’ Stratifié hybride
Stratifié comporte au moins deux renforts de nature différente (par exemple verre et

carbone ou tissus mixtes a tissage de fils de natures différentes : verre et aramide...
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1.6 Procédés de fabrication des matériaux composites

Il existe plusieurs procédés de fabrication des composites parmi eux [16] :

1.6.1 Moulage au contact
On utilise des moules en stratifié UP, en bois vernis, en métal... méles ou femelles sur
lesquels on dépose successivement :
a) unagent de démoulage : PVAL (poly (alcool vinylique)), cire, couche mince de graisse
(moule métallique)... ;
b) le gel coat chargé de gel de silice, un voile d’un tissu léger acrylique ou polyester;
c) les couches de tissu ou de mat choisies;
d) la résine accélérée et catalysée que I’on verse sur les renforts et dont on chasse les
bulles a I’aide d’un rouleau spécial dont I’emploi contraint les fibres a pénétrer dans la

résine.

1.6.2 Projection simultanee

Cette technique est comparable a la précédente. Dans cette méthode, un pistolet alimenté
(dans le cas des UP) avec de la résine catalysée est utilisé conjointement avec un pistolet
identique qui projette de la résine accéléree. De la fibre coupée est expédiée dans la zone ou les

flux se rejoignent.

1.6.3 SMC (Sheet Mol-ding Compound)

Les deux méthodes précédentes conduisent a des piéces qui ont une seule face définie par le
moule. L’obtention de piéces lisses sur leurs deux faces peut résulter du moulage par
compression.

Dans un moule chauffé monté sur une presse, on met le renfort sous forme de tissus et/ou
de mats empilés, on verse la résine et on ferme la presse. Le méme résultat peut étre obtenu en

mettant dans le moule, un mat préimprégné ou SMC.

1.6.4 R-RIM et S-RIM
Avec les procédés R-RIM et S-RIM (moulage par injection avec réaction et renfort). Le

renfort est placé dans le moule : verre, carbone, aramides ou hybrides intraplis sous toutes les
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formes possibles (mats, fibres coupées, tissus...). Les deux composants sont dosés, mélangés et

injectés dans le moule ou se fait I’imprégnation et le durcissement avant démoulage.

1.6.5 TRE (Thermoplastiques Renforcés Estampés)

Le renfort le plus courant est le verre. La matrice en polypropyléne correspond a un bon
compromis : rigidité, résistance au choc, stabilité a chaud, prix.

Le flan découpé par poingonnage et chauffé a la température de fusion T de la matrice (le
mat assure la cohésion) est placé dans un moule dont la température est inférieure a T (figure 9).

La durée du cycle est généralement inférieure a la minute.

1.6.6 RTM (Resin Transfer Molding)
Le matériel comporte le dispositif d’injection et de dosage de la résine, un moule avec une
partie male et une partie femelle montées sur une presse. Le renfort est introduit dans le moule

sous forme de mats, de tissus ou de préformes et la résine est injectée.

1.6.7 Pultrusion

Des fibres continues, des tissus, des tresses, des voiles, des mats... peuvent passer dans un
bain d’imprégnation (UP, EP...) pour étre ensuite guidés et introduits dans une filiere chauffée
qui donne la forme a un profilé qui subit ensuite un postétuvage.

La méthode donne des profilés rectilignes lissés extérieurement mais qu’il est possible de

mettre en forme a la sortie de filiere (pul-forming).

1.6.8 Enroulement filamentaire (Filament Winding)

Cette technique peut étre continue ; il s’agit alors de I’enroulement en hélice, d’un renfort
imprégne de résine autour d’un mandrin complexe qui permet au profilé tubulaire d’avancer en
continu.

Dans la méthode discontinue, le fil, le mat, le ruban préimprégné s’enroule autour d’un

mandrin démontable ou fusible...L enroulement est circonférentiel, hélicoidal ou polaire.
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1.7 Les fonctions apportées par les composites
1.7.1 Les composites dans I'aéronautique [16]

L'aéronautique utilise principalement des composites « hautes performances » constitués
d’une matrice époxy associée a un taux élevé de renforts en fibres de carbone.

L’aéronautique utilise les composites « hautes performances » pour la fabrication des
piéces de structure primaire des appareils en raison de leur Iégereté, de leur souplesse de forme et
des économies de frais de maintenance qu'ils engendrent (par exemple les pales d’hélicoptere en
métal doivent étre remplacées toutes les 50 heures ; celles en composites, apres plusieurs mois
d’utilisation)

Les méthodes d’assemblage des piéces en composite, la résistance aux chocs mediocres
pour les composites thermodurcissables constituent les principaux handicaps des composites dans
ce secteur.

1.7.2 Les composites et I'automobile

Le secteur de I’automobile utilise pour 95% des composites a matrice polyesters et fibres
de verre.

Les composites apportent au secteur de I'automobile une facilité d’entretien et une grande
liberté de conception ; I’allegement de 1 kg, obtenu par I’utilisation des composites, permet
d’économiser 1,5 € de carburant par 100 km.

Dans l'automobile, le développement a long terme des composites est menacé par la

difficulté de les intégrer dans les chaines de fabrication et par les exigences de recyclabilité.

1.7.3 Les composites dans le ferroviaire

Dans le secteur ferroviaire, la facilité de conception et le bon comportement au feu sont les
principaux atouts des matériaux composites.

Les composites permettent une grande liberté de conception pour des pieces d’habillage
aux formes complexes en 3D (pas de profil plan) :

e Pieces extérieures : nez de TGV, faces avant de metros ;

e Pieces d’intérieur : tablettes, sieges.
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1.7.4 Les composites dans la construction civile

Les composites apportent au batiment la souplesse des formes, la résistance aux contraintes
climatiques, et les composites renforcés de fibres de carbone la résistance aux séismes.

Les composites permettent de mieux protéger les batiments contre les agressions
extérieures grace a leurs qualités :

a) De résistance a la corrosion, qui justifie [’utilisation des composites dans la

réhabilitation des ponts aux Etats Unis et en Grande Bretagne

b) D’étanchéité et d’isolation thermique (panneaux isothermes),

c) D’isolation phonique,

d) De bonne tenue aux variations climatiques, de température et d’humidité (domes,

maisons mobiles).

1.7.5 Les composites et la construction industrielle
L utilisation des matériaux composites peut contribuer a ameliorer la sécurité de certains
sites industriels sensibles et faciliter la conception des batiments.
Les composites permettent d’augmenter la fiabilité et la longévité des équipements en
raison de leurs qualites :
a) De résistance a I’humidité (éoliennes),
b) D’isolation thermique,
c) De résistance aux attaques chimiques et a la corrosion (réservoirs de produits
chimiques, oléoducs) ;
d) De rigidité et de résistance mécanique aux fortes pressions (réservoirs jusqu’a 700
bars, conduites jusqu’a 100 bars) et aux secousses sismiques pour les conduites de

centrales nucléaires.

1.7.6 Les composites et la construction nautique
L’allegement des structures est le principal apport des composites utilise dans la

construction nautique.
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1.7.7 Les composites dans le secteur médical
Les applications des composites aux secteurs médical et de la sécurité sont trés récentes et
concernent plut6t les composites hautes performances, a matrice époxy et fibres de carbone, ou a
matrice thermoplastique et fibres longues de verre ou de carbone d'autre part.

L utilisation des composites permet d’augmenter la fiabilité et la précision des instruments
grace a une meilleure résistance aux chocs, une grande rigidité et une bonne résistance a la

corrosion (protheses, brancards).

1.7.8 Les composites dans les équipements de sports et loisirs

Les sports et loisirs utilisent des composites HP avec un taux de renforts de plus de 70%.
Les composites permettent d’augmenter sur mesure les performances et la fiabilité des articles de
sports. lls permettent d’accroitre la longévité des articles de sport, sans réparation, pendant toute

leur durée de vie.

1.7.9 Les composites et la construction électrique

En utilisant les propriétés remarquables des matériaux composites, la construction
électrique réalise des équipements fiables, aux fonctions multiples et longues duree de vie

Les caractéristiques propres aux matériaux composites permettent de répondre a des
besoins liés a la sécurité, tels que :

a) Leur propriété d’isolant électrique pour les supports de rail, les noyaux de

transformateurs, les coupe-circuits,

b) Leur transparence aux ondes électromagnétiques pour les radémes (guidage d’ondes),

c) Leur résistance au feu (boitiers de disjoncteurs),

d) La résistance aux températures élevées des composites a matrice polyesters (radiateurs

d’intérieur surmoulés sur insert métallique).
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Chapitre 11 Calcul d’homogénéisation des stratifiés

CHAPITRE Il : CALCUL D’HOMOGENEISATION DES STRATIFIES

1.1 Introduction

Ce qui caractérise le plus les matériaux composites par rapport aux métaux classiques est le
fait qu’ils sont hétérogénes et anisotrope.

La question de base qui se pose est de savoir décrire le comportement du composite en
connaissant celui de ces constituants. Le calcul des composites est basé donc sur une méthode
d’homogénéisation, pour laquelle, on distingue deux niveaux [18]:

1. Une homogénéisation a I’échelle micro pour le pli dont les constituants (matrice et fibres)
ont une taille de I’ordre du micrométre,

2. Une homogénéisation a I’échelle macro pour le stratifie dont les constituants (les
monocouches) ont une taille de I’ordre du dixieme millimétre (soit environ 100 fois plus
grande).

Pour prédire ou interpréter le comportement d’une piéce composite il sera souvent plus
simple de remplacer ces milieux hétérogénes par des milieux homogenes ayant un comportement

moyen équivalent [18].

11.2 Homogénéisation micromécanique du pli unidirectionnel
11.2.1 Caractéristiques du pli unidirectionnel a partir des caractéristiques des constituants
1. Calcul d’homogénéisation du module longitudinal :

Pour un chargement dans la direction des fibres il est raisonnable de supposer que la
déformation de la matrice est la méme que celle des fibres. Cet état d’iso-déformation est
équivalent a un assemblage de ressorts en parallele si nous traitions une configuration
unidimensionnelle. Le méme raisonnement s’applique au coefficient de Poisson qui traduit la

variation de dimension du pli dans la direction perpendiculaire au chargement [18].

Module longitudinal : E, =V(E; +(1-V;)E, (2.1)

Coefficient de Poisson : Vi =V,vi +(1-Vi)v, (2.2)
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2. Calcul d’homogénéisation du module transversal :

Pour un chargement dans la direction perpendiculaire aux fibres on peut représenter le pli
comme un assemblage d’éléments fibre et matrice mis en série et subissant tous la méme
contrainte. Cet assemblage iso-contrainte (équivalent a un ensemble de ressorts en série si nous
traitions le cas uni-dimensionnel) posséde un module de rigidité dont I’inverse est égal a la
somme des inverses des modules de rigidité des constituants pondérés par leurs fractions
volumiques.

La comparaison avec des résultats expérimentaux montre qu’il ne se produit pas un état
d’iso-contrainte exact et qu’il faut appliquer un coefficient de répartition de contrainte entre fibre

et matrice que nous nommerons «7, » [18]

Vi +n,1-V;) V, n.(1-V;)
= + (2.3)
E E, E

m

t

3. Calcul d’homogénéisation du module de cisaillement :
Pour le comportement en cisaillement dans le plan du pli nous appliquerons le méme
raisonnement que pour le chargement perpendiculaire aux fibres, mais avec un coefficient de

répartition de contrainte entre fibre et matrice nommérn, .

Module de cisaillement :

Vi+n (1-Vy) _V + e (1 - Vi)

G, Gy G, &9
avec:G __En
21+v,,)

11.2.2 Approche des modules d’élasticité par les lois de Halpin-Tsai
Elles permettent de prédire le module longitudinal d’un composite renforcé par des fibres

courtes alignées. Les auteurs ont généralisé I’équation de KERNER (1956) issue d’un schéma
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auto cohérent et écrite pour le cas de renforts sphériques au cas des renforts allongés. Les

modules longitudinale El et transverse Et s’écrivent alors [16]:

M 1+,
M 1-nV,

M
Y, !

avec:n =
M
Y +¢

(2.5)

o M=E ouGyouVy
e« M m M f - Modules correspondant de la matrice et des fibres.

e ( :Facteur de renforcement des fibres ¢ =1 pour G, et ¢ =2 pour E,
e Lesindices I, t, t’ représentent la direction longitudinale (respectivement) transversale des

fibres.

11.2.3 Elasticité d’un pli orthotrope

G,

Figure 2.1 : Monocouche unidirectionnel (UD)
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11.2.3.1 Systéeme d’axes

v’ Repére de référence d’axes X, y, z : axes structuraux liés aux monocouche (structure).
v’ Repére principal ou d’orthotropie d’axes 1, 2, 3 : axes matériels liés aux fibres et a la
matrice :
1. Direction « 1 » paralléle aux fibres : sens chaine, noté aussi « L ».
2. Direction « 2 » perpendiculaire aux fibres : sens trame, noté aussi «T ».

3. Direction « 3 » orthogonale au plan de la couche, noté aussi « T’ ».

11.2.3.2 Comportement élastique d’une couche de fibres dans ses axes principaux
La loi de Hooke généralisée s’écrit: Oj; = Cijkl (5k| )

Avec la notation :

011 =0, O =0y &y =& 26, =Yy =&,
Op =0, - O13 = 05 Et En =&, 2813 =713 = &s
O33 =03 O, =0y E33 = &3 28, =y, = &

o, ) Ch Cp Cu Cp Cy Cylla

o2 Cpn Cyu Cu Cx Culle

O3 _ Cus Cu Cyu Cy e

O4 Cu Cu Culle (2.6)
O SYM Ce, Coll&s

) | Ces || &5

Prise en compte des symétries matérielles [16]:

e Symeétrie par rapport a un plan de coordonnées x, = 0 : Les composantes Cijk| qui

ont un nombre impair d’indices « 3 » sont donc nulles, il n’y a plus que 13
coefficients indépendants :
Cu=Cpy=Cy =Cy =Cs=Cs =Cy =Ci =0
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e Symétrie par rapport a deux plans orthogonaux x, = 0 et x, = 0 : Il faut annuler en
plus les coefficients qui possedent un nombre impair d’indices « 1 », il n’y a plus
donc que 9 coefficients indépendants (matériau orthotrope) :

Cg=Cyx=Cy;=C, =0

Donc :
(0, | Cy, Cp, C3 0 0 0] (& ]
0, C, C, C, 0 0 0 |g
O3 C, C, C, 0 0 0 |lg
les[7lo 0o o ¢, o o[ o
o 0 0 0 0 C, O0|lg
%) |0 0 0 0 0 CGCgull&

Hypothese d’état de contraints planes [16] :

De la résulte d’une par o,= 0, d’autre par : si on considere que le cisaillement transverse

(ou cisaillement hors plan) est négligé, ce qui es d’ailleurs justifié par la théorie classique des
plagues selon I’hypothese de Love Kirchhoff qui stipule qu’ : «Une section normale au plan de

la plaque reste normale au plan aprés déformation.»

Donc, 0,4,=05=0

Dans le repére d’orthotropie (1, 2, 3), I’équation de comportement du monocouche se réduit a :

o Qu Qu, 0 |l
9p=|Qu Qp 0 K& (2.8)
O 0 0 Qe %6

L’équation de comportement de la monocouche dans le repére de référence est :

o) |Q Qo Qulla
% 1={Qu Qn Qu & (2.9)
Oy Qi Qs Qe
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11.2.3.3 Détermination des modules d’élasticité

On fait subir a la monocouche une traction pure dans le sens des fibres (direction « 1 ») :
0,20 (0, =0, iz1)
Effet de Poisson: &, = -V, & ouU Vv, est le coefficient de Poisson qui tient compte de

I’effet de déformation suivant la direction « 2 »

Selon I’équation (1.1.4) on a:

Q%
_ o, =(Qu —v4Qp)e, =Ei& E, =Qu-———
o, =Qué —vuQué Qz
=& Qp -
o, =0=Q,& +Qy¢, =" =Va _Qy
& Qy, Vo =~
Q2
De la méme fagon, pour une traction pure dans le sens trame « 2 », on obtient :
Q%
_ 0, =(Qp —vi,Qp)é, = Eyé, E,=Qp-———
o, =v,Q&, + Q& Qu
V& Qp _ -
0, =0=0Qu¢& +Qpe, =~ =V _Qp
& Q11 Vip ==
Qu
Pour un essai de cisaillement pure dans le plan (1, 2) :
Og
06 20 (0, =0,i26) G, =—=0Q4
€e
A contrario :
E, E,
Qll - 1 E
“VaVn T2 2,
1
E, E,
Qw 1-v,v E
V12 ] 72,2, (2.10)
1
Vi E,
Q12 = 1 = V12Q22
ViV
Qes =G1,
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Chapitre 11
Remarque :
. . St e eis .. . E, E;
¢ |l existe un lien entre les modules d’élasticité et les coefficients de Poisson : — = —
ViV
¢ [l est plus facile d’écrire la loi de comportement en termes de souplesse :
e o
& Su S 0 |[g & 1 12 o,
-V
&r=|S,, S 0 RO, o<, r= 2. 0 ko,
2 21 22 2 E1 E2 (211)
0 =
L Glz_

11.2.3.4 Comportement élastique d’une couche de fibres en dehors de ses axes principaux
Relations de changement de repeére:

Le repére (L-T) des fibres fait un angle « @ » avec le repére de la plaque : @=angle(x, L)

Les relations entre les contraintes dans le repere (1, 2, 3) et les contraintes dans le repere (X, Y, z)

sont obtenues par rotation autour de la direction « 3 ».

)
a

Repére (1, 2, 3) 6,. G,. Ty, Repere (X, Y. Z) 0. Oy Ty

Figure 2.2 : Changement de repere
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Les contraintes dans le repere (1, 2, 3) sont ainsi reliées aux contraintes dans le repére
(Xy,z) par :

o, o cos’ & sin” @ 2cos@sind |(o,
or +=[T_koy t=| sin’@ cos’d  —2cos@sing |y 2.12)
Ot Oy |-cos@sing cos@sind cos*@-sin®@ ||,

De méme, les déformations dans le repére (1, 2, 3) sont reliées aux déformations dans le

repére (X, y, z) par :

g, g, cos® & sin® @ cos@singd |[ ¢,
g v=[T.}e t=| sin’6 cos? 6 —cosdsing [& 2.13)
Yir 7ir) | —2cos@sind 2cos@sin@ cos®O—sin® O ||y

La relation contraintes/déformation dans le repére de référence (X, y, z) :

Oy | &x Qu Qu Qi |lé
Oy t= [Q & 1=1Qu Qun Q1% (2.14)
Oy Yw) |Qis Qx Qg |7n

Relation contraintes/déformation dans le repere des fibres :

(o} &L Q11 Q12 0 &
Or = [Q ér = Q12 sz 0 [ér (2.15)
Or VT 0 0 Qg |Vt
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En effectuant le produit matriciel, on obtient :

Q,, =Q, cos* 6 +2(Q, +2Q,)sin?#cos? 8 +Q,,sin* &

Q, =(Q, +Q,, —4Q,,)sin? @cos? &+ Q, (sin* & +cos* 6)

Q,, =Q, sin* 0+ 2(Q,, + 2Q,,)sin’ #cos® 0+ Q,, cos* &

Qs = (Q,, —Qp, —2Q,;)sin #cos® O+ (Qy, — Q,, + 2Q,; ) sin® G cos & (2.16)

Q_ze =(Qu —Qp - 2Q66)Sin3 6cosf+(Q, —Q,, +2Q,)sin 0 cos® 0
Qq = (Q, +Q,, —2Q,, —2Q,,)sin? fcos® O+ Q,, (sin* &+ cos* H)

1.3 Homogénéisation Macromécanique

Préliminaire :

Notre but est d'étudier le comportement d'un stratifié, c'est a dire d'un assemblage de strates
(plis). Les caractéristiques de ces plis ne sont pas identiques du fait de leur constitution et/ou du
fait d'orientations différentes

Les déformations libres du pli « i » ne sont pas a priori les mémes que celles des autres plis
du stratifié. Or I'assemblage des plis du stratifié est réalisé de telle sorte que tout glissement aux
interfaces entre les plis soit impossible. Deux plis adjacents doivent donc s'adapter pour avoir les
mémes dimensions a leur interface.

Nous supposerons que le pli d'un stratifié soumis a ses conditions d'usage présente une
déformation résultant de la superposition de ses déformations a I'état libre et de ses déformations
dues a l'assemblage. Cette hypothése n'est valable que si les déformations n'évoluent pas en
fonction du temps et si le chargement ne varie pas avec les déformations. Nous supposerons que

c'est le cas en premiere approximation (pas de fluage, petites déformations) [18].

11.3.1 Cinématique d’une plaque plane
Soit une plaque dans le plan (x, z), de normale z, d’épaisseur h
Les déplacements sont définit par trois translations U®, V°, et W° du plan médian et par deux

rotations d’angle 6, etd, . Qui sont fonction de x et y uniquement.
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0
0, = _owW” —WS
< OX ’
oW ° 0 (2.17)
¢9X - —W _W,y

¢+ Le champ déplacement est supposé linéaire :
U(x,y,2)=U°(x,y)+86,.z

V(x,y,2)=V°(x,y)+6 .2 (2.18)
W(xy,2) =W°(x,y)

% Le champ déformation qui en résulte est :

N 8W
aU _UO o,..z yyzzz'gyz _9 WO
XX aX y. X" az 6’y
by =V 40,20y, =25, =2 g w? 2.19)
oy ’ ' 0z ox
&, =0 Vi = 2.8, = q ﬁ_u L +0,,2+V])+0,,.2
6y OX ' ’

Selon I’hypothése de Love Kirchhoff, une section plane et normale reste plane et normale

apres déformation, ce qui se traduit par la condition cinématique :

9)( +W 0 = O = 0
v e (2.20)
0,+W?=0 |7, =0

Et selon la loi de Hooke généralisée cela donne o, =o,, =0

Cela traduit le fait que le cisaillement transverse (hors plan) est négligé dans la théorie classique

des plaques.
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D’ou la nouvelle forme du champ déformation :
Exx :U())( —W’SX.Z = 80xx —W’SX.Z
0 0 0 0
gy =V, W z=g"y-W_ .z (2.21)

7xy = 2"9xy :Ug/ +V,S _ZW,gy'z - 7Oxy _ZW’Sy'Z

Ou sous forme matricielle :

Exx gOXX kxx
gyy = 8Oyy + Z. kyy (222)
7 xy ]/Oxy kxy

Soxx k

XX

Ou { &%y + Sont les déformations linéaires du plan médian et k,, r Sont les courbures dues a la

7/Oxy k

Xy

flexion-torsion.

hfz

|2
|
—_—

52

Figure 2.3 Chargement appliqué au stratifié
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11.3.2 Relation Efforts Moments/Déformations

La relation efforts déformations est donnée par :

Nx gOXX I(xx
o 1 -
N, t=(h —h ) Q) £ +§(hf—h§_l).[Q k, (2.23)
0
ny Y oxy kxy

De la méme fagon, on déetermine les moments en fonction des courbures pour un pli « k » :

M, Oy Exy £ K,
M, += [ tzdz = Q] 2y de——(h2 QN e b2 (h3 n RNk, b (229
M, " T "7 7% kXy

Pour tout le stratifié, on utilise le principe de superposition, ¢’est-a-dire la sommation des

matrices de tous les plis, d’ou la relation efforts moments/déformations pour un stratifié :
N} _[[A] [eT]/e) 2
{m}] L8] [D]flik} |

=Y (h—h)Q; = ZekQ_ij (en Pa.m) —> Rigidité en membrane
k=1

Avec :

B, = E(h2 h?,).Q; = Zek z,.Q; (enPam?)— Couplage membrane/flexion - torsion
k=1 k=1
D, =31

Ul

J— n 3 _
3 (hé =h2)Qy =D (e .z +;—;).Qij (en Pa.m®) — Rigidité en flexion - torsion
k=1

k=1

Ou e, estI’épaisseur de la couche « k » et z, est la distance du plan médian du composite a la

ligne moyenne du pli z, = i fet)

ENP 2007 -



Chapitre 11 Calcul d’homogénéisation des stratifiés

n"®™e Canche 4
n-1°™ Couche
hn—l h 0
Plan médian  ----------z--=------- S K
Z, hk
eme v
k™™ Couche
1 Caiiche v

Figure 2.4 Repeérage des plis

Cas Particuliers de stratifiés :

¢

Dans un stratifié, s’il y a pour chaque pli, un pli identique (méme matériau et épaisseur et
méme orientation) et a la méme distance du plan médian.

Alors c’est un stratifié symétrique et on a [B] = [0].
Dans un stratifié, s’il y a pour chaque pli orienté a+ @, un pli identique (méme matériau

et épaisseur) orienté a— 6.

Alors c’est un stratifié équilibré etona A = A =0
Pour un stratifié symétrique et équilibré : [B] = [0] et Az = A, =0
Pour un stratifié orthogonal : Ag = Ay =0¢et D =D, =0

Pour un stratifié symétrique et orthogonal il est isotrope.
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Chapitre 111 Présentation de la méthode des éléments finis

CHAPITRE 11l : PRESENTATION DE LA METHODE DES ELEMENTS FINIS

111.1 Apercu historique sur la méthode

La mécanique des structures permet 1’analyse des assemblages d’éléments de barres et
de poutres. Le comportement de chaque élément de barre ou de poutre est représenté par une
matrice de rigidité ¢lémentaire construite a partir des connaissances du domaine de la
résistance des matériaux. A partir des matrices élémentaires, nous construisons un systéme
d’équations algébriques en utilisant des conditions de continuité des déplacements et
d’équilibres des forces aux points de jonction des éléments ou nceuds. La résolution du
systeme d’équations correspondant a des sollicitations données conduit aux déplacements de
tous les nceuds de la structure. L’apparition des ordinateurs et les besoins de 1’industrie
aéronautique ont provoqué un développement rapide de la mécanique des structures dans les
années cinquante. Turner, Clough, Martin et Topp. Introduisent en 1956 le concept d’¢lément
fini, il représente un milieu continu ¢lastique a deux dimensions (2D) par un assemblage de
panneaux triangulaires sur lesquels les déplacements sont supposés varier linéairement. Le
comportement de chaque panneau est caractérisé par une matrice de rigidité élémentaire. A
partir de ces matrices, la technique utilisée pour la mécanique des structures conduit a la
solution correspondant a des sollicitations et conditions aux limites données c’est-a-dire aux
déplacements en tout point du milieu continu. Soulignons également le travail de Argyris
(1960) et Kelsey qui systématise I’'utilisation de la notion d’énergie dans 1’analyse des
structures. En fait les idées de base de la méthode des éléments finis appariassent déja dans les
travaux de Courant (1943). Dés 1960, la méthode des ¢éléments finis subit un développement

rapide dans plusieurs directions :

1 La méthode est formulée, a partir des considérations énergétiques et variationnelles,
sous la forme générale des résidus pondérés ou d’écritures faibles (Zienkiewicz-65,
R.E. Greene-69, Finlayson-75...);

2 De nombreux auteurs créent des éléments de haute précision (Felippa-66) et des
¢léments a cotés curvilignes ou isoparamétriques (Irons 68) ;

3 La méthode des ¢éléments finis est reconnue comme un outil général de résolution
d’équations aux dérivées partielles. Elle est donc utilisée pour résoudre des problémes
non linéaires et non stationnaires dans le domaine des structures ainsi que dans
d’autres domaines, mécanique des sols et des roches, mécanique des fluides,

thermique, etc.
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4 Une base mathématique de la méthode des éléments finis est construite a partir de
I’analyse fonctionnelle.
A partir des années 1967, de nombreux livres sont publiés sur la méthode des éléments

finis.

La méthode des éléments finis est maintenant trés répandue dans les industries, en particulier

en construction aéronautique, aérospatiale, automobile, navale, et nucléaire...

Pour que la méthode des ¢léments finis soit efficace dans les applications industrielles,
il faut utiliser des programmes d’assistance a la préparation des données et a I’interprétation
des résultats. Ces pré- et post-processeurs sont le plus souvent intégrés aujourd’hui dans les
logiciels généraux de conception assistée par ordinateur (CAQO), tels qu IDEAS, NASTRAN,
ANSYS, CASTOR, CATIA ou ABAQUS [8].

111.2 Présentation générale de la MEF [8]

111.2.1 Approximation nodale et terminologie

Pour un probléme physique donné, on cherche une solution approchée u(x) telle que la
différence : e(X) =u(xX)—U, (X) soit assez « petite » pour 1’objectif visé. On choisit le plus
souvent la fonction approchée U comme étant une combinaison linéaire d’un certain nombre
de fonctions P_(X) connues linéairement indépendante, telles que des polyndmes ou des

fonctions trigonométriques:
ux) =P, (X)a, +P,(X)a, +------ +P (X)a, (3.1)

Les a; sont les paramétres de 1’approximation qui n’ont pas en général de sens physique.
Cependant, nous pouvons choisir comme parametres a; les valeurs de la fonction uen n

points appelés nceuds d’interpolation de coordonnées Xx,, X, ..., X,, .

L’équation (3.1) devient: ux)=N,(X)u, + N,(X)u, +---eeee +N,(X)u, (3.2)

Ou encore : u(x) = (N(x)) {un} (3.3)

Les paramétres U, sont les variables nodales de 1’approximation.

Les fonctions N(X) sont les fonctions d’interpolation aussi appelées fonctions de formes
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L’approximation nodale possede la propriété fondamentale suivante : comme u(X;) =U,, les

fonctions N, vérifient : N;(X;) =J; ou &; est le symbole de Kronecker.
L’erreur de I’approximation est définie par : €(X) = U(X) —u,, (X)

La méthode consiste a subdiviser le domaineV de la structure en un ensemble de sous-
domaines V ° appelés éléments finis, puis définir une fonction approchée u®(X) construite sur

chaque ¢élément de manicre a étre continue aussi bien sur 1’élément qu’entre éléments.

3.2.2 Définition de la géométrie des éléments
Chaque élément est défini de maniére unique par ses nceuds géométriques qui sont sur V ° et
sur sa frontiére, les nceuds géométriques peuvent éventuellement coincider avec les nceuds

d’interpolations, dans ce cas, on parle d’éléments isoparamétrique.

3.2.3 Eléments de référence
Afin de simplifier la définition des ¢léments de forme complexe (a cotés curvilignes ou
déformés...) nous définissons pour chaque élément réel un élément de référence, ceci est utile

pour I’assemblage en phase finale

v

Elément de référence Elément réel

Figure 3.1 Elément de référence

La transformation géométrique correspondante est définie par: 7: & — X(&) = [N(f)]{xn}

X(€) =(N(&)) {x,} (3.4)
Ou les N; sont appelées les fonctions de transformation géométriques, et les X, sont les

coordonnées des nceuds géométriques.

L’approximation nodale sur 1’élément de référence s’écrit :
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u(&) = (N {u,} (3.5)

La transformation géométrique peut étre considérée comme étant un changement de variable.

111.2.4 Construction des fonctions d’interpolation (N) :
o Choix de la base polynomiale (P(&))

. Evaluation de la matrice nodale [Pn]: [Pj (< )J ;L,j=1,2,.....,ny

o Inversion de la matrice nodale [P, ]
o Calcul des (N) aux points & désirés :
(N@Y=PEN[R]" (3.6)

Ces opérations ne doivent étres effectués qu’une seule fois pour tous les éléments réels qui

possédent le méme type d’¢léments.

3.2.5 Transformation des dérivées premiéres

Ol [ox oy azl]lo
o0& o8 9 O || OX
Ol_|ox o a| o 3.7)
on| |on on on||oy '
o X ¥ |,
oc| Loc oc oy

Ce que nous noterons par

.1=13%a, 1o,} (3.8)

Et inversement

{0, )=[ile.} (3.9)

Oufj]=[3]", [3] est la matrice jacobienne.
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Calcul de [J ] La transformation géométrique peut s’écrire:

(xy 2y =(NEY[Ix,} {y.} {z, 100 {x,} 1y} {z,} (3.10)

Etant les coordonnées des nceuds géométriques; la matrice jacobienne s’écrit :

o
a; (N.2)
[9]= Xy 2= (N [} ya ) {z0]] (3.11)
6’7 (No)
s

111.2.6 Transformation d’une intégrale

Le changement de variable (3.2.3.1) permet de passer de I’intégration d’une fonction f

sur I’élément réel V°a une intégration plus simple sur 1’élément de référence V' :

j f(x) dx dy dz:j f (x(&)) det(J)d& dn d& (3.12)

111.3 Formulation par éléments finis du probleme étudié [17]

L’analyse du comportement vibratoire des plaques stratifiées par la M.E.F. consiste a
développer les équations du mouvement a partir des formulations énergétiques et de
déterminer par la suite les fréquences propres de vibration, cette analyse nécessite 1’utilisation
des ¢éléments bidimensionnels pour la discrétisation. Avant d’entreprendre, il est intéressant
d’effectuer une comparaison entre ces ¢léments afin de faire un choix meilleur. Plusieurs tests
ont ¢été effectués sur des éléments types concernant la convergence des solutions, les
remarques suivantes ont été tirées [13] :

e Les ¢léments quadrilatéres donnent de meilleurs résultats que les ¢éléments
triangulaires.
e Pour un méme nombre de degrés de liberté, les éléments a champ quadratique ont une

précision meilleure que les éléments a champ linéaire.
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e Les ¢léments basés sur la théorie de MINDLIN avec prise en compte du cisaillement
transverse sont les mieux adaptés dans le cas des plaques épaisses, ainsi, la condition
de compatibilité inter-é1éments ne nécessite qu’une continuité C(0).

e Les ¢éléments quadratiques de la famille de SERENDIP présentent un comportement
de verrouillage quelque soit ’ordre d’intégration utilis€ ; un comportement sans
verrouillage permet d’utiliser 1’élément a la fois pour les plaques épaisses et pour les
plaques minces.

e Les ¢léments avec intégration réduite de la famille de LAGRANGE comportent
convenablement dans les situations des plaques minces.

D’apres ce qui vient d’étre dit précédemment, un élément de la famille de LAGRANGE

a champ quadratique peut répondre aux exigences imposées par le présent travail.

I11.3.1 Discrétisation
Considérons la plaque de la figure 2.1, la surface moyenne de cette plaque est
discrétisée en un nombre fini d’éléments quadrilatéres isoparamétriques a 9 nceuds, chaque

nceud possede 5 degrés de liberté indépendants (trois déplacements et deux rotations).

Dans la M.E.F. il est intéressant d’utiliser a la place du syst¢tme de coordonnées
physiques un systéme de coordonnées naturelles ou intrinseques. Ceci permet de définir une
transformation du domaine physique de I’élément en un domaine géométrique simple sans
dimension. Ce systéme est défini par des axes paralleles aux cotés de I’élément, les
coordonnées des nceuds de sommets prennent des valeurs unitaires (+1ou —1), les noeuds

d’interfaces prennent les valeurs O et 1 ou -1 (Figure 3.1).

('la'l) (13'1)
Figure 3.1 : Elément de référence

Les déplacements ¢lémentaires peuvent étre définis par I’approximation suivante :

@ =2 IN/(&mlid,§ (3.13)
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Avec:

. {d,} : le vecteur des déplacements nodaux.

{di}T:{um Voi Wy Oy 6yi}
o [N;]: les fonctions d’interpolations des déplacements exprimées en terme de
coordonnées naturelles.
Base polynomiale associée :
Les fonctions N(&,77) de cet élément, données ci-dessous, sont le produit des

fonctions N (&) et N(77) correspondant a 1’élément de Lagrange a une dimension et 3 nceuds:

(PE)=('n" ;i=012;j=0,12)=(0 & n & &n n* &n &n* &'n")(3.14)

+* Matrice nodale :

1 -1 -1 111 -1 -1 1]
1 0-1 0010 00
1 1-11-11-1 11
11010 0 0 0 0
Pl=l<P(&)>ij=1209 =] 1 1 11 1.1 11 1 (3.15)
1 01 0 010 0 0
1 -1 11-111-1 1
1 -1 01 00 0 0 0
1.0 0 0 0 0 0 0 O]
% Fonctions d’interpolation :
0 0 0 0 0 0 0 0 1]
0 0 0 05 0 0 0 -05 0
0 -05 O 0 0 05 0 0 0
0 0 0 05 0 0 0 05 -1
(N =(PEY[P,]' =Py 025 0 -025 0 025 0 -025 0 0

0 0.5 0 0 0 05 O 0 -1
-025 05 -025 O 025 -05 025 O 0
-025 0 025 -05 025 O -025 05 O

025 -05 025 -05 025 -05 025 -05 1

(3.16)
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Ce qui donne, apres calcul :

o N} {ON/oE} | {ON/on]
1 Vaen(=8Ni-n)| Yan(-28)(1-n) Y, £(-¢)1-27)
P hml-ghen)| En (1-n) | )0-g)a-20)
’ Ve eNi-n) Y (+28)(0-n] ~1 0+ £)(1-27
Yo e ai-n) B029)-n7) —én (1+¢)
: Vien (&) Vin(+28)(+n)| Y e0+&)01+27)
‘ V- Yien) —&n (+n) | 150-&)0+27)
! “Vaen(=Nten) = Yn(1-28)(+n)| =1 £ (1-£)(1+27
b B 029007 En (1-¢)
© =) 1-8) 26 (-n7) | 27 (1-2)
Tabisau 3.1 Forctions & nterpolaton
=0 1y g gy - a1
P 3007 —E
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111.3.2 Formulation variationnelle- cas statique
111.3.2.1 Passage des déplacements aux déformations :
On a vu dans le chapitre précédent que les déformations dans une plaque mince se

calculent a partir des déformations du plan médian, dans le cadre d’un schéma de 1* ordre.

au ON. 0, oN.
0, =0 _Z% _ k,, = <000 — 0>,
& > < > 0000>1{d} P > {d,}
. 00,
goyy:%:w%oow{di} kw———<0000ﬂ>{d}
oy oy oy oy
ou, oV oN, oN 00,
yoy =20 T o L 000>{d,} kxy:%-i_ Oooaiai>{di}
oy  Ox oy Ox oy  ox oy  ox
yo =M Mo W oo Ny s ta
82 OX OX OX
}/yZ:%J,-%:Hy-i-aWO =<00—* aN 0 Ni >{di}
oz oy oy OX
{e}=[Blfa,} [B]=[B, B, ... Byl
8N/ 0 0 0 0
i 0 0 0
oN aN
Ay AV 0 0
0 aNiaX 0
[B,]= oN. (3.18)
0 0 0 0 By
N, N,
0 0 0 Ay o
N,
0 0 N 0
oN.
0 0 i 0 N
i oy !

Les ¢éléments de la matrice [B; ] sont définis sous la forme matricielle suivante :
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Y

2 ) a

8_@ -[Ir al\Efi (3.19)
oy on

Ou [J] est la matrice jacobienne définie par:

[a]{“ﬂ (o) {v.] (.20)

(N,

111.3.2.2 Passage des déplacements aux forces appliquées aux sommets de I’élément :
On appliquera ici le théoréme des travaux virtuels que I’on peut énoncer comme suit :
« Au cours de tout déplacement virtuel compatible avec les liaisons, le travail des forces
intérieures est égal au travail des forces extérieures ».
On considere le petit €lément intérieur de volume dV. Les forces mises en jeu sont :
% les forces intérieures de contact s’exercant entre chaque petit volume élémentaire dV ;

% les forces extérieures {F} qui remplacent les forces de contact s’exergant entre

I’élément fini et les éléments voisins.

e Travail des forces intérieures :

Energie de déformation dans le volume élémentaire di au déplacement virtuel da :

(S(dW,)} = {51 {o1dV or, {o}=[Cle}; e} =[B]fa, } > {5¢} =[Bl(a, } > {5e ) = {aa, }'[B]
= {5(dw))} = {%, |' [BI'[C][B]{a. fdV (3.21)

Travail pour tout I’¢1ément :
dw. :”L {sa,}' [BT[C][B]{a, }dV :{&e}tUjL [BI'[CI[B] dVJ{ae} (3.22)

e Travail des forces extérieures aux sommets:

% En écrivant dW, =dW, {da, }' s’élimine et Pona: {F}=|[] [ tBIICIBY AV Ja.}
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D’oul la matrice de rigidité élémentaire 1 [k]= mv [B]'[C][B] dV (3.22)

111.3.3 Formulation variationnelle — Cas des vibrations/ dynamique :

Pour résoudre un probléme de mécanique vibratoire il est indispensable de disposer
d’une matrice d’inertie. En effet, les vibrations résultent toujours d’un échange entre I’énergie
cinétique et I’énergie potentielle.

Pour obtenir cette matrice, on appliquera la méthode variationnelle. On utilisera le principe
d’Hamilton qui fait appel a une fonctionnelle appelée Lagrangien L: L =T -U —-W  avec
T : énergie cinétique; U : énergie potentielle; Wp : potentiel des charges appliquées.

Sous forme matricielle, chacun de ces termes s’écrit :

{dT Lot fatov 00 =Ll folav ;o ow, = fa) 1R Jov +fa) {FS}dS} (3.23)
{a}: Vecteur déplacements; {a}: ses dérivées par rapport au temps; p : masse volumique du

matériau.

La fonctionnelle L a pour expression :

L= % [[[1pla) fa}-tel IClie}+2{a} (R lav + [[ {af {Fe}ds  (3.24)

Le principe d’Hamilton a pour expression :

« Parmi toutes les variations dans le temps des configurations des déplacements qui satisfont
les conditions de compatibilité, de contraintes, ou de conditions cinématiques aux limites et
qui satisfont aussi les dites conditions aux temps t, ett,, celle qui donne la solution rend

minimale la fonctionnelle Lagrangienne »

t
Soit : 5I L dt =0 en faisant les substitutions suivantes:
tl

af=[Nla.} ;  lej=[Blfa.} ; {o}=[CI[Blia}
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~L= [[[ e} (BY [CIBI o, }- p faJ INT INT &) -2 o INT (R, 1AV - [, o} TN {F, s

(3.25)
En appliquant le principe d’Hamilton nous avons :
I [ FII, BICIBI v facj-{aa f ][, o INT'INT oV ]
&, f [[[INT 1R, } —{5ae}‘ﬂs [N]t{Fs}dSJdt=0 (3.26)
En intégrant par parties, par rapport au temps, le second terme, on a :
j PIJI, o INT'INT dV {a, }at =
[{&e}tm p INT'[N] aV {ae}]: —f{&ae}tm p [NJ [N] dV {g, }dt (3.27)

Y

11 faut que : {5, (t,)}={da,(t,)}=0
Le premier terme du second membre de cette équation s’annule; en portant le second terme

dans I’expression de la forme intégrale de la fonctionnelle L, nous obtenons :

t {5ae}t[[jL o INT'INT dV {éie}+HL [B]'[C][B ”L Y - ” [NT{F ] dt=0

(3.28)

Les variations des déplacements des nceuds étant arbitraires, la quantité entre crochets

s’annule. On reconnait dans les deux derniers termes le vecteur charge {f } et, dans le second,

la matrice raideur [k]. La matrice d’inertie [m] est celle que multiplie {z'i'e} :

[m]=[[[ o INT'[N]dV
[k]:”L [B]'[C][B] dV (3.29)

= I[Ny R v [ e

On retrouve 1’équation classique :
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[mia, }+[k]ia, = {f} (3.30)

Aprées assemblage des matrices €¢lémentaires, on retrouve I’équation du mouvement de toute la

structure :

[MI{&, }+[K){a, } = {F} (3.31)

I11. 4 Etapes de I’analyse par éléments finis
1) Construire la forme variationnelle du modéle mathématique (EDP);
2) Décomposer le domaine de calcul en un ensemble d’éléments finis de forme
géométrique simple;
3) Approximation nodale de la solution;
4) Discrétisation des formes faibles élémentaires;
5) Assemblage de I’ensemble des contributions élémentaires;
6) Discrétisation temporelles par la méthode des différences finis de type implicite ou
explicite;
7) Résolution apres introduction des conditions aux limites; pour chaque pas de temps en
cas d’un probléme en dynamique;
8) Post-traitement : affichage des résultats;
% En cas de statique : déplacements nodaux; déformations et contraintes dans
chaque ¢élément du plan moyen du stratifié, puis pour chaque pli.
% En cas des vibrations : fréquences propres, modes propres du stratifié
9) Implémentation de la méthode dans un code de calcul, Abaqus par exemple;

Pour le présent travail, le programme est écrit en langage Matlab (Matrix Laboratory)
en raison de sa simplicit¢ et son efficacité. La suite du chapitre fera 1’objet de la
programmation de la MEF en langage Matlab pour 1’analyse statique et en vibrations des
stratifiés.

I11.5 Présentation du programme de calcul et sa mise en oeuvre
I11.5.1 Introduction
La mise en ceuvre informatique de la MEF requiert la programmation des opérations

que sont :

ENP 2007 -37-



Chapitre 111 Présentation de la méthode des éléments finis

e La description géométrique et mécanique de la plaque, a savoir s’il s’agit d’une
plaque mince ou épaisse, plaque isotrope ou stratifiée;

e Le calcul des matrices et vecteurs élémentaires et I’assemblage du systéme global;

e La résolution du systéme;

e La visualisation des résultats et le post-traitement.
Il existe sur le marché informatique un certain nombre de logiciels basés sur la méthode des
¢léments finis qui permettent de simuler le comportement des stratifiées aussi bien en statique
qu’en dynamique.
La maitrise d’un logiciel de modélisation implique un certain savoir-faire et une expertise
adaptée au probléme traité, voir méme une formation spécialiste; parmi ceux-ci nous pouvons

citer : Abaqus, Catia, Ansys, Nastran...etc.

111.5.2 Etapes caractéristiques d’un programme éléments finis

On peut résumer ces étapes dans le tableau suivant :

Lecture, vérification, organisation des données

Lire et visualiser :

° Les coordonnées des nccuds

° Les connectivités des éléments
o Les propriétés mécaniques

° Les sollicitations

° Les conditions aux limites

l

Construction de la matrice de rigidité [K] et de masse [M] globale et du vecteur {F} global

J Calculer les matrices de rigidités élémentaires [k] et le vecteur ¢lémentaire {f}
o Calculer les matrices masses ¢élémentaires {m}
o Assembler les matrices [k] et [m] dans [K] et [M] et le vecteur {f} dans {F}

l

Résolution

o Modifier [K] et [M] par les conditions aux limites

e  Résoudre le systtme [K]{U}={F} -cas statique

. Calculer les valeurs et vecteurs propres du systeme [K]{Xi}=A, [M]{Xi} —cas d’un
probléme vibratoire

l

Post-traitement des résultats

° Calculer les contraintes et les déformations

o Visualiser et imprimer les résultats

Tableau 3.2 : Etapes caractéristiques d’un programme éléments finis
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111.5.3 Organisation et structure du programme
Nous présentons ici un programme simple de calcul éléments finis, appelé SD-FEA-SP
(Static and Dynamic Finite Element Analysis of Strate Plate) et écrit en langage interactif
Matlab©. Celui-ci est mis en ceuvre selon la structure modulaire suivante :
Le programme principal enchaine des opérations et fonctions Matlab assez simples.
L’exécution se fait en tapant sous I’invite (“>>’) de Matlab, le nom du programme :
>> SD-FEA-SP

» L’exécution débute systématiquement par la lecture d’un fichier de données. Cet

appel est réalis¢ par la commande Matlab : eval(f data)

La variable ‘f data’ est le nom du fichier de données, celui-ci constitue un pré-
processeur ou un programme d’assistance a la préparation des données dont voici le
déroulement :

= Les dimensions de la plaque, longueur, largeur, épaisseur, nombre de couches
= Les propriétés mécaniques de chaque couche : masse volumique, I’épaisseur,
I’angle d’orientation, les modules : E1, E2, G12, nul2, nu21, G23 et G13,

Le script ‘f data’ calcule ensuite les cotes z, de chaque couche

= La génération automatique du maillage: coordonnées des nceuds et
connectivités des éléments,

= Les conditions aux limites en chargement,

= Génération automatique des conditions aux limites en déplacements dont on a
considéré pour le présent projet, trois types :

¢ Plaque simplement appuyée,

% Plaque doublement appuyée,

% Plaque encastrée,

» Aprés la lecture des données, le programme appelle deux sous-programmes, 1'un
trace le stratifié en 3D et I’autre trace le maillage du plan moyen;

» Ensuite, il appelle le sous-programme ‘elas’ qui calcule la matrice d’¢élasticité du
stratifié,

» En boucle sur chaque élément, le sous-programme ‘stifness’ calcule la matrice de
rigidité et le vecteur force élémentaire, et 1’autre ‘mass’ calcule la matrice masse

¢lémentaire; dans la méme boucle, la table ‘kloce’ permet d’assembler les entités

¢lémentaires calculées par les deux sous-programmes,
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>

En introduisant les conditions aux limites, les matrices de rigidité et de masse globale
sont modifiées en utilisant la technique des termes unités sur la diagonale,

Pour évaluer le vecteur solution, le systtme [K]{U}={F} est résolu par la méthode
de Gauss, directement par Matlab,

Apres avoir évaluer le vecteur solution, le programme appelle deux sous-
programmes : ‘strain’ pour calculer les déformation et ‘stress’ pour le calcul des
contraintes dans chaque ¢lément et dans chaque point de gauss,

Pour P’analyse modale, les fréquences propres, ainsi que les modes propres sont
évalués par la commande ‘eigs’ basée sur I’algorithme de Ritz pour la recherche des

premiéres valeurs et vecteurs propres du systeme [K]{Xi}=A4, [M]{Xi},

En Post-traitement, les informations suivantes sont affichées :
= La matrice d’élasticité du stratifiée,
= Les matrices de rigidité et de masse globale,
= Les déformations aux points de Gauss pour chaque ¢lément,
= Les contraintes aux points de Gauss pour chaque ¢lément,
= Les pulsations propres,

= Les modes propres de vibration,

» Simulation des résultats : a 1’aide du sous-programme ‘simul’

Afin de mieux exploiter les résultats, mentionnés précédemment, qui sont sous forme de

vecteurs et tableaux volumineux difficile a exploiter; Matlab dispose d’une interface

graphique de visualisation des résultats en dégradés de couleurs, cet outil de simulation

constitue un post-processeur pour une interprétation efficace des résultats.

» Finalement, le temps d’exécution ‘cputime’ s’affiche a chaque étape du programme
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Programme
Principal

A\ 4
Lecture de

A 4

Assemblage

A 4

Vsol

statique \
Cin ,, <P

Eigs
vibration

A 4

Simul
Affichage

Figure 3.2 Structure du programme (code de calcul)

Les carrés représentent les parties du programme principal;

Q Les cercles représentent les sous-programmes (scripts).
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CHAPITRE IV : RESULTATS ET DISCUSSIONS

IV.1 Introduction

Dans le cas de I’étude de comportement vibratoire des plaques stratifiées, 1’analyse la
plus complexe est celle des stratifiés constitués d’un empilement quelconque présentant des
couplages membrane-flexion, membrane-torsion et flexion-torsion. Dans le but d’effectuer
une étude qui tient en compte les différentes configurations de couplages, nous avons établi
un programme informatique permettant, par la méthode des €éléments finis, de calculer les
solutions propres (fréquences fondamentales et déformées modales) de vibration de ces
plaques. Le programme développé peut étre utilis€é pour 1’analyse des plaques minces ou
épaisses constituées d’un matériau isotrope ou composite anisotrope (2 base de fibres
unidirectionnelles de différentes orientations et diverses séquences d’empilement). Avant
d’utiliser ce programme, il est nécessaire d’effectuer une étude comparative afin de vérifier le
degré d’exactitude des résultats obtenus. Cette étude peut €tre établie en comparant les

résultats du programme aux ceux disponibles dans les littératures.

IVV.2 VValidation des résultats

Suivant les résultats disponibles, trois types de stratifiés peuvent étre examinés :

¢ Stratifié isotrope.
¢ Stratifié orthotrope.
¢ Stratifié croisé antisymétrique.

Ces stratifies présentent certains degrés de simplicité de facon que la solution exacte
peut facilement étre obtenue. La solution numérique est établie en discrétisant la plaque en un
nombre fini d’¢éléments quadrilatéres a 9 nceuds (16 éléments dans le cas des plaques carrées
et 18 ¢léments dans le cas des plaques rectangulaires). Les résultats sont présentés en termes

adimensionnels dans le but de faciliter I’étude comparative.

IV.2.1 Cas d’un stratifié isotrope
Dans cette section, deux types de plaques sont examingés :
¢ Plaque carrée mince d’un rapport épaisseur sur longueur h/a=0.01.

¢ Plaque carrée épaisse d’un rapport épaisseur sur longueur h/a=0.1.
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Nous ¢tudions le cas ou les deux plaques sont en appuis simples. Les conditions aux
limites s’écrivent :

V0=W0=ey=0

a x=0,
Up=Wp=06x=0 a y=0

a.
, d.

Le comportement ¢élastique d’un stratifi¢ isotrope est décrit par le module d’Young E et
le coefficient de Poisson v, il en résulte que les termes de couplage membrane-flexion/torsion
sont nuls.

Les caractéristiques mécaniques du matériau sont données, pour les deux types de

plaques, comme suit :

¢ Module d’Young : E=10920 N/m?
*  Module du cisaillement : G=4200 N/m?
¢ Coefficient de Poisson : v=0.3

¢ Masse volumique : p=0.1 Kg/m®

(a) Plague mince :
Dans le cas d’une plaque mince, les valeurs exactes des fréquences propres de vibration

peuvent facilement étre obtenues a partir de I’expression mathématique suivante [33] :

2
Oy = 5 (M +nz)1/E (4.1)
a P

Ou:
m et n sont respectivement les numéros de demi-onde suivant les directions X et y.
e . Eh’
D est la rigidité flexionnelle de la plaque, D = —————.
12(1-v7)

p, est la densité par unité de surface.

Les valeurs des fréquences propres adimensionnelles ®_ * = (p/Gh)'’* obtenues

par le programme développé et ceux calculées par la relation mathématique (4.1) sont

reportées dans le tableau 4.1. On remarque que les résultats du programme sont tres
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satisfaisants en les comparants aux résultats exacts. On note que I’erreur est estimée par

rapport aux valeurs exactes par I’expression suivante :

valeur numérique —valeur exacte

Erreur = 100
valeur exacte
Dmn™*
m n Présente étude | Solution exacte Erﬁeur
(4] (%)
1 1 1.0020 0.9632 4.0282
2 1 2.3490 2.4080 -2.4502
2 2 3.9330 3.8529 2.0790
3 1 4.6920 48161 -2.5768
3 2 6.1060 6.2604 -2.4663
o en rd/s

Tableau 4.1 : Fréquences propres adimensionnelles wyn* d’une plaque carrée en appuis
simples constituée d’un matériau isotrope avec v = 0.3, h/a=0.01

(b) Plague épaisse :

Dans le cas d’une plaque épaisse, il n’est pas possible de résoudre directement les
équations fondamentales des plaques stratifiées (Chapitre 2). La recherche des fréquences
propres nécessite d’utiliser des méthodes d’approximation. Sirinivas et ses collaborateurs [4]
ont trouvé une solution approchée basée sur la théorie d’¢lasticité tridimensionnelle
permettant de calculer les fréquences propres de vibration d’une plaque carrée épaisse en
appuis simples.

La comparaison entre les fréquences adimensionnelles o, * = o (ph’/G)"? obtenues
par le programme développé et ceux de référence [4] est présentée sur le tableau 4.2. On

constate que I’erreur maximale est a peut prés de 1’ordre 3.3 %.

Do’ Erreur

m n Présente étude Solution (%)
approchée [4]
1 1 0.0950 0.09315 1.9860
2 1 0.2300 0.22260 3.3243
2 2 0.3520 0.34207 2.9029
3 1 0.4280 0.41714 2.6034
3 2 0.5360 0.52391 2.3076
o en rd/s

Tableau 4.2 : Frequences propres adimensionnelles wn,* d’une plaque carrée en appuis
simples constituée d’un matériau isotrope avec v =0.3, h/a=0.1
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IVV.2.2 Cas d’un stratifie orthotrope

Un stratifié orthotrope est obtenu, soit a partir d’une seule couche de matériau
orthotrope, soit a partir d’un stratifie symétrique constitué de couches orthotropes dont les
axes principaux coincident avec les axes de référence du stratifié.

Nous considérons une plaque carrée de c6té a , constituée d’un stratifié orthotrope

[0°/90°]s dont les caractéristiques mécaniques sont données comme suit :

E]/EZZ 40. Glz/Ezz G13/E2: 0.6 ng/EzZ 0.5 Vi2= 0.25

Ces caractéristiques sont typiques a celles du composite Graphite/Epoxyde. Le choix de
E, et p est arbitraire a cause de I’adimensionnalité des résultats.
L’expression des fréquences propres, pour une plaque orthotrope simplement appuyée,

s’écrit [33] :

2
® =“—\/i[D”m4 +2(D,, + 2D, )m’n’ + D,n’*] 4.2)

mn 2

a S
Les six premiéres valeurs o,,* = o, (a2 /h\Jp/E, obtenues par la relation (4.2) ainsi

que les résultats du programme sont reportés dans le tableau 4.3. On note que pour un stratifié

orthotrope, les fréquences propres ne sont pas symétriques. (®27wz;) [33].

O’ Erreur

m n Présente étude | Solution exacte o/
(4] (%)
1 1 17.8570 18.891 -5.4735
1 2 31.7920 33.823 -6.0048
1 3 69.0660 66.079 4.5203
2 1 63.8140 68.637 -7.0268
2 2 69.9750 75.565 -7.3976
2 3 101.2080 96.363 5.0279
o en rd/s

Tableau 4.3 : Fréquences propres adimensionnelles omn* d’une plague carrée en appuis
simples constituée d’un stratifié orthotrope de séquence d’empilement [0°/90°]s
avec h/a=0.01

ENP 2007 - 45 -



Chapitre 4 Résultats et discussions

IV.2.3 Cas d’un stratifié croisé antisymétrique

Un stratifié antisymétrique est constitué de couches en nombre pair, dont la répartition
des épaisseurs est symétrique, et celle des orientations des fibres est antisymétrique par
rapport au plan moyen du stratifié. L’alternance [0°/90°]1 est souvent désignée par stratifié
croisé.

Nous considérons une plaque rectangulaire de dimension a=1 m et b=0.5 m, constituée

d’un stratifié croisé antisymétrique [0°/90°]t. Pour ce type de stratifié¢ nous avons :

A1s=A2%=0  B1,=B1s=B26=Bes=0 D16=D2c=0
Ax=A11 B2o=-B11 D2=D11

La plaque est constituée d’un matériau de caractéristiques mécaniques identiques a
celles du matériau présenté dans la section 4.2.2.

Dans le cas ou la plaque est en appuis simples, les conditions aux limites s’écrivent :

VoZWOZGy:O a x=0,a.

Up=Wp=0yx=0 a y=0,hb.

Dans ce cas, les fréquences propres de vibration peuvent étre obtenues a partir de la
relation mathématique suivante [33] :
B2
{[Du(m“ +R*n*)+2(D, +2D66)R2m2n2]—f(A3m4 +A2R4n4)} (4.3)

1

4
2 T
(")mn_ 4

psa

Avec :
A, =(AM* + AR n?)(Am® + A R’n*) — (A, + A,)’R’m’n’
Az = (Alz + As())z m* + AnRzmznz + A66R4n4

A3 = A66m4 + A“Rzmznz + (Alz + Asa)R4n4

Ou R est le rapport longueur sur largeur de la plaque, R=a/b.
Les valeurs des fréquences propres addimensionnelleso,,* = comn(a2 /hl\p/E,, pour un

rapport épaisseur sur longueur égal a 0.01, sont reportées dans le tableau 4.4. Un écart de 4%
au maximum peut étre remarqué en comparant les six premicres valeurs du programme aux

ceux obtenues par la relation 4.3.
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O’ Erreur
m n Présente étude | Solution exacte o/
1 1 51.3560 49.479 3.7935
2 1 66.8730 69.366 -3.5940
3 1 124.3720 119.521 4.0587
1 2 184.8410 189.590 -2.5049
2 2 202.2470 197.916 2.1883
3 2 216.3150 223.796 -3.3428

oen rd/s

Tableau 4.4 : Fréquences propres adimensionnelles mm,* d’une plaque carrée en appuis
simples constituée d’un stratifie croisé de sequence d’empilement [0°/90°]+
avec h/a=0.01

D’apres les résultats présentés sur les tableaux 4.1 a 4.4, il est certain que les résultats
obtenus par le programme développé sont acceptables. Ce qui permet d’utiliser ce programme

pour I’analyse vibratoire de toutes plaques composites a base de fibres unidirectionnelles.

I1VV.3 Applications

Dans cette section, I’ensemble des types de stratifiés étudi€és constitue une bonne
référence des stratifiés usuels. Assez souvent la réalisation des stratifiés est faite a partir des
couches qui ont les mémes caractéristiques (mémes constituants, mémes configurations
géométriques, mémes épaisseurs, etc.), mais ont des orientations différentes de leurs axes

principaux par rapport aux axes des références du stratifié.

IV.3.1 Influence de I’anisotropie du matériau E,/E,
Dans le but d’examiner I’influence de 1’anisotropie du matériau E;/E;. Nous
considérons une plaque rectangulaire de dimension a=2 m, b=1 m et h=0.4 , constituée d’un

stratifi¢ équilibré antisymétrique [30°/-30°]4r de caractéristiques mécaniques.

Glz/Ez = G13/E2 =0.6 ng/Ez =0.5 Vi2= 0.25

L’effet de 1’anisotropie du matériau sera examiné pour un rapport E;/E; varie de 3 a 40.
Ainsi, les conditions aux limites utilisées sont les conditions d’appuis simples, elles sont
données comme suit :

Up=Wp=6y=0 a x=0,a

Vo=Wp=0x=0 a y=0,b.
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La variation des quatre premiéres fréquences propres addimensionnelles o* = w+/ph’/E,

en fonction du rapport E1/E, est reportée sur la figure 4.1. Nous observons une croissance tres
rapide de * pour des valeurs de E1/E; appartenant a I’intervalle [3 10] (de I’ordre de 50%),
cette croissance devient par la suite lente et tende vers une valeur négligeable pour des
rapports E1/E; supérieurs a 40.

Cependant, la rigidit¢ de la plaque est proportionnelle au degré de I’anisotropie du
matériau qui la constitue. On constate d’apres la figure 4.1 que les plaques hautement

anisotropes sont structurellement plus rigides que les plaques faiblement anisotropes.

80 Mode 1 Mode 3
1251
7.5 120F
7.0+ 11.5-
1.0
5 st 5
1051
6.0
100
55- 951
1 1 1 L 1 L 1 L
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
EVE2 EVE2
15 Mode 2 . Mode 4
F 1501
11.0f H
L 1451
1051 L
140+
1001 L
i 1351
5 sk 5 I
i 130+
9.0 L
i 1251
851 L
i 120+
8.0 L L L L I I I |
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
EVE2 EVE2

Figure 4.1 : Influence de I’anisotropie du matériau E1/E; sur les quatre premieres fréquences
propres adimensionnelles o* d’une plaque rectangulaire constituée d’un stratifié équilibré

antisymétrique [30°/-30°] 47

IV.3.2 Influence du nombre de couches
Pour cette application, nous considérons le cas d’une plaque carrée d’un rapport
h/a=0.2 et constituée d’un stratifié antisymétrique. Nous examinons deux types de séquences
d’empilement différentes :
¢ Couches équilibrées [45°/-45°]q7
¢ Couches croisées [0°/90°],t

Ou n représente le nombre de pairs de couches constituant le stratifié.
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Pour chaque couche, les caractéristiques suivantes du composite verre—epoxyde sont

utilisées :
E;=46 GPa E,=10 GPa G1o=4.6 GPa v=0.31 p=2040 kg/m3

La plaque est supposée en appuis simples, les conditions aux limites sont les mémes que
celles utilisées dans la section 4.2.1.

En faisant varie le nombre de couches de 2 a 12 sans d’avoir changer 1’épaisseur totale
de la plaque (en change seulement 1’épaisseur des couches), la courbe de la premiére
fréquence propre ® qui en résulte est reportée sur la figure 4.2. On constate que
I’augmentation du nombre de couches, sauf pour le cas de passage de deux couches a quatre,
ne crée pas un grand changement sur la valeur de o (de ’ordre de 3%). La figure 4.2 indique
¢galement que les stratifiés équilibrés sont plus rigides que les stratifiés croisés. Ainsi, la
rigidité obtenue par un stratifi¢ équilibré constitu¢ de quatre couches est supérieure a celle

obtenue par un stratifié crois¢ d’un nombre de couches élevé.

3400 /‘/K (@)
3200

3000 - (b)
2800

Q
£ 2600 -
S 2400 -
2200 -
2000 -
1800 | L | L | L | L | L |
2 4 6 8 10 12
Nombre de couches

Figure 4.2 : Influence du nombre de couches sur la premiere fréquence propre  d’une
plaque carrée simplement appuyée (a) : couches équilibrées antisymétriques [45°/-45°]nt
(b) : couches croisées antisymétriques [0°/90°]r

Cependant, il est important de noter que les coefficients de rigidité en membrane A;;
ainsi que les coefficients de rigidité en flexion et en torsion Dj; sont indépendants du nombre

de couches et du type de stratifié. Par contre, le couplage membrane—flexion/torsion qui

provient des termes Bjj décroit lorsque le nombre de couches augmente.
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IV.3.3 Influence des orientations des fibres

Nous considérons une plaque rectangulaire d’une longueur a et d’une largeur b,
constituée d’un stratifi¢ antisymétrique de séquence d’empilement [6/-0/6/-0], ou 0 est I’angle
entre la direction des fibres est la direction du stratifié X, varié¢ de 0° a 90°. Pour ce type de

stratifié nous avons :

A16=A2=0 B11=B1,=B2>=Bes=0
D16=D26=0 F45=0

Les caractéristiques mécaniques, ainsi que les conditions aux limites sont les mémes
que celles utilisées dans la section 4.2.3. Par contre, le rapport h/a est pris égal a 0.05.
L’influence de I’angle 0 sur les fréquences propres de vibration sera examinée pour un rapport

alb égala 0.5, 1 et 2.

La variation de la premiére fréquence propre adimensionnelle ®* = wy/ph*/E,.10 en

fonction des orientations des fibres, pour les différents rapports a/b, est illustrée sur la figure
4.3. On remarque que la fréquence w* passe par un maximum pour 6=45° dans le cas de
a/b=1 et par 6=90° dans le cas de a/b=2, et sa variation est symétrique de part et d’autre de
ces valeurs. Par contre, dans le cas de a/b=0.5, I’allure de ®* passe par un maximum pour
0=0° et prend une forme symétrique de part et d’autre de cette valeur. La figure montre
¢galement que les valeurs extrémales de ®* sont atteintes pour des orientations confondues

avec les directions principales (0° et 90).

En outre, la figure 4.3 indique que les fréquences les plus élevées sont obtenues pour un
rapport a/b=2, les fréquences les plus basses sont obtenues pour un rapport a/b=0.5. En effet,

la fréquence propre augmente avec 1’augmentation du rapport a/b.
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Figure 4.3 : Influence de I’orientation des fibres 6 sur la premiere fréquence propre

adimensionnelle o* d’un stratifié équilibre [6/-6/6/-6].

D’aprés ce qui vient d’étre dit précédemment, on peut faire les conclusions suivantes :

e Pour un comportement plus rigide, on opte pour des plaques rectangulaires d’un
rapport a/b >1 et 6=90°.
e Pour un comportement plus flexible, on opte pour des plaques rectangulaires

d’un rapport a/b< 1 et 6=90°.

Enfin, on peut dire que le contrdle de la géométrie des plaques stratifiées et 1’orientation
des fibres permet d’augmenter la rigidité de ces plaques et par conséquent leur durée du

fonctionnement.
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Conclusion générale

Cette étude nous a permis, au moyen d’un programme élaboré, de voir :

Premierement : comment se comporte une plaque composite stratifiée en vibration
pour différents types de stratifiés, a savoir : isotrope, orthotrope croisé symétrique et
orthotrope croisé anti-symétrique.

Deuxiement : voir I’influence de certains parametres, a savoir I’anisotropie du
matériau, le nombre de couches et I’influence de I’orientation des fibres sur les premiéres
fréquences propres en vibration des plaques composites stratifiees.

Cette présente étude est limitée a I’étude des vibrations libres, mais pourrait étre

étendu en perspective pour I’étude en dynamique (vibrations forcées),...
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Annexes

Annexes

< Variation des coefficients et des modules en fonction de teta :

Considérons un pli unidirectionnel de fibres de carbone dont les propriétés élastiques sont
données par: E1=138 (Gpa); E2= 8,96 (Gpa); G12 =7,1 (GPa); v12 =0,30.

140 Variation des modules en foncion de teta
T T T T T T T
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Variation des Coeff en fonction de teta

1 T T T T T T T
% vyx(0) —
s nyx(0)
‘é nyx(6)
£ _
02— -
0 | | | | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14
tetae(rad)
— Coefficient de Poisson XY
— Coefficient de Poisson XZ
Coefficient de Poisson YZ
« Exemple fichier données
ANALYSE STATIQUE ET DYNAMIQUE DES PLAQUES COMPOSITES
DIMENSIONS DE LA PLAQUE
Longueur de la plaque.................. = 04
Largeur de la plague.................. = 02
Hauteur de la plaque.................. =0.004
Nombre de couches.........ccccveeernnn. =4

PROPRIETES MECANIQUES DU MATERIAU

n° epaisseur cote teta E1 E2
0.001 -0.0015 O 4e+010 1le+009 0.3

nul?2

nu2l Gl12 G23 G13
0.0075 6e+008 5e+008 6e+008
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n° épaisseur cote teta E1 E2 nul2 nu21 G12 G23 G13
2....... 0.001 -0.0005 90 4e+010 1e+009 0.3 0.0075 6e+008 5e+008 6e+008

n° epaisseur cote teta E1 E2 nul2 nu2l Gl12 G23 G13
3. 0.001 0.0005 90 4e+010 1e+009 0.3 0.0075 6e+008 5e+008 6e+008

n° épaisseur cote teta E1 E2 nul2 nu2l G12 G23 G13
4. 0.001 0.0015 0 4e+0101e+009 0.3 0.0075 6e+008 5e+008 6e+008

CONDITIONS AUX LIMITES

ANALYSE PAR ELEMENT FINIS
NOMBRE D'ELEMENTS.......c.ccoiii =
NOMBRE DE NOEUDS ........c.cccoiiiiiince, =25
NOMBRE DE DEGRES DE LIBERTE TOTAL........... =125

COORDONNEES DES NOEUDS:

NOEUD X Y

1. 0 0
2. 0.1 0
S 0.2 0
4. 0.3 0
5. 0.4 0
6. 0 0.05
T 0.1 0.05
< F 0.2 0.05
Q.. 03 0.05
10......... 04 0.05
11......... 0 01
12......... 0.1 01
13......... 02 01
14......... 03 01
15......... 04 0.1
16......... 0 015

17......... 0.1 015
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18......... 0.2 015
19......... 03 0.15
20......... 04 015
21......... 0 02

22......... 01 0.2
23......... 02 02
24......... 03 0.2
25......... 04 02

CONNECTIVITE DES NOEUDS:

ELEMENT NUMEROTATION
1o 12 38131211 6 7
2. : 34510151413 8 9
S » 11 12 13 18 23 22 21 16 17
b : 13 14 15 20 25 24 23 18 19

tracé du Maillage avec elements G9

0.2 g4 22 2 2 4
018
016
16 17 LI 19 20
0.14
3 4
012
Q.1 +2 i L 14
0.0z -
0.06 -
b 7 i 9 o
0.04
1 2
0.02
04 . & : 2, : 4 : &
a 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4



Equations fondamentales des plaques stratifiées :

o%u 0%u o%u o%v o%v
A11 = 2A16 ° Aee > A16 >+ (A, + Aee) A26 >
629 626? 82(9
Bll - 62? + 2816 o 9 Bse G 6;)( + Bl6 2y + (Bll + Bes) -+ Bze 2y =
OX OXoy oy OX OXoy oy
o0%u o%u, 0%v o%v
A16 8 2 (A12 + A66) axa; 26 ay + A66 2 26 axa; + A22 ayzo +
2 2 826? 0%0 0%0
Bls a—ggx"‘ (BlZ + Bes) 0 9)( + Bze o 6;( Bes zy + 2Dy . 22 2
OX OXoy oy OX OXoy oy
060, 0*w 89 0w, 00, 0%w,
Fos (—+ 0) F45( L 42 0)+F44(_y+ 20):0
OX ax OXoy oy oy
2 2 2 2 2
B aaxuz +2B 2 ;y Bes aayuzo + B aax\/zo + (BlZ Bse) SX;O B %yvzo
%0, 0%, 0%, 0°0 0’0
+ DHW+2D16 oy + D, ¥ + D16asz+ (D, + Des)ax—a;+
0%0 OW, ow
sy 5 2P0+ 50 ~Fua(0, + 22 =0
2 2 2 2 2 2
8, % (g, +B,) g T g Vo, og )T Vo, g Vo,
16 o 16 66 oxdy 26 8y2 66 o 26 x 8y 22 8y2
2 2 2 0%0 02 9 0%0
Dlea—élx"'(Dlz +D66)a O, + Dy 0 6} + Dy 2y 2D, —— Dzz—gy_
OX XAy oy Oxoy oy

oW, ow
F45 (Hx +8_X0) - F44 (Hy +6_y0) =0





