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Nomenclature : 
A   Matrice de mesures  
b      L’envergure 
c    La corde moyenne 
C coefficient aérodynamique, matrice de variance des colonnes de la 

matrice d’erreur 
D matrice d’intercorrélation entre les lignes de la matrice d’erreur  
m    La masse 
E   Matrice de variables aléatoires 
F
�

   Force extérieure s’exerçant sur l’avion 

AF
�

   Force aérodynamique totale s’exerçant sur l’avion 

TF
�

   Force totale de poussée ou de propulsion 

XAF
�

,
YAF
�

,
ZAF
�

  Forces aérodynamiques dans le repère XYZ 

XTF
�

,
YTF
�

, 
ZTF
�

  Forces de propulsion dans le repère XYZ 

g
�

   Accélération de la gravité 

zyx ggg ,,   Les composantes d’accélération dans le repère XYZ 

h   l’altitude    
kji ,,    Les vecteurs unitaires du repère XYZ 

zzyyxx III ,,   Les moments d’inerties de l’avion dans le repère XYZ 

xzyzxy III ,,   Les produits d’inerties de l’avion dans le repère XYZ 

ik    Constante de la surface de Slotine 
K   Matrice de gain du filtre de Kalman 
l     La longueur de l’aile   
L   Moment de roulée 
M   Moment de tangage 

tM    Moment total de l’avion 

N   Moment de lacet 

in    Degré relatif de la variable a commandée  

q    Pression dynamique 
U, V, W  Les composantes de vitesse dans le repère XYZ 
U, V   Matrices résultante de la décomposition en valeurs singulières.  
P, Q, R  Les composantes de vitesse de rotation dans le repère XYZ 
P   Matrice de covariance de l’erreur  

),( txp    Fonction de densité de probabilité  
Q(t), R(t)  Matrices de covariance du bruit 
cm   Centre de masse de l’avion 
r
�

 Vecteur distance connectant le centre de masse a un élément de masse          
de l’avion 

r ′�  Vecteur distance connectant l’origine de X΄Y΄Z΄ avec un élément de 
masse de  l’avion 

Pr
�

 Vecteur distance connectant l’origine de X΄Y΄Z΄ avec le centre de 
masse de l’avion  

Re   Nombre de Reynolds 

NR    Le rayon méridien de courbure 

ER    Le rayon transversal de courbure 



S   Surface de glissement  

V
�

   Vitesse apparente de l’avion 
v    Volume 

PV
�

    Vitesse du centre de masse de l’avion 
x, y, z   les composantes de r

�
 dans le repère XYZ 

XYZ   Repère lié a l’avion 
X΄Y΄Z΄  Repère normal terrestre 

aaa ZYX   Repère aérodynamique 

zyx ′′′ ɺɺɺ ,,   Les composantes de vitesse dans le repère X΄Y΄Z΄ 
X   Vecteur d’état 
x̂    Vecteur d’état estimé  
^

x    Moyenne du vecteur d’état 
y   vecteur de sortie   
z   vecteur des mesures  
ω�    Vitesse de rotation de l’avion 
α   Angle d’incidence ou d’attaque 
β   Angle de dérapage 
δ   La surface de déflection des actionneurs 

Aρ    Densité de l’air 
λ   Latitude 

aλ    Allongement d’une aile 

µ   Longitude 
φ   Azimut aérodynamique 
θ   Pente aérodynamique, vecteur des paramètres  
ψ   angle de gile aérodynamique 

XC    Coefficient aérodynamique de la force de traînée 

YC    Coefficient aérodynamique  de la force latérale 

ZC    Coefficient aérodynamique  de la portance 

lC    Coefficient aérodynamique du moment de roulée 

mC    Coefficient aérodynamique du moment de tangage  

nC    Coefficient aérodynamique du moment de lacet 
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Introduction générale :  
 
Avec le développement des avions, de nouveaux besoins d’automatisation sont 

apparus et concernent notamment l’autopilotage. Ce dernier permet de générer, d’une manière 

autonome, la navigation de l’avion à partir de trajectoires de vol prédéfinies et de stabiliser 

l’avion quelque soit les conditions de vol.  

 
La synthèse de lois de guidage est d’autant plus difficile que l’on ne peut ignorer 

l’importance des fortes non linéarités et les couplages existants dans la dynamique des avions. 

De plus, le mouvement de l’avion est gouverné par des forces et moments aérodynamiques 

variables dans le temps et nécessite une opération d’estimation en temps réel afin d’adapter 

l’autopilote aux différentes situations de vol. Donc il s’agit d’aller bien au delà des techniques 

issues de l’automatique linéaire afin de conférer aux systèmes de pilotages des performances 

accrues.  

 
Dans ce travail nous allons nous intéresser à l’identification et la commande non 

linéaire d’un avion. Le présent projet est organisé en trois chapitres : 

 

1) Le premier chapitre concerne la modélisation non linéaire sous forme MIMO de l’avion. 

Une mise en équation de cette dynamique est faite a travers une représentation d’état. 

 
2) Le second chapitre concerne l’estimation du vecteur d’état et des coefficients 

aérodynamiques à travers deux méthodes d’identification. La première qui est le filtre de 

Kalman étendu permet, a partir d’un modèle spécifique, d’estimer les grandeurs physiques 

manquantes a partir d’une série de mesure effectuées sur l’avion. La deuxième méthode qui 

est le ″Total Least squares″ permet d’estimer les coefficients aérodynamiques.      

 
3) Le troisième chapitre concerne la commande non linéaire d’un avion à travers la 

commande par mode glissant. 
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Introduction :  
 

Dans ce chapitre, les équations générales du mouvement d’un avion rigide seront 

données ainsi que les systèmes de coordonnées où sont écrites. Ces deux parties constituent 

les bases de la mécanique de vol. Il faut toute fois signaler que tout au long de ce chapitre des 

hypothèses seront prises en compte afin de réduire la complexité des équations. 

  
I-  Systèmes de coordonnées : 
 

Les équations mécaniques ont besoin pour être appliquées, de la définition d’un repère 

Galiléen qui est nommé aussi repère inertiel [1]. La définition de d’autres repères relatifs au 

repère inertiel est possible pour permettre une écriture des équations générales relativement 

aisée. On peut définir plusieurs repères relatifs seulement il faut choisir les plus utiles afin de 

donner aux équations une forme plus attractive. Une fois cette étape franchie, le passage d’un 

repère à un autre ce fait a travers des matrices de transformation qui sont en fonction des 

angles solides exprimant les positions de l’un par rapport a l’autre. Ces derniers vont nous 

permettre plus tard de modéliser les efforts externes [1].      

     
Repère inertiel ooo ZYOX :  

• l’origine O est le centre de la terre. 

• oOZ est orienté suivant la verticale ascendante. 

• oOX  et oOY  sont deux directions orthogonales choisies dans le plan horizontal. 

La figure ci-après montre le repère inertiel lié rigidement à la terre.  

 
 

Figure 1.1: repère inertiel [1] 
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Trièdre normal terrestre OX΄Y΄Z΄: 

Ce repère est lié aussi à la terre, seulement son origine est un point fixe par rapport à la 

terre et l’axe OŹ est orienté suivant la direction descendante. Le plan X΄Y΄ est tangent à la 

surface de la terre [1].   

 
Trièdre avion OXYZ:  

Ce trièdre est lié rigidement à l’avion. 

• l’origine O est située dans le plan de symétrie de l’avion qui peut être le centre de 

gravité. 

• les axesOX  et OZ  sont deux directions choisies dans le plan de symétrie. 

• OY  est orienté positivement vers la droite. 

 
Ce repère est utilisé pour exprimer les forces de propulsions et les moments [2]. 

 
Trièdre aérodynamique aaa ZYOX :  

Ce trièdre est lié à la vitesse de l’avion. 

• est un point fixe de l’avion (généralement le centre de l’avion). 

• aOX est porté par la vitesse dans le sens positif. 

• aOZ situé dans le plan de symétrie de l’avion. 

• aOY est situé arbitrairement dans le plan complexe 

 
Ce trièdre est utilisé pour exprimer les forces aérodynamiques. Son orientation  n’est 

pas liée rigidement à l’avion mais plutôt à la vitesse.   
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II- Positions relatives des trièdres et matrices de passage associées :  
 

 
 

Figure 1.2 : les coordonnées relatives [23] 
   
  

1)-position du trièdre aérodynamique par rapport au trièdre avion :  

Pour exprimer les coordonnées du trièdre aérodynamique dans le repère de l’avion on 

utilise deux angles. 

-l’angle d’incidence α : c’est l’angle que fait l’axe OX avec le plan aaYX du repère 

aérodynamique. L’incidence est positive si la projection du vecteur vitesse sur l’axe OZ  est 

positive. 

-l’angle de dérapage β : c’est l’angle que fait aOX avec le plan de symétrie XZ  de l’avion. 

Cet angle est positif si la projection du vecteur vitesse sur l’axe OY  est positive. 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 1.3: position du trièdre aérodynamique par rapport au trièdre avion [18] 
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La matrice de passage entre les deux repères s’écrit comme suit : 

































−

−−
=

















a

a

a

Z

Y

X

Z

Y

X

αβαβα
ββ

αβαβα

cossinsincossin

0cossin

sinsincoscoscos

                     (1.1) 

 
2)-position du trièdre aérodynamique par rapport au trièdre normal terrestre porté par l’avion :  

Pour exprimer la position du repère  aérodynamique par rapport au repère terrestre on 

a recours généralement aux angles d’Euler. 

 
Soit le ''' zyOx  un trièdre auxiliaire confondu avec le trièdre normal terrestre 

OX΄Y΄Z΄. Ce trièdre est amené a coïncidé avec le trièdre aérodynamique a l’aide de trois 

rotations successives : 

• une première rotation (angle θ) autour de l’axe OŹ amène 'Ox  en position hOx  dans 

le plan vertical contenant aOX  (plan ZXa ′ ) 'Oy  vient alors en hOy . 

• une deuxième rotation (angle φ) autour de hOy  amène l’axe 'Ox  de la position hOx  à 

la position aOX . 

• une troisième rotation (angle ψ) autour de l’axe aOX  amène l’axe 'Oy  de la position 

hOy  à a position aOY . 

 
Les  angles φ, θ et ψ sont positifs si ces rotations sont effectuées dans le sens positif 

des rotations. Ces angles portent respectivement les noms d’azimut aérodynamique, de pente 

aérodynamique et angle de gile aérodynamique. 

 
La matrice de passage du repère aérodynamique au repère terrestre se traduit comme suit : 
 

)2.1(

coscoscossinsinsincossinsinsincoscos

sincoscossincossinsinsincoscossin

sincossincoscos

















′
′
′

















+−+
++−

−
=

















Z

Y

X

Z

Y

X

a

a

a

ψϕψϕθψθψϕθψθ
ψϕψϕθψθϕθψθ

ϕϕθϕθ
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3)-Position du trièdre avion par rapport au trièdre normal terrestre porté par l’avion : 

 

 
 

Figure 1.4: Position du trièdre avion par rapport au trièdre terrestre [18]  
 

Soit le trièdre auxiliaire ''' zyOx  confondu avec le trièdre normal terrestre, amener en 

coïncidence avec le trièdre avion à l'aide de trois rotations successives (voir figure 1.4) : 

- une première rotation (angle ψ) autour de l'axe oOz  amène Ox́  a la position hOx dans le 

plan vertical passant par Ox (plan Oxz) et oOy  a la  position hOy . 

- une deuxième rotation (angle θ) autour de hOy  amène l'axe oOx de la position hOx  à la 

position OX, 

- enfin une dernière rotation (angle φ) autour de OX amène l'axe oOy  de la position hOy  à 

la position OY. 

La matrice de passage est la suivante : 

















=
















O

O

O

Z

Y

X

R

Z

Y

X

                                                       (1.3) 

Avec  

















+−+
++−

−
=

ϕθϕθψϕψϕθψϕψ
ϕθϕθψϕψϕθψϕψ

θθψθψ

coscoscossinsinsincoscossincossinsin

sincossinsinsincoscossinsincoscossin

sincossincoscos

R  
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III- Modélisation de l’avion :  
 
III- 1- Dérivation des équations du mouvement : 

Pour cette partie, la deuxième loi de newton sera appliquée. Cette loi, exprime la 

dérivée temporelle des moments linéaires et angulaires, fonction de la somme des forces et 

des moments extérieurs respectivement. 

∫∫∫ +=
SAV A dSFdVgdV

dt

rd

dt

d
V 

' ρρ                                   (1.4) 

∫∫∫ ×+×=×
SAV A dSFrdVgrdV

dt

rd
r

dt

d
''

'
'

V 
ρρ                          )5.1(  

 
La masse totale de l’avion est donnée par la formule suivante : 

∫=
V

AdVm ρ                                                           )6.1(  

On suppose que la variation de masse de l’avion est faible : 

0≈
dt

dm
. 

Cette supposition est valable si seulement la variation de la masse est faible par 

rapport a une période de temps de 30 a 60 secondes [3]. Cette période de temps représente la 

durée de temps nécessaire pour l’évaluation des réponses de l’avion [3]. Si la variation de 

masse est environ 5% de la masse initiale de l’avion après 60s, alors l’hypothèse faite au 

départ est acceptable. Autre supposition tout aussi importante que la dernière, la constance de 

la distribution de masse avec le temps. Cette supposition nous permet, d’une part, de négliger 

les petites variations de distribution de masse engendrées par le mouvement du combustible 

dans le réservoir et d’autre part d’affirmer que le centre de masse de l’avion ne ce déplace pas 

pendant une durée de temps de 60s [3]. 

 

 
Figure 1.5: repère terrestre et repère lié a l’avion [3] 

 



Chapitre I                                                                               Modélisation Physique de L’avion 

 12 

Le système de coordonnés OXYZ lié au centre de masse de l’avion (cm) 

rrr p +='                                                             )7.1(  

 
Comme P est le centre de masse, alors la relation suivante est vérifiée :  

0=∫V A dVrρ                                                            )8.1(  

 
Comme conséquence de cette dernière relation, on peut écrire : 

∫=
V Ap dVr

m
r '

1' ρ                                                        )9.1(  

 
Maintenant, on peut réécrire le premier terme de l’équation (1.4) : 

( )

dt

Vd
m

dt

rd
m

dVrr
dt

d

dVr
dt

d
dV

dt

rd

dt

d

p

p

V pA

V AV A

=

=

+=

=

∫

∫∫

2

'2

'
2

2

2

2

'
'

ρ

ρρ

 

Où 

dt

rd
V P

P

'

=                                                            )10.1(  

PV  représente la vitesse du centre de masse de l’avion. 
 
Le second terme de l’équation (1.4) peut être développer comme suit :  

TASA FFgmdSFdVg ++=+ ∫∫V 
ρ

                                    )11.1(  

Avec AF  la force totale  aérodynamique et TF  la force totale de poussée. En combinant les 
deux équations (1.10) et (1.11), l’équation (1.4) devient : 

TA
P FFgm

dt

Vd
m ++=

                                             )12.1(  
L’étape suivante est de développer l’équation (1.5). La substitution de l’équation (1.7) dans 
l’équation (1.5) et en prenant en considération les équation (1.4) et (1.9) on aura : 

∫ ∫ +=×=×
v Ts AA MMdsFrdv

dt

dr
r

dt

d ρ                               )13.1(  

Où AM représente le moment aérodynamique total et TM  le moment de propulsion total.  
 

Afin d’éliminer les intégrales dépendantes du temps, un changement de repère sera 
opéré pour passer des coordonnées du système ''' ZYX (repère terrestre) aux coordonnées du 
système  XYZ (repère avion). Néanmoins, un problème se pose, le repère XYZ est un repère 
non inertiel, les lois de Newton ne s’appliquent pas. Pour palier à ce problème, on a recoure a 
la transformation géométrique suivante: 
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� �
AAA

t

A

dt

Ad

XYZrepere
ZYX
fixerepere

×+=×+
∂
∂= ωω ɺ

'''                               )14.1(  

Avec A  un vecteur quelconque et ω  le vecteur de vitesse angulaire du repère XYZ par 
rapport au repère X’Y’Z’ ou bien le vecteur de vitesse angulaire de l’avion par rapport à la 
terre. Cette dernière relation va être appliquée pour les deux équations (1.12) et (1.13). 
Pour (1.9) : 











×+

∂
∂= P

PP V
t

V
m

dt

Vd
m ω

                                            )15.1(  
Donc  

TAP
P FFgmV
t

V
m ++=









×+

∂
∂ ω                                       )16.1(  

 
Pour l’équation (1.13) : 

( )
( ){ }∫

∫

∫∫
××+×+×+×=

=×+×=×=×
v

v A

v Av AA

dvrrrrr

dvrr
dt

d
rdv

dt

rd
rdv

dt

rd
r

dt

d

ρωωωω

ρωρρ

ɺɺɺɺ

ɺ

2

2

2

                )17.1(  

 
A travers l’hypothèse du corps rigide et que l’avion ne possède pas d’hélice tournante alors 

0== rr
�
ɺɺ

�
ɺ  et l’équation (1.13) devient : 

( ){ } Tv AA MMdvrrr +=××+××∫ ρωωω �����
ɺ

�
                          )18.1(  

 
Les équations écrites précédemment sont sous forme vectorielle et ne sont pas 

exploitable directement pour l’étude de la dynamique de l’avion d’où la nécessité de projeter 

ces équations dans les trois axes. Soient les vecteurs ketji
���

,  trois vecteurs unitaires portés par 

les axes X, Y et Z respectivement. La projection de l’équation (1.16) sur ces trois axes se 

traduit comme suit : 

xx TAx FFmgWQVRUm ++=+− )( ɺ                                    )19.1( a  

yy TAy FFmgWPURVm ++=−+ )( ɺ                                    )19.1( b  

zz TAz FFmgVPUQWm ++=+− )( ɺ                                    )19.1( c  

 
En ce qui concerne l’équation (1.18), la projection ne peut pas être faite directement à 

cause des intégrales volumiques. Un développement de cette équation s’impose pour la rendre 

un peu plus maniable. En commence par le premier terme de l’équation (1.18) : 

( ){ } ( ) ( )
( ) ( )

��� ���� ��

��������

�
ɺ

�����
ɺ

�����
ɺ

�

0=

∫∫

∫∫∫
⋅×−⋅×+

+⋅−⋅=××+××

v Av A

v Av Av A

dvrrdvrr

dvrrdvrrdvrrr

ρωωρωω

ρωρωρωωω
          )20.1(  
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Ensuite, on développe quelques termes de l’équation (1.20) : 

( ) ( ) ( )∫∫ ++++=⋅
v Av A dvzyxkRjQiPdvrr ρρω ²²²

�
ɺ

�
ɺ

�
ɺ���

ɺ  

et 

( ) ( )( ) dvRzQyPxkzjyixdvrr AvAv
ρρω ∫∫ ++++−=⋅− ɺɺɺ

����
ɺ

��
 

 
La substitution de ces deux équations dans l’équation (1.20) donne ce qui suit : 

( )[ ]
( )[ ]
( )[ ]kdvzyQdvzxPdvyxR

jdvyzRdvyxPdvzxQ

idvxzRdvxyQdvzyP

v Av Av A

v Av Av A

v Av Av A

�
ɺɺɺ

�
ɺɺɺ

�
ɺɺɺ

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

−−+

+−−+

+−−+

ρρρ

ρρρ

ρρρ

²²

²²

²²

                       )21.1(  

 
Les intégrales volumiques dans l’équation (1.21) font référence aux moments et produits 

d’inertie. Les symboles utilisés pour ces intégrales sont les suivants : 

( )
( )
( ) )22.1(

)22.1(

)22.1(

²²

²²

²²

c

b

a

IIdvzyIIdvzxIdvyx

IIdvyzIIdvyxIdvzx

IdvzxIdvyxIdvzy

yzzyv Axzzxv Azzv A

zyyzv Axyyxv Ayyv A

xzv Axyv Axxv A

=====+

=====+

===+

∫∫∫
∫∫∫
∫∫∫

ρρρ
ρρρ

ρρρ
 

 

 
 

Figure 1.6 : définition des variables de mouvement [3] 
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L’équation (1.21) peut être réécrite comme suit : 

( ) ( ) ( )kIQIPIRjIRIPIQiIRIQIP yzxzzzyzxyyyxzxyxx
ɺɺɺ

�
ɺɺɺ

�
ɺɺɺ −−+−−+−−           )23.1(  

 
Le troisième terme de l’équation (1.20) devient : 

( ) ( ) ( )( ){ }
( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ]kPRIQRIPQIPQII

jPQIQRIRPIPRII

iRQIIPQIQRIPRI

dvRzQyPxkRjQiPkzjyixdvrr

yzxzxyxxyy

yzxyxzzzxx

yyzzxzyzxy

v AvA

�

�

�

����������

−+−+−

++−−+−

+−+−−+

=++++×++=⋅×∫ ∫

²²

²²

²²

ρρωω

    )24.1(  

 
En général, les avions sont symétriques par rapport au plan XZ ce qui implique que les 

produits d’inertie yzI et xyI sont nuls. En utilisant les expressions (1.23) et (1.24), la projection 

de l’équation (1.18) se traduit par les équations suivantes : 

( ) TAyyzzxzxzxx LLRQIIPQIRIPI +=−+−− ɺɺ                                  )25.1( a  

( ) ( ) TAxzzzxxyy MMRPIPRIIQI +=−+−+ ²²ɺ                                )25.1( b  

( ) TAxzxxyyxzzz NNQRIPQIIPIRI +=+−+− ɺɺ                                  )25.1( c  

 
Les équations (1.19) et (1.25) forment les six équations différentielles du mouvement.   
 
III-2- Equations cinématiques : 

Il est maintenant possible de connaître la trajectoire de vol de l’avion par rapport au 

repère terrestre a travers la connaissance d’une part, des composantes de vitesse U,V et W 

dans le repère lié a l’avion et d’autre part, les trois angles d’Euler. Cela est possible après 

l’établissement des relations entre les composantes de vitesse U, V et W dans le repère XYZ 

et les composantes zetyx ′′′ ɺɺɺ , dans le repère X’Y’Z’. Puisque 111 ZYX  est parallèle a X’Y’Z’, 

alors nous avons : 

 
 

Figure 1.7: orientation de l’avion avec les angles d’Euler [3] 
 



Chapitre I                                                                               Modélisation Physique de L’avion 

 16 

zWyVxU ′=′=′= ɺɺɺ 111                                             )26.1(  
 

En se référant à la figure (1.7), il est possible de vérifier que les relations existant entre 

111 ,, WVU   et 222 ,, WVU  : 































 −
=

















2

2

2

1

1

1

100

0cossin

0sincos

W

V

U

W

V

U

ϕϕ
ϕϕ

                                      )27.1(  

 
De même, on peut trouver des relations reliant les composantes 222 ,, WVU  et 333 ,, WVU  : 

































−
=

















3

3

3

2

2

2

cos0sin

010

sin0cos

W

V

U

W

V

U

θθ

θθ
                                     )28.1(  

 

Enfin, on peut relier les composantes 333 ,, WVU  avec WVU ,, par les relations suivantes : 

































−=
















W

V

U

W

V

U

ψψ
ψψ

cossin0

sincos0

001

3

3

3

                                     )29.1(  

 
En combinant les équations (1.27), (1.28) et (1.29) on aboutit à la relation suivante : 

)30.1(

cossin0

sincos0

001

cos0sin

010

sin0cos

100

0cossin

0sincos

1

1

1

































−
















−













 −
=

















′
′
′

=
















W

V

U

z

y

x

W

V

U

ψψ
ψψ

θθ

θθ
ϕϕ
ϕϕ

ɺ

ɺ

ɺ

 

 
 La dernière relation relie les composantes de vitesse dans le repère terrestre X΄Y΄Z΄ 

aux composantes de vitesse dans le repère lié à l’avion XYZ. 
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Figure 1.8 : les composantes de vitesses linéaires et angulaires [3] 
 

  
La trajectoire de vol peut être déterminée par l’intégration des équations (1.30), il faut 

seulement connaître à chaque instant les angles d’Euler. Cependant, ces derniers sont eux-

mêmes dépendant du temps et doivent être déterminés a travers d’autres relations. Pour 

déterminer ces relations on exploite l’idée que la dérivée temporelle des angles d’Euler 

dépende des vitesses angulaires P, Q et R. on a : 

ψθϕω
�
ɺ

�
ɺ

�
ɺ

���� ++=++= kRjQiP                                       )31.1(  
  
A partir de la figure (1.7), on a : 

21 kk ϕϕϕ ɺɺ
�
ɺ ==                                                      )32.1(  

32 jj θθθ ɺɺ
�
ɺ ==                                                       )33.1(  

ii
�
ɺɺ

�
ɺ ψψψ == 3                                                        )34.1(  
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 En substituant les équations (1.32) et (1.34) dans l’équation (1.31) : 

ijk
�
ɺɺɺ

� ψθϕω ++= 32                                                  )35.1(  

 
On a les relations suivantes : 

( )kjikik ψψθθθθ cossincossincossin 332 ++−=+−=
��

                )36.1(  

kjj
��

ψψ sincos3 −=                                               )37.1(  

 
En remplaçant les équations (1.36) et (1.37) dans la l’équation  (1.35), on obtient : 

( ) ( ) ( )kji
�

ɺɺ
�

ɺɺ
�
ɺɺ

� ψθψθϕϕθψθϕψϕθω sincoscoscossincossin −++++−=        )38.1(  
 

Par identification avec les termes de l’équation (1.31), on tire les équations suivantes : 

θϕψ sinɺɺ −=P                                                       )39.1( a  

ψθϕψθ sincoscos ɺɺ +=Q                                            )39.1( b  

ψθψθϕ sincoscos ɺɺ −=R                                             )39.1( c  
 

Ce qui nous permet de tirer les équations de ψθϕ ɺɺɺ et,  comme suit: 

θϕθϕϕ tancostansin RQP ++=ɺ                                    )40.1( a  

ϕϕθ sincos RQ −=ɺ                                                  )40.1( b  

( ) θϕϕψ seccossin RQ +=ɺ                                            )40.1( c  
 
Avec des méthodes d’intégrations numériques, on peut déterminé les variables φ, θ et ψ. 

 
III-3- Les composantes de la force gravitationnelle : 
 
En se référant a la figure (1.6), le vecteur d’accélération gravitationnelle s’écrit comme suit : 

kgjgigkgkgg zyx ++==′= 1

��
                                    )41.1(  

 
De plus, les composantes du vecteur d’accélération gravitationnelle peuvent s’écrire en 

fonction des angles d’Euler en reconnaissant que 21 kk = . Dans l’équation (1.36), 2k  est 

exprimé en fonction de ketji
���

, donc nous avons : 

( ) ( ) ( ) kgjgigkgjgig zyx

������
++=++− θψθψθ coscoscossinsin             )42.1(  

 
Ce qui donne : 

θsinggx −=                                                         )43.1( a  

θψ cossingg y=                                                       )43.1( b  

θψ coscosggz=                                                      )43.1( c  
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III-4- Réécriture des équations : 
 
Les équations de forces : 

xx TA FFmgWQVRUm ++−=+− θsin)( ɺ                                   )44.1( a  

yy TA FFmgWPURVm ++=−+ θψ cossin)( ɺ                               )44.1( b  

zz TA FFmgVPUQWm ++=+− θψ coscos)( ɺ                              )44.1( c  

 
Equations des moments : 

( ) TAyyzzxzxzxx LLRQIIPQIRIPI +=−+−− ɺɺ                               )45.1( a  

( ) ( ) TAxzzzxxyy MMRPIPRIIQI +=−+−+ ²²ɺ                             )45.1( b  

( ) TAxzxxyyxzzz NNQRIPQIIPIRI +=+−+− ɺɺ                              )45.1( c  

 
Les équations cinématiques : 

θϕθϕϕ tancostansin RQP ++=ɺ                                   )46.1( a  

ϕϕθ sincos RQ −=ɺ                                                    )46.1( b  

( ) θϕϕψ seccossin RQ +=ɺ                                             )46.1( c  
 

Les équations de (1.44) jusqu'à (1.46) sont des équations générales du mouvement 

d’un avion quelconque. Pour chaque type d’avion, des hypothèses sont faites afin de réduire 

la complexité de ces équations. De plus, les forces et les moments dans les équations (1.44) et 

(1.45) n’ont pas été développés en fonction des variables du mouvement et des coefficients 

aérodynamiques, ceci fera l’objet du paragraphe suivant.   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Chapitre I                                                                               Modélisation Physique de L’avion 

 20 

IV -Aérodynamique : 
 
IV -1- Définitions géométriques : 
 

Aile : c’est la portion d’un avion destiné à fournir la sustentation [4]  

 
 

Figure 1.9 : aile d’avion [4] 
 

Les ailes, possèdent généralement un plan de symétrie vertical comme représenté sur 

la figure 1.9.  La longueur des ailes b est appelée envergure. 

 
Aile nue : c’est l’aile de l’avion toute en entière sans discontinuité et sans changement 
d’envergure [4]. Cette aile est  schématisée ci-dessous à droite : 
 

 
 

Figure 1.10 : caractéristiques géométriques d’une aile [4] 
 

On appelle la surface S la surface de l’aile nue. 
 
Corde : une corde est tout segment de droite, parallèle au plan de symétrie et reliant le bord 

d’attaque au bord de fuite [4]. Une corde de référence est une corde fixée en grandeur et en 

position et sert à définir le centrage. 
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Figure 1.11 : définition de la corde [4] 
 
Centrage : distance suivant 1x  entre le centre de gravité de l’avion G et le bord d’attaque. 

L’allongement aλ : donnée par la formule suivante : 

S

b
a

²=λ                                                          )47.1(  

 
Le dièdre δ : est l’angle que fait une demi-aile avec la normale au plan de symétrie. Il est 
souvent faible, nul ou bien inférieur a 10°. 

 
Figure 1.12: définition du dièdre [4] 

 
Profil : le profil d’aile est la ligne obtenue par l’intersection de l’aile avec un plan parallèle au 
plan de symétrie [4]. 

 
Figure 1.13: le profil d’une aile [4] 

 
Ligne moyenne et squelette :  

On appelle ligne moyenne, la ligne obtenue en joignant le milieu des segments de 

droites perpendiculaires à OX, limitée par les deux cotés du profil [4]. 
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Figure 1.14 : ligne moyenne et squelette [4] 
  
 

Le squelette est la ligne à partir de laquelle est construit le profil, en portant 

perpendiculairement, de part et d’autre, des segments de longueur égale à ceux d’un profil 

symétrique, pour chaque valeur considérée de l’abscisse [4].  

 
IV -2- Caractéristiques aérodynamiques : 

Les caractéristiques aérodynamiques d’un corps sont fondamentalement décrites par 

des coefficients des forces et des moments [5]. Dans ce qui suit, on va essayé d’exprimer les 

grandeurs physiques (forces et moments) en fonction de ces coefficients. 

 
a)- Coefficients de forces : 
 

L’équation de dimension pour une force aérodynamique est proportionnelle à ρ, V² et 

à S [4]. Donc, on peut écrire la force aérodynamique sous la forme suivante : 

²
2
1

SVCF ρ=                                                          )48.1(  

Le coefficient C, qui est affecté de l’indice correspondant à l’axe auquel se rapporte la 

force qui est dans notre cas les axes du repère lié a l’avion, est un nombre sans dimension. Il 

dépend de : 

• la forme du corps 

• la rugosité de la surface 

• la position du corps (incidence et dérapage) 

• les effets de viscosité (le nombre de Reynolds) et de compressibilité (le nombre de 

Mach) 

• la turbulence de l’écoulement    

• les surfaces de déflections rea etδδδ , . 

• Des composantes des vitesses de translation et de rotation 
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Donc  
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b)-Coefficients de moments : 

D’une manière semblable aux forces, un moment aérodynamique s’écrit sous la forme 

suivante : 

�
référencedevolume

t VC ϑρ ².
2

1
.=Μ                                       )49.1(  

 

Le coefficient C, également sans dimension, est affecté d’indices correspondant aux 

divers axes  du repère lié à l’avion et dépend aussi des mêmes paramètres cités au paravent. 
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c
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,,
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Les fonctions existant entres ces variables et les coefficients aérodynamiques (de 

forces ou de moments) peuvent être exprimées par un développement en série de Taylor au 

tour de l’origine d’ordre 1. 

 
IV -3- Développement des forces :  
a)- Portance ZF : 

En tout point de l’avion, ils existent : 

-une force de pression normale. 

-une force tangentielle. 

La force globale de portance ZF obtenue par la somme des projections sur l’axe Z des 

forces exerçant sur l’avion : 

²
2
1

SVCF ZZ ρ=                                                    )50.1(  
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Influence de l’incidence : 

 

L’évolution de ZC en fonction de l’incidence α est donnée dans la figure suivante  

 
Figure 1.15 : évolution ZC  de fonction de l’incidence α (i dans la figure) [4] 

  
Le ZC évolue linéairement pour des valeurs de α comprises entre -12° et 15°. Ces 

valeurs  représentent les angles normaux de vol. il est caractérisé par : 

- la valeur de l’angle d’attaque nulle 0α  

- la pente 
α∂

∂ ZC
 

- les optimums du coefficient ZC  
 
b)- Traînée : 
La force de traînée est obtenue par la sommation des projetions sur l’axe X des forces 
normales et les forces tangentielles (forces de frottements). Elle est sous la forme suivante : 

²
2
1

SVCF XX ρ=                                                   )50.1(  

 
Influence de l’incidence sur XC  : 

L’évolution de XC  en fonction de l’angle d’attaque α est donnée dans la figure suivante : 

 
Figure 1.16 : évolution XC  de fonction de l’incidence α (i dans la figure) [4] 
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c)- Force latérale YF  : 

 La force YF est obtenue par la sommation des projetions sur l’axe Y des forces 
normales et les forces tangentielles (forces de frottements). Elle est sous la forme suivante : 

²
2
1

SVCF YY ρ=                                                      )51.1(  

 
IV -4- Développement des  moments : 
 
a)- Moment de tangage M: 

Les forces de pression et de frottement provoquent, par rapport au centre de masse de 

l’avion, un moment de tangage. Son expression est la suivante : 

cSVCM mA ²
2
1

. ρ=                                              )52.1(  

Le coefficient mC dépend des mêmes paramètres que les coefficients XC et ZC . 

 
b)- Moment de lacet N: 

De la même manière, un moment de lacet est créé par rapport au centre de masse de 

l’avion. Son expression est fonction du coefficient, représentée par l’équation suivante : 

bSVCN nA ²2
1. ρ=

                                          )53.1(  

 
c)- Moment de Roulée L: 

L’expression du moment de roulée en fonction du coefficient lC est donnée par 

l’équation suivante : 

bSVCL lA ²2
1. ρ=                                            )54.1(  

 
IV-5- Influence des variables de mouvement sur les forces et les moments 
aérodynamiques : 
 
Influence de la composante de vitesse U : 
  
           Une variation de la vitesse U implique un changement d’une part de la pression 

dynamique 2

2
1

Vq ρ=  et d’autre part du nombre de Mach 
sV

V
M = où sV est la vitesse du son. 

Comme résultante de ces changements, les forces aérodynamiques 
ZX AA FF , ainsi que le 

moment AM  changent aussi. Les variations induites sont exprimées par les 

quantités
U

M
et

U

F

U

F
AAA ZX

∂
∂

∂
∂

∂
∂

, . 

 
Influence de la composante de vitesse V: 
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 Un changement dans la vitesse V affecte directement l’angle β. Ceci mène à une 
variation de la force 

YAF  ainsi que les moments AA NetL . Les quantités 

βββ ∂
∂

∂
∂

∂
∂

AAA N
et

LF
Y , expriment ces changements.  

 
Influence de la composante de vitesse W: 
 En ce qui concerne la composante de vitesse W, un changement de cette dernière 
affecte directement l’angle d’attaqueα . Comme conséquence, les forces aérodynamiques 

ZX AA FF , ainsi que le moment AM  changent. Les quantités suivantes expriment ces 

changements
ααα ∂

∂
∂

∂
∂

∂
AAA M

et
FF

ZX , . 

 
Influence de la composante de vitesse angulaire P: 
 La force 

YAF et les moments AA NetL changent quand P varie, les quantités suivantes 

expriment ces changements
P

N
et

P

L

P

F
AAAY

∂
∂

∂
∂

∂
∂

, . 

 
Influence de la composante de vitesse angulaire Q: 
 Une variation dans la composante Q cause un changement dans les forces 

aérodynamiques 
ZX AA FF ,   et le moment AM  exprimés par les quantités

Q

M
et

Q

F

Q

F
AAA ZX

∂
∂

∂
∂

∂
∂

, . 

 
Influence de la composante de vitesse angulaire R:  
 Un changement dans la composante de vitesse angulaire R conduit à un changement 
de la force aérodynamique 

YAF ainsi que les moments AA NetL  exprimés par les 

quantités
R

N
et

R

L

R

F
AAAY

∂
∂

∂
∂

∂
∂

, . 

 
Effet d’un changement de αɺ  : 

 Quand l’angle d’attaque α d’un avion change avec le temps, l’aile produit un vortex 
qui change aussi avec le temps [3]. Ce changement a un effet significatif sur l’aérodynamique 
de la queue horizontale.  Les forces et les moments concernés par ce phénomène sont 

AAA MetFF
ZX

, exprimés par les quantités
ααα ɺɺɺ ∂

∂
∂

∂
∂

∂
AAA M

et
FF

ZX , . 

 
 
Effet d’un changement de βɺ  : 
 Quand l’angle de dérapage d’un avion change avec le temps, la combinaison aile-
fuselage produit un vortex qui change avec le temps. Ce changement à un effet significatif sur 
la queue verticale. Les forces et les moments affectés par ce changement sont AAA NetLF

Y
,   

ce qui donne naissance aux quantités suivantes
βββ ɺɺɺ ∂

∂
∂
∂

∂
∂

AAA N
et

LF
Y , . 

 
Effet d’un changement de rea δδδ ,,  : 



Chapitre I                                                                               Modélisation Physique de L’avion 

 27 

 Les effets des surfaces de déflection sur les forces et les moments aérodynamiques 
sont donnés dans ce tableau : 
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De ce qui précède, on peut écrire :   
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On peut réécrire les équations sous la forme suivante : 
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IV -6- Coefficients de propulsion: 

Il est possible d’exprimer, d’une manière analogue aux forces et moments 

aérodynamiques, les forces et moments de propulsion en fonction de coefficients sans 

dimension. 

SqCF
XX TT =                                                      )56.1( a  

SqCF
YY TT =                                                       )56.1( b  

SqCF
ZZ TT =                                                        )56.1( c  

SbqCL
TlT =                                                       )56.1( d  

cSqCM
TmT =                                                      )56.1( e  

SbqCN
TnT =                                                       )56.1( f  

 
Il est démontré que ces forces et moments dépendent des variables suivantes [3] :   
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IV -7- Influence des variables de mouvement sur les forces et les moments de 
propulsion : 
 
Effet de la composante de vitesse U: 

La dérivée de l’équation (1.56a) par rapport à V
U est donnée comme suit : 
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On pose  
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U
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q1                                                           )59.1(  

Donc l’équation (1.58) devient : 

1qSCSqC
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F
XUX

X
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∂

∂
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La dérivée de l’équation (1.56c) par rapport a 
V

U
 : 

1qSCSqC
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U

F
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Z

TT
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∂

∂
                                            )61.1(  

Pour la majorité des avions, le 
UZTC et 

ZTC  sont négligeables [3] ce qui implique que 

0≈







∂

∂

V

U

F
ZT . 

La dérivée de l’équation (1.56e) par rapport à 
V

U
est comme suit : 

cqSCcSqC
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U
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TUT mm
T
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∂

∂
                                      )62.1(  

 
Effet de l’incidence α : 
La dérivée de l’équation (1.56a) et (1.56c) par rapport a l’angle d’attaque α sont comme suit : 

SqC
F

X

X

T
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αα
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                                                     )63.1(  
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Pour la plus part des avions et pour des valeurs de l’angle d’attaque faibles 0≈
αXTC et 

0≈
αZTC ce qui a pour conséquence 0≈

∂
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α
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∂
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La dérivée de l’équation (1.56e) par rapport a α est comme suit: 
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∂
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Effet de l’angle de dérapage β : 
La dérivée de l’équation (1.56b) et (1.56d) par rapport a l’angle β est donnée comme suit : 

SqC
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Pour des valeurs d’angle d’attaque faibles 
βYTC et 

βTl
C sont négligeables. 

 
La dérivée de l’équation (1.56f) par rapport a l’angle β est donnée par : 
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Figure 1.17 : signe des moments aérodynamiques [3] 

 
 
IV -8-Equation du turboréacteur :  

L’expression du module de la force générée par le turboréacteur est donnée par 

l’expression suivante : 

xam VkF δρ=                                                      (1.69) 

Où mk  est une constante spécifique du turboréacteur et aV  vitesse aérodynamique de l’avion. 

Ainsi, l’expression du vecteur force de propulsion dans le repère avion  est donnée par la 
relation suivante : 

















=
0

0
xam

P

Vk

F

δρ
                                                       (1.70) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 



Chapitre I                                                                               Modélisation Physique de L’avion 

 32 

V- Mise sous forme d’état : 

Dans la partie aérodynamique, on a développé les expressions des moments et des 

forces en fonction de coefficients aérodynamiques afin de les utiliser dans la commande. On 

remplace ces expressions dans les équations du mouvement. 
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Avec zzxxxz III −=∆ 2  

Le modèle d’état s’écrit comme suit :  
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La réécriture des équations précédentes en fonction des composantes ix est donnée par le 

modèle suivant :   
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Le modèle d’état représenté ci-dessus, est un modèle non linéaire, couplé et variable 

dans le temps. 
 
L’avion est repéré dans l’espace a travers deux angles : λ et µ nommés respectivement 

latitude et longitude. La figure suivante indique la position d’un avion, par rapport au repère 
inertiel à travers ces deux angles : 

 
Figure 1.18 : les angles de latitude et longitude [36] 
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Les équations de  l’altitude, latitude et longitude en fonction des composantes d’état sont ci-
dessous   : 

 
( )α−−= 8110 sin xxxɺ                                                        (1.71) 

( ) ( )
10

397987297987198
11

sinsincossincos.sincoscossinsin.coscos

xR

xxxxxxxxxxxxxxx
x

N +
++−+

=ɺ      (1.72) 

( ) ( )
( ) 1110

397987297987198
12 cos

.cossinsinsincos.coscossinsinsin.sincos

xxR

xxxxxxxxxxxxxxx
x

E +
−+++=ɺ        (1.73) 

Avec  

µx

x

hx

=
=
=

12

11

10

λ  

 
NR , ER  représentent respectivement le rayon méridien de courbure et le rayon transversal de 

courbure. Ils sont représentés dans la figure suivante. 
 

 
Figure 1.19 : le rayon méridien de courbure et le rayon transversal de courbure [36] 

 
On peut les calculés a travers le tableau suivant : 

Axe semi-majeur 
 

Axe semi-mineur 
 
f 
 
 

excentricité  
 
 

latitude géocentrique  
 

Rayon géocentrique 
 
 
 

a=6378135m 
 

b=a.(1-f) 
 

26.298

1=−
b

ba  

 
( )ffe −= 2.  
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1..
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Rayon méridien de courbure 

 
 

Rayon transversal de courbure  
 

 
Vitesse angulaire de la terre 
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La réécriture du modèle d’état complet est la suivante : 
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La  schématisation du modèle complet de l’avion est donnée dans la figure 1.20.   
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  Figure 1.20 : modèle complet de l’avion  
 

 
 
Conclusion: 

Dans ce chapitre, les notions fondamentales de la mécanique de vol ont été rappelées 

et les équations de mouvement nécessaire à la description du vol de l’avion ont été aussi 

données. De plus, nous avons vu que la connaissance des coefficients aérodynamiques des 

forces et des moments aérodynamiques et de propulsion est importante pour la détermination 

de l’état du système. Enfin, la mise sous forme d’état a était faite afin de donner au système 

équations une forme plus commode pour les opérations d’identification et de commande.   
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Introduction :  

Comme on l’a vu dans le chapitre précédent, le modèle d’état dépend étroitement des 

forces et moments s’exerçant sur l’avion qui sont, à leurs tours fonction de coefficients 

aérodynamiques variables dans le temps. Une identification directe à partir du modèle d’état 

des paramètres inconnus est très difficile. La solution retenue dans ce travail  est de séparer le 

modèle des coefficients aérodynamiques et le modèle d’état.  

  
 Dans ce qui suit, nous allons exposer les deux méthodes permettant d’identifier le 
vecteur d’état et les coefficients aérodynamiques ainsi que les modèles mathématiques 
associés.  
 
I- Modèle d’estimation de l’état : 
 
I-1- Identification des composantes du vecteur d’état:  

L’application d’une méthode d’estimation au modèle d’état nécessite que ce dernier 

soit mis sous une forme standard. Dans notre travail, on adopte un modèle qui relie certaines 

fonctions connues exprimées par u et d’autres inconnus ou stochastiques décrites par w avec 

une erreur d’observation additive v : 

( )
vxhy

wuxfx

+=
=

)(

,,ɺ
                                                                (2.1) 

 
Ce modèle est appelé modèle de prédiction. 
 
I-1-1- Modèle cinématique et gravitationnel :  

Les modèles cinématique et gravitationnel font partie du modèle de prédiction du 

vecteur d’état. Ces modèles nous renseignent sur la vitesse de l’avion par rapport à la terre, la 

position géographique, la mesure des angles d’Euler et enfin les vitesses angulaires. Dans ce 

qui suit, nous allons développer ces modèles. 

 
I-1-1-1- Référentiel : 

Bien que le repère inertiel soit utile pour mettre en évidence  l’effet de la gravitation 

sur la navigation, il ne convient pas comme base pour développer le modèle de prédiction [36] 

nécessaire dans l’identification. Le repère terrestre porté par l’avion constitue un  choix 

acceptable pour cette tache [36]. Son origine est située au centre de masse de l’avion et ses 

axes orientés dans les directions schématisées dans la figure 2.1.  
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Figure 2.1: Repère terrestre porté par l’avion [36] 

 
I-1-1-2- Equations de navigation: 

La position du repère terrestre porté par l’avion relative au repère inertiel est décrite à 

travers les deux angles : la latitude λ et la longitude µ. Ils sont en relation avec les 

composantes de vitesses DEN UetUU , à travers les formules suivantes : 

hR
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+
=λɺ                                                                (2.2) 

( ) λ
µ

coshR

U

E

E

+
=ɺ                                                      (2.3) 

DUh −=ɺ                                                                      (2.4)                                                                    
 

Avec NR le rayon méridien de courbure et ER  le rayon transversal de courbure.  

 
La dérivée temporelle des composantes de vitesse peut être exprimée à travers les 

forces spécifiques f (forces de pressions et de frottement aérodynamique), la force de 

gravitation nG  et des termes modélisant l’effet de la rotation de la terre sur la navigation dans 

le repère terrestre porté par l’avion d’où la relation suivante :  
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Toute fois, il faut rappeler que le vecteur de forces spécifiques f est exprimé dans le 

repère avion ce qui nécessite une transformation géométrique. La figure 2.2 montre la position 

entre les deux repères a travers les angles d’Euler.   

 

 
 

Figure 2.2: Position du repère d’avion par rapport au repère terrestre porté par l’avion [36] 
 
La matrice de transformation entre les deux repères est la suivante : 
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−
+

+

+
+

−
−

=

θϕθϕθ
ψϕ

ψθϕ
ψϕ

ψθϕψθ

ψϕ
ψθϕ

ψϕ
ψθϕ

ψθ

coscoscossinsin
sinsin

sinsincos

coscos

sinsinsinsincos

sinsin

cossincos

sincos

sinsinsin
coscos

nbC                             (2.7) 

 
I-1-1-3- Equation de la gravité :  

La valeur de la gravité varie avec le changement de la position de l’avion. 

L’expression la plus utilisée pour calculer la magnitude de la gravité est la suivante [laban]: 

 ( )λλ 2²sin109.5²sin103024.51

1

780318.9 63
2

−− ⋅−⋅+







 +
=

R

h
g                     (2.8)  

   
Avec R représente le rayon de la terre. 
 
I-1-1-4- Cinématique de rotation :  

La mesure des angles se fait généralement par des gyroscopes laser. Cependant, si la 

rotation se fait dans plusieurs directions simultanément, les mesures effectuées ne sont plus 

exactes. Ces mesures sont calculés par rapport a un référentiel fixe (repère inertiel) et n’en pas 

par rapport au repère terrestre porté par l’avion d’où la nécessite d’ajouter des termes de 

correction des mesures. 
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I-1-1-5- le modèle de prédiction :  

Les équations précédentes vont être combinées afin de définir le modèle de prédiction. 

Le vecteur d’état de ce système est définit comme suit : 
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Les équations précédentes décrivent la navigation d’un avion par rapport à une surface 

rotative et elliptique.  
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I-1-1-6- Fonction spécifique f:  

L’expression du vecteur de forces spécifiques f par rapport au centre de masse de 

l’avion en fonction des mesures recueillies est donnée par les relations suivantes : 

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )
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avec 

zyxzyxzyx fff zetyx
,,,,,,

,  sont les positions des capteurs de forces spécifiques  

 
I-2- Filtre de Kalman étendu :   

Le filtre de Kalman étendu est une extension non linéaire du filtre de Kalman linéaire 

qui estime les états d’un système dynamique à partir d’une série de mesures bruitées. Il trouve 

son application dans la commande des systèmes dynamiques complexes tels que les processus 

manufacturiers continus, les bateaux, l’aérospatial et enfin les avions. Le fondement 

mathématique du filtre est représenté dans la figure suivante :   

 

 
 

Figure 2.3: fondement mathématique du filtre de Kalman [35] 
       
I-2-1- Equations du filtre : 

A partir des équations (2.1), On cherche un algorithme pour calculer la variance 

minimale de x(t) estimé, fonction du temps et des données recueillies. On sait que la variance 

minimale de l’estimation est toujours la moyenne conditionnelle du vecteur d’état [24]. 

Maintenant, supposons que la moyenne conditionnelle de ( )1ˆ −ktx  est connue. Entre les instants 

1−kt et kt , aucune information ne provient des capteurs  et l’état est propagé suivant l’équation 

(2.1). En intégrant cette équation, on obtient l’équation suivante: 

( ) ( )∫∫
−−

++= −

t

t

t

t

k

kk

dwdxftxtx
11

),()()( 1 τττττ                                 (2.13) 
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En prenant la moyenne des deux membres de l’équation (2.13) et après quelques 

manipulations on aura : 

( )[ ] ( )( )[ ] kk tttttxfEtxE
dt

d <≤= −1,,                                (2.14) 

 
avec la condition initiale  

( )[ ] ( )11 ˆ −− = kk txtxE  

 
           De plus, sur l’intervalle kk ttt <≤− 1 , la moyenne conditionnelle de x(t) est la 

solution de l’équation (2.14) [24], ce qui permet de l’écrire sous la forme suivante:  

( )( ) kk tttttxfx <≤= −1

^^

,,
ɺ

                                        (2.15) 

 
          Où le symbole (^) désigne la moyenne. De la même manière, l’équation différentielle 
pour l’estimation de la matrice de covariance de l’erreur est donnée par l’équation suivante : 

[ ][ ][ ]TtxtxtxtxEtP )()(ˆ)()(ˆ)( −−=                                     (2.16) 
 

Après quelques transformations, on obtient : 

kk
TTTT ttttQxffxfxxftP <≤+−+−= −1

^^

),(ˆˆˆˆ)(ɺ                    (2.17) 

 
            Les équations (2.15) et (2.17) sont la généralisation de l’équation de propagation du 
filtre de Kalman pour les problèmes d’estimation linéaire.  
 
 Pour obtenir un algorithme d’estimation pratique et une méthode pour calculer la 
matrice de moyenne et de covariance indépendamment de la fonction de densité de probabilité 
p(x, t), on développe la fonction f en série de Taylor autour du vecteur )(ˆ tx  à l’instant 1−kt  :    

( ) ( ) ( ) ...ˆ,ˆ,
ˆ

+−
∂
∂+=

=

xx
x

f
txftxf

xx

                                (2.18) 

 
          Avec l’hypothèse que la fonction f est continue et dérivable. En prenant la moyenne de 
l’équation (2.18), on obtient : 

( ) ( ) ...0,ˆ,ˆ ++= txftxf     
 

On obtient une approximation d’ordre 1 de la fonction ( )txf ,ˆ . L’équation (2.18) devient : 

( )( ) kk tttttxfx <≤= −1,,ˆɺ̂                                           (2.19) 

 
Une équation différentielle de la matrice de covariance de l’erreur d’estimation est 

obtenue en substituant les deux premiers termes du développement de l’équation (2.18) dans  
l’équation (2.17). L’équation résultante est la suivante : 

 
( ) ( ) kk

T ttttQttxFtPtPttxFtP <≤++= −1),()),(ˆ()()(),(ˆɺ             (2.20) 

 
 
 
Où ( )ttxF ),(ˆ  est une matrice définie par : 
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( ) ( )
)(ˆ)(

)(
),(

),(ˆ
txtxj

i
ij tx

ttxf
ttxf

=
∂

∂=  

 
Les équations (2.19) et (2.20) sont des équations approximatives de la propagation de 

la moyenne conditionnelle du vecteur d’état et de la matrice de covariance. En se basant sur 

les problèmes d’estimation linéaire, le vecteur d’état estimé doit être linéaire par rapport au 

vecteur de mesures [24].  

kkkk zKatx +=)(ˆ                                                   (2.21) 

 
       Où ka et kK  sont à déterminer. On définit l’erreur d’estimation a priori et a posteriori : 

kkk

kkk

xxx

xxx

−−=−
−+=+

)(ˆ)(~
)(ˆ)(~

                                                (2.22) 

 
         Ces dernières équations sont combinées avec l’équation (2.1) pour déduire l’équation 
suivante: 

)(ˆ)(~)()(~ −−−+++=+ kkkkkkkkk xxyKxhKax                       (2.23) 

 
         De plus, pour que l’estimateur soit non biaisée, il faut que ( )[ ] 0~ =+kxE . En Appliquant 

cette relation à l’équation (2.23), on aura : 
( )[ ] [ ] 0~ ==− kk yExE  

D’où la relation suivante :  

( ) 0)(ˆˆ =−−+ kkkkk xxhKa                                              (2.24) 

           L’équation résultante de l’association de l’équation (2.24) avec (2.21) est : 

( )[ ]kkkkkk xhzKxx ˆ)(ˆ)(ˆ −+−=+                                         (2.25) 

          En dernier, les équations (2.23) et (2.24) peuvent être combinées pour donner l’équation 
suivante :  

( ) ( )[ ] kkkkkkkkk yKxhxhKxx +−+−=+ ˆ)(~)(~                            (2.26) 

 
           Le choix du gain optimal K est déterminé de telle sorte à minimiser la matrice de 
variance ( )+kP . 

( ) [ ]T
kkk xxEP )(~)(~ ++=+     

 
          Avec l’hypothèse que kv est décorrélé avec )(~ −kx  et kx . En utilisant les 

relations suivantes:  
( ) [ ]

[ ]T
kkk

T
kkk

vvER

xxEP

=

−−=− )(~)(~
 

 
 
Et en supposons que ( )+kP est indépendant dekz , on obtient : 
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( )( ) [ ]
( )[ ] T

kk
T

kkkkkk

TT
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TT
kkkkkkkkkkk

k

kk

KRKxxhxhEK

KxhxhxEKxhxhxhxhEKPP

+−−+

+




 −−+





 −−+−=+

)(~)()(

)()()(~)()()()()()(

⌢

⌢⌢⌢

   (2.27) 

 
        L’estimation cherchée est à variance minimale donc Le critère a minimisé appartient a la 
classe de fonctions suivante : 

( ) ( )[ ]++= k
T

kk xSxEJ ~~  

 
        Pour n’importe quelle matrice S semi-définie positive. On peut choisir S=I  [24]:  
 

( ) ( )[ ] [ ])(~~ +=++= kk
T

kk PtracexxEJ                                  (2.28) 

 
         En prenant la trace des deux membres de l’équation (2.27) et en remplaçant dans (2.28), 
ensuite en résolvant l’équation suivante: 

0=
∂
∂

k

k

K

J
 

On obtient l’expression de la matrice du gain optimal kK :  

[ ] [ ][ ] 1

)(ˆ)()(ˆ)()(ˆ)()(~
−







 +





 −−×





 −−−= k

T

kkkkkkkk

T

kkkkkk RxhxhxhxhExhxhxEK     (2.29) 

 
 En utilisant les équations (2.29) et (2.27), et après quelques transformations, on obtient : 

( ) ( ) [ ] ( )[ ]T
kkkkkkkk xxhxhEKPP −−+−=+ ~)(ˆ)(                        (2.30) 

 
         Les équations (2.25), (2.29) et (2.30) forment les équations de mise à jour du filtre. Pour 
obtenir une équation de la matrice du gain optimal implémantable, on développe )( kk xh  en 
série de  Taylor autour de ( )−kx̂  : 

( ) ...)(ˆ))(ˆ())(ˆ()( +−−−+−= kkkkkkkk xxxHxhxh                      (2.31) 

Avec 

( ) ( )
)(ˆ

)(ˆ
−=∂

∂
=−

kxx

k
kk x

xh
xH                                        (2.32) 

 
          En tronquant l’équation aux deux premiers termes et en les remplaçant dans (2.25), 
(2.29) et (2.30), on obtient les équations finales de mise à jour du filtre de Kalman étendu : 
 

( )( )[ ]
( )( ) ( )( ) ( )( )[ ]

( )( )[ ] )(ˆ)(

ˆ)(ˆˆ)(

ˆ)(ˆ)(ˆ
1

−−−=+
+−−−−−=

−−+−=+
−

kkkkk

kk
T
kkkkk

T
kkk

kkkkkk

PxHKIP

RxHPxHxHPK

xhzKxx

              (2.33) 
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I-2-2- Application du filtre de Kalman étendu pour le problème d’estimation de l’état de 

l’avion :  

Le filtre de Kalman étendu est très utilisé dans les avions. Il permet d’obtenir des 

mesures de grandeurs physiques a partir d’une série de mesures dans le cas où l’avion n’est 

pas bien instrumenté ou bien surveillé le fonctionnement des capteurs et détecter les 

anomalies en comparant les mesures recueillies des capteurs avec celles obtenues avec le 

filtre.  Le processus d’identification est donné par les étapes suivantes : 

 

1- arrivée des mesures à partir des capteurs. 
2- prédire les valeurs de xet de P à travers les équations suivantes : 

( )
WfPfP

Twuxfxx
T
xixi

iiii

+=

∆=+=

+

+

1

1 0,,
 

3- correction des prédictions et calcul du gain optimal : 
[ ]
[ ]

PKhPP

PhhPhk

xhykxx

x

xxx v
TT

−=

+=

−+=
2

)(

σ  

4- refaire la boucle  
5- arrêt de l’algorithme d’identification avec l’atterrissage de l’avion. 

 
I-2-3- Les résultats de simulation :  

Nous avons utilisé le filtre de Kalman étendu pour estimer le vecteur vitesse d’un 

avion et aussi l’angle de gile aérodynamique ψ a partir d’une série de mesures effectuées sur 

l’avion durant son vol. les résultats obtenus sont montrés dans les figures suivantes :       
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Figure 2.4 : latitude estimée et erreur d’estimation  
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Figure 2.5 : longitude estimée et erreur d’estimation 
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Figure 2.6 : les composantes du vecteur vitesse estimées  
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Figure 2.7 : angle d’azimut aérodynamique φ estimé et l’erreur d’estimation  
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Figure 2.8 : angle de pente aérodynamique θ estimé et l’erreur d’estimation 
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Figure 2.9 : angle de gile aérodynamique estimé ψ  
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Figure 2.10 : les angles d’attaque et de dérapage estimés  

 
 

On voit bien que les résultats obtenus avec le filtre de Kalman étendu sont très bons 

avec une erreur d’estimation faible. De plus, les informations extraites  des mesures réelles 

sont physiquement réalisables.     

 

I-3- Modèle d’estimation des paramètres de l’avion :  
 

L’identification des coefficients aérodynamiques se fait indépendamment de celle du 

vecteur d’état, d’où la nécessité d’avoir un modèle spécifique aux coefficients 

aérodynamiques. Comme on l’a vu dans le premier chapitre, on peut exprimer les coefficients 

aérodynamiques nmlZYX CCCCCC ,,,,,  par le système d’équations suivant:  
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               (2.34) 

 
 

D’autre part, il existe un modèle de vérification qui relie les coefficients 
aérodynamiques avec les mesures effectuées sur l’avion. Pour plus de détail, le lecteur peut 
consulter la référence [36] :  
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Ce modèle de vérification permet une formulation linéaire du problème 

d’identification  des coefficients aérodynamiques comme on va le voir dans ce qui suit.  
 
 
I-4- Estimation des coefficients aérodynamiques : 

L’objectif de cette partie est d’estimer les coefficients aérodynamiques à partir de 

mesures effectuées sur l’avion. La structure du système d’équation (2.34) est classifiée 

comme étant linéaire par rapport aux variables inconnues. 

 
Les mesures recueillies sur l’avion sont entachées de bruit et d’erreurs de mesures ce 

qui conduit probablement à des erreurs d’estimations des variables de sortie 

nmlZYX CCCCCC ,,,,, . Ce type de problème d’estimation est appelé « the more general errors in 
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variables problem » [36]. On peut écrire le système d’équations (2.34) sous la forme 

suivante :    

nmnmmm

nn

nn

aaay

aaay

aaay

θθθ

θθθ
θθθ

+++=

+++=
+++=

...

....

...

...

2211

22221212

12121111

                                              (2.35) 

 
Où on peut mettre ce système sous cette forme : 

θAy =                                                              (2.36) 

         Avec A représente la matrice des mesures de dimension nm× , θ  le vecteur de variables 
à identifier de dimension n et y vecteur de sortie de dimension m. 

[ ] 0
1

=








−
θ

yA                                                       (2.37) 

 
         La matrice [ ]yA  est appelée matrice de mesures augmentée. Elle est sujette à des 

erreurs de mesures et au bruit. Par conséquent, la dernière relation est vérifiée pour les vraies 
valeurs de A et de y. on peut écrire : 

[ ] [ ] [ ]0000 yAyAyA mm ∆∆+=                                         (2.38) 

 
         Où l’index m indique les mesures, l’index 0 indique la vraie valeur et le symbole∆  
indique l’erreur de mesure. 

[ ]

[ ] 0
1

0
1
0

00

≠








−

=








−

θ

θ

mm yA

yA

                                                  (2.39) 

 
          Motivé par cette observation, Golub et Van Loan (1980) ont cherchés une solution 
basée sur la réduction du rang de la matrice[ ]mm yA  [37]. 

 
L’objectif d’estimation des paramètres rentre dans le cadre de la théorie d’estimation 

Bayesienne [36]. Dans ce cas, l’objectif est : a partir des mesures obtenues, quelle est la 
fonction de densité de probabilité des paramètres inconnus ? 
 
Les paramètres estimés découlent de la maximisation du critère suivant: 

( ) ( )mm
yA

MAPMAPMAP yAyApyA ,,,maxarg,
,,

, θθ
θ

=⌢⌢⌢

                          (2.40) 

 
MAP signifie Maximum A Posteriori.  
 
I-4-1- Critère d’estimation des moindres carrés avec contraintes:  

L’équation (2.40) est sous une forme mathématique très générale pour en tirer une 

solution. Dans ce paragraphe, les termes 0A∆ et 0y∆ sont considérés comme étant des variables 
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aléatoires à distribution Gaussienne. Cette hypothèse permet de translater le problème du 

départ qui était probabilistique en un problème de minimisation des moindres carrés avec 

contraintes. 

 
Transformation de l’estimateur de Bayes en estimateur de maximum de vraisemblance : 
 
L’objectif d’estimation d’origine était : 

( ) ( )mm
yA

MAPMAPMAP yAyApyA ,,,maxarg,
,,

, θθ
θ

=⌢⌢⌢

                            (2.41) 

 
On le translate en un objectif équivalent avec les maximums de vraisemblances : 

( ) ( )yAyApyA mm
yA

MLMLML ,,,maxarg,
,,

, θθ
θ

=⌢⌢⌢

                                (2.42) 

 
en appliquant la règle de Bayes : 

( ) ( ) ( )
( )mm

mm
mm yAp

yApyAyAp
yAyAp

,

,,,,,
,,,

θθ
θ =                             (2.43) 

 
Estimation avec les maximums de vraisemblances avec contraintes :  
 
le critère d’estimation (2.42) est transformé dans ce qui suit en un critère de maximum de 
vraisemblance avec contraintes.   

[ ]
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[ ][ ]( )
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−
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θ
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yAyApyA mm
yA

MLML
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                                         (2.44) 

 
La fonction de densité de probabilité dans l’équation (2.44) dépend de la statistique de la vraie 
valeur de la matrice d’erreur[ ]00 yA ∆∆ .  

 
Supposition : on suppose que la vraie valeur de la matrice [ ]00 yA ∆∆  est générée par le 

modèle suivant [36]: 
[ ] CEDyA ..00 =∆∆                                                   (2.45) 

 
Où E de dimension ( )1+× nm  est une matrice de variables aléatoires décorrélées, de moyenne 
nulle, de variance égale à 1 et une fonction de densité de probabilité Gaussienne. 

( ){ } ( )( ) ( )( )

( ) ( ){ } ( ) ( ){ } 0,,1,,
2

1
,0,
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−
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jjiijjii

jiE

jiji π                  (2.46) 

 
La matrice C de dimension ( ) ( )11 +×+ nn  est utilisée pour modéliser la variance de l’erreur 

de chaque colonne de la matrice [ ]00 yA ∆∆  indépendamment. Les éléments non diagonaux 

expriment l’intercorrélation entre les colonnes de la matrice.  
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La matrice D de dimension mm×  exprime l’intercorrélation entre les lignes de la matrice 
[ ]00 yA ∆∆ . 

 
Réécriture des équations :  
 
De ce qui précède, l’équation (2.37) est transformée comme suit :  
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                                          (2.48) 

 
Problème de minimisation des moindres carrés avec contraintes : 
 
L’objectif d’estimation (2.44) peut être maintenant appliqué au problème d’estimation 
transformé : 
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                                 (2.49) 

 
Cette dernière équation est équivalente à l’équation suivante: 
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La matrice [ ]*00 yA ∆∆ possède une distribution Gaussienne et de variance égale à 1. La 

substitution de la matrice [ ]*yA∆∆ dans la fonction de densité de probabilité de la matrice 

[ ]*00 yA ∆∆ donne : 
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Où l’indice F indique la norme de Frobenius. En prenant le logarithme, la 

maximisation de la fonction de densité de probabilité dans l’équation (2.50) est équivalente à 

la minimisation de l’objectif suivant : 
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La solution du problème de l’erreur dans les variables est donnée en résolvant le 

problème de minimisation des moindres carrés avec contraintes en utilisant les étapes 

suivantes: 

 
1) transformation de données : 

[ ] [ ] 11 −−= CyADyA
mmmm                                                  (2.51) 

2) résolution du problème de minimisation avec contrainte : 
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Pour [ ]*ˆˆ yA∆∆  
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3) chercher la matrice la plus probable [ ]yA ˆˆ  et le vecteur θ̂  : 

[ ] [ ] [ ]( )
( ) *1 ˆˆˆˆˆˆ

ˆˆˆˆ

AyAAA

CyAyADyA

TT

mm

==

∆∆−=
−

θ
                                                (2.53) 

 
I-4-2- Décomposition en valeur singulière et Total least squares estimation :  

Le problème de minimisation donné par les équations (2.52) est appelé problème de 

réduction du rang. Golub (1980) [37] propose de résoudre ce problème par l’utilisation de la 

méthode de décomposition en valeur singulière.     
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            Avec U et V sont des matrices orthonormées de dimension mm×  et (n+1)× (n+1) 
respectivement. Les iσ désignent les valeurs singulières. La dernière valeur 1+nσ indique la 

norme de Frobenius de la matrice [ ]*mm yA [37]. 

 
L’estimation des matrices des mesures et de l’erreur sont comme suit : 
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Une estimation du vecteur des paramètres 
T

T
C





 −1θ̂  doit satisfaire l’équation suivante : 

[ ] 0
1

ˆ
ˆˆ *

=








−
θ

CyA                                                         (2.57) 

D’où  

[ ]






=









−

*
ˆˆker

1

ˆ
yAC λθ

                                                   (2.58) 

 

Avec λ  est un scalaire multiplicatif. Le noyau de la matrice [ ]*ˆˆ yA  est égal au dernier vecteur 

de la matrice V en occurrence 1+nv [36]. On peut donc écrire : 

1
1

ˆ
+=









− nvC λθ
                                                       (2.59) 

D’où 

1
1

1

ˆ
+

−=








− nvCλθ
                                                  (2.60) 

 
Où λ  est un coefficient utilisé pour rendre le dernier élément du produit 1

1
+

−
nvC  égal a -1. 

 
La décomposition en valeurs singulières appliquée au problème de l’erreur dans les 

variables est connue sous le nom de ‘‘Total Least squares’’. Le problème de convergence ne 

se pose pas pour cette méthode (Klema 1980). En respectant certaines conditions concernant 

l’excitation du système [36], l’estimation avec la méthode ‘‘Total least squares’’ ne manque 

jamais de converger. Cette propriété de robustesse fait d’elle une méthode idéale pour 

l’identification des coefficients aérodynamiques en temps réel.    

 
I-4-3- Les résultats d’identification :  

Dans ce qui suit, nous présenterons quelques signaux identifiés avec la méthode de 

Total Least Squares. En tous il y a 37 signaux identifiés exprimant la variation des 

coefficients aérodynamiques par rapport a chaque grandeur physique.  
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Figure 11 : estimation des dérivés du coefficient XC  
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Figure 12 : estimation des dérivés de coefficient YC  
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Conclusion :  
 

Dans ce chapitre, nous avons donné les modèles mathématiques permettant 

l’estimation du vecteur d’état et des coefficients aérodynamiques ainsi que les méthodes 

utilisées pour cette étape. Les résultats obtenus avec le filtre de Kalman étendu pour 

l’estimation des composantes d’état  sont acceptables avec une faible erreur d’estimation.  

 
La validation des résultats de l’estimation des coefficients aérodynamiques se fait 

expérimentalement dans une soufflerie. A priori, on ne  peut pas juger la véracité de ces 

résultats.         
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Chapitre III:  
                                     Commande par Mode de Glissement 
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Introduction :  

Dans ce chapitre, nous intéresserons à la commande d’un avion avec les modes 

glissants. Cette commande rentre dans la classe des commandes non linéaires robustes qui 

tolère des incertitudes de modélisation.  

       
I- Commande par modes de glissements :   
 
I-1- Rappel :  

Considérons le système non linéaire suivant affine en commande : 

)()()( tuxgxfx ⋅+=ɺ                                                      (3.1) 
 

           Avec mnmn RgetRuRx ×∈∈∈ , . Les fonctions f et g sont supposées continues et leurs 
dérivées par rapport à x  sont supposées continues aussi. 
 
Soit S une surface définie comme l’intersection de m surfaces : 

[ ]{ }T
m

n xsxsxsRxS )(),...,()(: 1=∈=                                    (3.2) 

 
La synthèse d’une commande par régime glissant se fait alors en deux étapes : 

1- la première étape consiste à définir une surface de commutation S, de telle sorte que le 

système restreint à cette surface possède les propriétés désirées (stabilité, poursuite). La 

commande u sur la surface S se déduit en remarquant que sur cette surface s(x)=0 ce qui 

implique 0)( =dtxds . Cette dérivée s’écrit sous la forme suivante : 

x
dx

xds

dt

xds
ɺ

)()( =                                                         (3.3) 

 
En se servant de l’équation (3.1), cette équation devient : 

( ) usLsLuxgxf
dx

xds

dt

xds
gf ⋅+=⋅+= )()(

)()(
                          (3.4) 

 
          Où sLetsL gf  désignent respectivement la dérivée de Lie de la surface s par rapport aux 

fonctions f et g. en imposant une valeur nulle a cette dérivée, on obtient la valeur de la 
commande u sur la surface S appelée aussi commande équivalente. L’expression de cette 
dernière est comme suit :  

)()(
1

xf
x

s
xg

x

s
uc ∂

∂







∂
∂−=

−

                                               (3.5) 

 
 L’existence de cette commande est conditionnée par l’inversibilité de la dérivée de 

Lie par rapport à la fonction g. 
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2- la seconde étape consiste à concevoir une commande u(x) permettant de ramener vers la 

surface S la dynamique du système. Cela est réalisé en choisissant une fonction de Lyapunov 

appropriée notée ),( sxV . Le plus souvent cette fonction est une fonction quadratique en s(x) 

comme la fonction suivante : 

)()(
2

1
))(( xSxSxsV T ⋅=                                             (3.6) 

 
La dérivée par rapport au temps de ))(( xsV est exprimée par la relation suivante : 

)()())(( xSxSxsV T ɺɺ ⋅=                                                (3.7) 
 

Pour que le système soit stable il faut que  le signe de la dérivée de la fonction de 

Lyapunov soit négatif. De la on calcul la commande su  satisfaisant cette condition. 

Généralement, on prend la fonction suivante : 

)(SsignKus ⋅−=                                                    (3.8) 

 
           
Robustesse :  

La commande par régime glissant présente des propriétés de robustesse vis-à-vis des 

incertitudes paramétriques et non paramétriques. En effet, supposons que le système incertain 

puisse être décrit par une équation d’état de la forme suivante, où ξ est un vecteur de fonctions 

représentant des incertitudes (bruit, paramètres incertain) qui vient s’ajouter à la commande 

u : 

( )[ ]udtxuxgxfx ,,,)()( ξ+⋅+=ɺ                                     (3.9) 
 

La dérivée de la fonction de Lyapunov appropriée par rapport au temps pour le 

système incertain s’écrit alors sous la forme suivante : 

( )[ ]udtxuxg
x

xS
xS

dt

xSdV
s

T ,,,)(
)(

)(
))(( ξ+⋅⋅

∂
∂⋅=                    (3.10) 

 
Supposons maintenant qu’il existe une fonction ρ(x) connue, positive continue et 

bornée vérifiant : 

( ) )(,,, xudtx ρξ <                                               (3.11) 

  
Alors, il est toujours possible de construire une commande su  telle que l’expression 

(3.10) soit négative. On peut prendre par exemple : 
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       (3.12) 

 
Pour montrer ce résultat, il faut partir de l’inégalité de Schwartz : 
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Il vient alors : 
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∂⋅≤
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∂
          (3.14) 

En notant 
2

SSST = et l’application de la commande (3.12) dans le cas où la surface S est 

non nulle conduit à : 

0)()(
)(

)(
))(( ≠∀⋅⋅






∂
∂⋅−≤

∂
∂

SxxS
x

xS
xg

t

xSV
T

T
T α                   (3.15) 

Comme )(xα  est une fonction positive, l’expression ci-dessus est négative, ce qui assure la 
stabilité asymptotique du système.   

 
 

I-2- Application de la commande par modes de glissements a l’avion :  

L’objectif attendu par l’autopilote est la commande de la latitude, la longitude et 

l’angle φ. l’utilisation de la commande par mode glissant pour commander directement ces 

variables n’est pas possible car la matrice )(
)(

xg
x

xS

∂
∂

 est non inversible quelque soit la 

surface utilisée car ils ont presque les même équations. Pour palier ce problème, on choisit de 

commander la vitesse longitudinale U, les deux angles d’Euler θ et φ et la longitude pour 

réaliser l’objectif du départ. Pour cela, la première étape consiste a définir la surface de 

glissement. La surface retenue dans ce travail est la surface de Slotine. Elle est donnée par 

l’équation suivante : 

i

n

ii ek
dt

d
xs

i 1

)(
−








 +=                                                  (3.16) 

 
Où ie  représente l’erreur, in  le degré relatif  de chaque variable a commandée et ik une 

constante. L’objectif est de trouver la commande u pour que les variables glissent sur la 
surface s. L’expression de la commande est donnée par l’équation suivante : 
 

( ) ( )( ))(11 xSsignKFxBu n

r
⋅−−= −−                                    (3.17) 
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La matrice K est choisie telle que la condition de stabilité suivante est satisfaite : 

0<SST ɺ                                                           (3.18) 
      

Après calcul des degrés relatifs de chaque variable par rapport au vecteur commande, 

les surfaces de glissements ont la forme suivante : 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

dd

dd

dd

d

xxkxxs

xxkxxs

xxkxxs

xxs

µ 121212124

88883

77772

111

−+−=

−+−=

−+−=

−=

ɺɺ

ɺɺ

ɺɺ

θ

ϕ
                                (3.19) 

 
Afin de réduire la complexité du problème de commande, on propose de commander 

la vitesse longitudinale U par la manette de gaz du turboréacteur seulement, la vitesse 

angulaire P par les ailerons et R par les gouvernails. La matrice de commande devient : 
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L’expression de F dans l’équation (3.16) est donnée par le vecteur suivant : 
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Pour que la condition de stabilité 0<SST ɺ  soit respectée, le choix des constantes ik  est 

comme suit :  
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Où les constantes iη permettent de choisir le temps de convergence vers la surface de 

glissement selon la relation suivante : 

η
)0( =

<
ts

tconv  

 
 
I-3- Les résultats de commande :  

Dans ce qui suit, nous présenterons les résultats obtenus avec la commande par modes 

glissant pour les valeurs de ik suivantes : 
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Figure 3.1 : commande de la vitesse longitudinale U  
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Figure 3.2 : commande de l’angle φ 
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Figure 3.3 : commande de l’angle θ  
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Figure 3.4 : altitude de l’avion 

 
 

400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200 2400
0.95

0.955

0.96

0.965

0.97

0.975

0.98

0.985

0.99

0.995

1

t(s)

la
nd

a lan
da

m
ax

 

 

landareference

landaavion

 
Figure 3.5 : la latitude l’avion  
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Figure 3.6 : la commande de la longitude 
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Figure 3.7 : les signaux de commandes  
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I-4- Interprétation des résultats :  

-Dans la figure 3.1, on voit que la vitesse de l’avion suit parfaitement la référence avec une 

erreur de l’ordre de
210−
.  

 
- Les deux angles φ et θ suivent parfaitement la référence avec une faible erreur de poursuite. 
Il faut toute fois signaler le problème du chattering autour de la référence. 
  
-la commande de la longitude est trop énergétique, elle est de l’ordre de610 sans la limitation, 
et comme nous avons limité la variation de la gouverne a °±30 , la longitude de l’avion ne 
suivait plus la référence. 
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Conclusion :  
 

Dans ce chapitre, nous avons élaboré une loi de guidage pour un autopilote d’avion en 

utilisant la commande par modes glissants. Les résultats obtenus sont satisfaisants sauf pour la 

longitude dû a la limitation de l’angle de braquage de la gouverne.     

 
 
 



Conclusion générale :  

Le travail présenté dans ce rapport a pour but de synthétiser une loi de 

guidage pour un avion combinant l’identification et la commande.  En effet, 

durant le processus d’estimation que ce soit du vecteur d’état a travers le filtre 

de Kalman étendu ou bien les coefficients aérodynamiques a travers Total Least 

squares, les objectifs de commande sont pris en compte afin de modifier la 

configuration aérodynamiques de l’avion. La réussite de cette association 

identification-commande repose sur le degré d’exactitude des informations 

obtenues par les méthodes d’estimations quelque soit la robustesse de la 

commande utilisée.  

 

Les exigences en matière de performances et d’objectifs nous a poussé à 

adopter un modèle mathématique de l’avion un peu compliqué. Ce modèle 

exprime presque parfaitement la dynamique réelle de l’avion avec ces fortes non 

linéarités et ces couplages. En effet, cette complexité a rendu la synthèse de la 

loi de commande assez difficile. Cela a été montré clairement dans le choix des 

constantes ik des surfaces de Slotine et la commande de la latitude et la 

longitude. Il est important à préciser qu’on a pu obtenir des résultats satisfaisants 

pour les autres variables commandées. 
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Résumé :  
 

Ce présent travail, traite l’automatisation du pilotage d’un avion pour la navigation 
afin d’améliorer le système de guidage, tout en gardant l’avion stable et minimiser son 
déplacement. Pour cela, une combinaison de l’identification et de la commande non linéaire 
est nécessaire pour conférer à l’autopilote des performances accrues. 

 
Le modèle d’état adopter dans ce travail est un modèle non linéaire MIMO constitué 

de 12 variables d’états. 
 
Mots clé :  
Avion- Identification - Filtre de Kalman étendu - Moindres carrés total – Commande - Modes 
glissants  
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Summarized :  
 

This présent Works, treat the automation of the piloting of a plane for the navigation in 
order to improve the system of guidance, while keeping the steady plane and to minimize 
his/her/its displacement. For it, a combination of identification and the non linear order is 
necessary to confer to the autopilot of the performances increased.   
   
The model of state to adopt in this work is a model non linear MIMO constituted of 12 
variables of states.   
 
Key words:  
Aircraft – Extended Kalman filter – Total least squares – Control – Sliding mode 
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