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Résume

La simulation numérique en mécanique prend de plus en plus d’importance dans le
milieu industriel et les problémes a modéliser deviennent de plus en plus grand, ce travail
consiste a développer une méthode de résolution itérative pour accélérer un code de
simulation numérique du comportement des structures a grand nombre de degrés de liberté
par la méthode des équations intégrales.

Puisque le systéme a résoudre résultant de cette méthode est représenté par une
matrice pleine et non symétrique on a choisi la méthode GMRES qui est la plus adaptée pour
ce type de systéme.

Mots clé : simulation numérique, comportement des structures a trés grand nombre de ddl. le
méthode d’élément frontiére, méthode itérative de résolution. GMRES.

Absract

The numerical simulation in mechanics takes more and more importance in the
industrial environment and the problems to be modelled become more and more big. this
work consists i developing a method of iterative resolution to accelerate a code of numerical
simulation of the conduct of the structures with big number of degrees of freedom by the
method of boundary element method.

Because the system to be resolved resulting from this method 1s represented by a full
and not symmetric matrix we chose the method GMRES which 1s the most adapted for this
type of system.
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Nomenclature

At coefficients de Lameé.

V : coefficient de Poisson.
E : module d"Young.
[£] . état de déformation.
£, : la composante (1,))de " état de déformation.
[0] : état de contrainte.
P : la composante (1.j)de 1" état de contrainte.
i : vecteur de déplacement.
r : vecteur de tension.
I : vecteur des forces de volume.
U, : déplacement suivant la direction e;.
U = Glop
" de,
L-"; : la composante j du vecteur déplacement suivant la direction e;.
i
. OU;
ik -
“r' de,
T Jf : la composante j du vecteur tension suivant la direction e;.
(T}k : le tenseur de contrainte lie a T ; et U; "
€ : domaine a étudier.
dgl : frontiére du domaine a étudier.
[ : contour d’intégration.

£ : rayon d’isolation d’un point pour le contour.



Introduction

Les problémes de mécanique traités par les ingénieurs sont décrits par les lois
physiques qui se présentent sous forme d’équation différentielles et qui conduisent a des
formes intégrales permettant de fournir des solutions approchées aprés une étape de
discrétisation du domaine a étudier. Parmi les méthodes numérique utilisable, la méthode
des ¢élément finis de frontiere ( Boundary Element Method ) est particuliérement
performante pour résoudre les problémes de grand taille et de la propagation des fissure en
élasticité linéaire. En effet, dans ce cas, seul le contour de la structure étant discrétisé, les
problémes de modification de la discrétisation au cours de la propagation des défauts
s’averent moins délicats a traiter que par exemple dans le cadre de la méthode des éléments
finis de domaine.

L’une des différences majeures entre la méthode des équations intégrales et la
méthode des ¢éléments finis est que la forme de la matrice du systeme a résoudre est
totalement aléatoire et différe d’un cas a un autre pour la premiére méthode alors qu’elle
est symétrique et bande pour la deuxieme méthode, Ce dernier point I’a défavorise face a la
méthode des ¢éléments finis, mais on peut surpasser ce petit inconvénient en utilisant une
méthode de résolution adapté a ce type de systéme, et la plus célebre parmi les méthodes
de résolution connus c’est la méthode GMRES.

On assiste a plusieurs travaux de recherches depuis plus de 10 ans qui se placent
essentiellement dans la conception et le développement d’outils informatiques de
simulation numérique pour la mécanique basés surtout sur la méthode des équations
intégrales.

Dans le cas des problémes 3D, et c’est souvent le cas, et surtout pour les problémes
de grande taille, cette méthode et plusieurs d’autres méthodes demandent de trés grandes

capacités d’ordinateurs en mémoire et en vitesse.

Le KSP est un logiciel pour la modélisation numérique en mécanique. Il est
développé a I’Universit¢é de Technologie de Compicgne, Il permet la résolution de
différents types de probléme linéaires ou non linéaires, modélisés par la méthode des
¢léments finis et/ou par la méthode des équations intégrales, en deux ou en trois
dimensions, et on a implémenté la méthode GMRES comme méthode de résolution pour

le KSP pour pouvoir traité des problémes de grand taille.



Cette version de KSP reste incapable de résoudre des problemes qui dépassent les
9 000 degrés de liberté parce qu’il y a un probléme de saturation de la RAM de
I’ordinateur.

Le but de ce stage est de développé une nouvelle version de KSP capable de traité

des problémes de grands tailles 15 000 , 20 000 ddI etc.

La présente étude est abordée de la maniére suivante :

4+ Dans le chapitre ( I ) on va voire la méthode des équations intégrales appliquées sur

des structures non fissurées et fissurées.

4+ A travers le chapitre ( II ), on abordera le traitement numérique des équations

intégrales duales.

4 On a consacré le chapitre ( II1) a la présentation du code de calcul KSP.

+ Le chapitre ( IV ) sera réservé a la méthode de résolution GMRES utilis¢ par le

code KSP.

+ Le chapitre ( V) on présente I’implémentation faite sur le code KSP pour arriver a

traité des problémes de grand taille

On terminerons 1’étude par une conclusion générale.



Chapitre 1

La méthode des éléments de frontieres

1.1 Introduction

Le principe de la méthode des ¢léments de frontieres consiste a transformer des équations aux
dérivées partielles dans le volume de la piéce en équations intégrales sur le contour. En
¢lasticité linéaire, on ramene ainsi 1’¢tude d’une piece mécanique a 1’é¢tude de son
comportement en surface. La discrétisation de celle-ci permet de transformer I’équation
intégrale en un systéme d’équations linéaires et de déterminer les déplacements et contraintes
en chaque point du contour. On peut ensuite obtenir les grandeurs a I’intérieur de la pic¢ce a
I’aide de relations intégrales simples.

Historiquement, la méthode des ¢éléments de frontieres appelée aussi méthode des équations
intégrales a ét¢ développée de deux manieres distinctes; I'une des deux est une approche
physique intuitive, qu’on appelle la méthode des discontinuités de déplacements. Cette
approche consiste a chercher en premier lieu les valeurs des perturbations fictives dont les
effets sur le contour sont les conditions aux limites spécifiées, ensuite a calculer le reste des
inconnues du contour comme étant les effets de ces perturbations “fictives” en ces points.
Puisque les inconnues du contour sont obtenues indirectement, cette approche est appelée
Meéthode des Equations Intégrales Indirectes. L’autre approche est une approche plus
mathématique, elle est basée sur certains théorémes fondamentaux qui relient directement les
inconnues du contour aux conditions limites, cette approche est appelée la Méthode des
Equations Intégrales Directes et ¢’est elle qui est adopté pour notre étude.

Dans ce chapitre on présente le principe et I’'implantation numérique de la méthode des
équations intégrales directes en ¢lasticité¢ linéaire. A partir du théoréme de réciprocité de
Maxwell-Betti et de la solution élémentaire (solution du probleme de Kelvin), on obtient les
équations intégrales en déplacement qui, aprés discrétisation et résolution, nous permettent
d’estimer les déplacements et les tensions sur tout le contour. Les contraintes et les

déplacements des points intérieurs sont alors calculés par une simple intégration.



1.2 Formulation des équations intégrales
1.2.1 Hypotheses :

Dans cette étude, on traite les problémes avec les hypothéses supplémentaires suivantes:

» Le matériau est isotrope;
» Les forces de volumes sont négligeables;

» Le contour de la structure est borné. Ainsi, on peut traiter le cas d’un trou dans un plan
infini et non dans un demi-plan.

» la formulation des équations intégrales est faite pour des problémes en déformations
planes. Les problemes e contraintes planes seront traités en remplacant le module de
Young E et le coefficient de poisson V respectivement par (1 — V) E et v/ (1 + v).

1.2.2 Théoreme de réciprocité de Maxwell-Betti :
Le théoréme de réciprocité de Maxwell-Betti lie entre les solutions de deux problemes

d’élasticité linéaire sur un méme domaine Q2.

Etat 2: (u, , t3) Etat 1: (@ , t)
Fi1G.1.1 LE POINT D’APPLICATION DE LA FORCE EST UN POINT INTERIEUR

Supposons que le premier probléme ait comme solution le couple (LF,tT); champ de

déplacements et champ de tentions sur le contour 6C2.

Soit un second probléme défini sur le méme domaine et qui a comme solution le

couple (u”,t%). D’apres le théoréme des travaux virtuels on peut écrire :




[ [o']:[¢*]da-] twds-| fludQ=0 (1.1)
et
IQ[Uz]:[gl]dQ—J.aQ?JdS—IQTfEdQ =0 (1.2)
en faisant la différence des deux équations et on a :
J.Q([az}[el}—[o"]:[52})dQ— ag(?ﬁ—(?)ds—jg(fm—ﬁu?)dﬂ=0 (1.3)
or,d’apres la symétrie du comportement élastique, on a :
(][0 (eUL ) =(Oho Yo [0 "] as

d’ou le théoréme de réciprocité :

02 121 1.2 g2.1 _
Lg(tu —t-u )ds—jg(fuu —fru )dQ_O (1.5)
en I’absence des forces de volume, ce théoréme s’écrit :
A 240 [ 2.0
Iagt u-ds _J‘aQt u'ds (1.6)

Ce théoréme permet d’établir de relations intégrales entre les inconnues du probléme a

résoudre (1) ou (2), I’autre étant connu.
1.2.3 Probleme de KELVIN
Pour pouvoir écrire I’équation intégrale on a besoin d’une solution analytique d’un probléme
particulier sur le domaine Q. Plusieurs solutions élémentaires existent, par exemple:
» demi -espace avec surface libre ;
» demi-espaces collés;
» plaque épaisse infinie;

» probléme de GREEN, etc.

=i
el

e

P Plan infini

Fi1G.1.2 PROBLEME DE KELVIN



La solution la plus simple et la plus générale est celle du probleme de KELVIN décrite ci

dessous.

Soit une force unitaire F' appliquée en un point P d’un milieu infini bidimensionnel suivant

la directiongi . Pour ce probléme, 1’équation de NAVIER s’écrit en un point Q du domaine:

Avec déplacements nuls a 1’infinis comme condition aux limites
lim u. =0
IPQ>0 (1.8)

La résolution de cette €équation différentiel conduit a :

e La composante du vecteur déplacement en un point Q suivant la direction a est:

i 1 1
U!(P,Q)=———| (3—40)In(—)J, +r.r, 1.9
{(P.Q) Sﬁﬂ(l_u)ﬁ JIn()5; +1, } (19)
ou:
. ) E
r: est la distance entre les point P et Q, =
2(1+v)
et
To — X ..
QTP =1
P
r;= (1.10)
Yo — 1 .
Yo — Ip s11 =2

P
e Le tenseur des contraintes est calculé a partir de la loi de comportement e élasticité
linéaire (loi de Hooke) :
i [ i [
oy =AU +uU;, +U, ) (1.11)
e la composante du vecteur tension en un point Q sur une facette de normale n(Q)

suivant la direction e est:

T/(P,Q) =0} (P,Q)n(Q) (1.12)

soit sous une forme explicite :

i 1 or
T,(P.Q) ZW[a—n[(l—ZVﬁu +2r,ir,j]+(1—2‘/)(njr,i _nir,j)jl (1.13)

ou:



or
a—n:nlr’1+n2r,2 (1.14)

1.2.4 Equations intégrales en déplacements

Plan infini

a) Probleme & résoudre: (@, 1) b) Probleme de KELVIN : ([7“ T
F1G.1.3 DOMAINE Q) ET SA TRACE Q'SUR LE PLAN INFINI
La figure (Fig.1.3.a) représente le domaine Q du probléme a résoudre :
- U;(Q) est la composante du vecteur déplacement d’un point Q suivant la direction eT. ;
- t;(Q) est la composante du vecteur tension suivant la direction eT. en un point Q sur
une facette de normalei(Q).

Pour un probléme bien pos¢, soitu;(Q), soitt;(Q), Q variant sur le contour 0Q et
(j=1,2), est donné comme conditions aux limites, ’autre étant I’inconnue qu’on cherche. La
figure (Fig.1.3.b) représente un plan infini, Q' étant la trace de Q sur ce plan. E, est une force
unitaire appliquée en un point P suivant la directione_; , la composante du vecteur déplacement
en un point Q de 0 suivant la direction eT est donnée par la solution analytique du

probléme de KELVIN (U}(P,Q)), et la composante du vecteur tension en un point Q de 0Q’

sur la droite tangente estTji (P,Q).
e Si le point P est a I’extérieur de Q' :
Dans ce cas, Q' est en équilibre sous 1’action du champ des tensionsTji (P,Q). Ainsi on

a deux états ou le domaine Qest en équilibre élastostatique : le premier est le probléme a
résoudre (U;(Q),t;(Q)), le second est(U}(P,Q),Tji(P,Q)). Alors d’aprés le théoréme de

Maxwell-Betti, on a :



[, TI(P.Qu;@Q0ds(Q) = _U}(P,Q);(Q)ds(Q) (1.15)
e Si le point P est sur Q' :
Le domaine Q'n’est plus en équilibre sous 1’action du chamiji(P,Q). Par

conséquent, 1’équation (1.15) ne peut plus étre écrite pour un point P appartenant a 0Q2.

ﬁ—i Plan infini
Probléme & résoudre: (@ , ) Probleme de KELVIN : (7 [ T)

Fi1G.1.4 CASOU LE POINT D’APPLICATION DE LA FORCE EST SUR LE CONTOUR 0€2
Pour pouvoir écrire le théoréme de MAXWELL-BETTI pour un point P du contour, on
isole P par un cercle de rayon & comme le montre la figure (Fig.1.4). Le nouveau contour

d’intégration sera :
I'=0Q—-(Q, "oQ)+ (02, NQ) (1.16)
ou Q_est larégion du cercle, 0€2, son contour. On peut écrire alors :
[ T/(P.Qu;(Qds(Q) = [ U}(P.Q)t;(Qd(Q) (1.17)
et en faisant tendre & vers z€ro, on obtient I’équation intégrale en déplacements :
Cyu(P)+[_T/(P.Qu;@Qds(Q) = |_Uj(P.QIt;[Q)ds(Q)  1.18)

i = 55” si la normale en p est continue. Dans ce cas 1’équation intégrale en déplacement

ou C
s’écrit :

SuP)+ [ THP.QU, Q@) = [ UI(P.QL Q@ (r1o



1.2.5 Déplacements des points intérieurs

Plan infini

Probleme & résoudre: (@@ , 1) Probleme de KELVIN : (0% T4
F1G.1.5 CASOU LE POINT D’APPLICATION DE LA FORCE EST UN POINT INTERIEUR

¢ Si le point P est a I’intérieur de Q' :
Pour pouvoir écrire le théoréme de Maxwell-Betti, on isole P par un cercle de rayon &

comme I’indique la figure (Fig.1.5). Le nouveau contour d’intégration devient : I' = 0+ 0€2,

On a alors :
[ T/(P.Qu,@Q0ds(Q) = Uj(P.Q)t;(Q)ds(Q)  (1.20)
en faisant tendre & vers zéro, on obtient :
U (P)+[ T/(P.Qu;(Qds(Q) = | _Uj(P.Q)t,(QdsQ)  (1.21)
b (P)=[_Uj(P.Q)t,(Qds(Q~] _T/(P.Qu;(QdsQ)  (1.22)

Cette équation est connue sous le nom de « ldentité de Somigliana» pour les
déplacements. Elle permet de donner la valeur du déplacement en tous points intérieurs en
termes de déplacement et d’efforts (u; et t;) et pour tous points P ou I’effort unitaire est

appliqué, une fois que u; et t; sont connus en tous points de la frontiére.
1.2.6 Contraintes des points intérieurs
La composante o du tenseur des contraintes est calculée a partir de la loi de

comportement de Hooke (1.11) en injectant la valeur u,(P)de I’équation (1.22) dans (1.11) :

oy (P)=[_Di(P.QL(QdsQ)~[_S}(P.Qu Q)ds(Q) (123



ou

i 1
S e [A=20)G,0; + 8l =8I )+ 2000 ] 10
et
i 2u or
> :m{za_n[(l_zv)é” FHV (ST +05 1) =41 |

(1.25)
+v(nr;r,+n;rr)+(1-2)2n,r;r; +n;5, +ni5jk)—(1—4v)nk§ij}
1.2.7 Equations intégrales en tension
Le tenseur des contraintes o est obtenu en appliquant la loi de Hooke aux équations
de déplacement. L application de la loi de Hooke nous permet de relier la composante oy du

tenseur des contraintes a la solution de Kelvin et aux tensions et déplacements du contour.
L’équation (1.23) donne le tenseur des contraintes pour un point P & I’intérieur du

domaine(r # 0). En prenant P sur le contour et en suivant le méme raisonnement que pour

I’équation (1.19), on obtient I’équation intégrale en contraintes :
1 i
0 (P)+ [ Sy (P.Qu, (Q)ds(Q)
= [ Di(P,Q)t,(Q)ds(Q)

avec les conditions : U, (P)eC' et t (P)eC'

(1.26)

En multipliant I’équation (1.26) parn;(P), on obtient I’équation intégrale en tensions :
1 i
SGP)+n;(P)f_ S (P Q) (Q)ds(Q)
=n,(P)[_ D} (P,Q)t(Q)ds(Q)

1.2.8 Contraintes des points du contour

(1.27)

Pour calculer le tenseur des contraintes pour un point P situé sur le contour, trois
méthodes sont envisageables :

- connaissant le champ des déplacements sur le contour, on peut déterminer celui des
contraintes variant linéairement sur un élément. Cette méthode nous donne des
résultats peu précis.

- En calculant les contraintes pour un point intérieur assez proche de P puis en faisant
une extrapolation. Cela ne donne pas de bons résultats pour les zones de fortes

variations de contraintes.



- La troisieme méthode, la plus précise, est d’utiliser la formule (1.26) comme une

formule des contraintes sur le contour. Ainsi on peut écrire :

5,(P)=2[ D}, (P.Q)t(Qds(Q)-2[ S}, (P.Qu,(Q)ds(Q) (125

1.3 Equations intégrales pour les structures fissurees

FIG.1.6 STRUCTURE FISSUREE

Les équations intégrales de frontiére (1.19) et (1.27) sont valables telles quelles pour un solide
¢lastique non fissuré, la présence d’une fissure entraine des difficultés supplémentaires.
Considérons donc un solide élastique €, contenant une fissure I" ; les deux levresT™", "™
géométriquement confondus et libres de contraintes, sont munies de normales unitaire n” et n°
opposées et choisies de sorte que n” soit orientée de I'" vers ' (ceci pour rester cohérent avec
la convention d’orientation selon laquelle la normale est toujours dirigée vers 1’extérieur du
domaine ¢élastique ).

1.3.1 Equation intégrales en déplacement pour les points de la fissure

Décomposons par la pensée Q en deux sous domaine Q" et Q~ séparées par un contour C et la
fissure I (Fig.1.7).

Fi1G.1.7 DECOMPOSITION DE LA STRUCTURE EN DEUX PARTIES AU NIVEAU DE LA FISSURE



On peut écrire, pour un point P* appartenant a la Iévre I'* de la fissure, 1’équation intégrale en

déplacement (1.19) :
SUPH [ TP, Q)
= Uj(P*,Q)t;(Q)ds(Q)

oQtucturt
De la méme manicre, 1’équation intégrale en déplacement (1.19) pour un point P~ appartenant

(1.29)

alalévre I'"de la fissure, s’écrit :
T;(P7,Q)u;(Q)ds(Q)
= Ui (P7,Q)t;(Q)ds(Q)

o uC uI'”
Tous calculs faits, I’addition membre a membre des deux égalités (1.29) et (1.30) prises pour

Iaﬂ' uC ul'™

Lu Py«
2 (1.30)

le méme point P = P* = P", donne, compte tenu des conditions de raccord et I’opposition des

+ -
normalesn’ etn sur C:

LU+, THP.QU Q@) -
=[_ . Ui(P.Q)(Q0ds(Q) |
Et encore, sachant que T'=T"UT"
L) +uP))+ [ THP.QU, Q@) .

oQuT

L’équation (1.32) représente 1’équation intégrale en déplacement pour les points de la fissure.

1.3.2 Equation intégrale en tension pour les points de la fissure

En suivant le méme raisonnement que pour 1’équation intégrale en déplacement,l’équation

intégrale en contrainte pour un point P = P* = P~ situé sur les lévres de la fissure s’écrit :
1 N _ i
(e3P +ay(P))+ [ Si(P.Qu (Q)ds(Q)
= J,or Dl (P- QI (QdsS(Q)

oQul’
La multiplication des deux membres de 1’équation (1.33) par la normale n” du point P ou n” du

(1.33)

point P" nous donne 1’équation intégrale en tension :



%(ti(P*)+ti(P))+ n(PH[ 8§ (P,Qu (Qds(Q)

. i (1.34)
=n,(PH[_ Di(P,Q)t(Q)ds(Q)
Pour une fissure non chargée 1’équation intégrale en tension se réduit a :
n,(P) | S (P,Qu,(Q)ds(Q)=n;(P") [ D}, (P,Q)t, (Q)ds(Q) (135)
oQurr o0

1.3.3 Equation intégrale en déplacement pour les points du contour

F1G.1.8 STRUCTURE FISSUREE (CASOUP ¢I")
Si le point P n’appartient aux leévres de la fissure, P appartenant a 0Q" par exemple, 1’équation
intégrale en déplacements (1.19) s’écrit :
1 i i
Ju(P)+ j T/ (P,Q)u,(Q)ds(Q) = j U (P.Q)t;(Q)ds(Q) (1.36)

oQfucturt oructurt
Par contre, puisque P ¢ QO , on va utiliser le théoréme de Maxwell-Betti (1.15) pour écrire une

relation intégrale surQ)~, ce qui nous donne :

j T/(P,Q)u;(Q)ds(Q)= j U (P".Q)t;(Q)ds(Q) (1.37)
oQ uCrur- oQ uCTuI”
L’addition membre a membre des deux égalités (3.8) et (3.9) donne, compte tenu des

conditions de raccord et I’opposition des normales n"et n~ sur C :
1 ; i
Su(P)+ [ T/(P.Q)u;(Q)ds(Q)= [ Uj(P,Q)t;(Q)ds(Q) (1.38)

oQur oQuI’
Ce qui représente 1I’équation intégrale en déplacement pour un point du contour.



1.3.4 Equation intégrale en tension pour les points du contour

La méme démarche suivie pour 1’obtention de 1’équation intégrale en déplacement pour un
point P du contour nous conduit a I’équation intégrale en tension appliquée pour le méme
point P, ainsi on obtient :

%ti(P)-i-nj(P) [ Si(P.Q)u (Q)ds(Q)=n;(P) [ D (P.Q)t,(Q)ds(Q)  (1.39)

oQurr oQurr

1.3.5 Deplacements et contraintes des points du contour

Supposons que le point P soit a I’intérieur du sous domaine Q" on peut alors écrire 1’identité
de Somigliana (1.22) :
u,(P) = j Ul (P.Q)t,(Q)ds(Q)- j T/ (P,Q)u, (Q)ds(Q) (1.40)

o ucturt oQtucturt
D’autre part, le théoréme de réciprocité de Maxwell-Betti (1.15) s’écrit sur le sous-domaine

Q
[ TP.QL(Qds(Q)= [ Uj(P.Q)L(Q)ds(Q) (141)

oQ uC U™ oQ uC uIr™
L’addition membre & membre a membre des deux égalités (1.40) et (1.41) nous donne

I’identité de Somigliana pour une structure fissurée :

u(P)= [ Uj(P.Q)t;(Q)ds(Q)~ [ Tj(P.Q)u;(Q)ds(Q) (1.42)
oQuI’ oQuI’
La composante o;; du tenseur des contraintes est obtenus a partir de la loi de comportement de

Hooke (1.11), en injectant la valeur de u,(P) de 1’équation (1.42) dans (1.11), on obtient :

o;(P)= | Dy (P.Q)t;(Q)ds(Q)~ | S} (P.Q)u;(Q)ds(Q) (1.43)

oQur oQur

1.3.6 Contraintes des points de contours

La composante o du tenseur des contraintes d’un point P situ¢ sur le contour dQ se calcul a
partir de 1’équation intégrale en contrainte d’une structure fissurée, ce qui nous donne :

o3(P)=2 | D (P.Q)t(Q)ds(Q)-2 [ S} (P.Q)u,(Q)ds(Q) (1.44)

oQurr oQur



Chapitre 11 Traitement numérique des éguations intégrales

Chapitre 2

Traitement numérique des équations intégrales

Les solutions analytiques des ¢équations intégrales relatives aux problémes
d’¢lasticité sont extrémement rares et n’existent que pour quelques géométries et
conditions aux limites simples.

Pour étre en mesure de traiter des cas plus complexes qui correspondent & ceux
rencontrés dans la pratique, on est amené a la résolution numérique de ces problémes. On
approche alors la solution du probléme avec une erreur qui dépend généralement de :

- lareprésentation de la géométrie ;
- le nombre d’éléments utilisés ;
- lareprésentation des champs élastiques ;
- la méthode d’intégration.
Cette partie est consacrée a la présentation des principales étapes du traitement

numérique de 1’équation intégrale en déplacements.

2.1 Traitement numérique des équations intégrales pour les structures
non fissurées

2.1.1 Discrétisation de la géometrie

FIG.2.1 DISCRETISATION DE LA GEOMETRIE
La frontiere o0Qest discrétisée en NEG (nombre d’¢éléments de la

géométrie)segments de droite I' (m=1, NEG), chaque ¢lément est défini par deux nceuds

N_ et NZ. Connaissant les coordonnées de ces nceuds, on détermine les coordonnées d’un

point quelconque Q de I’élément a 1’aide des fonctions de forme linéaire :

15



Chapitre 11 Traitement numérique des éguations intégrales

XQ(S):XN%N1(S)+XN% Nz(s) (2.1)
Yo (S)= erln Nl(s) + erzn Nz(s) (2.2)
avece
N, (s)=1-— 2.3)
S

N -

»(9) N (2.4)
I

>
e

FI1G.2.2 ELEMENT LINEAIRE POUR LA REPRESENTATION DE LA GEOMETRIE

ou L, est la longueur de I’élément I, .

Nous avons adopté ce type d’élément pour pouvoir évaluer analytiquement les
intégrales qui apparaissent dans la formulation des équations intégrales. Un autre choix de
type d’élément, quadratique par exemple, nous obligera a les évaluer numériquement par la

méthode de quadrature de Gauss, ce qui est tres coliteux en temps de calcul.

2.1. 2 Discrétisation des champs élastiques

® Noeud de collocation

m  Noeud de géométrie

F1G.2.3 ELEMENT QUADRATIQUE NON CONFORME

16



Chapitre 11 Traitement numérique des éguations intégrales

La formulation des équations intégrales en déplacements n’impose aucune condition sur
les champs des déplacements et des tensions, par conséquent, on peut prendre une variation

constante sur chaque élément
u; € c t, e c (2.5)

Pour d’autre cas (problémes de fissures) on doit prendre une variation au moins

quadratique des champs de déplacements et de tensions, soient :
1 1
u;eC t,eC (2.6)
Les points de collocation ont été choisis a I’intérieur de 1’élément de discrétisation

pour ¢éviter les problémes dus a la discontinuité de la normale (le terme libre C;(P,Q) de

I’équation intégrale change en fonction de la discontinuité de la normale), ainsi que pour
pouvoir traiter les problémes de singularité en fond de fissure.

Sur un élément I'  ona:

Ui(S)=ZUi(|\/|r|])N|(S) (2.7)
et
4(5)= 2 H(MDN;(5) (2.8)

ot M! (I=1,3) sont les points de collocation de I’élément T, , et avec :

15 6 9
N (s)=———s+—5° 2.9
5 9 9
N (s)=—=+—5+—¢? 2.10
,(9) FANTRANT: (2.10)
3 3 9
N.(s)==———5+—5° 2.11
5(5) TR (2.11)

2.1.3 Discrétisation de I’equation intégrale
L’équation intégrale en déplacements (1.19) appliquée a un point de collocation

(P=M!)de I’élément T, s’écrit :

%ui<M:>+ [ T/(M5Qu;@dsQ) = | _Uj(M,Qt(Qds(Q) (2.12)

En discrétisant le contour 0Q2 en NEG élémentsI", (m=1,NEG), on aura :

17



Chapitre 11 Traitement numérique des éguations intégrales

%ui(Mnk)+ > [ TI(M.Q)u;(Q)ds(Q)

(2.13)

=2 [ UiMEQ)t@)ds(Q)

et en remplacant la valeur des variables par leurs représentations, on obtient :

NEG

—U (M )+ZI T (Mn,Q)(Z N, (s)u; (M, )de(Q)

NEG (2.14)

= ZJ Uj (Mn,Q)(ZN ($)t; (M, )st(Q)

soit :

(2.15)

ii(%é‘mné‘kléij + J.OLmTji(M :9S)NI(S)deuj(M )

m=1 =1 j=1
ii(] Ui (MY, SN, (s)ds)t (M)

C’est une équation a (12x NEG) variables. En faisant varier le point de collocation

(2.16)

;_a

M sur tous les éléments (n=1,NEG), sur chaque point de collocation k(k=1,3) et suivant

chaque direction eT(i =1,2), on obtient ainsi un systetme de (6xNEG)équations a

(12x NEG) variables de la forme :

[A] {U} :[B] {t} 2.17)

2.1.4 Calcul des intégrales

C’est I’étape la plus importante de la méthode des €quations intégrales. En effet il
faut déterminer avec précision les coefficients des matrices [A] et [B] pour obtenir une

bonne approximation de la solution du probléme. Le nombre de coefficients a déterminer
est égal a2x(6x NEGx6x NEG), soit 72x(NEG)’ coefficients, ce qui prend une grande

partie du temps de calcul. La solution idéale est de les évaluer analytiquement. C’est ce

18



Chapitre 11 Traitement numérique des éguations intégrales

que nous avons finalement choisi. Pour cela il est nécessaire de discrétiser la géométrie en

segment de droite pour pouvoir effectuer une intégration analytique.

2.1.5 Constitution du systeme d’équations

La construction du systéme d’équations consiste a écrire 1’équation intégrale en
déplacement discrétisée (1.39) pour les points de collocation M (k=1,N,c) de chaque
¢lément du contour I, (m=1, NEG) suivant les deux directions, N, ¢étant le nombre de

nceuds de collocation par élément. Ainsi, on obtient un systéme d’équations algébriques de

(6x NEG) équations a (12x NEG) variables :

Apres discrétisation de I’équation intégrale en déplacements on est arrivé a un

systeme

[A] {U} :[B] {t} (2.18)

Le coefficient des matrices [A] et [B] ne sont pas du méme ordre de grandeur. En effet,

A, est du méme ordre de grandeur que r tandis que Bj;est du méme ordre de grandeur que

G (G étant le module de cisaillement). Pour obtenir un systéme bien conditionné, on doit

multiplier les coefficients de la matrice [B] par 2G. On aura alors a résoudre :

QRESIGHESS: e

Les vecteurs {u} et {t} contiennent les valeurs du déplacement et des tentions avant
I’application des conditions aux limites. (6x NEG)de ces variables sont données comme
conditions aux limites. Ces conditions peuvent étre introduites par un réarrangement dans
les colonnes de [A] et [B] ce qui nous permet de transformer le systétme a résoudre en
mettant les variables connues d’un coté et les inconnues de 1’autre coté et obtenir un

systéme d’équations de (6 x NEG) équations a (6 x NEG) inconnues de la forme :

[K]{x} =1y} (2.20)

ou {x} est le vecteur qui contient toutes les inconnues en déplacement et en tension.
Apres la résolution par une méthode approprié, les valeurs des tentions trouvées

seront multipliées par 2G pour avoir la solution du probléme.
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2.1.6 Résolution du systeme d’équations :

La matrice [K] du systéme a résoudre est une matrice pleine, non symétrique et a diagonale
dominante, ce qui représente une différence considérable par rapport aux méthodes des
¢léments finis, pour lesquelles il est bien connu que la matrice de rigidité est symétrique et
bande. Pour les matrices de taille moyenne, les méthodes directes sont trés efficaces. Par
contre, pour les matrices de grande taille, et du fait que la matrice [K] est a diagonale
dominante les méthodes itératives sont les plus efficaces. Cela représente le cceur de notre
travail qui consiste a implémenter une des plus célébres méthodes itératives adaptée a ce

type de systeme d’équations, a savoir la méthode GMRES.
2.1.7 Calcul des déplacements des points intérieurs

Le champ des déplacements des points intérieurs P se calcule par une simple

intégration, de 1’équation (1.22), on a :
U, (P)=[_Ui(P,Q)t(Qds(Q)~[_T/(P,Qu;(Qds(Q) @221)

En discrétisant cette équation, on obtient :

LP)= Y 33 [(UL PN, (s)ds), (M)
NEG 3 mzi ; : (2.22)
> 2], (T (PN (s)ds Juy (M)

0

—
N
—_

m=1 I=1 j

2.1.8 Calcul des contraintes des points intérieurs

Le tenseur des contraintes d’un point intérieur P se calcule par une simple

sommation, de I’équation (1.21) on a :
o3(P) = Di(P.Qt(Q)dsQ) - [ S} (P.Qu, (Q)ds(Q) (2.23)

On peut écrire alors apres discrétisation :

NEG

-> ii(ﬁ D}k(P,s)N,(s)ds)tk(M by
2

m=1 I=1

—_

NEG (2.24)

(ILm S;k(P,S)N|(S)dS)Uk(MrIn)

0

2.1.9 Calcul des contraintes des points du contour
Le tenseur des contraintes d’un point P du contour se calcule par simple sommation

a partir de 1’équation (1.28) :

o, (P)=2{[_Di(P.QEQUsQ)-[_Si(P.Qu,QdsQ} (25
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Soit :

N

m

G

ii(ﬂm D}k(P,s)N,(s)ds)tk(M;)

1=1 k=1

O'ij(P)=2(

3
0

(2.26)

Yy

2 (
m=1 =1 k=l

2.1.10Algorithme :

1. Lecture des données: Géométrie du probléme, conditions limites et propriétés du

0

J S}k(P,S)N|(S)dS)Uk(Q$)j

matériau.

2. Maillage: discrétisation du contour en NEG éléments " sinon on récupere des

structure déja maillée avec d’autre logiciel comme I’ABAQUS
3. remplissage des matrices [A] et [B] :

™ Boucle sur les éléments I, (n=1, NEG)

> Boucle sur les nceuds de collocation M (k=1,3)

> Boucle sur les directions eT (i=1,2)

Ecriture de 1’équation intégrale (..)

™ Boucle sur les éléments I, (m=1, NEG)
™ Boucle sur les nceuds de collocation M! (1=1,3)

Boucle sur les directions eT (G =12

Evaluation de I’intégrale :

L Ly
[TIME9N (s)ds, [UJ(ME )N (s)ds

4. Introduction des conditions aux limites et constitution du systéme d’équations :

[K]xi=1yj

5. Résolution du systéme d’équations par la méthode de décomposition de Gauss et

obtention des inconnues du contour : {U} et {t}

6. Calcul des déplacements des points intérieurs par la formule (1.22)
7. Calcul des contraintes des points intérieurs par la formule (1.23)
8. Calcul des contraintes des points du contour par la formule (1.24)

9. Affichage des résultats.
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2.1.11 Organigramme

@mre des don@

v

Maillage du contour

v

Calcul des coeftficients des
matrices [A | et |B]

T

Introduction des conditions aux limites
et résolution du systeme d'équations

BiE

e Calcul des déplacements des points intérieurs

o Calcul des contraintes des points intérieurs

e Calcul des contraintes des points du contour

Affichage des résultats

F1G.2.4 ORGANIGRAMME

22



Chapitre 11 Traitement numérique des éguations intégrales

2.2 Traitement numérique des équations intégrales duales pour les
structures fissurees

2.2.1 Discrétisation de la géométrie et des champs élastiques

F1G.2.5 DISCRETISATION DE LA GEOMETRIE

Le contour 02 de la structure est discrétisé en NEG segments de droite T2 (m=1, NEG),
chaque élément est défini par deux nceuds de géométrie N!9etN’?. La fissure est
discrétisée en 2xNEF segments de droite I'! (m=1,2xNEF), les lévres I'"et

I"contenant NEF éléments chacune. Les éléments T'j et T, ,(i=1, NEF-1) sont

géométriquement confondus et de normales opposées :

(-t N S f

n(F2i+1> - _n(rznz) (2.27)
Les éléments sont définis par deux nceuds de géométrie N'" et N2' . La position d’un point
quelconque Q sur I’élément de frontiére T (k= f, g ) est définie par la donnée des nceud
de géométrie de I’élément et des fonction de forme linéaires N, (s)et N,(S)(2.4)

{&£9=wamﬁ+Awaﬁ

k=f, 2.28
Yo(8) = Yy Ni(8) + Y, N2(S) ( 9) (2.28)

2.2.2 Discrétisation des champs élastiques

Les champs ¢lastiques de déplacements G(Q)et de la tension f(Q)(Q e 0QuUI) sont

interpolés par des fonctions de forme quadratiques (2.9),(2.10)et(2.11). Les trois points de
collocation ont été choisis a I'intérieur de 1’élément de discrétisation. Dans un premier
temps le fond de la fissure est discrétisé par le méme type d’élément (élément quadratique
non conforme), un autre type d’élément (élément singulier) sera utilis¢ pour la

discrétisation du fond de fissure.
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2.2.3 Discreétisation des équations intégrales duales
Discrétisation de I’équation intégrale en déplacement pour un point P de la fissure :

L’équation intégrale en déplacement (1.32) appliquée a un point de collocation (P =M *)

de I’élément de fissure T'! située sur la lévre T s”écrit :

%ui(Mfk)+ UM+ [T (MEQ@QdsQ) = | Uj(M,Q)t(Qds(Q) (2.29)

oQurr oQurr

En discrétisant le contour 0Qen NEG éléments 'S (m=1, NEG) et la fissure I'en

2x NEF éléments T"! (m=1, 2x NEF ) on aura :

U (MM +ZJT (M*.Q),Q)s@Q)
+2XNZE‘,F [T/ (MF.Qp,Q)Ms@) (2.30)
=S [UI(ME QY Q@)+ 3 [Ul(MI.QY, Q1@

En remplagant la valeur des variables u;(Q) et t;(Q) par leurs représentations respectives

(2.7) et (2.8) on obtient :

%ui(M )+2u|v|nf+<;‘ k>+;rng |v|fk Q (ZN (s); ( )]ds(Q)
+2X§F j T/ (ZN (sw; (M )]ds(Q)
NmEG1 - 3 (2.31)
_Z jT (M .Q (ZNl(s)tj(Mrﬂ')jds(Q)
+2X§F jTj‘(Mnfk,Q)( 3 N, ()t; (M) )jds(Q)
“u, (M fk)+;u MG “*:Eigi{]:ﬂ M nfk,s)N,(s)dsJuj (M)
+2XNEFii(TT; M SN, (s)ds}uj (M7)
Soit : mt o (2.32)

=z
(9]

E

ii(?u}(m ;k,s)N,(s)ds]tj (M)

1 1=l j=1

3
Il

2xNEF

+ i(ju (M s)N,(s)dthj(an')

1 1=l j=l1

X
p=4

3
Il
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Ou L? est la longueur de 1’élément du contour T'? etL' la longueur de 1’élément de

fissureT"! .

Finalement on a :

b=

EG

ii[LjT :‘,s)N,(S)ds]uj(M,ﬁ')
m=1 1=1 j=1\ o

+ Zz ; mnkllj +— ﬂmnklu +IT (M S)NI(S)dS\JUj(Mr:)

y (2.33)
- Zz[fuj(mgk,s)N,(s)ds}J(Mg')
m=l I=1 j=1|
2xNEF 3 2 L
+ ZZ[[U M N, (s)ds] (M)
m=1 I=1j
Avec ki = OmnOuOi et Bandii = OmnsnyOaion O (2.34)

C’est une équation a ( 12x NEG +24 x NEF ) variables.
Discrétisation de I’équation intégrale en tension pour un point P de la fissure :

Pour une fissure non chargée, I’équation intégrale en tension (1.35) appliquée a un point de

collocation (P =M ™) de I’é1ément de fissure I'! situé sur la lévre I~ s’écrit :

n(M5) | S, (M¥,Qu,(@Qds@Q)=n;M!,) [ D, (M*QL,(QdsQ (235

oQurr

La méme démarche de discrétisation nous conduit a :

32 L
Zan(Mnﬂ‘)[IS}a(Mnﬂ‘,s)Nl(s)ds}ua(Mrﬁ')

2 2NEF 3 2 Ly

+y Zznj(Mgk)[Isja(M SN, (s)ds}u MM (2.36)
j=1 m=1 1=0 a=1 0
2 NEG 3 2 L

=> Zan(Mnfk)[JS;a(Mnﬂ‘,s)N,(s)ds}ta(Mrﬁ')

Discrétisation de I’équation intégrale en déplacement pour un point P du contour

L’équation intégrale en déplacement (1.31) appliquée a un point de collocation (P =M )

de I’élément du contour T} :
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%ui (Mr?k)+mju FT; (M¥,Q)u,(Q)ds(Q) -
= [ U}(M.Q)t,(Qds(Q) |

oQurr
Apres la discrétisation, on obtient :

NEG

w

i [%%5“5 +jT (M&.Q)u, (Q)ds(Q)Juj(Mrﬂ')

j=1

I
—_

m=1 |

2%

Z

+
Mw

b)) R ATEOIICEIRURD

j=1

ZZ[ [Ti(M*.Q N.(Q)ds(Q)},-(Mn%')

=1 j=I

11

3
Il
Il

(2.38)

=
m

G

3
I

><
=z

+
M
MN

EF

11

3
1l
1l
1l

( Jui(M¥.Q N.(Q)dS(Q)}j(Mrﬂ)

j
Cette équation a ( 12x NEG + 24 x NEF ) variables.

2.2.4 Constitution du systeme d’équations

La discrétisation des champs élastique nous a conduit a avoir ( 12x NEG +24x NEF )
variables, la moitié de ces variables sont connus comme conditions aux limites. Pour
pouvoir résoudre le probléme, il nous faut donc ( 6xNEG+24xNEF ) équations
indépendantes.

La méthode de collocation consiste en I’écriture de I’équation intégrale (1.32) pour tous les
points de collocation de la structure. L’écriture de cette équation pour un point de
collocation P* d’une lévre de la fissure conduit a la méme équation écrite pour le point P~
de l'autre lévre de la fissure. Pour surmonter ce probléme, on utilisera la méthode des
équations intégrales duales qui consiste a écrire 1’équation intégrale en déplacement (1.32)
pour les points de collocation d’une lévre de la fissure, et 1’équation intégrale en tension
(1.35) (I’équation duale de celle en déplacement) sur 1’autre levre de la fissure, ce qui nous
donne deux équations indépendantes écrites pour les point géométriquement confondus
P etP”

la construction du systéme d’équations consiste a écrire :

o L’équation intégrale en déplacement discrétisée (2.38) pour les trois points de

collocation M * (k=1.3) de chaque élément du contour I'? (n=1,NEG) suivant les deux

directions Ei( i=1,2)
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o L’équation intégrale en déplacement discrétisée (2.33) pour les trois points de

collocation M *(k=1,3) de chaque élément d’une méme levre de fissure
I''(n=1+2a,a =1,NEF —1) suivant les directions €, (i=1,2)

o L’équation intégrale en tension discrétisée (2..36) pour les trois points de

collocation M *( k=1.3) de chaque élément de I’autre 1evre de fissure M * ( k=1.3) de

chaque élément de 1évre de fissure I'f (n = 2a,a =1, NEF)

suivant les deux directions € ( i=1,2)

Ainsi, on obtient un systtme de (6xNEG-+6xNEF +6xNEF ) équations a
(12x NEG +24 x NEF ) variables de la forme :

[A]{u} =[B]{t} (2.39)

Les coefficients des matrices [A]et [B]ne sont pas du méme ordre de grandeur. En

effet, A;et du méme ordre de grandeur que r tandis que Bjet du méme ordre que é (G

¢tant le module de cisaillement).

Pour obtenir un systéme bien conditionné, on doit multiplier les coefficients de la matrice

[B] par 2G, on aura alors & résoudre :

[A](u! :(2G)[B]{t':é} (2.40)

(6xNEG +12x NEF ) de ces variables sont données comme conditions aux limites. En
mettant les variables connues d’une coté et les inconnues de 1’autre, on obtient un systéme

d’équations de (6 x NEG + 12 x NEF ) équations a (6 x NEG +12 x NEF ) inconnues de la

forme :

[K]{x} =1y} (2.41)

Apres la résolution par la méthode de Gauss, les valeurs des tensions trouvées seront
multipliées par 2G pour avoir la solution du probléme.

2.3 Calcul des facteurs d’intensité de contraintes

Il existe plusieurs techniques pour calculer les facteurs d’intensité des contraintes. Dans
notre étude, deux méthodes seront utilisées :

»  Laméthode d’extrapolation des déplacements au voisinage du fond de la fissure.

»  Laméthode d’intégrale de Rice (Intégrale J)
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Dans ce qui suit, on présente les principes de ceux deux techniques, une comparaison entre

les deux sera faite au (1.34).

2.3.1 Méthode d’extrapolation des déplacements

* M

4 A
x,t 7,

k

Fond de fissure

F1G.2.6 REPERE CARTESIEN ET POLAIRE EN FOND DE FISSURE
Au voisinage du fond de la fissure, dans le cadre de I’élasticité linéaire, les champs de
déplacements et de contraintes sont définis par une série infinie découplée en mode I et II.

En ne considérant que le premier terme de la série, les déplacements et les contraintes d’un

point M(r, &) sont :

u1=;<_l {%cosg(k—cosé’)+%,/%sing(K—cosHJrZ)
u\2r u\N2r
(2.42)
uzzﬁ /Lcosg(k—cosﬁ)—ﬁ Lsing(/c—cos6’+2)
2u\N2r 2 2u\N2r 2
o, = Ky cosg[l—singsinﬁj——K” sin€£2+cosgcosﬁj
Yooar 2 2 2) 2ar 2 22
o, = Ky COSQSinQCOSﬁ-F Ky sing 2+COSQCOS£ (2.43)
ozr 2 2 2 2ar 2 22

K, 6, .6.30) K, 6.
—=CO0S— l—SII’IESIH— +—COS—S1HEC057

o, =
" N 27r 2xr

v . . : .
0 en contraintes planes et x =3—4ven déformations planes,v étant le
+0v

aveC K =

coefficient de Poisson et x le module de cisaillement.
Le saut des déplacements des levres de la fissure pour les points p+(r’9 =7) et

P (, 0=-nx ) se calcule a partir des formules (3.34) et (3.35)
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uz(ezﬂ)_uz(ez_”):K—HKl L
7, N 27

K+1 r
U1(‘9:7T)_u1(‘9:_”):_Ku\[_
Y7, 2

La connaissance des déplacements des levres de la fissure nous permet d’évaluer

Chapitre 11

(2.44)

directement les facteurs d’Intensité de contraintes a partir des formules (2.44).

L,/2
L3
M, M, M,
L3
v M, M,

Fond de fissure

@ Noeud de collocation

g Noeud de géométrie

FIG.2.7 ELEMENTS DE FOND DE FISSURE
Apres résolution du probléme, les vecteurs déplacements sont connus en tout point de

collocation, notamment pour ceux des deux ¢léments du fond de la fissure. Donc, d’apres

les équations (2.44), on peut écrire :

KIM2 :(UZMZ+ _uzmg) 2/11\/%
o (2.45)

My _ (M M; 2u a

Ky _(ul 4 )K'-I-l L

KIM3 :(UZM; _UZM;) Z,UI\/%
ox (2.46)

My _ [ M5 M5 2u |«

KII _(u1 U, )E I

Si on fait une extrapolation lin€aire des valeurs des facteurs d’Intensité de contraintes entre

les points M3 et M, vers le fond de la fissure on aura :

(2.47)
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2.3.2 Intégrale de Rice (intégrale J)

" Fond de fissure

F1G.2.8 CONTOUR DE I' DE L’INTEGRALE J
La méthode de I’intégrale-J est une méthode efficace pour I’évaluation des Facteurs
d’Intensité de contraintes, parce que la méthode des éléments de frontiére nous permet de
calculer avec une grande précision les champs élastiques au voisinage du fond de fissure.
Considérons un repere cartésien défini en fond de fissure comme le montre la figure
(Fig.2.7) ( on suppose que les levre des fissure ne sont pas chargées). En négligeant les

forces de volume, Rice a introduit 1’intégrale de contour suivante :

Iy =I(V\/n—t,-u,-,k)0|F (2.48)
r

Ou
0 W est un contour orienté ouvert entourant le fond de la fissure dont les extrémités
se trouvent sur les lévres de la fissure (Fig3.6).
0 [I'estun contour orienté ouvert entourant le fond de la fissure dont les extrémités se
trouve sur les lévres de la fissure (Fig.3.6)

O t;estla composante du vecteur tension suivant la direction X;, définie le long du

contour. t, =oyn (2.49)

0 N, estla composante de la normale suivante la direction X,

Les relations entre I’intégrale J et les facteurs d’intensité de contrainte sont données par :

K>+K?
J, =% (2.50)
« L 251
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Ou E’ est le module d’¢lasticité de Young ;E’=E en contraintes planes et E'=E /(1-v?)en
déformations planes.

Ces relations ne nous permettent pas d’obtenir séparément les facteurs d’Intensité de
contraintes K; et Ky;, Bui a présenté une méthode élégante de décomposition des modes qui

consiste a décomposer I’intégrales J en la somme de deux intégrales
1l I
Ji=Jd; +J, (2.52)

Ou les exposants sont associés aux modes de rupture.
Pour que cette présentation soit possible, il a introduit la décomposition suivante des

champs ¢élastiques :

I ,

%u o,+0', | |on o~
Oay ==y +G'yy 1300 =3102-0" (2.53)
01'2 0p=0', 01'; o,+0o',
et
{u;}zl{uﬁu"} {“1”}:1{“1‘“'1} (2.54)
ul| 2 (u+un ) ut] o 2 |u,+ul
ou
o'y (%, %) = 0y (%, =%,) (2.55)
et
u' (%, %) = U (X,=X,) (2.56)

Les équations (2.53) et (2.54) mene a la décomposition suivante des champs €lastiques :
oy =0 +0; et u =u'+u (2.57)
En introduisant (2.53) et (2.54) dans ’équation (2.48), on obtient la forme (2.52) de

I’intégrale de J avec :

3" = [(WMn —t]'u}t)dr (2.58)
r
Ou M=1,1I.
Finalement, on obtient :
K? K.
J/ :El' , J) :F”' (2.59)

La mise en ceuvre de cette procédure dans le code KSP en faite avec un Contour

circulaireI”,
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\ /
; *
\\ Fond de ﬁs;ly

e
% Points intérieurs définis symétriquement par rapport a X;
s Noeud de collocation des éléments de fond de fissure

®  Noeud de géométrie des éléments de fond de fissure

F1G.2.9 CHOIX DES POINTS INTERIEURS POUR LE CALCUL DE L’ INTEGRALE J

m

de centre le fond de fissure, et de rayon ,ou L estlalongueur de I’¢lément en fond

de fissure( cela correspond au nceud la plus loin du fond de fissure se situant sur le dernier
¢lément, donnant une meilleure précision). Sur le cercle, un nombre pair de points

intérieurs sont positionnés symétriquement autour de I’axe de la fissure (Fig.2.7)
2.3.3 Algorithme

1. Lecture des données : géométrie du probléme, conditions aux limites et propriété

du matériau ;

2. Maillage : discrétisation du contour en NEG ¢éléments I'? et discrétisation des

fissures en 2x NEF éléments T'" ;

3. Construction des matrices [A] et [B] :

+ Boucle sur les éléments du contour I'! (n =1, NEG )
™ Boucle sur les neeuds de collocation M (k=1,3)

» Boucle sur les directions eT (1=1,2)

Ecriture de 1’équation intégrale en département (1.38) :

» Boucle sur les éléments T'? (m=1,NEG) et I'| (m=1,2x NEF )
™ Boucle sur les nceuds de la collection M| (j=1,3)

Boucle sur les directions eT(j =12)

Evaluation des intégrales :

Ly by
[TIME9N()ds . UM, 9N (s)ds
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> Boucles sur les éléments de fissures T’} (n=1+2xa,(a =1,NEF —1))
™ Boucle sur les nceuds de collocation M ¥ (k =1,3)

» Boucle sur les directions eT(l, 2)

Ecriture de I’équation intégrale en déplacements (3.4) :

+» Boucle sur les éléments T'? (m=1,NEG) et I'| (m=1,2x NEF )
®  Boucle sur les nceuds de la collection M|, (j=1,3)

Boucle sur les directions eT(j =1,2)

Evaluation des intégrales :

Ly Ly
[TIME9N (s)ds . UMY, 9N, (s)ds

> Boucle sur les éléments de fissures I'| (n=2xa,(a =1,NEF))
™ Boucle sur les nceuds de collocation M (k =1,3)

» Boucle sur les directions Ei(l, 2)

Ecriture de 1I’équation intégrale en déplacements (1.35) :

+» Boucle sur les éléments 'Y (m=1,NEG) et I'| (m =1,2x NEF )
® Boucle sur les nceuds de la collection M! (j=1,3)

Boucle sur les directions eT(j =1,2)

Evaluation des intégrales :

js SN, (s)ds | jD LSIN()ds  (B=1,2)

4. introduction des conditions aux limites et constitution du systéme d’équations :
[K]{x} =1y}

5. Résolution du systeme d’équations par la méthode de décomposition de gauss et

obtention des inconnues du contour :  {u}et{t}

Calcul des déplacements des points intérieurs par la formule (1.42) ;

Calcul des contraintes des points intérieurs par la formule (1.43) ;

Calcul des contraintes des points contours par la formule (1.44) ;

© o N o

Calcul des Facteurs d’Intensité de Contraintes par les formules (2.47) ou (2.59).
10. Affichage des résultats.
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Chapitre 3
Le code KSP
3.1 Introduction

En terme de programmation, il y a eu plusieurs évolutions successives. Une des
principales fut la programmation structurée, dont le principe premier était de diviser un
programme en sous-programmes, afin de pouvoir en gérer la complexité. Ce type de
programmation tient avant tout compte des traitements et peut étre résumé par la question
"Que doit faire le programme ?".

Les langages orientés objets ( L.O.O ) sont une nouvelle méthode de programmation
qui tend a se rapprocher de notre maniere naturelle d'appréhender le monde. Les L.O.O. se
sont surtout posé la question "Sur quoi porte le programme ?". En effet, un programme
informatique comporte toujours des traitements, mais aussi et surtout des données. Si la
programmation structurée s'intéresse aux traitements puis aux données, la conception objet
s'intéresse d'abord aux données, auxquelles elle associe ensuite les traitements.
L'expérience a montré que les données sont ce qu'il y a de plus stable dans la vie d'un

programme, il est donc intéressant d'architecturer le programme autour de ces données

3.2 La programmation orientée objet

La programmation par objet (du terme anglo-saxon Object-Oriented Programming

ou OOP), est un paradigme de programmation, il consiste en la définition et 1'assemblage

de briques logicielles appelées objets ; un objet représente un concept, une idée ou toute

entité du monde physique, comme une voiture, une personne ou encore une page d'un livre.

Orthogonalement a la programmation par objet, afin de faciliter le processus
d'élaboration d'un programme, existent des méthodologies de développement logiciel objet

dont la plus connue est USDP (Unified Software Development Process).

Il est possible de concevoir par objet une application informatique sans pour
autant utiliser des outils dédiés. Il n'en demeure pas moins que ces derniers facilitent de
beaucoup la conception, la maintenance, et la productivité. On en distingue plusieurs

sortes :

e les langages de programmation (Eiffel, Python, C++, Smalltalk...)

e les outils de modélisation qui permettent de concevoir sous forme de schémas semi-

formels la structure d'un programme (Objecteering, UMLDraw, Rapsody...)
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e les bus distribués (COM, CORBA, RMI, Pyro...)
o les ateliers de génie logiciels (ou AGL) (Rational Rose XDE, Objecteering...)

Des langages a objets, il en existe actuellement deux catégories : les langages a
classes et ceux a prototypes, que ceux-ci soient sous forme fonctionnelle (CLOS,

OCaml...) ou impérative (C++, Java...) ou les deux (Python).

3.3 Microsoft visuel C++

Microsoft Visual C++ offre des outils et un environnement de développement tres
puissant et tres flexible pour créer et développer différentes applications. Il est constitué
des composants suivants:

- Les outils du compilateur de Visual C++. Le compilateur posséde de nouvelles
fonctionnalités destinées a assister les développeurs dans les différentes étapes de leurs
travails, et surtout pour ceux qui ciblent des plates-formes de machine virtuelle, comme le

CLR (Common Language Runtime).

- Les bibliothéques Visual C++. Il s'agit de la bibliotheque ATL (Active Template
Library), de la bibliotheque MFC (Microsoft Fondation Class) et des bibliotheques
standard, telles que la bibliotheque C++ standard et la bibliotheque Runtime C (CRT). Une
nouvelle bibliotheéque, la bibliotheque de prise en charge C++, a été congue pour simplifier

les programmes qui visent le CLR.

- L'environnement de développement Visual C++. Bien que les outils de compilateur et les
bibliothéques C++ puissent étre utilisés depuis la ligne de commande, I'environnement de
développement aide puissamment a la gestion et la configuration des projets, ainsi que
pour modifier ou parcourir le code source, et offre des outils de débogage. Cet
environnement prend également en charge IntelliSense, qui effectue des suggestions
contextuelles intelligentes au cours de la création du code.

Outre des applications classiques d'interface graphique utilisateur, Visual C++
permet aux développeurs de générer des applications Web, des applications Windows
clientes intelligentes, ainsi que des solutions pour client basique et pour périphériques

mobiles clients intelligents. Visual C++ appartient a la suite de logiciel Visual Studio.
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Mais avant tout le Visual C++ est du C++ qui est un langage de programmation dit
"haut niveau", c’est le langage de niveau systeme le plus répandu au monde créé en 1983
par Bjarne Stroustrup des laboratoires Bell. Il se distingue de son prédécesseur (le langage
C) en proposant une programmation orientée objet. Ce langage est particuliérement utilisé

dans les applications demandant de hautes performances.

3.4 Le KSP

3.4.1 Introduction

Le KSP est un logiciel pour la modélisation numérique en mécanique. Il est développé en
langage orienté objet sous Visual C++.

Il permet la résolution de différents types de probleme linéaires ou non linéaires, modélisés
par la méthode des éléments finis et/ou par la méthode des équations intégrales, en deux ou

en trois dimensions. Il permet, notamment, la résolution des problémes suivants :

Fi1G .3.1 ELASTICITE EN 2 ET 3 DIMENSIONS PAR LA METHODE DES ELEMENTS
FRONTIERES
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FI1G.3.3 ELASTOPLASTICITE EN 2 DIMENSIONS PAR LA METHODE DES ELEMENTS
FRONTIERES
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3.4.2 Environnement de développement du logiciel

KSP est développé en langage orienté objet sous Visual C++, il utilise quelques classes de
la bibliothéque MFC. Actuellement, il est constitué de 56 classes, chacune d’elles

représente un objet bien spécifique.
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F1G.3.4 LES CLASSES DU KSP
3.5 Décomposition des problémes dans KSP

3.5.1 Les classes CProbleme et I’héritage

Lorsqu’une classe est définie a partir d’une autre (ou plus généralement, a partir de
plusieurs autres), la nouvelle classe est appelée classe dérivée. Une classe dérivée contient
automatiquement tous les membres donnés des classes ayant permis de la définir ainsi que
les fonctions membres. On dit que la classe hérite des membres donnés et des fonctions
membres des classes de base. Ainsi, Les classes C***Probléme dérivent de la classe
CProbleme.

Le code KSP utilise la notion de fonction virtuelle. Il s'agit de la plus importante

fonctionnalité du C++.
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Une fonction virtuelle permet aux classes dérivées de remplacer l'implémentation fournie
par la classe de base. Le compilateur s'assure que la méthode remplacée est bien appelée
quand l'objet en question est bien du type de la classe dérivée, méme si l'objet est accédé
par un pointeur de base plutét qu'un pointeur dérivé. Cela permet aux algorithmes de la

classe de base d'étre remplacé dans la classe dérivée.

Ainsi, lorsque KSP appelle la fonction mére CProbléme ::SolveYourSelf() c’est les

fonctions filles C***Probléme ::solveYourSelf() qui vont s’exécuter.

3.5.2 Présentation des classes CProbleme

KSP est un programme pluridisciplinaire de calculs mécaniques numériques. Il peut traiter
aussi bien les problemes mécaniques par la méthode des ¢léments finis, que par la méthode
des équations intégrales ou en couplant les deux méthodes. Il est prévu pour contenir une
bibliothéque de classes de problémes qui peuvent étre complétement différents.

Parmi ces classes :

e CPropagationFissure : cette classe permet la résolution de problémes mécaniques

en ¢lasticité linéaire en deux et trois dimensions par la méthode des équations
intégrales. Elle permet notamment la simulation de la propagation des

multifissures.

e CRaidisseurPropagationProbleme : cette classe permet la résolution de
problémes mécaniques en ¢élasticité linéaire en deux dimensions par couplage de la
méthode des équations intégrales et la méthode des ¢éléments finis. Elle permet

notamment la simulation de la propagation des fissures dans des panneaux raidies.

e CBEMElastoPlasticite : Cette classe permet la résolution des problemes
¢lastoplastiques par la méthode des équations intégrales duales. Elle permet

notamment la simulation de la déchirure ductile des toles minces.
e CContactProbleme Cette classe permet la résolution des problémes de contact par

la méthode des équations intégrales duales. Elle permet notamment 1’étude des

assemblages boulonnés.
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e CFEMProblme : Cette classe permet la résolution des problémes mécaniques par
la méthode des éléments finis.

Seules les deux premicres classes seront décrites dans ce manuel.

Class CProbleme
Liste de Piece
Systéme d'équations
Virtuel void Solve YourSelf()

Class Class
CPropagationFissureProbleme CRaidisseurPropagationProbleme
void Solve YourSelf() void Solve YourSelf()

Class
CBEMElastoPlasticiteProbleme Class CContactProbleme
roid Solve YourSeli
void Solve YourSelf() I S )

Class CFEMProbleme Class C*Probleme

void Solve YourSelf{) void Solve YourSelf()

F1G.3.5 LES CLASSES DE PROBLEME DU KSP

3.6 L’introduction des données
L’introduction des données est la premiére étape dans le déroulement d’une manipulation
sur KSP. Elle se décompose elle méme a deux étapes: I’introduction des données

géométriques et I’introduction des conditions aux limites.

3.6.1 L’introduction des données geomeétriques

Elles sont introduites dans le cas de probleémes 2D par un sketch de dessin offrant la
possibilité de faire les différentes opérations principales d’un dessin 2D. Le maillage est
réalisé par un mailleur propre a KSP et qui donne un maillage bien adapté pour ’utilisation
par la méthode des équations intégrales.

En ce qui concerne les problémes 3D les données géométriques sont introduites a

I’aide d’une fonction qui permet leur importation depuis d’autre logiciel telle que

ABAQUS et IDEAS.
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3.6.2 L’introduction des conditions aux limites

Le KSP offre un menu de fonction pour I’introduction des différentes conditions
aux limites (déplacements imposés, charges imposé ou les différents blocages) directement

sur son interface d’utilisation pour les problémes 2D et 3D.
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FI1G.3.6 EXEMPLE D’INTRODUCTION DES DONNES SUR LE KSP

3.6.3 Le traitement

C’est I’étape la plus intéressante, elle aussi est constitué de deux étape : la création

du systéme et la résolution.

3.6.3.1 La création du systeme

Elle est effectuée par la méthode des équations intégrales expliquées dans le

premier chapitre.

3.6.3.2 La résolution

C’est la partie ou intervient notre travail. Le KSP utilisait la méthode de

décomposition de gauss pour la résolution du systeme d’équations résultant de 1’algorithme
de la méthode des équations intégrales.
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On a choisi ’algorithme GMRES qu’on va I’implémenter dans le KSP pour
pouvoir résoudre les problémes de grandes tailles de I’ordre de 10 000 ddl et 20 000 ddl
etc.

3.6.4 La sortie des résultats

Elle est assurée dans le KSP par une interface graphique qui permet de voire la distribution
des contraintes clairement a 1’aide d’un jeu de couleur qui offre une trés bonne visibilité
aux résultats. Le KSP donne aussi la possibilit¢ de voir les déformés ainsi que des
animations de déformation a 1’échelle normale et exagéré. Beaucoup d’autres résultats
peuvent étre tiré du KSP tel que les contraintes maximales et minimales ainsi que des

graphiques pour une lecture et une interprétation plus fiable.
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Chapitre 4
La méthode itérative GMRES

4.1 Introduction

Pour la résolution d’un systétme Ax=bou AeR™" est une matrice carrée d’ordre
nxn et X et b sont des vecteurs de longueur n, et quand la taille du systéme est trés grande
(n>10%), plusieurs auteurs ont proposé des généralisations différentes de la méthode du
gradient conjugué et du gradient biconjugué ces 25 derniére années.

Paige et Saunders ont proposé la méthode MINRES caractérisé par la minimisation
de la norme du résidu via un sous espace de Krylov. Pour généraliser MINRES, en 1986,
Saad et Schultz ont formulé la trés populaire méthode GMRES (Generalised Minimized
RESidual) pour la résolution des problémes non symétrique. Ils présentent une

implémentation pratique basée sur le processus d’Arnoldi et les rotations de Givens. Elle

construit une base orthonormale du sous espace de Krylov K, (1) = span{r,, Ar,,...., Ak‘lro}

ou r, =b— Ax,et I’initie avec le vecteury, = " Il
0

4.2 Les méthodes de Krylov
4.2.1 Définition de I’espace de Krylov

L’espace de Krylov de dimension k li¢ a une matrice A et un vecteur v est le sous

espace engendré par {v,Av,....,A*'v} , on le note K.

K, (A,v)=span{ v,Av,....A""v} @1

4.2.2 La propriété de minimisation

Contrairement aux méthodes itératifs stationnaires les méthodes de Krylov n’utilisent
pas une matrice d’itération, et puisque la matrice n’est pas hermitienne définie positive,
des méthodes relativement simples ne peuvent pas étre appliquée car on ne dispose pas de
la norme ||.||a. L’idée va €tre de construire des méthodes itératives consistant 2 minimiser la
norme ||.||; du résidu. A la kK™ itération, une minimisation de I’erreur est effectuée envers

I’espace voisin. La solution sera dans
X, + K, 4.2)

ou Xg est la solution initiale et Ky est le K™ sous espace de Krylov et le résidu est
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r=b— Ax (4.3)

alors {r,},., représente le résidu séquentiel

o =b—AX (4.4)

La m"™ itération des algorithmes des méthodes de Krylov donne la solution du probléme

aux moindre carrée
min |b— Ax| (4.5)

XeXy+Kp, |

4.3 Décomposition de Hessenberg

4.3.1 Définition d’une matrice de Hessenberg supérieure
La matrice He R"™" est sous forme Hessenberg supérieure si et seulement si :
hi =0 pouri> j+1
Cette matrice est dite irréductible si et seulement si :
hi;1;# 0 pour i=I,...,n-1
On appelle matrice non dérogatoire une matrice dont 1’indice de toute valeur propre est
¢gal a sa multiplicité algébrique. Alors on peut affirmer qu’une matrice de Hessenberg

irréductible est non dérogatoire.

4.3.2 Présentation des décompositions de Hessenberg

Une décomposition de Hessenberg d’une matrice Ae R™*™ consiste a trouver deux
matrices, la premiére Q unitaire et la deuxieme H de forme Hessenberg telles que :
A=QHQ". Les matrices A et H sont unitairement équivalentes. Et il n’y a pas unicité de la
décomposition de Hessenberg.

Il existe plusieurs familles de méthodes de décomposition de Hessenberg. Nous nous
intéressons principalement a la méthode itérative d’Arnoldi pour obtenir une
décomposition de Hessenberg. Elle effectue une projection orthogonale de A sur le sous-
espace de Krylov engendré par {v,,Av,,...,A"'v,}. A I’étape i, on obtient la matrice V; que
’on note Vi= {vy,..., vi}.

La matrice ViT AVi=H; est une matrice de Hessenberg d’ordre i. La matrice

Hi+ = Vi+1T AViy d’ordre i+1 s’obtient en rajoutant une colonne puis une ligne a H; :
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_ .
H,
H, =
X
0 ... 0 |x]|x

F1G.4.1 LA MATRICE DE HESSENBERG
Il existe plusieurs manieres pour calculer la base Vi dans la méthode d’Arnoldi en
utilisant essentiellement la factorisation QR a 1’aide d’une des trois implantations : Gram

Schmidt classique, Gram Schmidt modifiée ou Householder.

4.3.3 Méthode d’Arnoldi pour la décomposition incomplete de

Hessenberg
Cette méthode associe & une matrice Ae R"*"
- une base orthonormale Vi = {vy,..., vk} du sous-espace de Krylov
K, (A,v,)=span{ v, ,Av,,...,A"v }, (4.6)

et
- une matrice H_k de taille (k+1,k) qui a pour bloc principal une matrice de Hessenberg

supérieure Hy, et qui est augmentée d’une ligne supplémentaire dont le seul élément

non nul est hy .

La matrice H, a donc la forme suivante :

/fm R AT 1) [ \
hy - ;
0 Iy Hy
To=| : - : . _ :
5 he-1 P o
\ 0 - 0 Ipsis \ hevie )

FIG.4.2 LA FORME DU MATRICE H,
On peut montrer que, a I’itération k de I’algorithme d’Arnoldi, les matrices A, Vi et Hg

vérifient 1’égalité :
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AV, =V, H, -I-hk ax Vi He[ (4.7)

ou le vecteur ey est le k'™ vecteur colonne de la matrice identité d’ordre n.

Cette égalité peut également s’écrire :
AV, =V, H, (4.8)
En multipliant I’égalité (4.7) a gauche par V,” , nous pouvons écrire

VkH AV,=H, (4.9)

Hy est la matrice quotient de Rayleigh de A par Vi. C’est une autre manicre de voir que
Hy est la matrice de 1’application A projetée orthogonalement sur Ky dans la base V.

Un grand intérét de cette méthode pour les trés grandes matrices (n> 10°) est de

pouvoir stopper le processus au pas m<<n et de travailler avec H (respectivementﬁ) de
taille mxm (respectivement (m+1)xm). Cela s’appelle une décomposition incompléte de
Hessenberg, avec H la matrice qui représente la projection orthogonale de A sur le sous-

espace de Krylov de dimension m dans la base Vy,.

L’algorithme d’Arnoldi s’arréte lorsque hy+1x=0. La matrice Vi est alors une base

d’un sous espace invariant associé¢ a A. Cela se produit pour kg <netona:

AVko :VkOHkO (4.10)

Pour k>kO0, on a Kx(A,v;)= Kko(A,v1). Plus précisément :
pour k <k, rg(Ky)=k,
pour k >k, rg(Kx)=ko
ou rg(Ky) est le rang de K.
Nous qualifions le phénomeéne hy; =0 a I’itération k=k, par le terme d’arrét heureux, qui
est traduit du terme anglais : « happy break-down ». Une justification de cette appellation
sera expliquée dans le paragraphe suivant.
4.4 Processus d’Arnoldi
4.4.1 Effectuer une factorisation QR
L’algorithme d’Arnoldi effectue une factorisation QR récursive de la matrice

[V, Av,,..., Av_]=[v,,Av_ ] pour m=1,..,n-1:

L Ho =V R @.11)

avec Ry la matrice triangulaire supérieure d’ordre m+1.

[v,AV_]=V
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Ainsi, tant que h #0 ,pourm=1,...n—1.

m-+1,m

AV_=
Pour m=n, se situe un arrét mathématique qui correspondrait a hy+; ,=0 et

AV =V H < A=V HV' (4.13)

m+1 H m (4.12)

4.4.2 Trois fagons classiques de réaliser la factorisation QR
Nous donnons trois fagons classiques de réaliser cette factorisation QR équivalentes en
arithmétique exacte avant I’arrét :

e Algorithme d’Arnoldi-Gram Schmidt classique (CGS)
- Choisir un vecteur v; de norme 1.
-Pourk=1,...n

- Calculer hj=(Avyvi) pouri=l,... .k
- Calculer wi=Avy- Z:;l h i v;

- hit1 x =|[wi|- Si hyiy = 0, Arrét.
- Vier1=Wihie1
- Fin Pour
e Algorithme d’Arnoldi-Gram Schmidt modifié (MGS)
La variante MGS qui est présentée comme une modification de I’algorithme de Gram
Schmidt classique a en fait été utilisée directement par le Marquis Pierre Simon de Laplace
dés le début du 19°™ siécle, lors de ses calculs astronomiques de moindres carrés.

- Choisir un vecteur v; de norme 1.

- Pourk=l,...n
- w=Ay,
-Pouri=1,...,k

- calculer hy=( Wﬁi) , Vi)
- w = wl -hy vy
- fin pour
- hyer1 k =||wil|. St hgey = 0, Arrét.
- Vit 1=Wi/hit1 x
- Fin Pour
e Algorithme d’Arnoldi-Householder
Pour cet algorithme, le calcul de V,,=[vi,...,vy] utilise des matrices P;, i=1,...,n,

hermitiennes unitaires (donc carrées nxn) construites a partir de matrices de Householder.

1. Choisir un vecteur v; de norme 1 et calculer P, tel que P;vi=e;.
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2.
- Pour m=2,...,n
- Zm:Pm_l .. .P]AVm-l

MT ,(2)TqT
z, ]

m avec z de taille m-1.

- Partitionner z,, en z,=| z
-Si z2P=0,

- Pu=ln

- hp1=2Zm

- Arrét des itérations ou continuation par Pp,=I, et vi;=P;... Py 1€m.
- Sinon

(2)
mo-

- Calculer Pm a partir de z
-hp1= Pz
-Vi=Pi...Pnem

- fin pour

3. hy=P;...P1Av,

4.5 Les rotations de Givens

Quand k est trés grand (k étant la dimension de sous espace de Krylov Ky),
I’implémentation en utilisant les rotations de Givens est plus efficace et plus rapide qu’une
approche directe.

Une rotation de 2x 2 est une matrice de la forme :
cC -S
S C

G= (4.14)

ou C=cos(f),s=sin(d) pour Oe [—7[,7[] .La matrice orthogonale G fait une rotation du

vecteur(c,-s), qui fait un angle de -@ avec I’axe x, d’un angle deé se qui le fait coincidé

avec ’axe x :

C C -S) C 1
G —
-3 s ¢C J\|-S 0

Une rotation de Givens de nxn remplace un bloc de 2x2 d’une diagonale d’une matrice

identité nxn par un bloc d’une rotation de Givens de 2x2.
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1 0 0
0
1 0 :
0 ¢ -s : (4.15)
G= .
S 0
1
.. 0
0 0 1

F1G.4.3 LAROTATION DE GIVENS
on note une rotation de Givens de nxn Gij(c,s) une rotation de type (4.14) avec une
rotation de Givens de 2x2 pour la colonne et la ligne j et j+1.

Les rotations de Givens sont utilisées pour réduire la matrice de Hessenberg
supérieur a une matrice triangulaire supérieure et par conséquent a résoudre le probléme au
moindre carrée résulter de I’algorithme de GMRES. Cette méthode peut étre aussi utilisé
pour la résolution des problémes aux valeurs propres par la méthode de QR.

On réduit H a la forme triangulaire en premier par sa multiplication par une matrice
de rotation de Givens qui annule h; ;(et bien sur qui change la valeur de h; ; et les colonnes
suivantes ).

On défini G, =G,(c,,s,) par:
¢, =h,/yh:+h et s =-h, /\h>+h} .

Si on remplace H par G;H, alors la premiere colonne de H ne contient maintenant qu’un

seul élément non nul hy;. D’une maniére similaire on peut appliquer G,(c,,s,) a Hou:

c,=h,/\h},+h) et s,=-h,/\h} +h} .

et qui annule hz;. Notons que 1’application de G, n’affecte pas la premiére colonne, et
similairement I’application de G; n’affecte pas les i-1 colonnes précédentes.

En continuant ainsi et en mettant : Q =G G_,...G,G,.

On peut voir que QH =R est une triangulaire supérieure.

4.6 Méthode GMRES de base
Soit le probléme (P) : résoudre le systéme linéaire Ax=Db

4.6.1 Principe de la méthode de GMRES (utilisation de H)
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Le principe de la méthode GMRES de base consiste a approcher x par un vecteur de forme

X, +Z du probléme (P) ou :
» X, estun vecteur initial choisi par I’utilisateur,
> €K, (Ar,)= Iin{ro, Ar,,..., A, }n un sous-espace du Krylov avec r, =b— Ax,

le résidu initial et k le numéro de I’itération.
Pour ce faire,
1.on construit une base orthonormale V, ={V,,v,,..,V, }de I’espace de Krylov

K, (A,r,)et une matrice H_k e C*™ provenant d’une décomposition de Hessenberg.

Cette décomposition s’effectue par la méthode d’Arnoldi étudiée dans la section
. . r , .

précédente. Pour un vecteur v choisi tel quev, = ”—0 , les méthodes de GMRES suivant

r0

le principe d’Arnoldi de décomposition incompléte de Hessenberg par

I’orthogonalisation de Householder, Gram Schmidt classique et Gram Schmidt

modifiée seront équivalentes en arithmétique exacte. On rappelle que les matrices

AV, etH, satisferont la relation
AV, = Vk+1H_k

2. A chaque étape, on résout le probléme de moindres carrés : m}i(n”b - A(X, + z)||
zeKy
c'est-a-dire mli<n||l’0 - Az||. Si on posez=V,yeK,, alors on peut écrire
zeKy

Iro = Az| = r® (y)avee r®(y) = |4, - AV, y]

s
I

la  méthode GMRES : positif pour Gram Schmidt, résultant de Pz = fe pour

Ouonaposé V,=—,f= i||r0|| (le signe de S dépend de I’orthogonalisation utilisée par

Householder).
On peut encore écrire que ||,8V1—Aka||:r(2)(y) avec r(z)(y)=”\/k+l(ﬂel—ﬁky)u ou

R(k+l)><(k+1)

g est la premicre colonne de la matrice identité appartenant a puisque V, ,, est

orthonormal, il vient que ‘ (B8 —H_ky)H =r(y) avec r?(y) :Hﬂe1 —Hu y)H

La solution approchée du probléme rnin”b—AX” est donnée par X, =X,+V,y,ou
X

y, minimise la fonction r®(y) = Hﬂe1 —Hu y)H avec Y, €l K
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4.6.2 GMRES algorithmes

Par I’application de la construction de Gram-Schmidt dans le processus d’Arnoldi on aura
la matrice k +1xk Hy de coefficients h; une matrice de Hessenberg supérieure.

En gardant le probléme au moindre carrée telle qu’il est, et en se basant sur les
informations et les explications fournis par les sections précédentes, et ou le teste d’arrét

est que p= ||ry| soit inférieur a une valeur & fixé par 'utilisateur, on aura 1’algorithme

GMRES de base avec orthogonalisation de Gram-Schmidt classique qu’on note gmres_cgs
qui a la forme suivante :

Algorithme 1 : algorithme gmres_cgs (x, b, A, £, kmax)

1. r=b—Axy, =ﬁ,p=|\ fll, 5= p.k=0.
r

2.tant que p > ¢ et k< kmax
(a)k=k+1.
(b) pourj=1,....k hy =(AVk)TVj
k
(©) Viex = AV, _zjzlhjkvj

(d) hk+1,k :||Vk+1 |

Vk
(e) Vk+1 = =
Vi |

minimise || Be, — H, y* ||..., envers R¥ pour obtenir y*
1 Yo llR p y

(&) p=l e —Hy"|

3. X =X, +V, y<.

Rk+1

Une importante propriété de GMRES est qu’il est indispensable de mémoriser la base
de I’espace de Krylov au fur et a mesure que la progression des itérations. Pour réaliser k
GMRES itérations on doit sauvegarder k vecteurs de tailles n. Pour les trés grands
systemes cela peut devenir prohibitive. Une manicre de procéder est d’itérer jusqu’a un k
maximum qui représente le nombre maximum de vecteurs a sauvegarder. GMRES teste la

norme du résidu b— Ax, et la compare a la valeur toléréee, si celle si est toujours
supérieur GMRES redémarrera avec comme solution initiale le résultat de la dernicre série
d’itérations Xgmax. Cette version de GMRES avec redémarrage de ’algorithme est dénoté

gmres(m). I n’y a aucun théoréme pour la convergence de cet algorithme et le

redémarrage entrainera un retardement de la convergence qui est une résultante d’un autre
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probléme plus génant pour I’implémentation de 1’algorithme gmres cgs est le fait que les
vecteurs V; peuvent perdre leur orthogonalité a cause des calculs en précision finie qui font
accumuler les erreurs, s’il arrive que cette perte soit un peut plus importante I’évaluation
du résidu peut ne pas étre juste et la solution peut ne pas étre atteinte. Ce qui veut dire que
I’algorithme va stagné et ne fournira jamais de résultat.

Un remede partiel a ce probléme est de modifier 1’orthogonalisation classique de
Gram-Schmidt : on remplace 1’étape 2c de I’algorithme gmres_cgs par :

- Vi = A,

-pourj=1,..k

Vi = Vi — (V-ererj )Vj'

Ce qui nous conduit a I’algorithme dit avec orthogonalisation de Gram-Schmidt modifi¢
présenté si apres et noté gmres_mgs :

Algorithme 2 : algorithme gmres_mgs(x, b, A, £, kmax)

L r=b-Axy, =”—r”,p=llrll,ﬁ=p,k=0.
r

2.tant que p > ¢ et k< kmax

() k=k+1.
(b) Vi = Ay,
pourj=1,.....k

i hy =vp,.v,

1L Vi, =V, — hjij

(C) hk+1,k :H Vk+1 ||

V,
(d) Vi =l
[l Vies [

(e) minimise || Se, —H, y* | qen COVETS R¥ pour obtenir yk

D o=l e —HY" Il
3. X =X, +V, y<.
Cette algorithme représente seulement 1’introduction de 1’orthogonalisation de Gram-
Schmidt modifié dans le processus d’Arnoldi et pas la version redémarré de la méthode qui
peut étre appliquée pour n’importe quelle type d’orthogonalisation, et que nous

présenterons un peu plus loin.
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Une simple application dans [D’algorithme gmres _mgs des idées exposée
précédemment a comme optique la résolution du probléme au moindre carrée par
I’application du produit de k rotations de Givens qui donne Q.

Mettons g = SQe, et notons que la résolution du probléme se réduit a :

158 = Hi Y Nl QA8 = HY) e =l G = R [l (4.16)
ou Ri est une matrice triangulaire supérieure de (k +1)xk résultante de la factorisation
QR de Hy.

On peut performer la factorisation QR de H au fur et a mesure que la réalisation des
itérations de 1’algorithme gmres_mgs. En fait, si R, =Q, H, et apres orthogonalisation, on
rajoute une colonne hy+» a Hy, on peut faire une mis a jour de Qx et Rx en premier lieu par
une multiplication de hy+2 par Qx (se qui va appliqué la premiére rotation de Givens a hg.2),
iéme

et puis réaliser la rotation de Givens Gy qui élimine le (k+2)""™ élément de Qyhyio, et

finalement Q,,, =G,,,Q, et former Ry par ’augmentation de Ry parG,,,Q,h,,,.

Ainsi apres 1’utilisation des rotations de Givens ’algorithme gmres_mgs sera noté
gmres tout court. Pour nous c¢’est I’algorithme de GMRES de base, et il prendra la forme
suivante :

Algorithme 3 : algorithme gmres (x, b, A, ¢, kmax)

L. r=b-Axv, =h,p=ll rll,8=p.k=0,g=p(10..,0)" e R
.

2.tantque p>¢ etk< kmax

(a)k=k+1.
(b) Vi, = Ay,
pourj=1,.....k
i hy =V,
i Vi, =V, —h,y,
fin pour

(C) hk+1,k :“ Vk+1 ||
V

(d) Vy, ==

Vi |

(e)i. si k>1 appliquer Q.1 a la k™™ colonne de H.

.. _ 2 2
ii. v=/h , +he, .
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iii. ¢ =h, /0,5, ==h,, /v
hex =Che = S Ny =0.
vi. 9 =G, (¢,,$,)9.
® p=(Dal-

3. r;=h; pour 1<i, j<k.

(W), =(9), pour 1<i<Kk.
résoudre le systéme triangulaire supérieure Ry* = w.
4.% =X, +V, y .

On close cette section par la présentation de la variante de I’algorithme dite avec
redémarrage ou réinitialisation dénoté gmres(m) et proposé par Saad lui méme pour
détourné le probléme de la taille du sous espace de Krylov quand le systéme initiale est de
trés grande taille. La convergence de cette variante est loin d’étre assurée et méme qu’elle
est beaucoup moins rapide que les versions de base appelées full gmres et qui ont la
structure de 1’algorithme (4.13) avec des différences par fois intéressantes au niveau
techniques de programmations, de minimisation des opérations a effectué, de gestion de la
mémoire, de calcul de I’erreur et au niveau testes d’arrét.

L’idée principale de cette variante et la structure générale est représentée si apres :
Algorithme 4 : algorithme gmres(m) (x, b, A, &, kmax, m)
1.gmres (x, b, A,&, m)
2.k=m.
3.tantque p>¢ etk< kmax
(a) gmres (x, b, A, &, m)
(b) k=k+m.
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4.7 Organigramme de la méthode GMRES

Initialisation de
I’algorithme
Choisir xg
€ et Kmax

r
r:b_AX’VI :map:“r”ng:p»k:o'

Tant que Oui
F>¢ et k<Kkmax l

K=k+1

A4

Par le processus d’Arnoldi
calculer la colonne Hix
izl,k+1, Vk+1

Applique les k-1 Oui Non
rotations déja

calculées a la
derniére colonne

F1G.4.4 ORGANIGRAMME DE LA METHODE GMRES
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Chapitre 5
Implémentation du code GMRES pour les systémes de grande

taille

5.1 Introduction

Une méthode itérative est une méthode qui résout un probléme (comme une

équation ou un systeéme d'équations) en trouvant une succession d'approximations en

commengant par une valeur initiale. Cette approche est en contraste avec les méthode

directes qui résolvent les problémes en une fois (comme résoudre un systéme linéaire AX =

b en calculant la matrice inverse de A). Parmi les méthodes itératives les plus connues ces
dernieres années la méthode GMRES,la majorité des implémentations sont basées sur le
cette algorithme, a savoir 1’algorithme GMRES avec redémarrage (restart) représenté dans
le chapitre précédant.

Dans notre étude, on utilise le méme algorithme comme la méthode de résolution
pour le KSP.

Cela implique qu’on n’a pas d’interface de manipulation, tout doit étre bien réglé et
bien adapté pour notre cas, et notre but principale est de mettre en ceuvre un code qui
peuvent résoudre des systeémes de grand nombre de degrés de liberté (I’ordre de 20 000

ddl, 30 000 ddl etc. )

5.2 Comparaison de GMRES avec la méthode directe de Gauss :

La méthode du pivot de Gauss est une méthode pour transformer un systéme en un autre
systéme équivalent (ayant les mémes solutions) qui est triangulaire et est donc facile a
résoudre, c’est une méthode parmi les méthodes directes les plus connues.

Dans la figure suivante, on présente une comparaison de temps de calculs entre la méthode

GMRES et Gauss avec pivot
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1600 /

—— GMRES /
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Fi1G. 5.1 COMPARAISON DE TEMPS DE CALCUL ENTRE LA METHODE GMRES ET GAUSS

On distingue dans le graphe la présence de deux zones :

La premiere zone ou la méthode de Gauss est plus rapide que la méthode GMRES pour
un nombre de degré de liberté inférieur a 3500.

La deuxieme zone, a partir d’'un nombre de degré de liberté supérieur a 3500, GMRES
devient tres rapide par rapport a Gauss, on remarque bien, dans le cas d’un probléme de
7000 ddl il y a une différence de plus de 700 seconds, ce qui nous donne un gain tres
important sur le temps de calcul (40 % comme gain )

D’apres ce graphe, on peut dire que la méthode de Gauss reste tres lente devant la méthode

GMRES pour les systemes de grande taille.

5.3 Influence de la précision sur le nombre d’itérations

Dans cette section, on va présenter ’influence la précision & sur la convergence de
I’algorithme pour trois exemples différents, on trace le nombre d’itérations en fonction de

moins logarithme décimale de la tolérance :
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300
—— 864 ddl
N < —e— 1800 ddi[ZRSS TSN SN o, et SIS O 8 o
—o— 3000 ddl ot WAy
200
c
o
[
2150 -
©
o
o]
c
100
50
0 | : : :
0 2 4 6 8
- log (Epsilon)

10

Fi1G. 5.2 INFLUENCE DE LA PRECISION SUR LE NOMBRE D’ITERATIONS

Pour les deux cas, 864 ddl et 1800 ddl on remarque que I’influence de la précision n’est
pas trés important sur le nombre d’itérations.

Par contre dans le cas de 3000 ddl , pour € = 0,1 et € = 0,0000000001 on a une différence
du nombre d’itérations presque égale a 200 itérations de plus , ce qui est trés colteux sur le
temps de calcul

Vu qu’on va traiter les problémes de grande taille on doit bien choisir la précision selon le

type de probleme.

5.4 Le Choix de la solution initiale

Dans cette section on va voir I’influence du choix de la solution initiale dans le cas de la
propagation des fissures, pour cela, on a fait des calculs en prenant la solution initiale égale
a zéro et d’autre coté, en prenant comme solution initiale la solution trouvée dans

I’itération précédente :
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80

—— U=0

—&— U=Uprécé

40 -

nombre d'itération

30

20

10

nombre de pas

F1G. 5.3 COMPARAISON POUR U=0 ET U=Upgec POUR UN PROBLEME DE 540 DDL

135

134

133

132

131 4

130 +

129

nombre d'itération

128

127 4

126

125 T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7

nombre de pas

F1G. 5.4 COMPARAISON POUR U=0 ET U=Upgec POUR UN PROBLEME DE 1764 DDL

Dans les graphes précédents on a présenté le tracé du nombre d’itérationS on fonction du

nombre de pas pour deux problémes différents 540 ddl, 1764 ddl
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On remarque bien que choisir la solution initiale comme la solution précédente ne réalise
pas un gain du coté nombre d’itérations et aussi le calcul devient instable , c’est pour cette

raison qu’on as choisi U=0 comme solution initiale pour notre code calcul

5.5 Implémentation du code GMRES

Pour les matrices de taille moyenne, les méthodes directes sont trés efficaces,par
contre, pour les matrices de grande taille, et du fait que la matrice [K] est a diagonale
dominante les méthodes itératives sont les plus efficaces.

Le essentiel probléme pour la résolution des systémes de grande taille (les systémes
qui dépassent les 10 000 ddl ) est le sauvegarde de la matrice a résoudre parce qu’elle
prend une taille énorme pour un titre d’exemple, un probléme de 10 000 ddl occupe ( 8
octets x 10 000 x 10 000 ) 800 méga octets de la Ram, et il y a aussi le probleme de la
convergence des méthodes itératives qui devient instable pour les problémes de grande
taille.

On doit développer la méthode itérative célebre GMRES pour la résolution des
systemes de grande nombre de degrés de liberté ( 20 000 ddl, 30 000 ddl,....)

Pour cela, on doit faire un :

< Préconditionnement de la matrice

2 Stockage de la matrice K dans un fichier au fur et a mesure de la création de

systeme d’équations et vider la mémoire chaque fois.

5.5.1 Preconditicnnement de la matrice K
Le préconditionnement utilisé est le suivant :
1- sauvegarder les valeurs du pivot de la matrice
2- diviser chaque colonne de la matrice sur son pivot

alors le nouveau systéme a résoudre est :
(K]t =1y}

K,
Tel que : K '=—% , x'=xxK;
ii
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1

Fi1G.5.5 LA MATRICE K APRES LE PRECONDITIONNEMENT

Dans la figure suivante on va voir I’effet du préconditionnement sur le temps de calcul :

900

800 -~ R 1T Eee B A e B i |
—e—grmes précondi

700 - —a—gMres SaNS PréCconC] St s s s amat e e i s s s et s

0 ‘ ‘ : ‘ :

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

nbre de ddl

FI1G. 5.6 EFFET DU PRECONITIONNEMENT SUR LE TEMPS DE CALCUL
On voit bien sur le graphe ci dessus, ou on a tracé le temps de calcul en fonction du
nombre de degrés de libert¢ pour GMRES et GMRES avec préconditionnement , plus que
le nombre de degrés de libertés augmente on aura un gain de temps plus important , pour

un exemple de 6000 ddl, on a un gain de 25 % de temps calculs.

Dans la figure suivante on va voir I’influence du préconditionnement sur le nombre

d’itérations :
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FI1G. 5.7 EFFET DU PRECONITIONNEMENT SUR LE NOMBRE D’ ITERATIONS
Dans ce graphe on a présenté le tracé du nombre d’itérations en fonction du nombre de

degrés de liberté pour la méthode GMRES sans et avec préconditionnement, on peut
distinguer deux choses essentielles :
e la méthode GMRES sans préconditionnement est instable par rapport GMRES avec
préconditionnement

e un gain trés important qui atteint le 700 % sur le nombre d’itérations

D’aprés les deux graphes précédents, on remarque bien la trés grande influence d’un
préconditionneur pour rendre GMRES plus stable, rapide, convergente et aussi pour avoir
un gain trés important sur le nombre d’itérations

Maintenant , apreés qu’on a fait toutes les optimisations sur la méthode GMRES du coté
programmation , on utilisant un bon préconditionneur permet 8 GMRES de converger vers
la solution plus rapidement, le choix d’une solution initiale U = 0 et le choix appropri¢ de €

selon le probléme a traité réduit le temps de calcul d’une fagcon considérable.

5.5.2 Stockage de la matrice K

Une matrice de grande taille est impossible de la résoudre sur un micro-ordinateur

ordinaire, et le probléme c’est la taille énorme que la matrice va 1’occuper , par exemple
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une matrice de 50 000 ddl et vue qu’on stock les ccefficients de la matrice K comme des
Doubles ( un Double en C++ occupe 8 octets de mémoire), ¢ca veut dire que chaque
ceefficient occupe 8 octets de mémoire , un probléme de 50 000 ddl , il va occuper ( 50 000
x 50 000 x 8 octets ) = 20 Giga octets , ce qui y est impossible de 1’avoir sur la RAM d’un
micro-ordinateur ordinaire.

Pour cela on doit :

= Stoker la matrice dans un fichier dans le disque dure du PC au moment de la

création de la matrice et vider la RAM chaque fois

e Dans I’algorithme de résolution, on doit lire les coefficients de K directement a

partir du fichier et sans faire appel a la matrice K.

La facon de stocker la matrice est trés importante pour réduire le temps de calculs, le

graphe suivant nous montre 1’importance de sauvegarder la matrice colonne par colonne

18000

16000 - e e e e e el et S e Lt
—s— GMRES_Fichier par ligne

14000 & - - - - - ——GMRES_Fichierparcolonne|. - - _______________f_________

12000 A eaet BT Al -L OB s S RS e SR LoR e S Bl /) L0 e © B

0 1000 2000 3000 4000 5000
nombre de ddl

FIG. 5.8 COMPARAISON ENTRE GMRES SANS ET AVEC FICHIER

D’aprés la figure ci-dessus, on peut bien remarquer que sauvegarder la matrice du systéme
a résoudre ligne par ligne va prendre beaucoup de temps pour la résolution , par contre si

on sauvegarde le matrice colonne par colonne méme s’on aura pas un gain du temps par
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Chapitre v

Implémentation du code GMRES

rapport la méthode GMRES directe , mais I’avantage c’est que la méthode GMRES directe

ne peut pas résoudre des systemes qui dépassent le 9 000 degré de liberté sur un micro-

ordinateur ordinaire ( 1 Giga de RAM et un microprocesseur Pentium 4 de 2 Giga Hertz)

par contre GMRES par fichier pour aller a des problémes d’une taille trés grande de 1’ordre

de 50 000 ddl .

5.6 Exemple d’un calcul de grand taille :

Dans I’exemple suivant on va traiter une Chape de 15 504 degré de liberté en utilisant la

derniére version de KSP et comme méthode de résolution la méthode GMRES

préconditionnée avec fichier,
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Piece : 1 ¥ |Géometie =
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Nombre de Moeuds (Dual Mesh):o u [~ Couwbe | € Line
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Pour |'side, appuyez sur FL

F1G.5.9 LE CHARGEMENT DE LA CHAPE
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Chapitre v Implémentation du code GMRES
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F1G.5.10 LA DEFORME DE LA CHAPE

Pour notre exemple la taille du fichier de sauvegarde de la matrice du systéme est
1,78 Giga octets, et ¢’est une énorme taille, on voit bien que ¢’est impossible de la stocker
dans la RAM (dans notre cas la RAM du micro-ordinateur est 1 Giga octets)
La précision prise dans notre cas &= 0,00001, ce qui donne une tolérance de 0,1 micro
metre.

Le nombre d’itérations égale a 40 itérations. On a comme temps de calcul global

13232,677 seconds, ¢a veut dire 3 heurs et 40 minutes.

Avec le nouveau code de GMRES qui s’appelle « GMRES Par Fichier », on a pu
résoudre des systémes impossible de les résoudre avec 1’ancien version de GMRES sur
des micro-ordinateurs ordinaires, cela conduit a la réalisation d’une nouvelle version de

code KSP capable de trait¢ méme des problémes de grande taille ( plus de 10 000 ddl ) .
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Conclusion

L’objectif au départ de ce travail était de pouvoir traiter des problemes de grande

taille, d’un code utilisant la méthode des équations intégrales par I’implémentation de la

méthode GMRES.

Dans le chapitre précédant, on remarque bien que notre objectif est atteint, vu qu’on
a pu résoudre des systeémes de I’ordres de 15000 degrés de liberté, ce qui y était

impossible avec I’ancien version du KSP.

Ce travail a conduit a la réalisation d’un DLL ( Direct Link Library ) de résolution
d’un systéme d’équations de trés grande taille issu d’une modélisation par la méthode des
équations intégrales ou les seules entrées sont la taille du systéme a résoudre, la matrice du
systeme a résoudre et le vecteur des coefficients a droite des équation, et une seule sortie

qui est le vecteur de la solution recherchée

Le fait de stocker la matrice de systéme dans un fichier et 1’utilisation un bonne
préconditionneur nous a conduit a réaliser une nouvelle version de « GMRES par
Fichier », qui peut résoudre des systémes de trés grande taille (30 000 , 50 000 ddl etc. ) ce

qui n’¢était jamais fait sur des calculateurs ordinaires ( micro-ordinateur simple ).

Le temps de calcul avec cette version de GMRES ne dépend pas seulement de la
vitesse du microprocesseur et la capacité de RAM, mais il dépend aussi de la vitesse du
lecture-écriture du disque dure, plus qu’on a un disque dure plus performant et plus rapide,
il va réduire considérablement le temps de calcul avec la méthode de « GMRES Par

Fichier ».
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Annexe A
Le code GMRES finale avec Fichier

void CSystemeDEquation::FileGMRESFinal(int &restart, int &iter)
{

int m;

double ** K=m K.m_Valeur;

double *F=m_F.m_Valeur;

double *U=m_U.m_Valeur;

double epsilon;
int n=m_Taille;
m=int(0.15*n);//la taille maximale de la base du sous espace de Krylov

epsilon=0.0001;//la précision demandée sur les résultats

int 1,j,jh,restartmax,northog;
double beta,bn,bea,be,dloo,dnormw,dnormx,dnormres,sic,
dvi,aux,auxhjj,auxhjplj;

double *w=new double[n], *r0=new double[n],*D=new double[n],*ycurrent=new
double[m], *xcurrent=new double[n];

double *rotcos=new double[m], *rotsin=new double[m],*h=new double[m+1],**H,**V,
H=new double*[m+1]; for (i=0;i<m+1;i++) H[i]= new double[m+1];

V=new double*[n]; for (i=0;i<n;i++) V[i]= new double[m];

restartmax=20;// le nombre maximum de redémarrage de 1'algorithme
iter=0;//initialisation du compteur des itérations
restart=0;//initialisation du compteur des redemarrages

bn=dnrm2(n,F);// calcul de la norme 2 de vecteur F , bn=la norme2 de F
if(bn==0)

{

for(j=0:j<n;j++)U[j]=0;

delete[] w;delete[]r0;delete[ |D;delete[ J[ycurrent;delete[ [xcurrent;

delete[Jrotcos;delete| Jrotsin;delete[ ]h;

for (i=0;i<m+1;i++) delete[ [H[i];delete[] H;

for (1i=0;1<m;i++) delete[] V[i];delete[] V;

return;// si F est nul alor la solution est nul aussi

}
for(j=0;j<n;j++)D[j]=m_D.m_Valeur[j];//K[j][j];//1a construction du préconditionneur

double *tab;
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tab = (double*)malloc(n*sizeof(double));
for(j=0;j<n;j++)r0[jI=F[j];
Filedgemv('N',n,n,-1,K,U,1,r0,tab);
beta=dnrm2(n,r0);
if(beta==0)
{
delete[] w;delete[ Jr0;delete[ |D;delete[ Jycurrent;delete[ |xcurrent;
delete[ Jrotcos;delete[ Jrotsin;delete[ |h;
for (i=0;i<m+1;i++) delete[ JH[i];delete[] H;

for (i=0;i<m;i++) delete[] V[i];delete[] V;
return;//la solution initiale represente le solution exacte

//appliquer GMRES a K*D*y=b
for(j=0:j<n;j++)V[j][0]=r0[j]/beta;
do{

H[0][m]=beta;
for(j=0;j<myj++)H[j+1][m]=0;

for(jh=1;jh<=m;jh++)

{

for(i=0;1<n;i++) w[i]=0;

for(j=0;j<n;j++)
{
lire_j(j,n,tab);

for(i=0;i<n;i++)

wli]+=tab[i1]*V[j][jh-1];

for(j=0;j<jh;j++)H[j][jh-1]=0;
northog=0;

for(j=0;j<jh;j++)
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{
H[j][jh-1]=0;
for(i=0;i<n;i++)H[j][jh-1]1+=V[i][j]*WI[i];
daxpy(n,-H[j][jh-1],V,j,w);

}

dnormw=dnrm2(n,w);

H[jh][jh-1]=dnormw;
if(jh<m)
{

aux=1/dnormw;

for(j=0;j<n;j++)V[j][jh]=0;

for(j=0;j<n;j++H)V[j][jh]+=aux*w(j];
h

for(j=0;j<jh-1;j++)drot(H[j][jh-1],H[j+1][jh-1],rotcos[j],rotsin[j]);
auxhjj=H[jh-1][jh-1];

auxhjp1j=H[jh][jh-1];
drotg(auxhjj,auxhjp1j,rotcos[jh-1],rotsin[jh-1]);
drot(H[jh-1][m],H[jh][m],rotcos[jh-1],rotsin[jh-1]);
drot(H[jh-1][jh-1],H[jh][jh-1],rotcos[jh-1],rotsin[jh-1]);
H[jh][jh-1]=0;

dnormres=fabs(H[jh][m]);

dcopy(jh,H,m,ycurrent);
dtrsv("U','N',jh,H,ycurrent);
dgemv('N',n,jh,1,V,ycurrent,0,r0);
for(i=0;i<n;i++)xcurrent[i]=U[i]+r0[i];
dnormx=dnrm2(n,xcurrent);

bea=dnormres;
if((bea<=epsilon)||(restart>=restartmax))

{

dcopy(jh,H,m,ycurrent);
dtrsv("U','N',jh,H,ycurrent);
dgemv('N',n,jh,1,V,ycurrent,0,r0);
for(i=0;i<n;i++)xcurrent[i]=U[i]+r0[i];

for(i=0;i<n;i++)rO[i]=xcurrent[i];
Filedgemv('N',n,n,1,K,r0,0,w,tab);

for(i=0;i<n;i++)w[i]=F[i]-w[i];

for(i=0;i<n;i++)r0[i]=w][i];
be=dnrm2(n,r0);

if((be<=epsilon)||(restart>=restartmax))
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{

for(i=0;i<n;i++)U[1]=D[i]*xcurrent[i];//réaliser x=D*y

delete[] w;delete[ ]r0;delete[]D;delete[ Jycurrent;delete[ |xcurrent;
delete[Jrotcos;delete[ Jrotsin;delete[ |h;

for (1=0;i<m+1;i++) delete[ |H[i];delete[] H;

for (i=0;i<m;i++) delete[] V[i];delete[] V;

return;
}
}
FILE * fe;

fe=fopen("matricek.txt","a");
fprintf(fe,"iter = %ld be=%]lf bea=%lIf \n" iter,be,bea);
fclose( fe);

iter++ ;

}

restart++;
dcopy(jh-1,H,m,ycurrent);
dtrsv('U",'N',jh-1,H,ycurrent);
dgemv('N',n,jh-1,1,V,ycurrent,0,r0);
for(i=0;i<n;i++)U[i]=U[i]+r0[i];

Filedgemv('N',n,n,1,K,U,0,r0,tab);
for(i=0;1<n;i++)r0[1]=F[i]-r0[1];

beta = dnrm2(n,r0);

for(j=0;j<n;j++)V[j][0]=r0[j]/beta;

} while(restart<=restartmax);

}
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Annexe B

Les fonctions de GMRES

void CSystemeDEquation::daxpy(int n, double da, double **X, int j, double
*Y)
{

for(int 1=0;i<n;i++)Y[i]+=da*X[1][j];return;

}

void CSystemeDEquation::dcopy(int n, double **X, int m, double *Y)
{

for(int i=0;i<n;i++)Y[i]=X][i][m];return;

}

void CSystemeDEquation::dgemv(char trans, int m, int n, double alfa, double
**A, double *X, double beta, double *Y)

{

double temp;

int 1,j,jx,jy,kx=1,ky=1,leny;
1f((m==0)||(n==0)||((alfa==0)& & (beta==1)))return;
leny=n;

if(trans=="N')leny=m;

for (i=0;i<leny;i++)Y[i]=beta*Y[i];
if(alfa==0)return;
if(trans=="N")

{

Jx=kx;

for(j=0;j<n;j++)

{
if(X[jx-1]!=0)
{
temp=alfa*X[jx-1];
for(i=0;i<m;i++)Y[i]+=temp*A[i][j];
}
Jx++;
h
§
else{
jy=ky;
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for(j=0:j<n;j++)
{
temp=0;
for(i=0;i<m;i++)temp+=A[1][j]*X[i];
Y[jy-1]+=alfa*temp;
jy++;
§

}

return;

}

double CSystemeDEquation::dnrm2(int n, double *X)
(gouble s=0;
for(int 1=0;1<n;i++)
§+=X[i]*X[i];
return s}qrt(s);

}

void CSystemeDEquation::drot(double &X, double &Y, double c, double s)
{

double dtemp;

dtemp=c*X+s*Y;

Y=c*Y-s*X;

X=dtemp;

return;

}

void CSystemeDEquation::drotg(double &da, double &db, double &c, double
&s)
{
double roe,scale,r,z;
roe = db;
if(fabs(da)>fabs(db)) roe=da;
scale = fabs(da) + fabs(db);
if(scale==0)
{c=1;5=0;r=0;z=0;}

else

{

r= scale*sqrt(pow((da/scale),2) + pow((db/scale),2));
r= (roe/fabs(roe))*r;

c=da/r;

s=db/r;

z=1;
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if(fabs(da)>fabs(db))z=s;
if((fabs(db)>=fabs(da))&&(c!=0))z=1/c;
b

da= r;db= z;return;

}

void CSystemeDEquation::dtrsv(char uplo, char trans, int n, double **A,
double *X)

{

double temp;
int 1,j;

if(trans=="N")

{
if(uplo=="U0")
{
for(j=n-1;;>=0;j--)
{
if(X[j]!=0)
{
if(trans=="N" X[ [=X[I/A[1[]];
temp=X[j];
for(i=j-1;i>=0;i--) X[i]-=temp*A[i][j];
}
h
h
else
{
for(j=0;j<n;j++)
{
if(X[j]!=0)
{
if(trans=="N")X[jI=X[] VA1
temp=X[j];
for(i=j+1;1<n;i++) X[i]-=temp*A[i][j];
§
}
b
h
else
{
if(uplo=="U0")
{

for(j=0;j<n;j++)
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{
temp=X{[j];
for(i=0;1<j;i++)

{

temp-=A[1][j]*X[i];

}
if(trans=='N")temp=temp/A[j][j];
X[j]=temp;

}

else

{

for(j=n-1;>=0;j--)
{
temp=X][j];
for(i=n-1;i>j;i--)temp-=A[i][j]*X[i];
if(trans=="N")temp=temp/A[j][j];
X[j]=temp;
h

}

return;

}

void CSystemeDEquation::Filedgemv(char trans, int m, int n, double alfa,
double **A, double *X, double beta, double *Y, double *tab)

{

double temp;

int 1,j,jx,jy,kx=1,ky=1,leny;
if((m==0)||(n==0)||((alfa==0)& &(beta==1)))return;
leny=n;

if(trans=="N'")leny=m;

for (1=0;i<leny;i++)Y[i]=beta*Y[i];
if(alfa==0)return;
if(trans=="N")

{
Jx=kx;

for(j=0;j<n;j++)
{
if(X[jx-1]!=0)
{
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lire j(j,n,tab);

temp=alfa*X[jx-1];

for(i=0;i<m;i++)Y[i]+=temp*tab[i];//for(i=0;i<m;i++) Y[i][+=temp* A[i][j];

b

jX—H— ;

b
j
else{

jy=ky;

for(j=0;j<n;j++)
{
lire_j(j,n,tab);
temp=0;

for(i=0;i<m;i++)temp+=tab[i]*X[i];
//for(i=0;1<m;i++)temp+=A[1][]]*X[1];
Y[jy-1]+=alfa*temp;
jytt
b
j

return;

}

void CSystemeDEquation::lire_j(int j, int n ,double *get_col )
{

for (int 1=0;i<n;i++) get col[i]=0;
int tmp=j*n;

fseek(m_fichierMatriceK,tmp*sizeof(double),SEEK SET);
fread(get col, sizeof(double),n, m_fichierMatriceK);

return;

}
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