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Les travaux présentés dans ce mémoire, concernent la modélisation et le dimensionnement d'un
robot manipulateur comportant une boucle cinématique fermée .

Nous avons d'abord, fait une présentation structurelle et conceptuelle de notre robot, puis nous
avons calculer ses modeles géometriques direct et inverse selon une méthode de description
geomeétrique spécifique au robot a structure fermée, ensuite nous avons trouvé les modeles
différentiels et étudier les positions singuliéres.

Nous avons, alors, calculer le modéle dynamique en se basant sur le formalisme de Newton-Euler
et déduit les expressions des couples moteurs .

Finalement, nous avons réalisé un dimensionnement statique en se basant sur les lois de la RDM.
et donc etablie des valeurs initiales pour les paramétres géométriques de la structure du robot. et
verifier leurs validités par une simulation dynamique .

Mots Clés :
Robots manipulateur a structure fermée — Modéle géométrique, cinématique et dynamique
Formalisme de Newton-Euler — dimensionnement statique — Lois de la RDM .
Abstract :

The works presented in this thesis, cover the modelling and the dimensioning of a cinematic
closed chain robot manipulator.

First, we give a structural and conceptual presentation of our robot, than we calculate the
Kinematics models (direct and inverse ones) using a specific geometrical description method of
the closed loop robots, than we found the differential models and study the singular positions

We obtained the dynamic model using the Newton-Euler algorithm, and present the expressions
of the motors torques of the manipulator.

Finally, we make a static dimensioning based on the RDM lows, and establish the initial values of
the geometrical parameters of the structure, and verify their validity bay a dynamic simulation .

Key Words :

Closed chain robot manipulator - Kinematics ,differential and dynamic models
Newton-Euler algorithm — static dimensioning — the RDM lows.
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Chapitre 2 : Etude géométrique du robot
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Fre'a Natianate 9 ‘nue !

Si I'idée d’utiliser des machines plus ou moins sophistiquées pour faciliter le
travail de I’homme est trés ancienne, le principe d’une machine programmable est plus
récent (boite @ musique a cylindre interchangeable, orgue de barbarie, piano, machine a
tricoter avec bandes perforées).

Le réve de I’homme de créer des étres mécaniques rappelant le comportement des
étres vivants a conduit des mécaniciens adroits et talentueux a développer des automates
humanoides.

Le terme « robot » vient du mot slave « robota » qui signifie travail forcé ou
corvée ; cette dénomination a été utilisée par |"écrivain tcheque Karel Capek dans sa piece
futuriste « les robots universels de Rossum » au début des années 20 pour désigner des

machines automatiques appelées a remplacer I’homme dans les taches les plus pénibles.

Quelques soit son domaine , le robot actuel n’a rien d’un androide , si ce n’est que
["on recourt toujours a la technologie de ["anatomie humaine pour décrire ses éléments de
structures : bras , coude , avant-bras, poignet , main ; il est vrai qu’il semble difficile de
faire mieux que la nature en ce qui conserne la mobilité, le positionnement . la préhension
avec délicatesse ou force , néanmoins , les chercheurs s’efforcent de s’y rapprocher le plus

. en réalisant des architectures et des modeles plus adaptés aux besoins des industriels .

L’objectif principal de ce travail est le dimensionnement d’un bras manipulateur
poly-articulé (4R) , contenant une boucle cinématique , la conception de cette structure fait
partie des perspectives du L.C.P a ’ENP , d*autant plus que I’automate programmable

dessiné a sa commande a déja fait I’objet d une étude antéricure .

Méme si un tel travail se destine plus a un mécanicien nous tenterons de
déterminer les dimensions initiales de cette structure et d’apporter des suggestions sur sa

conception .
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Notre travail est composé de quatre chapitres tel que :

e e premier chapitre :décrit une ¢tude structurelle de notre bras manipulateur , aprés une
présentation des concept des robots a boucle fermé et leurs propriétés , nous sommes
pass¢s a I'étude de la structure proposées et les problémes qui sont liés a sa conception : la

symétrie , I’équilibre statique , le choix du matériau .....

e Dans le deuxiéme chapitre . de brefs rappels sur les outils mathématiques et méthodes
de descriptions géométriques et cinématiques des robots sont présentés . Ensuite les
mode¢les géométrique direct et inverse , qui ne différent pas beaucoup de ceux des porteurs
sériels , puis les modeles cinématiques direct et leurs inverse sont développés et utilisés

pour I’étude de singularité de la structure .

e Dans le troisi¢éme chapitre nous déduirons les équations dynamiques du robot en
utilisant le formalisme de Newton Euler ; un algorithme itératif , qui permet d’exprimer
les charges appliquées a chaque corps de la structure dans les trois dimensions .Ce qui

présente un intérét indéniable pour la conception .

e Enfin dans le quatriéme et dernier chapitre. nous tentons de calculer les paramétres
géométriques des différents éléments du robot, par un dimensionnement statique, dans un
premier lieu en appliquant les lois de la RDM, puis nous décidons avec des simulations,

sur la suffisance ou non des moteurs mis a notre disposition.
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Chapitre 1 : Présentation de la structure du robot

1.1. Introduction :

La motivation premiére de notre travail est le dimensionnement d’un robot a chaine
cinématique fermée. Bien qu'une telle étude reviendrait plus de droit @ un mécanicien, on
pourrait, dans un premier lieu, tenter le calcul les paramétres géométriques des éléments

constituant le robot.
Pour mener au mieux ce calcul, nous nous devons de définir, tous d’abord, le

concept ainsi que I'aspect de notre robot, et de ce fait mettre en évidence les propriétés

structurelles de ce dernier.

1.2. Robot articulé :
Les robots articulés se composent d’un assemblage de trois €léments : un bati rotoide

horizontal qui supporte un bras a deux articulations. Cet arrangement copie tout
simplement le bras humain. La pince, située en bout de bras . imite la main, attachée a
I’avant bras du robot par un poignet. L épaule est souvent munie d’un degré de liberté de
rotation horizontale .

Du fait que ce genre de robot posséde trois axes de rotation principaux, sa résolution
volumique dépend largement de sa position de travail ; elle reste de toute fagon mauvaise
en bout de bras, puisque sy accumulent les résolutions des trois articulations, en revanche,
ce type de robot possede une excellente souplesse, ce qui en explique le succes dans

I’industrie de ce type de systemes robotisés.

1.3 Concept des robots a structure fermée :

Les robots industriels les plus répondus sont ceux du type sériels [16] , ¢’est-a-dire
que leur structure mobile est une chaine ouverte formée d’une succession de segments
reliés entre eux par des liaisons a un degré de liberté ; chaque articulation est commandée
par un actionneur situé¢ a I’endroit méme de articulation .

Ce type de robots a pour avantage de disposer d’un grand volume de travail et d’étre
relativement simple sur le plan des calculs liées a leur commande. Par contre, ses
principaux défauts se résument ci-dessous :

e Inertie élevée due aux masses reparties sur toute la chaine cinématique
(actionneurs, organes de transmission,...)
e Manque de rigidit¢ par la mise en série d’éléments élastiques, et donc une

précision réduite .
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Chapitre I : Présentation de la structure du robot

Dans le but de remédier a ces inconvénients, un nouveau concept de robot

comportant une boucle fermée a vu le jour. Toutes les articulations de la boucle n’étant pas

il est possible de choisir celles qu’on veut motoriser ; ceci permet de

indépendantes,

ramener les moteurs vers la base fixe, donc de diminuer les masses en mouvement sans

devoir ajouter des transmissions compliquées qui dégradent les performances. De plus,

cette boucle apporte a la structure unc rigidit¢é mécanique €levee, donc une meilleure

précision ; cependant I’espace de travail est plus réduit pour ce type de robot.

Figure 1.1 Le robot industriel IRB 1400( Firme ABB)

1.4 La structure proposée :
Le bati du robot est constitué d’un bras horizontal cylindrique C1 , supporté par une

barre verticale C2 , ils sont reliés a deux autres barres C3 et C4 , chacune parallé¢le a I'une
des deux premiéres respectivement, de sorte a former un parallélogramme. Tout
I'ensemble est monté sur un support fixe, de sorte a pouvoir effectuer une rotation

horizontale par rapport a ce dernier.

Toutes les articulations du corps sont rotoides, les deux corps C2 et C3 sont entrainés
par des moteurs- réducteurs situés sur la base. Les autres articulations de la boucle ne sont

pas motorisées. A I’extrémité de la barre horizontale, un moteur donne un mouvement de

rotation au poignet.

Nous ferrons en sorte d’avoir une symétrie pour chaque corps de la structure par
rapport a un axe ou un plan, afin d’avoir des tenseurs d’inertie diagonaux, ce qui simplifie
considérablement I’expression du modele dynamique du robot. Les moteurs et les

engrenages sont disposés de fagon a garder le centre de gravité de chaque barre sur son axe

de symétrie.

/l‘



Chapitre 1 : Présentation de la structure du robot

Les schémas suivants décrivent au mieux la structure du robot, et mettent en évidence

les efforts réalisés sur les symétries des différents éléments de la structure .

4 r'”T““ Corps 2
ad
Corps L.&;J
3 —T1T—
|
|

c. Vue de face

b. Yue d'en haut

Figure 1.3 Les trois vues de la structure

1.4.1 Le choix du matériau :
Dans le soucis. de concevoir une structure rigide, et pas trop lourde a la fois , nous
nous sommes intéressés a distinguer parmi plusieurs matériaux, celui qui convient le

mieux. Aprés 1’étude des caractéristiques physiques de quelques matériaux (tableau 1.1).

——_—_—’——_—’_—5
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matériau Désignation SVM P E p/E
(kg/m’) | (GPO) | (m’/s2)
Aluminium EN AW-A199.50 2700 69 39.13
Alliage d’aluminium | ENAW-Al MgSi T6 2700 70 38.57
Acier inoxydable X20Cr13 7900 200 39.5
Cuivre recuit - 8900 120 74.16
Alliages cuivre-zinc CuZn38Pb2(demi-dur) 8500 80 106.25
Alliages cuivre-étain G-CuSnl0 8800 90 97.77
Zinc laminé - 7100 85 83.52

Tableau 1.1 Valeurs des caractéristiques mécaniques de principaux métaux et alliages

p :masse volumique.
E : module d’¢lasticité.

p/E : rigidité spécifique.

Notre choix se porte particulierement sur un alliage d’aluminium (EN-WA-AI-0O) , car
il présente une bonne rigidité, pour une masse volumique relativement faible. De plus. il
est trés disponible sur le marché ; il est dailleurs utilisé dans beaucoup d’applications tel

que : les cadres des fenétres, panneaux, le mobilier,.. ..etc.

1.4.2 Les moteurs :
Nous avons a notre disposition des moteurs-réducteurs DC identiques
PITTMAN GM 9236. avec une masse de 0,6 Kg chaque un , et un rapport de réduction

de 65.5 . Les autres caractéristiques sont données dans [25].

Bien, qu’en réalité, c’est en dernier qu’on effectue le dimensionnement et le choix des
actionneurs. en fonction des besoins du cahier des charges (vitesses, accélérations, charge
utile...). On se propose malgré tous, . de calculer les éléments du robot en tenant compte

de ces actionneurs, pour pas tomber dans un sur-dimensionnement ou une insuffisance.
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1.4.3 La stabilité de la structure :

Les robots industriels interagissent fortement avec leur environnement, et
notamment avec le champ des forces de pesanteur. Ce dernier, comme on le sait, provoque
des sollicitations variables et non-linéaires sur la plupart des articulations d'une structure
robotisée, en raison méme de sa nature morphologique.

Ces sollicitations extérieures causent de nombreux inconvénients. Nous évoquerons
essentiellement l'usure rapide des organes moteurs, les problémes de vibrations qui
conduisent a des risques de rupture, ainsi qu'a des difficultés de commande ou encore de

sécurité (effondrement de structure lors de l'arrét brusque des moteurs).[27]

Les concepteurs proposent actuellement deux familles de solutions. La premiére
consiste a équilibrer les structures a l'aide de contrepoids. La deuxieme fait quant a elle

appel a l'utilisation de transmissions mécaniques irréversibles du type vis-écrou .

La premiére consiste a La compensation de I'effet des poids des barres par I"ajout
d’une masse M et d’une chaine cinématique en parallélogramme [27]. Mais nous rejetons
cette solution car, d’une part la structure contient déja une boucle, et d’autre part nous
voulons que la masse en mouvement soit la plus réduite possible, et malheureusement,

cette solution présente l'inconvénient d'augmenter I'inertie globale des charges.

Manifestement, il était donc nécessaire de s'orienter vers des solutions pénalisant

aussi peu que possible I'inertie des charges

La solution que nous proposons est I'utilisation d’engrenages irréversibles. C.a.d : le
mouvement n’est permis que dans un seul sens (des moteurs vers les barres métalliques).
Un engrenage irréversible est un engrenage hélicoidal ayant un angle d’hélice particulier
[11,13], et il doit étre dimensionné de maniére a compenser 'effet des forces de la

pesanteur a |état statique, c’est a dire lorsque les moteurs sont a I'arrét .
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1.5. Volume de travail :
Le volume de travail représente tout la zone atteignable par [outil placé a
I’extrémité du bras. Ce sont les limitations dues aux dimensions des constituants et leur

aspect technologique qui fixeront les limites du volume de travail.

Nous nous sommes inspirés du robot IRB 1’400 de la firme ABB (figure 1.1) pour

imaginer ’aspect de notre structure, c’est pourquoi leurs volumes de travail sont

similaires :

|-

) 1-)
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.
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Figure 1.5 Perspective de la structure
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1.6. Conclusion :

Dans ce premier chapitre nous avons mis en évidence les propriétés des robots a
structure fermée. Et partant de 1a, nous avons tenter d’imaginer une structure qui respecte
des régles de symétrie pour chaque constituant afin de simplifier les modeles
mathématiques du robot.

Au probléme d’équilibre statique, nous avons apporté la proposition de I"utilisation
d’engrenages irréversibles.

Tout cela est utile et suffisant pour élaborer les différents modeles du robot,
cependant, il est nécessaire de dimensionner les éléments de la structure en utilisant les lois

de la RDM.
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Chapitre 2 : Etude géométrique du robot

2.1. Introduction :

[’analyse cinématique d’un systéme consiste a déterminer la position, la vitesse et
I"accélération a tout instant des mécanismes qui le composent. [.ensemble des paramétres
qui définissent le systéme a instant donné constitue son Etat .

En robotique I’analyse cinématique détermine I'état de 1’outil terminal en fonction
de celui des articulations, des segments qui constituent le bras, ainsi que les dérivées des
grandeurs qui caractérisent I'évolution du bras dans le temps.

Nous présentons dans ce chapitre la méthodologie a suivre pour décrire la structure
géométrique des robots a chaine cinématique fermée. Le probléme du calcul des modéles
géométrique directe et inverse de notre structure est ensuite abordé, ainsi que le probleme
de la résolution des équations de contrainte de fermeture de boucle, et des positions

singulieres. Enfin, nous nous intéressons a établir le modéle cinématique directe et inverse.

2.2 Modéle géométrique direct (MGD) :

Le modele géométrique direct décrit la situation instantanée de 1’organe terminal et
des barres constituants le robot, en fonction des positions angulaires des articulations
motorisées. En d’autre termes, le MGD exprime la relation géométrique entre le vecteur de
coordonnées articulaires, noté ¢ . et le vecteur de coordonnées opérationnelles, noté¢ X .

Le modele géométrique directe est défini par la relation suivante :

X=/(q) 2.1

Soient Ri={ Orx.y,zi } et Ri={Osxs,ys,2s § deux repéres orthonormés. La

relation permettant de passer du repére R, au repére R est caractérisée par une matrice de

transformation homogene de dimension (4x4) définie par :
Sy Nx dx Py
Sy Ny Ay Py

S N: A= p:

(000 1|

Ou les termes’s, ’n, /a,,”P, représentent d’une part les vecteurs unitaires des axes xi,
yietz du repere R, défini dans le repére R, et d’autre part le vecteur exprimant I’origine de
R, dans R, .
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La matrice /7; qui définit le repere R; dans le repére R, est souvent partitionnée en
faisant apparaitre une matrice (3x3) d’orientation de R, dans R, notée ’4;. Et un vecteur de

translation caractérisant la position de I’origine du repere R, dans le repére R.. noté ‘P;

Plusieurs représentations sont possibles pour définir le vecteur X . Si I’on suppose
qu’a I'organe terminal est associ¢ un repére R, défini dans un repére absolu Ro par la
matrice de transformation "7, , le vecteur X peut étre constitué de certains éléments de la

.0
matrice 7'»

xR

Figure 2.1 Transformation entre l'organe terminal et le repére absolu

2.2.1. Formalisme de description géométrique :

Ce paragraphe présente une méthode pour décrire la géométrie des robots. Dans la
littérature [15,9,16] plusieurs méthodes sont proposées pour aboutir a la description des
chaines cinématiques ; la plus répondue est la description de Denavit-Hartenberg . Mais
cette méthode, développée pour des structures ouvertes simples, présente des ambiguités
lorsqu’elle est appliquée a des structures fermées . C’est pour quoi, dans ce travail, nous
utilisons une description basée sur la notation de Khalil et Kleinfinger, qui présente

I"avantage d’une certaine simplicité et qui fait appel & un nombre de paramétres minimum.

Une structure ouverte simple est composée de n+/ corps notés Co, (', .., C» et de n
articulations. Le corps Co désigne la base du robot, tandis que le corps Cy est le corps qui

porte I'organe terminal. L articulation j connecte le corps C; au corps C; 1. (figure 2.2)
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Cette méthode de description repose sur les hypothéses suivantes :
— Les corps sont supposés rigides. Ils sont connectés par des articulations supposées
idéales (sans jeu mécanique, sans élasticité et sans frottement) .
— Le repére R, est connecté au corps €

— La variable de I’articulation ; est notée ¢,

Articulation 4

Figure 2.2 Articulation connectant deux corps

Le repére R, li€é au corps () est défini de sorte que :
e [axe z;est porté par I'articulation j.
e [’axe xj est porté par la perpendiculaire commune aux axes zj et zj+i.
Si les axes zj et z+1 sont paralleles ou colinéaires, le choix de xj n’est pas unique : En

général, des considérations de symétrie ou de simplicité permettent un choix rationnel.

Le passage du repere R,/ au repére R, s’exprime en fonction des quatre paramétres

géométriques suivants : (figure 2.3)

o angle entre les axes z,-1 et z, correspondant a une rotation autour de x,.s
dj distance entre les axes z,-1 et z, le long de x,./

0; angle entre les axes x, et x, correspondant a une rotation autour de z,
rj distance entre les axes x ./ et x, le long de z,

12
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oL,

()a' i

Figure 2.3 Paramétres géométriques suivant Khalil et Kleinfinger

La variable articulaire ¢, associée a la j"™ articulation est définie soit par @, soit par
r, , selon le type de cette articulation, ce qui se traduit par la relation :

q; = 0'_19/ + G, I
avec:0;, = 0 si L’articulation est rotoide

1 si Larticulation est prismatique

La matrice de transformation exprimant le repére R, dans le repére R,/ est donnée

par la relation:

s T; =Rot ( x,aj) .Trans(x,dj) . Rot (z,0j) .Trans(z,rj) 2.3
On obtient alors :
[ Coj ~S0j 0 dj |
, CotjSOj CajCoj ~Saj 1S
Hr = 2.4
SaiSO) SajCoj Cai 1 Caj
0 0 0 [
13
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Il est a noter, que dans toutes nos équations sin(0i) et Cos(6i) sont remplacés par Si

et Ci respectivement .

Remarques :

e Pour le repere Ro, le choix le plus simple consiste a prendre Ro confondu avec R/
quand g1 -0. Ce qui signifie que I’axe zo est confondu avec zi et O1= Oo quand I"articulation
| est une rotoide. Par contre zo et zi sont portés par le méme axe, xo est parallele a xi quand

I’articulation 1 est prismatique ; dans ce cas, les paramétres di et o seront nuls.

\

e Pour une articulation prismatique, I’axe z; est parallele a I’axe de I’articulation mais
la position de 1’axe dans I’espace peut étre quelconque. On le place de telle sorte que d ou
bien d 1 soit nulle .

e Lorsque z est parallele a z .1, on place x, de telle sorte que », ou 7,4+ soit nul .

e Cette méthode de description impose une configuration «zéro» du robot qui ne

correspond pas nécessairement avec la position «zéro» du codeur.

2.2.2 Modeéle géométrique direct des robots a structure fermée :

Pour un robot a structure fermée, le MGD est I’ensemble des relations qui permettent
d’exprimer la situation de I’organe terminal en fonction des coordonnées articulaires
motorisées. La matrice de transformation/7, d’un organe terminal j est la composition des
matrices de transformation exprimant le repére R; du corps terminal dans le repére de base
Ry en prenant le chemin le plus court ( chaine directe ) entre le repére terminal et la base.

Si la matrice de transformation est exprimée en fonction des articulations non
motorisées, il faut établir des relations supplémentaires entre ces variables non motorisées
et I’ensemble des variables motorisées. Ceci revient a résoudre les équations de fermeture

de boucle .La solution de ces équations est donnée au § 2.4 .

2.3. Calcule du MGD de la structure :
Il faut préciser, que sur notre robot (figure 2.4) les articulations 2 et 5 sont

indépendantes , et que les articulations 6, 7 et 3 ne sont pas motorisées.

vec : = articulation motorisée .
A i 1 ticulat t
0 articulation non motorisée .

- Les articulations 7 et 8 sont les méme ,on proceéde a la coupe sur ces derniéres .
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Articulation
coupée

28,27‘ -
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zb

Figure 2.4 Configuration géométrique des axes du robot suivant Khalil et Kleinfinger
g ? ing

Suivant la description de Khalil et Kleinfinger, nous reportons les paramétres

géométriques du robot sur les tableaux suivants :

J H o dj g 7

/ / 0 0 ol 0
Chaine principale

2 / -2 0 62 0

3 0 0 d2 63 0

4 / .24 0 4 d4
Chaine secondaire

5 / -2 0 05 0

6 0 0 d3 7] 0

7 0 0 a2 a7 0

Tableau 2.1 Paramétres géométriques du robot
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De ce fait . selon la formule 2.4, nous trouvons :

e Pour la chaine principale: 0 >1-5>2 >3 >4

[¢1 -s1 0 0 | [ 2 -2
sl cl 0 0 0 0
°T= 'T.=
0 0 1 0 -2 =2
i 0 0 0 1 i | 0 0
c3 —53 0 a2 ] [ c4 —s54
3 c3 0 0 0 0
2T = AT =
0 O l 0 —\4 —(_4
0 0 0 . | 0 0

e Pour la chaine secondaire: 1 >5—->6—->7 >3

[¢5 =5 0 0 [c6  —s6
0 0 1 0 ) s6 c6
Il Sy
I's = [¢ =
-5 —c5 0 0 0 0
Lo 0 0 1 00
c7 —s7 0 d2 | [ ¢3 —s3
s7 c7 0 0 s3 c3
(‘T7 = 7T3
0 0 | 0 0 0
| 0 0 0 I | | 0 0

Etude géométrique du robot
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2.4. Equations de contrainte de fermeture de la boucle :

Les boucles de type parallélogramme ont trois variables passives, dans ce cas, il est
possible d’appliquer une méthode spécifique simple. En, effet on utilise le fait que si les
corps Ckl, Ck2, Ck3 et Ck4 constituent un parallélogramme et si les corps Ck1 et Ck3
sont paralleles (figure. 2.5), alors la matrice d’orientation de dimension (3x3) qui définit la
rotation entre les repéres k1 et k3 est constante ; il de méme pour celle entre k2 et k4 .

-Ck3

1

[ - ] /\r:rﬁculation
L oupée

Ck4 Ck2

Figure 2.5 Structure du type parallélogramme

On déduit les équations de contrainte suivantes :
ki
Ags
k2
Axq
)

k K k3 K2 A kd N
Ak = Az, Ak A Ag = Iz

I

Rot(u,0 ¢;) = constante

Il

Rot(u.,0 »») = constante

Par application sur notre structure:

SA; = SAI'A27As = rot(z,-05+02+03) = rot (z.7/2) 2.7a
2Ae = *A,'AsSAs = rot(z,-02+05+06) = rot (z.0) 2.7b
TAs = 'A¢ *AsSAI'A22A33As=1 2.7¢

Les relations 2.7 permettent donc de calculer les trois variables passives 03, 0, et 0;.

Nous aurons donc :

0; = w2-0,+ 05 2.8a
Os = 0>- 05 2.8b
972772‘*'03:7[-0_1'*'05 2.8¢c

17



Chapitre 2 : Etude géométrique du robot

Ces derniéres relations peuvent s’établir en écrivant directement les relations entre les

angles du parallélogramme .

2.5. Formulations du MGD de la structure :
Le modele géométrique direct est donné par la matrice de transformation associée a la

chaine directe, définissant le corps terminal du robot dans le repere de la base .

[ 71 r2 r3 r4 |

" rsS r6 r7 r8
MGD ="Ts= °T ,.'T2.2T3.3Ta= 2.9
9 rl0 11 ri2

rl =S81.84+Cl.(C2.C3-5283). C4

r2 =C4.54-C1.(C2.C3-8253).54

r3 =CL(-C2.C3-S52.C3)

rd =CI1.(-C2.53-582.C3).d4+ClLd2.C2
r5 =(C2.C3-82.83). C4.51-C1.54

r6 =-(C2.C3-52.C3).51.54-C1.C4 2.10
r7 =(-C2.83-52.C3). 81

r8 =S1.[(-C2.83-82.C3).d4+d2.C2]
r9 == (C283 + S2.C3 ). C4
rl0=(C2.83 +82.C3).54

rll =S2.83-C2.C3

ri2 = (S2.53-C2.83). d4-d2.S2

18
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2.5.1. Equations de position :

On peut dire que la quatrieme colonne de la matrice de transformation T, . donne

la position de I’organe terminal du manipulateur , d’ou :

pe] 0]
Py 0
= 40 «'F;5.2T;.°T; . 2.11
p: 0
1] 1]
Alors :
P, = Cl.(-C283-82.C3).d4+ Cl.d2.C2 2.12a
P, = S1[(-C283-582.C3).d4+d2.C2] 2.12b
P, = (S283-C283).d4-d2.82 2.12¢

2.5.2. Equations d’orientation :
La situation de I'organe terminal est spécifiée aussi par les cosinus directeurs

constituant la matrice de orientation :

°A,= I_”SJ on 4 "a.zJ

[S®]

13

D’apres la formule 2.9 , on aura:

Sx =81.54+Cl1.(C2.C3-52853). C4
Sy =(C2.C3-852.53).C4.51-C1.54 2.14
Sz =-(C2.83+82C3).C4

nx =C4.84-C1(C2.C3-S2.83).54

ny =-(C2.C3-82.C3).51.84-CI1.C4 215
nz =(C2.83 +.82.C3) .54
ax =CIl.(-C2C3-82.C3)
ay = (-C2.83-82.C3). 81 2.16

az =52.83-C2C3

19
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§

Et sachant que la matrice 0A4 d’apres la description des angles de Roulis -Tangage-
q . p p £ gag

Lacet possede aussi la forme suivante :

CopCp CoSpSy—SeCyw CPSPC yw+SeSy

A = | SOCS SISPSy+CoCy SESPCy—CySy 217
-Sp CpSy CpCy
De sorte que :
Angle de Précession 2 ¢
Angle de Nutation :p

Angle de Rotation propre : y

Figure 2.6 Description des angles de Roulis -Tangage-Lacet

En faisant I’analogie ente la forme numérique 2.12 et la forme littérale 2.13 de la
matrice "4, nous trouvons :
-S¢p.sx + Cp.sy =0 2.18
On en déduit les expressions des angles de Roulis -Tangage-Lacet en fonction de
cosinus directeurs:
¢ = atan2 (sy, sx) 2.19a
¢' = atan2 (-sy,-sx) = ¢ + 180° 2.19b

[I'y a une situation singuliére, dans le cas ou : sx =sy = 0, alors on aura : f =+ 7/2

p = atan2 (-sz, C¢.sx+S¢.sy) 2.20
v = atan2 (S¢.ax-Cp.ay, -S¢p.nx+C¢.ny) 2.21

Ou atan2 est une fonction mathématique ( Fortan, Matlab...) qui calcule I’arc tangente

a partir de la donnée de deux arguments.

20
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2.6. Modele géométrique inverse (MGI) :
2.6.1. Position du probléeme :
Considérons la matrice "T, spécifiant la position du repére de I’effecteur par rapport

a un repére de référence supposé étre, pour nous, le repére Ro . D’une fagon générale, on a:

'Te=°Ta(qg). E

™)
)
(¥)

E: matrice d’orientation de |’effecteur.

y : " R . rald v 5 E 2
La détermination du modéle géométrique inverse consiste, pour “7v et £ connues, a
déterminer le vecteur ¢ qui place le robot dans la situation désirée. On est donc amener a

résoudre |’équation suivante :

o
(98]

0T, =°Tg. E! B

Sachant qu’en fonction du nombre de degré de liberté du robot, certaines positions

ne sont pas possibles, dans I’espace opérationnel.

La résolution de 1’équation peut conduire a plusieurs cas :
e Absence de solution si la situation désirée est en dehors du volume de travail du
robot.
e Une infinité de solutions si le robot est redondant vis a vis de la tache ou s’il se
trouve dans des configurations singulieres.

e Un nombre fini de solution.

Il existe plusieurs méthodes permettant de résoudre le probléeme :
e Meéthode de Paul
e Méthode de Peiper

e Mé¢éthode générale de Raghavan et Roth.

Il n’est pas toujours possible de trouver une forme explicite du modéle géométrique
inverse.
Dans ce cas, on est amener a calculer une solution particuliére par des procédures

numériques. La solution obtenue est locale et dépend des conditions initiales.

21
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2.6.2. Modéle géométrique inverse des robots a structure fermée :

Le MGI d’un robot a structure fermée, est I'ensemble des relations qui permettent
d’exprimer les coordonnées des articulations motorisées, en fonction de la situation de son
organe terminal.

On détermine, tout d’abord, la solution des variables articulaires de la chaine
directe entre la base et I'organe terminal, considérée alors, comme une chaine ouverte
simple, en fonction de la situation désirée, en utilisant la méthode de Paul, présentée plus
bas.

Puis, on établit les relations entre les variables des articulations motorisées, de la
chaine directe, et les variables non motorisées qui ne sont pas dans la chaine directe, en

résolvant les équations de contrainte des boucles fermées.

2.7. Calcul du modéle géométrique inverse:
Les méthodes pour calculer le MGI sont nombreuses, nous nous intéressons a une en
particulier, celle de Paul qui traite séparément chaque cas particulier et convient a la

plupart des robots industriels.

La matrice de transformation homogéne de notre robot est donnée par :

T4 =°T ,(q).'T 2(q2). 2 T 3(qs).> T 4(qa) 2.24
Soit alors Uy la situation désirée telle que :
’-.\'\ Nx dx [)\—
Sy Ny dy py
Uy = 2.25
S n- a- p-
100 0 1|
On cherche a résoudre le systéme d’équations suivant :
Uy = °T,(q).'T2(q2). 2T 3(q3).*T 4(qa4) 2.26
22
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e T e

Pour trouver les solutions, Paul a proposer de pré-multiplier successivement les
deux membres de I’équation 2.26 , par les matrices 7}.; pour j variant de 1 4 3, opérations
qui permettent d’isoler et d’identifier I'une aprés I’autre les variables articulaires que ’on

recherche.

La solution des ces équations demande de I’intuition, mais [’utilisation de la
méthode sur un grand nombre de robots industriels a permis de constater que les
principaux types rencontrés sont peu nombreux [15,20]. Certains types ont une solution

évidente, qui sont présentées en Annexe A.

En s’appuyant sur la formule 2.9, nous avons les équation de positions :

px r4
py r8
= 2.27
pz| [rl12
En multipliant par 'To les éléments de gauches on aura :
U = Clpx+Slpy
U, = -Sl.px + Cl.py 2.28

U = pz

Les éléments de droite seront la 4eme colonne de!T s donc on aura le résultat suivant :

T, = (-C2.C3-C2C3).d4+ d2.C2
I, =0 2:29
T3 = (S2.583-C2.C3).d4-d2.8S2

En identifiant Uy et T, , on trouve les deux solutions suivantes pour 0 :

0, = atan2( py, px)
O, + 180° 2.30

o
[
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En pré-multipliant par 2T, les éléments de gauche :
Ul = c2.(sl.py + clpx) -s2.pz
U2 = -s2.(sl.py + cl.px)-c2.pz 2.31
U3 = -(px.sl - py.cl)

Et les éléments de droite seront la 4éme colonne de > Ty :

Tl = d2-S3d4
12 = C3.d4 2.32
T3 =0

On peut calculer 0, et 03 , en considérant les deux premieres équations et en résolvant

un systeme de type 6 (se référer a I’Annexe A ) on obtient d’abord une équation en 0, ,

telle que :

XS2+YC2=2 2.33
Avec X = 2pzd2

Y = -2B;.d2

Z = (d4)? - (d2)’- (pz)* - (B)?
By = px.Cl + py.Si

D’ou I’on deduit que :

C2 = )’-Z—S.x'\/xzﬂ,—z_zz

x2+y?
avec € =+1 2.34
[ 2 2__»2
S = X.Z—€.YA/X?+y?-Z
X2+y?
On obtient donc deux solutions de la forme :
0, = atan2 (52,C2) 2.35
24
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Connaissant 0, , on peut calculer 05 . de la méme fagon a partir de :

pz.S2-B1.C2+d2

d4
2.36
-B1.S2-pz.C2
C3
d4
Et I’on obtient :
0; = atan2 (83, C3) 2.37
Pour ce qui est de 04, nous remarquons simplement que :
4 r9 Sz 485
D’ou:
04 = atan2 (54, C4) 2.39

Les solutions trouvées doivent respecter les contraintes imposées par les butées

articulaires.

25
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2.8. Modéle cinématique direct (MCD) :
2.8.1. Introduction :

Soit X' le vecteur de coordonnées opérationnelles de dimension (mx1), et ¢ le vecteur
des variables articulaires de dimension (nx1). Le modéle cinématique direct établit la
relation entre les vitesses des coordonnées opérationnelles en fonction des vitesses

articulaires. Donnant la relation :

o

X =J(q).4& 2.41

Ou J(g) est la matrice Jacobienne de dimension (mxn) obtenue par dérivation de X

par rapport a ¢. On a donc :
J(q) = 0X/0q 242

[La méme matrice J(q) intervient dans le calcul du modéle différentiel qui donne les
variations dX des variables opérationnelles en fonction des variations des variables

articulaires dq. Tel que :

dX = J(q) dq 2.43

Les intéréts de la matrice Jacobienne sont multiples :
e Elle sert au calcul du modele différentiel inverse, en offrant la possibilité d’une
solution locale des variables articulaires ¢ , connaissant le vecteur X .
e Elle facilite I'é¢tude des singularités.
e Elle permet le calcul de I’espace opérationnel accessible.
e Elle donne une relation liant les efforts exercés par 1’organe effecteur et les forces

et couples exercés aux articulations.

2.8.2. Modéle cinématique des robots a structure fermée :

Ce modele permet de décrire les vitesses opérationnelles en fonction des vitesses des
articulations motorisées. On établit tout d’abord le modele cinématique de la chaine directe
entre la base et I'organe terminal en procédant comme pour les robots a chaine ouverte
simple. On écrit ensuite les relations de contrainte entre les vitesses des articulations
motorisées de la chaine directe et les vitesses des articulations non motorisées qui

n’appartiennent pas a la chaine directe.
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Deux méthodes sont envisageables :
a) On dérive les relations entre ces variables si elles existent, relations obtenues lors
du calcul du modele géométrique direct .
b) On utilise une méthode fondée sur le calcul de la vitesse des repeéres R; associés

aux articulations.

C’est cette deuxiéme méthode que nous détaillons. Pour la mettre en ceuvre, on
calcule depuis la racine de la boucle, les contributions des vitesses des coordonnées

articulaires sur les vitesses des repéres successifs .

2.9. Matrice Jacobienne de base

On peut obtenir la matrice Jacobienne par une méthode de calcul direct, fondée sur la
relation entre les vecteurs des vitesses de translation et de rotation V, et o, du repére R,, ,

représentant les éléments de réduction du torseur cinématique du repere R, , et les vitesses

articulaires & :

V, = \,/,,'fJ = Jn & 2.44

On note que V,, est la dérivée par rapport au temps du vecteur P, . En revanche, o, ne

représente pas la dérivée d’une représentation quelconque de I'orientation.

2.9.1. Obtention de la matrice jacobienne :

Considérons la J“™ articulation d’une chaine articulée. La vitesse ¢& induit sur le

repere terminal R, la vitesse de translation V] et la vitesse de rotation w, .
Les vitesses angulaires et de translations sont données par les formules de

récurrences suivantes , pourj = 1.,...n:

+0, a, 2.45a
VI = A /—l ( V /_| + Cl) /=1 X P /) 2.45b
Ou jaj est le vecteur unitaire [ 0 0 1 ]" .On initialise la récurrence avec les vitesses

de translation et de rotation ( généralement nulles ) de la base du robot Vj et @, , puis on

remonte |’arborescence .
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En projetant les élément obtenus par les relation 2.45 dans un repére R; ., on obtient

le jacobien 'J ,de dimension (6xn), tel que :

iVn = l-’n (f‘

2.9.2. Calcul de la Jacobienne :

2.46

A partir des expressions 2.45 . on procede au calcul, articulation par articulation, sur

la chaine principale, et I’on obtient:

Pour j=0 :

Pour j=1

Pour j=2:

"w2=[-82601 -C20' 6,]" e V2=[000]"

Pour j=3 :

3

et

0 0

w,=V,=1[000]"

° 1
w,=[006]" e ¥V ,=[000]"

3 o o .
Vi=[d2.583.0 - d2.C3.0 2 d2.C2.0,]7

Pour j=4 :

a4 =

= (02+ 03).?—/ —( (‘25‘3'{ (‘35‘2 )("1( el
(C2.53+C3.52).6, S4-C4.(0,+05)

(S2.83-C2.C3).6, +6,

w,=[(-C253-S2.C3).6, (S283-C2C3).6, 60,+03]"
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- d2.C30;

Vi= | d4[(C2.83+ 82.C3)6, S4-C4.(6:+03)] -d2.C2.6, S4+ d2.C4.53.6,

d4[(0 1+ 0 ,).84+ (C2.83+ S2.C3).C46, ] - d.253.540 » d2.C2.C46,

—_—

2.51

On apporte des simplifications sur ces expressions, en se referant a la relation 2.8a,

qui donne :

0; = w2-6,+ 6

De ce fait , on aura la relation trigonométrique :

(€283+C382) = CS

Et de méme :

(S283-C2C3) = S5

2:52

2.54

Arrivant a I’indice 4 , on peut exprimer la matrice Jacobienne de la structure, écrivant

4
(par rapport au repere Ry) le vecteur XK= [ Vi ‘o 4] sous la forme d’un produit

matriciel :
Xo=J:.0 2.55
Ou: 0= [60,0, 05 04]"
Et:
Ja=
d4S4C5-d2C2S4 —d4C4+d2S3C4 ~d4C4 0
d4C4C5-d2C2S4  d4S4-d2S3S4 d4s4 0
0 d2cC3 0 0
2.56
-C5C4 -S4 -S4 0
C5S4 -C4 ~C4 0
S5 0 0 ]
i |
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2.9.3. Forme simplifiée de la Jacobienne :

En général, on exprime ¥, et @, soit dans le repére R, (comme nous I’avons fait),
soit dans le repére R, . La matrice Jacobienne correspondante est notée "J, ou ’J,
respectivement. Ces matrices peuvent étre calculées en utilisant une matrice 'J, ,i=1...n,

grice a la relation suivante qui transforme la matrice Jacobienne entre les repéres :

‘A, 0,

1

0, ‘4,

"-JII - IJH 2.57

Ou *A, est la matrice d’orientation, de dimension (3x3), du repere R; exprimée dans

le repére R;.

Les deux matrices 'J, et *J, ayant les mémes positions singuli¢res, on cherche
pratiquement a utiliser le repére R, qui simplifie les éléments de la matrice 'J,,.
En générale, on obtient la Jacobienne la plus simple lorsque I’on prend :

i =|partie enti¢re de n / 2|.

Pour notre structure on aura :

2As 03
2 J = 2.58
‘ 03 Z2A
4
i 0 ~C3d4 ~C3d4 0 )
0 —S3d4+d2 ~-S3d4 0
_| —(C5d4-C2d2) 0 0 0 5 <5
—(C3C5+S3S5) 0 0 =83 -
—S3C5(S4+C4S4) S3(C4S4-S4?)  S3(S4C4-S4?) C3
| 0 | 1 0 ]

30



Chapitre 2 : Etude géométrique du robot

e —— e —— e

2.9.4. Les équations de contraintes cinématiques :
Le calcul des contraintes sur les vitesses peut se faire, soit, en projetant toutes les
vitesses dans le repére terminal, soit dans le repére de la base, ou bien tous

simplement par dérivation des contraintes de positions données par la formule 2.8. Et

on aura donc : g‘ = -(;2 + 65
t:)(, . é2 ) és 2.60
& = -0, + 0Os

2.10. Modéle cinématique inverse (MCI) :

Le modéele cinématique inverse permet de déterminer, dans le voisinage d’une

configuration q , les vitesses articulaires ¢ qui assurent une vitesse opérationnelle X

imposée.
Dans le cas régulier, on a : & = J "(q) . X
2.61

Pour obtenir le MCI, on inverse le MCD en résolvant un systéme d'équations

linéaires. La mise en ceuvre, peut étre faite de fagon analytique ou numérique.

Lorsque la matrice Jacobienne n’est pas carrée (comme c’est le cas pour notre

robot), on utilise la méthode de le pseudo-inverse pour calculer le vecteur & .

2.11. Utilisation de la matrice pseudo inverse :
On appelle pseudo inverse de la Jocobienne J la matrice généralisée J* . Et qui

permet d’écrire :

f=g'. X

™
o\
o

Les propriétés de la pseudo inverse et la méthode de son calcul sont détaillées

dans I’Annexe B .
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Aprées calcul , on aura , la matrice suivante

I'=
[ 2 . N, SR i i |
dS3C2/(S4”+S3CS)  SBCS(SC2+83C5)  (C5C22+d,C)d, 0
(€502 +d, S¥Cy)d, SICH(S4d, +d,C5)  (54%d  +dy S3C2) |
r N - N 2.63
SICS(SPCA+C3CS) (A2 +dyC5) (592 4d ,S3Cd, $3.05.02° J
1(S42.53.d [ +dy C5) d, C2 0 d, 32 +55.C2-53.54)
(S4%d, +d) C5) 0 d,S4C5 0
S3.C4 0 0 ! |

2.12. Les positions singuliéres :

On dit qu'un robot présente une singularité, lorsqu’il perd localement la
possibilité d’engendrer une vitesse le long et autour de certaines directions.

En une position singuliere donnée, il n’existe pas de vitesse articulaire qui
puisse engendrer une vitesse opérationnelle suivant cette derniére direction avec le
mod¢le cinématique inverse classique; car il peut donner des vitesses articulaires

importantes, incompatibles avec les caractéristiques des actionneurs.

Lorsque le robot est non redondant, les singularités d’ordre un sont solution de
I"égalité det(J )=0. Dans notre cas, le robot est redondant, elles sont données par les

solution de I’égalité det(J.J’)z() .

Généralement, dans la littérature [20,16], il est montré qu’un porteur 3R |,
possede deux singularités typiques, mais comme notre structure differe d’une

structure sérielle ordinaire, nous développons les calculs, pour avoir les résultats :
det (:J'. 7' ) = -d3.d4.83.(C5.d4-C2.d2 ) 2.64

Se présente pour nous, comme prédit, deux positions singuliéres, I’une

correspondant a S3=0 , et I’autre correspondant a (C'5.d4-C2.d2 ) .

i. Premiére position singuliére :
Lorsque S3=0 (figure 2.7), le robot est en extension maximale et se trouve sur
une frontiére du volume de travail : il s’agit d’une singularité du coude ., qui n’a pas

¢té mise en évidence dans le modéle géométrique inverse.
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Dans cette configuration le modele cinématique ne permet pas de commander

une vitesse radiale au poignet. La seconde ligne de la Jacobienne est nulle.

Figure 2.7 Premiére singularité du porteur

ii. Deuxiéme position singuliére :

La singularit¢ (C5.d4-C2.d2 )=0 (figure 2.8). correspond a une configuration
dans la quelle le centre du poignet est confondu avec I'axe Zg ( singularité de 1’épaule
). On a Px = Py = 0; dans cette configuration, le modéle cinématique ne permet
pas de commander une vitesse selon la normale au plan contenant les point O,, O3 et
O4 . La troisiéme ligne de la Jacobienne est nulle. Le point P se trouve sur I’axe z pour
toutes les valeurs de 0.

A 04
04

CS
L]

Figure 2.8 Deuxiéme singularité du porteur
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Figure 2.9 vue en 3D de la structure
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2.13. Conclusion :

Au cours de ce chapitre, nous avons mis en évidence les différentes
caractéristiques géométriques du robot hybride, la méthode de description présentée
dans ce chapitre permet de modéliser les robots a chaines complexes avec les mémes
notations , utilisées pour les chaines ouvertes simples .

Nous avons montré que le calcul des modéles géométriques direct et inverse des
robots a structure fermée se ramenait au calcul des modéles géométriques d’une
structure sérielle avec et la résolution d’équations de fermeture des boucles.

Nous avons ensuite montrer la maniere d’établir le modéle cinématique de
telles structures et comment obtenir directement les relations de contrainte de vitesse.

La formulation du MCI c’est faite par la technique de la pseudo-inverse,
spécifique au robot redondant. Nous avons alors étudiés les singularités du robot, qui
représentent la limitation mécanique articulaire, et mathématique de notre robots;
singularités qui s’apparentent a celles des robots séries.

Ces modeles reste néanmoins insuffisant pour une description parfaite des

mouvements du robot, d’ou la nécessit¢ d’une étude dynamique, présentée dans le

prochain chapitre .
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3.1. Introduction :

Un robot est avant tout un générateur de déplacement de son organe terminal :
Néanmoins les corps du robot sont soumis a des efforts extérieurs, en particulier leur
propre poids, ainsi qu’a des efforts dynamiques lors des phases d’accélération et de
décélération, ou bien a des efforts d’interaction avec I’environnement dans lequel 1’organe
terminal effectue un travail. Les deux modéles calculés précédemment, savérent
insuffisant pour décrire toutes les interactions dues au mouvement, d’ou la nécessité d’une
modélisation dynamique .

Le modéele dynamique calcule les torseurs aux niveau des liaisons en fonction des

variables cinématiques articulaires ( g q, et q ;). des paramétres géométriques, des groupes
de paramétres inertiels du robot et des efforts extérieurs exercés par 1’environnement sur
I’organe terminal.

Dans ce chapitre, on va déterminer les équations différentielles du mouvement du
robot, nécessaires a la détermination des torseurs au niveau des liaisons, en utilisant le
formalisme de Newton-Euler. Ce dernier donne des formulations récurrentes trés adaptées
pour construire le modéle dynamique inverse, qui présente un intérét pratique indéniable,
aussi bien pendant la conception ( dimensionnement de la structure et des motorisations),

que lors de I'utilisation : les résultat peuvent étre exploités par une commande évoluée

pour améliorer la précision dynamique.

3.2. Modéle dynamique inverse (MDI):
Le modéle dynamique est la relation entre les couples appliqués aux actionneurs et
les positions, vitesses et accélérations articulaires. On représente le modéle dynamique par

une relation de la forme :

I" = fq.q9.9, fe.me) 3.1
Tel que :
I': Vecteur des (couples/forces) des actionneurs.
q : Vecteur des positions articulaires.
q : Vecteur des vitesses articulaires.
q @ Vecteur des d’accélérations articulaires.

Je.me : Vecteur représentant I’effort extérieur (forces/moments) qu’exerce le robot

sur son environnement.

“
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Dans ce qui suit, on convient d’appeler modeéle dynamique inverse, ou tout

simplement modéle dynamique, a relation de la forme 3.1

Parmi les applications de ce modéle :
e La simulation .
* Le dimensionnement des actionneurs et détermination des capacités de charge.
e l'identification des paramétres inertiels et des paramétres de frottement du robot.

e [Lacommande .

3.3. Description de la structure :

La géométrie du robot est décrite par la méthode indiquée au Chapitre 2 . Le systeme
est composé de 5 corps mobiles, et de 6 articulations, dont 4 seulement sont motorisées.

En vue de la lourdeur du calcul a effectuer afin d’obtenir le modéle dynamique, on
se contentera dans notre étude, dans un premier lieu, de modéliser le porteur uniquement .
C-a-d, on supprime la motorisation du poignet, et de ce fait on aura une structure a 3

degrés de liberté. Par conséquent, on construit une structure arborescente équivalente a 3
simplicité, on effectue la coupure sur une articulation non motorisée .

Au tous début, il serait utile d’introduire les principales notations utilisées dans les

prochains paragraphes :

a, : vecteur unitaire suivant I’axe z, .

"F, : résultante des forces extérieures sur les corps C ;.

“f,: résultante du torseur dynamique exercé sur le corps C , par son antécédent
et par I’actionneur j.

"fe, : résultante du torseur dynamique exercé par le corps j sur I’environnement.

"Fs, : parametre de frottement sec de I’articulation j.

"Fv, : paramétre de frottement visqueux de Iarticulation j.

g :accélération de la pesanteur.

Ia, : momentd’inertie de I’actionneur j et de son réducteur ressentis par

I"articulation.

§

l articulations, en coupant la boucle a I'une des articulations, et pour des raisons de
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"J, & tenseur d’inertie du corps C, par rapport au repére R, , on suppose que
les matrices ’J, pour chaque corps sont diagonales et que les corps ont

une forme symétrique, de telle sorte que :

XX; 0 0
‘g, = 0 YY 0 3.2
0 0 7z
M, : masseducorpsC,.
"MS, : premier moment d’inertie du corps C , autour de I’origine du repére R

avec 'MS,=[MX; MY; MZ;]".
m, : moment du torseur dynamique exercé sur le corps C, par son antécédent
et par I"actionneur autour de O .

me, : moment du torseur dynamique exercé par le corps C , sur son

environnement autour de O, .

"V, ¢ accélération du point O, .
"o, : vitesse de rotation du corps C, .
" . accélération de rotation du corps C .

3.4. Obtention du modéle dynamique :
Plusieurs formalismes ont été élaborés pour le modele dynamique des robots [9,7,10],

les formalismes les plus souvent utilisés sont :

e Le formalisme de Lagrange

e Le formalisme de Newton-Euler
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3.4.1. Formalisme de Lagrange :
Le formalisme de Lagrange décrit les équations du mouvement en termes de travail
et d’énergie du systéme, et permet d’avoir directement les relations entre les couples

moteurs des articulations et les mouvements. Ce qui se traduit par I’équation suivante :

WA P 33

[ : Le couple des forces extérieures (couple actif) s’exercant sur I’articulation i.
L : Le Lagrangien du systéme égale & L=E-U .
E : L’énergie cinétique totale du systéme .

U: L’énergie potentielle totale du systéme.

3.4.2 Formalisme de Newton-Euler :
Les équation de Newton—Euler expriment le torseur dynamique en Oj , en utilisant

les paramétres inertiels Mj ,Msj et Jj . Les équations s’écrivent :

F=M; %,

34
M(ij = IG_i (8} +; X ( I(ij @; )

Cette méthode permet de calculer le modele dynamique des robots en ligne, elle est

fondée sur une double récurrence :

* La récurrence arriére, de I'effecteur vers la base , permet le calcul des couples des

actionneurs en exprimant pour les corps le bilan des efforts.

e Une récurrence avant, de la base du robot vers I’effecteur. calcule successivement les

vitesses et les accélérations des corps, puis leur torseur dynamique.
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3.5. Algorithme de Newton-Euler :

Pour utiliser pratiquement 1’algorithme de Newton-Euler. il faut projeter dans un
méme repére les vecteurs et tenseurs qui apparaissent dans une méme équation.

Nous prenons ici, le choix de Luh et al. [16] ,[15] qui consiste a projeter les

grandeurs relatives a un corps, dans le repere qui lui est li¢.

3.5.1. Larécurrence avant: Lorsque j=I....n.

Elle permet de calculer Fjet M; a partir des relations 3.4. Pour cela il faut calculer

d’abord @;, (&et Vgﬁ . Les formules de composition des vitesses donnent :

l @ j-1=A .7 @ s 3.5
I(D/ =’(0,~|+0'_J.9_|'a/ 3.6
’w,=’o),|+(31’a,. 3.7
I(J.)/:’Ahlrl (:)rl'*‘a(é.j/ﬂ/'*'l(l) /fIA(;jla/). 3.8
’(:),= JA a7 (:) ~+(0j7a;+ o A 9.; 'a;). 3.9
/\./l:lAl'l(/l\.//'l‘*'HUI—l ’_IP/). 3.10

. . -
IV, ='Aa 'V at 7?0 AP A 0 A0 ATTP) 3
. A A
et ‘'U;="o0,t""0,’o,.
La résultante des forces extérieures a chaque corps j est donnée par:

IF,= M, 'V ,+'U,'MS, 3.12

’F/z M//\.//+I(:)/A,MS/+/(1)//\l(})/A/MS/ 313

La résultante des moments extérieurs est donnée par:

IMy=4317 @ g+ oy AT o MSy AV 4. 3.14

On suppose que les valeurs initiales des vitesses et des accélérations a j=0 sont:

®0=0, ®0=0, Vo=-g et h.V=hAV 3.15

ﬁ_—
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L’introduction de la matrice ' U » ainsi que I'utilisation de certains de ces éléments

dans le calcul de 'M; .permet de réduire le nombre des opérations de calculs.
3.5.2. La récurrence arriére : Lorsque : j=n...1.

Les équations composant la récurrence arriére sont obtenues a partir du bilan des

efforts sur chaque corps, écrits a I’origine O; (figure 3.1) :

fi-fej C

Figure 3.1 Bilan des efforts aux centres de gravités.

On peut faire intervenir I'effet de la gravité sans avoir a la prendre en compte dans

le bilan des efforts . pour cela on prend : '&(, =-g 3.16

&

D’ou I’on tire les équations suivantes :

I fj='F,;+' fin+'fe, b
’_lf,=HA/ /f, 3.18
lml=IM1+’A/+l“lm/*l'*‘lpl*lxIfl*'+ln]c/ 3.19

On obtient alors les couples Fi en projetant , suivant la nature de |articulation j, les
vecteur f joum;sur I'axe du mouvement. On ajoute les termes correctifs représentant
I’effet des frottements et des inerties des actionneurs , ce qui donne :

I’ ,=(c?. 'm;)’ ’a,+Fs,sign(é,)+Fv,, é, +Ia; 0; 3.20

F,=’m,"a,+l7s,sign((.),.)+l?v,6,+[a,6. (o=1) 3.21

Cette récurrence est initialisée par les efforts f,+;=0 et m,:; =0.
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3.6. Calcul du modéle dynamique :

On commence tout d’abord, par faire une coupure au niveau de I’articulation 8 , qui
est une articulation passive (Figure 3.2). Et de ce fait, on aura deux chaines, et 1’on
appliquera I’algorithme d’abord pour la premiére chaine : j= 0,1,2,3 , puis :j= 0,1,5,6 ,
pour la deuxiéme chaine .

Articulation
k‘ coupée

Figure 3.2 Schéma de la structure parallélogramme
3.6.1. Larécurrence avant:

On démarre avec la premiere chaine composée du corps 1, 2 et 3 , comme c¢’est

montrer dans la (figure 3.3). Et on applique les formules données plus haut .

Figure 3.3 Schéma de la premiére chaine de la structure
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e PourleCorps1:

On a tout d’abord : '@ 0=0, "@=0 et °V 0=-g. 3.

o
o

"o o="A0°®0=0.

0
'0i="0o+01'ai=[ 0] | 3.23
0
Cl S10
avec : 'Ao={-S1C10]| et °P1=0. 3.24
0 01

Alors on obtient I"accélération angulaire du corps 1.

. . . .
"o 1="A0 oo+ (01'ai+ ®oAO 1 ar).
0

"w1=| 0|, 3.25
0

Et I’accélération de translation du corps 1 sera:

'\./ |=|Ao(0\./ 0+°Uo “P1).

0 0
'Vi='Ao| 0 donce : 'V i=| 0 3.26
£ 5

Pour la résultante des forces extérieures, on aura:
'Fi= M:'V.i+'Ui 'MS..

'Fi= MII\./|+|(J.)I A'MS I+ o1 Ao A'MS,.
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—MYi0,-MX0:>

-Mig

Et pour la résultante des moments extérieurs sur le corps 1:

IMI=|JI|(:)I+|Q)I AT @ )+"MS, /\'l:' I

XXi 0 07ro1 [0
'Mi=| 0 Y¥ 0

0o 0 zzll-¢l |a

D’ou:

-MYig

INg (=
M= MXig

| 6172 |

e Pourle Corps 2:
On aura : 2w1=2A1"o
826,

; S —(_‘26!
0

C2 0-S2
Avec: A= -S2 0 -C2 et
01 0

—“MYi0, 4+ MX 61

XX
0 |+/0] A

0 0
0 YH O
0 0 Z4

3.27
0 [Mxi 0
Ol+| MY | A] O 3.28
a| IMz] |-g
3.29
3.30
3.31

4
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Etona: 202=201+0: 2a;
526,

Alors : wa2=|_29, |- 3.32
| 6 |

Et I’accélération angulaire du deuxiéme corps sera :

w2 = 2Al'(;)|+(61Zaerz(J)l/\éz3212).

: ;

~C2610,-S20)

$260,0,—C20;

0

Et I’accélération de translation du corps 2 sera:

\./2 = 2Al(|{/I+IUIIP3).

Onaura: 2V =2A'V, (Car 'P2=0)
S2g
2V .= |C2g 3.34
0

Pour la résultante des forces extérieures on aura:

“F2 = M:2{/:+3U12MS:.

M22Va2+202AMS2+2 02 A 2 w2 A 2MS».

=
i
Il
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(gM:S2—C22MX:(.)|— +C2(MY:820,~MZ:6,)-MX:20,-M Y20,

TF2= oM+ C252M X0 +MX20:-MYa(S220, +0,)+ MZ:826), 3.35

| —MZ:0+(C2MXa—C2MY:)0,-2(M Y202+ MX2S2)616, |

Et pour la résultante des moments extérieurs sur le corps 2:

2

M1=ZJ:2(:)2+2(1)2A(3J230)2)+2M82A3\./:.

[— ) - - ..
gC2MZ2+C2(YY2-Z7.-XX2)0,0,-S2X X0,

M2= | oMZ:S2-C2YY20,-S2(XX2-Y Y2~ZZ2)0,6, 3.36

| 2(C2MX2-S2MY2)+C28261 (Y Y2~ XX2)+2Z26, |

e Pourle Corps 3:

~C3820,-83C26, | |-S2361
3 :] N 2 = . . = "~ s
®2="A2 7027 6r530,-C2C36, || -C230 e
0 0;
On pose :
523 = sin(:+63) = S3C2+52C3 et (23 = cos(6r+6:) = C2C3-S2S3. 3.38
Et comme :
C3 830 4
‘Ar={-S3C30| et ‘P3=|0|. 3.39
0 01 0

6
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h
‘o = o 2+é1 ‘as.
82301
‘o3 = —('2361 : 3.40
L 63+dz ]

Ainsi I"accélération angulaire du 3éme corps est donner par:

‘o3 = A2 02+ (0, Jast 0 2A0; as).

~(3820,-S3C26, | | -S2301

@3 = | 9830,-C2C30, | 7| -C2301 |- 3.41
0 i 0, J

Alors I’accélération de translation du Corps 3 est:

'Vi="A22V2+’A2%U:2’Ps.
"\./1= }Azz\./2+"Az(z(:)zAZP.H-J(n)z/\z(x)z/\zl"\).

~82301

'Va=| 236, |- 3.42

| 03+02 J
Et la résultante des forces extérieures au Corps 3 est donnée par :

3F3 = M3V i3+3Us *MSs.

F31
*Fi = |F32]. 3.43
F33
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e e ——————

De sorte que :

F31 = 6,((C23S23MYs—cZMX1)-M:d2C2C23)-M:C3d:6,—~(Mad2S3-C23MZ5)0,

~MX3(02+0:)'~MY3(0:+65) +gM:S23 . 3.43a

F32 = daM3(C25230,+C30:+530)+C23823MX: 6, + MZ:S236 1+ MX (014 05)

~MY3(S2320, +(0:403)2) +2C23Ms. 3.43b

F33 = da(C20,-2826,0:)M:—C23°MZ:6, +C23(MX:0,-2MY30,(0:+05))— S23 MY: 6,

—(MX:30,(0:405) + MZ:8236,)S23 . 3.43c

Et pour la résultante des moments extérieurs sur le corps 3:

Mis = )3 Yo+ 03sA T P w3+ MSIAY Vs,

M31
M32 . 3.44
M33

<
I

Tel que :
M31 =-d2C2523MZ30~d2S3MZ30:+0,(d2C2M Y3 —823XX3)~2d2520, 0, MY

~C23MZ5+C230,(02+05)(YYs ~ZZ3—XXs) ~d:S3MZ:, . 3.44a

2
Py

M32 =-C2C23d20, MZs~d:2C3MZ30,-0,(d2C2MX3—-C23Y Ys)+d:S3MZ: 6,

+gMZ3823— S23(XXs—Y Ya—ZZ3)0,(0:+0:)+2d:2S2M X6, 0, . 3.44b

2 2

M33 =(d2C2(C23MY3+S23MXa)+C23823(Y Ys—XX3))01 +0:d2(CIMY3+S3MXs)

+02((C3IMX3—-S3MY:)+ ZZ:)+ZZ3 0:+g(C23MX 3 ~MY3S823) . 3.44c
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—%

Quant a la deuxiéme chaine composée du corps 5 et 6, comme il est montré dans la

(figure 3.4) :

Figure 3.4 Schéma de la seconde chaine de la structure

e PourleCorps5:
"wo = 0, " wo=0 et b, 0=-g

5
o, = A o,.

"o, =0
C5 0 -S5 0
Avec SAo=| -S5 0 -C5 et "Ps=[0 3.45
010 0
0
‘o o, +0s.5as = qm,+(.)5. 0

9
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56, |
‘ws= —CS(SI 3.46
|6 ]

Et pour I’accélération angulaire on aura:

s 5 - - g -
‘os= A o, +(05.5a5+ 0 |, A0s.5a5).

’- . " -,
—(C50,0s—S56,

Yos= SSé,ég—CSﬁ. . 3.47

0;
Alors "accélération de translation du corps sera :

5

V5= 5A].(l vV +'U, M Ps),

0
5\./ 5= 5A,. 0
|-
[9.85]
'V s=|g.C5 3.48
Lo

La résultante des forces extérieures au corps 5 est :
"Fs= Ms.’ V s+ Us. MSs.

5 5 5 .2 5 5 5 5 )
Fs= Ms.”" Vs+ osAn MSs+ osA ®sA MSs
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D EEEEEEEEEE———————

gM,S5-C5MX,0+CS(MY,S50,~MZ,6)-MX . 05-MY,0,

Fs= gCSM+C5S5MX, 0 -MX,. 85-MY,(S5°6,~0s)+ MZ.S 50, 3.49

| ~CS"MZ01+CS(MX 0-2MY,0109)-2MX,005+MY,8+MZ,S56,))S5 |

La résultante des moments extérieurs sur le corps S alors est donnée par :

5 £ e
Ms='Js os+ osAn Cls. 0s)+*MSs A Vs.

—gMZ,C5+C5(YY,~ZZ~XX,)00s-S XX 6,

Ms=| ogMZS5-C5YY,0-S5(XX,~YY,~ZZ)0e0s |- 3.50

| 2(CSMX,~S5SMY,)+C5S50 (Y Y,~XX,)ZZ. 6, |
e Pourle Corps6:

5
‘wos=%As.’ os.

[ _s560,
‘os=|_C560 |- 3.51
L 9.5 i
C6 S6 0 ds
Avec °As= -S6 C6 0 et °Ps=|0]. 3.52
0 01 0

-
®6="ws+06 °as.

5

)
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5560 |
‘6= _C560, |- 3.53
| 6016

- - .. .
h 5 h
‘w6="As’ ©s+(6s “ac+®®sABs “ac).

—85601—C560,(05+05)

© ® 6=| S5601(0+0s)+CS60) | 3.54

6;+6(,

Et I"accélération de translation du corps sera:

5V s= SAs(’V s+5Us *Pe).

(’\./ 6= ('As(s\./ 5+5(:)5 A’Ps+’os A os A *Ps).

2C56:+d,(S605—C605+C5C5601)

6 S e 2 oo 2
V 6= _gC56+d,(C58560, C60s+S60s) |- 3.55

d,(C50,-2550,05)

La résultante des forces extérieures est donnée par :

6Fe= Mo ® V 6+°Us *MSs.
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°F6= M6°Ve+° w6 A ‘MSe+° @6 A ®@we A *MSe.

[F61|
‘Fe=|F62 |. 3.56

F63

. 2 . 2 . 2 - . 2
F61=—d (C5°C60,—C5S5560,+C605—S605)M,+2C56M,~C5’C6(C6MX ,~S6MY, )0
+C5(C6°MY,S50,+C6(2MX,S5S60, ~MZ, 0)~MY,S55670, )-C6MY,S5°S 66,

+MX (~S5°S670, ~(O5+06)2)-MY, (O5+06) +MZ,S5560):. 3.56a

F62=d,(C5°S60,+C5C6S50) +C605+S605)M, —gCS6M, +C5(CEMX, ~S6MY,)S66,
+C5(C6'MX, S50 ~2C6MY,S550,+MZ,S60,)-C6* MY, S50, +C6(MZ,S 56,

~MX,S5°S601 )+ MX, (05+06)-MY,Os5+05)% 3.56b

F63=d,(C50,-2850,05)M, ~C5*MZ, 0 +C5(C6(MX, 01-2MY, 01(0s+65))
—(2MX,,01(0s+05)+ MY, 01)S6)~(C6*MZ,S 50, +C6(2MX,, 01(Os+06)+ MY, 01)

+(MX, 0,—(2MY, (05+05)-MZ,S55601)0))S6)S5. 3.56¢
Pour la résultante des moment extérieurs sur le corps 6, on aura :

- -
*M6=%J6s w6+’ @6 A (h.lo (’(1)0)+6MS(‘/\ V.

I T ————————— S
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et e ————————————————————————————————————————

M61 |

"Ms= | M62 3.57

M63

2

M6 I=d,(~C5*MZ,S60, +CS(MY, 01-C,MZ, S50 )-C6MZ, 5~2MY,S5056,-S6MZ, 0)
—gCS6MZ, +C56(Y Y, (05+00)~ZZ,(0+05))-S56 XX, 3.57a
M62=d,(—C5’C6MZ,0,+CS(MZ,S5560, ~-MX, 0)~C6MZ, 05+ 2MX S 56,05

+MZ,S605)+2S56MZ,~C56Y Y, +S56(ZZ,(0s+06)-XX ,(05+0)) 3.57b

5

M63=d,(C5*(COMY, 01 +MX,S60, )+CS(C6SSMX, 0 —MY,S5860, )+C6(MX, 05+ MY, 0s)

+MX S60s—MY,S605)+2(CS(C6MX,—S6MY,)-C6MY,S5-MX,S685)+C56865(YY,~XX,)
+27,,0+0s). 3.57c

3.6.2. La récurrence arriére :

On démarre avec la premiére chaine, et donc par calculer la force du torseur

dynamique du dernier corps de la chaine qui est le corps 3 .

e Pourle Corps 3:

D’apres les formules 3.17, 3.18 et 3.19 données plus haut :

a=F3+fa+3fes 3.58

Avec’fi1=0,car le corps C3 est un corps terminal dans la premiére chaine, et il

n’a donc pas d’interaction avec un corps antécédent .
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f31

‘f3 = 'Fa+’fes ‘f3 = |32 3.59
f33

Et les composantes du torseur dynamique au niveau du corps 3 sont :

2

£31= 0,((C23S23MY;—-C232MX3)~M3C2d20:—(Md2S3-C23MZ1)0 1~ MX3(02-+0)

“MY3(0240:)+fexs +gM:iS23 . 3.59

5
..

£32= daM3(C2C230,+C30:+530:)+2C23Ma+C23S23MX: 0, + MZ:8230,1+ MX3(02+0)

"

MY(S2320,+(0+05))+eys . 3.59b

2

£33= da(C20,-2526,02)Ms—C232MZ10; +C23(MX3 0,~2M Y3 0,(02-+03))—(2MX:0,(0:+0)

+MY: 01+ MZ:S230,)S23+fezs . 3.59¢

5
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e e e e e e e e =

Nous avons aussi :

2fi=2A3 7 f3
fxs

2fi=|fys |. 3.60
fzs

Et ses composantes sont données par :

2 2 ) 2 2

fixs = —da(C226, +02)Ms—C232C3MX:6, + C23(C3(MY3S2360, ~MZ3 0,)~-MX 3823530, )
+(C3fexa—S3feys)—(02+0:)2(S3IMY: +C3IMX3)—(0+03)(MX3S3+C3MY3)
- MZ:S23830— S23°S3MY:6, +gM:S2. 3.60a
fys = da(C2520,+02)Ms—C23S3MXs 0, +C23(CISTIMX10, +(MY:S2301 -MZ261)53)

+(S3fexs+eysC3)+(0:+035)(CIMX: —S3MY3)—(0:+6:)2(S3IMX3+C3MY3)

-C3MY382320,+ C3S23MZ36) +gM3C2. 3.60b

3 =daM3(C20,-2520,0:)~MZ:0, —20,02+0:)( M Y:C23+ MX:823)+0,(MX:C23-MY3S23)

3.60c
Le moment du torseur dynamique du corps 3 sera :
‘mi="Ms3+'As "ma+'mes+’PaA’fs.
m31
‘mi= | m32|. 3.61
m33
Dont les composantes sont :
m31=—d2C2S23MZ3 0, —d2S3MZ30,+0,(d2C2M Y3 ~S23X X:)-d2S3MZ: 0,
-2d2826,0: MY — gC23MZ3+C230,0:+0:)(Y Ya—ZZs—XX)+mex: . 3.61a
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D e ——————————————————

m32=—-C2C23d20, MZs~d2C3MZ10,-0,(d2C2MX3—C23YY3)+d:S3MZ3 0

-S23(XXs—Y Ys—ZZ3)0i(0r+0:)+2d2S2MX:0,0:+meys +gMZ:S23 | 3.61b

m33= (d2C2(C23MY3+S23MX3)+C23823(Y Y= XX3))01 +0>d2(C3IMY3+S3MX:3)

+02((C3IMXa—S3IMY3)+ZZ3)+ ZZ:0:+g(C23MX3-S23MY3)+mezs . 3.61c

Et comme le couple est donné par la relation :

Cs=m" zaw+F.\:z‘\‘ign(é1)+Fu_1éz+la34.9.3 3.62

On aura donc :

['3=02((C3IMX3-S3MY3)+ ZZ3)+(ZZ: +1a3)01+g(C23MX3 ~MY3S23)+mezs
+ Ra0s+Fasign(@s) + (d202(C23MY; +S23MX 1)+ C23823(Y Y3 —XX3)),

+0,d2(C3IMY3+S3MXa). 3.63

e PourleCorps 2:

Le moment du torseur dynamique du corps 2 est:

‘m="Ma+’ A3’ ms+’PA’ fi+’me: . 3.64
m21

‘m>=|m22]|. 3.65
m23

Dont les composantes sont :
m21=-0, MZ:d2823+0,(d2C2(C3IM Y3 +S3MX3)+C23S3YYs —~C3523XX:3)
-0,d2MZs—gC2MZ2~20,0(d2C3S2M Y3 +d2S3C2MX3)+C26, 0:(Y Y2 —XX2—ZZ2)

+0,d2C3S3MZa - meysS3+ C23C3(XX3-Y Ya+ZZ3)01(0:+0:)+C3mexs+mex:  3.65a
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5
m22= (—dz(C261—282€)|ég)Mx+C2(—C23C3MZ;(§12—C3MX161+S3MY161—M23S2383€.)|2)
+C232MZ;é:—C23(MXz§|—2MY3é.(éz+éz))—C33MZ;éZ+2C382MX3é.éz—fezx
+ IMX3S230,(02+01)+ MY3(S2301-282830,0,)+ MZ3(S23? 32)01 )2 +gMZaS2
LC2Y Y20+ C23(=C3YY301-S3(XX—Y Y +ZZ5)01(02+05))+C3(meys—S23(XXs

YYs—ZZ:)01(0+05))+ mexsS3+mey2-S2(XX2—Y Ya—ZZ2)0,0,-S3523XX36:. 3.65b

5

m23=é|-(dzC2(C23MY3+S?_3MXJ)—dz(S3C233MX3 +S83S23*MY3)+d2C23S23(C3MX3+S3MY3)

4 d3C2S2Mi+MX 3283+ C282(Y Y2~ XX2)-C23823(X X3 - Y Y3))-0: MY:C3d:

:();(ZZJ +d2(MX3C3-MY3S3))+d2(C3feys +S3fex:)+g(C2ZM X2 —S2MY2)+mez>
+mez3+C2d2gMs. 3.65¢

Le couple du corps 2 est donné par la relation :

="m' Zaz+18263+széz+FsZSign(éz). 3.66

Et de ce fait on trouve le couple :

['2 =0, (d2C2(C23MYs +S23MX:)~d2(S3C232MX3 +835232 M Y3)+d2C23523(C3IMXs

FMYiS3)+ d2C282Ms+MXad2S3+C282(Y Ya—XX2)-C23823(XX3- Y Y3)) -6 MY:C3d:
+01d2MZ382+0(Taz2+d3M;3+2d2(MX3C3-MY:S3)+ 722 +2.22)
+03(ZZ3+d2(MX3C3-MY:3S3))+d2(C3feys +S3fexs)+g(C2MX2 —S2MY?2)

IMY:C3d20:0; +d2C2gMs +meza+mezs + Foafs+Fasign(©2) 3.67

e PourleCorps1:

Le moment du torseur dynamique du corps 1 est donn¢ par :

m="Mi+'A2’ma+'PA 24+ mer . 3.68
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Comme 'P>=0 alors on aura:
'mi="Mi+'A2’ma+'me .
mll
'mi= mi12|. 3.69
ml3

Dont les composantes sont :

m11=(d2(C20,~2520,0:)M:S2+C23(C23S3MZ: 0 +C3(MY: 01-MZ:S2360; )+ MX:S361)

2 2
e- o4

+C2(C23C3S2MZ:6, — C3MZ: 01+ C3(MX3820,—(2M Y3520, 02+ MZ3S3(8: -05)))

5 2

L(C23°MZ36) —C23(MX3 0,—2MY30,(02+03))— (C232MZ:0,~C23(MX:6,

5

2MY;301(02+65))—C32MZ1 0,4 2C3MX:520, 02— fezs +(2MX3S230,02+ 03))
“MY3(25253010:—52 01)+MZa(sk, _s2)61)s2)dz+g(—cIMZa —MYi~MZas3)
C2(XX2=YY2+Z72)0 024 C2(~C23(CI(XX3-YY3+Z72)01(0:+65)-S3YY:6))
+C3(mexs—S23XX: 0,)+mex2—meysS3+82(Y Y2—XX2)01+ (C3YY:0,-S3(XX3-YYs
+773)~-C3(meys—S23S2(XX3— Y Ys ~ZZ)01(02+05))+ mexi—(mex:S3+mey>

S2(XX2—YY2~7Z2)0,0,-S23S2XX30)S2 . 3.69

m12=—d3(C2(C23S3-C3523)0;—02)Ms +d2(2C2M3 +C2(C23MY; +MX3523)0 —C232S3MX3 0

2
e .o [
|

+C23(C3MX38230,+ (MY3S230, —~MZ301)S3)+C3(feys+ MX3(202+03)—MY3(S2320

5

+20,05-03)+ MZ:8230))+(fexa+MXa(0r — (02+05)2)~MY3(20:+01))S3)+g(C2MX2
+MXI—MY2S2)+ C2520, (Y Ya—XX2)-C235230, (XX3—Y Ys)+meyi+ mez2+mezs+

+7720,+773(0:+05) . 3.69b
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e ———————————
ml 3=61(d§C22M3+d2C22(MX3C3—MYRS3)—CZSZdz(MYRC3+MXRS3 )+d2C2(C23MX3

S23IMY s+ ZZi+ S23*XX3+822X X+ Y YaC232+ Y Yac2)+0:S2d2MZs+ C2822d:MZs)

+0,C3C23MZad2+0,(0>+05)(=d2C2(MX3S23+MY:C23) +2C23S23(XX3-YY3)

+0,05(—2d2S2C2M3+2C282d A MY:S3+C3MXs)+ d2C2fezs—C23meys—mex:S23
-mex2S2-mey2C2. 3.69¢

Et le couple du corps C1 est donné par :

[ i=(or 'm1)" ' ai+Fsisign(§ )+Fvi 6+l 6). 3.70

D’ou, on trouve I’expression du couple 1 :

I =6|(]a| +d3C22M3+d2C22(MX3C3-MY3S3)-C2S2d2(MY3:C3+MXiS3)

+daC2(C23MX5-S23MY:)+ZZi+ S237XX3+822XX2+Y Y3C232+ Y Y2C22)
+0,52d2MZ3+6, (C2'MZd2—C2MZad> +S32MZsd2 +C2822d:MZs)

+0,C3C23MZad2+01(0246:)(=d2C2(MX3823+M Y3 (23)+2C23523(XX:-YY3)
£ 0102(=2d2C2S2Ms+ 2C252d2( MY:S3+C3MXs) +2522d2(CIMYa+S3MXs)
+282C2(XX2-YY2))+ d2C2fezs— C23meys—mexiS23 — 1llesz2—n1ey:C2+Fv|é|

+ ansign(él) . 3.7

Avec la seconde chaine, nous commengons par le Corps 6
e Pourle Corps6:

o f() Zh]'_;) + ¢ fe 6+ ¢ 1‘7 . 3.72

Avec °f7=0 car le corps Cs ¢’est un corps terminal pour cette chaine.
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Alors on obtient la force du torseur dynamique du corps 6 :
[ f61]
*fo=| 62 3.73

163 |

f61=—d,(C5°C60~C5S5360;-+C605-S605)M, +2C56M,~C5CH(CEMX,-S6MY, )by
+CS(CE’MY,S50+C6(2MX, 5860, ~MZ, 81)-MY,S556°0, )-C6MY,S5°S60,

+MX (85’8670 ~(05+06)")-MY, 05+ 06+ MZ, S 5S60y +fex,. 3.73a

f62=d,(C5S60, +CSC6S50,+C605+560: )M, ~gC56M, +C5*(COMX, ~S6MY,)S60,
+C5(C6*MX S50, ~2C6MY, S50, + MZ,S60)-C6 MY, S50, +C6(MZ,S50,

~MX,S5°S601)+MX ,(0s+06)-MY,(O5+05) +fey,. 3.73b

f63=d,(C56,-2850,05)M, —C5*MZ, 6, +CS(C6(MX, 1-2MY, 0,(05+05))
~(2MX,010+06)+MY, 8)S6)~(C6’MZ, 850, +C6(2MX, 01(s+65)+ MY, b))

HMX,B~(2MY,(05+06)-MZ,S5560,)0)S6)S 5+ fez, 3.73¢

Et le moment du torseur dynamique est donné par:

‘me= Mo+ A7 "'m1+°P7 A°P7+°mes . 3.74
mo1

“me= | m62 3.75
m63
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Dont les composantes sont :

m6]=d](—C52MZ,_S()é|:+C5(MY(, 'é.—C(,Mz(,sséf )—C()MZ(,.9.<—2MYl,SS(')séI—SGMZ,,é;’)
—gC56MZ,+C56(Y Y,(05+06)~ZZ,(0+05))-S56XX,, +mex,. 3.75a

m62=d,(—C53C6MZOé:+(‘5(MZ,,SSS6é: ~MX, 01)-C6MZ, (')i+2Mx,,ssé.és
+MZ,S605)+2SS6MZ, ~CS6Y Y, +S56(ZZ,(05+05)~XX 05+ 04))+mey, 3.75b

m63=d3(C5’(C6MY(,élz +MX,,86€.)|2)+C5(C6SSMX(,(312—MY,_8586é|3 )+C6(MX(,65+MY6(§§)

+MXeS60s—MYS605)+g(CS(COMXs—S6MYe)~COMYsS5—MXsS685)

+C56865(Y Yo—XX6) +2Z,(Os+05)+mez, 3.75¢

On calcul, donc le couple selon :

o=las 6 6+F w 06 +F wsign(fs) +°ms "’ *as . 3.76

On trouve alors :.
I, =d,(C5*(C6MY, 0, +MX S60, )+CS(C6SSMX, 0, ~MY,S5560, )+ C6(MX, 0+ MY, 0s)
+MX S60s-MY,S605)+2(CS(COMX, ~S6MY,)-COMY,S5-MX,S6585)+C56S65(YY,~XX,)

+27,,(0s+0s)+mez, +F, 0o+ F, sign(06)+1a, . 3.77

e PourleCorps5:

Sfe ="As® fs
f61

fo =] 162 |. 3.78
f63

Dont les composantes sont :

3. -A
o= .-

f61=-d,(C5*61-+6)M, +2M S5-C5*(CEMX, ~MY,S6)01 +(C5SCE'SSMY, 6

+C6 (MX,S5560,-MZ, 6,)+COMY,S5567 0, +(MX,S5560, ~MZ, 0)S6%)+C6(fex,

—MX,(0s+06) ~MY, 0+ 05))—(fey , + MX (05+0)~MY, 05+05)°)S6. 3.79
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f62=d,(C5550, +6£)M,,+gC5M(,+(C5C63Mx(,sséf—(‘63MY(,Ssss(')f +C6S5566,
_MY,S556'0; )-C6'S5*MY, b ~C6(MX, S5860 Mz, 01)S5+C6(fey, +MX,(05+05)
+MY,(-S57562, ~(05+06)))+(fex, ~MX (S57S6> +(Os+06)2)~MY, 05+ 05)
+MZ,S55601)S6 3.80

fe63=d,(C501~2550,05)M, ~C5MZ, 6, +C5(C6(MX,, 01-2MY, 01(05+06))~(2MX, 01(0e+05)

+MY:0,)S6)~C6:MZsS520,~2C6(MX s 01(0s+00)+ MYs 0S5+ feze

~(MX60,-2MYe(0s +05)-MZ,S5560,)0,)S556. 3.81

Et le moment du torseur dynamique du corps 5 est :

*ms=*Ms+*As *me+°Ps *fo+ mes. 3.82
m51

‘ms=|m52] . 3.83
mS53

Dont les composantes sont :
m51=d (C5(—C6'MZ,S50, +C6MY(,6.+MXOS()H.—MZ,,SSS63(.):)—C63MZ(,65—2MY(,SSG.)5€‘)1
~(2MX,S50105+MZ,S605)S6)+2C5(~C6"MZ,~MZ, ~MZ, 361+ C5(~C6 XX, 0105+ 00)
+C6S501(Y Yo—XX0)-S62Y Yo Or(Os+06)—XXs 0, 05+(Y Ys—ZZ5)0, 05)
—S501(Y Y6S62+XXs) +CS6C6(Y Yo—ZZ0)@s+05) —C6:85XX0 0,

+C6(mexs+S5S6(XXs—Y Y6)(01(05+00)))~meyeS6 +S56S6(XXe—ZZ6)(Os+0s) .
+mexs 3.84
m52=-d3(C501-25500)M, +d,(CS(CEMY, i(0s+05)-2MX, 01)+2MX, 0105+ 66)+ MY, 0)S6)
+C6MZ,(S5°01—05)+C6(2MX,, 01(205+06)+ MY, 0)S5—fez, +(MX,S50,1—(2MY, S 50,(20s

™

+00)-MZ,(S5°01-05)56))S6)+2(C6°MZ, +MZ, +MZ,S67)S5-C5(C6>Y Y, 0,+C6S6(XX,
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~YY)01(@s+06)+(S6 XX+ Y Y,)B1)+ CS6S6(Y Y, ~ZZ,) @05+ CESSYY, 0105 +06)+C6(mey,
—S5S6(XX,~YY,)01-S56(XX, ~ZZ,)(Os+00))+mez,S6+S5(S6°X X, Os+00)
~(XX,~YY,~ZZ.)0s)0-+mey, 3.85

2

mMS3=(C5S501 +06)M, +d,(2C5M, +C5(CEMY, +S6MX, )01 +C5(C6'MX,~C6*MY,S6
+O6MX (S67+1)-MY,S6(S6+1))S56 ~C6'M Y(,852—C62(MX(,SSS6E.)|2—MZ(,6I )S5

+C6(fey0+MX(,(2§_<+§(,)+MY(,(—SSIS(>2(.312—2(')5é(,—é:))+(fex(,—MX,,(SS"S()Zéf

+(205+06)06) (MY, (205+05)-MZ,S55601))S6)+g(C5(C6MX,, + MX,~MY,S6)

~(COMY, +MX S6+MY;)S5)-C5S5(XX,~Y Y,)0~C56S56(XX,~ Y Y,)+mez, + ZZ. 0

27 (05+06)+mez.. 3.86

Et comme le vecteur de position P est nul, I'expression du couple sera :

Fs=la59<+F\.sés*l’\ssign(és)+‘msT5as. 3.87

Alors, le 5éme couple est donné par:
I's=(C5S561+06)M,+d,(2C5SM, +CS*(C6MY, +S6MX )01 +CS(C6'MX, ~C6’MY,S6

+C6MX ((S6'+1)-MY,S6(S6* +1))S50,~C6'MY,S5'~C6 (MX,S55860, ~MZ, 6,)S5

)
. . .

+C6(fey, +MX (205+05)+ MY, (~S5°S670; —20505—05))+(fex, - MX, (S5S670;
H205+06)00)~(MY,(205+06)-MZ,S55601))S6)+ g(CS(COMX,, + MX,~MY, S6)

~(C6MY,+MX S6:+MY,)S5)-C5S5(XX,~Y Y;)0~C56S56(XX,~Y Y, )+mez, + ZZ, 0

+ZZ,,(95+9(,)+mcz5+F~,sés+F\,ssi gn(bg)+.6.s Ia.. 3.88
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3.7. Equations de contrainte de fermeture de la boucle :

Dans le cas, ou on veut exprimer les positions et les vitesses des corps de la structure
fermée en fonction des positions et vitesses des I’articulations motorisées . Dans notre cas.
On calcule les couples articulaires a partir des couples de la structure arborescente
€quivalente I'ar, majorés par les couples articulaires nécessaires pour respecter les
contraintes de fermeture de la boucle I'c.

Soit en notant I" le vecteur des couples aux articulations du systéme fermé :

I
r=rar(qar.qm.qu,)+[%} A 3.89

Soit les variables articulaires tel que:
Qar: variable articulaire de la structure arborescente équivalente.
(a:variable articulaire motorisée dite active.

qp: variable articulaire non motorisés dite passive.

Ou ¢(q)=0 représente les P équations de contrainte de fermeture de la boucle.

a ar
{%{“’”—)J:[Wu Wp] 3.90

["ar Constitue le modé¢le dynamique de la structure arborescente ouverte équivalente

en fonction de qar,qaretqar .Sa forme générale est donnée par :

(a
['ar= Aar + Har. 3.91

qre

Aar :matrice d’inertie de la structure arborescente.

Har :vecteur des forces et couples centrifuges.
On note que le vecteur kz[)u AA kp]' contient les multiplicateur de Lagrange. nous

utilisons  les méthodes qui tiennent compte du fait que les couples des articulations

passives du systéme fermés sont nuls, ce qui permet d’écrire que :
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I'm Contenant les couples délivrés par les N moteurs. On écrit que :

I'a
[Car= 3.93
['p

Ou TI'a et ['p désignent les vecteurs des éléments relatifs aux articulations
respectivement actives et passives. L.’équation 3.92 devient alors :

I'm] [Tal |Wa'x
['= = + 3.94

Opxl| |I'p| | Wp'A

On a donc un systéme de N équations ou les inconnues sont I'y, et . On utilise la
partie inférieure de I’équation 3.94 pour déterminer les multiplicateurs de Lagrange ce qui

donne :

2={wp'|'Tp. 3.95

On obtient les couples aux actionneurs du systéme fermé en portant ce résultat dans

la partie supérieure de 1’égalité 3.940, soit :

Im=Ta~War|[Wp: | 'I. 3.96
ona
W=-Wp 'Wa. 3.97
On déduit que :
I'a
Fm=la+W'Tp=llx W'} |. 3.98
I'p

Cette expression peut se mettre sous la forme :

. T T
Fm:[IN W' }Far:[[gg:“] [%g—"] :I-I"ar 3.99a

I'm=G'T"ar 3.99b
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#

Ou G étant le jacobien des variables articulaires de la structure arborescente par rapport

au variables active, et définie comme :

G_a ar

=% 3.100

La relation 3.89 Constitue le modele dynamique inverse des systémes a boucle
cinématique fermée.[ar est calculé¢ de fagon performante avec I"algorithme de Newton—
Euler décrit précédemment .

Apres avoir calculer le modéle dynamique de la structure arborescente, il ne reste

qu’a calculé la matrice jacobienne G des variables qur par rapport aux variables  qa .

On rappelle que :

qa=[01 62 0s] variables actives.
qu[es 0s | variables passives.

qarz[()n 02 03 Os 0(,] variables articulaires .

Et des équations de contrainte de fermeture de la boucle parallélogramme calculées au

chapitre2 , les formules 2.8a et 2.8b, donnent :

93205+%—01 . Bt 06=—05+0: .
A partir de ces la relation nous obtenons:
1 0 O 10 0 0 O
0 1 0
G=0 -1 1 donc:Gr=|01 -10 1 3.101
0 0 ]
0 1 -1 00 1 1 -1

On déduit de la relation 3.99b les couples moteurs :

I'ml=Ilarl. 3.102a
I'm2=l"ar2-T"ar3+[ ar6 . 3.102b
I'mS=l"ar3+Iar5-T"ar6. 3.102¢

Ou TI'arj représente le couple de I'articulation j pour la structure arborescente

équivalente .
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Alors les couple motorisé seront donnés comme suit: ( Nous nous basons sur les

expressions de couples simplifiés , calculés dans I’annexe C )

Im2= 0 (d2C2C23MY3-d:S3823°MY:)+d2C23S23S3MY+ +F0,+Fasign(®.)

d§C2S2M3+C282(YYz—XX:)—C23823(XX1—YY3))—éjMYsC3dz
+02(Ia2+d2M3—2dsM Y3834+ 273+ ZZ2)+ +d2C2gMs +meza+mezs+
0:(ZZ3—d2MY3S3)+d2(C3 feys+S3fexs)+2C2MXa— 2MY:C3d20,0:
—02(~S3IMY, +ZZ,)~(ZZ,+1a,)0:+gMY,S23+mez,— F,0:—F sign(0:)

(d,C2C23MY,-C23823(Y Y;-XX,))i - 0:d2C3MYs.

+d,(C5*MX,S60;+CSC6SSMX 0, +COMX, O+ +ZZ,(0s+05)+mez, +F., O

+F,sign(@e)+1a, + MX S60:)+g(CSC6MX, ~MX,S6S5)+C56S65(YY,~XX,) 3.103a

[mS= 0:(~S3MY:+2Z:)+H(ZZ:+1a3)0,-gM YsS23+mezs+ Faby+Easign(0s)

2

+(d2C2C23MY3+C23823(Y Y3=XX3))0 + 0:d:C3MYx.
+H(C5S50+06)M, +d,(2CSM,+C5S6MX,, 0, +CSC6'MX,

+CO6MX,(S67+1))S50, ~C6*MX, S5S601 S5 +C6(fey ,+MX,(205+04))?
+(fex, ~MX (S52S6701 +(205+06)06) +2(CS(COMX,, +MX )
~MX,S6S5)-C5S5(XX,~YY,)0 ~MX,S685)-C5S5(XX,~YY,)0

—C56S56(XX,—YY,)+mez,+7ZZ; 05 +ZZ,,(Z-).5+'6.(,)+nwz5 +F\,5(t)s+lfsssign(.95)+65 lag.

—d(C5*MX,S60: +CSC6SSMX,, 01 +COMX, 05+ MX,S605)—g(CSC6MX,~MX S6S5)

~C56865(YY,~XX,)~ZZ,(@c+0s)-mez,—F,,0—F,sign(@s)—Ia, 3.103b

|
|
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I'm1 =0,(Iai+d2C2*Ms—d2C2*MY3S3-C2S2d:MY3C3— doC2S23MYs+ZZi1+
S232X X3+ S22X X2+ YYiC2324+Y YaC22) —6,(02+0:)d2C2M Y3C23+2C23823(XXa—Y Ya)+
+0102(~2d2C2S2Ms+ 2C252d> MYiS3 +2522d:C3MYs+ 282C2(XX2—Y Ya))+

d2C2feza— C23meys—mexsS23 — mex:S’l—mcy:C2+R|6|+ [lnsign((.).) . 3.103¢

Conclusion :

Au cours de ce chapitre, nous avons abordé 1’é¢tude du modele dynamique en nous
basant sur le formalisme de Newton-Euler. Ce dernier est un algorithme itératif qui donne
une formulation compléte des interactions dues aux mouvements, car il permet d’exprimer
les charges appliquées a chaque corps dans les trois dimensions.

Ce modeéle est d’une trés grande importance pour le robot, car utilisé dans les
différentes stratégies de commande, offrant une meilleure maitrise du mouvement,
puisqu’il donnent accés aux positions, vitesses, accélérations et aux variations des couples
au niveau des articulations.

Ce modele fournit également les forces et les couples exercés sur chaque barre, qui
sont indispensables pour un dimensionnent de la structure du robot, qui fait I"objet du

prochain chapitre.
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Chapitre 4 : Dimensionnement de la structure du robot
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4.1. Introduction :

Généralement, les robots industriels sont dimensionnés mécaniquement afin de
respecter la précision requise en dépit des déformations causées par les efforts statiques et
dynamiques. Les efforts statiques correspondent au poids du robot et a la charge utile, alors
que les efforts dynamiques sont liés a I’inertie en translation et en rotation des corps en
mouvement.

En réalité, le but de ce chapitre est de d"aborder I’aspect mécanique de la structure.
Et d"étudier, au sens large, les contraintes appliquées au robot, et le calcul des éléments en
fonction de ces derni¢res. On se proposera d’abord de calculer les paramétres relatifs aux
différents corps du robot, partant des lois de la RDM appliquée en statique, puis on vérifie
leurs validités par la simulation du Mod¢le dynamique et on s’assure que les moteurs

prennent en charge les couples générés avec ces parameétres.

4.2. Dimensionnement statique :

La statique a pour objet la résolution des problemes relatifs a 1I’équilibre des systémes
matériels indéformables. Cette résolution peut s’effectuer par des méthodes analytiques ou
graphiques.

L écriture des équations d’équilibre nécessite de définir sans ambiguité le systéme
matériel que I'on veut étudier, et de faire I'inventaire des forces appliquées en équilibre,

cet inventaire comprendra :

® Les forces extérieures directement appliquées, généralement connues
® Les forces de volume, dues a I’action de la pesanteur ;

® [es forces de liaison ou action de contact, généralement inconnues

4.3. Définitions :
Flexion Une poutre est sollicitée en flexion chaque fois que sa ligne moyenne fléchit

soit : - La poutre est sur deux appuis soumise a des résultantes.

- La poutre est encastrée soumise a des résultantes.

Traction ou compression : Une poutre est sollicitée en traction (ou en compression)

simple lorsqu’elle est soumise a deux forces égales et directement opposées.
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Cisaillement : La section normale F d’un solide est soumis & un cisaillement simple
quand le torseur des efforts intérieurs se réduit a I'effort tranchant T dans le plan F.
L’effort tranchant étant, pour les poutres droites, la dérivée du moment de flexions par
rapport a I’abscisse x.

Lorsqu'une poutre est sollicitée en flexion simple, une répartition d'effort tranchant se

superpose alors a la répartition des moments fléchissant.

4.4. application des lois de la RDM :
Le Corps 3 :

Le corps 3 a une forme cylindrique creuse de longueur (L;+L,) et de diamétre
extérieur D et intérieur d ; a I"extrémité de ce corps est placée une masse m (la charge
utile) qui génére une force gravitationnelle P. Nous avons les deux réactions R, et R,des
deux barres verticales aux points a et b respectivement, comme il ¢’est montré dans la
figured.1. Ce corps est essentiellement sous 'effet de deux types de contraintes, une

flexion et des cisaillements, I’effet des autres sollicitations est négliger.

Figure. 4.1 Représentation des forces appliquées au le corps3

A 1’équilibre on doit avoir :

D> M=0 4.1

> Fi=0 4.2
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Les Mi et les Fi se sont respectivement les moments et les forces qui sollicitent la poutre.

La projection par rapport au point b nous donne :

—RZL,+P_1~(L';L3)+P-(L|+L3)=O
P. (L,+L,)
R,=(5+P)- IL. 4.3
Par rapport au point a , la projection nous donne :
R,-R,+P,+P=0
R,=R,-P,-P
P, (L,+L,)
R,:(?+P)-‘T]-—P}—P 4.4
P; : est le poids propre du cylindre.
l":p-g'n'(D“—dz)'g-(L,+L1) 4.5

p: la masse volumique du matériau utilisé.

i. La flexion :

Le corps 3 est soumis a un moment fléchissant M, , qu’on essaye le déterminer d’aprés le

diagramme des moments de flexion a la figure 4.2.

R, l T P

vl

Figure.d4.2 Diagramme des moments de fléchissants du corps 3
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q :charge répartie due au poids propre du cylindre tel que :

D*~d’)
q=p.g-s=p-g-n.(T 4.6
Le moment fléchissant M; est calculer sur deux portions de la longueur du cylindre :

e 0sx<1L,:

2

Mg, =-R,x-q-%- 4.7

M,12=—R,-X+R3-(x—l‘,)—q-3‘;; 4.8

De la relation (4.7) le moment fléchissant est maximum pour x=1L,

Ivlle,:_RI.["I_'p'g'%{ljz_dz)'lﬂ-7 4.9

La contrainte de flexion ofest donner par :

O'f-”= 'l‘nm\, (—P) 4]0a
3 P4
M;,.
6"” - I[llld.\3 % 4 l Ob
3 &

I, :I"inertie de section du corps 3

la condition limite de flexion sur la premiére et la deuxiéme portion est respectivement :

cJ',S% 4.11a
0,f<3 4.11b

oe :caractéristique du matériau.

Fs:coefficient de sécurité
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ii. Le cisaillement :
Comme le montre le diagramme des efforts tranchants de la figure 4.3 notre corps est

soumis a deux cisaillements sur les deux portions.

o
HNENINRREN

-

Figure. 4.3 Diagramme de cisaillement sur le corps 3

® Pour leler cisaillement 0<x< 1L, :

L’effort tranchant T est donnée par :

_aMﬂl
=
T=-R,—qx 4.12
T, est maximum pour x=L,
Tlmm =—I{I_'qI'LI 4'14

La contrainte maximale de cisaillement 1, 5 est donnée par :

"
7=l 4.15

S : la section du cylindre.

La condition limite de cisaillement :

® Pour le 2éme cisaillement (L, <x<L,):

L effort tranchant de la deuxiéme portion est :

.M,
T=—]
T,=-R,+R,—qx 4.17.a
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T, est maximum pour x=L, :
T,=-R,+R,—qL, 4.17.b
Et la contrainte de cisaillement est donnée par

s 4.18
Fs-

i

Le Corps6 :

C’est une barre creuse de section S carrée, ses deux longueurs intérieure et extérieure
notée b et a respectivement , sa longueur est L,. Elle est soumise essentiellement a une

traction ; I’effort normal maximum est di a I’effort de traction situé au point ¢ , comme le

montre la figure 4.4.

C 1 R,
4z
a »
<+—»
Py b

Figured.4 Représentation des forces appliquées sur le corps 6

L effort de traction est donné par : F=R,
Et d’aprés la relation 4.4 F=R,=(%+P)-(L'EA—P,—P 4.18
= |
Et la contrainte due a la traction :
o= 4.19.
= R,
On peut écrire donc o 4.19.b
a’—
La condition limite due a la traction est :
<GCC
O<he 4.20
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Le Corps2 :

Le corps 2 est une barre creuse de section carrée, de longueur L, .elle est soumise
essentiellement a I'effet d’une compression .I’effort normal Fc de compression situé au
point e .

On va supposer que le corps 2 est encastré de I’autre extrémité, comme il est montré a la

figure 4.5.

a

P.L,

/117

Figure. 4.5 Représentation des forces appliqué au corps 2

L effort de compression Fc est donné par :

Fc=R,+P, 4.21
P, :le poids propre de la barre. P,=pg-L,(a’-b?) 4.22
La contrainte due a la compression :
._Fc
oc=g
)
D’ou se=a by 4.23
(a”=b")
La condition limite de compression :
<G¢
. Fs
)
Donc : Ryth coe 4.24
(a’-b*) Fs

76



Chapitre 4 : Dimensionnement de la structure du robot
e T S EE B SEMEHEINEC . S O0E
“

Le Corps5:
Ce corps est une barre creuse de longueur L, et de section carrée S, ses deux

longueurs intérieure et extérieure sont notées b et a respectivement, elle est soumise
essentiellement & deux contraintes : une flexion et un cisaillement .comme ¢’est montrer

dans la figure 4.6 .On suppose que le corps 5 est encastré d’un coté.

R 4 q
4z
»* a
/) X
/ >
b
Figure. 4.6 Diagramme de flexion du corps 5
i. La flexion :
On calcule le moment fléchissant M :
M;=R.x+q% 4.25
Le moment M ; est maximum pour x=L
L 5
Mflmn =R'LI +q_2_ 4.26
La contrainte due a la flexion maximum s’écrit :
of = Ml max _d 4.27
I, 2
4 4
_a-b
IS_T 4.28

I : I'inertie du corps 5.

ii. Le cisaillement :
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Comme le montre le diagramme des efforts tranchants de la figure 4.7, la 5™ barre

est sous I’effet d’un cisaillement suivant 1’axe x.

Figure .4.7 Diagramme de cisaillement du corps5

D’apres la relation 4.12 ona:

T;=R+q.x 4.29
T;=R,—p.g.S.x 4.30

L’effort T ; est maximum pour x=0
Siiax=1% 4.31

La contrainte due au cisaillement est alors :

5 4.32

2.5. Calcul des parameétres :

Dans ce paragraphe nous allons calculer les paramétres inconnus des éléments de
notre structure ( rayon, épaisseur, longueur...) selon les conditions de contraintes
maximales.

Pour initialiser les calculs nous fixons les longueurs de barres :

L,=0.2m,L,=0.4m,L,=0.4m, et nous cherchons a déterminer le restes des paramétres.

(nous considérons une charge utile de 1 Kg).

Les caractéristiques mécaniques de notre alliage :

La masse volumique de notre matériau p =2700 kg/m*.
Module d’élasticité E de notre matériau E =70 Gpa.
Contrainte maximale du matériau oe =250 Mpa.

Le Corps3:
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On veut déterminer le diamétre minimum pour que le cylindre résiste aux contraintes
citées plus haut. En fixant le diamétre intérieur d du cylindre a d=0.06m, on cherchera les
conditions que doit satisfaire le diamétre extérieur .

Pour la flexion :

D’apres la relation 4.10 on a :

M ' max (_D)
o .
(D’—d’)7
. -R\L,-p.g 8 L, (-D) oe
Donc on aura : O Max| = D'—d") 5 64 et G,M.“,Sﬁ 4.34

On prendra toujours : Fs=2 pour s’accorder une certaine plage de sécurité
Alors on trouve la condition : D, >0.06002m .

min

On prendra alors : D=6.4cm.
On remplace cette valeur dans la relation 4.9 pour les vérifications , et on aura les

moments de flexion M, et M, :

M, =4.473 N/m.

M, =8.544 N/m.
La deuxiéme contrainte de flexion avec cette valeur du diamétre D donne:

0,,=1.459.10°N/m”.

Et elle vérifie la condition : czrs—%;l =1.25.10'N/m’ 4.35

Pour le cisaillement :

On remplace la valeur trouvé pour D dans la condition de limite de cisaillement on aura :
1,=1.5033N/m’ et 1,=43936N/m’. 4.36

T SL
" JBFc

-O€ -72169.10'N/m’
«/5Fc
[0]§] (0]&

Les deux condition t,< et T1,<—== sont vérifiées.
V3Fe 3Fc

La valeur du diamétre calculée s avere suffisante pour résister aux contraintes étudiées

Le Corps 6 :
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On va fixer le diameétre intérieur b, et déterminer celui extérieur de sorte a vérifier le
les conditions des contraintes maximales.
On prend b=0.02m,
D’apres la relation 4.19.b et 4.20.

On trouvera que : a=0.020005 m .

Alors on peut prendre a=2.6cm | et étre sur qu’avec cette dimension, le corps résiste bien

a la contrainte de traction.

Le Corps 2:
On fixe la grandeur du carré intérieur et on essaye de déterminer celle du carré
extérieur.
On prend b=7 cm.
D’apres la relation 4.26 :

R,+P .
2 2<0(.
2 —b* Fs 4.38

On trouvera la condition : a=0.070001m

On peut prendre a=0.074m, et étre sur que ¢’est suffisant pour résister a la compression.

Le Corps 5:
On procéde de la méme maniére que pour les autres corps et on fixe : b=0.01m
Pour la flexion :

De la relation 4.27 la contrainte maximale de flexion :

Alors on trouve la condition : a=0.01m
Pour le cisaillement
On peut prendre a=1.4 cm et calculer la contrainte de cisaillement T, :

1,=3.3592.10°N/m’.

Et cette valeur vérifie la condition sur le cisaillement 1, < ﬁ=7.2169.]07N/m3
'C

2.6. Calcul des masses des corps :
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On se propose de calculer les poids des différentes barres avec les paramétres
déterminés précédemment :

Le corps3:
M3=p.(Ll+L2).S=p-%(L,+L2)-(D3—d3)

M,=0.631kg

Le corps 6 :

M(,=p.L3.S==p.L3.(a2-b3)

M=0.298 kg
le corps 2 :

M2=p.L3.S=p.L3.(a2-b2)

M,=0.622 kg
Le corpss :

Ms=p.L;.S=p.L,.(a’-b>).

M;s=0.251kg

On constate que les masses des différents corps du robot sont plus qu’acceptables,

ceci est dii aux qualités de Ialliage d’aluminium : et on estime que le poids total du robot,

méme comprenant tout le reste des composants, ne dépassera pas le 10 Kg

4.7.Simulation

Afin de pouvoir vérifier si les parametres calculés sont bien acceptés en dynamique ;
c.a.d, que les actionneurs sont capables de délivrer les couples engendrés par les inerties et
torseurs relatifs aux valeurs choisies en statique, nous choisissons de considérer les
maximums des couples fournis par le moteur le plus charger lors d’un déplacement, selon
une trajectoire donnée, avec un mouvement curviligne déterminé (nous considérons les
maximums positifs et négatifs des couples ). Et de ce fait, constater si ces valeurs

maximums ne dépassent pas les valeurs maximums que peuvent délivrer nos moteurs.

4.7.1.Types de mouvement :

Le type de mouvement, comme la forme des trajectoires, joue un grand role sur les
couples moteur et I’amplitude de I’erreur de poursuite, les valeurs des facteurs vitesse et
accélération des mouvements en fonction du temps sont des caractéristiques importantes a

analyser lors du choix d’un mouvement curviligne.
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Fischer et Dayer ont étudies plusieurs types de mouvements curvilignes pour différentes

trajectoires du robot ; les principaux sont cités ci-dessous :

Le mouvement a profil de vitesse trapézoidal, a pour avantages sont facteur
accélération bas et sa simplicité, mais il a I'inconvénient d’une 3eme dérivée infinie
lorsque I'accélération passe instantanément d’une valeur constante a une autre valeur
constante ; ce fait conduit a des discontinuités de couple impossibles a réalisé et a une

excitation importante de la structure mécanique ;

Le mouvement d’interpolation polynomiale, a accélération sinusoidale, appelé
¢galement mouvement cycloidal a cause du mécanisme permettant de le générer a partir
d’un arbre tournant a vitesse constante ; ce mouvement est facile a calculer et la troisiéme

dérivée est finie ;

Le mouvement a « jerk »(3eme dérivée) sinusoidal, trées doux dans les variations
d’accélération et de freinage, a I'inconvénient de conduire a des pertes de temps

importantes lors de ces phases :

Sur la base de ces expériences, nous choisissons d’effectuer les tests dynamiques en

utilisant un mouvement d’interpolation polynomiale.

4.7.2. Interpolation de degré cinq :

Pour notre robot, il est nécessaire d'assurer la continuité des accélérations afin d'éviter
d'exciter la mécanique. On dit alors que le mouvement est de classe C? [15] , il faut
satisfaire six contraintes et le polynome d'interpolation doit étre de degré cinq . Avec les

contraintes supplémentaires :

~0
&0) 4.44
ﬁd,-)=0
3 4 5
=10 L] 15[ 1| +6/ L 4.45
Ly t Ly
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\‘gmm . ISIDJ‘ 446
8.1,

&= 10| 4.47

B

4.7.3. Résultats de la simulation :

Nous constatons par la visualisation des résultats de la simulation du modéle
dynamique, qui présente les allures des couples moteurs exigés, en réponse un des
échelons avec un mouvement d’interpolation polynomiale de degré 5 d’une accélération
de*** rad/sec, que la plus grande valeur du couple moteur est demandée au moteur de la
2°™ articulation, d’une valeur d’environs 8 N.m , et qui reste donc plus petite que la valeur
maximum que donne notre moteur, qui de 9 N.m . Cependant, on ne peut pas dire que ces
deux valeurs soient trop €loignées ; ¢’est pourquoi, on émet la proposition de dimensionner
des réducteurs (prévus initialement) de sorte a ne plus se soucier des valeurs de couples a

ne pas dépasser

Visualisation des couples moteurs

8
Couple moteur 1ére articulation
Couple moteur 2 éme articulation
6 Couple moteur 5 éme articulation
4

Couple (N.m)
N

0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 09 1
Temps (sec)

Figure 4.8 Réponse de couples moteurs
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4.8. Conclusion

Dans ce dernier chapitre, nous avons mis en évidence les différentes contraintes sur
la structure du robot, et de la, nous avons calculé en la statique. Les dimensions des
différents corps de la structure. Puis, nous avons vérifié les moteurs pouvait fournir les

couples, trouvés par la simulation des modeéles dynamique avec les dimensions calculées.
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Conclusion générale

CONCLUSION GENERALE ET PERSPECTIVES :

La maitrise de la conception et du fonctionnement de mécanismes robotisés a

toujours été un facteur important du progres et technologique.

Les travaux développés dans ce mémoire concernant la modélisation et le
dimensionnement d’un robot manipulateur comportant une boucle cinématique plane.
L’introduction de cette boucle cinématique a pour objectif de ramener des moteurs a la
base afin de diminuer la masse en mouvement et rigidifier la structure du robot. Le
comportement du porteur est un peu différent de celui d’un porteur série, mais pas aussi

complexe que celui d’un robot parallele

La structure que nous avons modélisée et dimensionnée est présentée dans le premier
chapitre. Les particularités qu’elle présente par rapport a cette derniére sont la symétrie de

la structure global par rapport a un plan et la stabilité a I’état statique.

Dans le chapitre suivants, nous avons déterminer les modeles géométriques et
cinématiques directs et inverses respectivement (MGD, MGI, MCD, et MCI) , ce qui a
permis I’étude des singularités du robot. Ces derniéres ne sont pas trop différentes de celles

d’un robot série.

Le mod¢le dynamique est ensuite déterminé en exploitant le formalisme de Newton-
Euler dans le chapitre suivant. Ce qui nous a permis d’obtenir un bilan des charges
appliquées a la structure, et d’enduire les expressions des couples moteurs des
articulations. Ce modele est tres utile aussi pour le dimensionnement de la structure et des
actionneurs.

L’apport original de ce travail peut étre résumé par les points suivants :

- Mise en évidence d’une cinématique formant un parallélogramme de I’espace ;

- Proposition d’une géométrie de robot dotée d’un large potentiel industriel ;

-  Etude des caractéristiques géométriques et dynamiques de ce robot et

proposition de régles pour son dimensionnement géométrique ;

- Proposition de solutions constructives adaptées a ce concept ;




Conclusion générale

Comme perspectives a ce travail nous proposons :

- Réaliser un dimensionnement plus vigoureux, et cherche les valeurs optimales
des parametres géométriques, des constituants du robot.
- Essayer d’autres types de trajectoires pour la simulation et distinguer celles qui
sont les plus contraignantes.
- Extraire par simulation les charges maximales appliquées sur le robot et en
déduire les positions et les variables articulaires correspondantes et appliquer dessus les

lois de la RDM pour voir si la structure résiste vraiment a toutes les charges.

Nous proposons aussi |'utilisation de logiciels qui donnent des résultats plus
exactes, tel que des logiciels de RDM qui donnent les calculs directs.
Ou des Logiciels de conception et de simulation dynamique (CFAO): ou les

contraintes sont prises en charge automatiquement
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Annexe A

Types d’équations rencontrées dans le calcul du MGI

Par expérience Paul est arrivé a établire, que pour les systémes robotisés, les résolutions de
équations liées au MGI se ramenent trés souvent, a résoudre des types d’équations
récurrents, présentés dans le tableau suivant :

Type 1 Xri=Y ri=X/Y et 0i=n/2
T o ) 1 W= —
[ype2 |XSiHCiSZ 0i=ATAN2 |I-(Ci’.Ci)
Type 3
X1 Si+Y1 Ci=Z1 0i=ATAN2(SI.C)
X2 Si+Y2 Ci=Z22 AT Z1 Z2
0i=ATAN2( IO )
Typed = (YI/X 1) +(Y2/X2)}
X1 1j Si=Y1 (Y )v;( < B
oy ey . Y2
X271 Ci=Y2 01 AIAN(XIrj'Xer
TypeS X1 Si=Y1+Z11j Aprés des combinaisons entre les deux équations
X2 Ci=Y2+Z2rj le systéme se rameéne a une équation du type3
Type6 Le systéme est ramené a la forme :
W Si=XCi+YSi+Z1 B1Si+B2Ci=B3
WCi=XSi-YCi+Z2 0i est trouvé a partir d’ une équation du type 2 .
et 0j d’une équation du type 3
Type7 WI1Cj+W2Sj=XCi+YSi+Zl [e systéme se ramene a des équations de
W1Sj+W2Cj=XSi-YCi+Z2 type 6 et 2
Type8 XCi+YCij=Z1 0i = ATAN2(Si.Ci)
XSi+YSij=22 0) = ATAN2({1-(Ci".C))

;—————_
\]

Tableau Al.1 Types d 'équations rencontrées avec la méthode de Paul

Y
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Annexe B
Méthode de résolution fondée sur la matrice

pseudo-inverse

A2.1. Définition
On appelle pseudo-inverse de W la matrice inverse généralisée W' qui est telle que :
 WW W=W
s WWW =W
s (WW)'=w'w
= (WWH'=ww'

On démontre que la pseudo-inverse existe toujours est unique. Toutes les solutions

d’un systéme sont donnée par :
E=W Y+(I-W W)Z A2.1

Le premier terme W' Y constitue la solution générale de norme euclidienne |[€ ||
minimale.

Le second terme (I - W' W) Z , est la projection d’un élément arbitraire Z de R" sur
le noyau de W et n’affecte pas donc la valeur de Y.

On montre que (I-W'W) est de rang (n-r).par conséquent lorsque le robot est

redondant, ce terme permet d’optimiser des criteres sans perturber la tache.

A2.2. Méthode de calcul de la pseudo-inverse :

On partitionne la matrice W comme suit :

o
o

Wil Wi2
W= A
w21 W22

La matrice W11 étant réguliére et de rang maximal et de dimension (rxr), r étant le

rang de la matrice W.

Wil

t.q: Wi= A2.4
w21

w2=[wWll Wwi2] A2.5

0
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On montre que la pseudo-inverse est donnée par la relation suivante :
+ _woT T Ty-1 Ly
W =W2' (W1 WW2') WI A2.6
Lorsque W est de rang maximal, cette relation se simplifie de la fagon suivante :
- simen:W=WI1=W =(W1W)"' W' (W estalors I'inverse a gauche de W ) ;
- sim<n:W=W2=W =W WW"! (W"estalors I'inverse a droite de W) ;

- simEn:W=WI=W2=>W=W",

Si W11 n’est pas de rang r, on utilise les matrices de permutation orthogonales L et C

Telle que : W'=C W L".
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Annexe C

Formulation simplifié¢ du modéle dynamique

Nous cherchons a améliorer les expressions du modéle dynamique, et ce en
simplifiant les expressions des M; et 'F; et des couples. Et ¢a en simplifiant le premier
moment d’inertie.

Le premier moment d’inertie d*un corps C, autour de I"origine du repere R, peut ¢tre
écrit sous la forme :

MS ;=M .S ;. A3.1

2
(R

S j =0iG;. A3.
MS "=[MX; MY; MZ,)].
S, : vecteur ayant pour origine O ; et pour extrémit¢ le centre de la masse du corps
G-
le module du vecteur S, | S |=Lr2
I. : lalongueur du corps i.
M : masse du corps.
Lecorps1:

les composante de 'MS, suivant I'axe O, X et O, Y sont nuls sauf la composante suivant

O,Z. Alors :
0

'MSi= 0 |. A3.3
MZi

La force et le moment du corps | seront:

/
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0
'Mi= 0 | A3.5
72,0,
Le corps2:

Les composantes de *MS, suivant I'axe O,Z et O,Y sont nulles sauf la composante
suivante O, X .
MX:>
'MS:=| 0 \3.6
0

Alors la force et le moment du corps 2 deviennent :

gM2S2-C2*MX20,-MX.0,

= gMzc2+czszszéf+Mx363 A3.7
C2MX2g-2MX2820,0,
[ CAYY2-ZZ0-XX )0, 0:-82XX:0, |

*M2=| —C2YY20-S2(XX:-YY:-ZZ2)0,0: |- A38

| @C2MX2+C2820) (Y Ya~X X2+ 22261 |

Le corps 3:
les composantes de 'MS, suivant I'axe O, X et O,Z. sont nulles sauf la composante
suivante O,Y.
0
‘MS;=| MY | . A3.9
0

Alors I’expression de la force et du moment au corps 3 deviennent

3 F: =|F32]. A3.10
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%

F31=01(C23823M Y3—M:d2023C2)-M:C3d20,+gMiS 23— M:d-S36, ~MYi(0,+0:) A3.10a

F32= daM3(C25236,+C30,+830,)+gC23Mi— MYx(S2320+(0:405)) . A3.10b

F33=d2(C26,-2526/0,)Ms~2C23M Y30, (00+05)— MY:6,823 A3.10c
M31

*Mi=| M32|. A3.11
M33

M3 1=0,(d2C2MY3—S23XX3)-2d>820, 6, MY +C23010:+0:)(Y Y3-ZZ:—XX1) .A3.1 1a
M32=0,C23Y Yi— S23(XXs-Y Ys—ZZ3)0(0r+05). A3.11b

M33=(d2C2C23M Y5+ C23S23(Y YsmXX3)0r +02d:C3MYs —Bu(SIMY:— 2234 2250

—-gMY3S23. A3.llc
Le corps 5:
Les composantes de *MS suivant I'axe O.Z .et O.Y sont nulles sauf la composante
suivante O ; X

MXs
‘MSs=[ 0 A3.12
0

alors on la résultante de la force et des moment au corps 5 sont

( gM,S5-C5"MX., 0, ~-MX,, 0

Fs=| 0C5M, +C5S5MX, 0, -MX...0; 3.13
| C5MX,0i-2MX,0,0s |
CS(YY,~ZZ,~XX,)00:-S5XX_. 0,

"M,=| C5YY,0-S5(XX,~YY,~ZZ,)0,0s A3.14

2

| 2CSMX,+C5S50, (YY,~XX,)Z2Z.0,
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Pour le corps 6 :
Les composantes de *MS, suivant I’axe O¢Z .et O¢Y sont nulles sauf la composante
suivante O X.
MXe
‘MSe=[ 0 |. A3.16
0

La force et le moment au corps 6 sont :

[ F61

-

°Fe= | F62 |. A3.1

F63 |
F61:—d3((‘53C6é: 5555601 +C60s—S605)M, +gC56M, ~C5C6MX, 6,
+2C5C62MX, S5560, +rle,,(—sslsa‘().3 —(05+06)”. A3.17a
l"()Z:d_1((‘5"‘86(t):+(‘5(‘()55é|3 +C605+5605)M, —gCS6M, +C5 CEMX, 60,
+(‘5(‘(53MX(,SS(3: —MX(,SijS()(.)f+MX,‘(6< £00). A3.17b

F63=d.(C50,-2850,05)M, +CSCOMX, 6 ~2MX, 0:(05+04)S6)~2C6MX,, 0,(0s-+0¢)

+MX, 0,,S6S5C6. A3.17¢
M6 |

Me= | M62 A3.18
| M63 |

M61=d.(~C5'MZ,S601 +(‘5(MY(,E)..—(‘,,MZ(_SS(.)I‘ )-COMZ, 05—2MY,S5050,-S6MZ, 05)
—0C56MZ,+CS6(Y Y, (05+06)~ZZ,(0+05))-S56X X, A3.18a

M62=d1(—C53C6MZ,|é: +C5(MZ,_SSS66.Z—M X,0)-C6MZ, Be42MX. S 50,0
+MZ,S605)+2S56MZ,~C56Y Y, +S56(ZZ,(05+66)~XX (05+60)) A3.18b

—_ﬁ




.-
L

M63=d,(C5’MX,S60;+CSC6SSMX, 0 +COMX,, s+ MX,S60s)

+2(C5COMX,~MX S6S5)+C56865(Y Y, ~ XX, )+ZZ,(05+05) .

Alors, nous les nouvelles expressions des couples sont données par :

[3=0x(-S3MY3+ZZ:)+(ZZ:+1a3)0:-gMY3S23+mezs+ FoOs+Fasign(0s)

+(d2C2C23MY3+C23823(Y Ya—XX3))0) + 0:d2C3M Y5,

I'2=0,(d2C2C23MY3-d:83823° M Y3)+d2C23523S3MY:+ +Fafy+ Fosign(®:)

+d2C282M,+C2S2(YY,-XX,)-C23523(XX,- Y Y;))-0: MY,C3d,
+0,(Ia2 +d2Ms—-2d:MY3S3+ZZs+ZZ2)+ +d2C2gMs +mez, +mez,

+04(ZZ,~d,MY,S3)+d,(C3fey,+S3fex,)+gC2MX,— 2MY:C3d:20,0: .

[ =0,(lai+d2C2°Ms—d2C2* M Y3S3-C252d:M YsC3- d,C2S23MY, + 27,

+8232XX,+S22 XX, + Y Y,C23°+YY,C2%) —01(0:+0:)d,C2MY,C23+2C23823(XX,

+010:(—2d2C2S2M, + 2C252d> MY3S3 +2822d:C3MYs+ 282C2(XX,-YY,))

+d,C2fez,— C23meys—mexsS23 - mesz2—meyzC2+F\-|é.+ RnSigﬂ(é.).

['5=(C58501+04)M, +d,(gC5M, +C5* S6MX, 0, + C5C6" MX,

+CO6MX,(S67+1))S 50, —C6'MX,S5S60; S5 +C6(fey, +MX ,(205+05))?

+(fex, —~MX (S52S6% 0 +(205+06)00)+2(CS(C6MX, +MX.)

2 2

~MX,S685)-C5S5(XX,~YY,)0 ~MX,S685)-C5S5(XX,~YY.)0r

Annexe C

A3.18¢c

A3.19

A3.20

~YY,)

A3.21]

—C56S56(XX,—YY,)+mez,+ZZ,0s +27,(0s+00)+mez,+F,0s+F sign(0,)+0sla, A3.22

[6=d,(C5*MX,S60,+CSC6SSMX, 01 +C6MX, 05+ MX S605)-gCS6MX,

+C56865(Y Y,~ XX )+ZZ,(05+0s)+mez, +F, 0s+F sign(©s)+1a, .

A3.23

“
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