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RESUME :

Le calcul des parametres cinétiques des réacteurs nucléaires, comme le flux neutronique, la
réactivité et la densité des neutrons retardés, a été fait auparavant par des approches de la phy-
sique nucléaire basées sur des calcules mathématiques fastidieux. D’autres nouvelles méthodes
plus faciles ont été€s développées afin d’estimer ces parametres, ces méthodes ont vues le jour
grace aux développements récents dans les techniques des filtrages optimales, comme le filtrage
linéaire de Kalman et d’autres techniques non linéaires comme le filtrage de Kalman étendu.
Comme une nouvelle méthode, le filtrage de Kalman a trouvé sa place dans des nombreuse
applications pratiques et surtout dans I’estimation des parametres cinétiques en ligne.

Dans ce document, une description détaillée est donnée a propos de ces nouvelles approches
dans le régime de travail sous-critique. Les résultats de la simulation avec MATLAB de 1’es-
timation de ces derniers parametres en utilisant le filtre de Kalman sont présentés par la suite.
Les résultats sont en adéquation avec les parametres calculés au niveau du réacteur NUR.

Mots clés : réacteur NUR, chaine de mesure nucléaire, Modele cinétique, estimation des para-

metres, filtre Kalman, algorithm PCA.

Abstract :

The calculation of nuclear kinetics parameters of reactors, as the neutron flux, the reactivity
and the density of delayed neutrons, has been done previously by the physical approaches ba-
sed on tedious mathematical calculations. Other new methods easier have developed to estimate
these parameters, these methods have seen the day thanks to the recent developments in tech-
nics of optimum filtering, such as the linear Kalman filtering and other non-linear techniques
such as extended Kalman filtering. As a new method, Kalman filtering has found its way into
numerous practical applications and especially in the online estimation of kinetic parameters.

In this document, a detailed description is given about these new approaches in the sub-critical



work pattern. The results of the simulation with MATLAB of the estimation of these parame-
ters using the Kalman filter are presented thereafter. The results are in line with the parameters
calculated at the NUR reactor.

Keywords : NUR reactor, Neutron Flux, delayed neutron density, external source, Reactivity,3. s ¢,

Kalman Filter, Electronic Noise, Instrumentation, Estimation.
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le temps

flux neutronique

densité des neutrons retardés

terme source externe

réactivité

rapport entre le nombre de neutron avant et apres la fission
fraction des neutrons retardés effective
temps de vie moyen des neutrons prompts
puissance du réacteur

facteur d’échelle

constante de vie des neutrons retardés
intensité du capteur

intensité de la détection des neutrons
intensité de la fission

vitesse des neutrons

cross section du détecteur

champ électrique

nombre de paire de charge

énergie moyenne nécessaire a la création d’un paires de charges

énergie perdue par les charges dans le volume du détecteur
pression de la chambre d’ionisation
coefficient de Towsend

charge d’un électron

volume utile de chambre d’ionisation
débit de dose

intensité de courant

tension

résistance

capacité d’un condensateur

la période

la fréquence 5

temps de mort
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INTRODUCTION

Ce mémoire concerne 1’estimation des parametres cinétiques du réacteur nucléaire NUR.
Ces parametres ont une importance majeure dans les études nucléaires et dans le pilotage du ré-
acteur lui méme. Ils sont en générale non observables et non mesurables. Des calculs fastidieux
ont été développés auparavant pour les calculer, mais ces approches nous obligent de connaitre
I’état général du réacteur et méme son environnement et ses constitutions avec exactitude.
Malheureusement c¢’est impossible, et donc on est dans 1’obligation qui se manifeste sous des
approximations et des hypotheses affectant le calcul de ces parametres en les rendant encore
plus difficile. Des méthodes basées sur des principes de traitement de signal ont été€s dévelop-

pées récemment aboutissant a une approche plus facile d’estimation des parametres cinétiques.

Ce travail a été inscrit dans le cadre du projet d’instrumentation et de controle Développe-
ment d’un systeme de surveillance et de simulation pour le controle des parametres dyna-
miques du réacteur NUR, basé sur les techniques d’intelligence artificielle implémentées
sur FPGA.

Ce rapport présente une nouvelle méthode d’estimation des parametres cinétiques caractérisant
le réacteur NUR. Au cours de travail, Un protocole de manipulations expérimentales a été éta-

blies avec le personnels d’opérations.

Ces approches ont vus le jour exactement avec 1’apparition des estimateurs nommés estima-
teurs optimaux, qui sont en fait des estimateurs récursifs et adaptatifs en méme temps. Le filtre
de Kalman étudié dans ce mémoire est un de ces estimateurs. En principe c’est un estimateur a
maximum de vraisemblance. Comme on a intérét de maitre des hypotheses Gaussiennes sur les
données, cet estimateur devient dans le cas idéal un estimateur avec minimum de variance. Dans

le cas ou notre estimateur est non biaisé on atteint la Borne Inférieure de Cramer-Rao et notre
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estimateur basé sur le filtrage de Kalman devient un estimateur optimal. Ce qui justifier le choix
de travailler avec ce genre d’estimateur. D’autres estimateurs optimaux ont prouvés leur effi-
cacité dans ce genre de travail comme 1’approche fréquentielle de Wiener et comme le filtrage
Particulaire, mais avec plus de difficultés concernant I’implémentation. L’approche du filtre de
Kalman sera présentée et implémentée dans ce mémoire, car elle suffira pour atteindre le but

d’estimer les parametres cinétiques du réacteur nucléaire NUR avec une exactitude appréciable.

Comme cité auparavant, dans ce travail, on va discuter et traiter le filtre de Kalman. Une
étude théorique profonde sera détaillée sur ce filtre. Avant d’appliquer cette méthode sur les
modeles obtenus a partir des équations cinétiques du réacteur NUR, on va effectuer une étude
expérimentale sur la chaine de mesure de ce dernier afin d’extraire le signal représentant le flux

neutronique, qui va étre utilis€ comme observation.

L’application du filtre de Kalman sur ces derniers modeles a donné des résultats satisfai-
sants. En jouant sur les parametres du filtre on va discuter les propriétés de ce dernier. Les
signaux obtenus ont été comparés avec les signaux résultants des mesures expérimentales et
des calculs physiques. Une incertitude minimale est apparue, cette incertitude dépend du choix
d’initialisation et des parametres de cet estimateur. Les résultats obtenus nous assurent la possi-
bilité d’appliquer ces méthodes optimales dans 1’estimation en ligne des parametres cinétiques

du réacteur nucléaire NUR.
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Chapitre 1

Physique du réacteur

1.1 Introduction

La différence flagrante entre 1’énergie libérée par une réaction nucléaire et celle produite par
une réaction chimique a révolutionné la physiquse moderne qui a commencé a s’orienter vers
les recherches liées a I’amélioration du rendement et de la rentabilité des réactions nucléaires
ainsi qu’au développement des centrales nucléaires, la ol on peut initier, contrdler les réactions
en chaine a travers plusieurs processus de modération et d’évacuation de I’énergie, cela a permis
I’exploitation de cette énergie dans plusieurs domaines notamment dans la production d’éner-
gie électrique, les armes nucléaires, la production de la chaleur et la production d’eau douce par
dessalement.

Des réacteurs expérimentaux tels que notre réacteur NUR ont été congus pour générer des flux
neutroniques a partir des réactions de fission en chaine, 1’énergie libérée ne peut €tre récu-
pérée et I'utilisation de ces réacteurs ne dépasse pas la production des spectres neutroniques
thermiques et rapides, cette quantité de neutrons produite est utilisée en premier lieu , les ex-
périmentations relatives au développement des réacteurs électronucléaires de puissance, pour
comprendre les phénomenes mis en jeu comme 1’étude du comportement sous irradiation des
matériaux des structures et combustibles ou pour valider les calculs neutroniques des réacteurs
de puissance comme dans le cas des maquettes critiques.

Plusieurs découvertes et projets ont ouvert la voie au développement de 1’industrie nucléaire,
on peut citer :

1932 : découverte de neutron par j .Chadwik

1938 : réalisation de la premiere réaction de fission par F.Strassmann O.Hahn et L.Meitner
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1942 : réalisation de la premiere réaction en chaine par Fermi a partir d’une pile constituée
d’Uranium, graphite et des barres de Cadnium

1945 : réalisation de deux essais nucléaires a Hiroshima (Uranium) et Nagasaki (plutonium)

1954 : premiere exploitation d’énergie nucléaire dans un réseau électrique (Obninsk ,URSS)

1.2 Présentation du réacteur NUR

Situé au niveau du centre de recherche nucléaire de Draria, le réacteur NUR est un réac-
teur de recherche et d’enseignement dont la puissance est limitée a IMW. Il fut construit en
coopération avec I’ Argentine. Il est en service depuis les années 90 ,et est dédié a 1’analyse par
activation neutronique, a I’exploration de la matiere et a la formation. Ce réacteur a eau lourde
fonctionne avec de I’uranium naturel. Légere a un rayon extérieur de 65 cm, 1’eau joue aussi le
role de modérateur.

Le pilotage en puissance du réacteur se fait par deux barres d’ Aluminium cylindrique contenant
du carbure de bore ou par variation de la hauteur du modérateur. La sécurité est assurée par
deux barres cruciformes, disposées au centre du ceeur, contenant du cadmium et par la possibi-
lité d’évacuer la totalité du modérateur dans des vases d’expansion situés autour du coeur.
Finalement, le réacteur est placé au centre d’une épaisse enceinte en béton blindé. Cette enceinte
protege 1’environnement extérieur et les personnes des rayonnements ionisants et protege, éga-
lement, I’installation de détériorations.

A partir des années 70 plusieurs réacteurs d’une puissance qui dépasse les 1 Gigawatts ont été
construits, le chiffre commence a diminuer apres la catastrophe de Tchernobyl,et depuis le taux

de construction des réacteurs nucléaires ne dépasse pas 4 par ans [4].

1.3 Physique des réacteurs

L’étude de la physique du réacteur est primordiale avant toute estimation de ses parametres
elle nous permet de comprendre bien 1’aspect physique de ses derniers ainsi que la modélisation
mathématique du réacteur, elle s’appuie sur I’étude de la densité neutronique et la concentration
du précurseur.

Le fonctionnement des réacteurs nucléaires et donc leur slireté sont avant tout une affaire neu-
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tronique, au sens étroit du terme. Se basant sous le principe de la fission, 1’absorption d’un
neutron par un noyau fissile permet la libération de plusieurs neutrons qui causent la fission des
autres atomes, ce qui engendre une réaction en chaine.

Le U?3 etle U*et le Pu® sont les éléments chimiques les plus couramment utilisés dans les

fissions nucléaires a cause de leur lourdeur et leur énergie par nucléon qui est tres faible.

1.3.1 Constitution d’un réacteur nucléaire

Composé a I'intérieur d’un cceur cylindrique qui contient le combustible. Ce dernier qui est
gainé afin d’éviter tout contact avec le fluide calo-porteur, en s’éloignant du cceur on trouve le
réflecteur qui diminue les fuites neutroniques, un autre élément qui est le caisson est mis en
place afin d’assurer une protection thermique du milieu extérieur des rayonnements provenant
du ceeur.

La 3 eme barriere représentée par un mur de béton dont la principale fonctionnalité est d’at-
ténuer toutes les radiations au point quelles ne présentent aucun danger sur les personnes se
trouvant a proximité.

Une 4 éme barriere est ajoutée au réacteur ; elle est appelée enceinte de confinement. Elle est
utilisée pour assurer une sécurité totale en cas de relachement accidentel de radioactivité ou

contre des dangers extérieurs : ouragans, tremblements [4].

1.3.1.1 Combustible :

Il se trouve dans le cas général, en état solide sous forme de barres cylindriques qui sont
enrichies généralement d’Uranium 235 et de plutonium 239. Le ralentissement des éléments de

fission cause 1’échauffement de ces derniers ; elles seront refroidies grace au fluide calo-porteur

1.3.1.2 Calo-porteur :

C’est un fluide qui circule autour des barreaux d’Uranium afin de transporter la chaleur pro-
duite par le combustible hors du ceeur, et assurer une température compatible avec la tenue des
matériaux. Le gainage de réacteur assure 1’isolation entre le fluide calo-porteur et le combus-
tible , le moindre contact entre les deux, pourrait engendrer des réactions chimiques ainsi que

des fuites de produits de fission qui sont radioactifs.
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1.3.1.3 Modérateur :

Les modérateurs sont des éléments qui ralentissent les neutrons qui se déplacent avec une
vitesse de 200000km /s jusqu’a une vitesse qui ne dépasse pas les 2 km/s , cela assure 1’aug-
mentation de nombre des réactions de fission et permet une réaction en chaine efficace. Le choc
avec ces neutrons appelés rapides transfere 1’énergie cinétique de ces derniers aux noyaux qui
doivent avoir une section efficace trés faible pour éviter la capture neutronique des éléments

d’une masse voisine de celle de neutron comme I’Hydrogene , le Deutérium, et le Carbone

1.3.1.4 Les échangeurs de vapeur :

La température tres élevée de calo-porteur est utilisée pour I’échauffement de 1’eau a travers
un générateur de vapeur qui porte 1’eau a ébullition afin de produire de la vapeur qui fait tourner
les turbines des génératrices électriques. Cette vapeur est ensuite condensée pour reproduire de

I’eau et assurer le cycle d’évaporation

1.3.2 Controle des réacteurs

Afin d’éviter I’étouffement de la réaction en chaine, on essaie toujours de garder un nombre
de neutron générés supérieur au nombre de neutrons qui causent la fission. Un parametre K a été
définit, il représente la fraction entre le nombre des neutrons créés par la fission sur le nombre
des neutrons avant fission. Selon sa valeur, on peut citer 3 états de notre réacteur :

k <1 état sous critique : le nombre de fissions induites diminue en fonction du temps réac-

teur qui s’étouffe et toute réaction en chaine finit par s’éteindre

k=1 étrat critique : chaque fission engendre une autre fission, ce qui conduit a un niveau

de puissance constant

k> 1 état sur critique : le nombre de fission augmente a 1’infini, la puissance libérée croit

d’une manicre exponentielle. Ce régime de fonctionnement n’est utilis€ que dans les
armes nucléaires
a travers cette grandeur, on peut calculer la réactivité qui représente 1’écart entre le coeur et la
criticité, elle dépend de la nature des matériaux ainsi que de la géométrie du systeme nucléaire.

Elle est calculée en pcm (suite a ses faibles valeurs ) a travers la relation suivante :

_ Keff—-1

= R (1.1)
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Le contrdle du réacteur assure le fonctionnement du réacteur a 1’aide de barres. La forme des
tubes en acier inoxydable remplis de pastilles ou de poudre d’absorbants neutroniques comme
le bore ou le hafnium, sont insérés dans le coeur, elles absorbent les neutrons, ce qui entraine une
diminution du flux neutronique, cela influe sur la puissance thermique du cceur, en jouant sur la
position de la barre, on peut ajuster avec une grande précision la réactivité dans le réacteur, ce
qui permet 1’approche fine vers un état critique

Pour changer la puissance de réacteur, on déplace la barre de contr6le pour avoir une réac-

tivité positive p > 0 puis on la ramene a 0 afin de travailler dans le régime critique.

1.3.3 Sécurité

Contrairement aux barres de controle, les barres de sécurité sont placées en dehors du cceur
et elles chutent rapidement en cas d’accident par gravité afin de faire chuter le flux neutronique
pour arréter la réaction en chaine. Elles sont constituées d’éléments plus absorbants que celle
utilisée dans les barres de contrdle ( le carbure de bore et le carbure de cadmium ) qui sont

utilisés afin de faire chuter rapidement la réactivité

1.3.4 Types de réacteurs

Bien que le principe de fonctionnement soit identique pour tous les réacteurs, il existe plu-
sieurs familles des réacteurs. Leur différence réside au niveau des 4 constituants d’un réacteur
(combustible, modérateur, calo-porteur, barres de contrdles),les différentes combinaisons entre

ces composant donne naissance aux réacteurs suivants :

1.3.4.1 les réacteurs a eau pressurisée (REP) :

C’est le type de réacteur le plus répandu dans le monde, il utilise I’oxyde d’uranium fai-
blement enrichi(3% a 5%) ainsi que I’eau légere a haute pression (environ 150 bar) comme
calo-porteur. La vaporisation de I’eau ne se fait pas au niveau de circuit primaire mais au niveau
de générateur de vaporisation. Suite a son bon rendement (environ 33%) ce réacteur est tres

utilisé dans la production d’énergie électrique dans le monde .
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1.3.4.2 les réacteurs a neutrons rapides(RNR)

Sont des réacteurs sans modérateur, les neutrons émis lors de fissions acquierent une vitesse
tres élevée. Cela leur permet de fissionner tous les atomes et non seulement les atomes fissiles
et annule les captures stériles, ce qui rend le réacteur plus efficace. L’utilisation de calo-porteur
sodium représente un grand danger vu sa rapidité d’inflammation en présence de I’air, c’est ce

qui s’est déja produit lors d’accident survenu au réacteur Monju en 1995

1.3.4.3 les réacteurs a eau bouillante (REB)

Ce réacteur se caractérise par son utilisation de 1’ eau bouillante comme modérateur et calo-
porteur en méme temps. Le fluide circule sous pression (inférieur a celle de colporteur des

réacteurs a eau pressurée )avant de se vaporiser pour entrainer une turbine

1.3.4.4 réacteurs avancés refroidis au gaz (AGR)

Ces réacteurs sont a calo-porteur de C'O, un modérateur de graphite et un combustible
constitué de dioxyde d’Uranium faiblement enrichi enserré dans une gaine inoxydable, le col-
porteur s’échauffe, il transfert la chaleur au générateur de vapeur, les hautes température que

puisse le C'O atteindre ( jusqu’a 640 C ) lui permette d’atteindre un rendement de 41%.

1.3.4.5 Réacteur a eau lourde (HWR)

Ce réacteur utilise I’oxyde de deutérium DO comme caloporteur et modérateur. La com-
position de deutérium en deux nuclides rend I’oxyde de deutérium plus lourd que le H20. Cette
caractéristique lui permet de ralentir les neutrons rapides afin de stimuler les réactions de fission

,dans ce type de réacteurs, I’uranium non enrichi est I’élément utilisé comme combustible.

1.3.5 fission nucléaire

Les protons et les neutrons sont liés entre eux par des forces électrostatiques et des forces
nsucléaires, ces forces définissent ce qu’on appelle I’énergie de liaison par nucléon les atome
lourds comme U?3® ont une énergie de liaison par nucléon tres faible, ce qui les rendent des
excellents éléments pour la fission. En les bombardant, ils se divisent en plusieurs nucléides
plus Iégers nommés fragments de fission ( 2 a 3 atomes ) , et émet un certain nombre de neutrons

tout en dégageant une énergie tres importante (environ 200 Mev par atome fissionnée). [3]
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La fission induite de I’Uranium 235 par absorption d’un neutron est la réaction de ce type la
plus connue elle est donnée par la réaction

U +in —32 Kr +i Ba+ 3{n

Une importante quantité d’énergie est libérée lors de cette fission, de 1’ordre de 202,8 MeV
pour un noyau d’uranium 235. La part principale de cette énergie est constituée par 1’énergie
cinétique des deux atomes créés 6. Elle s’accompagne en général de 1’émission d’un ou de
plusieurs neutrons rapides (généralement 2 ou 3) qui ont une énergie cinétique moyenne de 2

MeV.

1.3.6 Les émetteurs de neutrons :

Dans une réaction de fission, plusieurs nucléides provenant d’une désintégration (nommés
les précurseurs ) comme le Krypton 87 émettent un nombre important de neutrons pour qu’elles

se stabilisent. Ces neutrons-la sont appelés les neutrons retardés.

1.3.6.1 neutrons promptes et neutrons retardés

La majorité des neutrons de fission sont émis instantanément (plus de 93 % ) pour les 7% qui
restent ,ils représentent les neutrons émis lors d’une désintégration 3 ces neutrons-la sont appe-
1és les neutrons retardés tandis que les neutrons qui proviennent directement de la fission sont
nommés les neutrons promptes ou des précurseurs. Tous ce qui émettent les neutrons retardés
sont appelés des précurseurs. [8]

Les neutrons retardés dans le réacteur suivent une exponentielle comme loi . une approxi-
mation de 6 précurseurs d’une durée de vie homogene au lieu de 60 a été faite pour simplifier
le modele.

La fraction entre le nombre de neutrons retardés sur le nombre de neutrons total est appelée
B. Cette fraction est inférieure a 1%, elle est égal a 0.7% pour 1’ uranium ,elle est plus petite
pour des atomes plus légers. La présence de ces neutrons retardés facilite le controle de réacteur,
le changement dans le taux de réaction devient trop rapide pour €tre calculé. selon la valeur de

B, on peut définir deux types de situation super-critique :
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1.3.6.2 supercriticité retardée

Elle est comprise entre K=let K= c’est dans cette région qu’opere tous les réacteurs

1
1-B >

nucléaires.

1.3.6.3 supercricité immédiate

k> ﬁ C’est dans cette zone qu’opere les armes nucléaires.

1.3.6.4  Section efficace

La section efficace représente la surface liée a la probabilité d’interaction d’un neutron avec
un atome fissile se fasse heurter par un neutron ,on peut représenter ce modele comme des points
répartis uniformément sur ce plan . Le centre de noyau qui heurte le plan a une probabilité bien
définie de passer a une certain distance r d’un de ces centres. Si on a n atomes fissiles dans une

surface S la densité de probabilité est de

nmwr?

S

(1.2)

Cette surface représente donc la surface fictive totale de ces atomes pour reproduire la méme
probabilité. Elle est dépendante mais non identique a la surface réelle des particules. Elle dé-
pend aussi de la vitesse des neutrons et peut atteindre jusqu’a 1000 barn (10~2%m?) pour les
neutrons thermiques et quelques barns pour les neutrons rapides d’ou I'intérét de modérer les

flux neutroniques.

1.3.7 Risques nucléaires

Pour des réacteur de taille réel on définit un facteur effective K. s qui représente le facteur

de multiplication maximal qui puisse €tre atteint dans un milieu réactif bien défini.

1.3.7.1 Risques du fusion de cceur

Représente 1’'un des risques majeurs d’un réacteur nucléaire, la fusion du cceur se produit
lors d’un probleme de refroidissement, cela engendre une augmentation de la température et
une réaction de fusion aura lieu. Une telle réaction provoque 1’évaporation de I’eau de refroi-
dissement, ce qui va augmenter la pression a I’intérieur du coeur et endommager 1’installation.

Une telle explosion peut faire une fissure dans 1’enceinte de confinement[6], ce que facilite
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I’émission des isotropes radioactifs tres dangereux a I’extérieur. Plusieurs accident de fusion se
sont déja produits, comme Tchernobyl et Fukushima font le bon exemple de la gravité d’un tel

phénomene.

1.3.7.2 Accidents de criticité

Cet accident se produit quand la masse critique de fissile dépasse la masse critique, ce qui
augmente la réactivité et provoque une réaction en chane incontrdlée, cette réaction et suivie
d’une émission intense de neutrons et des rayons gamma [6] les conséquence d’un tel accident
sont tres grave, elles peuvent causer de nombreux dégats aux personnes a proximité du sicge
de I’accident comme syndrome d’irradiation aigué ou la personne meurt au bout de quelques

jours.

1.3.7.3 Accidents industriels

Les accidents industriels (incendie, tremblement de terre peuvent endommager tous les dis-
positifs du réacteur. Un probléeme de fonctionnement des protections causent des fuites d’élé-

ments radioactifs a 1’extérieure et conduisent a une contamination de I’environnement.

1.3.8 Déchets radioactifs

Les déchets radioactifs représentent toutes les substances qui contiennent des radionucléides
d’une concentration qui dépasse le seuil que (AIEA) consideré comme admissible. Ces déchets

ne peuvent ni €tre retraités ni utilisés , ils sont classés selon deux criteres.

1.3.8.1 niveau de radioactivité :

TFA tres faible activité (c’est les éléments avec une activité inférieure a une activité de 100
becquerels par gramme )
FA faible activité si ’activité est comprise entre 100becquerels et 100000bequerels

HA si le niveau est d’ordre de quelque milliard de becquerels

1.3.8.2 durée de vie

IIs se classent selon leur période radioactive en 3 catégories :

TVC : une vie tres courte si la période est inférieure a 100 jours

22



VC : quand la période ne dépasse pas 31 ans

VL : quand les déchets comportent des éléments d’une durée de vie supérieur a 31 ans

1.3.9 Gestion des déchets

Afin d’assurer la protection de I’environnement une gestion durable des déchets nucléaires

est mise en place. la méthode de traitement dépend dU type d’éléments radioactifs.

1.3.9.1 Déchets de faible et moyenne activité (FMA)

Ils sont destinés a €tre stockés en surface apres avoir été solidifiés pour éviter la dispersion
de la radioactivité, puis enrobés de béton, de résine ou de bitume pour éviter toute possibilité
de réaction chimique et bloquer le déchet dans son conteneur. Ils sont finalement placés dans
des conteneurs métalliques ou en béton, de bonne résistance mécanique et manipulables sans

dispositions particulieres de radioprotection[7].

1.3.9.2  Déchets de trés faible activité

Les déchets TFA, principalement issus du démantelement, sont compactés et conditionnés
en big-bags ou en caissons métalliques. Ils sont rangés dans des alvéoles creusés dans 1’argile,
dont le fond est aménagé pour recueillir d’éventuelles eaux infiltrées pendant toute la durée du

stockage.

1.3.9.3 Déchets faiblement radioactifs et a vie longue

Ce sont notamment les déchets de graphites, ou encore des effluents bitumés, des substances
contenant du radium, de 1’uranium et du thorium de faible activité massique, ainsi que certaines

sources radioactives scellées et usagées, a vie longue de faible activité

1.4 Equation cinétique de réacteur point

Avant de définir I’équation ¢ qui modélise notre réacteur on commence pa la définition des

différents parametres cinétiques qui le caractérisent.
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1.4.1 Définition des parametres de réacteur :

1.4.1.1 Fraction de neutrons retardés :

Lors d’une fission nucléaire le noyau lourd se divise en 2 noyaux plus légers en émettant
3 neutrons, ces neutrons appelés neutrons promptes, les autre neutrons se forment suite a la
désintégration par radiation - des produits de fission, ces derniers sont appelés les neutrons

retardés, leurs pourcentage par rapport a tous les neutrons de tous le coeur est nommé 3, ¢ .

1.4.1.2  Facteur de multiplication des neutrons :

Le facteur de multiplication des neutrons ( noté K) c’est le nombre moyen émis de neutrons
dans une seule fission qui causent d’autres fissions. les neutrons qui ne contribuent dans aucune

nouvelle fissions ne sont pas pris en compte.

1.4.1.3 Réactivité :

La réactivité calculée en pcm ( pour cent mille )est une grandeur qui nous permet de mesurer
I’écart d’un ceeur par rapport a sa criticité, elle est calculée en fonction de k.;; par une les

relations suivantes :

_ Keff—1

= TReff (1.3)
p=log Keff (1.4)
Keff=¢f (1.5)

1.4.1.4 Durée de vie des neutrons directs

C’est le temps moyen qui sépare I’émission d’un neutron (naissance) et son absorption par le
systeme mort) il est nommé A, ce temps-la il est moins important que le temps entre générations
A qui représente le temps entre I’émission d’un neutron et sa capture par un noyau fissile, donc
il ne prend en compte que les noyaux qui engendre une nouvelle fission la relation entre les

deux est donnée par :

N\ — e (1.6)
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1.4.1.5 précurseurs et estimation en réacteur point

La densité neutronique est approximativement proportionnelle au flux neutronique et ce
dernier est proportionnel a la puissance neutronique. La densité varie a la fois dans le temps et
dans I’espace du coeur. Supposons que le coeur soit assez petit pour que la variation spatiale de
la densité soit négligeable. Le coeur est alors assimilé a un point. Les neutrons retardés peuvent
étre classés en plusieurs groupes, caractérisés par leur constante de temps et leur proportion

relative B3j. Ces facteurs dépendent du combustible. On distingue 6 groupes de neutrons retardés.

1.4.2 équation cinétique de réacteur

dans le cadre d’une théorie simplifiée de ce réacteur point, on s’intéresse a la variation tem-
porelle de flux, cette hypotheses s’applique pas juste parce que notre réacteur est de dimensions
réduites mais il suffit en fait que les flux soient factorisables, ¢’est-a-dire que leurs distributions
spatiales conservent la méme forme au cours du temps, ce qui est vrai dans un état proche de

I’état critique.[8]

1.4.2.1 établissement des équations du modéle cinétique

afin de trouver 1’équation différentielle du réacteur, on penche vers I’intégral qui définit la
population neutronique elle s’écrit :

n(t) = [n(7,t)dV

ou n(?, t) représente le flux neutronique au point r a I’ instant t si on tient compte des
sources neutrons promptes et retardés, les neutrons absorbés et les neutrons qui quittent le réac-
teur.

-la densité neutronique devient

dn(t)
dt

= S,(t) + Sa(t) — [A(t) + F ()] (1.7)
ou Sp peut s’écrire sous la forme :
Sp(t) = (1= B)usSy(t) (1.8)

Tels que [ est la fraction de neutrons retardés et v S¢(t) c’est la source de neutron de

fission. La source Syest attachée au c¢; des précurseurs avec leur taux de désintégrations A\. On
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peut I’écrire sous la forme :

=1

En introduisant tous les parametres cinétiques de notre réacteur, on a les équations sui-

vantes :

1.4.2.2  Facteur multiplicatif :

Sy ()
K.(t) = ————— 1.10
(®) A(t) + F(t) (1.10)
1.4.2.3 Le temps de vie des neutrons prompts
n(t)
A+ F(t) = —=% 1.11
)+ F0) =5 (L1D)
1.4.2.4 la réactivité
ke(t) —1
== - 1.12
kel (1.12)
En combinant les équations 1.7 jusque 1.10 on trouve une nouvelle équation cinétique
dn(t) _ (1—pB)ke(t) -1 -
7 70 n()+; ci(t) (1.13)

En ajoutant I’équation de bilan pour le précurseur on a : Sur les v.5 neutrons émis,on a Svs; de
noyaux de précurseurs de type i, puisque chaque précurseur émet un seul neutron. Comme le
taux de disparition par désintégration s’éléve a Aic;(t), 1’équation de bilan pour le précurseur i

s’écrit :

dt

= [usy — Nic;(t) (1.14)

En introduisant les équations de 1.11jusque 1.14 on aboutit a

dn(t) _ plt)
dt ()

i=1
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dt

A

+ iy (t) (t) (1.16)

les deux équations représentent le modele dynamique d’un réacteur point. La suite de notre
travail se basera sur ce modele dans un régime stationnaire :n(t) = n(0) et ¢;(t) = ¢;(0) dans

ce cas, les deux dernieres équation de systemes s’écrivent sous la forme :

_ ) =P Z”
. Bi
g (t) = Xn(O) (1.18)

en utilisant la 2 éme équation et en la rapportant par rapport a la 1 ere en sachant que > ; 5;=03

on trouve :

P _
11(0) =0 (1.19)

ce qui donne la solution du systeme :

p=0 (1.20)
P — e
Kn(()) = X\ic;(0) (1.21)

les régimes stationnaires correspondent bien aux réactivités nulles ; de plus, les neutrons
retardés n’ont aucune influence sur les résultats précédents Quand le réacteur travail dans un
régime sous critique la contribution des neutrons retardés est négligé est on peut approximer
notre modele en n(t) = %SA

dans le cas simplifié Ou un groupe de neutrons retardés est pris en considération,les équation

3.9 et 3.10 deviennent :

dn(t) p(t)—p

= Be—Sn() + () (1.22)
de B
i An(t) Ac(t) (1.23)
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Avec
B=Y0, fieth=3r, B4

Le comportement d’un réacteur est définit par 3 parametres essentiels la réactivité p le temps
de génération A et la fraction des neutrons retardés 3 ces parametres peuvent étre estimés a 1’aide
de méthodes stochastiques tels que le maximum de vraisemblance et le filtre de Kalman comme
celle qu’on va utiliser le long de ce projet pour les estimer[3]. Dans le travail qui suit, on ajoute
un bruit d’état W (¢) a notre modele,l’estimation a 1’aide des méthodes bayésiennes revient a

déterminer les parametres cinétiques de réacteur toute en filtrant les bruits.

1.5 Réacteur a Zéro Puissance (ZPR)

1.5.1 Théorie de Zéro Puissance

Dans cette partie on va parler des fluctuations neutroniques dans les systeémes nucléaires.
Les fluctuations neutroniques ou bruit neutronique tombent sous deux catégories, bruit neutro-
nique pour le "zero power systems" et bruit neutronique pour le "power reactor". Le concept, la
théorie, et la méthodologie pour ces fluctuations dans plusieurs domaines d’applications, pour
I’extraction des informations ayant une importance majeure. Un nombre d’applications spéci-
fiques est décrit, ou la détection et ’analyse du ZPR et du PR bruit nous donne la possibilité
de tirer des informations et des diagnostiques sur le systeme par détermination et calculer les
parametres de ce dernier, dans la durée d’opération ordinaire, ou par la détection, identification,
et quantification des anomalies afin de déterminer au finale leur sévérité.

Dans les ZPR systeémes, le matériel(I’excitation) du corps est supposé constant dans le temps.
Pour un tel systeme, la distribution non triviale de la population neutronique est guidée par I’ef-
fet du branching, c’est la génération de plusieurs neutrons au méme temps pondant le processus
de la fission. Le processus de la fission génere d’autres chaines de fission, les neutrons résultants
de la mé€me chaine de fission sont corrélés en temps[10].

Cette chaine de fission contient des événements dans un laps de temps fixe et avec une fré-
quence qui peut étre déterminée mais ces événements (fissions) dépendent toujours du temps
d’écoulement depuis la premiere désintégration est donc la distribution probabiliste de ce phé-
nomene stochastique a une non-poisson distribution. cette définition de non-poison distribution

peut étre utilisée dans différentes applications. La théorie de bruit ZPR est basée sur I’équation
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de la balance "master équations” (Chapman-Kolmogorov)[14]. Les applications majeures sont
par exemple la mesure de la réactivité sous-critique du corps, la détection et la quantification du

fissile nucléaire pour la sécurité nucléaire.

1.5.2 Le bruit dans les réacteurs a zéro puissance

Historiquement, les fluctuations neutroniques dans une chaine de réaction ont été étudiées
pour la premiere fois dans "start-up with a weak source"(Harris 1964). Dans les systemes mul-
tiples super-critiques, c-a-d une chaine de réaction avec une source externe, au début le nombre
total des neutrons représente une minorité, et donc les fluctuations relatives dans ce genre de
processus est large. A ce moment, le temps nécessaire pour I’avalanche du comportement super-
critique s’est établit, et a ce moment le systeme a un caractere déterministe, qui peut varier de
cas a un autre significativement. Cela pose la question : c’est quoi la probabilité pour que les
fluctuations dans une chaine de neutron, pourra atteindre son état critique dans un systéme pen-
dant le démarrage sans se référer a un indicateur expérimental.

Un autre aspect pour la procédure de démarrage, connu dans les travaux de Watson et Galton
(1873), cet aspect a un rapport avec le mécanisme des explosives nucléaires. D’un autre part,
la principale utilisation des méthodes de bruit de "Zero Power Reactor” est 1’utilisation de ces
fluctuations dans les systemes stationnaires a basse puissance, comme les sous-critiques corps
avec une source externe pour mesurer toujours la réactivité sous-critique. Un "Power Reactor"
corps pondant son démarrage et son rapprochement vers la criticité est un exemple réel sur les

systémes stationnaires.

1.5.2.1 Méthodologie de bruit neutronique dans les réacteurs a zéro puissance

Le bruit dans les réacteurs a zéro puissance concerne la détermination des statistiques de
la population neutronique dans les systemes multiples. L’importance est dans I’évaluation tem-
porelle des distributions, ou généralement sauf les moments d’ordre inférieur sont connus ex-
plicitement. Dans la description conventionnelle, I’effet espace-énergie externe sont négligés(la
variation spatiale de la densité neutronique est négligeable)[10], et donc on peut assumer 1’ho-
mogénéité du systeme, dans lequel on a une source homogene et un détecteur embarqués. Cet
approximation fait appelle au "modele de réacteur point".

La théorie des fluctuations neutroniques peut absolument €tre formulée dans le cas général par

29



la dépendance espace-énergie-angle d’ouverture dans un systeme matériel fini. Le traitement
général a un désavantage pragmatique, dont ce genre d’équation ne peut pas étre résolue dans
sa forme globale, le concept de cet désavantage dans le cas concret est clair dans I’application
de la mesure de la réactivité ou le matériel et la géométrie de la composition d’un tel systeme
n’est pas connue avec exactitude[10]. Si la composition du systeme est connue avec suffisam-
ment de détails, la réactivité peut €tre déterminée avec un calcul fastidieux.

Les résultats de la correction espace-énergie du modele point est toujours faisable et donne
de tres bons résultats que les pures calculs. Quand la composition du systeme est partiellement
connue, cette connaissance approximative peut étre utilisée pour prouver les résultats de la théo-
rie de I’indépendance spatiale. La méthode de correction introduit une erreur d’imprécision des
connaissances sur la composition du systeme, cette erreur doit étre représentée par un terme de
second ordre avec un effet négligeable. L’efficacité et 1’exactitude de telles méthodes est une
subtile question qu’on va discuter a I’occasion de ce chapitre.

La méthodologie est basée sur la probabilité de balance, nommée aussi Kolmogorov ou Chapman-
Kolmogorov équations ou appelée équations Master[14]. Pour calculer les probabilités de tran-
sition du systeme, la nécessité principale est de définir les parametres d’intensité neutronique et
d’intensité de réaction.

Tel que, ., Aq et Ay sont I’intensité du capteur, de fission et de la détection d’un seul neutron,
respectivement. qui sont données comme A, = v, et \y = Y \y, avec X, est la cross sec-
tion macroscopique du capteur(appelée Superficie Active du capteur 168 cm? pour le réacteur
NUR), v la vitesse du neutron et € est I’efficacité du capteur.En plus, on a A comme constante de
désintégration. La génération des neutrons prompts et retardés est caractérisée par la probabilité
pf(n,m) de I’émission de n neutrons avec m neutrons en retard dans un événement de fission.
cette probabilité et comme toutes probabilités a la propriété de >°,, ,,, py(n, m) = 1.

La prochaine description correspond a une proposition d’une autre simplification oll on suppose
avoir un seul groupe de neutrons retardés. L’utilisation des six groupes de neutrons retardés a la
place d’un seul groupe reste toujours correcte et donne des résultats pour chaque groupe, mais
cette approche introduit beaucoup d’équations et de calculs, en plus I'utilisation des six groupes
va gacher la transparence de cette illustration. Lecteur qui cherche 1’étude généraliste des six
groupes de neutrons retardés peut faire référence a [11].

Similaire a la théorie traditionnelle(déterministe), ce probleme peut étre formulé par plusieurs
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équivalentes approches, nommeées respectivement la méthode directe(forward) ou la méthode
adjointe (backword)de 1’équation du Master[14] ou par I’approche expliquée auparavant. La
différence structurelle dans I’approche directe et adjointe se manifeste largement pour le cas
d’un traitement stochastique que dans un traitement déterministe. Généralement, pour calcu-
ler les moments d’ordres supérieurs, la méthode adjointe est considérée plus efficace. Et pour
raison d’illustration, 1’approche direct est plus appropriée. On a préféré la méthode expliquée
auparavant pour des raisons de simplicité, pour plus d’information sur les deux autres approches

directe et adjointe vous pouvez faire référence a [10].

1.5.2.2 Hypothese de stationnarité dans les réacteurs points

Le retour aux équations (1.24), (1.25) avec la méthode directe, nous permet de voir I’utilisa-
tion de I’équation Master pour obtenir les moments d’ordres supérieurs, la dérivation de ce type
d’équations (moments) avec des conditions au préalable nous donne la possibilité de retomber

sur le couple d’équations cinétiques suivantes.

dn(t) _ p(t) =5

& =R n(t) + Ac(t) + S (1.24)
de(t) B .\
e Kn(t) An(t) (1.25)
telle que
- <V>)\f — ()\f + A + )\d)
p= Y (1.26)
et
A= ! (1.27)
(V)As '

O, p est la réactivité et A est le temps de génération des neutrons prompts, dans ces équations
on assume une source stationnaire avec une intensité constante[10]. Vue cette stationnarité du
systeme, le nombres de neutrons générés est donc constant, donc les dérivés du flux neutronique
et de la densité des neutrons retardés sont nulles. Cela nous donne la solution de 1’équation
cinétique 1.24, 1.25 dans le cas stationnaire.

_As
—p

(1.28)

n
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et

_pn_ Bs
T (1.29)

C

L’équation 1.29, sera utilisée apres, pour déterminer le parametre S3.;s qui est une constante
importante dans les travaux de génie nucléaire, et donc un des parametres qu’on va estimer

dans ce travail.
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Chapitre 2

Instrumentation et Chaine de Mesure

2.1 Introduction

Cette partie du travail est la partie Master, elle est réservée pour I’étude de 1’ensemble des
instruments utilisés au sein du réacteur nucléaire NUR. Ces instruments de mesure sont consti-
tués, d’un détecteur (réseau de capteurs en effet) situé au centre du cceur du réacteur appelé
Détecteur a Chambre d’lonisation et une chaine de mesure a la tache d’amplifier et de filtrer le
signal obtenu par cette chambre.

Donc, ce chapitre va étre deviser en trois parties. la partie théorique, dont le travail va étre sur
la théorie des détecteurs utilisés aux réacteurs nucléaires et sur la chaine d’amplification des
signaux obtenus par ces derniers. La deuxiéme partie sera sur 1’étude de la chaine de mesure
utilisée pratiquement dans le réacteur NUR.

Alors, les deux premieres parties sont situées dans le domaine de I’instrumentation, la troisieme
est par contre une partie sur le traitement de signal et sur I’amélioration de cette chaine de me-
sure. Donc on va proposer dans ce sous chapitre des solutions pour avoir plus d’exactitude et de

précision pour I’instrumentation du réacteur NUR.

2.2 Etudes théoriques

Un rayonnement pénétrant dans la matiere produit des ionisations sous la forme de charges
négatives (électrons) et positives (ions associés). Cette charge est détectable sous forme de cou-
rant ou de tension électrique, le signal obtenu par le détecteur est de 1’ordre de 107531077 Amyp.
Donc, ce courant va étre acheminer dans une chaine d’amplification afin d’avoir un courant di-

sant détectable ou mesurable a la sortie de cette derniere.Comme on a dit au paravent cette
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premiere étude va étre juste sur la théorie de I’instrumentation, donc on va parler sur les prin-
cipales types de détecteurs utilisés pour mesurer le flux neutronique (notre objectif), et sur les

types d’amplificateurs utilisés dans I’instrumentation nucléaire.

2.2.1 Différents types de détecteurs

La détection des rayonnements est une opération treés complexe en soit. De plus, il existe de
nombreux principes physiques qui peuvent €tre utilisés a cet égard. Ceci fait qu’il existe un tres
grand nombre de détecteurs disponibles sur le marché. Les principes a la base de la détection des

rayonnements ainsi que quelques types d’instruments sont donnés dans le tableau suivant(Table

2.1)[5]:
TABLE 2.1 — Principes fondamentaux de la détection et principaux instruments
Principe physique Matiére Exemple de détecteur
Ionisation Gaz Chambre & ionisation
Compteur proportionnel
Compteur Geiger-M ller
Solide Détecteur semi-conducteur
Spectrométre HPGe
Luminescence Solide TLD
Scintillateur Nal
Liguide Scintillation liquide
Oxvdoréduetion Liquide Dosimétre de Fricke
Solide Film photographique
Chaleur Liguide /Solide Calorimeétre

2.2.2 Détecteurs basés sur I’ionisation gazeuse

22.2.1 Mécanisme

Pour ce type de détecteur, le flux neutronique provoque une ionisation des particules du gaz
dans un volume qui représente I’enceinte du détecteur. Lorsque ces ionisations ont lieu dans
un gaz délimité par deux électrodes entre lesquelles une différence de potentiel est appliquée,
on observe une migration des charges positives (ions positives) vers la cathode et des charges
négatives (électrons) vers I’anode (figure 2.1). En circuit fermé, un amperemetre indique le

courant €lectrique passant dans le volume de gaz. [5]
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FIGURE 2.1 — Détecteurs basés sur I’'ionisation gazeuse

Les électrodes sont généralement cylindriques tel que 1’enveloppe de détecteur constitue
la cathode, fréquemment reliée a la masse, I’anode étant un fil fin coaxial auquel est alors
appliquée une tension.

L’énergie moyenne W, nécessaire a la création d’une paire d’ion dépend, d’une part de la nature
du gaz et d’autre part, 2 un degré moindre, de I’énergie de la particule incidente et de sa nature.
Ainsi par exemple, la formation d’une paire d’ions par une particule o du Polonium exige en
moyenne 35, 6eV dans I’aire, 29, 7eV dans le néon, 23, 6el dans le Xénon.

Si la particule perde une énergie W dans sa traversée du volume utile du détecteur, il en résulte
la création de Ny paires d’ions : Ny = W/W7, chaque paire étant formée d’un électron et d’un
ion positif. Ces porteurs de charge se déplacent dans le champ électrique appliqué avec une
vitesse fonction du champ, et de la pression du gaz. La vitesse des électrons étant tres supérieur
a celle des ions positifs, ils atteignent I’anode avant que les ions se notablement déplacés.

Si le champ appliqué est suffisamment intense, les électrons acquicrent assez d’énergie pour
créer de nouvelle paires d’ions par chocs avec les molécules de gaz : sur un parcours dx, N

électrons provoquent ainsi la formation de d/V nouvelles paires d’ions :
dN = a.N.dx 2.1

o Etant le coefficient de Towsend. a dépend de la pression p, du champ électrique F, et de la
nature du gaz selon une expression de la forme :

B
;‘ - Aexp(—fp) (2.2)

A et B étant des constantes, cette ionisation secondaire se produit dans 1’aire dés lors que le

rapport E/p est supérieur a 22, 5mV/cm.Pa soit 2300V /c¢m a la pression atmosphérique nor-
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male. Pour /V, paires d’ions créées par la particule incidente dans le volume utile du détecteur,
le nombre N de charge collectées par les électrodes, et par suite I’amplitude du signal de sor-
tie, dépend de la tension V" appliquée aux électrodes. En fonction de la tension V' on distingue

divers régimes de fonctionnement du détecteur. [10]

2.2.2.2 Les régions opérationnelles des détecteurs a ionisation

Mombre de
ions collectés

v

Tension applegues (W)

FIGURE 2.2 — Chambre a ionisation. Charges en fonction de la tension appliquée. [5]

La région de re-combinaison : I
Lorsque le champ électrique entre les électrodes est faible, les électrons et les ions peuvent
se recombiner en atomes aussitot apres leur création : N < N,. Seule une petite fraction des
charges d’ionisation est détectée par 1I’amplificateur.

La région d’ionisation : II
Une fois que le champ électrique est assez intense pour limiter les recombinaisons, les charges
d’ionisation migrent presque intégralement vers les électrodes. On obtient un signal qui reflete la
charge totale d’ionisation (N = N). Les détecteurs opérant dans cette région, par exemple les
chambres a argon (Ar) liquide et les détecteurs a semi-conducteurs (.57, Ge), ont une excellente
résolution en énergie et le signal mesuré est proportionnel a la charge déposée avec une bonne
linéarité. Les signaux sont assez faibles parce qu’il n’y a pas d’amplification de charges dans le
détecteur, et des amplificateurs spéciaux a bas bruit sont nécessaires.

La région proportionnelle : III, IV
Si le champ électrique est suffisamment intense (E ~ 10%V/cm), les électrons sont accélérés

par le champ électrique et gagnent assez d’énergie pour produire des ionisations secondaires.
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Puisque la probabilité d’une ionisation secondaire par unité de longueur a est constante pour un
champ électrique donné, le nombre total d’ionisations est proportionnel au nombre d’ionisations

initiales :

N = Nyexp(ad) (2.3)
Le facteur de multiplication est donné par :

M = exp(ad) = 10* ~ 10° (2.4)

Les détecteurs opérant dans la région proportionnelle sont généralement des détecteurs a gaz,
parce que les gaz permettent d’obtenir un grand facteur de multiplication lors de 1’avalanche.
[’avantage des chambres proportionnelles est qu’elles n’exigent pas d’électronique a bas bruit.
Elles peuvent étre utilisées pour les mesures d’énergie, mais la précision est moins bonne a
cause de la fluctuation du processus d’amplification et le facteur de multiplication dépend égale-
ment de plusieurs facteurs tels que tension, température, etc. Les chambres a dérive sont idéales
comme traceur devant un calorimetre parce que les particules perdent peu d’énergie dans les
gaz.

Les avantages des chambres a gaz incluent un nombre relativement faible de fils d’anode, et
une bonne résolution spatiale, de 1’ordre de 50um, et une construction facile permettant des
détecteurs de grande surface.

La région Geiger : V

Lorsque le champ électrique est suffisamment fort, les électrons primaires sont capables d’ioni-
ser des autres atomes tres rapidement et une avalanche treés intense se produit. De plus, un grand
nombre de photons sont créés dans le processus par désexcitation des atomes. Ces photons ini-
tient eux aussi des avalanches d’ionisation par effet photo-électrique, au long du fil d’anode ou
le champ électrique est le plus intense. Ces avalanches sont suffisamment intenses pour géné-
rer une décharge €lectrique dans le gaz, si puissante qu’elle est audible. C’est le principe du
compteur Geiger. La décharge ne s’interrompt que lorsque la charge autour de I’anode écrante
suffisamment le champ électrique autour de celle-ci pour que le processus de multiplication
ne puisse plus continuer. Pendant ce temps le détecteur n’est plus sensible aux ionisations pri-
maires, et jusqu’a ce que les ions aient migrés suffisamment loin de ’anode. C’est 1’origine du

temps mort dans le compteur Geiger.
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Dans une décharge, le courant d’anode est saturé. L’amplitude du signal est donc indépendante
des charges primaires. Les compteurs Geiger ne peuvent pas mesurer 1’énergie des particules,
mais on les utilise pour compter le nombre de particules le traversant, méme aux faibles éner-
gies. Ceci est utile pour les mesures de radioactivité. Le taux maximal mesurable est limité par
le temps mort.

La région de décharge : VI
Une augmentation du champ électrique au-dela de la région Geiger entraine une décharge conti-

nue. Un détecteur n’est plus utilisable dans cette région.

2.2.2.3 Chambre d’ionisation

Lorsque le gaz contenu dans le détecteur est soumis a un flux constant de particules, on
recueille a I’anode un courant I qui est proportionnel :
Au nombre n de particules incidentes par second dans le volume utile.

Au nombre N, de paires d’ions formées par chacune de ces particules,
I=qgnNy (g.=16.10""70) (2.5)
Dans le cas d’un rayonnement X ou 7, le courant / peut étre mis sous la forme :

=101 (2.6)

I en A, k étant une constante pour un gaz donné (k = 1 pour I’aire), v le volume utile en cm?

p la pression du gaz exprimée en atmosphere et D le débit de dose en roentgen/heur.

Ce courant /, de I’ordre de 10~ '°4107*A selon le débit de dose est indépendant de la tension C'
dans une plage de plusieurs centaines de volts ; le signal de mesure est la chute de tension v,,
provoquée par ce courant dans une résistance R, €levée (R,, > 10'°Q).

Selon la nature de rayonnement a détecter, on utilise un gaz, une pression et un type de fenétre
assurant la meilleure efficacité de détection.

Pour la mesure du courant délivré par la chambre, on utilise généralement un convertisseur
courant-tension. L’utilisation de deux chambres identiques dont on mesure la différence des
courants de sortie permet de compenser les effets des rayonnements parasites qui leurs sont
communs (rayonnements cosmiques, v ambiant). C’est ainsi qu’est réalisable la détection des

neutrons en présence de flux important de rayonnement v : une électrode de 1’une des deux
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chambres est recouverte d’une couche mince de carbure de bore qui émet des particules « lors
de la capture de neutrons par les noyaux de (1 B); c’est a I’ionisation provoquée par ces parti-
cules o qu’est due la différence de courant des deux chambres.

La détection individuelle de particules est possible au moyen d’une chambre d’ionisation a
condition que la charge collectée a I’anode soit suffisante ; ce n’est en générale pas le cas pour
une particule 5.

Le gaz utilisé est notamment le fluorure de bore (BF3) qui réagit avec les neutrons en émet-
tant des particules v, ou 'Hélium (3He) qui quant a lui émet des protons. Cette réaction est
importante pour les neutrons thermiques. Si on veut détecter des neutrons rapides, on est obligé
d’abord de les ralentir pour réduire leur énergie par diffusion sur de I’hydrogene. C’est pour-
quoi les détecteurs de neutrons sont entourés d’une couche de polyéthylene, matiere riche en

hydrogene. [11]

2.2.2.4 Compteur proportionnel

Il s’agit d’un détecteur a ionisation de gaz, comme le compteur Geiger-Miiller mais fonc-
tionnant avec une plus basse tension. Ainsi, au lieu d’€tre en saturation (chaque arrivée de
photon ou de particule provoque une étincelle maximum), on est dans le régime linéaire, et
donc I'intensité de I’arc électrique créé est proportionnelle a 1’énergie du photon, d’ou le nom

du détecteur.

2.2.2.5 Compteur de Geiger-Muller

Le compteur Geiger, ou compteur Geiger-Miiller (ou compteur GM), sert a mesurer un
grand nombre de rayonnements ionisants (particules alpha, béta ou gamma et rayons X, mais
pas les neutrons). Cet instrument de mesure, dont le principe fut imaginé vers 1913 par Hans
Geiger, fut mis au point par lui et Walther Miiller en 1928.

Il est constitué d’un tube de Geiger-Miiller, d’un systeme d’amplification et d’un systeme d’en-
registrement du signal. Le tube Geiger-Miiller, est en fait une chambre métallique cylindrique
dans I’axe de laquelle est tendu un mince fil métallique, est rempli d’un gaz sous faible pression.
Une tension de I’ordre de 10000volts est établie entre le cylindre (qui fait office de cathode) et

le fil (anode).
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2.2.3 Performance d’un détecteur

La performance d’un détecteur dépend de plusieurs facteurs internes qui dépendent du dé-
tecteur lui méme, et externes qui dépondent du milieu externe, ces facteurs sont les suivant :
Géométrie du capteur :
Les performances d’un détecteur de flux neutronique dépendent de la géométrie du capteur
c-a-d I’angle solide limitée par la surface détective de flux neutronique. Le flux neutronique
généré par une source radioactive divergent dans tout le volume sphérique qui entoure cette

source et donc le détecteur recueil uniquement les particules émises dans 1’angle solide €.

Détecteur

VL» Fenétre du

F’, #
detecteur

Source
Support

FIGURE 2.3 — Géométrie du capteur

1 émission hors 1’angle solide de détection.

2 détections.

3 absorptions par la source.

4 absorptions par le milieu ambiant.

5 diffusions hors I’angle de détection par le milieu ambiant.
6 absorptions par la fenétre de détection.

7 détections apres rétrodiffusion sur le support.

8 Détection apres diffusion par le milieu ambiant.

Bruit de fond :
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Ce bruit est mesurable en absence de source radioactive et il est la cause du rayonnement cos-
mique (le flux de noyaux atomiques et de particules de haute énergie qui circulent dans le vide
interstellaire), la radioactivité ambiante et a la contamination éventuelle du détecteur.
Sensibilité du détecteur :
C’est la plus faible valeur de flux détectable, elle est liée au bruit de fond donc au rapport SNR.
Efficacité de la détection :
C’est le rapport entre le flux incident et le nombre d’événements détectés, elle est liée principa-
lement a I’énergie du rayonnement, type de particules détectées et au type de détecteur.
Temps mort 7 :
Le temps minimal entre deux événements détectés, pour les compteurs actuels le taux de comp-
tage est de 10® événements par seconde.
Linéarité :

Le détecteur est linéaire si le comptage est proportionnel au flux neutronique.

2.2.4 Mesures quantitatives

Taux de comptage :

C’est le nombre d’impulsions net par unité de temps mesurées par le compteur (imp/s).
Npet = Nbrut — BF. (27)

Rendement de comptage :

o Nopet
R = e (2.8)

A est I'activité de I’échantillon. Le rendement R est une fonction du type de désintégration, de

la géométrie du détecteur et de 1’efficacité du compteur. [10]

2.2.5 Amplifications et traitement analogique du signal

Apres cette initiation a la détection nucléaire, on a intérét maintenant a voir 1’étude théorique
de I’amplification du signal obtenu a la sortie de la chambre d’ionisation. Cette chaine de mesure
ou d’amplification contient 5 blocs principaux, sur la figure 2.4 [4], on voit le schéma synoptique

qui représente ces blocs constituant la chaine de mesure.
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FIGURE 2.4 — Schéma synoptique de la chaine de mesure dans le réacteur NUR

On regardant ce schéma synoptique, on constat que cette chaine de mesure a la tache d’am-
plifier le signal, et de donner soit : le signal amplifié avec un gain fixé par 1I’amplificateur li-
néaire, le log de ce signal ou la dérivée de ce log, selon le besoin (ce point va étre détailler dans
la partie pratique). Le signal amplifié va étre transférer vers un translateur de niveau pour avoir

des sortie mesurables, et en fin afficher par un afficheur analogique.

2.2.5.1 Amplificateur logarithmique

Un amplificateur logarithmique délivre en sortie une tension qui varie linéairement avec le
logarithme du courant d’entrée. Dans son principe, on peut admettre qu’il est réalisé a 1’aide

d’un amplificateur opérationnel bouclé par un dipdle D non linéaire (figure2.5).

W
-
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FIGURE 2.5 — Amplificateur logarithmique
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Ces circuits sont essentiellement utilisés pour obtenir une compression de gamme : si I’ampli-
tude du signal d’entrée varie sur plusieurs décades (5 ou plus), ce signal saturera un ampli-
ficateur linéaire, mais pas un amplificateur logarithmique. Ces amplificateurs sont également
utilisés pour obtenir directement en décibels le gain d’un amplificateur ou I’atténuation d’un
filtre.

Les amplificateurs logarithmiques utilisés en instrumentation sont des circuits intégrés trés com-
plexes et coliteux car ils possedent des circuits de compensation en température (correction des
variations de la tension de sortie dues a I’influence du gain d’amplification et du courant de
saturation de dipdle).

On propose le schéma simplifié¢ de cet amplificateur (utilisé au réacteur NUR), afin de calculer
la sortie obtenue par I’amplificateur logarithmique (figure 2.6).

w1

=1
'f}l =

o1

- IR= cte

i w1 Wz +

Retardateur

FIGURE 2.6 — schéma basique de 1’amplificateur logarithmique utilisé a NUR. [4]

Avec :

Ip = Ia (2.9)

In = Ia(exp(Vou/Vi) — 1); (2.10)

Pour une jonction PN en Si, le rapport V;, = KT /q = 26mA a la température ordinaire
300K.Tel que K = C* = 1.38.J/ K appelée la constante de Boltzman, T est la température en
K, q est la charge d’un électron qui vaut 1.6021 * 10-19C, I,; est le courant de saturation de la
jonction et Vp est la tension au bord de la diode (un élément non linéaire en générale).

Et comme le transistor utilisé dans le circuit pratique du réacteur NUR est le transistor 2/N4044
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[4], le courant de saturation I,; est de I’ordre de 1071* A, alors on le néglige afin d’avoir :

Iy = L exp(Vp1/Vr); (2.11)
C’est claire que la tension Vp; = V4, et donc on aura In(Iy;/Is1) = Vi /Vr. Et au finale :

Vi=Vrin(Ig/Is); (2.12)
Le méme traitement pour la deuxieme diode, Alors on a aussi :

Vo =VrIn(Ig/Is); (2.13)
La sortie du retardateur donne la différence V; = V; — V5, est donc elle est égale a :

Ve =VrIn(Ig/IR); (2.14)

Car les courants /4 et [, sont identiques.
Autrement dit, la tension de sortie est proportionnelle au logarithme du courant d’entrée, qui
peut également Etre variée a volonté en agissant sur [z, qui représente 1’échelle de la valeur de

référence.

2.2.5.2  Amplificateur Anti-logarithmique

Pour retrouver la premiere fonction (signal donné par le détecteur), on a placé un amplifica-
teur restituant le terme réel a partir du terme logarithmique. Cet amplificateur est représenté par

le schéma de base suivant :

Ve

._@ % Vs

FIGURE 2.7 — Amplificateur Anti-logarithmique
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2.2.5.3 Dérivateur

0

FIGURE 2.8 — Amplificateur Dérivateur

On considere le montage de la figure (2.8). La loi des nceuds appliquée a I’entrée inverseuse

donne :
dV.-V.) Vi— V.
C =0; 2.15
dt TR ’ 15
T .V dVe .
En régime linéaire V_ = 0 et dans ces conditions T +C 7 0, soit :
dv,
Ve=— = 2.16
RC = (2.16)

Et donc, ce montage réalise une dérivation.

2.2.5.4 Translateur de niveau

Ce bloc est constitué par des trois amplificateurs intégrateurs (chacun pour un des 3 signaux)
ont la tache d’intégrer les signaux dits rampes (puisque le détecteur donne des rampes chaque
fois il recois des charges) pour enfin donner des signaux continus qui représentent le flux neu-
tronique, ces amplificateurs intégrateurs ont des potentiometres en entrée pour fixer le gain et
I’offset (le z€ro) en sortie. Dans ce bloc on a aussi des amplificateurs suiveurs ont le role de di-
viser la sortie en plusieurs, afin de pouvoir brancher les instruments de mesures, d’affichage, et
de contrdle. Donc en général le role principal du translateur de niveau est d’assurer 1’adaptation

d’impédance, I’isolement et enfin avoir des sorties de controle et de mesure.

2.2.5.5 Isolateur galvanique

On parle d’isolation galvanique entre deux circuits électriques ou électroniques, lorsqu’il

n’y a aucune liaison par un conducteur d’électricité (fil électrique, chassis métallique, etc.)
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entre ces deux circuits.

Par exemple, Un transformateur permet une isolation galvanique de deux circuits, Un optocou-
pleur permet une isolation galvanique entre le circuit émetteur et celui du récepteur. C’est un
flux lumineux qui assure la transmission d’information entre les deux circuits. Cette isolation

est utilisée dans I’instrumentation du réacteur NUR pour protéger I’instrumentation de mesure.

2.3 Etudes pratiques

Comme on a dit auparavant cette partie va €tre consacrée juste aux études pratiques du
circuit utilisé pour amplifier et mesurer le courant résultant du flux neutronique. Dont, on
remarque qu’on a la nécessité de traiter principalement 1I’amplificateur logarithmique, 1’anti-
logarithmique et le dérivateur. On a choisit ces amplificateurs pour traiter précisément, puisque

ils représentent les circuits responsables d’avoir un signal représentant du flux neutronique.

2.3.1 Amplificateur logarithmique utilisé au réacteur

Le circuit représenté sur la figure 2.9, génere une tension de sortie proportionnelle au loga-
rithme du courant d’entrée, I’un des transistors (a) est utilisé comme élément non linéaire pour
créer une contre réaction pour I’amplificateur Z;, et dans ce cas ce dernier est logarithmique.
Etant donné que la sortie de Z; est reliée a I’émetteur du transistor (a) par I’intermédiaire d’un
diviseur résistif et de la base d’un autre transistor (b), le courant de collecteur du transistor (a)
est égale au courant d’entrée /. Le transistor (b), est utilisé comme élément de contre-réaction
pour Z3, son courant de collecteur est par I’affection d’une rétroaction négative égal au courant
de I’entrée constante I5. Etant donné que le courant de collecteur et la tension base-émetteur
sont constantes donc (sans tenir compte de 1’effet de la température) la tension base-émetteur du
premier transistor (a) est aussi constante et elle varie en fonction du changements dans le courant
d’entrée . La tension de sortie V; est une fonction de la différence des tensions émetteur-base
des deux transistors, et donc les transistors (a) et (b) ont la tache du retardateur étudié a la partie

théorique.
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Circuit de verroudlage
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FIGURE 2.9 — Amplificateur logarithmique utilisé au sein de NUR. [4]

Et donc, on trouve :

(R7//Rs) + (Rrc// Ruo)
(Rrc//Ro)

Vs = (Vees — VBEW); (2.17)

avec

VBE = (VBEb — VBEQ) = —(KT/(]) 1Il(]ca/lcb); (218)

Et, par la suite on a :

(R7//Rs) + (Rrc// Rao)
(Rrc//Rio)

Cette derniere expression montre que la sortie est proportionnelle au logarithme du courant

V, = —(KT/q) In(lea/L): (2.19)

d’entrée.

Le coefficient K'T'/q indique que la tension de sortie est directement fonction de la température
absolue, cependant [?p¢ est directement proportionnelle a la température. Elle peut maintenir un
gain constant pour une précision contre température requise. La compensation de température

est d’environ 0.0005C ! sur une plage de température de 0 — 50C.
(R7//Rs) + (Rrc//Rio)
(Rrc//Ro)

résistance Rg définit zéro. Avec les valeurs spécifiées le facteur d’échelle est de 1V /decades,

Le diviseur de tension fixe le gain, tandis que le courant a travers la

nous avons alors :
Vs = —[lg(Ig/Ig) + 0.5|Volt; (2.20)
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Mais étant donné que le courant d’entrée est directement proportionnelle au flux des neutrons,
en fin de compte on a une sortie de tension proportionnel au logarithme du flux de neutrons, et

donc :
V. = Alg(n(t)); (2.21)

Dont, A est le facteur d’échelle et n(t) est le flux neutronique. Pour un débit de croissance

exponentielle (produite par un accroissement positif de la réactivité) on a :
n(t) = n(0)exp(t/T); (2.22)
Tel que, n(0) est le flux initiale et 7" est temps de croissance constant ou la période.
Le débit n(t) est représenté une tension de sortie d’une phase logarithmique, et donc on peut
arrivé a I’équation suivante.
V. = ~[ig(n(0)) + /T lg(exp)); (2.23)
En dérivant le signal obtenu :

dv, 043 .
o —ATdecades/s, (2.24)

2.3.2 Amplificateur Anti-logarithmique utilisé au réacteur

En effet, cet amplificateur est un simple amplificateur suiveur avec un gain unitaire (le rap-
port entre Ry7 et R;3) et non pas un anti-logarithmique, puisque son entrée est la méme entrée
de I’amplificateur logarithmique, cette entrée est acheminé par 1’intermédiaire du transistor (a).
Le courant d’entrée (donné par le détecteur) est égal au courant /., et donc égal au courant
I, qui est I’entrée de I’amplificateur Z4, la diode DZ4 a la tache de fixer la tension entre les
entrées de I’amplificateur et méme la bande passante (on travail toujours on basses fréquences).

la figure (2.10) représente le schéma de cet amplificateur.
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FIGURE 2.10 — Amplificateur Anti-logarithmique utilisé¢ au NUR

2.3.3 Dérivateur utilisé au réacteur

Pour ce dérivateur, la tension de sortie donne toujours la dérivé du signal d’entrée.

Zo
V.=V, 22 2.25
7 (2.25)

Tel que, Z; = 1/PC} et Zy = Ry (faire référence au Datasheet CIC). Et donc on peut écrire

VS = PRgCl‘/e (226)
Ce qui implique
dv,
V, = RsC1—= 2.27
sC1 (2.27)

En remplacant V,

Vs = RgC’lAd(lg(CZf(t))) (2.28)

La sortie de ce dérivateur est proportionnelle a la dérivé du flux neutronique.

0.43

Dans plusieurs montages, I’amplificateur dérivateur est utilisé principalement pour surveillé les
variations du signal, puisque ce circuit peut donner la dérivé et donc la période du signal traité.
Au sein du réacteur NUR la sortie du dérivateur est tres importante afin d’avoir la période du
signal représentant de flux neutronique, cette information sur la période est le clé de controler

la réaction en cours.
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2.3.4 Remarques et conclusion

On a traité dans cette approche, le circuit utilisé au réacteur NUR en général. Il reste de
mentionner le role des circuits de verrouillage, ces circuits bloquent la chaine de mesure en cas
d’un courant d’entrée tres élevé afin de protéger le circuit global. En addition, d’autres circuits

et dispositifs sont utilisés pour afficher les signaux sur des afficheurs analogiques.

2.4 Application du traitement de signal dans I’instrumentation

L’application du traitement de signal dans I’instrumentation a un trés grand succes a nos
jours. Le traitement d’antenne est un des exemples les plus connus et les plus bénéfiques. Dans
ce sous-chapitre, on a aimé introduire des notions de traitement d’antenne dans la chaine de
mesure constituée par un réseaux de capteurs (antennes) situés dans 1’enceinte du réacteur. Ce
réseau de capteurs a I’importance de nous livrer le signal représentant du flux neutronique (ré-
sultats obtenus auparavant) et donc de controler le réacteur en basant sur cette information de
valeur. Et pour cette raison on a proposé 1’approche de I’algorithme PCA (Principal Component
Analysis). Cet algorithme a intérét de filtrer le bruit et de décider le capteur qui a le signal le
plus exacte.

Le PCA est le nom en général d’une technique qui utilise des principes mathématiques sophis-
tiqués pour transformer un nombre de parametres probablement corrélés a un nombre inférieur
ou égale de parametres déccorrélés nommés "Principals Components". L’origine du PCA est
lié a I’analyse multivariée de données, et donc il a plusieurs applications dans le traitement de
signal et méme dans le traitement de I’image (restauration, compression et décompression), les
applications les plus connues de 1’algorithme PCA est le de-noising signals et la séparation de
sources.

En général, le PCA utilise une transformation de 1’espace de vecteur pour réduire la taille (di-
mension) tres grande de la donnée. En utilisant une projection mathématique, la donnée original
a beaucoup de variables, peut €tre simplifiée pour la représenter enfin avec peu de variables.

L’ objectif de cette partie de travail est d’expliquer le coté théorique du PCA, et de fournir une

application pratique de I’algorithme sur la chaine de mesure du réacteur NUR.
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2.4.1 Théorie de I’algorithme PCA

Pour un signal défini dans une base quelconque, I’information toujours donnée avec un
bruit aléatoire supposé de distribution Gaussienne, ce bruit peut influer la mesure et donner de
fausses résultats (dans le cas d’une chaine de mesure désadaptée). Le principe du PCA est de
transformer les vecteurs de signal dans une premiere base vers une autres base (a chercher),
pour enfin de compte avoir un signal moins bruité.

La question qui se pose maintenant c’est : est-ce-qu’on peut trouver une autre base qui est une
composition linéaire de [’ancienne base, et a partir de cette base est-ce-qu’on peut reconstruire
notre signal ?.

En assumant qu'on a un ensemble de données représentées en terme de matrice m X n, X
ou n est le nombre de colonnes (échantillons en temps) et le m est le nombre des lignes qui
représentent le nombres de variables (signaux).

On a la tache maintenant de transformer la matrice X linéairement, pour avoir une autre matrice
Y, avec les mémes dimensions m X n, avec une matrice de transformation P de dimension

m X m;
Y =PX (2.30)

Cette équation représente le changement de base. Si on considere les colonnes de P d’étres les
vecteurs colonnes p1, pa, ...., Pm, €t les colonnes de X comme la suite de vecteurs x1, Zo, ..., Z,,0n

aura I’interprétation suivante :

P1T1 P12 ... Pi1ly
P21 P2 ... Paly

PX = (P7,P%s....PT,) = _y. 2.31)
PmZ1 PmT2 ... DPmTn

Tel que, p;, x; € R™, et p;x; est le produit Euclidien standard (scalaire). Ce produit scalaire est
donc la projection de X dans I’espace engendré par les colonnes de P, cet espace représente les
directions des composantes principales.

Pour une matrice X de vecteurs 7 ; centrés, on peut considérer la matrice de covariance suivante :
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nal nrd ... mal
= 7T . 7T = 7T
Cx=— €ER (2.32)
n
T,07 T,aY ... T,TT

Pour cette matrice, on a calculé les auto-covariances sur la diagonale, et les cross-covariances
sur le reste des termes. Revenant a notre probleéme, la transformation linéaire (la projection) de
la matrice des données, en utilisant 1’équation (2.30 ), avec une matrice P qu’on doit chercher.
11 faut décider aussi les caractéristiques et les propriétés que la matrice Y (Cy) doit vérifier pour
obtenir notre objectif de compression et de filtrage.

La matrice de covariance est considérée comme un parametre qui détermine le niveau de cor-
rélation entre les vecteurs d’une matrice. La méthode de I’algorithme PCA, consiste a chercher
une matrice Y avec des colonnes les moins corrélées possible, et donc les cross termes de la
matrice C'y doivent étres nuls (les termes de la diagonale sont obligatoirement positifs). Par
contre on s’intéresse aux valeurs larges de la diagonale de la matrice résultante, puisque elles
représentent la dynamique du systeme (puisque les petites termes de la diagonale représentent

le bruit). Donc pour construire la matrice C'y, on a I'intérét a :

— Maximiser le signal, et donc maximiser les termes de la diagonale
— Minimiser la variance entre les variables, et donc minimiser les cross-termes de la matrice
de covariance

On arrive a la conclusion qui dise, plus que les cross-termes sont proches de zéro plus qu’on
a une matrice C'y diagonale. Si on doit choisir une matrice de changement de base P, donc ¢a
doit étre la quelle qui donne une matrice Cy diagonale, avec cette solution on pourra atteindre
notre objectif.
Les vecteurs pi, pa, ...., Pm, sont supposés orthonormaux [16]. Avec la derniere supposition on
peut obtenir la matrice diagonale de C'y voulue. En considérant la formule mathématique de la

matrice de covariance C'y de Y en fonction des parametres X, et P.

1

— _yvyT —
n

Cy ! (PX)(PX)" = lP(XXT)PT, (2.33)

n n
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et, donc

1
Cy = gPSPT (2.34)

S=XxXxT (2.35)

Notant, que la matrice S est symétrique et de dimensions m x m. Qui veut dire qu’elle est
diagonalisable en une autre matrice avec des colonnes orthonormales, Donc on peut 1’écrire

sous la forme :
S = FEDE" (2.36)

Ou, E une matrice m X m orthonormale, tel que ses colonnes sont les vecteurs propres ortho-
normaux de la matrice S, et D la matrice des valeurs propres diagonale. Le rang r de la matrice
S représente le nombre de vecteurs propres ou de valeurs propres non nulles, donc cette projec-
tion, a un sous-espace signal représenté par les r vecteurs propres de la matrice S, et m — r sera
la dimension du sous-espace bruit (avec des valeurs propres de D presque nulles).

En ce moment, on peut définir la matrice de transformation de base P = ET. cella nous don-

nera :
1 T 1 T T
Cy = —PSPT = ~ET(EDE")E (2.37)
n n

Sachant que, la matrice £ est orthonormale donc ETE = I, ou I est la matrice identité m x m.

Pour ce spécial choix de P :

Cy = lD (2.38)

n

Un dernier point a remarquer pour cette méthode, qu’on a automatiquement obtenu les com-
posants principales directement a partir de la matrice de variance orthogonale. la valeur propre
considérable représente la premicre composante principale (signal utile avec un changement de
base), la deuxieme valeur propre représente la deuxieme composante qui sera le bruit dans le
cas de deux capteurs (exemple de simulation). Donc on doit ordonner les valeurs propres dans
un ordre croissant (la méme chose pour les vecteurs propres), a ce stade on atteint notre objectif

de transformer la matrice C'y en matrice diagonale D avec une matrice de changement de base
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P = E7T, et donc pour reconstruire notre signal on a juste 2 multiplier le premier vecteur propre
de E avec la racine carré de la premicere valeur propre de D afin d’avoir le signal utile filtré du

premier capteur.

2.4.2 Simulation et commentaires

Sous MATLAB, on a réalisé un programme simple pour appliquer 1’algorithme PCA sur les
signaux obtenus par les chambres d’ionisation situées a I’intérieur du réacteur NUR. On a prit
les signaux de deux capteurs pour plus de simplicité, et afin de pouvoir représenter ces signaux
en deux dimension (et non pas plus). les signaux utilisés sont bruités et non pas centrés pour
obtenir un décalage sur I’axe des y afin de comparer les signaux entre eux et entre signaux et
signaux apres 1’application du PCA. On a aimé aussi de traiter le cas ol on a une panne au

niveau d’un des capteurs, c’est pour voir le comportement de 1’algorithme PCA.

2.4.2.1 Cas de deux capteurs

Dans cette partie de simulation, on a prit les signaux de deux chambres d’ionisation, on a
donc un signal C'ap; et un autre Cap,. les signaux Cap; et C'ap, sont influencés par le bruit
de la chaine de mesure, mais se bruit est n’est pas le méme sur les deux capteurs, par contre
les signaux utiles des deux capteurs sont corrélés (condition de méme chaine de mesure pour
les deux capteurs). En appuyant sur se principe, 1’algorithme PCA cette fois cherchera le max
d’énergie dans les deux signaux (valeurs propres les plus considérables), ce maximum d’énergie
représente donc le signal utile qu’on cherche.

Soit C'ap, et Cap, deux signaux idéaux (sans bruit) obtenus par deux capteurs, on a donc :

Cap; = Sig, (2.39)

Cap, = Sigs. (2.40)

Si, on trace le signal C'ap; en fonction de C'ap, on va avoir une ligne droite représente le
maximum de corrélation entre les deux signaux puisque ils sont théoriquement identiques, ce

maximum de corrélation représente aussi le maximum d’énergie utile (le signal utile).
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Maintenant, pour le cas réel on a :

Cap, = Sigi +ni, (2.41)

Caps = Sigs + noa, (2.42)

Dans ce cas, le tracé du signal C'ap; en fonction de C'ap, est donné par la figure 2.11.
x 10° Sig1 en fonction de Sig2

T T T T T T

2.2

Sigl
N
[y

191

0.85 0.9 0.95 1 1.05 1.1 1.15 1.2
x 10

FIGURE 2.11 — Représentation des deux signaux bruités

En remarque une dispersion de 1’énergie autour de la ligne supposée linéaire auparavant,
c’est ’effet du bruit additif sur les deux signaux. L’algorithme PCA va donc chercher cette
ligne droite (qui représente le maximum de corrélation entre les deux signaux) en cherchant la
matrice diagonale transformée. la figure (2.12) représente les signaux des deux capteurs et le

signal reconstitué apres filtrage PCA.
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x 10° PCA Algorithme
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FIGURE 2.12 — Algorithme PCA

On remarque que le signal obtenu par la méthode PCA est proche aux signaux non filtrés de
point de vu bruit puisque la chaine de mesure utilisée au réacteur NUR est vraiment adaptée et
a un rapport SN R trés grand. On remarque aussi que les deux signaux donnés par les capteurs
ont des amplitudes différentes (la composante alternative) et donc le signal obtenu par le PCA
a une amplitude minimale puisque la différence d’amplitude est considérée comme bruit pour
cet algorithme. On a aussi un déphasage entre les signaux non filtrés et le signal donné par le
PCA, c’est tout simplement I’effet du filtrage, le PCA est en fait un filtre qui a une fonction de

transfert qui introduit un gain G inférieur a 1 et un déphasage ®.

2.4.2.2 Cas de panne

Le cas ou un des capteurs tombe en panne pendant 1’acquisition ou le traitement des signaux.
Ce cas donne une imprécision majeure, puisque les signaux donnés par les deux capteurs vont
étres déc-corrélés et avec une grande différence entre valeurs. Le PCA dans ce cas prend le
maximum d’énergie qui va étre le signal donné par le capteur en bonne état. La figure (2.13)
représente le premier signal en fonction du deuxieme, et la figure (2.14) représente les signaux

apres filtrage avec PCA.
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Sigl en fonction de Sig2
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FIGURE 2.13 — Représentation des deux signaux bruités dans le cas de panne
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FIGURE 2.14 — Algorithme PCA dans le cas de panne

En remarque pour la deuxieme figure, que 1’algorithme donne un signal proche au signal du
capteur en bonne état car le signal filtré représente la valeur propre la plus grande est donc le
maximum d’énergie, qui est le signal Sig; dans notre exemple. On remarque aussi un filtrage

de bruit au niveau du signal obtenu par PCA.
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2.4.3 Conclusion sur PCA

La séparation de source avec 1’algorithme PCA a ces avantages et ces inconvénients, I’avan-
tage majeur est la simplicité de 1’étude théorique et méme la simplicité de I’implémentation
sur MATLAB, I’'inconvénient de cet algorithme est dans le cas ol les deux capteurs (chaines
de mesures) ne sont pas identiques et donc les signaux utiles obtenus seront moins corrélés.
Ou dans le cas ou le rapport signal sur bruit est faible dans ce cas le maximum d’énergie ne
représenteras plus le signal utile mais le bruit, et donc on aura une divergence de signal obtenu

vers le bruit.

2.5 Conclusion

Cette partie été la partie instrumentation et au méme temps ma partie Master, on a traité
les types de détecteurs utilisés au réacteur NUR. On a fait aussi I’étude théorique et pratique
de la chaine de mesure qui été un travail de fourmi vu sa difficulté, cette chaine de mesure a
la tache de donner des informations sur la puissance du réacteur, le flux neutronique et méme
sur la période du signal représentant le flux neutronique (tiré de la dérivé et donc on pourra
méme savoir la vitesse de la réaction), enfin on a introduit des notions de traitement de signal
(séparation de source) pour améliorer la chaine de mesure afin d’avoir moins de bruit sur la
mesure, I’application MATLAB nous a montré I’efficacité de la séparation de sources dans

I’instrumentation en général et la puissance de I’algorithme PCA dans ce genre d’approches.
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Chapitre 3

Théorie de Filtrage de Kalman

3.1 Introduction

Le probleme du filtrage consiste a déterminer des estimateurs de variables du systeme
lorsque I’environnement présente des perturbations aléatoires. Nous allons donc étudier dans
cette partie I’aspect stochastique de la notion d’observateurs. Deux points de vue peuvent étre
utilisés pour aborder cette question : celui de Wiener qui utilise une approche fréquentielle et
celui de Kalman qui utilise 1’approche temporelle. Dans tous les cas, le but est de déterminer
un systeme (le filtre), optimal au sens de la minimisation de la variance d’erreur entre la va-
riable réelle et son estimation. Nous ne regarderons ici que la deuxieéme approche. En effet,
un filtre de Wiener est un cas particulier de filtre de Kalman et cette dernieére approche permet
d’appréhender directement le cas d’un systéme non stationnaire multivariable. Dans ce cadre
on peut également classer les problemes d’estimation suivant la quantité d’informations dispo-
nible. En effet, considérons un systeme dont on posséde un ensemble de mesures m(to, ¢ r),entre
les instants ¢y (instant initial) et ¢ (instant final), sur les entrées et les sorties. On peut chercher
a estimer la valeur de 1’état = a un instant donné 7(que I’ on notera par Z(7/m(to, t))Suivant
la valeur de 7,0n distingue :

— si 7 < tyil s’agit d’un probleme de lissage

— si 7 = tyil s’agit d’un probleme de filtrage

— si 7 > tyil s’agit d’un probleme de prédiction
Alors qu’un probleme de prédiction peut étre ramené a un probleme de filtrage par une estima-

tion de
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Ty = Z(ty/m(to,ts)) suivie d’une prédiction par utilisation du modele initialisé a = ,il n’en
est pas de méme du lissage. En fait, ce dernier probleme peut étre résolu par la combinaison de
deux problemes de filtrage : un filtrage de ¢pa 7 et un filtrage rétrograde de ¢; a 7 Ainsi, un seul
algorithme permettra de traiter ces trois problemes.

Le filtre de Kalman est un reconstructeur d’état dans un environnement stochastique. Lorsque
les variances des bruits sont connues, ¢’est un estimateur linéaire minimisant la variance de 1’er-
reur d’estimation. Les algorithmes donnant la solution de ce probleme ont été déterminés ini-
tialement par KALMAN, 1959 dans le cas discret et KALMAN, BUCY, 1961 dans le cas continu.
Nous établirons, dans un premier temps, les équations du filtre de Kalman discret puis, celles

du filtre de Kalman continu par passage a la limite.

3.1.1 Filtre de Kalman discret

Etant donné un systéme linéaire stochastique (figure 3.1) dont 1’évolution dynamique est

modélisée a I’aide de 1’équation d’état :

Tpp1 = Apzp + Bruy + Grwy, 3.1

ye = Crri + v (3.2)

Ou £ représente les instants successifs du temps, z; systeme de dimension n, y; la sortie
(mesure ou observation) de dimension m, uy 1I’entrée certaine de dimension [, w;, le bruit d’en-
trée (ou de dynamique) de dimension [, wy, v, le bruit de mesure de dimension m. Les matrices
certaines A, Bj, G, C) sont de dimensions convenables. Pour éviter toute confusion nous
représenterons dans la suite, la matrice identité d’ordre n, simplement par [.

Ce modele peut étre considéré comme représentatif d’un systeme a temps discret ou plus gé-
néralement étre obtenu a partir de la discrétisation d’'un modele représentatif d’un systeme a
temps continu. Les séquences de bruit wy, et v. Leurs propriétés aux premier et second ordres

sont données par :

Vg, Rk(SkJ 0 0
E(] 2 | % (vf 4 w;)): 0 P 0 (3.3)
Wy, 0 0 Qkékyl
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ou E représente I’espérance mathématique, Ry,(Q)x, Sk, Fpdes matrices symétriques définies posi-

tives, et 0y, ;est le symbole de Kroknecker.

Process equation Measurement equation

Wi Xiel

FIGURE 3.1 — Schéma représentant d’'un modele dynamique linéaire discret. [15]

3.1.1.1 Equations du filtre

Le probleme du filtrage, au sens de Kalman, est de trouver, pour le systtme dynamique, la
meilleure estimation zde I’état = a I’instant k, a partir d’observations effectuées jusqu’a I’instant
discret j, au sens du critere de la variance conditionnelle minimum. Cela signifie que I’estimée
z est telle que. E[||zr — Zkl|*/{yov1, -, v;}] < Elllzr — 2]1?/{vov1, -., y; }| Pour tout vecteur z
fonction des observations {yo, y1, ..., y; }Nous noterons Zj,; estimateur optimal, et Zj/; et ¥y /;

erreurs d’estimations :

Ur)i = Yk — Cryy; (3.5)
Suivant que k < j,k = jouk > j, on dit que T)/;une valeur lissée, filtrée ou prédite de xy.
Contrairement au probleme de prédiction qui utilise, a partir d’une valeur filtrée le modele non
bruité, le probleme de lissage nécessitera un traitement plus complexe (on doit tenir compte

d’informations futures) qui sera étudié dans un paragraphe particulier. Pour simplifier les nota-

tions, nous poserons désormais :

cov(z) = E[z2"] (3.6)

Py = ElZ 3.7

Tel que : fk‘/t = xk/tx];/t Et jk/t = E[xk/t]

61



Le probleme de filtrage au sens de Kalman est résolu en utilisant les principes de base de
I’estimation, simple puis récursive, d’une variable aléatoire. Dans I’annexe A, on établit que les
équations de fonctionnement d’un filtre de Kalman discret se décomposent en deux étapes :
une étape de prédiction
Trpie = Arlin + Brug (3.8)
Pevie = ApPupAl + GuQirGY (3.9)

une étape de correction
Thpie = Tro-1 + Kie(ye — Crlip—1) (3.10)

Por = (1= KyCy)Prp (3.1D

OuK, est le gain optimal du filtre, donné par :

Ky = PopaCrx;! (3.12)

Y = Rip+ CpPipCf (3.13)

La construction de cet algorithme montre qu’il permet de répondre a deux objectifs diffé-
rents :
— c’est un filtre linéaire minimisant la variance a priori de 1’erreur d’estimation. Dans ces
conditions, les bruits peuvent ne pas €tre gaussiens ;
— c’est un filtre maximisant la probabilité a posteriori des grandeurs a estimer. Cela n’est

alors applicable que dans I’hypothese de bruits gaussiens

3.1.1.2 Formes particulieres du filtre

Le filtre de Kalman discret est composé de I’ensemble des relations (3.11) et (3.13), mais,
suivant que 1’étape de prédiction suit ou précede 1’étape de correction, on peut réaliser un filtre
estimateur ou un filtre prédicateur-a-un-pas (Zy/k; Pr/k) — (Tr+1/k+1> Prt1/k41)), on réalise
alors un filtre estimateur :

Trr1/kr1 = (I — Kig1Crpr) (Ap)Zi + (1 — K1 Crg) Bruge + K1Y

Prvijpsr = (1 — Kk+10k+1)(AkPk/k:A;;F + GrQiGY)

K1 = (AP AL + GrQwGE)CEL X0

Sit1 = Riy1 + Cror (AP AL + GrQiGL)CLL (3.14)
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Trjk—1, Prje—1 — (fk+1/k+1, Pk+1/k+1)
on réalise alors un filtre prédicteur-a-un-pas :

Trpe = Ar(l — KpCr)Zhi—1 + Brup A Ky (3.15)
Popape = ApI = KixCr) Pepp 1 AL + GrQiGY (3.16)

Ou K, définieen 3.13 :

Bien que ces expressions n’apportent aucune simplification, il est nécessaire de remarquer
que, dans le filtre de Kalman, le filtre estimateur et le filtre prédicateur-a-un-pas, les expressions
permettant de calculer le gain K et les matrices de covariance Pk et Py 1 ,s0ont indépen-
dantes des mesures

et des valeurs de 7€t Tj41/; elles peuvent donc étre calculées a I’avance. On aboutit, a

partir de 3.13 et 3.16 ,3.11, a I’équation de récurrence fournissant Py :
Pk = ApPrji1 AL + GrQiGL — A Piji—1 O (Rig+ Ci Pryi—1 O ) T Cr Peji—1 Ay (3.17)

Qui est une équation de Riccati permettant de calculer P et Ky, par 3.13 3.11 . Une fois
ces matrices connues , les filtres peuvent étre réalisés par 3.15 et 3.16 suivant que 1’on dispose

ou non de la sortie a I’instant k + 1.

3.1.1.3 Résultats supplémentaires

Les matrices intervenant dans le filtre de Kalman ont les propriétés particulieres suivantes :

— de Cou X dans 3.11 a I’aide de 3.13 conduit directement aux expressions :
Py = Pojio1— KiSk K} = Prjro1— Piji—1C) (Re+Ci Prje—1CL) 7 CiPrje—1 (3.18)
— L’utilisation du lemme matriciel :
(A+BCD) '=A"1—-A'B(C'+ DA 'B)"'DA™! (3.19)

Conduit directement, a partir de 3.19, a :
Py, = Py + CLRECy

— L’utilisation du lemme matriciel sur >, conduit a :

it =Ry = RGP U R (3.20)
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Soit, d’apres 3.13 :

Ky = Py 1CL Ryt — Py O Ry Cr P CL R (3.21)
On obtient finalement :
Ky = Py CL R (3.22)

Cette relation a une interprétation plus facile que la formule initiale (3.13) qui doit étre

envisagée lorsque Rest singuliere. En effet, K est le gain de correction (3.13) et I’on

peut faire le raisonnement qualitatif suivant :

— confiance dans les précédentes estimations (P, ,_;faible) et doute dans les mesures
(Ryélevé) doivent impliquer un gain K faible

— doute sur les précédentes estimations et confiance dans les mesures actuelles doit en-
trainer un gain de correction élevé, ce qui est vérifié par la forme (3.22)

comme ¥ /k—1 = CpTp/p—1 il vient :

Uk/k—1 = Y& — Uk/k—1 = CrTpp—1 + Ox (3.23)

il vient :

La matrice de covariance de I’erreur de prédiction sur la sortie est alors donnée par :

Cov(Ur/k—1) = CrPrjr—1Cl + Ry = Xy, (3.24)

Ce qui permet de donner une interprétation évidente de la matriceXy
De méme que précédemment, on a :

Uk/k = Yk — Yk/k

= yr — CpZrsk

= CyZpk + V-

La matrice de covariance de I’erreur d’estimation sur la sortie est alors donnée par :

cov(Gix) = CrPyyrCr + Ry, (3.25)
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D’apres les relations précédentes :

Uk/k—1 — Ue/k = Cr(T/e — Tjp—1) (3.26)
Ce qui, d’apres (3.9) et (3.22), conduit a :

Ur/k—1 — Ukje = CulKp(CrZpyi + vi) (3.27)

La matrice de covariance de 1’écart estimation-prédiction, en utilisant 3.19, est donnée

par:

cov(Tr/n—1 — Uiyk) = Crulx S KL CF = Cy(Prji—1 — Pey) O (3.28)

3.1.1.4 Modele a bruits corrélés

Dans le cas ou les bruits de dynamique et de mesure sont corrélés, il est possible de
reprendre toute 1I’étude précédente. Une facon plus rapide d’établir les équations du filtre
de Kalman correspondant consiste a se ramener au cas d’un modele a bruits dé-corrélés
par la construction d’un modele équivalent.

En effet, supposons que I’on ait :

Elvgw]] = Sf 6k (3.29)
On introduit alors le nouveau vecteur de bruit de dynamique :

wy = wy, — Sp Ry vk (3.30)

Pour lequel il est facile de vérifier que E[vywi] = 0. L’ utilisation de ce bruit, dans les

équations du modele initial , conduit directement au modele équivalent cherché :

Tpe1 = Apzy + Brug + Gryp + Gry, (3.31)
ye = Crar + vy (3.32)
A = Ap— GLSiR 'Oy, G = GLSp R, (3.33)

Les propriétés statistiques des bruits de ce modele sont telles que :

Elve] =0, E[wy] =0 (3.34)

} = 3 * (5k,l (335)
0 Qk



Ou Q = Qr — SpR,'SY.

11 suffit alors d’appliquer, sur le systeme 3.33, le filtre de Kalman discret défini dans le

cas d’un modele a bruits non corrélés. Les étapes de correction 3.13 et de calcul de gain

3.16 sont conservées. Seule est modifiée 1’étape de prédiction qui devient :
fk-ﬁ-l/k = Akfl,’\k_,_l/k + Bruy + ékyk
P = ApPipAl + GiQiGY

En tenant compte des expressions de AjetGy, il vient :

Tri1/k = AkTrsn + Brug + GeSkRy  (yx — CiZiggr)
Et I’utilisation de (3.9) conduit a la forme :

Thpr/k = ArZrse + Brug + GrSeRy (I — CrKi) (yr, — CrZrp-1)
Or, d’apres (3.16), on a la relation suivante :

RN — CyKy) = Ri)M(I — Cy Py CE Sy ) = Ry RSy !

L’ étape de prédiction (3.16) est donc modifiée par ajout d’un terme correcteur :

Tryie = ArZisn + Brug, + Ki(yr — CiZgp—1)

Ou Ky = GiSk X5t
De méme, en développant la deuxieme expression de 3.37, on obtient :
Porie = APoiAi + GiQiuGr — GuSuR 'S G
= GpSpRy'Ch Pk CERSE G — GLSKRy Cr P AL
— AxPoCER'SEGY

L’utilisation des relations 3.21,3.22 et 3.39,nous permet d’écrire :

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)
(3.43)

(3.44)

Pryijr = ArPupi AL + GQuGi — Ki S K — K3 KL AY — A KSR KT (3.45)

La détermination de la matrice de covariance de I’étape de prédiction du filtre de Kalman

pour un systeme a bruits corrélés est donc déduite de celle obtenue dans le cas de bruits

non corrélés par ajout d’un terme correcteur. On a alors :
Pirie = AP Ay + GeQiGl + ALK S AL — LS Ly
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Ou Ly, = Ky + Ay K.

En résumé, pour un systeme a bruits corrélés, il suffit de remplacer les relations (3.9) par
les relations réajustées (3.39) et (3.46) pour obtenir le filtre de Kalman discret correspon-
dant.

Lorsque I’on s’intéresse a la réalisation d’un filtre prédicteur-a-un-pas pour un systeme a

bruits corrélés, I’élimination deZy, /et Py, entre (3.39) et (3.46) conduit directement a :

Trerie = (Ax — LeCr)Zrsp—1 + Brug + Liyi (3.47)
P = ArPuop—1AL + GrQiGL — LSy Ly (3.43)
Livie = (APejr1CY + GiSe)(Ri + Cy Py CH) ™ (3.49)

Ou les matrices P/, et Ly peuvent €tre calculées a I’avance par la résolution de I’équa-

tion de Riccati :

Pris1ji = AuPrji-1AL +GrQuGi —(Ax Poji—1 Cf +GiSi) (Ri+CroPrje—1C1 )~ (ArPrje—1Cf +GrSi) ™

(3.50)

A I’aide du modele équivalent a bruits non corrélés, on a donc déterminé le filtre de Kal-
man dans le cas général. Un autre avantage de ce modele est de permettre la simulation
de tout systeme caractérisé par des bruits corrélés. En effet, les programmes de généra-
tion de bruits blancs pseudo-aléatoires ne permettent pas de générer des bruits corrélés.
Lutilisation du modele équivalent avec bruits non corrélés permet d’utiliser des bruits

non corrélés wyet vy,.

3.1.1.5 e filtre Information

Le filtre Information est une formulation du filtre de Kalman en termes d’inverses de

matrices de covariance (appelées matrices d’informations). Nous le présenterons dans

le cas d’un systeme a bruits non corrélés, mais il va de soi que le cas d’un systeme a

bruits corrélés serait traité de la méme maniere que précédemment par I’intermédiaire du
modele équivalent 3.33. Soient les estimations définies par les transformations :

Zhjk-1 = P;;/}g,lfk/ka (3.51)

Zej = Pk_/}ﬁk/k (3.52)

Le filtre Information est constitué des algorithmes de prédiction permettant de passer de

67



(Zk—1/k-15 Pk__l1 k1 a Zy/k—1, Pk_/}c_l)et des algorithmes de correction permettant de pas-
ser de (Zy Jh—1 P,;;_lazk k> Pk_/}c) La relation 3.20, que nous rappelons ici, donne le pas-

sage de Py 4P
Py = Py + Ci R (3.53)

L’utilisation du lemme matriciel d’inversion sur la relation 3.9conduit a :

Pl = (I = LkG) M, (3.54)
Ou:

My = AP AL (3.55)

L, = MGiA;? (3.56)

A, = Q'+ GLMGy. (3.57)

Une dualité apparait donc entre I’étape de prédiction (resp. correction) du filtre de Kalman
et I’étape de correction (resp. prédiction) du filtre Information. Par analogie avec 3.11),
la matrice L, est la matrice de gain de correction du filtre Information. Ces calculs ne dé-
pendant pas des observations, la méme remarque que pour le filtre de Kalman s’applique
donc ici, les matrices d’informations et le gain du filtre peuvent €tre calculés a I’avance.

On passe des estimations du filtre de Kalman a celles données par le filtre Information

par les transformations 3.52. Cela fournit donc, d’apres 3.24 et 3.22 :

Pk = (P, — CF Ry Cr)Tri + CF Ry 'y (3.58)
Soit, pour I’étape de correction :

Zk/k = Zk/k—1 T Cr Ry (3.59)
De méme, a partir de 3.9, on obtient :

Py k@i = Py A PgiZigk + Py e B (3.60)

Ce qui se transforme, par 3.57, en :

Zepie = (I = LG AL 2y + Py e B (3.61)
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La dualité entre le filtre de Kalman et le filtre Information existe aussi a ce niveau mais
est moins évidente car I’influence des mesures et des entrées reste respectivement sur les
étapes de correction et de prédiction, alors que le gain passe de 1’'une a I’autre des étapes.

Les relations 3.53 a constituent les formules de base du filtre Information. Bien que les

filtres de Kalman et Information soient équivalents, ce dernier sera préféré au filtre de

Kalman dans les cas suivants :

— lorsque les connaissances statistiques sur 1’état initial sont mal connues (ce qui peut
conduire a une valeur propre de Fytrés grande), le filtre Information permet alors de
démarrer 1’algorithme de filtrage avec des matrices finies jusqu’a ce quePk_/}€ etl +11 Ik
soient de rang plein. A partir de ce moment on peut reprendre le filtre de Kalman

— lorsque la dimension du bruit de dynamique est inférieure a la dimension du bruit de
mesure, par exemple lorsque le bruit de dynamique est un bruit d’entrée et que 1’on en

a moins d’entrées que de mesures. La matrice\; a alors une taille plus petite queX

, le calcul du gain dans le filtre Information est donc plus rapide que dans le filtre de

Kalman.
Information filter
. s
Pl /
/
/7
A
Elrnr_ P -~
covariance Kalman filter ],k.': Py
________ -h_"‘“i- -
-_— —
== _
0 Time k N

FIGURE 3.2 — Illustration de la covariance de I’erreur pour le filtrage directe (KALMAN), et le

filtrage inverse (Filtre Information). [18]

3.1.2 Filtre de Kalman continu

Le filtre de Kalman-Bucy résout le probleme de I’estimation de 1’état d’un systeme continu

défini par I’équation d’état :
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©(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + G(t)w(t) (3.62)
y(t) = Ct)x(t) + v(t) (3.63)
Ou t représente le temps,x(t), I’Etat de dimension n, y(t), la mesure de dimension m, u(t),
I’entrée certaine de dimension 1, w(t), le bruit d’entrée (ou de dynamique) de dimension
I’, et v(t), le bruit de mesure de dimension m. On suppose que ces bruits sont blancs,

gaussiens, et connus par leurs matrices de covariance :

E{w(t)w" (1)} = Q(t)8,_y, E{v(t)o(t)} = R(t)8,_y (3.64)
E{ot)w” ()} = 0,E{v@t)z7(0)} =0, B{w(t)Z*(0)} =0 (3.65)
E{z(0)z"(0)} = P (3.66)

Oud; est I'impulsion de Dirac en t, et en considérant z(0) comme une variable aléatoire
d’espérance mg, £(0) = x(0) — mq

Il serait possible en utilisant les méthodes d’estimation de variables aléatoires, détaillées
dans I’annexe A, de déterminer directement la structure du systeme linéaire fournissant
la meilleure estimation Z(¢/7), au sens de la variance d’erreur minimale, de 1’état de 3.63
a t a partir de la connaissance de la mesure y depuis ’instant initial jusqu’a I’instant 7
(la démonstration est analogue au cas des systemes discrets). Nous déterminerons ici le
filtre de Kalman dans le cas continu, par passage a la limite a partir des équations du filtre
de Kalman dans le cas discret, pour un probleme de filtrage (7 = t). En toute rigueur,
pour éviter tout probleme de définition en ce qui concerne les matrices de covariance,

il serait préférable d’utiliser la représentation différentielle d’ITO d’un systeme continu

stochastique :
d.flft = Atﬂftdt + Btutdt + thﬁt (367)

Ou df;et dn,ont des mouvements browniens centrés tels que :

1

lim — E{dBdpt’} = Q(t) (3.69)
1

(}tiinan{dmdntT} = R(t) (3.70)

Nous ne le ferons pas, car cette représentation, ainsi que sa justification, fait appel a des

notions complexes en calcul stochastique. Bien que 1’assimilation de w(t) avec df,/dt et
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v(t) avec dn,/dt soit abusive en ce sens que[3; et 7, n’admettent pas de dérivées, les deux
types de représentation sont formellement équivalentes et nous utiliserons le modele 3.63,

en conservant a I’esprit que le bruit blanc est une limite qui n’existe pas.

3.1.2.1 Relations formelles entre les cas continu et discret

Le passage du modele continu au modele discret se fait en deux étapes, d’une part par dis-
crétisation du modele 3.63 avec une période d’échantillonnage constante et d’autre part,
par passage a la limite en faisant tendre la période d’échantillonnage vers 0. Nous allons
ici établir les relations nécessaires entre les modeles discret et continu 3.63 imposées par
ces transformations.

Soit A la période de discrétisation, la relation suivante (formelle) entre le symbole de

Kronecker et I’'impulsion de Dirac :

. 0i

Impose les relations entre les matrices de covariances discretes et continues :

E{I}OQkA = Q(tr) (3.72)

D’autre part, la discrétisation du modele continu, par la méthode simple d’approximation

d’Euler, conduit a, lorsque A — 0 :

Ou I’indice k représente une €valuation pour unkA. L’utilisation du filtre de Kalman sur

ce systeme donne, d’apres I’équation du prédicteur-a-un-pas3.16
t%k;-&-l/k: == (] + AkA)i’\k/k_l + ABkuk + (I + AkA)Kk (yk - Cki’\k/k—l) (375)

Ce qui peut s’écrire sous la forme :

T — T/ ~ I+ ANK n
Lh+1/k X Lk/k—1 _ Akili'k/k—l + Byuy, + (A’f)k(yk — Ckxk/k@-ﬁ6)
- Tgy1k — Thk-1 s
ilino A = Z(t) (3.77)
. K
lim =5 = K(2) (3.78)
ilg%) Tpo1 = Z(t) (3.79)
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On obtient a partir de 3.77, I’équation de I’estimateur linéaire continu du systeme 3.63 :
Z(t) = A@t)Z(t) + B(t)u(t) + K(t)(y(t) — C(t)Z(t)) (3.80)

3.1.2.2 Détermination du gain optimal

Le gain optimal de I’estimateur est déterminé également par passage a la limite a partir

des équations discretes. D’apres 3.79et 3.16, on a :

Ky _
K(t) = ilglox = lim Prjia1CL(CrPrjs—1CLA + R A) ™ (3.81)
CyPip1CE{A — 0 (3.82)
R A —  R(t) (3.83)

Soit, en notant iimO Py/k—1 = P(t) il vient I’expression du gain optimal du filtre 3.80 :
%
K(t)=PHt)CH)TR(t)™! (3.84)

En écrivant 3.11, sous la forme :

K
Py = sz/kz—l_Kka‘Pk/k—lA (3.85)
Ky
— Kt 3.87
e K 387)

On arrive a : ilg%) Py = ELHO Pyje—1 = P(t)

L’équation de Riccati récurrente 3.17 s’écrit ici :

Pyiie = ([+AkA)[Pk/k—l_Pk/k—lcg(Rk+0kpk/k—lcg>7lckpk/k—1]([+A£A)+AGI€QI€G£A

(3.88)
Ce qui se met sous la forme :
% = GyQrAGY + ApPijior + Prop1 AL — (I + ApA) Py CF
(ARy + ACL Py i1 CF) T Cou Prjp1 (I + ALA) + AAL Py 1 AL (3.89)

En prenant la limite, quand A — 0, de chacun des deux termes de cette €galité on aboutit
a I’équation différentielle de Riccati définissant 1’évolution de la matrice de covariance

de ’erreur d’estimation :



3.1.2.3 Filtre de Kalman-Bucy
En résumé, le filtre linéaire optimal du systeme continu stochastique a pour structure :
o(t) = A(z(t) + B()u(t) + K(®)[y(t) — C(H)2(2)], (3.91)

Avec 7(0) = mg et K(t) = P(t)CT(t)R(t)~", ot P(t) est la solution de I’équation de
Riccati3.90telle que P(0) = F,. On peut noter ici I’analogie entre les expressions de gain
optimal discret 3.22 et continu 3.91 Dans le cas ou les bruits de mesure et de dynamique
sont corrélés :

E{w(t)vT(t)} = S(t)5,_, On peut construire, comme dans le cas des systémes discrets,
un filtre de Kalman-Bucy, en faisant appel au modele équivalent a bruits non corrélés. Ce

modele est défini par :

2(t) = A@®)z(t) + B(Hult) + GR)w(t) + Gt)y(t) (3.92)

y(t) = C(t)z(t) + v(t) (3.93)
Ou :

Alt) = A(t) — G@)S{H)R(t)C(t) (3.94)

Gt)= GH)SHR()™ (3.95)

w(t) = w(t) — SE)R(E) (). (3.96)

Dans ce modele équivalent, w(t) est un bruit de dynamique décorrélé dev(t), dont la

variance est donnée par :

’

E{w(t)a" (t)} = Qt)d,_y, Q) = Q(t) = S(HR™'(t)S™(1). (3.97)

Lutilisation de I’estimateur 3.91, sur ce systeme, conduit au filtre :

3(t) = Al (t) + B(u(t) + GOy() + K(®)[y(t) — CO(E)] (3.98)

avec AvecK (t) = P(t)CT(t)R™*(t), onP(t) est la solution de I’équation différentielle

de Riccati :

Telle que P(0) = F.

Ce qui, compte tenu des relations3.96 et 3.97, se met sous la forme :
z(t) = A()Z(t) + B(t)u(t) + L(t)[y(t) — C(t)Z(t)], (3.100)
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Lt) = K(t)+ GHt)SH)R™(t) = [P(t)CT(t) + G(t)S()|R™L(¢) (3.101)

EtP(t) est la solution de :

P(t) = GHQMGH)+AM) P(1)+P(H) AT (t)—[P(H)CT ()+G (SO R () [P(H)CT ()+G (1) S(1)]"

(3.102)

Telle que P(0) = Py.
Ces relations correspondent au filtre de Kalman-Bucy dans le cas d’un systéme a bruits

corrélés.

3.2 Commentaires sur le filtre de Kalman

3.2.1 Cas ou certaines sorties sont non bruitées

L’existence de mesures non bruitées implique la singularité de la matrice de covariance
des bruits de mesure. Il s’ensuit une difficulté d’application des filtres de Kalman (par-
ticulierement dans le cas continu). Nous allons montrer que 1’application de la méthode
de simplification, utilisée dans le cas des observateurs déterministes , permet de contour-
ner cette difficulté et conduit a une réduction notable du volume des calculs. Par raison
de simplicité nous établirons les relations dans le cas des systemes continus mais elles

peuvent bien siir étre déterminées pour le modele discret. Considérons le systeéme continu

stationnaire :
#(t) = Ax(t) + B(t) + Gu(t) (3.103)
n(t) = Crx(t) (3.104)
Yo(t) = Caz(t) + va(t) (3.105)

ol x(t) € R", y,(t) € R™, représente les mesures non bruitées , y»(t) € R"les mesures

bruitées, w(t) et vy(t) sont des bruits centrés, non corrélés, connus par leurs matrices de

covariance
E{wt)w™(t)} = Q6,_y (3.106)
E{v(tw(t)} = Rab,_y (3.107)
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En supposant C';de rang plein (ce qui est toujours possible par élimination de mesures

redondantes), un changement de variables élémentaires permet de se ramener a la forme :

Xi(t) = AnXi(t) + ApXo(t) + Buu(t) + Gruw(t) (3.108)
Xo(t) = ApnXi(t) + ApXo(t) + Boul(t) + Gow(t) (3.109)
n(t) = Xi(t) (3.110)
ya2(t) = Co X1 (t) + CoaXo(t) + va(t). (3.111)

La mesure y; (¢)donnant une estimation certaine de.X; (¢), il reste a construire un estima-
teur fournissant une estimation de X5 (). A partir des nouvelles mesures :

yo(t) = y2(t) — Cor Xa(t). (3.112)

z(t) = Xi(t) — AuXi(t) — Byu(t) (3.113)

Les équations donnant X, (¢)se rameénent a :

Xo(t) = ApXo(t) + Agyi(t) + Bou(t) + Gow(t) (3.114)
Z(t) = CXot)+ V(1) (3.115)
A
ziy=| 7 o= v = Cru(?) (3.116)
Yo (t) Co2 va(t)

Ces équations font donc apparaitre un modele a bruits de dynamique et de sortie corrélés,

dont les matrices de covariance sont :

E{wt)wT (t)} = Q(t)s,_, (3.117)
, G1QGT 0 _
E{vt)w' ()} = %0, p=Rx*6, (3.118)
0 Ry
G _
E{v(t)w' ()} = @ %6,y =S8%0, y (3.119)
0

On construit alors le filtre de Kalman sur ce systeme par la méthode développée précé-

demment sur un systeme a bruits corrélés. Cela donne la structure :

Xo(t) = A Xo(t) + Ao (t) + Bou(t) + K(Z(t) — CXs (1)), (3.120)
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Ou K est le gain optimal.
De la méme fagon que dans le cadre des systeémes déterministes, ce filtre implique (pour
la connaissance de z(t), donc de Z(t)) la dérivation de la sortiey; (t). Pour contourner

cette derniere difficulté, on introduit la variable :
Y (t) = Xo(t) — Ky (1), (3.121)
Ou K = [K7, K|, dont I’équation d’évolution se met sous la forme :

Y(t) = [Apa— KCY (£)+[Ba— K1 By |u(t)+ Koyo (t)+[Ag1 — K1 A — Ko Cor+(Aga— K C) Ki ]y (¢)

(3.122)
L’estimation optimale de X5 (¢) est alors fournie par la variable :
Xo(t) = Y (t) + Ky (t). (3.123)

Rappelons que dans le cas d’un systeme discret, une démarche analogue peut €tre propo-

sée et conduit également a un estimateur d’ordre réduit.

3.2.2 Modele a bruits colorés

Le cas que I’on vient d’étudier n’intervient pas seulement lorsque certaines mesures sont
parfaites mais également lorsque 1’hypothese de bruits de dynamique et de sortie blancs
n’est plus vérifiée. Supposons en effet, que les matrices de covariance de ces bruits sont
de la forme (par exemple, dans le cas discret) :
E{lw(t)w/} = Qi (3.124)
E{v(t)w!} = Ru_ (3.125)
Comme la transmission a travers un filtre linéaire stationnaire d’un bruit blanc génere,
pour les variances de 1’état ou de la sortie, de telles séquences de matrices de covariance.
Ces séquences peuvent donc étre considérées comme des réponses impulsionnelles. On
cherche ainsi deux systemes, appelés filtres formateurs, dont 1’entrée est une séquence
blanche{vy, }telle que E{v} v;} = N0y, et dont la sortie fournit les bruits wyetvy. L ap-
plication d’une méthode de réalisation conduit 2 modéliser les systemes générant {uvy } et
{wy }a partir de {vy} sous la forme équations d’état :
dpin = Ay, + Gy, (3.126)

wp = Oy + L, (3.127)
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Myl = A"my, + GM oy, (3.128)

L’ application du filtre de Kalman se fait alors sur le systeme a état-augmenté :

That A, GRC4 0 Tp G L% By
dra | =10 A 0 | x| dp | +]| GY | *xoe+ | 0 [ *up (3.130)
Mpa1 0 0 A™ my G™ 0
Ty
Yk:(Ck 0 Cm)* dp | + L™y (3.131)
my

3.2.3 Filtre stationnaire

Qui est un systeme ou les bruits sont blancs mais les bruits de sortie ou de mesure sont
corrélés ou, si det(L™ N, »L™) = 0 la covariance des bruits de mesure est singuliere.Nous
verrons, dans la partie consacrée aux applications, que le filtre de Kalman est un filtre
formateur particulier.

— cas continu :
P(t) = GQGT + AP(t) + P(t)AT — P(t)CTR™'CP(t), (3.132)

P(0) = Fy;

— cas discret
P(k+1) = AP(K)AT+GQGT — AP(K)CT[R+CP(k)CT1*CP(k)AT, (3.133)

P(0) = F;

Ou les matrices A, G,C,Q et R sont des matrices constantes définissant 1’équation
d’état du processus considéré. Nous n’entrerons pas dans I’analyse de la stabilité de
ces équations, mais on a le résultat suivant :

Théoremel : Si (A,C) est une paire observable, le filtre optimal est asymptotique-
ment stable, quelles que soient les matrices GQG?T etR, définies positives et quelle que
soit I’initialisationF, . La matrice de covariance de ’erreur d’estimation tend vers la

solution unique et définie positive des équations algébriques de Riccati :
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— pour le cas continu :
0=GQGT + AP + PAT — PCTR™'CP, (3.134)

— pour le cas discret :

P =APA" + GQGT — APCT[R + CPCT|"'CPAT (3.135)

On a alors intérét, dans un but de simplification, a remplacer le gain optimal K(t)
(resp.K) Du filtre de Kalman, calculé a partir de P(t) (resp. ), Par 3.132 (resp.3.133),
par le gain optimal constant donné par :

— pour le cas continu :

K.=PC"R™! (3.136)
— pour le cas discret :

K, = PCTIR+CPCT™! (3.137)

pour le cas ou P est solution de I’équation continue 3.134 ou discrete 3.135 suivant le
cas.

La différence entre le filtre optimal et le filtre stationnaire sous-optimal ne se fera sentir
qu’en début de fonctionnement (on perd en effet des informations initiales) mais le gain
en temps de calcul peut €tre, en contrepartie, appréciable. D’ autre part, on peut montrer
que le filtre de Kalman stationnaire ainsi déterminé est identique au filtre de Wiener
déterminé a partir d’une réalisation du signal aléatoire z(¢). Des méthodes numériques
de résolution de ces équations de Riccati, qui interviennent également en commande

optimale ou en commande robuste [17] sont décrites dans [18].

3.2.4 Phénomene de divergence (Square-Rout-Filtring)

Le filtre de Kalman est le sujet de plusieurs sérieuses difficultés surtout dans le traite-
ment numérique [15]. Par exemple, la matrice de covariance a posteriori P, ;. est définie
comme la différence entre Py, et K,Cp. Py /,—1 (A.31). Et, dans le cas ol la justesse

est tres élevée (incertitudes d’ordre tres faible), on peut tomber sur une matrice non
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définie-positive. Ce qui est illogique puisque la matrice P/, représente la covariance.
L’instabilité du filtre de Kalman dans ce cas est connu sous le nom du Phénomene de
divergence.

Une méthode plus raffinée est utilisée pour surmonter le probleme de divergence. cette
méthode utilise une transformation numérique unitaire pour stabiliser le filtre de Kal-
man dans chaque itération de I’algorithme. En particulier, La matrice P, s’est re-

écrite sous une forme de produit de deux matrices en utilisant la Factorisation de Cho-

lesky [15] :
N (3.138)

Ou, P,s //,3 est une matrice triangulaire, et P,;%Q est sa transposée. En algebre linéaire,

le facteur de Cholesky Pk1 //,f est le carré de la matrice Py /.. Alors, toute variation de
I’algorithme du filtre de Kalman basée sur la factorisation de Cholesky a référence au
filtrage dite Filtrage Racine Carrée. Le point le plus important a citer ici est que le
produit Pk1 // ,f P/,CT//,C2 a moins de chance pour étre indéfini, puisque le produit de toutes les

racines carrées d’une matrice avec sa transposée est toujours défini positif [15].

3.3 Filtre de Kalman Etendu (EKF)

Le probleme du filtrage de Kalman pour cette partie est que ce filtrage est concu pour
I’estimation d’un vecteur d’état dans un modele de systeme dynamique linéaire. Si, et
c’est le cas majeur, le modele est non linéaire, on peut étendre 1’utilisation du filtre de
Kalman avec une procédure de linéarisation qu’on va traiter dans cette partie de travail.
Le filtre résultant de cette approche est nommé Filtre de Kalman Etendu (EKF). Cette
extension est faisable en vertu que le filtre de Kalman est décrit en terme d’équations
différentielles dans le cas d’un systeme discret [15].
Pour citer I’approche de développement du filtre de Kalman étendu, on considere un
systeme dynamique non linéaire décrit par le modele d’espace d’état suivant :
e = [k, zx) + wg, (3.139)
ye = h(k,xg) + vk, (3.140)
O, comme toute a 1I’heure, wy, et v, sont indépendants, 2 moyenne nulle et considéré

comme bruit Blanc et Gaussien, avec des matrices de covariance (). et Ry, respecti-

79



vement. Ici, la fonction f(k,xy) représente une fonction matricielle de transition non
linéaire qui varie en temps. De méme, la fonction h(k, x)) représente une matrice non
linéaire variante en temps.

L’idée basique du filtre de Kalman étendu est de linéariser le modele d’état (3.140)
dans chaque instant autour du dernier €état estimé, dont on peut le prendre comme 7y,
Ou T41/k» ¢a dépend de quelle fonction on doit lin€ariser. Quand le modele linéaire est
obtenu, les équation du filtre de Kalman étendu sera appliqué par la suite.

La premiere étape est la linéarisation du modele exprimé par les équations suivante :

of(k,x)

Ay = LT 141
oh(k,x

C. = gx >|x:§k+1/k’ (3.142)

Pour le premier cas, les dérivés sont €valu€es par rapport a Ty ;,. Par contre dans le
deuxieéme cas la dérivation est par rapport a Z,11/. Les valeurs des matrices Ay et C,
sont toutes connues (mesurables).
Dans la deuxieéme partie, et vu qu’on a maintenant les matrices A; et C, elles vont
étre employées dans une approximation de premier ordre de Taylor autour de Ty, et
Tj41/k, TESpECtivement.
Avec ces expressions approximées a la main, on peut approximer aussi les équations
de notre modele d’état discret

Tl ~ Akmk + wg + dk, (3143)

e ~ Crrp + v, (3.144)

Dont on a introduit de nouveaux quantités définies par

Ue = Y — M@ Trgryn) — Chlrgrsil (3.145)
dr, = f(x,Zrm) — AeZr/i (3.146)
Et les équations du filtre de Kalman deviendront :

Teyre = [k Tiw) (3.147)
Porip = APoiAf + Qp. (3.148)

K = PowC{[CrPrsinCr + Ri] ™ (3.149)
Tope = Trk—1 + Kilye — (K, Zrp—1)] (3.150)
P = [I — KyCilPrji—1. (3.151)
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Ce qui donne le modele d’espace d’état linéarisé€ de (3.140), nous pourrons maintenant

appliquer ces équations pour résoudre le cas d’un systeme non linéaire.

Conclusion : Cette étude théorique, est utilisée par la suite afin d’estimer les para-
metres cinétiques du réacteur NUR. Dans cette partie disant théorique, on a discuté
presque la totalité des cas particuliers du Filtre de Kalman et méme leurs propriétés.
En prenant en compte la difficulté de cette approche théorique, I’implémentation de ce
type d’algorithme est moins complexe. Ces deux caractéristiques majeures du filtre de

Kalman nous donne une idée sur la large utilisation de cet estimateur.
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Chapitre 4

Simulation et Estimation des
Parametres Cinétiques du Réacteur
Nucléaire NUR

4.1 Position du probleme

La théorie du filtrage stochastique d’état est un domaine de recherche tres développé.
Un filtre d’état permet d’obtenir la meilleure estimation de 1’état d’un systeéme dyna-
mique a tout instant, compte tenu des observations passées de certaines grandeurs liées
au systeme. L’intérét de ces méthodes est d’obtenir des valeurs de grandeurs qui ne sont
pas directement accessibles a I’observation. Lorsque le systeme est non linéaire, le plus
souvent il n’est pas possible d’obtenir un estimateur optimal. Dans le cas linéaire, le
filtre de Kalman, concu vers 1959 par Kalman, est I’estimateur d’état optimal. Cette
découverte initiale a ouvert la voie a un grand nombre de travaux, soit sur le dévelop-
pement du filtrage non linéaire, soit sur les qualités et le comportement d’estimateurs

d’état optimaux ou sous- optimaux. [15]

La finalité d’un filtre d’état est de fournir a chaque instant la meilleure estimée de
I’état, a partir de mesures antérieures. Il est donc possible de suivre, en temps réel,
lors de I’évolution d’un systeme, les valeurs de parametres inaccessibles a la mesure.
Cependant, les exemples de telles réalisations sont peu nombreux. Compte tenu des
performances actuelles des ordinateurs, il est devenu plus facile d’utiliser en ligne un

algorithme de filtrage pour I’estimation de ces parametres.

82



Un réacteur nucléaire est un systeme physique dont les parametres, la réactivité, le flux
neutronique, la densité des neutrons retardés et le terme source, sont trés importants a
connaitre lors du démarrage et durant le fonctionnement du réacteur. Ces grandeurs ne
sont pas accessibles a une mesure directe. Un algorithme d’estimation de ces termes
par filtrage de Kalman étendu est mis au point au cours de la présente étude. Apres des
tests sur MATLAB, en simulation, puis sur un jeu de données réelles enregistrées, les
résultats obtenus sur le bon comportement de 1’algorithme, ont étés validés par I’étude
théorique. Les essais faits ont montré la bonne qualité de 1’estimation et la possibilité
d’un traitement en temps réel. Il est ainsi montré que des techniques modernes de
I’automatique peuvent étre employées avec succes sur des systemes réels, le réacteur

nucléaire dans notre cas.

4.2 Préambule et solutions proposées

La revue étudiée des divers travaux consacrés a I’estimation des parametres cinétiques
du réacteur nucléaire NUR, a montré la possibilité de I’emploi du filtrage de Kalman
pour de tels problemes. Nous nous proposons d’estimer en ligne les valeurs du flux
neutronique, de la densité des neutrons retardés, de la réactivité et du terme source
d’un réacteur en fonctionnement sous-critique (puissance inférieure a 10kW), a I’aide

d’un filtre de Kalman étendu implanté sous MATLAB.

L’étude comprend deux parties d’études pratiques, sur 1’estimation les parametres ci-
tés auparavant. Le traitement sous MATLAB de données enregistrées sur le réacteur
met en évidence I’importance du choix d’'un modele approprié pour que le probleme
d’estimation soit soluble. L.’algorithme mis au point dans cette étape est implanté sous
MATLAB. Il peut acquérir et traiter les mesures des signaux venant des détecteurs pla-
cés pres du cceur du réacteur. On montre que la méthode peut étre appliquée en temps
réel avec de bons résultats. Pour des raisons extra-techniques, il n’a pas été possible de

travailler sur le réacteur lui-méme, mais seulement sur des enregistrements de données.
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4.3 Estimation des parametres cinétiques du réacteur NUR

Comme cité dans la section précédente, cette partie du travail va étre sur I’estimation
en ligne des parametres cinétiques du réacteur NUR. Cette estimation est basée sur des
enregistrements effectués au niveau du réacteur. Comme observation on a le courant
donné par la chambre d’ionisation (la chaine de mesure). Ce courant admet un bruit de
mesure qu’on modélise par sa covariance R, ce courant est notre représentant du flux
neutronique, donc comme premiere étape de traitement on doit multiplier ce courant
par le facteur d’échelle qui vaut ~ 2 x 10 Amp/n dans la bande passante entre 380 H 2
et 12M H z (1a bande de travail de la chaine de mesure). On a effectué une estimation
avec deux modeles d’état, les deux modeles sont tirés des équation 1.24 et 1.25. Pour le
premier modele les parametres a estimer sont le flux neutronique, la concentration des
neutrons retardés et la source, et vu que les observations enregistrées sont au régime
sous critique (puissance inférieur a 10 kW) le terme source doit étre obligatoirement
tres faible. La réactivité dans ce premier modele est tenue comme commande donnée
en dollar(en injectant la réactivité le réacteur diverge et dans le cas contraire le réacteur

converge vers son arrét).

Le deuxieme modele est pour I’estimation des parametres suivants : le flux neutro-
nique, la concentration des neutrons retardés et la réactivité. Cette derniere est obtenue
en pcm pour pouvoir la comparer avec celle donnée pour le premier modele (en multi-

pliant par S.;; = 820 x 107°).

Pour ces deux modeles on a appliqué plusieurs transformations et approximations afin
d’avoir les résultats voulus. La premiere transformation est la discrétisation du mo-
dele pour pouvoir I’'implémenter sous MATLAB, la fonction utilisée est la fonction
c2d qui donne une discrétisation avec 1’approximation d’Euler (référence Annexe B),
la deuxieme transformation est d’appliquer le filtre de Kalman étendu et donc de linéa-
riser le modele donné par 1.24. Cette derniere fait nous perdre I’optimalité du filtre de
Kalman comme estimateur, et elle le rend sous-optimal (optimal sous des conditions).

D’autres simplifications sur le modele discret linéaire afin de minimiser la complexité
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de I’algorithme MATLAB sans introduire d’imprécision sur les résultats.

4.3.1 Premier modele

Le premier modele d’état est celui qu’on estime avec : le flux neutronique, la concen-
tration des neutrons retardés et la source. Avant I’application de I’approche de discré-

tisation le modele est donné par 1’équation matricielle suivante :

_é A1 n(t)
A
‘Ufﬁ(t) = iA A O[ XD+ o |ul) W) (@.1)
0 0 1 0
wt) = (10 0) X+ 2)
Tel que
n(t)
X(@t) = | (4.3)
s(t)
y(t) = n(t); (4.4)
u(t) = p(t) (4.5)

Le bruit d’état W (t) est une matrice (vecteurs lignes) de dimension 3 X m, m représente
les échantillons en temps, avec une matrice de covariance (). Le bruit de mesure v(t)
est un vecteur ligne de dimension 1 X m a une variance R. Donc les matrices A, B, C'
sont connues, la matrice GG est prise comme matrice unitaire. Le flux neutronique est
introduit dans la matrice B et donc on I’a pris égale a I’observation. La discrétisa-

tion (en introduisant des approximations) du modele (équation 4.2), donne les matrices

suivantes :
0.005359 0.005359 0.048
A = ] 09946  0.9946 0.952 (4.6)
0 0 1
0.048
B = {0.0952 4.7)
0
¢ = (1 0 0> (4.8)
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4.3.1.1 Estimation de flux neutronique

En remarque, que notre modele final 4.7, 4.8, est stationnaire, par la suite la covariance
de I’erreur définie par ’équation 3.9 sera stationnaire (équation 3.133), et par la suite
le gain de Kalman sera aussi stationnaire 3.137.

Les résultats obtenus par ce modele vont étres exposés et commentés :
x10° Le flux neutronique, SNR=20dB, Q=3.5E5
1 8 T T
— Observation
16} : flux neutronique prédit ||
flux neutronigue éstime

Le flux neutronique

L 1 I 1
0 500 1000 1500 2000 2500

FIGURE 4.1 — Estimation du flux neutronique avec EKF

Avec une variance de bruit d’état de 3.5 x 10°, un SNR = 20dB représente la va-
riance du bruit de mesure, et une variance d’observation de 3.5 x 10'° donc la nature
dynamique du parametre cherché est inférieure au bruit de mesure avec 30d B parlant
en terme énergie, on remarque que le signal obtenu et représenté par la figure 4.1 est
vraiment identique au flux neutronique injecté. Pour plus de clarté on a sélectionné un

intervalle plus étroit aléatoirement (de 1800s jusqu’a 2500s)(figure 4.2).
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x10° Le flux neutronique, SNR=20dB, Q=3.5E5
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FIGURE 4.2 — Estimation du flux neutronique avec EKF, intervalle étroit

Sur cette figure, on remarque que le filtre de Kalman nous a permis d’avoir un trés bon
tracking, sauf pour des régions ayant des variations brusques, les termes : constante
de convergence p et vitesse de convergence doivent €tres donc inclus dans cette partie
d’explication. Le gain de Kalman, le rapport R/Q), le terme correctif de la correction
entre observation et sa prédiction et méme le modele d’état influent cette constante de
convergence. Pour les approches de filtrage adaptatives étudiées en classe durant les
séances de traitement d’antennes (SGD, LMS) cette constante doit &tre fixée au début
de I’estimation avec un compromis entre vitesse de convergence et le bon tracking. Par
contre le filtre de Kalman a une constante 4 adaptative (un des avantages), mais comme
on a remarqué pour les régions qui ont des variations brusques on remarque une petite
divergence, cette divergence est vraiment limitée en temps vu qu’on a une constante /

adaptative.

On propose cette comparaison entre 1’équation 3.16 et I’équation d’estimateur de la

méthode N LM S représentée par :

Byt = Tk — Hy“||2ykék (4.9)
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Une premiere vue, il paris que la constante de convergence ;. dans la N LM .S, pour le
cas de Kalman n’apparait pas dans 1’équation 3.16, mais une simple déduction nous
permet de dire que cette constante doit €tre inclue implicitement dans le deuxieme

terme de la derniere équation comme cité auparavant.

Comme le filtre de Kalman étendu a deux phases de travail (prédiction et correction),
on a représenté les deux. On remarque clairement que la correction entre la prédiction
de n(t) et son estimation est considérable, et donc le filtre de Kalman a donné plus de
valeur a la mesure qu’a la prédiction. Mais quand on augmente le nombre de mesures
considérées, la prédiction va étre plus exacte et plus proche a la valeur estimée et donc

I’effet de la correction diminue (figure 4.1).

4.3.1.2 Estimation de la densité des neutrons retardés

Pour les mémes valeurs des variances des bruits, I’estimation du deuxieéme parametre

est donnée par la figure 4.3.

x 108 La densité des neutrons retardés, SNR=20dB, Q=3.5E5
35 T T T T
: ——— Observation
_ La densité des neutrons retardés éstimée
3r ' - Ladensité des neutrons retardés prédite |7
“I ‘
N
2.5_ ;‘\l !Ill ! L'; JI{ T
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FIGURE 4.3 — Estimation de la densité des neutrons retardés avec EKF

Cette fois I’EKF fait confiance aux prédictions qu’a I’observation car le parametre
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en question est loin d’étre proche de I’observation. Pour ce cas il est préférable de
travailler avec le signal résultant mais apres un intervalle considérablement large pour
assurer la bonne estimation, ou de faire référence a la figure 4.6 et attendre 1’instant ou

I’erreur de la prédiction devient minimal.

4.3.1.3 Estimation de la source

Toujours avec les mémes variances des bruits, on remarque que le signal obtenu comme
représentant du terme source tend vers zéro. Ce résultat est due au régime sous-critique

qu’on a réalisé I’enregistrement avec.

x 10° La source, SNR=20dB, Q=3.5E5
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FIGURE 4.4 — Estimation de la source avec EKF

4.3.1.4 Parametres a discuter

Dans cette partie on va discuter les allures du gain et de I’erreur entre prédiction et esti-
mation pour les trois parametres cinétiques traités auparavant. En commencant avec le
gain de Kalman (figure 4.5), les trois allures ont stationnées sur des valeurs constantes
apres quelques échantillons en temps. Cette stationnarité est relative car en réalité on a

de petites variations au niveau des trois gains, la figure 4.5 représente les gains obtenus.
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FIGURE 4.5 — Gains de Kalman pour les trois parametres estimés

Ces grandeurs représentent le facteur de correction entre 1’observation et sa prédiction
(équation 3.11), ces grandeurs représentent implicitement aussi la constante de conver-
gence /1.

Pour I’erreur entre les prédictions des parametres et les estimations de ces derniers, la

figure 4.6 représente les allures obtenues.
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FIGURE 4.6 — Erreur entre prédiction et estimation pour les trois parametres

On remarque facilement que 1’erreur est large pour le cas du flux neutronique, car
comme cité auparavant I’estimation de ce parametre favorise 1’observation et non pas
la prédiction. Cette erreur converge vers une valeur négligeable puisqu’on a un nombre
de mesure €levé. Pour les autres parametres on remarque que cette erreur a des valeurs

petites par rapport au premier cas.

4.3.1.5 Conclusion

Comme conclusion, on a toujours intérét de parler de I’efficacité et I’exactitude du filtre
de Kalman méme dans le cas sous-optimal (EKF). Le jeu effectué sur les covariances
de bruit nous a permis de discuter les résultats obtenus. En tenant compte de 1’inter-
valle large entre le bruit de mesure et le bruit dynamique le filtre de Kalman étendu
nous a permis d’avoir des résultats disant trés justes méme avec un niveau de filtrage

considérable (—30d B par rapport a la covariance de bruit de mesure).
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4.3.2 Deuxieme modele

Le deuxieme modele, a la tache d’estimer la réactivité au lieu de la source, Tel que
n(t)

X(t) = |c@ (4.10)
p(t)

y(t) = n(t); (4.11)
Comme pour le premier modele, le bruit d’état 1V (¢) est une matrice (vecteurs lignes)de
dimension 3 X m (m représente les échantillons en temps) avec une matrice de cova-
riance (), le bruit de mesure v(¢) est un vecteur ligne de dimension 1 X m et a une
variance R. Donc les matrices A et C' sont connues,la matrice B est nulle (pas de com-
mande) et la matrice GG est prise comme matrice unitaire. Le flux neutronique est intro-

duit dans la matrice A. Dans ce cas, on I’a prie égale a I’observation. La réactivité dans

).

la matrice A est la réactivité mesurée (on I’a divisée par 3./ tel que ppen = ,Ogollar
eff

La discrétisation (en introduisant des approximations) de ce modele, donne des ma-

trices dépendantes du temps, donc on a un modele non stationnaire.

4.3.2.1 Estimation du flux neutronique

Pour la figure 4.7, on remarque tres bien 1’effet de la non stationnarité du modele sur la
constante de convergence p. Dans ce cas cette constante a des variations considérables
vu la non stationnarité des parametres dont elle est dépendante avec (Gain en général),
la constante adaptative donne des divergence au niveau des pics (variations brusques),
dont elle représente le compromis entre convergence rapide (et donc divergence rapide)
et convergence lente (et donc divergence lente). Dans le cas de divergence lente, on
prend beaucoup de temps au début pour converger vers le bon estimateur mais on aura
moins de divergence sur les pics, dans ce cas le filtre de Kalman a le temps de corriger
cette divergence avant qu’on puisse la remarquer. Dans le cas contraire le EKF n’aura
pas le temps suffisant de corriger, et donc ; en remarque les divergences sur les pics du

signal.
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FIGURE 4.7 — Estimation du flux neutronique avec EKF, deuxieme modele

4.3.2.2 Estimation de la concentration des neutrons retardés
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FIGURE 4.8 — Estimation de la densité des neutrons retardés avec EKF, deuxieme modele

Dans cette estimation on a diminué la constante y en jouant sur le modele afin d’avoir

presque une stationnarité du gain. On remarque un temps de convergence élevé (20s
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presque), mais on a obtenu la non divergence du signal sur les pics comme résultat. La

figure 4.8 représente I’allure de la concentration des neutrons retardés estimée.

4.3.2.3 Estimation de la réactivité

La figure 4.9, représente le signal estimé et le signal donné de la réactivité. On a divisé
la réactivité donnée par le facteur [.f¢, calculé mathématiquement afin de pouvoir
comparer les deux signaux. Le facteur de déphasage inclut toujours dans ce type de
filtrage, apparait dans ce graphe (méme chose pour les autres), et dans ce cas il va
influencer le calcul du parametre 3.5 qui va étre calculé par la suite.
la réactivité; Q=3.5E5; SNR=20 dB
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la réactivité éstimée
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FIGURE 4.9 — Estimation de la réactivité en pcm avec EKF, deuxieéme modele

4.3.2.4 Parametres a discuter

Le modele non stationnaire utilisé dans cette partie de travail, implique la non station-
narité du gain de Kalman. On remarque que le gain de Kalman pour la réactivité est
nul, c’est le résultat d’utiliser plusieurs échantillons de 1’observation durant 1’estima-
tion de ce parametre. L’intervalle pris pour I’ affichage est juste pour avoir des graphes
plus claires.

Pour I’erreur entre prédiction et estimation, on a pris un intervalle plus large cette fois

(3000s). Avec cet intervalle on remarque la convergence de I’erreur vers une valeur
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nulle quand on considere plus d’observations, ce qui donne moins de corrections sur
la prédiction. La figure 4.10 représente 1’allure des gains trouvés, et la figure 4.11

représente 1’erreur entre la prédiction et I’estimation des trois parametres cinétiques.
gain de Kalman

l T T T T T
Gain pour le flux neutronique
Gain pour la consentration
Gain pour la réactivité
0.5F R
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FIGURE 4.10 — Gains de Kalman pour les trois parametres, deuxieme modele
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FIGURE 4.11 — Erreur entre la prédiction et I’estimation, deuxieme modele

Comme cité, afin d’avoir des trés bonnes estimées des parametres cinétiques, on doit
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avoir une information sur les covariances des bruit (bruit d’observation spécialement).
des estimateurs ont étés développés afin de chercher la covariance de bruit, on cite par
exemple "autocovariance least-squares method" (ALSM). Dans ce travail on a préféré
de jouer sur ces matrices de covariance afin de traiter I’influence de ces dernieres sur
I’estimation des parametres et pour donner plus de clarté, pour plus de détailles sur les
approches d’estimations des covariances des bruit appliquées pour le filtre de Kalman

on peut faire référence a [19].

4.3.3 Estimation du parametre Béta effectif

On fait, cette partie est un calcul vectoriel simple, et non pas une estimation. En basant
sur les parametres estimés auparavant on peut tirer des signaux représentant le para-
metre B.rf. on a aimé de présenter les résultats du deuxieéme modele en premier, afin

de laisser le meilleur pour la fin.

Pour le deuxieéme modele on a estimé la réactivité p en pcm, et on a divisé la réactivité
donnée (en dollar) par celle qu'on a estimé, on tire dans ce cas le facteur 3.ss. La

figure 4.12, représente les résultats obtenus.
Betta effective, Erreur de 15%
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FIGURE 4.12 — Estimation du parametre (3. s ¢, deuxieme modele
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On remarque, une erreur tres large qui dépasse les 15%. la raison de cette erreur est le
déphasage appliqué par le filtre de Kalman sur le parametre estimé (la réactivité). Par
la suite on a proposé de calculer ce parametre avec le premier modele en basant sur
I’hypothese de stationnarité du flux neutronique en espace (réacteur point) et en temps
(équation 1.29).

En utilisant la premiere approche (premier modele d’état), et en appliquant I’hypothese
de stationnarité du flux neutronique en temps obtenu au premier chapitre (équation

1.29) , on peut calculer le parametre 3. par la relation suivante :

t
Bepr =N X A x Z((t)) (4.12)

Et vu que cette deuxieme méthode appuie sur une fraction des deux parametres esti-
més, le déphasage par le filtre de Kalman est le méme pour les deux, la figure 4.13,

représente les résultats.

beta effectif, une erreur de 12%
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FIGURE 4.13 — Estimation du parametre /3. s ¢, premier modele

On remarque aussi une erreur tres élevée méme pour cette solution. L’erreur est plus
large dans I’intervalle non stationnaire. Par contre pour les intervalles ou le flux neu-
tronique obéi a cette hypothese (intervalle entre 1800 et 22005s) on remarque une erreur

proche a 1%, la figure 4.14 représente les résultats satisfaisants de cet hypothése qui
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est utilisée dans le cadre ce projet.
x 1072 beta effectif, une erreur de 1%
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FIGURE 4.14 — Estimation du parametre 3. avec une intervalle étroite, premier modele

4.4 Conclusion

Apres I’obtention de ces résultats estimés, on les a comparé avec les courbes des para-
metres calculées par des approches mathématiques basées sur la théorie de la physique
nucléaire. On remarque une ressemblance entre les deux résultats avec une marge d’er-
reur négligeable. Donc on peut dire finalement qu’on a pu trouver les parametres ciné-
tiques du réacteur NUR et méme le parametre (. ¢; avec des approches de I’estimation

en ligne en utilisant le filtrage de Kalman étendu.
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CONCLUSION GENERALE

Cette étude a fourni un algorithme d’estimation en temps réel des parametres ciné-
tiques d’un réacteur nucléaire. Cet algorithme utilise la technique du filtrage de Kalman
étendu. La premicere partie de I’étude fournit 1’arriere plan théorique du filtre de Kal-
man. Des problémes simples d’estimation de parametres déterministes, 1’utilisation de
cette méthode met en évidence les difficultés pratiques liées a la formulation du filtre :
initialisation des variables, influence des erreurs sur les statistiques des bruits, sur la
convergence des signaux résultants, et sur la technique de compensation de certaines

erreurs sur la structure du modele.

La deuxieme partie décrit le fonctionnement général du réacteur nucléaire, sa physique
et son instrumentation. Préciser le probleme d’introduire le traitement d’antenne dans
I’instrumentation était étudiée dans la troisieéme partie, on utilisant I’algorithme PC'A.
Les parametres cinétiques sont des parametres treés importants pour le démarrage d’un
réacteur nucléaire, qui ne sont pas accessibles directement a 1’observation dans le cas
général. Deux études préliminaires traitées avant d’obtenir les modeles linéaires dis-
crets, a partir d’une approche sur la théorie de fonctionnement des réacteurs, et de
données réelles enregistrées sur le réacteur NUR, ont permis de sélectionner le modele

d’état approprié.

Les seules mesures de la puissance du réacteur se sont révélées insuffisamment riches
en information, la valeur de la réactivité injectée par les plaques de commande a été
considérée comme une entrée du premier modele. Celle-ci a était approximée d’apres
les relevés expérimentaux disponibles. Moyennant ce supplément d’information a four-

nir a I’estimateur de Kalman, la convergence de I’estimation des parametres estimés est
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bonne. ’implantation de I’algorithme sous MATLAB a conservé la qualité de 1’esti-
mation optimale du filtre de Kalman. La rapidité de traitement de 1’algorithme permet
de suivre I’évolution en temps réel des parametres, ce qui n’a pu étre testé sur le réac-

teur lui méme.

La méthode moderne d’estimation de parametres, qu’est le filtre de Kalman étendu, a

ainsi pu étre appliquée avec succes a un probleme physique .
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Annexe A

Démonstration des équations du filtre

de Kalman

A.1 Equations de filtre de Kalman et positionnement de probléeme

Dans toute la suite, pour ne pas alourdir les équations mathématiques avec les notations,
nous confondrons les variables aléatoires avec leurs réalisations (nous intéresserons
aux variables aléatoires).

Pour un systeme linéaire stochastique discret(les mémes approches sont utilisées dans

le cas continue) dont nous rappelons les équations pour plus de clarté :

Tpy1 = Apxy + Brug + Grwy, (A.1)

Y = Crayp + vg, (A.2)

I’entrée uy, ainsi que les matrices Ay, By, G, et C', sont des grandeurs certaines. L’ état

initial o est non corrélé avec les bruits de sortie (vy) et de dynamique (wy) qui sont

connus par :
E[.I'o] = my, (A3)
E[(zg — mo)(z0 — mo)"] = P, (A.4)
Elw] =0, (A.5)
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Elvi] = 0, (A.6)

Elwiv]] =0, (A.7)
Elww] | = Qibyj, (A.8)
EU}CUJT == dekj, (A9)

Le probleme du filtre de Kalman est de déterminer 1’équation récurrente de d’estima-
teur optimal 7y, de x; + 1 a partie de la séquence de sortie Y = %o, Y1, ..., Yr-

Etant donné le modele dynamique et connaissant les sorties et les entrées jusqu’a I’ins-
tant k cad Y, le probleme du filtrage linéaire est de déterminer un estimateur d’état
Ty €galement appelé T/, qui est a variance minimale (MVUE quand le modele
est lin€aire). notons 7 = ) — Ty, comme erreur d’estimation, la fonction colit
(une fonction quadratique de I'erreur) £(Z}) = Zf Ty, et notre critere d’optimisation est
minE[7l %] = mintrace(E[ZZ}]). Nous nous intéressons au probléme de filtrage

Ti T

quand [ = 0 et de prédiction a un pas quand [ = 1.

A.1.1 Filtre de Kalman estimateur

Dans cette €tape on cherche un estimé lin€aire 7/, de x), qui minimise la trace de
la matrice de covariance de I’erreur d’estimation. Un filtre récursif est déterminé par
la relation de récurrence reliant Zj1/,41 a 'estimé a I'instant précédent 7y ;. et aux
mesures collectées a I’instant k£ + 1 cad Yy et a la commande uy. Cette estimation est

réalisée en deux étapes.

Tk — Tryyk  —  Tril/ksl (A.10)

prédiction estimation
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OU Tj41/; st I'estimé a priori et Tyyq/,41 'estimé a posteriori. Pour 1’étape de pré-
diction on fait I’étude de la propagation de I’estimé (on utilisant I’équation dynamique
(A.1)). La meilleur prédiction qu’on peut faire de I’état =y, ; connaissant les mesures

jusqu’a I'instant k, a partir de I’estimé Ty, est
fk-}-l/k = Afk/k + Buy, (A.11)

On définit les variables :

Tpy1/k = Thy1 — Tht1/k (A.12)
I’erreur a priori ou de prédiction.

U1k = CTpqa i (A.13)
comme estimation a priori de la sortie.

Ukt 1/k+1 = CTpy1/pp1 (A.14)

comme estimateur a posteriori de la sortie.

La covariance de I’erreur a priori P/, = I [Tri1 /;ﬁfﬂ /k] est donnée par.
Py = APy AT + GQG” (A.15)
en utilisant les équations (A.1), (A.11) et I’équation de propagation de la covariance.

A.l.1.1 Etape d’estimation (ré-actualisation)

Pour établir les relations reliant I’estimé a posteriori a 1’éstimé a priori en utilisant les

mesures a I’instant k£ + 1, au début on cherche I’estimateur linéaire :

Thg1/kr1 = Tra1/k + Kopr Wkt1 — Tkgasn) (A.16)

tel que K4 est le gain de Kalman, et donc comme une deuxieme étape on doit déter-

miner ce gain en optimisant le critere.

T = trace(E[Ti ) g1 Ths1/nr1]) (A.17)
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cad résoudre

mmtrace(E[igﬂ/kﬂfkﬂ/kﬂ]) = mintrace(Pyi1/k41) (A.18)
Krq1 Krq1

11 faut aussi trouver une relation de récurrence entre la matrice de covariance de 1’erreur
a posteriori P11 /x4 et la matrice de covariance de I’erreur a priori P /5 pour pouvoir
tirer le gain de Kalman par le dernier critere. En utilisant la définition de la covariance

de I’erreur d’estimation et I’équation (A.16), on peut démontrer que :

Pk+1/k+1 = Pk+1/k + Kk-s—le(kJrl)KkTH - Px(k+1)y(k+1)KkT+1 - Kk+1PmT(k+1)y(k+1)

(A.19)
ou :
Pyrr1y = El(Wrs1 — Urr1/e) Wrr1 — .@kﬂ/k)T] (A.20)
et
Pty = El(@rr1 — Zepn) Wesr — Tesayn)’) (A.21)

Avec un simple calcul mathématique en utilisant I’équation (A.2) et I’expression de

Uk+1/k> ON trouve :

Pyt1) = CPk+1/kCT + R (A.22)

Poeiyyer) = Prop1uCT (A.23)

La condition d’optimisation du critere Z = trace(Pj41/k41) est donnée par la premiere
dérivé par Ky,

dZ
dKy+1

= 2K 1 Py — 2P(ks1)yir1) = 0 (A.24)
on utilisant (A.22),(A.23) on obtient le gain de Kalman
K1 = Poy1uCT(CPe1iCT + R) ™ (A.25)

On pourra donc simplifier I’équation de la covariance a posteriori sous la forme récur-

rente
Ptk = Peviyr — Pey1nCT (CPiy1C" 4+ R) ' C Py (A.26)
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Alors I’étape de prédiction qui correspond a la propagation de I’estimé optimal est

représentée par I’équation dynamique suivante :

1k = ATy + Buy, (A.27)

Peiayr = APy AT + GQG™ (A.28)

Et I’étape d’estimation qui correspond a la ré-actualisation de 1’estimé optimal a I’ arri-

vée de la mesure a I’instant £ + 1 est représentée par :

K1 = Poy1CT(CPiyr,CT + R)™! (A.29)
Tt /b1 = Trr1/k + Kot (W1 — CTpsayn) (A.30)
Popijir1 = Popii — K1 CPig g (A.31)

Avec le terme yp1 — CTpy1 est appelé résidu de la correction. On a maintenant
I’intérét d’initialiser juste le £y comme prédiction initiale et /) comme la covariance
de I’erreur de prédiction initiale. On remarque pour les équations (A.29) et (A.31) que
le gain de Kalman et la matrice de covariance de I’erreur ne dépendent pas de la mesure

Yk et ils dépendent juste du modele, et donc on peut les calculer hors ligne.

A.1.1.2 Filtre de Kalman estimateur stationnaire

Dans le cas ou on a un établissement d’un régime permanent (le cas ol le modele est
indépendant du temps et donc les matrices A, B, C, G ne dépendent pas de k), alors
Pyi1/r — Py et Ky — K. En regroupant les équations (A.27) avec (A.28) et
(A.30) avec (A.31), on obtient que le filtre de Kalman estimateur stationnaire définit

par

£k+1/k+1 = Ai’\k/k + Buy + Koo(yk—H - C(Afk/k + Buk)) (A.32)
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Ky = P.,CT(CP.CT + R)™! (A.33)

Py = AP AT — AP, .CT(CP.CT + R)'CP AT + GQGT (A.34)

L équation (A.34) permettant de calculer P, > 0 est appelée Equation Algébrique de
Riccati discrete.

Cette partie du travail est beaucoup plus détaillée dans le chapitre 3.
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Annexe B

Discrétisation des Equations

différentielles stochastiques

B.1 discrétisation d’un modele d’espace d’état linéaire

Aux Mathématiques la discrétisation concernes les fonctions de transfert continus, le
but de cette opération est de trouver les modeles ou les équations Homologues dis-
cretes. Cette étape est considérée comme premiere adaptation des systemes continus
dans le monde de I’évaluation, la simulation et I’'implémentation numérique. Pour cela
on trouve plusieurs approches comme la méthode de Euler-Maruyama (Ito Calculus),
la méthode de Zero-Order Hold et la méthode de Milstein [1974]. Quand on applique
une discrétisation sur un systeme ou une donnée continue on aura toujours un erreur
de discrétisation. le but des méthodes qu’on a vient de les citées est de minimiser le
niveau de cet erreur et le rendre négligeable.
La discrétisation ciblée dans cet annexe est une transformation d’une équation diffé-
rentielle continue pour obtenir I’équivalence de cet équation dans le cas discret, afin de
I’intégrer dans un systeme de traitement numérique. Rappelons le modele continu d’un
espace d’état a temps continu :

(t) = Ax(t)+ Bu(t) + w(t) (B.1)

y(t) = Cux(t) + Du(t) +v(t) (B.2)
Avec v et w sont des des processus aléatoires continus centrés tel que, w(t) ~ N (0, Q)
etv(t) ~ N (0, R).

Ces équations peuvent étres discrétisées par la méthode de Zero-Order Hold pour une
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entré u et un bruit v, dans ce cas on trouve :
Tpp1 = Agqxp + Bauy + wy, (B.3)
y = Cyrp + Dauy + vy (B.4)

avec des matrices de covariances (dans le cas vectoriel), wy, ~ N(0, Qq), v, ~ N (0, Rq)

N

ou
Ay = exp(AT) = L7Y(sI — A) ey (B.5)
By = (/:O exp(Ar)dr)B = A~Y(A, — I)B, (B.6)
si A est non singuliere.
Cs = C (B.7)
Dy, = D (B.8)
Qs — /T : exp(AT)Q exp(ATT)dr (B.9)
Ry = ;R (B.10)

Et T est le temps d’échantillonnage, aussi A” est la matrice transpose de A.
Une approche disons intelligente et plus simple pour calculer A, et By en utilisant la

formule matricielle suivante :

A B My Mo
exp T= (B.11)

0 0 0 I

tel que Ay = My et By = M.

B.1.1 Discrétisation du bruit de systeme

L’évaluation numérique de (), est un pe difficile pour faire, vu qu’on a un calcule
d’exponentiel d’une matrice (dans le cas générale cette matrice est rectangulaire et
non décomposée en valeurs propres). ce calcule peut se faire d’une autre maniere plus
simple, dans ce cas on construit une nouvelle matrice (7, et on cherche son exponentiel

[Van Loan, 1978]
—A
F = @ T (B.12)
0 AT

AT
G = exp(F)= @ @ (B.13)
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Donc la discrétisation du bruit de systeme est évalué par la multiplication du transpose

de du terme droit en bas avec celui en haut dans la matrice G.

B.1.2 Dérivation

En démarrant avec le modele continu, on a :

x(t) = Ax(t) + Bu(t) (B.14)
On sait tres bien que le dérivé d’une matrice exponentielle est donnée par
jtexp(At) = Aexp(At) = exp(At)A (B.15)
En multipliant B.14 et B.15 on trouve :

exp(—At)i(t) = exp(—At) Az (t) + exp(—At) Bu(t) (B.16)

Et donc, on peut écrire

jt(exp(—At)x(t)) = exp(—At)Bu(t) (B.17)
En intégrant, on trouve

exp (—At) 2(t) — exp(0)z(0) = /texp( A7) Bu(r)dr (B.18)

2(t) = exp(Ab)z +/ exp(A(t,)) Bu(r)dr (B.19)

Ce qui est une solution analytique de 1’équation différentielle B.14.
Maintenant on a I’intérét de discrétiser cette derniere expression, afin de trouver le mo-
dele discret a nouveau. On assume que u est constant dans chaque intervalle temporelle
T (pa d’échantillonnage)

v, = x(kT) (B.20)

kT
z = exp(AkT)z —I—/ exp(A(KT — 7)) Bu(r)dr (B.21)
1 = exp(A(k+1)T)z(0) + / . exp(A(k +1)T — 7)Bu(1)dn(B.22)
xpy1 = exp(AT)[exp(AkT)x —l—/kH)TeXp(A(k:T—T))Bu( )dT[B.23)

(k+1)T
/ exp(A(KT + T — 7)) Bu(r)dr (B.24)
kT
Avec le terme entre braquet est le xy, en posant v = k7T 4 T — 7 et on assume toujours
que le u est constant pendant I’intervalle d’intégration, on aboutit I’expression suivante

T
Tpr1 = exp(AT)xy + (/0 exp(Av)dv) Buy, (B.25)

= exp(AT)xy, + A (exp(AT) — I) Buy, (B.26)
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Ce qui est la solution exacte du probleme discret.

B.1.3 Approximation

La discrétisation exacte peut €tre intraitable vue sa complexité (exponentielle d’une
matrice et sa intégration). C’est plus simple de calculer une approximation du modele
discret, tel qu’on suppose qu’on a une intervalle d’échantillonnage et donc d’intégra-
tion infinitésimale, et donc exp(AT) ~ I + AT. La solution approximée est donc

donnée par :
T ~ (I + ATy, + T Buy, (B.27)

d’autres approximations sont proposées, exp(AT) =~ (I — AT) ! et exp(AT) ~ (I +
1 1 L s el

§AT) (I+ 514)_1. dont chacune de ces approximations a ses propriétés de stabilité. La
derniere entre eux connue sous le nom de transformation bilinéaire ou la transformation

de Tustin, préserve la stabilité du systeme continu.
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