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Abstract:

This aim of this work is to analyse the factors that influence the stress intensity factor (SIF)
variation for thick-pressurized cylinder containing crack represented by notch.

In general, cracks of this type of problems are represented by semi-elliptical forms and the
passage from the three-dimensional to two-dimensional problems leads to neglect the front
effect .However, the opening notch effect and the stress field effect persist.

First, SIF are determined using boundary element code and afterwards analysis and validation
of results are done by using finite element method code (Ansys)

Key Words: fracture mechanics, crack, notch, thick-walled cylinder, boundary element
method, stress intensity factor.
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Résumé:

Ce travail porte sur I’analyse des facteurs influant sur la variation du facteur d’intensité des
contraintes (FIC) pour un cylindre épais contenant une fissure représentée par une entaille.

En général, dans ce type de probléme les fissures sont de forme semi-elliptique et le passage
d’un probléme tridimensionnel a un probléme bidimensionnel entraine la négligence de 1’effet
du front. Cependant, I’effet d’ouverture et I’effet du champ de contraintes persistent.

Tout d’abord, la mise au point d’un code de calcul permet 1’obtention des FIC par la méthode
des éléments aux frontieres et ensuite un code d’éléments finis (Ansys) permet la validation
et I’analyse des résultats ainsi trouvés.

Mots clés : mécanique rupture, fissure, entaille, cylindre épais, méthode des ¢léments aux
frontiéres, facteur d’intensité des contraintes.



Sommaire :
Chapitre 1 : Introduction et étude bibliographique ................................. 1

Chapitre II : Bases théoriques de la mécanique linéaire de la rupture......5

| 0 6315 (0 Ya 11 oq 5 (o) s 5
II- 2-Equations de 1’€lastostatiqUe .......c.cuvveiiiiiiiie et 5
II-3-Analyse linéaire élastique des corps fiSSUIES .........ooviiiiiniiiiiiiiiiii i, 8
11-3-1-Etude d’un milieu €lastique fISSUIE .........oviiiiiet i, 8
II-3-2-Representation générale d’une fiSSure ..............oooviiiiiiiiiiiiiiiiiiin e, 9
11-3-3-Modes fondamentaux de TUPTULE .......vvviiiiiiiie e et eee e 9
11-3-4-Facteurs d’intensité de contraintes (approche locale) .............cccovvviiiiiiiia.. 10
11-3-5-Theorie de Griffith (approche globale) ...........ccoviiiiiiiiiii 12
I1-3-6-Champs de contraintes et de déformations au voisinage d’une fissure ............... 14
II-3-7- Relation entre G et K ..o e 17
Chapitre I11: Présentation de la méthode des éléments de frontiere......... 19
|00 0 o150 Ya L0 o] 5 (o) 1 APPSR 19
II-2-EqQuation de INAVICT ......oiiititt ettt et e ettt et 19
III-3-Identité de SOMIZIANG ......oovinnniiiti it 20
[11-4-Equations intégrales auX froNtieres ..........ouieutitiirtitiitiiiieiit ceeieeeeeaaenan 21
III-5- Résolution numérique des équations int€grales .........coovvvvviiiiiiiiniiiieiiinnnnnn.. 22
I1I-5-1-Représentation de la géométrie par éléments de fronti€re .............ooovvvvvvenn.. 22
II1-5-2-Discrétisation deS INCOMMUES .......ouurrennetteneee e ettt et aeeeanneennn, 24
I1I-5-3- Construction et résolution numérique du probléme discrétisé ....................... 25

Chapitre IV : Implémentation de la méthode des éléments de frontiéres et

APPlICAtIONS ... ..o 27
IV-1-INtrodUCtiON . .uvevviii et e e eesninnnneeenes 2T
IV-2-Methodes de calcul du facteur d’intensité des contraintes ..............ovvvvvinnnnnnnn.. 27
IV-2-1-Methoded’eXtrapolation ............oouieriiniiiniitiie e eeerie e, 27
IV-2-2-Elements SINGULIETS ......uutenteetieeett et eete et ee et e eeeeeeeaneeaneeeaens 28
IV-3-Calcul des intégrales et problémes de singularités ............c.ovviviiiiiiiiiiiiiinn... 30
IV -3-1-Cas d’un élément unidimensionnel ................coooiiiiiiiis i, 30
IV -3-1-Cas d’un élément bidimensionnel ...............ccoviiiiiiiiiiiiiiiiieeeeee. 33
IV-4-Implémentation NUMETIQUE ... ...oeinnrte ittt ettt et ettt e eee e eeeeie e 38
IV-5-Applications et validations des résultats ............coooviiiiiiiiiiii i, 40
IV-5-1-Cas d’une plaque fISSUIEE ..........oiiuriiiii i 40
IV-5-2-Cas d’un cylindre fiSsuré ...........cooviiiiiiiiiiii e, 45
Résultats et COMIMENEAITES ...ttt ettt ettt ettt ettt e e e e 54

Conclusion Générale ...................... 55

Bibliographie. ..., 57




Annexe A :
Annexe B :
Annexe C :
Annexe D :

Annexe E :

Fonctions de forme pour un élément quadratique .................ccoevvinnennnn. 63

Solutions fondamentales ................ooiiiiii i 66
Géomeétrie différentielle ........oovriiiiiiiii e 68
Calcul des intégrales régulieres (Choix des points de Gauss) ................... 70
Calcul des intégrales singulieres (Méthode de subdivision)..................... 7



Listes des figures :
Fig II-1 : Corps ¢élastique
Fig I1-2 : Corps fissuré
Fig II-3 : Zones des champs mécaniques
Fig I1-4 : Contraintes au voisinage d’une fissure
Fig II-5 : Les trois modes de fissuration
Fig 11-6 : Milieu ¢lastique fissuré
Fig II-7 : Fissure dans un plan infini
Fig I11-1 : Domaine réel Q et domaine auxiliaire E
Fig II1-2 : Schéma explicitant la valeur limite de 1’intégrale
Fig I11-3 : Elément de référence et ¢lément de
Fig IV-1 : Elément singulier
Fig I'V-2 : Intégration quand Pi est un nceud de 1’¢lément
Fig IV-3 : Intégration sur un ¢lément quadratique quand Pi et n coincident
Fig I'V-4 : Diagramme de calcul des intégrales régulieres
Fig IV-5 : Diagramme de calcul des intégrales singuliéres
Fig IV-6 : Elément quadratique a huit nceuds (Singularité sur un nceud coin)

Fig IV-7 : Elément quadratique a huit nceuds (Singularité sur un nceud milieu)
Fig IV-8 : Schéma présentant les liaisons entre les différents modules pour le calcul de

KI et KIN par ¢éléments de frontiéres
Fig IV-9 : Plaque fissurée
Fig IV-10:Variation des KI pour une plaque fissurée
Fig I'V-11:Condition aux limites pour une plaque chargée
Fig IV-12:Variation des déplacements Ux pour une plaque fissurée
Fig I'V-13:Variation des déplacements Uy pour une plaque fissurée
Fig IV-14:Variation des contraintes 6x pour une plaque fissurée

Fig IV-15:Variation des contraintes Gy pour une plaque fissurée
Fig IV-16:Termes géométriques pour une fissure elliptique

Fig IV-17:Variation des KIN pour un cylindre fissuré (par BEM)
Fig IV-18:Maillage d’un quart de cylindre par Ansys

Fig IV-19:Variation des contraintes 6x pour un cylindre fissuré

Fig I'V-20:Variation des contraintes Oy pour un cylindre fissuré

Fig I'V-21:Variation des déplacements Ux pour un cylindre fissuré

Fig IV-22:Variation des déplacements Uy pour un cylindre fissuré

Fig I'V-23:Variation des KIN pour un cylindre fissuré (par ANSYS)
Fig 1V-24:Validation des résultats par ANSY'S

Fig I'V-25:Distribution des contraintes sur les facettes d’une fissure
Fig IV-26:Influence du champ des contraintes sur la variation des KIN
Fig IV-27:Variation des KIN pour différents angles d’ouverture

10
11
12
15
21
22
23
29
31
32
34
36
37
38
39

40
41
42
43
43
44

44

45
46
47
47
48
48
49
51
51
51
52
53



Listes des tableaux :

Tableau I'V-1
Tableau IV-2
Tableau IV-3
Tableau IV-4

: Valeurs des KI pour une plaque fissurée

: Valeurs des KI et des KIN pour un cylindre fissuré (par Ansys)
: Tableau comparatif des KIN pour deux cas de chargements

: Valeurs des KIN pour un cylindre fissuré par BEM

41
50
52
53



NOMENCLATURE :

E : Module de young

E.: Elements de fronticres

G.,H : Matrices d'influence

J : Jacobien de transformation

KLKILKIII: Facteurs d'intensité des contraintes pour les trois modes

N :Matrice des fonctions de forme
NE : Nombre de noeud total

P: Pression intéricure

Q: Le taux de chaleur regue

R,: Rayon intérieur

R,: Rayon extérieur

T

ij» Uj;:Solutions fondamentales aux contraintes et aux déplacements
f: Force extérieure

f, fi', fj"' : Fonctions angulaires pour chaque mode

n: Vecteur normal

n,,n,,n, : Composantes du vecteur normal

p: Point source

Px): Puissance des efforts extérieurs

Py : Puissance des efforts intérieurs

r: Vecteur position du point source p
r, 1,, 1, : Longueurs des projections de r suivant les directions X[> Xgs X,

t.(q),u;(q):Composantes du vecteur contrainte et du vecteur déplacement au point champ q
u : Vecteur déplacement

4 module de cisaillement

o;;:Composantes du tenseur contrainte

O'ilj :Composantes du tenseur contrainte au front de la fissure

0y :Symbole de Kronecker
¢;:Composantes du tenseur deformation

r,0: coordonnées polaires

g,n : Systéme de référence

v : Coefficient de poisson

p :angle d'ouverture d'entaille

2yda : Puissance dissipée dans le mécanisme de décohésion
oW, : Travail des forces extérieures appliquées
0P : Variation potentielle totale

OW,,,: Variation de I'énergie élastique

E: Variation de 1'énergie interne

K : Variation de I'énergie cinétique

KIN : facteur d'intensité des contraintes normalisés

[ud :Saut de deplacement



Chapitre : Introduction et étude
bibliographique

Historigue et étude bibliographique :

La rupture est un probléme auquel ’homme devra faire face aussi longtemps
qu’il construira des édifices ou fabriquera des structures. Ce probleme est de
plus en plus crucial avec le développement, 1i¢ aux progres technologiques, de
structures complexes.

Durant le XIX®™ siécle le développement industriel de 1’acier et de ses
alliages a permis de fabriquer des structures capables de résister a certains types
de chargements, cependant ces structures congues a 1’aide de la théorie de
I’¢lasticité ne saurait prévoir les risques d’accidents et de catastrophes causés
par la rupture fragile.

En grande Bretagne et durant la période 1860-1870 [1] le nombre de personnes
victimes d’accidents s’¢élevait environ a deux cents par ans a cause des accidents
ferroviaires dus a une rupture brutale des essieux, des roues ou des rails .

De nombreux accidents interviennent également sur les pipelines, les pétroliers,
ou encore sur les avions.

En 1950 par exemple, deux avions Comet se sont brisés a haute altitude a cause
d’un probléme de fatigue au niveau des trous des rivets prés des hublots [ 61] .
Et récemment en 2001 un Airbus A300, s’est écrasé aprés son décollage de
I’aéroport international de Kennedy et selon les déclarations du service de
sécurité de transportation nationale, la cause était la disjonction du stabilisateur
du fuselage juste avant le choc.

Ces risques d’accidents sont généralement dus aux défauts préexistants qui
proviennent du processus de fabrication. En effet, aucune structure n’est
exempte de ces défauts, un pétrolier par exemple peut contenir des millions de
défauts microscopiques [2] qui peuvent se propager sous forme de fissures
(Fig A). En fait, les estimations de tenue des structures, fondées sur les
méthodes classiques , ne tenaient pas compte de la ténacité des matériaux en
conditions réelles de service , et les chercheurs étaient incapables d’expliquer le
phénomene de rupture brusque sous des sollicitations bien inférieures a celle de
la limite €lastique.



Fig A : Propagation d’une fissure dans un cylindre

Les références historiques de la mécanique de la rupture sont celles de Griffith
et Irwin: En 1920, Griffith [3]dont le critére fondé sur des considérations
énergétiques, exprime la rupture a ’aide du taux de restitution d’énergie libéré
lors de I’avancée par rupture brutale de la fissure et en 1957 celui d’Irwin [4]
reprend cette méme idée mais en précisant bien le lien existant entre cette
quantité (taux de restitution d’énergie) et le champ des contraintes au voisinage
de la fissure en introduisant de nouveaux parametres appelés: facteurs
d’intensité de contraintes (FIC).

Entre 1960 et 1980, la mécanique de la rupture connait un grand essor
scientifique, avec notamment ’apparition de la mécanique non linéaire de la
rupture qui prend en compte le comportement plastique des matériaux.

De nombreux travaux sont publiés [Rice 1968] et [Bui 1973] qui introduisent la
notion d’intégrales de contour dont les propriétés ont permis de caractériser la
ténacité d’un matériau lorsque la plasticité n’est pas confinée a la pointe de la
fissure.

Jusqu’a présent 1’évaluation du FIC revét toujours d’une grande importance
puisqu’il permet de juger la stabilit¢ d’une fissure en prévoyant la rupture
brutale, mais du fait qu’il dépend de la bonne prise en compte de la singularité
qui caractérise le champ des contraintes aux voisinages d’une fissure, les
méthodes analytiques deviennent laborieuses.

Avec l’introduction des méthodes numériques dans la modélisation des
structures, de considérables efforts ont été consacrés au calcul précis du facteur
d’intensité des contraintes.

En effet, les principales méthodes numériques sont : la méthode des €léments
finis [9-13] et la méthode des ¢léments de fronti¢res [14-23].
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La méthode des éléments finis occupe une position dominante et son champ

d’application est vaste mais elle devient laborieuse et inefficace pour certains
problemes dont la géométrie n’est pas simple étant donné qu’elle nécessite un
raffinement du maillage et une augmentation de la densité des €¢léments aux
voisinages des régions critiques.
Au contraire, les méthodes des équations intégrales sont d’un emploi assez
fréquent en mécanique de la rupture et pour les domaines infinis. Outre
I’avantage du gain d’une dimension d’espace par rapport aux éléments finis ,une
meilleure précision est obtenue dans I’évaluation des grandeurs locales aux
voisinages des fronts des fissures.

Historiquement, et jusqu’aux années quatre-vingts, la méthode des ¢léments
de frontiére était reconnue par la méthode des équations intégrales de frontieres
dont I’objectif était tout d’abord la résolution des problémes de la physique
mathématique.

En 1828 et pour la premiere fois, G.Green [5], a formulé une représentation
intégrale de la solution des problémes de Dirichlet et de Neumann pour
I’équation de Laplace en introduisant des fonctions appelées : fonctions de
Green.

En 1872, Betti [6] a présent¢ une méthode générale pour I’intégration des
équations de 1’¢lasticité. En fait elle était une extension directe de 1’approche de
Green pour les équations de Navier.

Et en 1885, en se referant sur le théoréme de réciprocité de Betti, Somigliana [7]
a formulé¢ une représentation intégrale de la solution des problemes de
I’¢lasticité en prenant en considération les forces de volumes, les déplacements
et les charges aux fronticres.

En effet, la méthode des éléments de frontieres est attribuée a Fredholm puisqu’
il était le premier qui avait appliqué les €quations intégrales singulicres aux
problemes de la théorie du potentiel [8] pour la détermination des inconnues aux
fronticres.

Jusqu’a la fin des années cinquante , la méthode des équations intégrales était
encore négligée mais avec le développement des ordinateurs , elle est devenue
une méthode numérique puissante appliquée aux différents types de problémes
d’¢lasticité, d’élastodynamique ,de géomécanique, de la mécanique de fluide,de
la mécanique de la rupture ...etc.

En rupture bidimensionnelle plusieurs approches basées sur la méthode des
équations intégrales de frontiéres ont été utilisées pour le calcul des facteurs
d’intensité des contraintes [24] :

e Mc¢thode de fonction de Green (T.A Cruse 1972)

e M¢éthode de discontinuité de déplacements [Crouch et strafield 1983 ]

e Me¢éthode de sous structuration [Blandford et Al,1981,Sollero et Al, 1994

,Sollero et Alliabadi 1995]



La méthode des fonctions de Green [54-57] ne nécessite pas la discrétisation
de tout le domaine mais juste les surfaces de la fissure, elle convient seulement
pour certaines géométries dont les fonctions de green sont connues alors que la
méthode de discontinuité de déplacements (MDD) [58-59] nécessite la
discrétisation des surfaces de la fissure ainsi que les frontieres du domaine. Elle
convient beaucoup mieux pour les problémes de fissuration en milieu infini.
Quant ’a la méthode de sous structuration, elle consiste a décomposer le
domaine élastique en deux sous domaines complémentaires et chaque sous
domaine pouvant étre formulé¢ au moyen d’une équation intégrale. Cette
méthode permet alors la discrétisation de toute sorte de fissure étant donné que
chaque surface de la fissure est discrétisée séparément [14],[24].

Dans le cas de la rupture tridimensionnelle, I’un des problémes importants

des cylindres €pais sous pression est la détermination des facteurs d’intensités
des contraintes au voisinage des fissures semi elliptiques.
Jusqu’a présent plusieurs méthodes numériques ont été utilisées pour I’obtention
de ce parametre : la méthode des éléments finis (FEM) [25 -29], la méthode des
¢léments de frontieres (BEM) [30-37], la méthode de la force volumique (BFM)
[38-41],Ja méthode des ¢équations intégrales singulieres (HSIE)[42-44],la
méthode des fonctions de poids (WFM) [45-47]...etc.

Ce travail entre dans le cadre de la mécanique linéaire de la rupture, Il se
focalise sur la mise au point d’un code de calcul d’¢éléments de frontiéres pour
la détermination du facteur d’intensité des contraintes pour un cylindre
contenant une fissure intérieure représentée par une entaille.

Le corps de ce mémoire est divisé en trois parties :

Dans la premicre partie, nous commencerons par rappeler les théories et les
hypotheses de la mécanique linéaire de la rupture (MLR), en insistant seulement
sur celles qui entrent dans le cadre de notre ¢tude.

Dans la deuxiéme partie, nous présenterons les bases théoriques de la méthode
des ¢éléments de frontiéres nécessaires a son implémentation numérique.

La troisiéme partie, se consacrera tout d’abord a I’implémentation numérique de
la méthode des éléments de frontiéres puis aux applications et la validation des
résultats trouvés avec ceux déterminés par ¢léments finis en utilisant le logiciel
commercial Ansys.

Finalement, une conclusion générale présente les commentaires sur les résultats
trouvés.



Chapitre 11 : Bases théoriques de la
mécanique linéaire de la rupture

II-1- Introduction :

Le développement des microfissures sous 1’action des sollicitations
mécaniques, thermiques, chimiques ...peut conduire a une destruction totale des
structures.

Cette rupture peut intervenir brutalement sans déformation préalable pour les
matériaux qualifiés de : fragiles tandis qu’elle intervient qu’aprés une étape de
déformation permanente pour les matériaux qualifiés de : ductiles.

Dans le cas ou la plasticité est absente ou reste trés confinée, les théories qui
permettent de traiter ce type de problémes consideérent le matériau comme étant
¢lastique et linéaire partout : C’est la mécanique linéaire de la rupture (MLR).
Pour cette approche deux études alternatives sont possibles : 1’une utilise un
critére d’énergie et I’autre le concept d’intensité de contraintes.

Dans le présent chapitre nous présentons les équations fondamentales de la
mécanique lin€aire de la rupture, en commencgant tout d’abord par rappeler les
¢quations de 1’¢élastostatique que nous utiliserons alternativement par la suite.
Ensuite, nous définissons dans le cadre de la mécanique linéaire de la rupture,
les caractéristiques d’un milieu fissuré tels que les modes de ruptures, les
facteurs d’intensité des contraintes, le taux de restitution d’énergie, les champs
des contraintes et des déformations au voisinage d’une fissure . Enfin, nous
présenterons les criteres de rupture.

11- 2-Equations de I’élastostatique :

Soit un solide ¢lastique linéaire, homogéne et isotrope Q2 dont la frontiére est
[" et soumis aux forces volumiques b, aux tractions t sur [, et aux déplacements
imposés u sur [, (Fig I1-1)
Supposons que ce corps subit des petites déformations et de petits déplacements
[64] :
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Fig I1-1 :Corps ¢élastique

e ['¢tat de contrainte en un point est défini par le tenseur des contraintes
suivant :

O =|0, 0y Oy (-1

Oy =0, 5 013 =03 50, =05

e Ces contraintes doivent satisfaire les équations d'équilibre suivantes :

o;;+h =0 (1j=1.2,3)  (1I-2)
Ou:
b, : les forces de volume

e Le vecteur contrainte en un point est défini par :

L =ou8 (I1-3)



e ['¢tat de déformation est défini par le tenseur de déformation suivant :

E=1& &y &y (-4

83 1 832 833

=6y 5 &35 855,838y
e Les relations déformations -déplacements sont définies par :

1 ou,

o, 11-5
5( —)  (I-5)

& ==(—+
ox;  OX

e La loi de comportement pour un matériau isotrope est définie par la loi de
Hooke généralisée suivante :
oc=C¢& (-6

Ou:
C: est la matrice des coefficients ¢lastiques

L’Equ.(II-6) peut s’écrire alors sous la forme matricielle :

[20-v)  2v v 0 0'
1-2v) (1-2v) (1-2v) .
o
! 20-v) 2w !
o 0 0 0]¢,
£ 1-2v) (1-2v)
O3 &3
= 2(1-v) (=7

O3 1 0 2g,
Oy sym 1 2¢,,

Ou sous la forme indicielle suivante :

2
= ’uv5-5

i =, Oiém + 248y (Ljm=1,2.3)  (II-8)



e Equations de compatibilité des déformations :

Pour que les six fonctions ¢, soient les composantes du tenseur des

déformations, elles doivent satisfaire a un ensemble de conditions, dites
conditions de compatibilité exprimées par :

Eay = En TG0 (L):,k=1,2,3)  (11-9)

I1-3-Analyse linéaire élastique des corps fissurés :

La rupture d’un corps € soumis a D’action des contraintes ou des
déformations imposés (Fig I1I-2) se manifeste par la formation de deux nouvelles
surfaces libres S'et S™ : appelées lévres de la fissure [14] :

td

JW\J

Fig II-2 : Corps fissuré

11-3-1-Etude d’un milieu élastique fissuré :

Dans un milieu élastique fissuré [72] , la région proche de la pointe d’une
fissure peut étre décomposée en trois zones(Fig I1-3) :

1. La zone d’élaboration :
L’¢étude de cette zone est tres complexe du fait que les contraintes tendent
vers I’infini au voisinage direct de la pointe d’une fissure.




2. La zone singuliére :
Dans cette zone le champ des contraintes présente une singularité¢ de type
1/,
3. La zone des champs lointains :
Elle raccorde la zone singuliére aux conditions aux limites de chargement et
de déplacement.

Fig II-3 : Zones des champs mécaniques

I1-3-2-Representation générale d’une fissure :

Dans un systeme d’axes orthonormés OXYZ, les fissures sont représentées

comme étant une séparation bordée a I’intérieur du matériau par un front de
fissure ( Fig 11-4)[62]

11-3-3-Modes fondamentaux de rupture:

Irwin a montré [65] que les mouvements cinématiques possibles d’une
surface supérieure par rapport a une surface inférieure d’une fissure sont en
générale une combinaison de trois modes indépendantes (Fig I1-5) :

e Mode I : mode d’ouverture (ou clivage)
e Mode II : mode de cisaillement plan
e Mode III : mode de cisaillement anti -plan



A Y
T A .
x > O-ZZ
A
—
XX K

fissure

Front de fissure

Fig I1-4 : Contraintes au voisinage d’une fissure

A chaque mode et au voisinage immédiat de la fissure sont associés un champ
de contraintes et un champ de déformations.

11-3-4-Facteurs d’intensité de contraintes (approche locale) :

En 1920, en s’appuyant sur les travaux de Griffith, Irwin [65,72] fut le
premier qui a exprimé le champ des contraintes au voisinage d’une fissure sous
la forme :

Kl | KIll Ti U T M
= f () +—f.." (0)+ f..7 (0) +o II-10
%™ e 0O g 1O g i @ (O

Les premiers développements théoriques ont été entrepris par Westergaard
[71] en 1940 afin de déterminer les fonctions angulaires et d’exprimer les
facteurs d’intensité des contraintes sous la forme :

10



-

7/._

Mode-11

Mode-1

v

Mode-111

Fig II-5 : les trois modes de fissuration

. 1/2 ) E 27
KI - IVEI(}[GW (27”) :|(9=0) - lrl—r’l(}LS(l—Vz) \/T[UW}

. 1/2 .
K =11m[0' 2xr } =l
I r—0 Xy( ) (6=0) r—>0[8(1 Vv )

: 1/2 E 2
“in zlgrol[ayz (271) 19=0) _lr_’o(S(l v? )\/7[%])

L’approche locale est basée sur la détermination des facteurs d’intensité des
contraintes (FIC) au voisinage du front de la fissure.
Ces parametres mesurent I’intensité de la singularité du champ des contraintes et
dépendent essentiellement de la longueur de fissure, de la géométrie et du type
de chargement.
Les facteurs d’intensité des contraintes sont exprimés en MPaVm

[ o | (I-11)
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I1-3-5-Theorie de Griffith (Approche globale) :

L’approche globale est basée sur la théorie de Griffith (1920) [62-63] qui a
montré que la rupture d’un milieu ¢€lastique- fragile pouvait étre caractérisée par
une variable appelée : taux de restitution d’énergie

I1-3-5-1-Définition du taux de restitution d’énergie :

Soit un milieu ¢élastique fissuré contenant une fissure de longueur a, de front
de fissure égale a 1’unité, qui subit un accroissement dax1( Fig I1-6)
Le bilan des énergies pendant la propagation oa de la fissure est exprimé par
[67]:

éWeXt —oW, dla =2y0a  (II-12)
v : énergie de surface
Posons :
OP=N Ha d/\éxt
Alors :
oP
—— =2 1I-13
sa 2 (11-13)
A
X2
022
T
e
S — —»>

X1

Fig I1-6 : Milieu ¢lastique fissuré



Le taux de restitution d’énergie G est défini par :

_oP _
oa

G= 2y (I-14)

I11-3-5-2-Expression du taux de restitution de I’énergie :

Pour un milieu élastique fissuré dont la fissure croit avec une vitesse a et
sous I’hypothese de petites déformations le premier principe de Ila
thermodynamique s’écrit [67]:

E+K=p,+Q-2ya  (II-15)

e [.’énergie interne est définie par :

E=-p,+Q = [0:6 V+Q=W,+Q  (II-16)

e La puissance des efforts extérieurs :

Py = [Fuds  (17)
s
En substituant I’Equ.(II-16) et I’Equ.(I1I-17) dans I’Equ. (II-15) on obtient :
W, +K=[Tuds2ya (IL18)

La condition de stabilité permet alors d’écrire :

. — Su SW.
K=|[f"ds—2"c 2y ]a<0 -19
U oa oa }/J ( )

oS
avec:a>0
j?.@ds _We 2y (11-20)
oa a

Js

Dans I’Equ.(II-20) le membre de droite représente le taux de restitution de
I’énergie
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Posons :

G= f—d— = ——F 1I-21
j ~ (2D

En appliquant le principe des travaux virtuels ’Equ.(II-21) peut s’écrire sous la
forme :

== j (f. @— ﬁ)ols, (11-22)
oa

Pour une partition [, et I'; (Fig I1I-2), I’Equ. (II-22) peut s’écrire :

:%j g_ __j ol §fds (11-23)

I1-3-6-Champs des contraintes et des déformations au voisinage d’une
fissure :

En modes I et II on peut avoir soit un état de déformation plane, soit un état
de contrainte plane (Fig II-7) et par conséquent la substitution des facteurs
d'intensit¢ de contraintes définies par IRWIN dans le développement de
Williams [68] pour les cas de déformation/contrainte plane permet d'écrire [62] :

e Champ des contraintes :

o, = % cos(@ /2) [1-sin(8 /2)sin(3 9/2)]—% sin(@ /2) [2+cos(8 /2)cos(6/2)]
O, = _ K cos(@ /2) [1+sin( 8 /2)sin(36/2)]- % sin(@ /2)cos(8 /2)cos(36/2)

= T OO Dsinl Deos302) s

~ {1/(0'XX +0,,) pour la deformation plane

cos(@ /2) [1-sin(@ /2)sin(36/2)]

Jamr)
NeET)

0 pour la contrainte plane

14
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En intégrant les équations (II-24) et en utilisant les relations déformations/
déplacements et contraintes /déformations , le champ des déplacements s’écrit:

e Champ des déplacements :

u, :ﬁ L{(21c—l)cosg—cosﬁ}+ﬁ /L[(2K+3)sing+sinﬁ}
4u\N2r 2 2 4u\N2rx 2 2

Ku L|:(2K—3)COSQ+COS£j| (11-25)
4u\N2rx 2 2

u2:ﬁ L{(21{—1)sing—sinﬁ}+
4u\N2r 2 2

{: 0 deformation plane
3

# 0 contrainte plane

T 05,
A O,
> 12
X u | ’
O,
r
(5]
X1,Up

Fig II-7 : Fissure dans un plan infini

e Mode I (mode d’ouverture) :
e Champ des contraintes

K
—————— cos(# /2) [1-sin(6 /2)sin(36/2)]
JR2 )

K

I
I
N2 mr)

Oy _ KL cos(@ /2)sin(6 /2)cos(36/2) (I1-26)
2rr)

{V(O'XX +o,,) pour la deformation plane
JZZ =

cos(@ /2) [1+sin(@ /2)sin(36/2)]

O-yy

0 pour la contrainte plane
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e Champ des déplacements :

UXX:ZK—' %cos%{x—l+25in2g}

o (11-27)
u :ﬁ Lsing K+1—2coszg
Y ou\N2r 2

e Mode II(mode de cisaillement plan) :

e Champ des contraintes :

o, \/% sin(@ /2) [2+cos(6 /2)cos(36/2)]

K
w = —T——=co0s(6 /2)sin(0 /2)sin(36/2)
T Jern

1

Tr

o == cos(@ /2)[1-sin(@ /2)sin(36/2)]  (11-28)
Yo JQ )

{V(O'XX +to,,) pour la deformation plane
O-ZZ =

0 pour la contrainte plane

e Champ des déplacements :

uxx :%JZL Sil’l§|:K+1+2C082 g}

s (11-29)
u :ﬁ‘/Lcosg K—I—ZSinZQ
Y ou\N2rx 2 2
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e Mode III(mode de cisaillement anti plan) :

e Champ des contraintes :

__ KT (- sin(8 /2)

Fre JQ2 7 1)

= ﬂcos(& /2)

Fye JQ 7 1)

(11-30)

e Champ des déplacements :

o, =28 /2L sing (11-31)
u \2r

11-3-7- Relation entre G et K :

Dans le cas général la relation entre le taux de restitution d’énergie et les
facteurs d’intensité de contrainte s’exprime alors [62] :

KP  Ki Ki
S R (I1-32)
E' E' 2u
Ou:
-~ deformation plane
E'=<(1-v)

E contrainte plane
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11-3-8-Criteres de rupture :

1. Critére de contrainte :

On dira qu’il y a rupture lorsque I’état de contrainte au voisinage de la
fissure atteindra une configuration critique c'est-a-dire quand le facteur
d’intensité de contrainte K atteindra une valeur critique Kc , soit [61] :

K=K, (II-33)

Kc : est la ténacité, elle dépend du matériau, de la vitesse de chargement, du
vieillissement et de la température

2. Critére d’énergie :

On dira qu’il y a rupture lorsque I’état de contrainte au voisinage de la
fissure atteindra une configuration critique c'est-a-dire quand 1’énergie
disponible pour la propagation de la fissure atteindra une valeur critique Gc
[61]:

G=0G, (II-34)
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Chapitre I11: Présentation de la méthode
des éléments de frontiere (BEM)

I1I-1-Introduction :

La méthode des ¢léments de frontieres (BEM) est une méthode numérique

qui a pour objectif 1’analyse du comportement mécanique des systémes et en
particuliers les structures soumises a des chargements extérieurs.
Cette méthode est basée sur la discrétisation des équations intégrales : les
équations intégrales qui portent sur une inconnue intermédiaire (une source
réelle ou fictive) sont qualifiées « d’indirectes » et celles qui établissent une
relation directe entre les variables physiques sur la frontiere du domaine d’étude
sont dites « directes » [14]

Dans ce chapitre nous commencgons tout d’abord par rappeler les bases
théoriques de la méthode des €éléments de frontieres ensuite nous exposons la
méthode de collocation, qui consiste a discrétiser I’équation intégrale prise en un
nombre fini de points de collocation x° , suffisant pour fournir au moins autant
d’équations que d’inconnues et enfin nous présentons le probléme de singularité
et les différentes méthodes de traitement de certaines types d’intégrales.

I1I-2-Equation de Navier :

Soit Q un solide élastique, borné. La formulation de 1'équation intégrale aux
fronticres est basée sur l'application du théoréme de réciprocité de maxwell-
Betti a un état élastostatique inconnu et a une solution élémentaire associée a un
ouvert E compatible avec Q (Fig III-1).

La combinaison des équations (II-2), (II-5) et (II-8) permet d'écrire
I'équation de Navier en terme de déplacement [16]:

— Ly B (I1I-1)
7]

La solution de Kelvin est obtenue quand une force unitaire b est appliquée
en'"1"dans la direction ¢; .
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Les composantes de cette force peuvent s’exprimer alors par :
b =A'e, (II-2)

La maniere la plus simple qui permet de chercher les solutions fondamentales
est la représentation des déplacements a 1’aide du vecteur Galerkin :

uj = Gj mm ! Gm jm (IH'3)
™A=y "

Ou :
G;j : vecteur de Galerkin

La substitution des équations (III-2) et (I11-3) dans I'Equ.(III-1) permet d’écrire :

vz(vzel)qule‘eI =0 (I11-4)

La résolution de I'Equ.(Ill-4) dans un milieu infini donne les solutions
fondamentales de Kelvin Uij et Tij (voir annexe B).

ITI-3-Identité de Somigliana :

La méthode directe est basée sur le théoréme de réciprocité qui s’exprime
par :

ij“ ij

[o!yetdv=[o?sydv  (I11-5)
En appliquant ce théoréme a notre probléme et & un milieu infini soumis a
une force de volume définie par I'Equ.(I1I-2 ),on obtient I'identité de Somigliana:
i_

Ou:
uj(q) et tj(q) : sont respectivement les composantes du vecteur déplacement et
du vecteur traction au point champ q
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En dérivant 1'Equ.(IlI-6) ,on obtient I'¢quation de Somigliana pour les
contraintes :

*k %

o
=2l
sl

Fig I1I-1 : Domaine réel Q) et domaine auxiliaire E

I11-4-Equations intégrales aux frontiéres:

Quand le point de collocation « p » est sur un nceud «1»de la frontiere
I’application de I'Equ.(IlI-6) et de I'Equ.(IlI-7) nécessite la subdivision du
domaine en deux surfaces S; et S-S, (Fig II1-2) telle que S; soit la surface d'une

sphere (ou d’un cercle en 2D) de centre p est de rayon ¢
Le passage aux limites quand € >0 | permet d'obtenir I'équation intégrale aux

fronticres qui représente un moyen direct pour calculer les inconnues de la
fronticre :

Ciu, +[Tudr=[U,tdr  (I-8)
r r
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Avec:

Ci = %élk quand "1 "est regulier

Fig II1-2 : Schéma explicitant la valeur limite de I’intégrale

I11-5-Résolution numérique des équations intégrales :
I11-5-1-Représentation de la géométrie par éléments de frontiere [14] :

e Discrétisation:

Pour résoudre numériquement 1'Equ.(III-8) la frontiere I' devrait étre
discrétisée en éléments de frontiere E;, E,.... Exg

NE
Alors : r=[JE
e=l

Ou:
E.: éléments de frontiére
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e Interpolation géométrique :

Chaque ¢lément E. de l'espace physique est rapporté a un ¢lément de
référence A, (Fig I11-3) et alors chaque élément de la fronticre est décrit par :

Sele 5 y(&) ek, I1<e<NE

M
N

TR e bk IEEEEEEEEEEEE =
g

Ee

Ae

Fig III-3 : ¢lément de référence et élément de frontiere

Chaque ¢élément de la frontiere approchée ﬂ est décrit par un paramétrage de la
forme :

e Y= N,y (119)

Ou :
Ne: points y ', v 2, ..... y " neeuds géométriques (en numérotation locale)
Np:fonctions de forme Ny(¢)........ Nne(€)vérifiant les propriétés :
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N p(5) = 5pq

iNq(g)zl

I11-5-2- Discrétisation des inconnues :

Pour les ¢éléments isoparametriques les nceuds d'interpolation représentent
des nceuds géométriques et les fonctions de forme représentent les fonctions
d'interpolations. (Voir annexe A) et par conséquent les déplacements et les
contraintes peuvent étre exprimés par :

Ne
ul (8’ 77) = Z Nm(‘g’ 77)u1m
m=1

Ne
u,(e,m) = z N, (&,mu,"
m=1

(e,n)eNe— (I1I-10a)
Ne
U3(g,77)=ZNm(g,77)U3m
m=1
Ne
t (e ,U)ZZNm(S "
m=1
Ne
t,(e.,n)=) N, (¢,mt,"
(e .medes 2D Z, @MU 1110b)

Ne
t3(5 1) = z N, (e a77)t3m
m=1
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I11-5-3- Construction et résolution numérique du probléme discrétisé:

La discrétisation de la frontiere permet de transformer 1'Equ.(III-7) en une
somme d'équations intégrales ¢lémentaires [16]:

c'u' +i{ITNdF}uj = i{ju Ndr}tj (1I-11)
j i

] r;j I

Ou:
u’,t': Sont les déplacements et les contraintes aux nceuds de 1'élément "j"

Dans le systeme de référence 'Equ.(III-11) s'écrit :

c'u' +ZE:{ITN [3lde dn}uj = i{jUN |J|dgd;7}tl (I11-12)
j j

J r,

T j

Ou:
[J|: Jacobien de la transformation (voir Annexe C )

L'Equ. (ITI-12) correspond au cas ou le point de collocation p est sur un nceud

particulier "i" , pour tout point "i" de la frontiere on obtient :
Ee Ne
Cu (p)+ Z ue —ZZGn, te (m-13)
et n=1 n:l

H,G: Sont les sous matrices d’influence de dimension (2x2) ou (3x3), elles
peuvent s'exprimer par :

Hnl—ZjN Tdl
'[]“t

e (II-14)
Gni =Y | N UdF

tr‘t

La sommation s'étend sur tous les éléments contenant le nceud j et q est le
numéro d'ordre du nceud j a I'intérieur de 1'élément t
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Posons :

Le systeme devient alors :

HU=GT (11I-15)

Si les conditions aux frontieres sont bien posées, le systeme (III-15) représente
un systeme de 2N équations linéaires et 2N inconnues (ou 3N équations linéaires
et 3N inconnues pour les problémes tridimensionnels).

Pour avoir un systéme d'équation bien conditionné la matrice G doit étre
multipliée par 2 et le systéme (II1-15) s'écrit alors sous la forme :

HU=GT (II-16)

Apres introduction des conditions aux frontieres dans le systeme (III-16) , il
peut se mettre en fin sous la forme suivante :

AX=F (111-17)

La résolution du systéme ci dessus permet alors la détermination de toutes les
inconnues aux fronticres et par suite les déplacements aux points intérieurs
peuvent étre déterminés a 1'aide de 1'Equ.(I11-6) et les contraintes par
I'Equ.(I11-7)

26



Chapitre IV : Implémentation numérique de
la méthode des éléments de frontiéres
et applications

IV-1-Introduction :

La résolution numérique des équations intégrales par la méthode des
¢léments de frontieres procede en deux étapes :
1-Resolution de I'équation intégrale aux frontiere qui permet de connaitre les
valeurs (u,t)|so en tout point de la frontiere
2- Application des équations intégrales pour le calcul explicite des valeurs prises
par u(x), o(x) en tout point intérieur.

Dans ce chapitre nous présentons tout d’abord les méthodes de calcul du
facteur d’intensité des contraintes et le type d’éléments utilisés pour représenter
la singularit¢ qui apparait au voisinage immédiat de la pointe d’une fissure.
Ensuite, nous exposons les méthodes de résolution des intégrales confrontées a
I’implémentation numérique de la méthode des ¢léments de fronticres.

Enfin, pour concrétiser ce travail et montrer I’efficacité de cette approche, nous
procédons a une application industrielle qui est le cas d’un cylindre épais ,
fissuré et soumis a une pression intérieure .

IV-2-Methodes de calcul du facteur d’intensité des contraintes :

En mécanique de la rupture les méthodes des équations intégrales sont d’un
emploi assez fréquent. Outre ’avantage du gain d’une dimension, une meilleure
précision est obtenue dans 1’évaluation des grandeurs locales.

Plusieurs techniques ont ét¢ proposées afin de déterminer le FIC telles que :
e La méthode d’extrapolation des déplacements au voisinage de la pointe de la

fissure (Chan et Al 1970)

e La méthode de J- intégrale (Moran Shih 1987)

IV-2-1-Methode d’extrapolation :

L’extrapolation des champs des contraintes ou des déplacements s’appuie
sur la connaissance a priori du champ des contraintes et celui des déplacements
au voisinage de la fissure en utilisant les méthodes numériques telles que la
méthode des €léments finis et la méthode des ¢léments de fronticres.

D’apres PEqu.(II-11) le facteur d’intensité de contrainte (FIC) peut s’exprimer
par [98] :
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'V u
KI = lim = Y27 Yy (IV-1)
r—0 4 \/F

Ou;
Uyy : est le déplacement suivant y

La résolution du systéme d’équations intégrales permet alors la
détermination des déplacements en tout points de la face de la fissure le long de
la ligne normale au front de la fissure et par suite le facteur d'intensité de
contrainte peut étre obtenu graphiquement [76], soit par le calcul de la tangente

alacourbe u=f (\/F ) , soit par I’extrapolation de la courbe K, =h(1/+/r) pour
r=0.

1V-2-2 Eléments singuliers :

En mécanique de la rupture les éléments singuliers dont un nceud est déplacé
au un quart (Fig IV-1) permettent la meilleure représentation de la singularité
des déplacement et des contraintes au voisinage de la pointe de la fissure
[99].[52]

Dans ce cas les trois fonctions de forme sont exprimées par [24] :

N, =2(s-1/2)(s 1)
N, =2e(e—1/2) (IV-2)
N, = —4s(e-1)

Les coordonnées x d’un point par rapport aux coordonnées locales s’expriment
alors par :

x=Y N;(&)X (IV-3)

En substituant x, =0.0,x, =1.0,x, =0.25 dans I’Equ. (IV-3) on obtient :

N, =1+2x-3v/x
N, = 2x—/X (IV-4)
N, = —4x+4/x
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A T
—>
1/4 31/4
Q@ >
1 3 2 X
x=0.0 x=0.25 X =1.
£=0.0 £=05 -~ 1

Fig IV-1 : Elément singulier

En introduisant les expressions des fonctions de forme (IV-4) dans 1’expression
du déplacement :

ux = z NiuxI :uxl +X(2uxl + 2ux2 _4 ux3 )+\/;( 3uxl + 4ux2_ ux3 ) (IV-S)

Enposantx =r

si « 1 » est un point singulier alors :

u, = A +Ar + A'r (IV-6)
avec ©
Ail =Uy

A12 = 3uxl +4ux2 — Uy,
A’ =2u,+2u,—4u,

Afin de représenter la singularité 1/<r dans I’expression de la contrainte
’expression (IV-6) doit étre multipliée par I/v/r
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t=(A+ AT+ AT )ﬁ
= B'/\r+BX+B\r (IV-7)

Avec :

B! = ANT (=1,23)

IV-3-Calcul des intéorales et problemes de singularités :

La présence des ternes en r'', 1>, 1> provenant des solutions fondamentales U
et T et leurs dérivées dans les intégrales qui apparaissent dans les équations (III-
5),(I1-6), (ITI-11) entraine une forte variation de I’intégrande et selon la position
relative du point «P; »  la méthode de calcul des intégrales devrait étre choisie
[19],[75-97]

IV-3-1-Cas d’un élément d’intégration unidimensionnel:

1= [N, (&U;(p,&)J (&)de (IV-8a)

3= [N(OT;(p. &) (£)de (IV-8b)

1- Calcul de ’intégrale I :

e Cas 1: Sile point «P; » n’est pas sur |'¢lément d’intégration (Fig IV-2) :
Les intégrales élémentaires (IV-8a) et (IV-8b) sont régulieres et peuvent
étre résolues par la méthode de Gauss classique [73-74] selon la formule :

N n (é:m )U ( pi ’ gm )‘J (fm )Wm (IV-93)

I
J= N n (érm )T ( pi ’ é:m )‘J (é:m )Wm (IV—9b)

i
m=1
M
m=1

Pour le choix des points de Gauss (voir annexe D )
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Fig IV -2 : Intégration quand Pi est un nceud de
I’¢élément

e Cas?2:

e Si la position de «P;» et la valeur de n coincident, dans ce cas T et U
tendent vers I’infinie et la fonction de forme tend vers 1 (Fig IV-3b) :
L’intégrale (IV-8a) peut étre résolue par la méthode de Gauss modifice
appelée méthode de Gauss -Laguerre selon la formule suivante :

[f&mar&dé~ Zwm f(&) (IV-10)

Et les changements de variables :

E= 22—1 quand Piesten 1
£=1-2¢ quand Piesten2

e si «P;» est sur un nceud du milieu «3» ( Fig IV-3a),dans ce cas
I’¢lément d’intégration est subdivisé en deux région , et I’intégration
s’effectue sur -1<&£<0 et sur 0<&<1

31



=—¢  pour laregion 1

=£ pour la region 2

N>
T,U L
1 3 2
- —
£ S
L
1 3 & 2
Fig IV-3b
Fig IV-3a

Fig IV-3 : Intégration sur un élément quadratique quand Pi et
n coincident

2- Calcul de ’intégrale J :

L’intégrale (IV-8b) existe sous forme de valeur principale de Cauchy mais
les termes de la diagonale peuvent étre calculés selon I’hypothése du
mouvement d’un corps rigide qui suppose qu'on ait un déplacement de corps
rigide suivant une des directions des coordonnées cartésiennes [c.a.d un corps
qui n’est soumis a aucune force (ti = 0) mais effectue un déplacement unitaire
(ui= 1) suivant une direction] et par conséquent :

"' :—iﬁu IV-11)
i=

En utilisant I'Equ.(IV-11) on peut calculer les termes de la diagonale en fonction

des autres termes (c.a.d les intégrales singulieres en fonction des intégrales
régulieres).
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IV-3-2-Cas d’un élément d’intégration bidimensionnel :

En élasticit¢ tridimensionnelle 1’¢lément d’intégration est un élément

bidimensionnel et dans ce cas les intégrales (IV-8a) et (IV-8b) s’écrivent sous la
forme :

n(&mU; (p,&.n)d (s,mdedn  (IV-12a)
n(EmTi(p,em)I(e,mdedn  (IV-12b)

e Cas 1: si le point de collocation « Pi»est loin de 1'élément d'intégration

ces deux intégrales peuvent étre résolues par la méthode classique de
quadrature de Gauss selon la formule ( Fig IV-4):

1= 1]

Z n(8m977k )Uij ( piagmaﬂk)'] (gmaﬂk)dgmdﬂk (IV-13a)
k=

(]

Z n(€m,77k )Uij ( pi,gm,ﬂk)J (5ms77k)d5md77k (IV-13b)

1 k=

3
I

Cas 2 : mais si ce point est sur I'élément d'intégration cette méthode
devient insuffisantes a cause de la faible singularit¢ de l'intégrale (IV-
12a) et la forte singularité de 1l'intégrale (IV-12b) (Fig IV-5)
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Initialisation des sous matrices [AU] et [AT]

Boucle Colloc points : Do i=1, nombre de points Pi

Boucle Gauss points : Do m=1, nombre de points de Gauss

Boucle Node points : Do n=1, nombre de noeuds

Boucle direction P: Do j=1,2

Boucle direction Q : Do k =1, 2

Assemblage des sous
matrices [AU] et [AT]

Fig IV-4 : Diagramme de calcul des intégrales régulieres
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1-Traitement de la faible singularité :

Quand le point de collocation est sur I'élément d'intégration ce type
d'intégrale présente une faible singularité de type (1/r) du fait de la singularité de
la solution fondamentale U :

e (Casl : Le point de collocation est sur un nceud coin :

Pour calculer 1 1'élément d'intégration carré est subdivisé en triangles
( Fig IV-6) dont les sommets sont sur le nceud m ou apparait la singularité

1= ol m2
s=2+1+1
= Z, 11 Noe.nu oy, e.m3() Doy av-14)
S_ —] — (8577)

Ou:

I"}: représente l'intégrale sur le triangle Al quand le point de collocation est
sur le neud m

I™,: représente l'intégrale sur le triangle A2 quand le point de collocation est sur
le nceud m
(¢,n7) : Systétme de coordonnées (Fig IV-6b) définie par la transformation
suivante :

[3)
1l

oD

11 DM

L
Z|
>
~~~
&
S
p——a

5

o

=
I

I DM
Z|
o
=
N

3
e

=

=

)

p—a

Avec :
1(n) : numéro local du n"™ nceud (voir annexe F)

N n : Fonctions de forme définies par :

Nl=%ﬂ+bﬂ—%

N2 :%a+aa+m (IV-16)

N3=_(-2)
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Initialisation des sous matrices [AU] et [AT]

Boucle Colloc points : Do i=1. nombre de points Pi

Détermination du nombre de sous éléments nécessaires

Boucle Traiangle : Do i=1, nombre de triangles

Détermination de la distance de Pi aux triangles et des points de Gauss

Gauss points xsi : Do m =1, nombre de Gaus suivant xsi

Gauss points eta : Do k =1, nombre de Gaus suivant eta

Node points : Do n =1, nombre de noeuds

Direction P : Do j=1NDL

Direction Q : Do k=1,NDL

Assemblage des sous matrices [AU] et [AT]

Fig I'V-5 : Diagramme de calcul des intégrales singuli¢res
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™ |

b- Subdivision en deux triangles

a- Elément isoparametrique .. ) :
P q Point singuliers "nceud coin”

a huit nceuds

Fig IV-6 : Elément quadratique a huit nceuds
(Singularité sur un nceud coin)

e (as2 : le point de collocation est sur un nceud du milieu :

Dans ce cas I'¢lément d'intégration est subdivisé en trois triangles
( Fig IV-7) et par conséquent 1'intégrale | peut s'écrire sous la forme :

| = mlm2, ml

s=3+1+1 _
=57 T Np@mupendeneLazdy — av-17)
s=1-1-1 o(&,n)

Ou:
I, I"; et I'™s désignent les intégrales sur les triangles A3, A4 et A5

2-Traitement de la forte singularité :

L’intégrale (IV-12b) présente une forte singularité et peut €tre résolue selon
I’hypothese du mouvement d’un corps rigide sus indiquée
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1 5 2 5
a- Elément isoparametrique b- subdivision en deux triangles
a huit noeuds Point singuliers "nceud milieu"

Fig IV-7 : Elément quadratique a huit nceuds
(Singularité sur un nceud du milieu)

IV-4-Implémentation numérique :

La résolution du systéme d’équation permettra la connaissance des inconnues
aux frontieres et par conséquent 1’évaluation du facteur d’intensité des
contraintes en utilisant la méthode d’extrapolation sus indiquée.

Le code mis au point pour ce calcul est en FORTRAN 90/95 , il est bas¢ sur
le concept de la programmation modulaire qui permet de rassembler les
procédures dans des librairies facilement utilisable par le programme principale.
Dans notre code le programme principal fait appel a quatre librairies
(Figl'V-8) :Utilite lib , Geometrie lib,Integration lib et elasticité lib

e Dans [1’Utilité lib sont rassemblés tous les sous-programmes qui
permettent ’introduction des informations de base, les conditions aux
fronticres, 1’assemblage et la résolution du systeme d’équation par la
méthode d’élimination de Gauss.

e Dans la Geometrie lib se trouvent les sous programmes nécessaires a la
détermination des caractéristique géométrique et les fonctions de forme
des ¢léments de la frontiere.

e L’integration lib contient les sous programmes qui permettent le
traitement des intégrales régulicres et les intégrales singulicres.

e L’elasticité lib permet le calcul des solutions fondamentales de Kelvin.
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Elasticite lib

Entrées
Lecture des données
a partir d’un fichier

« entré»

v

" Utilité lib
Programme principal < -

v T Integration_lib
Calcul des sous -
matrices H et G

A

A

Geometrie lib

Assemblage

A

Résolution du systéme :

[A]{X}=[B]

A

Calcul de KI et de KIN aux
nceuds spécifiques
(a ’'intérieure du domaine)

A

sortie
Affichage de la
solution dans un
fichier
« BEMRESULTTS »

Fig I'V-8:Schéma présentant les liaisons ente les différents modules
pour le calcul de KI et KIN par éléments de frontiere
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IV-5-Application et validation des résultats :

IV-5-1-Cas d’une plaque fissurée :

Le facteur d’intensité de contrainte pour une plaque fissurée en mode I
(Fig IV-9) est exprimé par [70] :

Kl =C'o+/ra (IV-18)

Ou:
C’ : facteur de correction défini

C'=(1-0,14"+0.96 y*)/1/cos(xy)
a

>

Trrrty

A
\ 4

NREREN

Fig IV -9 : Plaque fissurée

1-Calcul de KI par la méthode des éléments de frontieres :

Soit une plaque carrée en acier ( ¥=0.3 ,E=200GPa) , contenant une fissure

centrale de longueur 2a= 0.02m et soumise a un une traction suivant I’axe Y
(0=100MPa) (Fig 1V-9)
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Tableau IV-1 : Valeurs des KI pour une plaque fissurée :

\r (m™?) KI (Mpaim)
4 08E-02 26,9888363
5,77E-02 26,2404851
7,07E-02 27,2685208
8,16E-02 25,302034
9,13E-02 25,6482708
0,1 24,7908291
0,10801234 24,2269505
0,11547005 23,8549864
0,12247449 23,6152317
0,12909944 23,4702033
0,13540064 22,3779608
0,14142136 21,4252663
Variation des Kl pour une plaque fissurée
30
S S
— 25 T - """ - 7777 %‘%\
f‘f 20 >
S y = -440,26x2 + 29,184 + 26,466 | —° ParBEM
< = Polynomial (par BEM)
o 15 -
3
c
S0t SRR
T
s
D R e R — [E S
0 ‘
0,00 0,05 0,10 0,15
distance 1/\r (m-1/2)

Fig IV -10 : Variation de Kl pour une plaque fissurée
0,2mx0,2m,2a=0,02m,P=100MPa,E=200GPa,NU=0,3

D’aprés le tableau (IV-1) I’extrapolation de la courbe K, =h(1/+/r)pour r=0
permet le calcul du facteur d’intensité des contraintes (Fig IV-10) :

KI = 26,466 MPa Ym
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2-Calcul de KI par Ansys :

A Cause de la double symétrie de la plaque (Fig I'V-11) seulement I’un quart est
discrétisé

AN

BS L3

[ & W - S - - S

Fig I'V-11 : Condition aux limites pour
une plaque chargée

**%* CALCULATE MIXED-MODE STRESS INTENSITY FACTORS #**%*%*
ASSUME PLANE STRAIN CONDITIONS

ASSUME A HALF-CRACK MODEL WITH SYMMETRY BOUNDARY
CONDITIONS (USE 3 NODES)

EXTRAPOLATION PATH IS DEFINED BY NODES: 2 15 14
WITH NODE 2 AS THE CRACK-TIP NODE

USE MATERIAL PROPERTIES FOR MATERIAL NUMBER 1
EX= .20000E+06 NUXY= .30000 AT TEMP = .00000

*ExE KI= 26,533 , KII= .00000 , KIII= .00000
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ANZYS 5.4

AUG Z0 Z0O0O7
12:38:36

NoODAT SCOLUTION
SUB =1

TIME=1

ux (AVE)
REvE=11
Fowersraphics
EFACET=1

MM =-.Z14E-04
-.214E-04
-.120E-04
-.1646E-04
-.143E-04
-.119E-04
-.251E-05
-.713E-05
-.475E-05
-.238E-05

BOCOEEOEN

Fig IV-12 : Variation des déplacements Ux pour une plaque fissurée

ANavd 5.4

AU Z0 Z0O0O7
1Z:38:55
NODAL SOLUTION
FUEB =1

TIME=1

[2)%4 (AVE)
Rava=11
FowerSraphics
EFACET=1
AVEES=Mat

DME =.512Z2E-04
aME =.51ZE-04
a
.5EBE-05
.114E-04
L171E-04
LZE7E-04
.ZB84E-04
.341E-04
.398E-04
LA55E-04
.51E2E-04

IC00OROCEN

Fig I'V-13 : Variation des déplacements Uy pour une plaque fissurée
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ANSYE 5.4

AUz Z0 2007
12:39:12

NODAL SOLUTION
3UEB =1

ax (AUS)

PowerGraphics
EFACET=1
AVEES=Mat

DMX =.51ZE-04
AMN =-12Z2.Z24%8
aMyE =76%.10:2
-1ZZ.z48
—Z3.20%
75.83
174.862
Z73. 508
372,946
471,985
571.0zZ4
e70.063
7e9.102

H000RE0N

Fig IV-14 : Variation des contraintes 6x pour une plaque fissurée

ANIY3 5.4

AT Z0 2007
12:3%:23

NODAL SOLUTICN

AVRES=Mat
DME =.51ZE-04

AN

Fig IV-15 : Variation des contraintes Gy pour une plaque fissurée
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3-Validation des résultats:

Valeur de KI par PILKEY (analytique) = 25.68
Valeur de KI par ANSYS (FEM) =26.533

Valeur de KI par BEM = 26.466

Valeur de I’erreur en % par rapport a 1"Ansys = 0.25%
Valeur de I’erreur en % par rapport a PILKEY=2.96%

IV-5-2-Cas d’un cylindre fissuré:

Dans les problémes tridimensionnels, les fissures sont souvent considérées
comme ¢étant de forme elliptique (Fig IV-16)[18] et le facteur d’intensité de
contrainte dans le cas d’un chargement symétrique est exprimeé par [69] :

Kl ora
~ E(k)

{sin®(®)+(a’/b*)cos’ (@) }"* (IV-19)

Avec :

/2

E(k) = j J1-ksin® @

2

a
k = 1 - F
X=bcos¢
y * y=asing
b
l a
X
«— o
Fig IV-16:Termes géométriques pour une fissure
elliptique
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Le facteur d’intensité des contraintes normalisé est défini par :

KIN =KI /P [zR (IV-20)

Le champ des contraintes pour une fissure soumise a une distribution de Lamé et
a une pression P est exprimé par [45] :

R? R+t) ]
O'(X)= p[1+(2|:\>12—+t)t[1+(Rl+xj :|:| (IV 21)

1-Calcul des KI pour un cylindre fissuré par la méthode des éléments aux
frontiéres :

Soit un cylindre épais soumis a pression intérieure et contenant une fissure
semi -elliptique interne de longueur a (Fig IV-25b) et dont les caractéristiques
sont :

R;=20mm, R,=40mm, t= R,- R;, P=100MPa , E=210000MPa , ¥=0.3

Variation des KIN (BEM)

4,5

4
35 N

) v —e—par BEM

1,5 /

Valeurs des KIN

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
Rapport alt

Fig IV-17 : Variation des KIN pour un cylindre fissuré (par BEM)
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2- Calcul de KI par Ansys:
Le tableau IV-2 illustre les différentes valeurs des KI et des KIN déterminées
par ANSYS

Fig IV-18 : Maillage d’un quart de cylindre par Ansys

ANEYS 5.4
JUN 7 2007
20:12:05
NODAL SOLUTION
STEP=1
- SUB =1
. TIME=1
e 89X (AVE)
~ REYS=11
. PowerGraphics
EFACET=1
n AVRES=Mat
N DMX =.Z33SE-04
s SMN =-174.183
ZB6.462
-174.183
-123
-71.817
-Z20.635
20.548
21.731
122,914
124.0%24

| 235.279
L X Tl ] 2EE. 467

e
.

BCCCOE0Em ¢

Fig IV-19 : Variation des contraintes Gx pour un cylindre fissuré
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ANSYE 5.4

JuW 7 Z007
20:1Z2: 22
NODAL ZBOLUTION
ITEP=1

3UE =1

TIME=1

av (AVE)
REva=11
PowerSraphics
EFACET=1
AVRES=Mat

DM =.Z88E-04
aMMN =-100.008
aME =6eZ. 589
-100.00&
-15.273
69.459
154,192
238,525
323.658
408.3%21
433,123
577.858
662,589

BICOEO0EN

Fig IV-20 : Variation des contraintes 6y pour un cylindre fissuré

ANZYI 5.4
JUuM 7 Z007
20:11:320
NODAL SOLUTION
ITEP=1
3UE =1
TIME=1
Ux (BWE)
REvE=11
Powersraphics
EFACET=1
AVREI=Mat
DME =.Z88E-D4
=.584E-03
u]
L109E-05
L219E-03
.3Z8E-03
LA3TE-03
.54 6E-05
LEI6E-03
.T65E-03
L.874E-05
. 984E-03

w
=2
B

BO00EECEN

Fig IV-21 : Variation des déplacements Ux pour un cylindre fissuré
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ANEYS 5.4
Jum 7 Z007
Z0:11:47
NODAT SOLUTION
ITEP=1
AUB =1
T TIME=1
. U (AVE)

S Rava=11l

. PowerSraphics
EFACET=1

b AVRES=Mat
N DMX =.ZB8E-04
b 8MY =.ZB8EE-04
X 0

H el
.
-

L3EZ0E-03
. E640E-03
. PE0E-03
L128E-04
L160E-04
L15ZE-04
LZZ24E-04
.Z58E-04
.ZBBE-04

BO0CA00EN

Fig I'V-22 : Variation des déplacements Uy pour un cylindre fissuré

-Pour a /t = 0.3 par exemple, on obtient :

**** CALCULATE MIXED-MODE STRESS INTENSITY FACTORS *#***
ASSUME PLANE STRAIN CONDITIONS

ASSUME A HALF-CRACK MODEL WITH SYMMETRY BOUNDARY
CONDITIONS (USE 3 NODES)

EXTRAPOLATION PATH IS DEFINED BY NODES: 122 2222 33664
WITH NODE 122 AS THE CRACK-TIP NODE

USE MATERIAL PROPERTIES FOR MATERIAL NUMBER 1
EX= .21000E+06 NUXY= .30000 AT TEMP = .00000

*Rkx KI= 23.485 , KII= .00000 , KIII= .00000  **=**
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Tableau IV-2 : Valeurs des KI et des KIN pour un cylindre fissuré

(par Ansys) :
alt KI KIN
0,1 13,636 0,543997694
0,2 18,17 0,724878123
0,3 23,485 0,936915946
0,4 29,221 1,165749238
0,5 35,947 1,434077815
0,6 43,757 1,745651736
0,7 57,16 2,280354075
0,8 64,121 2,558057796
Variation des KIN ( par ANSYS )

3 -
=25 -
x
» 2
(<}
215
o —e—Par Ansys
s 1
S05-

O I I !

0 0,2 04 0,6 0,8 1
Rapport a/t

Fig IV-23 : Variation des KIN pour un cylindre fissuré (par ANSYS)
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3-Validations des résultats :

Validation des resultats par ANSYS
4.5
4 - >
3,9 <
z Pad
£ 3 /
§ 2,5 / !/' —e—par BEM
g 2 7 —m— par ANSYS
2 |
= AT
05 */
0
0 0,5 1
Rapport a/t

Fig IV-24 : Validation des résultats par ANSYS

4-Influence du champ des contraintes sur la variation des KIN :

Y Y

Fig IV-25a : Cylindre fissuré Fig IV-25b: Cylindre fissuré
( Casl : Avec pression ) (Cas 2 : Sans pression )

Fig IV-25 : Distribution des contraintes sur les facettes d’une fissure
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Influence du champs des contraintes sur la variation
des KIN d'un cylindre fissuré

2

—e—par ANSYS ( sans pression )

—m— par BEM (Avec pression)

Variation des KIN

par BEM (sans pression)

0,2 0,4

0,6 0,8

Rapport a/t

Fig IV-26 : Influence du champ des contraintes sur la variation des
KIN pour un cylindre fissuré

Tableau I1V-3 :Tableau comparatif des KIN pour deux cas de chargements

(_pour g = 6°):
a/t KIN par Ansys | KIN par BEM | Erren KIN par BEM Erren %
(sans pression) | (avec pression) % (sans pression)
0,1 0,54399769 0,540019724 | 0.71 0,53272216 2.07
0,2 0,72487812 0,781763766 | 7.84 0,753382903 3.93
0,3 0,93691595 1,038566234 | 10.85 0,979580728 4.55
0,4 1,16574924 1,317210272 | 12.99 1,225990724 5.16
0,5 1,43407782 2,17027389 | 51.33 1,199361887 16.37
0,6 1,74565174 2,654483201 | 52.66 1,377888306 21.07
0,7 2,28035408 3,220221696 | 41.21 1,703200768 25.31
0,8 2,5580578 3,876567849 | 51.54 1,773803924 30.66
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S5-Variation des KIN pour différents angles d’ouverture :

Le tableau I'V-4 illustre les valeurs des KIN pour différents angles d’ouverture et
différents cas de configuration dans le cas ou les facettes de la fissure sont
chargées ( Fig 25a)

Variation des KIN pour differents angles
d'ouverture 3

—s— par BEM(3=3°)
par BEM (B =6°)
par BEM (B =9°)

—x— par BEM (8 =12°)

Valeurs des KIN
w

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
Rapport a/t

Fig IV-27 : Variation des KIN pour différents angles d’ouverture

Tableau I1V-4 :Valeurs des KIN pour un cylindre fissuré par la présente
approche ( BEM)

alt KIN (B =3°) KIN (B =6°) KIN (B = 9°) KIN ( =12°)
01 | 0,222575697 0,540019724 0,751649075 1,003415027
0,2 | 0,325089883 0,781763766 1,086213021 1,460324395
0,3 | 0,423431669 1,038566234 1,436718401 1,944415079
04 | 0,525424596 1,317210272 1,818917785 | 2,473874139
0,5 | 0,638027888 2,17027389 2,729976104 | 3,072650928
0,6 | 0,759700579 2,654483201 3,61974982 3,761262673
0,7 | 0,888146797 3,220221696 3,778761219 | 4,531755243
0,8 | 1,032031374 3,876567849 4,024922359 | 5447835617
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Résultats et commentaires :

Afin de tester notre code de calcul par éléments de frontieres pour la
détermination du facteur d’intensité des contraintes ; on a tout d’abord traité le
cas d’une plaque fissurée ensuite on a procédé a une application beaucoup plus
industrielle qui est le cas d’un cylindre épais, fissuré et soumis a une pression
intérieure.

Dans le cas d’une plaque fissurée, le test de validation a montré que 1’erreur

par rapport a un logiciel d’¢léments finis (ANSYS ) est environ 0.25% et par
rapport a la méthode analytique [70] est de 2.96% .
Dans le cas d’un cylindre fissuré, le calcul des facteurs d’intensité des
contraintes pour différents cas de configurations fait apparaitre une bonne
corrélation des résultats trouvés avec ceux déterminés par ANSYS dans le cas
des fissures non profondes seulement ( a/t < 0.4)(Fig 1V-24).

Le décalage des résultats qui apparait dans le cas des fissures profondes, nous
a conduit & considérer un autre type de chargements avec différents cas de
configurations (Fig IV-25) et analyser par la suite I’influence du champ des
contraintes appliqué aux facettes sur la détermination du facteur d’intensité des
contraintes au voisinage d’une fissure représentée par une entaille en utilisant la
méthode des éléments de fronticres.

En conclusion, le graphique (Fig IV-26) a montré que le champ des
contraintes appliqué aux facettes de la fissure influe légerement sur la
détermination des facteurs d’intensité des contraintes pour le cas des fissures
non profondes mais son influence dans le cas des fissures profondes est
considérable et dépend étroitement de 1’angle d’ouverture (Fig 1V-27).
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Conclusion générale

En bibliographie, plusieurs stratégies ont été proposées pour I’analyse des
problémes fissurés en utilisant la méthode des éléments de frontiéres.
Cependant, la représentation d’une fissure par une entaille est 1'une des
stratégies utilisées pour la résolution des problémes symétriques.

Notre travail consiste alors a déterminer le facteur d’intensité des
contraintes pour un cylindre épais, soumis a une pression intérieure et contenant
une fissure représentée par une entaille en utilisant la méthode des éléments de
frontieres.

Nous avons tout d’abord rappelé les théories et les hypothéses de la
mécanique linéaires de la rupture qui entrent dans notre cadre d’étude.

Ensuite, nous avons  présenté les bases théoriques nécessaires a
I’implémentation numérique des €quations intégrales.

Enfin, nous avons présenté les différentes techniques de calcul des facteurs
d’intensités des contraintes et les types d’éléments choisis pour la représentation
de la singularité au voisinage des fissures.

Et puisque I’efficacité¢ de la méthode des éléments de frontieres est basée
sur la précision de I’évaluation des intégrales, nous avons pris en considération
les méthodes de traitement des intégrales qui apparaissent dans la résolution
numérique des équations intégrales.

Quand le point de collocation est loin de 1’¢lément d’intégration les intégrales
sont régulieres et peuvent tre résolues par la méthode classique de Gauss mais
dans ce cas la notion de proximité et le choix des points de Gauss sont
¢troitement corrélés d’ou la nécessité d’introduire un facteur de sévérité.

Et quand le point de collocation est sur I’élément d’intégration les intégrales
deviennent singuli¢res et la méthode de Gauss ne peut étre appliquée.

En général, dans la méthode des ¢éléments de frontieres et selon I’ordre de
singularités, nous sommes confront¢ a résoudre deux types d’intégrales
singulieres :

Les intégrales faiblement singulieres et les intégrales fortement singuliéres.

Pour le traitement des intégrales faiblement singuliéres nous avons développé
la méthode de subdivision qui consiste a subdiviser I’élément d’intégration en
sous ¢léments et ceci selon la position de la singularité et faire par la suite la
sommation des intégrales.

Pour le traitement des intégrales fortement singulieres nous avons présenté
seulement 1’hypothése du mouvement d’un corps rigide qui permet de
transformer directement ces intégrales en intégrales régulieres.
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Finalement, pour concrétiser ce travail nous avons tout d’abord traité le
probléme d’une plaque contenant une fissure centrale et puis nous avons
entam¢ une application beaucoup plus industrielle qui est le cas des cylindres
fissurés et analysé par la suite les facteurs influengant sur la détermination du
facteur d’intensité des contraintes au voisinage d’une fissure représentée par une
entaille en utilisant cette approche.

En conclusion, la représentation d’une fissure par une entaille permet le

passage d’un probléme tridimensionnel a un probléme bidimensionnel sans tenir
compte de I’effet du front, cependant I’effet d’ouverture et I’effet du champ des
contraintes persistent.
En effet, Cette ¢tude a permis de mettre en évidence I’influence du champ des
contraintes appliqué aux surfaces d’une fissure représentée par une entaille sur
la détermination du facteur d’intensité des contraintes, en utilisant la méthode
des ¢léments aux frontieres.
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Annexe A : Fonctions de forme pour
un élément quadratique

1. Eléments quadratiques a trois nceuds :

En ¢lasticit¢ bidimensionnelle les frontieres sont en générale discrétisées par des
¢léments quadratiques a trois nceuds (Fig A-1) [14] :

& eAe—>y(5):Z3:Nm(8 y"

m=1

g

k_\

Fig A-1 : ¢élément quadratique a 3
noeuds

Ou sous la forme :

Xl(8)=iNm(8)le

celAe—>

X, (&)= ZS: N, (&)x,"
Avec [9-11]:

Nl(«s)%e(e—l)

N2(8)=%8(6‘+1)

N,(e)=1-¢
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2. Eléments quadratiques a huit nceuds

Pour les problemes tridimensionnels, si les frontieres sont discrétisées par des
¢léments quadratiques a huit nceuds (Fig A-2) on peut €crire [14,19]:

(e.mere—>y(e,n)=> N, (,my"

m=1

S

Fig A-2: ¢élément quadratique a huit nceuds

Ou sous la forme :

8
X (&,n)= z N, (&,m)%"
m=1
>
X,(&,1) =D Ny (&,m)%,"
(5a77)€Ae_> 2 m=1 ?

8
X3(8,77) = Z Nm(gaﬂ)x3m
m=1
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Avec [9-11]:

- Neeuds aux milieux
Nn=1/2(1-&)(1+nn) pour n =57
Nn=1/2(1- 7*)(1+ &,&) pour n =68

- Nceuds des coins:

1 1 1
N, =Z(1_5)(1_77)_5N5 -5 Ng

2

N, = +6)1=m) -2 N, =2 N,

N, =S (1+8)147)—<N, —N,
4 2 2

N, =~ (= &)1+ -2 N, - LN,
4 2 2
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Annexe B : Solutions fondamentales

e En ¢lasticité bidimensionnelle les solutions fondamentales sont exprimées
par :

A
Ulk (paq) = [(3-4 V)é‘lk + I, T,y ]
2ur

A or

T, (p,q) = _2{ [(1-2v) 6, +3r, 1, [+ (1- 2v)[r,n, (9)-1,,n, (]}
r° - on(q)

Avec :
A=1/87(1- v)
v : coefficient de poisson, i module de cisaillement

r:\/((x ) —(X ) )(X) —(X ) ):estladistance entre le point champ q
q k P k q k P k

et le point source p
1, =(X) —(Xp) =1/t

or _

Ou:
ny, Ny, n3 : représentent les composantes du vecteur normal

r;, I, I3 représentent les longueurs des projections de r suivant les directions x;,
X2, X2

e En déformation plane :
A 1
U, (p,9) =—[(3-4v)In [_J Oy T 1,1, ]
Y7, r
2A . or
T = —_—
k(Pa) = ——{— @

[(1-2v)5,, 21,1, 1+(1- 2v)[r,n, (q)-r,n, (q)]}
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Avec :

En élasticité tridimensionnelle :

I I
U* ..(p,q) = —{(1-2v)[6, .r,.+6, .r,.-6..1,, |+pr,.1,.1, }————
P = 12Vt By B
T*  (p.q) =22 48 2 [ (1-21)8.n,, + V(S0 1.+ 5. oo )-
kij P =g 5 Ok TV OD O

yrairajrak ]+ ﬂv(nirajrak+n jrairak )+ (1_2 V)(ﬁ nkrair:j+

S

n-é‘i N
J 4dar(l-v)

G M- 4vny

a=2,0=3,y=5
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Annexe C : Géométrie différentielle

1 Caractéristiques géométriques [19]:
e Vecteur normal :

La surface de 1’élément est munie de deux vecteurs tangentiels V; et V, suivant
la direction € et la direction , respectivement :

V zaN (g ’77) m

m=1

v, -3 Mule.1) (e,n) "
m=1

Le vecteur normale n a la surface peut étre obtenu par :

ﬁ = Vg Xv,;
donc:
X, oX, OX, OX;  OX; OX,

oe on 0g On 0O 0On

n

oloa ol _Jowax ookl |
o€ on 0g On Og 0On ?

n,

K| [ox | | ox ax, Ox, OX

o¢ on oe On 0Og On

e Le Jacobien :

Le Jacobien J de la transformation est donc défini par :

i ]k
|J|:% XK 0%
oe o0& Oe
OX, OX, OX,
on on on
= /n’+nl+n’



e (Cas d’un probléme plan :

Pour les problémes plans le vecteur normale n et le Jacobien sont définis par :
0X,

- {nl } 86‘
n = =
n, 6X1

oe

2 2
A=t (%)
de de
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Annexe D : Calcul des intégrales régulieres
(Choix des points de Gauss)

Dans la méthode des ¢léments de frontieres, le calcul numérique des
intégrales élémentaires réguliéres repose sur la méthode de Gauss [72,73 |:

¢ En une dimension

+1

J F0deds =3 w T (£)

-1

e En deux dimensions :

+1+1 i=N i=N

[ [ femdedn=33 ww(z.m)

~1-1 i=l j=1

e Choix des points de Gauss :
Ce choix dépend [14]:
1. du type de frontiere (courbe ou surface)
2. de la représentation de la géométrie (variation du Jacobien et des
degrés des fonctions d'interpolation)
3. des positions relatives de p et de la frontiere (spécifique pour les
¢quations intégrales):
e si p est ¢loigné de la fronticre les termes de l'intégrande
deviennent a peu prés constants et le choix des points de
Gauss selon le choix des fonctions d'interpolations et les
variations du jacobien est satisfaisant mais si p est proche de
la frontiere les termes de I'intégrande varient fortement est
ce choix devient insuffisant car il dépend aussi des positions
relatives de p et de la fronticre

Donc afin de maintenir une précision d'intégration numérique satisfaisante au
moindre colt il est préférable de choisir le nombre de points de Gauss selon
l'indicateur de sévérité IS défini par [3] :

IS=(2.37+0.424C0OS0)D/d
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Avec:
D : taille de 1'élément (plus grande diagonale)
d=|z-p |

Ou:

z: est le centre de I'¢lément (Fig D-1)
e: angle entre z-p et n(z)

na P

I
>

A

Fig D-1 : Indicateur de sévérité
(choix des points de Gauss)

Tableau D-1 : choix du nombre de points de Gauss selon IS :

Nombre de points de Gauss par
¢lément
Quadrilateres(Ne=8)
2x2=4

3x3=9

4x4=16

5x5=25

6x6=36
4x(4x4)=64
4x(5x5)=100
4x(6x6)=144

—
2

1
2
3
4
5
6
7
8
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Annexe E : Calcul des intégrales singulieres
(Méthode de subdivision)

La méthode de subdivision consiste a subdiviser I’élément d’intégration
selon la position du point singulier en triangles (Fig IV-6) et par conséquent elle
nécessite une transformation des coordonnées locales aux coordonnées définies
par la formule (IV-16).

Les valeurs des numéros locaux sont choisies selon les tableaux suivants :

Tableau:E-1: numéro local quand Pi est un nceud coin

sous- €lément sous- élément

Pi sur le nceud 1 2
n=1 n=2 n=3 n=1 n=2 n=3
1 2 3 1 3 4 1
2 3 4 2 4 1 2
3 1 2 3 4 1 3
4 1 2 4 2 3 4
Tableau:E-2: numéro local quand Pi est un nceud milieu
sous- ¢lément sous- ¢lément sous- ¢lément

Pi sur 1 2 3
le nceud n=1 | n=2 n=3|n=1 |n=2 n=3 n=1 n=2 n=3
5 4 1 5 2 3 5 3 4 5
6 1 2 6 3 4 6 4 1 6
7 4 1 7 2 3 7 1 2 7
8 1 2 8 3 4 8 2 3 8

e Cas 1 : singularité est sur le nceud "1" :

Dans ce cas 1'élément est subdivisé en deux triangles Al et A2 ( Fig IV-6) et
l'intégrale I s'écrit alors :

I=1'+14

Au nceud "1" toutes les fonctions de forme sont nulles pour n =1 et par
conséquent I', et I's deviennent:

+1+1
|l = —'[1—'[1 N, (e,mU;(p.e,m)d(e,m)dedn &1
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+1

1= T N, (e,mU;(p.e,m)d(e,mdedn &2
|

-1

1. Calcul de Ill;

Le calcul de I’intégrale I'; nécessite des transformations spéciales

Transformation I :

Transformation du triangle Al en carré en utilisant 1'expression suivante :

E=E

__1+2p-¢ @
1 I+¢

Transformation II:

La transformation inverse de (a) peut s'écrire alors sous la forme :

&

g

p=1[-enaen] "

Ou:

L'intégrale I'; sur un domaine triangulaire est transformée en intégrale sur un
domaine carré en utilisant le Jacobien régularisé Jr(es,7)de la transformation (b)

ds  O¢
de on -
_0(e,m) _|0¢ on :l(1+g)=l(1+€) (¢
oep) |0n On| 2 2

585

J.(e,m)

. b J4 1 4 . 7 . .
Finalement l'intégrale 1", peut s'écrire sous la forme régularisée suivante :
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+1+1 B
Ill :J‘ J‘ Nl(gan)uij(pagan)‘] (5977)Jr(5:77)d5d77 (E-3)

-1-1

L'intégrale (E-3) peut étre résolue maintenant par la méthode de quadrature de
Gauss puisqu'il ne présente aucune singularité

2. Calcul de 1':

1 \ A 14 14 .
Pour calculer I',, on procede de la méme fagon que précédemment mais avec la
transformation du triangle A2 suivante :

c=¢&
;:_G+25—n) ()
(1+77)

Et le Jacobian de la transformation suivant :

Jxaazazm:a;m

(b)

Alors l'intégrale (E-2) peut se mettre sous la forme régularisée suivante :

+1+1 —_—— - -
Ilz:I I Nl(gan)uij(pagan)‘] (5777)Jr(5977)d5d77 (E‘4)

-1-1

L'intégrale (E-4) peut €tre résolue maintenant par la méthode de quadrature de
Gauss puisqu'il ne présente aucune singularité.

e (Cas 2 : Singularité est sur le nceud "5" :

Dans ce cas I'¢lément est subdivisé en deux triangles Al , A2 et A3 ( Fig IV-7)
et l'intégrale I s'écrit alors :

[= P+ P+ 15
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Avec :

+1+1
15, = [ [ Ns(e,mU;(p,e,m)d(e,m)dedn &)

-1-1
+1

+1
|52: IJle(gan)Uij(pagaﬂ)‘J (gaﬂ)dgdﬁ (E-6)

-1

15, =] [ Ny(eUy(pepd(epdedn @)
15

Ou:

I’ , I’, et I’; sont les intégrales sur les triangles Al , A2 et A3 respectivement

*Pour le triangle Al :

Transformation:
c=-2c-1
77 &

Le jacobien de la transformation :

3, Gm=-2-122
*Pour le triangle A3 :
Transformation
&E=N
—_ 2
=" (1)

Le Jacobien de la transformation :

Jr(gyg): (1+77) _ (1+6‘)

2 2
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*Pour le triangle A2 :

Transformation
e=2¢—1
—_(g+1) @
T="7¢

Le Jacobien de la transformation :

&_(1+¢)

Jr(5,5)=5 7 (b)

Apres toutes ces transformations les intégrales r 1 et I’; peuvent étre résolues
par la méthode de quadrature de Gauss
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