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Sujet : Ecoulement diphasique avec prise en compte des aspects biochimiques pout la
simulation numérique sous HPCN du traitement de leutrophisation par aération
mécanique.

Résumé : ce travail est constitué de deux volets, le premier porte sur la parallélisation
d’un solveur numérique et le deuxi¢me porte sur la modélisation chimique.

Le solveur numérique parallélisé simule un écoulement diphasique eau-air et modélise le
processus de 'aération mécanique dans un lac eutrophe. La modélisation de I’écoulement
diphasique eau-air est faite par les équations de Navier-Stokes 2D en formulation vitesse
pression pour la phase eau. La phase air est remplacée par une condition aux limites au
niveau de linjecteur. Le schéma numérique est basé sur la méthode des caractéristiques
pour la résolution temporelle, et sur la méthode des éléments finis Pl+bulle/P!, pour
Iapproximation spatiale. L’approche de parallélisation adoptée consiste a parallélisé les
parties les plus consommatrices en temps de calcul du code. Des tests numériques nous
ont montré que la partie résolution, basée sur un algorithme Gradient Conjugué Uzawa,
est la partie qui consomme la majorité du temps de calcul. Ce gradient conjugué Uzawa
nécessite la résolution des systemes matriciels effectuée par gradient conjugué
préconditionné, ce dernier consomme plus de 90% du temps CPU du code séquentiel.
Par conséquent, on s’est focalisé uniquement sur le traitement parallele de gradient
conjugué préconditionné. Des tests numériques de performance sur les temps CPU et
elapsed sont présentés afin de montrer I'efficacité de 'approche suivi. Le deuxi¢me volet
du mémoire est consacré a la modélisation chimique. Le travail entamé dans ce volet a
abouti a la proposition d’un mod¢le chimique. Ce mode¢le donne le développement de la
dissolution et de la diffusion du gaz de 'oxygene et du gaz de nitrogene a travers le temps.

Mots-clés: cutrophisation, écoulement diphasique, équations de Navier-Stokes, méthode
des caractéristiques, éléments finis P1+bulle/P1, gradient conjugué, calcul paralléle.



Topic: Two phases flow with hold in account of the chemical aspects for the numeric
simulation under HPCN of the treatment of the eutrophication by mechanical ventilation.
Abstracts: this work is constituted of two parts, the first is about the parallelization of a
numeric solver and the second is about the chemical modelling. The parallelized numeric
solver simulates a two phase flow water-air and modelling the process of the mechanical
ventilation in a lake eutrophes. The modelling of the two phase flow water-air is made by
the incompressible Navier-Stokes equations (2D) in formulation velocity-pressure for
phase water. Phase air is replaced by a condition to the limits to the level of the injector.
The numeric scheme is based on the characteristics method for the temporal resolution
and on the mixed P1 + bublle/P1 finite element method for the spatial approximation.
The approach of the adopted parallelization consists to parallelize the parts the more
consumed in the time of the code calculation. Some numeric tests shows us that the part
resolution, based on an algorithm Gradient Conjugated Uzawa, is the part that consumes
the majority of the calculation time. This gradient conjugated Uzawa requires the
resolution of the matrix systems done by gradient conjugated preconditioned, this last
consumes more than 90% of the time CPU of the sequential code. Therefore, one
focuses solely on the parallel treatment of gradient conjugated preconditioned. The
numeric tests of performance on the elapsed times of calculation are presented in order to
show the efficiency of the approach followed. The second part of the memory is
dedicated to the chemical modelling. The work started in this part succeeded to the
proposition of a chemical model. This model gives the development of the dissolution
and the diffusion of the gas of oxygen and the gas of nitrogen through the time.

Keywords: eutrophication, two-phase flow, Navier-Stokes equations, characteristic
method, P1+buble/P1 finite element, conjugate gradient, parallel computing.
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Introduction

Introduction

Le probleme de l'eutrophisation des eaux naturelles est I'un des conséquences de
interaction croissante entre ’homme et son environnement. I.’augmentation des
sels minéraux (notamment nitrates et phosphates) provenant essentiellement des
effluents urbains et agricoles provoque une prolifération massive de la végétation
aquatique, en particulier les algues. Ces algues en exces conduisent, lorsqu’elles se
décomposent, a une augmentation de la charge naturelle de ’écosystéme en maticres
organiques biodégradables. Les algues mortes se déposent dans les profondeurs du
lac, les bactéries aérobies qui s’en nourrissent proliférent a leur tour, consommant
de plus en plus d’oxygene. Or, en I'absence de circulation suffisante des eaux, ce qui
est le cas souvent des lac profond, le fond du lac est peu oxygéné et les bactéries
finissent par épuiser 'oxygene des couches d’eau profondes. Elles ne peuvent plus
dégrader toute la mati¢re organique morte et celle-ci s’accumule dans les sédiments.
Une telle situation, lorsqu’elle se produit, s’aggrave encore lorsqu’il fait chaud car la
solubilité¢ de I'oxygene dans 'eau (comme celle de tous les gaz) diminue lorsque la
température augmente. Au fur et a mesure de la raréfaction de l'oxygene, les
bactéries réalisent des fermentations anaérobies, qui produisent de Ihydrogene
sulfuré, a 'odeur putride, et de Pammoniac. A terme, toute vie animale disparait.
Dans les zones arides et semi arides, les variations climatiques et en particulier
thermique durant 'année, engendrent une division du lac en trois zones différentes
et superposées :

- ¢pilimnion : couche superficielle peu épaisse d’environ 7m, brassée par les
vents ou la teneur en oxygene est proche de la saturation.

- Thermocline : zone intermédiaire soumise a une chute rapide de la
température (du 27°C a 18°C). Elle peut s’étendre sur une profondeur allant
de 7m a 12m, peu soumise a I’action des vents ou la teneur en oxygene est
moyenne ;

- Hypolimnion : couche profonde au-dela de 12m, avec des températures
d’environs 14°C a 18°C. Dans les lac eutrophes, la teneur en oxygene est
faible (si la concentration en oxygene est inférieure a 3mg/1 dans le lac, celui-
ci est considéré en phase d’eutrophisation); on y releve de fortes
concentrations de gaz nocifs tels que hydrogene sulfuré, ammoniac, gaz
carbonique.

Cette stratification thermique empéche les échanges entre les différentes couches ;
c’est un peu comme si on obtenait une couche d’huile (eau chaude) qui flotterait sur
une couche d’eau (eau froide). I devient alors tres difficile de brasser ces deux
couches d’eau. Néanmoins, on peut avoir un brassage superficiel de I’épilimnion a
l’aide du vent.

A part des répercussions écologiques catastrophiques, le phénomene de
'eutrophisation a des conséquences économiques non négligeable : dégradation des
pécheries, augmentation du cout du traitement de ’eau potable suite a la dégradation
de la qualité d’eau, perte de I'aspect touristique des lac ... etc.
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Il est donc impératif, face a ces résultats catastrophiques de I'eutrophisation, de
lutter contre ce fléau. Il existe plusieurs techniques de restauration des lacs ou de
prévention contre I'eutrophisation ; on peut citer (S. Phelippot,1975):

1- Controle chimique : a I'aide des substances chimiques on empoisonne les
algues et les plantes aquatiques trop envahissantes.

2- Controle biologique : ce type de lutte s’effectue en employant des organismes
consommateurs d’algues et d’herbes aquatiques ou des parasites d’algues.

3- Siphonage et lavage : le siphonage des eaux profondes est destiné a éliminer
ces eaux de tres basse qualité dans des lacs eutrophiés. Le lavage (flushing)
consiste a diluer les eaux d’un lac trop riches en substances nutritives a 'aide
du débit puissant d’une riviere proche de bonne qualité que l'on dérive
momentanément.

4- Aération mécanique : elle consiste a injecter de l'air sous pression a une
certaine profondeur du lac afin d’aérer ces zones pauvres en oxygene soit
par dissolution d’air ou en poussant 'eau vers le haut afin de 'oxygéner par
contact des eaux superficielles ou par I'air atmosphérique. On peut aérer tout
le lac §’1l est peu profond (déstratification) et on peut aussi limiter I’aération a
Ihypolimnion afin d’aérer que la couche profonde et de préserver la
stratification.

a- déstratification : lors de I'aération, l'eau de la surface riche en algues
remplace 'eau du fond et, au fur et mesure que le lac sshomogénéise, la
distribution des algues devient uniforme. Ainsi, la densité moyenne des
cellules par unités de volume diminue et, par conséquent, la clarté de 'eau
augmente. D’autre part, quand on mélange I'eau en la déstratifiant, les
algues restent moins longtemps dans la zone éclairée et se multiplient
moins vite.

b- Aération de I'hypolimnion : si le lac est de grande profondeur, il importe
de ne pas perturber son équilibre thermique, il faut augmenter fortement
la concentration en oxygene de ’hypolimnion.

La technique qui nous intéresse dans ce mémoire c’est 'aération mécanique. On se
propose d’étudier I’écoulement diphasique engendré par les bulles d’airs injectées
dans le lac. La modélisation physique de cet écoulement, sans tenir compte de
Paspect chimique, se base sur un modele diphasique constitué principalement par
des équations de Navier — Stokes instantanées pour chaque phase, associées a des
relations de type Rankine-Hugoniot représentant Iinteraction entre phases. Des
modeles simplifiés déduits de ce modele général peuvent étre utilisés pour décrire ce
type d’écoulement.

La simulation numérique de tel écoulement pose d’énormes difficultés dues
principalement a la complexité de la modélisation de I’écoulement diphasique (eau-
bulles d’airs) et les couts exorbitants des calculs 3D vu la taille du probleme traité.

Ces contraintes ont ramené, dans les travaux antérieurs, a entreprendre en 2D les
deux approches suivantes(M. Abdelwahed, 2002 ; E. Clement,1997) :

La premicre approche basée sur le fait que la phase air est négligée devant la phase
eau. Elle consiste a traiter une seule phase, la phase eau, en tenant compte de leffet
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dynamique des bulles par le biais d’une condition aux limites au niveau de I'injecteur.
Ce premier modele - appelé modele monophasique - est donnée par les équations de
Navier-Stokes semi-compressible comme suit :

Soit Q un domaine plan et sa fronticre I' (on suppose qu’elles vérifient
les conditions mathématique nécessaire) ; n le vecteur unitaire normal a

r ; TeXx. , o.=oxpbr] , =z, =Cxp7[ et
Z(ud)z {(X,t)e Fx]O,T”u.n < O}.
OnsedonnepO:Q—><ﬁ,f:QT—>5K2,u0:Q—>9i2,ud:ZT%%2.

On cherche p:Q, — R la masse volumique de I'eau, u:Q, — R* sa vitesse

et p:Q; = R sapression telles que :

%—p+u.Vp =0 dans D
t

pl,r=0)=p°() dans Q)
p donnée sur E(ud )

0, (g—‘t‘ + u.Vuj —div(i, (Vu+Vu")+Vp=f dans D

diva=0 dans D
u(,r=0)=u’() dans Qlr)
u=u, dansT, (1) 0Q,(r)

Ou f = pgavec g la force de gravité.

La deuxieme approche est plus complete que la précédente, elle est basée sur le
modele précédent corrigé par des termes diphasiques tenant compte de Peffet des
bulles. Ce modé¢le s’écrit comme suit :

® FEtant donné

-a’:Q >R taux de présence initial de la phase gaz (lorsque a’=0,i nya

pas de bulles d’air),

10, >R QR Ly, X, SR,

- P +1a masse volumique de la phase gaz,

- U, et u,; les viscosités respectives des phases liquides et gaz.

® On cherche :Q;, >R, p, :0, >R la masse volumique de la phase
liquide, u: Q, - R* et p:Q, >R telles que :
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aa_f"'“LV“:O’%"'“L-VPL:O dans Q,
2. (.t=0)=p,"(),a(,t=0)=a"() dans Q

a donnée, p, donnée surx(u,)

du .
(1-a)p, +op, )d—;—dtv(,ueﬁ, (VuL +VuLT))+ Vp, =p,g+alp, — p, g dans Q,

diva; =0 dans Qy
uL(.,t :O):uLO(.) dans Q.
u, =u, sur X,

Ce mémoire est constitué de 4 chapitres, ils sont ordonnés comme suit :
1- modélisation physique
2- modélisation chimique du processus de I'aération
3- analyse numérique du probléme continu
4- analyse de code NS incompressible et parallélisme avec MPI

Dans le premier chapitre, on décrit les différents modeles des écoulements
diphasique. On commence par le modéle complet : le modele physique instantané et
apres les différents modeles déduits de ce dernier. On termine le chapitre par la
présentation des modeles monophasique et monophasique corrigé. Le deuxieme
chapitre aborde l'aspect chimique de processus de laération, un modéle de
dissolution de lair dans Peau a été donné. L’air est considéré comme un gaz
constitué de deux gaz principal : I'oxygene et le nitrogene ; les autres gaz sont
négligés. Les conditions initiales et aux limites liées aux modéles chimiques seront
traitées dans un paragraphe a part. On note que le travail fait dans ce mémoire
concernant l'aspect chimique est un travail de modélisation. La résolution
numérique de ces modeles n’est pas abordée a cause des délais.

Le troisieme chapitre est consacré a la démarche prise pour discrétiser les équations
de Navier — Stokes et un apercu est donné sur les conditions qu’il faut vérifier pour
assurer P'existence et 'unicité de la solution. La partie de transport de la vitesse u :

Ju o, , , , .
— +u.Vu est discrétisée par la méthode des caractéristiques. I.’équation de Stokes

ot

généralisée déduite de I’étape précédente est discrétisée par la méthode des éléments
finis mixte P! continu +bulle (vitesse)/P! continu (pression). Ensuite, le systeme
matriciel obtenu est donnée par :

Au+Bp=f
B'u=0
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Ou Ae R™" est une matrice symétrique définie positive, Be R"" ,ue R", pe R" et
feRn".

Apres  Délimination de la  vitesse du systeme précédent on obtient:
B"A7'Bp=B"A™' f Ce systéme est résolu par une méthode de gradient conjugué
préconditionné (algorithme d’Uzawa). Le préconditionnement est fondamentale, car
ce systeme linéaire est mal conditionné : le choix adopté est celui de Chaouet-
Chabard. A la fin de chapitre, des essais numériques sont présentés.

Dans le quatrieme chapitre, on parle briecvement sur le calcul parallele, la
bibliotheque MPI ainsi sur les différentes machines paralleles. En fait, les problemes
traités réellement nécessitent un tres grand temps de calcul et une place mémoire
importante. Ce qui rend nécessaire la parallélisation du code. Le travail de
parallélisation a été mené sur la partie solveur du code, cette partie consomme en
général, plus de 90% de temps de calcul. En fin du chapitre, des tests de
performance sur une machine parallele sont présentés. Le travail de parallélisation
constitue le premier volet principal de ce mémoire, le deuxieme volet c’est la
modélisation chimique de phénomeéne de I'aération.
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Chapitre 1

Modélisation physique

1.1 Introduction

L’eutrophisation a des conséquences écologiques et économiques non négligeables,
tel que la mort de la faune, la dégradation des pécheries et 'augmentation du cout
du traitement de ’eau potable. Pour ces raisons, la restauration des lacs et la lutte
contre l'eutrophisation se révelent indispensable. Parmi les solutions utilisées dans la
pratique, nous avons :

- extraction des sédiments, curage, surtout pour les étangs ;

- recouvrement des sédiments, ajout de calcium pour limiter le recyclage du
phosphore sédimentaire ;

- oxygénation des eaux profondes sans déstratification ;

- évacuation des eaux profondes vers I’aval pour soutirer le phosphore ;

- déstratification par insufflation d’air.

Le procédé de la lutte contre I'eutrophisation qui nous intéresse c’est le dernier :
Iinsufflation de l'air comprimé a I'aide des tubes perforés placés a proximité du
fond. Ce procédé permet I'aération du lac ainsi que sa déstratification thermique.
Les bulles d’airs ont un diametre environ dix fois supérieur a celui du trou dont elles
sortent. On donne les mesures suivantes (F. Edeline, 1996) :

O orifice Diameétre moyen des | @ orifice | Diametre moyen des bulles
(mm) bulles (mm) (mm)
(mm)
0.4 4.7 1.6 7.7
0.8 0.6 3.2 7.2

Dans le lac, nous avons en fait deux fluides en contact : ’air (ou bien bulles d’air) et
Peau. Ces deux fluides sont en mouvement. Ils échangent entre eux de I’énergie et il
va s’établir un transfert de gaz entre les deux phases.

Dans ce chapitre, Nous nous intéressons a I’écoulement diphasique établi dans un
lac. Sa modélisation pose d’énormes difficultés dues principalement a la présence de
I'interface entre la phase liquide et la phase gaz.

Les différents modeles existants et les difficultés inhérentes a chaque modcle sont
présentés. Nous terminerons ce chapitre par la présentation des modeéles proposés.
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Nous commengons par présenter le modele diphasique instantané basé sur les
¢quations de Navier — Stokes compressible pour chaque phase, avec des conditions
de saut aux interfaces traduisant la relation entre les phases. Deux modeles dérivés
du mode¢le instantané sont présentés : le premier, appelé modele a deux fluides, qui
consiste a appliquer une moyenne temporelle sur les équations instantanées pour
obtenir un systéme pratiquement utilisable avec des grandeurs mesurables. Le
deuxiéme mode¢le, appelé modele de mélange, consiste a considérer les deux phases
comme un seul fluide caractérisé par des variables de mélange.

Nous présentons, ensuite, 'approche Lagrangienne qui consiste a traiter une seule
phase qui est la phase eau et a tenir compte de l'effet de la phase bulle par
l'introduction de termes de correction.

A la fin du chapitre, une présentation d’'un modele simplifié 2 une phase avec termes
de correction traduisant I'effet des bulles est donnée.

Deux approches sont étudiées. La premicre approche a pour objectif de montrer
effet de I'injection des bulles en se limitant simplement a une condition aux limites
aux injecteurs. La deuxiéme approche, plus élaborée, tient compte de 'effet des
bulles par le biais de termes de correction déterminés a partir des modcles

diphasiques.

1.2Modg¢le physique instantané

Pour mieux comprendre la dynamique et les phénomeénes qui régissent les
¢coulements diphasiques, on utilise souvent une formulation locale instantanée. Elle
consiste a regarder un écoulement diphasique comme étant un ensemble de régions
monophasique limitées par des interfaces en mouvement.

Localement, le comportement de chaque phase peut étre décrit par des équations
aux dérivées partielles traduisant les bilans de conservations de la masse, de la
quantité de mouvement et de I’énergie. La relation entre les phases se traduit ensuite
par des conditions de saut aux interfaces.

1.2.1 Notations

Nous désignons par x =(X1,X2,X3) les cordonnées d’un point de l'espace, ¢ la
variable de temps et 7 un temps maximal d’étude.

Nous notons k la variable de phase définie par k = G pour le gaz et k = L. pour le
liquide. La phase L. occupe un domaine volumique variable en temps.

Nous notons par Q (Figure 1.1) ce domaine, sa surface est une frontiere libre
variable au cours du temps. La frontiére I' se décompose en deux parties : le fond
I'. défini comme étant la partie séparant la phase L de la terre, et sa surface I'y qui

la sépare de 'atmosphere. Nous négligeons les variations de I'y au cours du temps

et nous supposons que : £, I'p et I'g sont indépendantes du temps.
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Qi (t) et Qp (t) représentent les parties de Q occupées respectivement par la

phase G et la phase L au temps ¢ et L}(t)=0Q¢(t)MaQ, (t) représente
I'interface au temps ¢ entre les deux phases.

[ N oQg(t)

Figure 1-1 : Coupe 2D du domaine d’étude au temps t

On définit les ensembles suivants :
D={x e R3>x]0, T xe Q}
D, ={(X,t)€ R>x]0,T[;xe Qk(t)}, k=G,L ,
F={(x,t)€ R>x]0,T[;xe F},
F, :{(x,t)e R>x]0,T[;xe Qk(t)}, k=G,L,
F, = {(x,t)e R x]0,T[xe T, (t)},
Fg =1{(x, e R3x]0, T xe Iy (6)}

Fr Z{(X,t)e R X]O,T[;XE FF}-

Les données du probléme sont présentées dans le tableau 1.1
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Symboles définitions Type
Fi Forces volumiques | Fonction vectorielle
Ok Source de chaleur Fonction scalaire
U, Viscosité moléculaire | Constante scalaire
A, Viscosité volumique | Constante scalaire
Kk Conductivité Constante scalaire
thermique

Tableau 1.1 : Données du probleme

Les variables du probléme sont données dans le tableau 1.2.

Symboles Variables Type
P, Masse volumique Fonction scalaire
u, Vitesse Fonction vectorielle
D, Pression Fonction scalaire
e, Energie interne Fonction scalaire
s, Entropie Fonction scalaire
T, Température Fonction scalaire
7T, Contraintes visqueuses Fonction tensorielle
. Flux de température Fonction tensorielle

Tableau 1.2 : Variables du probleme

1.2.2 Equations de conservation

Les équations décrivant Iécoulement de la phase k dans le domaine D, sont

déduites par les équations de conservation de la mécanique.

e FEquation de conservation de Ia masse

ag—k+div(pkuk)= 0 dans D, (1.1)
t

e Egqution de conservation de Ia quantité de mouvement

Mémoire de magistere/Mezali Farouk 9



Chapitre 1 Modélisation physique

P uy

t

e Egquation de conservation de I’énergie

0 uk2 . ukz . ..

a— Prl €k +T +div Prl| ek +T up =d1v(7ckuk)—dlv]k
t

—div(piu )+ P Feup +Qp

dans Dy (1.3)

Le systeme composé des équations (1.1) + (1.3) est ouvert.
1.2.3 Lois constitutives

I est nécessaires d’ajouter des équations complémentaires pour fermer les systeme
(1.1) + (1.3), nous en distinguons trois type: équations d’état, équations
constitutives mécaniques et équations constitutives énergétiques.

e Equations fondamentales d’état

La forme de I’équation fondamentale d’état permet d’exprimer Iénergie interne en
fonction de I'entropie et de la masse volumique, elle sécrit :

e = ey (51,Py) (1.4)

L’entropie vérifie le second principe de la thermodynamique donné par :

a .
PiSkc | div(prsyy )+ div] 2 |- >0 dans D, (1.5)
ot T. ) T
Comme la température et la pression thermodynamique sont données par :
aek aC
Te=5 " ~h = 1k (1.6)
P
Ona:
Pk =Pk (P Ti ), e =ei(p,T)  dans D, (1.7)
Dans le cas des fluides parfaits, les équations (1.7) s’écrivent :
P =RP T, e =Cu Ty (1.8)

R, et C sont respectivement, la constante des gaz parfaits et la chaleur spécifique

a masse volumique constante de la phase k.

e FEquation constitutive mécanique

Elle permet d’exprimer le tenseur de contraintes pour un fluide Newtonien :
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Fluide non visqueux

Tck =0 dans Dk (19)

Fluide visqueux

Tck = Mk (Vuk + VukT )— (% Mk - 7\41( j(dlvuk )II dans Dk (1 10)

e FEgquation constitutive énergétique

— Flux de température

Le transfert de chaleur par contact est exprimé par le vecteur flux de température j .

Son équation constitutive spécifie la nature et le mécanisme du transfert d’énergie
par contact. Plusieurs fluides obéissent a la loi de Fourier généralisée qui s’écrit :

i, =-K, (1, )VI, dans D, (1.11)
o, K (.) estla conductivité thermique supposée souvent constante.

— Source de chaleur

La source de chaleur Q. résulte des sources d’énergie extérieures et des interactions

réciproques. Elle est souvent supposée nulle.
1.2.4 Bilan interfacial

Le bilan interfacial est déterminé a partir des conditions de saut de Rankine —
Hugoniot.

Equilibre interfacial de masse

[>équation de I’ équilibre interfacial de masse est :
D peng(u, —u;)=0 (1.12)
k=L,G
avec, u; la vitesse a l'interface entre les deux phases et ny est la normale a la

phase k.

Equilibre interfacial de quantité de mouvement

Iéquation de I’ équilibre interfacial de quantité de mouvement s’écrit :

2 tpun(ug —ujuy —np (m, _PkH)}"‘(tyaYBG)B =0 (1.13)
k=L,G ’
ou, ($,ty,aYB et ( ) 4 sont respectivement la tension surfacique, le tenseur hybride

entre les coordonnées spatiales et surfaciques, le tenseur métrique de linterface et la
dérivée surfacique covariante (M. Abdelwahed, 2002).

Equilibre interfacial d’énergie
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I>équation de I’ équilibre interfacial d’énergie est :

u .
prny (u —u;) e +% +0 (7 +p Dy +5y)
(1.14)

YB(Sui),ﬁ Zaac;:+div(eaui)

Le terme a droite représente le taux de change d’énergie a interface et celui de
p g g

gauche représente le transfert d’énergie de chaque coté et le travail effectué par

Pinterface.

+ (tya

1.2.5 Bilan des variables et des équations

Le bilan des variables et des équations est donné dans le tableau 1.3 ci-dessous.

Inconnues | Nombres Equations Nombre
o, 1 Masse 1
u, 3 Mouvement 3
P, 1 Loi d’état 1
e, 1 Loi d’état 1
T, 1 Energie 1
T, 9 Constitutives mécanique 9
ik 3 Constitutives énergétiques 3
Total 20 Total 20

Tableau 1.3 : Bilan des variables et des équations

Aux équations (1.1) + (1.14), s’ajoutent des conditions initiales et des conditions aux
limites.

1.2.6 Commentaires sur le modéle instantané

Une modélisation diphasique basée sur les variables locales instantanées et sur les
variables aux interfaces en mouvement, améne a une situation avec des frontiéres
multiples ayant des positions inconnues. D’autre part, les échelles de longueur
attachée aux bulles sont tres différentes des tailles des structures caractéristiques de
Pécoulement de la phase continue. La résolution d’un tel probleme souleve trop de
difficultés mathématiques et numériques et n’est pas envisageable actuellement.
Récemment, des tentatives ont été faites pour des simulations directes sur quelques
bulles en dimension trois (3D) et une centaine de bulles en dimension deux (2D)
dans un petit domaine. En simulation 2D, Esmaceeli et Trygvason (A. Esmaeli et
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al, 1996) ont présenté une simulation d’une centaine de bulles dans un petit carré
utilisant un modéle simplifié.

Pour obtenir un systeme pratiquement utilisable avec des grandeurs que 'on peut
effectivement mesurer, on est souvent amené a effectuer des opérations de
moyenne. On aboutit au modele a deux fluides présenté ci-dessous.

1.3Mod¢le a deux fluides

Le mode¢le a deux fluides est formulé en considérant chaque phase séparément.
Ainsi, le modele comprend des équations de conservation de la masse, de la quantité
de mouvement et de Iénergie de chaque phase avec des termes d’interaction a
Iinterface qui apparaissent dans ces équations. Ces équations sont obtenues en
effectuant des opérations de moyenne de la formulation locale instantanée des

équations (1.1) + (1.11). Plusieurs types de moyennes sont utilisés :

- des moyennes temporelles (fshii, 1975),
- des moyennes spatiales (Enwald et al., 1996),
- des moyennes spatio-temporelles (Drew et Lahey, 1998).

Cependant, la forme résultante des équations ne différe pas sensiblement ; ce qui
change, c’est le sens physique des quantités moyennes et I'expression des termes
d’échange a l'interface.

Dans la suite, on considére un systeme d’équations obtenu en effectuant des
moyennes temporelles. Ainsi, en vertu de cette moyenne, les deux phases sont
considérées comme présentes dans tout 'espace. Par conséquent, les équations
modélisant ’écoulement diphasique doivent étre résolues simultanément dans tout
le domaine représentant I’écoulement.

1.3.1 Définitions et notations
Notations

Les écoulements diphasiques de deux fluides non miscibles sont caractérisés par la
présence d’une interface entre les deux phases. On note :

0 Dépaisseur de l'interface,

u, la vitesse a l'interface,
- n; la normale a I'interface j,
-u

ni = Uj.0; la composante normale de la vitesse u; a linterface j,

Pintervalle de temps associ¢ a chaque interface j (Figure 1-2) est donné
o

par: 28) =
Uni

On définit (Figure 1-2) :
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® Le temps t; correspondant a I'interface entre les deux phases,

® [’ensemble d’intervalles de temps associés aux interfaces par :
[At]j = ltj —&;,t; +81L j=1..,n , n nombre d’interfaces
o [At]L I'ensemble des intervalles de temps représentants la phase L (Figure 1-2).

® [Ar], Pensemble des intervalles de temps représentants la phase G (Figure 1-2).

° [At]T = [At]L + [At]G

2 At At
o [At]=[At], + 21 [Ad] , te [to —S ottt }
-

® La fonction d’état X, (x,t) par :

1 si x appartient a la phase k au temps t
Xk(x,t)Z{ , PP P P (1.15)
0 si non
® La fonction de la phase I, en un point x par:
Flx,,t site |At
Fk(XO,t):Xk(Xoat)F:{ (xo-¢) . lack (1.16)
0 si non
A
[Az],
[Ar],
»€ e
(At
G|i| L|!|G Gli| L|i|G]|! Gl!|L
ti ti+l
At At
«—— > < f— >
2 2

Figure 1-2 : Intervalle de temps [At]
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Moyenne temporelle

La moyenne temporelle eulérienne d’une fonction F est définie par :

F(xg,t0) = lim — F(x,t)dt (1.17)

3—0 At ‘[[At]T

On introduit la variable de phase O en un point (Xo,to) comme ¢étant la moyenne

temporelle de la fonction d’état définie par (1.15) :

— 1
oy, (x0,t0) = Xy (xg,t) = élslgloAtj[At]T X(xg, t)dt (1.18)

Elle vérifie :

— 0 (S,t) =1 en tout point S dans un volume occupé par la phase L au temps 7,

— 0 (S, t) =1 en tout point S dans un volume occupé par la phase G au temps 7,

— a, vérifie o, (S, t)+ o (S,t) = len tout point S du domaine Q(t).

Propriétés de Ia moyenne temporelle
Soit F, une fonction qui peut étre un scalaire, un vecteur ou un tenseur. On a les

propriétés suivantes :

9F, _oF 1< 1

- F 1.19
TR ( K ug) (1.19)
1 1
VE, = VF, +Xz (nka) (1.20)
t
— . = 1 1
divF, =divFk +— > — (0 F) (1.21)
At ] um-

LLa sommation est réalisée sur toutes les interfaces j qui passent pendant l'intervalle

de temps de moyenne At au point x.

Ceci implique :

doy, 1 1
ot At (nk'u1)
L (1.22)
Vo, =— —k
At

Moyenne de phase

On définit la moyenne de phase k d’une fonction F,, qu’on note I, par:
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— X,F
F, = ——k (1.23)
Xy

En utilisant les équations (1.16) + (1.18), on a :

K — F.dt 1.24
k o Atk [At]k k ( )

Moyenne pondérée par Ia masse

On définit la moyenne pondérée par la masse I|_I d’une variable Y par :

V= (1.25)

-O||2|

ou, p est la masse volumique locale instantanée du fluide.

De méme pour chaque phase k :

P _ PV (1.26)
Pk P

La fluctuation ¥, est donnée par :

‘Tsz

V=V - (1.27)
1.3.2 Equations de conservation

Les équations de conservation (1.1)-(1.3) s’écrivent sous la forme générale suivante :

a"g% +div(pyyuy )+ divy, —p®, =0 (1.28
Les différentes expressions de ¥, sont données dans le tableau 1.4.
Conservation v, Ve P,
Masse 1 0 0
Moment u, p -7, E
Energie u,’ i, +(p -7, )u, F, .u,
e, t—

Tableau 1.4 : Les différentes expressions de
On utilise les décompositions suivantes :

Vi =Pyt et u =T +uy (1.29)

Mémoire de magistere/Mezali Farouk 16



Chapitre 1 Modélisation physique

et les propriétés :

PV =0 et pruy'=0 (1.30)

Le modeéle a deux fluides basé sur les trois lois de conservation pour chaque phase,
est obtenu en utilisant les décompositions (1.29) et en appliquant la moyenne
temporelle sur équation (1.28). En utilisant les équations (1.19) + (1.22) et (1.27)
ainsi que les propriétés de la moyenne de phase et la moyenne pondéré par la masse,
on obtient :

oL, . _ = _ — —_
%+dw(‘xkpk‘|’kuk)+ le[ak(Yk +th)]—0‘k PPy
1 1 _ 131
+EZ [ﬂk-Pk(uk—ui)‘lfk +ﬂk-7k] =0 (1.31)
Pl
avec,
th =—pP V¥ 'u' (1.32)

Ce qui donne les équations de conservation suivante :

e FEquation de conservation de Ia masse

oo —
Lp‘wdiv(ockpkﬁk):rk dans D (1.33)
t

ou, I', est la source de masse aux interfaces due au changement de phase donnée
par :
1 1

I =——> —(np.p (u —uy))=

_ 1 gmy

(1.34)

avec, Z une sommation sur les interfaces passant par X a linstant At et m, le

J
taux de perte de masse par la phase k par unité de temps.

e FEquation de conservation de la quantité de mouvement

dai, p = - T 0T

904 Pictc + diV(OCk Pkﬁkﬁk) = _v(ak Pk) + div[ak (nk + Tckt):l + o P 1.35
o (1.35)

+ M, dans D

ou,

Mémoire de magistere/Mezali Farouk 17



Chapitre 1 Modélisation physique

T, est le tenseur des contraintes turbulentes (contraintes de Reynolds) donné par :
t_ ' '
Tck ——pkuk U (136)

My est la source de moment de la phase k, due au transfert interfacial, donnée
1 1

par . Mk = ——Z{—nk[pk (uk —ui)uk —kaI-I-Tl:k ]} (137)
At ] uni

® Egquation de conservation de I’énergie

of —(. w2 o= wA)l— .=
aﬁ (X,k pk 81< + 5 +div (Xk pk gk + 7 up | = le[ak Tk A i|
t (1.38)

- div((xk (]k + jktj)k - div((xk I;kak j + 0, iﬁkﬁk +E, dans D

+ €, dent compte de Iénergie interne et de I’énergie cinétique turbulente. Elle est
donnée par :

~

T = (uk')z
Kk =¢ Tt 5 (1.39)

+ j. estle flux moyen de température,
+

]lt( est le flux de chaleur turbulent donné par :

2 —
. u ' — o T
ik = Px {ek +%] uy' = (m, = p Il (1.40)
+ E, estlapport d’énergie totale des interfaces a la phase k donné par :
1 1 u
N P (uy —uj) ey T + (=7 g+ [ (141)
j ni

1.3.3 Lois constitutives

Ces équations forment un systeme ouvert, la fermeture se fait par des informations
additionnelles.

o Axiome de continuité

O +0, =1 (1.42)

o FEquation d’état
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€ =76 (Tk s Pk ) (1.43)

Pk =P« (Tka Pk) (1.44)
® Tenseur des contraintes visqueuses

My =21 (Dyy, +Dy) (1.45)
ob, D,, = % Ve, +(va, )] (1.46)

Représente le tenseur de déformation et

I
K= R

~

oy (o =m0 )+ (0 =T )ny (1.47)

est le tenseur d’extra-déformation interfacialle qui représente I'effet des mouvements
de linterface et le transfert de masse sur la déformation moyenne.

Dans le cas d’un écoulement a bulles, et si le mouvement de l'interface est régulier
avec un faible effet de changement de phase, on a (fshiz, 1975) :

1

Dy; = —2—{((V0°L @G —tp )+ —uL (Vo))
Ay,

o Flux de chaleur

Le flux de chaleur moyenné pour un fluide obéit a la loi de Fourier et s*écrit :

B ES V — ES
i = —Kk{VTk + &(Ti ~T, )} (1.48)
Oy

ou, T; est la température moyenne a I'interface.

® Termes turbulents

Pour fermer ce modéle, il est nécessaire d’évaluer ou de modéliser le tenseur des

contraintes turbulentes Tclt( , et le flux de chaleur turbulent ]lt( .

— Tenseur de contraintes turbulentes T,

Plusieurs études se sont intéressées a la modélisation du tenseur de contraintes
turbulentes m, qui reste I'une des difficultés majeures dans l'utilisation du modele a
deux fluides.

Parmi les approches les plus utilisées, nous pouvons citer le modele k—€, ou k
représente Iénergie cinétique turbulente et € le taux de dissipation d’énergie
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turbulente. Dans ce mode¢le, les tensions de Reynolds sont obtenues a I’aide des lois
de comportement.

Dans le cas d’¢écoulements diphasiques compressibles, ce modele devient plus
complexe et tient compte du transfert de moment turbulent interfacial (S. E.
Elghobashi, T. W. Abou-Arab, 1983).

Chahed et a/. (J. Chahed et al., 1992) ont développé ce modéle dans le cas d’un
¢coulement diphasique stationnaire incompressible sans transfert de masse. Ce
modele est basé sur une fermeture de second ordre du tenseur de contraintes
turbulentes. Leur technique consiste a partager ce dernier en deux parties: une
partie turbulente produite par le gradient de la vitesse et une partie pseudo-
turbulente induite par le déplacement des bulles.

Boisson et al. (N. Boisson et al., 1996) ont supposé que la turbulence est une
propriété de I’écoulement la phase continue (liquide), donc, la viscosité cinématique
turbulente de chaque phase est calculée en multipliant " fonction de k et € par la
masse volumique phasique. k et € vérifient le systeme d’équations suivant :

a(aLEk) — —_ Cyk? —
7+div(ochLﬁLk):div pr| vy +—2—|Vk |+p o, (P —¢)
ot G.€

2

=—C,k
+div[pL = - kVocL}och (1.49)

o

a[“LPLﬁj — — C. k2 e
7+div(a14p]‘ﬁ]‘£)=div p]‘ VL+ = V£ +O(LC15Pb;

ot G €

—c [ —cuk?
+| 0P~ |(CiePy = Cpe8) + dliv| py. eVay,
k (PR3
ou, Py estle taux de production volumétrique de k par les forces de cisaillement

P, = S—t[(vaL +(va, )t )] Vi (1.50)
k

et Py est le taux de production de k du au travail de trainée que la bulle fait

lorsqu’elle se déplace dans le liquide :
3 O T
Py, :achDaGPﬂuG - fay, T, (1.51)
avec, C, une constante empirique.
* o, =10, 0, =1.314, C;; =0.09, Cjg =144 et Cye =192

Un autre modele a été présenté par Drew dans le cas d’un écoulement diphasique
eau-bulles d’air et s’écrit pour la phase liquide (D. A. Drew, 1983):
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my =25 Dy, +a, 1+ b, (U, - U6 ) (@, -Tg) (1.52)

o, U] est la viscosité turbulente de la phase eau, a, est une pression
tourbillonnaire induite et b, est un coefficient associé au passage de bulles. Ces
termes dépendent de O , du rayon moyen des bulles, de la vitesse relative
|HL —ﬁG| et de la norme euclidienne de Dy, .

En raison de lincertitude entourant la modélisation du tenseur de contrainte
turbulentes en écoulement diphasique, Davidson (M. R. Davidson, 1990) et

Schwarz (M. P. Schwarz, 1996) ont présenté un modéle a zéro équation qui
consiste a exprimer le tenseur des contraintes turbulentes en fonction d’une

. ., t . ., . . o, e, .
viscosité turbulente ; 1Ly étant exprimée en fonction de la viscosité cinématique [l .

Cette expression est basée sur des études phénoménologiques.

— Flux de chaleur turbulent j|

Le flux de chaleur turbulent est défini par I’équation (1.40) et peut étre partagé en
trois parties ; les transferts turbulents de I’énergie interne, de 'énergie cinétique et le
travail donné par la turbulence. Pour plusieurs cas d’écoulement diphasique, les deux
derniers effets ont un role inférieur au premier, comme en écoulement
monophasique.

Dans le cas ou on ne tient compte que de leffet du transport d’énergie thermique,
c'est-a-dire le premier et le dernier terme de I’équation (1.40), on a lexpression
suivante (M. Ishii, 1975) :

it =—KL{VT, ——k(Ti —Tk) (1.53)
O

ou, K|" est un coefficient de transport d’énergie turbulente difficile a exprimer. Ainsi

iL est souvent négligé dans les analyses des écoulements diphasiques (D. A. Drew
et al., 1988).

— Relation entre les pressions

Nous présentons des relations utilisées dans le cas d’un écoulement diphasique a

bulle.

Dans le cas ou on s’intéresse aux contractions/expressions des bulles, on a les
relations suivantes:

Pei —Pc =0 (1.54)

P =P = _&.;pL

— 2
Ug — Uy,

(1.55)
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Pei —Pu =2H,;0 (1.56)

1
ou, & estun coefficient de pression empirique donné par : § = " (l —0Og ) et Hig

est la courbure moyenne des interfaces.

Dans la pratique, on suppose souvent que la pression est égale a la pression a
Iinterface en négligeant les effets des tensions superficielles 0.

Px = P (1.57)
1.3.4 Conditions de transfert interfacial
® (Conservation de Ia masse a interface

> I =0 dans F, (1.58)
k=L,G

ou, I', est défini par 'équation (1.34).
® Conservation de la quantité de mouvement a I'interface

> M —M,, =0 dans F, (1.59)
k=L,G

Pour définir M
moyenne de phase (1.23) et la moyenne pondérée par la masse (1.24) :

m » on introduit les moyennes de surface par analogie avec la

1 Hi Lzmk“’k

— At T Uni At T Up;

Fg =7——7> V=" . (1.60)
YR A%y

ainsi que la pression phasique a linterface py; et la masse volumique phasique 2a

I'interface py;.

En supposant que m) =m;,0 =0 et P; =Py, on obtient :

ou
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M =TT

1 1 :
M," = _[(Pkil —Pk)ﬂk +75nk1 (1.62)
t ] uni
Co 1
M t=—Y——
At ) unintk

avec,
nk.nk = TEnk + TEtk
Le premier terme dans P’équation (1.61) représente une source de moment de la

phase k due au changement de phase, les trois derniers termes représentent une
force moyenne interfacialle due aux forces de contrainte sur 'interface.

On pose souvent :
d n t
L =M, +M, (1.63)
qui est traité comme une densité de forces interfacialles représentée par la force de
trainée, de masse ajoutée, de portance, ainsi que d’autres forces (négligées souvent).

La source de moment du mélange s’écrit :

M,, = 2H;oVag + M, (1.64)
ou, M," est Ieffet de changement de la courbure moyenne.

® Conservation de I’énergie a Iinterface

D> E,-E,=0 dans F, (1.65)
k=L,G

1.3.5 Approches du modéle a deux fluides

Nous avons présenté la formulation la plus générale du modéle a deux fluides
(équations (1.33) + (1.53)).
Nous présentons, par la suite, un modele basé sur des simplifications physiques

utilisées dans la majorité des travaux rencontrés. On suppose que :

- L’énergie cinétique turbulente ainsi que les termes qui y contribuent sont
négligeables.

- L’effet de changement de courbure moyenne Mg est négligeable devant
M
- Pas de transfert de masse a I'interface I', =0.

- Le flux de chaleur turbulente est négligeable.

- L’effet des tensions superficielles est négligeable, ce qui donne py, =py; -
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- La phase dispersée est en équilibre thermique.
- Lasource d’énergie interfacialle E | est négligeable.

Sous ses hypotheéses, les équations de conservation (1.33) et (1.35) se raménent a :

e FEquation de conservation de la masse

oo —
Lplwdiv(ockpkak):o dans D (1.66)
t

e FEquations de conservation de Ia quantité de mouvement

aakB;ﬁk
ot

+ div(OCk P UL Uy ): _akv(P_k)"' div[ak (E_" T )]+ % Eﬁk (1.67)

—I-Mkd dans D

e Egquation de conservation de I’énergie

L’équation (1.38) s’écrit en fonction de enthalpie sous la forme suivante :

oo, pri) — : 9 -
ot ot (1.68)

+ 0 Tk VU dans D

ou

o T : VT, = div(akEk.ak)-ak.div(ock?sk) dans D (1.69)

En utilisant Pexpression de 'enthalpie en fonction de la température :

— 1| T dp| dipp| —
dhk :Cpdek + = 1+;kl=k kpk de
P P 9Ty . de

_ (1.70)
:Cpdek + = 1— kpk dpk
Pk de
pour un fluide parfait
oh —J5
ou, ¢y = = = Tk—i est la chaleur spécifique a pression constante , on se
I~ T~
Pk Pk

rameéne a ’équation suivante :
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dlov, py T : 9P
" —&5&L3)+&V@kmjﬁﬁk)=—&V@kh)+“k £+1, .Vp,
o At (1.71)

C

+ 0 T Vi

® Condition de transfert de quantité de mouvement

La modélisation du terme de transfert interfacial de quantité de mouvement est un

point trés important puisque ce dernier couple I'ensemble des deux phases. I
>z :

s’écrit :

k

En utilisant les équations (1.42) et (1.56), on obtient
M; 4+ Mgt =0 (1.73)

. . d . ’
Le terme de transfert de moment interfacial M " contient les forces exercées sur les

bulles ainsi que la distribution non équilibrée de la pression menant aux effets de
masse ajoutée et de portance. Ce terme s’écrit sous la forme suivante :

Mg =My + M, +M, (1.74)
ou,

M, représente la force de trainée interfaciale donnée par:
3 ~ o~~~
My :S_RCDaGpL|uG —tp (@, 1) (1.75)

avec, C, : le coefficient de trainée adimensionné et R est le rayon moyen des

bulles.

— M,,, représente la force de masse ajoutée donnée par (V. Boisson et al.,
1996 ; H. Enwald et al., 1990)

~ aN
M, =C,0.PL {(a;—g‘ﬁy, 'VELJ_( SG +T.Vig j} (1.76)

t

ou, C,, estle coefficient de masse ajoutée. Il décrit le volume de fluide déplacé
qui contribue a la masse effective de la phase dispersée. En général, ce
parametre dépend de Olg mais, il est toujours pris comme constant. A titre

d’exemple, il prend la valeur % pour une bulle sphérique. Une autre forme a

été utilisée par Boisson et al. (V. Boisson et al., 1990) :
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C. = % (1-2.78Min(0.2, &, ))

— M, représente la force de portance ou de lift interfacial. I.a modélisation de

cette force a été traitée par plusieurs travaux (IN. Boisson et al., 1996 ; H.
Enwald et al, 19906). Elle s’écrit :

M) =0agpp C (T —Tg )xVxay (1.77)
ou C; est le coefficient de portance interfacial souvent supposé égalea C, .

® Condition de transfert de I’énergie

I’équation de transfert d’énergie a l'interface s’écrit :

> E-E, =0 (1.78)
k=L,G
ou,
- ~ 2 con =a(x
B, =D | B+ |+ Ty g, (1.79)
2 L, ot
avec,

+ hy; est enthalpie.

1 1
+ i '=— —Z—nk.jk L, représente le flux de chaleur
superficielle.
1 1 1 . . .
+ — = —Z— est la concentration surfacique (aire de contact entre

les deux phases).

Dans le cas d’un écoulement a vitesse relativement faible, on obtient :

.
i, +=—+=0 1.80
Z{ k1l I } ( >

k s
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1.3.6 Bilan des variables et des équations

Dans le tableau 1.5 sont données les variables principales.

Inconnues | Nombre Equations Nombre

Ol 2 Axiome de continuité (1.42) 1
p= 2 Masse (1.66) + Relation pression (1.56) 3

k
) 6 Mouvement (1.67) 6
- 2 Loi d’état (1.44) 2

Pk
Ek 2 Energie (1.71) 2
Total 14 Total 14

Tableau 1.5 : Variables principales

Dans le tableau 1.6 sont présentées les variables secondaires.

Inconnue | Nombre Equations Nombre
S
T 9 Constitutives mécaniques (1.45) 9
k
7t 9 Mode¢le de fermeture 9
k
] 3 Constitutives énergétiques (1.48) 3
k
i\l 3 Modele de fermeture (1.53) 3
Mkd 3 Constitutives (1.73) 3
Total 27 Total 27

Tableau 1.6 : Variables secondaires
A ces équations, s’ajoutent les conditions initiales et aux limites correspondantes.
1.3.7 Commentaires sur le modéle a deux fluides

Le modele a deux fluides est largement utilisé dans les applications industrielles
modulo des simplifications le rendant plus abordable. Les avantages de cette
formulation résident dans le fait que les études et les algorithmes de résolution faits
sur les équations monophasiques sont transportables aux cas diphasiques, mais des
problémes se posent dans la modélisation des termes turbulents (tenseur de

contrainte turbulente T} , du flux de chaleur turbulentj, ) ainsi que les termes de

transfert interfacial écrits sur chaque interface.
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1.4Mod¢le de mélange

Le modcle de mélange dérive du modele a deux fluides. Le concept de base de ce
modele est de considérer le mélange comme étant un fluide équivalent et non un
mélange de deux phases séparées. Par conséquent, le systeme d’équations de lois de
conservation de masse, de quantit¢é de mouvement et d’énergie, s’écrit avec des
variables qui caractérisent le mélange. On y ajoute une équation de diffusion qui
tient compte de I’échange de concentration.

1.4.1 Variables du modéle

Les variables du mélange sont définies a partir des variables du modeéle a deux

fluides (tableau 1.7 et 1.8).

Symboles Expressions Variables Types
Y P yp
P D = Masse volumique | Fonction scalaire
O P
k=L,G
u,, 1 = Vitesse Fonction
P 1 ]ng P vectorielle
m =L,
Pm z o - Pression Fonction scalaire
k Pk
k=L,G
e 1 = Energie interne Fonction scalaire
o — Z oy P €k 8
m k=L,G

Tableau 1.7 : Variables principales du modele de mélange

Symbole Expression Variable Type

T, S o, Contraintes visqueuses Fonctllon
k=L.G tensorielle
im S o ]k Flux de température Fonction
k=L.,G vectorielle
.t oy Contraintes turbulentes Fonction
m k=L.G tensorielle

: .t . .
it 3 oy Flux de température Fonct}on
k=L.G turbulent vectorielle
F, S oy pyFy Efforts extérieurs Fonct}on
Pm k=1.G vectorielle

Tableau 1.8 : Variables secondaires du modéle de mélange
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1.4.2 Equations de conservation
Les équations décrivant I’écoulement du mélange sont données par :

e FEquation de conservation de la masse

P

+div(p,u,,)=0 (1.81)
ot
® Equation de diffusion de Ia concentration
da p, — —
NP iy (ock PLu, )= I, —div (ockpk(ﬁk —u,, )) k=L ou G (1.82)

e FEquation de conservation de la quantité de mouvement

P Uy,

S +div(p uu,, )=—divp,, +div(nm +nt o+l )+mern +M,, (1.83)
t

. D . e , e
ou, T, estle tenseur de contrainte de diffusion de mélange défini par :

T == D op (T —uy )@ —uy) (1.84)
k=L,G

avec, M, donnée par 'équation (1.64).

® Egquation de conservation d’énergie

0 u? . u? e
5 P em+(7] +div| p, em+[7] u, :—dlv(]m-l-]:n +]£)

—div(p,,u,, )+div(t,, u, )+p, Fo U, (1.84)
+ 20 P B (T —uy )+ Ey,
k=L,G

Oy, j,,” est le flux de chaleur diffusif donné par :

k=L,G

— T 2 —
imD = Zak{pk(gk +%J(ﬁk _um)_(nk _pkH)(ﬁk _um)} (1.85)

1 =
€m = D 0 P& (1.80)
Pm k=LG
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2
1
~ u , 5y .. 5s C e,
avec, €, = ¢, + ( k2) représente I'énergie interne et I’énergie cinétique turbulente
2 -~ 2
u 1 = U
et 7 =— Z Oy P T (187>
m Pmk=LG

1.4.3 Lois constitutives

Pour compléter le modele de mélange, il est nécessaire d’ajouter les lois constitutives
suivantes :

- Axiome de continuité (1.42),

- Lois d’état sur Iénergie interne du mélange e¢_ et la pression du mélange p
en utilisant (1.43) et (1.44),

- Equations constitutives mécaniques sur le tenseur de contraintes visqueuses du
mélange T, en utilisant (1.45) et le tenseur de contraintes turbulentes TT_" en

utilisant un des modéles de fermeture,

- Equations constitutives énergétiques sur le flux de chaleur j_ et le flux de

m

chaleur turbulent . en utilisant (1.48) et (1.53),

Jm
- Equation constitutive pour la source de moment du mélange (1.64),

- Condition mécanique a linterface (1.56) exprimant la relation entre les
pressions des deux phases,

- Identité sur les vitesses de diffusion.

> py (T —uy)=0 (1.88)
k=L.,G

1.4.4 Commentaires sur le modé¢le de mélange

Le modcle de mélange présente moins d’équations et de variables que le mod¢le a
deux fluides, mais il pose les mémes difficultés au niveau du traitement des termes
turbulents.

1.5Approche lagrangienne

Cette approche propose une modélisation eulérienne de la phase continue (eau) et
une modélisation lagrangienne de la phase dispersée (bulle). Pour tenir compte de
I'influence des bulles sur la phase continue, des termes sources sont inclus dans
I'équation de mouvement de celle-ci. Le traitement du mouvement des bulles par
voie lagrangienne demande un suivi individuel de chaque bulle dans son
mouvement, pour cela il faudra intégrer simultanément toutes les équations de la
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trajectoire des bulles. Ces dernieres se déplacent sous I'action des forces extérieures
telles que la trainée, la flottabilité et les forces d’inertie. Pour déterminer la
trajectoire d’une bulle dans I’écoulement, une intégration numérique est faite pour la
relation fondamentale de la dynamique qui s’écrit :

duG —F

mp
dt

(1.89)

—= =ug

dt

ou, mp est la masse de la bulle et F est la résultante des forces appliquées sur une

bulle.

Cette approche a été utilisée par Hunt et @/ (J. C. R. Hunt et al., 1994) dans un
écoulement a bulles pour plusieurs cas d’écoulement : non visqueux, visqueux et
fluide stationnaire.

Sommerfeld et a/. (M. Summerfeld and al., 1997) ont négligé les forces de masse
ajoutée et de pression dans des simulations a deux dimensions d’écoulement dans
une colonne a bulle. Dans cette étude, une extension de la méthode Euléro-
Lagrangienne a été faite en résolvant une équation de transport ajoutée pour
I’énergie cinétique turbulente et le taux de dissipation associé. L’effet des bulles est
donné par des termes sources ajoutés dans I'équation de mouvement de la phase
continue.

Clement (E. Clement, 1997) s’est intéressé au mouvement d’un nuage de bulles
dans un liquide, il a présenté une étude compléte sur les forces exercées sur une
bulle ainsi que I'expression des termes sources ajoutés a I’équation de conservation
de la quantité de mouvement du liquide.

1.5.1 Forces exercées sur une bulle

Les différentes forces qui s’exercent sur une bulle dépendent de beaucoup de
parametres telles que la taille de la bulle, sa forme, sa masse volumique, sa vitesse
ainsi que sa viscosité et la vitesse du fluide qui I'entoure. Quelques-uns de ces
facteurs dépendent aussi des propriétés physiques comme le coefficient de tension
surfacique. La dérivation d’une expression générale des forces est donc compliquée.
L’approche adoptée consiste a développer des expressions pour certains cas limites.

Sous les hypothéses suivantes :
- bulle sphérique indéformable de rayon R,

- taille petite devant toutes les échelles de I'écoulement (pour permettre de
négliger une force due a la non uniformité de I'écoulement a I'échelle de la

bulle),

- absence d’interactions directes entre les bulles (pour permettre la résolution
des équations de mouvement de chaque bulle de maniere indépendante).

Les différentes forces qui s’exercent sur une bulle sont :
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o Force de flottabilité (Archimede)

Sous leffet de la pesanteur, une bulle en mouvement dans un fluide subit une force
verticale, due a la différence de masse volumique, dirigée vers le haut si pg < py, et

vers le bas si pg > py,. Cest la force de flottabilité qui est généralement responsable

de la présence d’une vitesse de glissement entre la particule et le fluide :
F =glpG —pr)Ve (1.90)
ou, Vg est le volume de la bulle.

® Force de trainée (Drag)

Elle est due aux contraintes visqueuses que le fluide exerce sur la surface de la bulle.
Elle prend la forme suivante pour une bulle sphérique de rayon R :

7R
F, =—Cp TPI.|uG —uy |(ug —uy) (1.97)

Le coefficient de trainée C, dépend du nombre de Reynolds.

e Force de masse ajoutée (Added mass)

La force de masse ajoutée s’interprete physiquement comme étant la force qu’il faut
exercer sur un fluide pour déplacer en mouvement accéléré un corps dans ce fluide ;
en effet, le corps doit communiquer a un certain volume de fluide son accélération
pour avancer et prendre sa place.

F..=P.VsCyh ((ag—l‘+uL .VuLj_(agG +uG.VuGD (1.92)
t

t
. 1 i
ou, C, =— pour une bulle sphérique.

Lorsque le fluide est en mouvement accéléré, il convient de rajouter a I'équation
u . , . , .
(1.92) un terme p; Vg d—L qui représente la force que le fluide extérieur exerce
t

sur le volume de fluide correspondant a celui occupé par la bulle.

® Force de portance

Elle désigne la force qui s’exerce sur la bulle perpendiculairement a sa vitesse de
glissement

F, =—Cp; Vg (ug —up )xVxup (1.93)

ou, C; dépend du nombre de Reynolds.

Mémoire de magistere/Mezali Farouk 32



Chapitre 1 Modélisation physique

1.5.2 Formulation du terme source

Pour la formulation du terme source, Clement (E. Clement, 1997) a montré que
sous certaines hypotheses, I'’équation de masse n’est pas modifiée par la présence des
bulles. Pour I’équation de quantité de mouvement de fluide, on va effectuer un bilan
de quantit¢é de mouvement sur un volume de fluide contenant des bulles. Pour
simplifier la démonstration qui suit, on va supposer qu’une seule bulle est présente a
Iintérieur du volume de contréle (la bulle délimitée par X sur la figure 1.3 étant

considérée comme extérieur a ce volume de controle).

La relation fondamentale de la dynamique intégrée sur le volume de fluide contenu
dans le volume de controle s’écrit :

duy, _
v PLdR= jVL ppedQ + Jze Y.ndl + jZG Y.ndll (1.94)

ou Py, et X sont respectivement la masse volumique et le tenseur de contraintes du
fluide.

%

VL VoV =Vg + Vg + V.

Figure 1.3 :Volume de controle

Le dernier terme de I’équation (1.94) représente I'action de la bulle sur le fluide qui
I'entoure. Cette action est opposée a I'action du fluide sur la bulle. Or I’équation de
la dynamique de celle-ci peut s’écrire

du
rnGd—tG=mGg— jZG Y.ndll (1.95)

Comme, n est dirigé vers l'intérieur de la bulle. On a donc :

[, Zndl=mgg-mg dug (1.96)
X6 dt

ou, mg =— 7'EpGR3 est la masse de la bulle et u sa vitesse.
3

Une partie du volume de contréle V est occupée par la bulle. On a donc :

JVL PpgdQ = IVPLng —mpg (1.97)
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ou, m; = ganR3 est la masse de fluide que contiendrait le volume occupé par la

bulle.
De méme, en supposant 'accélération du fluide uniforme sur le volume V ,on a:
—dQ = —dQ-m; — 1.98
v PL JV PL— LT (1.98)

On peut enfin écrire le bilan de quantité de mouvement sur le volume V' complet
sous la forme :

| o, UL 40 = [ prLedQ+| z.ndr+mL(ﬂ—gj+mG(g-du—Gj (1.99)
VLo de v e dt dt

A ce niveau, on voit que I’équation de quantité de mouvement peut étre écrite sur
des volumes arbitraires V a condition d’introduire deux termes complémentaires.
Le dernier terme de ’équation (1.99) constitue ’échange de quantité de mouvement
entre la bulle et le fluide qui 'entoure. Quant a Pavant dernier terme, il représente la
diminution d’inertie du fluide causé par le « trou» que constitue le volume occupé
par la bulle. Celle-ci est donc vue comme un point-source de quantité de
mouvement. On peut écrire ces deux termes d’une manicre différente en utilisant
Pexpression des forces hydrodynamiques :

dug TR 2
P Ve =(pg —pLIVee—-Cp —pr|ug —up|(ug —uy)
dt 2
(1.100)
duL duG duL
FPLVGChn| —— +pL Vg —=—Cip Vg (ug —up )JxVxup
dt dt dt

ce qui donne :

du du 7R 2
mL(_L_gj_"mG(g' dG J = _l:_CD TPI.|uG _uL|(uG —uL)

t
(1.101)

du dug
+pI,VGCm (_L_

m " j_CIPI.VG(uG —up )XVxuy ]

Si on souhaite écrire a partir de (1.99) des équations locales, on peut considérer que
les différentes grandeurs sont uniformes a I'intérieur du volume V. On obtient ainsi
les équations de Navier-Stokes avec un terme supplémentaire d’échange de quantité
de mouvement t.

t, = lim V_G{p](ﬂ_g}rpc’(g_d“(}ﬂ (1.102)

V=0 V dt dt
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Dans le cas ou plusieurs bulles sont présentes dans le volume V, le terme tg

devient évidemment la somme de leurs contributions respectives. On a les
équations suivantes :

du )
Pr. dtL - dlv{ueff (VUL + VuLT)}+ Vpr =Prg+ P
i (1.103)
—L +div(ppu ) =0
ot

u, est la vitesse non perturbée par la présence de bulles voisines (E.
Clement, 1997).

+ U :ueff(x) dépend de la position de la maille par rapport aux bulles

voisines.

+ @ est la densité volumique des actions de la phase dispersée sutr la phase

continue donnée par :

. VG Ng duL duG
P, = lim — ——g |+ — 1.104
TNV & PL( % gj Pc(g m (1.104)

v
ou, Ng TG représente le taux de présence local des bulles (N étant le nombre de

bulles présentes dans le volume considéré).

Un autre terme peut étre ajouté représentant la contribution locale des petites
échelles associées a I’écoulement potentiel autour de chacune des bulles (E.
Clement , 1997).

1.5.3 Commentaires sur ’approche lagrangienne

Les problemes liés a ce modcle sont relatifs aux aspects numériques. En effet, les
algorithmes utilisés pour la phase continue sont tres différents du suivi lagrangien
des bulles, ce qui nécessite un couplage de deux codes d’architectures différentes.
De plus le suivi des trajectoires des bulles une a une nécessite des temps de calcul
trés important et reste limité a des petits domaines avec un nombre limité de bulles.

1.6Mod¢les utilisés

Nous avons présenté les différents types de modeles utilisés en écoulements
diphasiques :

- le modele a deux fluides dont les difficultés résident dans le nombre
d’équations et les variables a traiter ainsi que la modélisation de la turbulence,
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- le modéle de mélange qui permet certes de diminuer le nombre d’équations
et de variables mais conserve toujours des difficultés similaires a celles du
modéle a deux fluides,

- le modele Lagrangien qui reste limité au cas d’un petit domaine et pour un

nombre faible de bulles.

Dans notre probleme, d’énormes challenges sont posés dans lutilisation des
modeles d’écoulement présentés, autant sur le plan physique que numérique. En
effet, nous sommes face a des systemes a grand nombre d’équations et de variables
dans des cadres multi-échelles imposés par la modélisation. On rajoute un critere
non négligeable dG au cout énorme au niveau numérique; ceci est da
essentiellement a la nécessité d’un maillage relativement fin du domaine étudi¢ afin
de capter un spectre significatif des échelles en jeu. Ces raisons limitent donc
I'application de 'approche directe des modéles diphasique et nous amene a chercher
une approche plus réaliste qui simule convenablement le phénomene et qui soit basé
sur les modeles présentés. L’idée est de représenter Ueffet de la phase air sur la phase
eau tout en traitant un modele a une seule phase. Il s’agit de prendre en compte la
dynamique des bulles : d’une part, par une condition aux limites liée a la vitesse
d’injection de I'eau (ceci pour simuler le mouvement initial des bulles libérées dans
I'eau) et d’autre part, par I'introduction de termes de correction diphasique. Deux
approches sont dérivées. Une premicre approche ayant pour objectif de montrer
effet de I'injection des bulles en se limitant simplement a une condition aux limites
aux injecteurs. La deuxiéme approche, plus élaborée, tient compte en plus de la
vitesse d’injection et de Tleffet des bulles par le biais de termes de correction
provenant des forces exercées par celles-ci. Les difficultés qui subsistent sont liées
au calibrage et a la validation des modeles.

1.6.1 Mod¢le monophasique

Le modéle monophasique consiste a traiter une seule phase, la phase eau, en tenant
compte de la dynamique des bulles d’air par le biais d’une condition aux limites
portant sur la vitesse d’injection de ’eau au niveau de I'injecteur.

Dans notre cas, la masse volumique de la phase liquide varie faiblement, ce qui
permet d’écrire la condition

diva, =0 (1.105)
et donc
%wu w, .Vp, =0 (1.106)
t

Nous nous ramenons a la résolution des équations de mouvement de leau
représentées par les équations de Navier — Stokes semi-compressibles (1.108) ainsi
qu’a une équation de transport sur la masse volumique de 'eau (1.107).
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—=+4+u;.Vp; =0 dans D
P (1.107)

pLt=0)=p () dans Q(t)

PL(a;—tL + UL-VHLJ - diV(lJ'L (VuL +Vu ! ))"‘ Vpr =prg dans D

divu; =0 dans D (1.108)
up (L,t=0)= uLO () dans Q(t)
up, = ud dansFF(t)ﬂaQG(t)

1.6.2 Modc¢le avec termes de correction diphasique

Cette deuxi¢me approche consiste a corriger le modéle monophasique par
I'introduction de termes de correction représentant Ueffet des bulles sur la phase
eau. Ces termes sont déduits de la modélisation lagrangienne. En effet, en admettant
que la vitesse du liquide est égale a celle du gaz en chaque point du domaine,
I'équation de conservation de quantité de mouvement (1.103) prend la forme
suivante :

Pr dz—tL_diVGleff (VUL +VULT))+VPL =pPLg

d d
vy [ rog - |

du .
((1—0°)PL +0¢PG)d—tL—d1V(Peff (VuL +VULT))+VPL =pLg

+0‘(PG _PL)g

ou, & estle taux de présence vérifiant: 0< <1
La définition de Mg introduite par Clement (E. Clement, 1997) se base sur des

(1.109)

et s’écrit :

(1.110)

considérations expérimentales. Nous supposons par la suite que W g sécrit sous la
forme suivante (M. Abdelwahed, 2002) :

Mo = (1= ay + o (L111)

Pour connaitre les points du domaine recevant l'effet de la phase air, il faut
retrouver le chemin de chaque particule air pour chaque pas de temps. Ceci revient a
chercher T'origine a un temps t+ At de chaque point du domaine d’étude au temps
t en suivant les trajectoires inverses. Ceci nous ramene a la résolution de I’équation
de transport sur le taux de présence . Cette équation nous permet d’identifier les
points recevant 'effet de la dynamique des bulles. Dans I’équation de transport sur
le taux de présence, O, a ét¢ donnée par (M. Abdelwahed, 2002):
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oo
S tuLVe=0 (1.112)
t

Cette équation suppose que la bulle d’air ne va pas réagir avec ’eau (aucun transfert
q pp q p g
gaz-liquide) et elle conserve son volume pendant leur trajectoire.

Dans ce mémoire, cette équation de transport (1.112) est modifiée comme suit (voir
chapitre modélisation chimique) :

K - K -
a—a+uLV0c=—kLOa (Kopo Co)+( NPN —Cx) (1.113)
ot Po PN

ou, le terme a droite reflete le taux de changement de la phase gazeuse a la phase
liquide.

Finalement, nous avons le modéle suivant, composé d’une équation de transport sur
la taux de présence de la phase air (1.112 ou 1.113), d’une équation de transport sur
la masse volumique de I'eau (1.107) et de I’équation de mouvement de la phase eau
corrigée par des termes diphasiques (1.110) :

Equation de transport sur O avec les conditions aux lim ites et
initiales associées
d
oPr +uy.Vp; =0 dans D
ot
pr(t=0)=py" ()dansQ(r)
du .

(1-a)py +apg )d—t] - le(}leff (VUL +Vu, ! ))+ VprL =PLg (1.114)

+alpg —pr e dans D
divu; =0 dans D
up (.t =O)=uLO(.) dans Q(t)
up =uy surrF(t)ﬂaQG(t)

Ce modele peut étre considérer aussi comme un mode¢le traitant le mélange des deux
fluides comme un fluide pseudo - homogene caractérisé en chaque point matériel
par une vitesse, une pression, un taux de présence d’air et une masse volumique
déterminée par la combinaison de ces variables issues de chaque phase, et cela si on
ne tient pas compte de 'aspect chimique. Mais si on introduit I'aspect chimique, le
point matériel est caractérisé aussi par la concentration des gaz dissous dans I'eau a
savoir I'oxygene et le nitrogene (voir chapitre modélisation chimique).
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1.7 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre les différents modeles qui peuvent étre utilisés
dans le probleme traité. Les difficultés liées a la complexité de la modélisation
diphasique et la taille des problémes induits nous ont amené a dégager deux modéles
simplifiés :

- un premier modele, donné par les équations (1.107) + (1.108), baptisé mod¢le
monophasique, et qui consiste a tenir compte de Peffet des bulles par une
condition aux limites au niveau de l'injecteur,

- un deuxieme modele donné par les équations (1.110) + (1.112), plus complet,
appelé, modele corrigé, et qui s’appuie sur la modélisation lagrangienne en
tenant compte de effet des forces exercées par des bulles en plus de la
vitesse d’injection.

Nous nous intéressons maintenant a la modélisation chimique du probléme traité.
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Chapitre 2

Mod¢élisation biochimique de processus de
Paération

2.1Introduction

Pour un emplacement optimal des injecteurs (pour mieux aérer le lac) et la bonne
quantification de la consommation de I’énergie inhérente a I'injection de I’air, il est
important de bien comprendre le phénomeéne de I'aération dans tous ses aspects.

Dans le chapitre 1, nous avons présenté une modélisation purement physique de
processus de P'aération, ce qui fait, en réalité, une omission d’autres aspects qui sont
aussi importants pour la bonne compréhension du phénomene. Dans ce chapitre,
une expansion de modele physique est faite pour inclure les aspects biochimiques de
phénomene. En effet, pendant la montée des bulles, qui est due a la décroissance de
la pression en montant, une dynamique d’échange gaz -eau va s’établir dans le lac.
Le modele biochimique développé est associé avec le modéle monophasique ou
monophasique corrigé. Le type et la complexité de couplage sont fondamentalement
différents, nous abordons cet aspect dans le dernier paragraphe.

Dans la littérature, la modélisation de processus de 'aération est largement étudiée,
soient par des ¢tudes expérimentales, soient théoriques (on peut se référer par
exemple a : A. Wuest and al.,, 1992, E. E. Prepas and al., 1997 ; F. Edeline, 1996;
D. F. McGinnis and al., 1998).

Les références essentiellement utilisées dans ce chapitre sont: A. Wuest and al.,
1992 ; F. Edeline, 1996; H. Chanson, 1996.

2.2 Notations

Nous rappelons ci-apres les principales notations introduites dans les premieres
pages de ce mémoire.

¢, : Concentration de 'oxygene (O2) dissous ;

o
cy : Concentration de 'azote (N2) dissous ;
m, : Concentration du gaz d’oxygene (O2) non dissous ;

my; : Concentration du gaz de 'azote (N2) non dissous.
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2.3 Développement du model biochimique correspondant au

modele monophasique

L’air est un mélange de plusieurs gaz dans les proportions sont presque constantes :

21% de l'oxygene, 78% de nitrogene et 1% de gaz rares. Le fait que la proportion
des gaz rares est petite devant Poxygene et le nitrogene, nous supposons donc, que
Iéchange gaz - eau ne concernent que oxygene et le nitrogene et que ’échange gaz
-eau avec les autres gaz est négligeable. Toutefois, les autres gaz sont facilement
inclus dans le modele par Daddition des équations de conservations
correspondantes. La dissolution de la phase gazeuse (air ou oxygene plus ou moins
pur) fourni au milieu liquide 'oxygene. Le passage de la phase gazeuse a la phase
liquide associe des phases de transfert par diffusion et par convection qu’il est
essentiel de considérer en détail.

2.3.1 Equations de conservation

Si on introduit la variable générale @, la forme de la conservation de toutes
¢quations de I’écoulement, incluant les équations des quantités scalaires comme la
température et la concentration des polluants et en supposant que la diffusion suit la
loi de Fick, peut s’écrire sous la forme suivante :

0 ) .
(g 9) +div(pou)= d1V(Fgrad(p)+S¢ 2.1)
t
Cela signifie, en un mot :
Taux d'augmentation taux net de taux de la croissance taux de la
de @ dans I'élément @ de croissance
fluide + sortie de =< @ dualadiffusion /1t deg@
I’élément du aux soutrces
fluide ou aux puits

L’équation (2.1) est appelée « équation de transport de la propriété @ ». Elle met en
¢vidence plusieurs processus de transport : le terme de taux de changement et le
terme de convection a gauche, et le terme diffusif (I =ccefficient de diffusion) et le
terme source a droite. Dans les paragraphes qui suivent, nous nous intéressons aux
¢quations de transport de Poxygene et de nitrogene en mettant en évidence le
coefficient de diffusion et les termes source.

a. Equations de conservation de oxygéne et de nitrogéne dissous

Il y a sept variables qui doivent étre calculées par sept équations qui décrivent la
dynamique créée par les bulles ainsi que les transferts des gaz existant. Ces équations
sont basées sur le principe de la conservation de la masse, et de moment.

Dans notre cas, nous avons deux gaz : 'oxygene (O2) et le nitrogene (N2), et deux
phases pour chacun, dissoute et gazeuse.
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Le transfert gazeux est un transfert de masse a travers une interface. Par analogie
avec les réactions chimiques, on peut prévoir que ce transfert de masse M sera
proportionnel au déficit D a combler (= «driving force », écart moteur, force de
dissolution, (F. Edeline, 1996), soit a I’équilibre :

F=f(C,~C)=k;D=dM/Adt 2.2)

ou

bl

F : flux unitaire, masse passant par 'unité de surface A pendant l'unité de
temps,

ki, : coefficient de transfert superficiel,

Cs : concentration de saturation de gaz dissous,

C : concentration réelle de gaz dissous.

Gaz Cs a la température T (mg/1) (°C)
Concentrations de Concentrations de T
saturation des gaz saturation des gaz

(oxygene, azote, COp) (oxygene, azote, COp)
atmosphérique pur
Oxygene 8,84 42.29 20
Azote 15,32 19,29 20
CO2 0,84 2319 10
NH3 0 959,200 25

Tableau 2.1 : Solubilité des gaz dans 'eau (F. Edeline, 1996 )

Dans un systeme instable, le gaz transféré s’accumule dans P’eau, la concentration

augmente sans cesse et D n’est pas constant. Nous remplacerons alors F par ——

Adt

dC dM A

—=—-=K,(C,-C)=K,D=k; =D 2.3
& Ve »(C,-C)=K, Ly (2.3)
Kz : coefficient global de transfert [T1] (1/Kz est la résistance au transfert) ;
M : masse de gaz transférée ;

A/V :interface par unité de volume, parfois appelée a.
K> est un coefficient global, valable pour toute ’enceinte ou se trouve le liquide.

Mais en fait le transfert n’a lieu qu’a travers linterface eau/gaz, de surface A, et c’est
q gaz, )
par la que doit passer tout le gaz transféré pour se répartir dans le volume V.

Nous pouvons définir donc un coefficient de film liquide, ou coefficient de transfert
superficiel ki, tel que : K, =k, a
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Les dimensions de k; sont alors [LT"!], ce qui est bien une unité de transfert de

masse : masse de gaz dissoute par unité de temps dans une unité de volume, a
travers une unité de sutrface, et sous I'influence d’un déficit unitaire.

. ) ) A .
Si on veut accélérer le transfert, on s’ingéniera a augmenter le rapport g Ce qui

indique que la surface A de linterface doit étre la plus grande possible vis-a-vis du
volume aéré. Cela peut étre obtenu par insufflation des bulles d’air nombreuses et
fines dans I'eau.

Si dans le volume V, nous avons N bulles, la sutface A vaut 472 XN (r est le rayon
moyen de la bulle) ce qui donne :

4 i3
_aNm? 6 306 Vg _6a

vV o d, V  d, V dy

a

(2.4

avec, O : Taux de présence et dp: Diameétre moyen de la bulle.

Maintenant, si on veut s’intéresser au transfert des deux gaz: l'oxygene et le
nitrogene et si on prend en compte les notations du paragraphe 2.2, le flux de gaz a
travers la surface des bulles est donnée par : ky; (Csi —Ci) (gm? st

ou, ki, est le coefficient de transfert superficiel de gaz 1 (O2 et Np), ¢, est la
concentration du gaz dissous, et Cg est la concentration du saturation du gaz

dissous. Elle est déterminée parlaloi d’Henry : C; =K;p; (gm?)
avec, p; est la pression partielle de la phase gazeuse i, elle est donnée par :

m;

Pi=—
ou, p est la pression totale donnée par le systeme hydrodynamique. Le coefficient K;

est la constante de solubilité.

Le coefficient de transfert superficiel k,; est fonction de rayon de la buller;. Pour
les deux gaz, ce coefficient est presque le méme k,,(r) =k, (r) (A. Wuest and
al., 1992).

On note que dans la pratique, on considere (H. Roques, 1980) :

- les petites bulles ayant des diametres de 'ordre de 0,5 mm et au-dessous,
- les moyennes bulles entre 0,5 et 2,5 mm,
- les grosses bulles au-dessus de 2,5 mm.
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Coefficient(s) Remarques

kio =0.6r(ms™) £ <6.67x10 4]

—4
kio =4x10™ (s £26.67x10 " m

Ko =2125x107 —5.021x107 T+577x10 712 [gm pa™!) | Ten (O

Ky =1.042x107° —2.450x107 T +3171x10 T2 [gmpa 1) | Ten (O

Tableau 2.2 : Coefficients de transferts et les constantes d’Henry.

Maintenant, on s’intéresse aux termes de diffusion. Tout d’abord, la diffusion de la
maticre c’est un phénomene de transport de maticre tendant a compenser
respectivement des différences de concentration. A cause de ¢a, la partie de Dair
dissoute va se diffuser dans I’eau.

La diffusion est gouvernée par I’équation fondamentale : « 'équation de Fick », qui
définit la densité de flux de particules — notée j, — qui est la quantité de maticre
traversant par seconde l'unité d’aire d’une surface normale a la direction de
propagation des particules. D’apres la loi de Fick, jn est proportionnel au gradient
de la concentration C des particules :

jn =D VC (2.5)
avec, Dy, : le coefficient de diffusion moléculaire de la matiére diffusante.
Dans notte cas, nous avons :

ini =D miVC; (2.0)
ou, D ; estle ceefficient de diffusion moléculaire de gaz i (Oz et N2) dans I'eau, C;
est la concentration du gaz dissous.

Le coefficient de diffusion gaz -liquide de 'oxygene et de nitrogene dans I'eau est :

Température D, (O 5 ) D,, (N 2 )
O Oxygene Nitrogene
m?2/s m?2/s
10 1.54E-9 1.29E-9
25 2.20E-9 2.01E-9
40 3.33E-9 2.83E-9
55 4.50E-9 3.80E-9

Tableau 2.3 : Coefficients moléculaires de diffusion. (F. Edeline, 1996)
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Apres avoir présenter les différents termes qui constituent I’équation de
conservation, nous pouvons donc écrire les deux équations de transport des deux
gaz dissous (oxygene et nitrogene dissous) :

oC
o0C
m
Po=——"——p 27)
_ N
60
a=—
dB

En ce qui concerne la conservation des deux gaz non dissous, leurs équations se
déduisent immédiatement. En effet, la phase liquide des deux gaz s’enrichit toujours
par le terme sourceky; (Csi -C; ), ce qui constitue un gain pour elle. Par contre, la

phase gazeuse va perdre la meéme quantité :
d
rano + uVmO = —kLOa(KOpO - CO )
t
3 (2.8)
I;N +uVmy =k na(Knpy —Cy)
t

Il nous reste a exprimer le taux de présence O pour fermer le systeme.

Le terme o constitue le taux de présence de lair dans le liquide, c'est-a-dire, si on
prend un volume de gaz (I'air) Vi contenue dans le volume de total (air + liquide)
Vr, le taux de présence O est égal a:

_ XV _Vo _Vo+Vn _Mg/po+My/py
Vg +Vy Vyp Vi Vi

ici, M et My constituent respectivement la masse de loxygene et la masse de
nitrogeéne contenues dans le volume Vr.
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Vr
Figure 2.1 : Dessin schématique des bulles d’air
M; .. .
Ona: m; = ce qui implique :
T
o=—20 N 2.9)
Po Px

Le systeme final (correspondant au modéle hydrodynamique monophasique) est :

p(g—u—FuVuJ—uAu—FVp =pg dansD

t

divu=0 dans D

u=uy sur [ () M 0Q (t) 2.10)
u(,t=0)=u"() dans Q(t)

dp =0 dans D

dt

p(,t=0)= p0 () dans Q(t)

en ajoutant le modele chimique :
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aC
t
9y,
t

dmq

+uVm g =~k pa(Kopo —Co)
dt @.11)

0
1N +uVmN :—kLNa(KNpN _CN)

ot

mg

Po=—"7"— —
mea +myg

1
En multipliant (2.3) par — et (2.4) par 1 et par sommation en utilisant (2.8),
O N

nous obtenons :

oo

a_+quc:_(kmaM+kman

t Po PN
_ _kLOa( (Kopo _Co)+ (Knpn _CN)j
Po PN

Le modele chimique devient :
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oC
a—o+uVCo =kLOa(KOpO _Co)+ DOACO dans D
t
3Cx
t
K -C K -C
a—a+uV0¢=—kLO:{( oPo o)+( NPN N)J dans D
___ Mo
__ MmN
PN mga +myg
oo
a=—
dB

2.3.2 Influence de la qualité de ’eau sur les coefficients de transferts

Les mesures du coefficient de transfert ont montré que si tout reste égal en dehors
de la qualité de ’eau, le coefficient global de transfert subit des variations notables
(F. Edeline, 1996 ; C. Gomella et al. ,1982).

Influence de la température : Ce coefficient global varie avec la température.
Lorsqu’on souhaite calculer K, a 6°C a partir du K, mesuré a une température de
référence, 10°C par exemple, on utilise des formules de correction empiriques du
type :

K, 2 8°C=(K, a 10°C)1,024°""
Influence de Ia pollution : le coefficient de transfert k, de I'eau polluée est
sensiblement plus faible que celui de 'eau pure. On désigne par B le rapport:

k eau usée

ky eau pure

Les valeurs de k,; données dans le tableau 2.2 sont des valeurs mesurées de 'eau de

robinet. Nous considérons que ’eau de robinet est une eau pure.

Les valeurs numérique de ce coefficient B varient de 02 a 0,7 pour les eaux
d’égout domestiques en fonction de leur teneur en maticre polluantes; les
détergents, les produits antimousses, les maticres albuminoides ont un effet
considérable dont quelques exemples sont donnés dans le tableau 2.4.
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Polluant Concentration (mg/]) a
Peptone 25 0,5
Détergent 50 0,35

Tableau 2.4 : Coefficient[3.

2.3.3 Conditions initiales et aux limites

De point de vu physique, le processus de 'aération - c'est-a-dire la résolution dans le
temps du modele chimique- dépend des conditions initiales et aux limites.

Mathématiquement, le modele chimique a un sens si on lui ajoute les conditions aux
limites et initiales.

a- Conditions aux limites

Si nous avons une frontiere solide que I'on considére imperméable - ce qui empéche
toute sorte de flux a travers cette surface - la densité de flux est égale a:

i, =—D,,VC.
Le flux a travers la surface élémentaire ds et pendant le temps dt est égal a:
J0C;
Jn

i 0 (2.13)

ndsdt=—D_,VC,ndsdt=—D_ aaci dsdt=0 =
n

Ce qui constitue une condition de Newman.

La méme chose pour la phase gazeuse représentée par les concentrations m; et O.

On impose une condition de Newman sur m; et & :

IMi g e 9% . 2.14)
on don

ou, n est le vecteur normal 2 la surface ds.

Nous imposons une condition de Dirichlet au niveau de Iinjecteur. En effet, le flux
des bulles d’air est connu et imposé, on le note g, . Ce flux sort a travers les
perforations avec la vitesse v, .

1

Pendant un temps t, le fluide parcours verticalement une distance L', soit t =—.
Vb

Dans le volume L'XLX1, on trouvera tout le gaz émis pendant le temps? ,

. L'
soit Vi = Sb
Vb
Nous supposons approximativement que la vitesse des bulles reste verticale et
constante au voisinage de 'injecteur.
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On déduit une valeur approximative de o a proximité de Iinjecteur
V,
o=_ G _ 8b
L'XLx1 Lvy
Sachant que l'air est composé approximativement de 79% de 'azote et 21% de

l'oxygene, on peut déduire m; a la sortie de I'injecteur.

Pour C;, nous considérons que l'air n’a pas commencé sa dissolution, c'est-a-dire

Ci =0.

< L g A
o o ° o
o
L)
o o
o
o
) o
v, ° ° A 4
L T

Figure 2.2 : Le voisinage de 'injecteur.

A la surface libre, 'eau et lair sont en échange permanent et lair apporte de
l'oxygene et nitrogene dissous a 'eau ; donc le flux des gaz dissous apporter a I'eau
est égale au taux de dissolution de Tair de Datmosphére dans leau:

dC.
L=k (Cq—Cy)
n

jni n==D;

ce qui donne :

oCi | ki (¢
on D.

1

~-C,)=0. (2.15)

si

b- Conditions initiales

Les conditions initiales dépendent de I’état du lac considéré et de la saison dans
laquelle on fait I'aération. Toutefois, les conditions initiales peuvent étre prisent
comme les solutions stationnaire des modeles chimiques (2.11-2.12). En effet, avant
le commencement de I'aération, le lac est considéré immobile et en équilibre avec
I'atmosphere de point de vue échange de gaz.

Ce qui reste comme processus de transformation dans le lac dans un tel cas, c’est la
transformation par diffusion moléculaire, ce qui nous donne des Laplaciens a
résoudre : AC; =0 avec C; =C ala surface libre.

Pour la partie gazeuse, a t=0, on prend m; = Oet par suite, A =0.
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2.4 Développement du modelé biochimique correspondant au

modele monophasique corrigé

Le modele chimique est le méme pour le modéle monophasique et le monophasique

corrigé. Mais le lien entre les équations qui représentent le modele monophasique et

monophasique corrigé avec le modele chimique n’est pas le méme.

Pour le modéle monophasique, le systeme d’équations hydrodynamique est
découplé numériquement au systeme d’équations chimiques; on résout chaque

systéme sans avoir recours a l'autre.

Par contre, pour le modéle monophasique corrigé, les deux systemes sont liés, ce qui

engendre une difficulté supplémentaire dans la procédure de résolution numérique.

Nous donnons ci-apres le modéle complet, hydrodynamique et chimique :

((x’p(} + (l - O‘)pL )(E;_t + u.Vuj - ((X’MG +(1- (X')ML )Au +Vp=p,g
+op —p, )g dansD

divu =0 dans D

u=u, sur I (1) M aQ, (t)

u(,t=0)=u"() dans Q(t)

dgtL =0 dans D

pL(.,tZO)ZpLO(.) dans Q(t)

avec les conditions aux limites citées dans le paragraphe précédents

al,t=0)=a’() dans Q(t)
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oC
O +LIVCO =kLOa(KOpO _CO)+DOACO dans D
t
9Cx
t
00 K -C K -C
—+uVOL=—kLOa(( oPo o)+( NPN N)] dans D
t Po PN
- Mo
—_ TN
60
a=—
dB

avec les conditions initiales et aux limites citées dans le paragraphes précédents.
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Chapitre 3

Approximation numérique du probléme
continu

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons les équations de Navier — Stokes incompressible,
puis la méthode des caractéristiques qui est utilisée pour la discrétisation en temps.
Dans le paragraphe 3.5 nous présentons la formulation variationnelle des équations
de Navier — Stokes incompressible. Apres, nous patlerons de la discrétisation en
espace et la nécessité et 'avantage de lutilisation de I’élément P' + Bulle/ P'. La
résolution du systeme obtenu est faite par la méthode de gradient conjugué Uzawa.

Ensuite, ’algorithme de résolution utilisé dans le code sera présenté. Finalement, des
cas test de code seront montrés sur le lac de Bouregreg.

3.2 Notations

Dans ce qui suit, le domaine d’étude est noté €, sa fronti¢re notée I', on suppose
de plus que Q et I' vérifient les hypotheses mathématiques qui seront nécessaires
par la suite.

On adopte les notations suivantes :

- Délément daire est symbolisé par dQ , Iélément surfacique par dI' et
Iélément temporel par dt .

- 0, désigne la dérivée partielle d’ordre 1 par rapport a la variable i pour
i=12.
9,v

- Onnote Vv = (
0,v

J pour tout ve D' (Q)

- Onnote u= (ul,uz) et
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Vu = dyu;  9,u,
du, d,u,
Z(a.u.+a.ui) . 20,u, d,u, +d,u,
: <hj€2 | du, +0,u, 20,u,
S(u)S(V)ZZsii(u)sii(v)zét(alulalvl+azuzazvz)+2(alu2+82u1)(alvz+82V1)

i,j=1

- T désigne un temps fixe, Te R, .
- Qp=Qx]o,1l.
- X, =I'x]o,1[.

- Z(w)={x1)

- (Th )h est une famille régulicre de décomposition de Q en triangles.

u.n(x) < O}.

3.3 Position du probléme

Les modeles physiques qui sont utilisées pour la modélisation de processus de
l’aération sont les suivants :

® Modcle monophasique :

agtL +u,.Vp, =0 dans Q,
p.(,t=0)=p,"() dans Q (3.1)
p donnée sur Z(ud I} X,
i vl )
P. ¥+uL.VuL —divin, (Vu, +Vu, " J)]+Vp, =p, g dans Q,
divu;, =0 dans Q (3.2)
u, (,t=0)= uL0 () dans Q
u, =uy dans X,

® Modecle monophasique avec termes de correction diphasique :
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a—OL+11L.V0L=0 dans Q
ot
al,t=0)=a"() dans Q
o donnée sur Z(ud)ﬂZT
d
&+uL.VpL =0 dans Q .
ot
p,(,t=0)=p,"() dansQ  (3.3)

du,

((1_O‘)p1‘ +a’pG)?_div(}leff (VuL +VuLT))+VpL ll
+afpg —p, Jgdans Q.

divu; =0 dans Q .
uL(.,t=O)=uL0(.) dans Q
u; =uy, sur X,

Les codes développés sont basés sur ces deux modeles. Comme le but est de
montrer la méthode de discrétisation utilisée, on se limitera a la discrétisation des
équations de Navier — Stokes incompressible. En effet, de point de vue théorique, la
procédure de discrétisation est pratiquement la méme pour les trois modeles : le
modele monophasique, le modéle monophasique corrigé et le modele de Navier —
Stokes incompressible ; aussi, dans ce mémoire, le travail de parallélisation a été fait
sur le modele de Navier — Stokes incompressible. Le modele qui nous intéresse est
donc le suivant :

du .
le(a—; +u, 'Vul‘j - le(]JvL (VuL + VuLT ))+ Vp, =p, g dans Q.

divu; =0 dans Q. (3.4)
u, (Lt=0)=1u,"() dans Q
u, =uy, dans X,

ou, g est la force de gravité, p la masse volumique de fluide, p sa pression et u sa

vitesse.

Pour résoudre le probleme précédent, nous avons choisi une méthode de Lagrange-
Galerkin : on utilise la méthode des caractéristiques pour la discrétisation en temps
et une méthode d’élément finis mixte pour la discrétisation en espace.

Ce type de schéma est tres utilisé en mécanique des fluides numérique pour
résoudre les problemes de type Navier — Stokes (Pares, 1988 ; G. Fourestey 2002,
F. Hecht et al. 1991).
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3.4 Discrétisation en temps (méthode des caractéristiques)

I’idée de la méthode des caractéristiques vient du fait que la partie convective de la
premicre équation (3.4) coincide avec la dérivée total de u :

{g_f+(u.v)u}(x,t)=%j(x,t)=iu(x(um),r) (55)

T=t

ot, X(x,t;T) est la caractéristique qui est au point X au temps ¢, c'est-a-dire, la

solution de I’équation différentiel ordinaire :
dX(x,t;7)
dt

= u(X(x,t;‘C),T); X(x,t;t) =X (3.6)

Figure 3-1 : Approximation de la dérivée totale

On fait alors 'approximation suivante :

aa_ltl (s ) (uls, 7 )W hals, 171 ) = u" (X)_atn b () 67)

ou, Ot est le pas de temps choisi, t" =ndt le niéme pas de temps, u” la vitesse

approchée au temps t" et ¥" est la fonction qui fait correspondre au point x le
pp p q p

ont Xlx, t"";t" ), qui est la position au temps t” de la particule qui se trouve au
p > | P p p q

n+l

point X au temps " .

On voit donc que la partie de convection non linéaire est cachée dans la dérivée
totale de la premicre équation. Son calcul reviendra en fait a déterminer les courbes
caractéristiques issues des points X.

En introduisant 'approximation (3.7) dans le systeme de Navier — Stokes (3.4) et en
utilisant un schéma d’Euler implicite pour approcher le probleme en temps :

Z n n 1 1
Etant calculé u”, p", trouver u""',p™"" tels que :
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ﬁunJrl —diV(}.l(VunJrl +Vun+1T))+Vanr1 = pg+£un ox” dans Q

At At

divu™" =0 dans Q (3.8)
u™ =y, th) sur [’

A chaque étape de P’algorithme précédent, on a a résoudre un probléme de Stokes
q p g p 5
généralisé, que 'on peut écrire de la fagon suivante :

Trouver u et p solution de :

A%u—div(p(Vu+VuT))+Vp=F p.p. dans Q

divu=0 p.p. dans (3.9)
u=u, p.p. sur’

3.5 Probléme continu

On ¢’intéresse maintenant a la résolution numérique de probleme de Stokes
généralisé (3.9).

On pose : A = A£ , le probléme (3.9) peut s’écrire :
t

Trouver u et p tels que:
Au—UAu+Vp=F p.p. dans Q
divu =0 p.p. dans Q (3.10)
u=u, p.p. sur I’
avec, u, vérifie :

[udl=0. (3.11)

3.5.1 Formulation faible du probléme de Stokes généralisé

Apres la discrétisation en temps par la méthode des caractéristiques, on passe a la
résolution du probléeme de Stokes généralisé par élément finis. Cette résolution
passe par une formulation variationnelle (ou formulation faible) du probleme de
Stokes généralisé.

On définit I’espace L°(Q) des fonction de carré intégrable au sens de Lebesgues sur
Q, par:
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L2 (Q) =], v* <ol

Il est doté d’une norme :

1
Wl = (v
Le symbole I17(Q) désigne espace 1*(Q)X1(Q).

1.3 (Q) est le sous-espace défini par :
(@)= fe 1’ (@], =0f

Pour tout multi-indice oc:(ocl,ocz,...,ocd) de dimensions d , on peut définir

Popérateur différentiel linéaire suivant :

aa1+a2+...+ad
D%=————
0%19%2 9%
xp Xy g
On définit alors, pour tout entier s non négatif, 'espace de Sobolev HS(Q) défini
par:

H(Q)={ye (@)D ye L(Q)m = 1.5},

On pose : TH*(Q)=H*(Q)xH*(Q).
On notera que : H'(Q) = I*(Q). On associe 4 cet espace la norme suivante :

2

¥l =| 1o 0+ S [0

12(Q)

On définit aussi, H, le sous espace de H' défini par :
H(Q)={ye H'|y =0 sur 90},

0Q : étant la frontiére supposée assez réguliere de Q. Cet espace possede un espace

, -1 PN
dual, noté H ™", associé a la norme :
{v, V>H*1,Hé

Wl o= sup ——
VEH}),V¢O ||V||1’Q

avec ces définitions, on définit maintenant la formulation faible du probleme de
Stokes généralisé.
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3.5.2 Formulation variationnelle

On pose :
x4 ={ve IH'(Q), v =u, pp. sur T} (3.12)

1
Ona u, € IH*(T) ; on peut montrer qu’il existe

e X tel que V.u =0 dans Q (3.13)
En utilisant la propriété (3.13), la formulation variationnelle du probléme (3.10)
s’écrit :
Trouver u dans T + IH{ (Q) et p dans L7 () telles que
Mu,v)+w(Ve, Vv)=(p,V.v)=F(v) VveIH,(Q) (3.14)
—(q,V.u)=0 VqeI{(Q)

ou, (uv)= J‘élVdQ,

Le probléme (3.14) n’est pas homogene, or la théorie de Iexistence et I'unicité sur
telles équations est faite aux cas homogenes. Pour homogénéiser le probleme (3.14),
on procede comme suit :

On définit sur TH, (Q) la forme linéaire continue

~

F(v)=F(v)-Mg v)-u(Vy, Vv) VvelH|(Q) (3.15)
On considére donc, le probléme homogéne suivant :

Trouver T dans TH, (Q) et pdans I (Q) telles que

M, v) +u(VE, Vv) - (p, V)= (Fv)  Wve IH(Q) (3.16)
—(q,V.¥)=0 Vqe L(Q)

Le probléme (3.16) est équivalent 2

Trouver u = ¥ +a dans X et p dans I (Q) telles que

Mu,v)+w(Ve, Vv)=(p,V.v) = (F,v) Vve IH,(Q) (3.17)
—(q,Vu)=0 Vqe L(Q)

On a donc équivalence entre les problemes (3.16) et (3.17). D’autre part, le
probléme (3.17) est équivalent au probleme (3.10).

Cette formulation peut s’écrire en terme de formes bilinéaires :

a(u,v)= I ggLquQ + '[Q uvuVvdQ
(3.18)
b(V,q) = —J.Q qV.vdQ
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Ainsi le probleme (3.16) s’écrit sous la forme suivante :

Trouver (u, p) e IH, (Q)x 12 (Q)solution de
a(u,v)+b(v,p)=E(v) Vv e IH, (Q) (3.19)
b(u,q) =0 Vqe L (Q)

L’existence et l'unicité de la solution du systeme de Stokes se fait a l'aide de
théoreme de Babuska-Brezzi. On montre lexistence et l'unicité du probleme
homogene (3.16) et a l'aide des équivalences entre les problemes (3.16), (3.17) et le
probleme de Stokes (3.10), on déduit Pexistence et I'unicité des problemes (3.17) et
(3.10) (pour plus de détail voir A. Ern et al, 2002 ; O. Pironneau, 1989 ; M.
Abdelwahed, 2002).

3.6 Probléme discret

On étudie dans ce paragraphe la discrétisation en espace des équations de Stokes
généralisées. Apres avoir écrire la formulation variationnelle (3.19) du systeme de
Stokes généralisés (3.9), on s’intéresse maintenant a la discrétisation de cette
formulation variationnelle. Il est bien connu que les équations de type Navier —

Stokes ne peuvent étre discrétisées dans n’importes quelles combinaison d’espaces
(O. Pironneau, 1989).

Par exemple, le probléme variationnelle (3.19) est mal posé pour une approximation
d’ordre 1 en vitesse et en pression, en fait, méme pour toute approximation
polynomiale d’ordre identique pour la vitesse et la pression conduira aux mémes
problemes (O. Pironneau, 1989 ; A. Ern et al, 2002 ; G. Fourestey, 2002).
Cependant, il y a un critere, appelé « le critére inf-sup », s’il est vérifié, il nous permet
de s’assurer de lexistence et de l'unicité des solutions du probleme de Stokes
généralisées. Ce critere est donné par (A. Ern et al., 2002) :

Soient X et M deux espaces fonctionnels des champs de vitesse et de pression

u et p verifient la condition suivante
inf  sup M 27>0
S

M

pour Q, = {q € Mh|(q,V.v) =0 Vve Xh} et y constante indépendante de £ .
M, et X

respectivement. Dans notre cas, on va utiliser une méthode d’éléments finis mixte.

sont des sous-espaces vectoriels qui approximent M et X

h h

S 1z c 12 . . . . 1
I’idée est de considérer des sous-espaces vectoriels de dimension finie de TH, ()

et 13 (Q), dont les éléments sont des fonctions polynomiales par morceaux.

3.6.1 L’élément P'+Bulle /P!

Avant de présenter 'élément ‘P'+Bulle/P”” on donne quelques notations.
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On note (Th)
h>0 et tout triangle K de T, on note h, son diamétre et |K| son aire et on
définit :

h = maxh,, (3.20)

KeT,

. une famille réguliere de décomposition de Q en triangles. Pour tout

La méthode choisie est la méthode ‘P!+Bulle/P? ou ‘mini-élément’, introduite par
Arnold-Brezzi-Fortin (A. Ern et al, 2002 ; O. Pironneau, 1988). La raison de ce
choix est d’ordre pratique : ce type d’élément comporte un nombre relativement bas
de degrés de liberté tout en donnant une bonne approximation de la solution. Or,
'une des grandes difficultés de la résolution numérique du probleme traité, est le
cout de calcul, tant en place mémoire qu’en temps C.P.U. Il est donc important de
choisir un type d’élément fini qui permettra de traiter raisonnablement ce genre de
probléme a un colit modéré.

Pour construire les espaces correspondants a cette méthode, on commence par
définir les fonctions ‘bulles’ :

les

Etant donné un triangle K € T, de sommets a'| , on désigne par A%| .
i=1,3

i=1,3

A : K . .
coordonnées barycentriques par rapport aux sommets a; de K définies par :

Wep(K), Wek)=§,,

iji=13 (3.21)

K) est ’espace des polynomes de degté 1.
p poly g

ou P,

Pression

Figure 3.2 : Degtés de liberté pour ’élément P'+bulle/P?

La fonction ‘bulle’ b* associée a un élément K est définie par

3
b =[IA: (3.22)
i=1

Il s’agit d’un polynéme de degré 3, qui s’annule sur les arrétes de K.

On pose :
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1B, ={w, e C' (@} vKe T,,w,| =", ce R} (3.23)
Par construction, on a : IB, < C' (ﬁ)ﬁ TH,(Q).
On définit par la suite les espaces de fonctions suivants :
Y, =treclQ}vkeT, ¥ eP'}
W, =IY, N1H; (Q)
IX, =1W, ®IB,
M, =Y, NL}(Q)
Ona:
*dimY, = NS, NS nombre de sommets de T,

(3.24)

*dim IW, = 2NSi, NSi nombre de sommets internes de T,
*dimIB, = 2NT, NT nombre de triangles de T,
*dimIX, = 2(NSi+NT)

3.6.2 Discrétisation spatiale

Soit uw, Papproximation de w définie par (3.13). La discrétisation spatiale par la
méthode des éléments finis du probléme (3.17) s’écrit :

Trouver u, dansu, +1IX,, p, dans M, solutions de
a, (u,,v,)+b(v,,p,)=F (v,) Vv, eIX, (3.25)
b(u,,q,)=0 Vq,€M,

- F, () est donnée par :

E, (v)= IQ (phg +f, vdQ

ou f, s’écrit au temps t=¢""

n+l _ An+l n n
R VRRTHED &

n+l

Xp = Xh(x,t”“;t”) et "' est Papproximation au temps "' de A, définie par :

Py
A= 3.26
h = A (3.26)

avec p, lapproximation P, conforme de p.

- a, (.,.) est définie par
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a,(u,v)= '[Q A uvdQ + ;,LLZV.uV.VdQ (3.27)
- b(.,.) est définie par
b(v, p)=-— L pdivvdQ (3.28)

Le probleme (3.25) est équivalent, comme dans le cas continu au probleme suivant :
Trouverw, dans IX ,, p, dans M, solutions de
a,(u,,v,)+b(v,,p,)=F (v,) Vv, eIX, (329
b(u,,q,)=0 Vq,eM,

ou, F (.) est donnée par

leh (v)=E(v)- J. Ay, vdQ — uj Vu, VvdQ

3.7 Méthode de résolution matricielle

Comme on a vu, a chaque pas de temps on a un systeme de Stokes a résoudre. Mais
de point de vue pratique, pour pouvoir traiter de telles équations sur machines, il

faut écrire ce systeme sous forme matricielle. Pour ce faire, solent ‘{(1)i}i:1 et

1

.....

{Wi}i= une base de X, et M, respectivement, avec I=dim[Xh] et
J = dim[M, ]. Alors,

I
u, = Zuiq)i
i=1
| (3.30)
Pu :ZP]W1
=1
Dans notre cas, I =4 et | =3.

En injectant ces formulations dans (3.25) on aura sa écriture matricielle :

A B f,
not N (3.31)
B, 0 Ap, 0
En considérant les définitions suivantes :
Ahi,i = x(q)ia(])j)-i_ u(vq)nvq)])

By = —(V-q)p\vi) (3.32)
fhi = (Fh’q)i)
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Le probleme de Stokes généralisé discret se rameéne donc a résoudre le systeme
linéaire suivant :

Trouver u = (u; )13131 et p=(p; )lSiSJ tels que

Apup +Bypp =1y

T (3.33)
B uy, = 0

ou, A, matrice symétrique définie positive et By, matrice associée aux gradients de

pression.

3.71 Algorithme d’Uzawa/Algorithme de gradient conjugué

préconditionné

On résout le systeme matriciel (3.33) par la méthode d’Uzawa. Une forme simple
pour la présenter, elle consiste a passer des équations (3.33) a une autre équation
équivalente ou la seule inconnue est la pression. Pour ce faire, on écrit u, en

fonction de py, a partir de la premicre équation de (3.33)

u, = AL, —Bypy) (3.34) et on
utilise cette égalité dans la deuxieme équation de (3.33).

On obtient donc :
T A —1

On démontre que la matrice N, =B, A,'B, est symétrique et définie positive (F.
Hecht et al., 1991).

La méthode choisie consiste donc a résoudre le systeme (3.35) par la méthode du
gradient conjugué. Cette résolution présente deux inconvénients : la matrice N, est

pleine et ma conditionnée. Nous signalons d’abord que I'implémentation de la
méthode du gradient conjugué peut étre faite sans qu’il soit nécessaire de calculer et
stocker explicitement la matrice N . En effet, la seule opération qu’il faut réaliser

avec la matrice N, pour mettre en ceuvre ladite méthode est le produit par un
vecteur. Or, étant donné un vecteur Q,,, ce produit peut étre calculé sans connaitre

explicitement les coefficients de N, .

Pour ce faire, nous procédons en trois étapes :

1- Calcul de B,0,
2- Résolution du systeme A,V, =B, 0,
3- Calculde B,V,

La seule matrice qui est calculée et stockée est donc A, .
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Afin d’éviter la deuxieme difficulté (mauvais conditionnement de la matrice), il faut
choisir un préconditionnement efficace du systeme. Grosso modo, cela revient a
résoudre, plutot que le systeme (3.35) un nouveau systeme.

-1 -1 pT A-1
C,N,p,=C,'B, Af, (3.36)
ou, la matrice C, doit étre choisie de facon a ce que C,'N, soit une matrice mieux
conditionnée que M.

Intuitivement, I'idée est de choisir C, « proche » de N, , ce qui entraine la résolution

d’un systeme dont la matrice est « proche » de I'identité.
Un bon choix pour C, a été présenté par Cahouet-Chabart (M. Abdelwahed,

2002 ; F. Hecht et al, 1991). On peut présenter ce choix d’une fagcon simple a
partir des opérateurs continus dans un probleme de type Stokes généralisé :

{:;u”: Ag Hvp=t (3.37)
ou, A et u sont définies dans les paragraphes précédents.
En utilisant la premiére équation de (3.37), on a :
u=A"(F-Vp) (3.38)
avec, A = Al —uA
ou,l désigne Popérateur identité.
En utilisant la deuxieme équation de (3.37), on obtient :
Np=V.A"'F (3.39)
avec, N =V.A7'V

. RN . . . 2 , e, . .
Si on considére le domaine infini R°, tous les opérateurs différentiels intervenant
dans la définition pourraient étre commutés, ce qui donne :

Np = V(A1 -pa) ' Vp] = [(A1 - pa)] " ap = A&~ — ] 'p (3.40)
Donc :

N =pat i) (3.41)
Maintenant, si on discrétise Popérateur continu (3.41), on obtient :

N, =C, (3.42)
ou

c, =Gt - (3.43)

G,,1,, étant respectivement les matrices associées aux produits scalaires
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(Vph9vqh )U,Q VPu,q, € M,
et
(Phaqh )o,gz Vp,q, € M,

Finalement, nous rappelons I'algorithme du gradient conjugué pour la résolution du
systeme (3.30), quand la matrice C, donnée par (3.43) peut étre construite.

® |nitialisation
- Choisir p,,
- Calculer u,,, solution de
Ajuy, =F = Bypy,
- Ln T Bguh()
- Calculer z,, solution de
Chzyo = o
= Who = %ho
® FEtape n+1 U o> Phins fhns Wi, €tant calculé :
- Calculer X, , solution de :
AhXh,n = _Bhwh,n
- Bn = (Zh,n’rh,n )/(Bth,n’Zh,n)
= Phast =Phat BnXh,n
Gintet — thn — BntXh,n
- Calculer Zh n+ solution de Chzh,nﬂ = fh nt1
- Ya = (rh,n+lazh,n+l )/(rh,n>zh,n)
~ Whatl = Zhatl TYaWha
ou,(,.) désigne le produit scalaire.

Remarque. La résolution du systeme C,z, .., =1, ., est faite en deux étapes :

- Résolution du systeme Gz, , =1, , qui représente une discrétisation du

systeme
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- Calculde z,, par
z,, =0z, +VL1 |
ou I, estla matrice diagonale issue du « mass lumping ».

3.7.2 La méthode de gradient conjugué préconditionné (GCP)

A chaque itération de I'algorithme d’Uzawa, il faut résoudre trois systemes linéaires :

les deux premiers, donnés par Ay X, ,, =—Byw correspond a la discrétisation
> h“*hn hYh,n»

de lopérateur elliptique de second ordre et le second correspond au

préconditionneur donné par Cy 2y, 141 = 1}, n41- 1l sera a ce niveau la, les parties les

plus cotteuses du code. Les deux types de systemes linéaires seront résolus a leur

tour par la méthode du gradient conjugué préconditionné. Rappelons brievement

I'algorithme GCP pour la résolution de systeme linéaire Ax =b avec A une matrice

carrée, de taille nXn, est symétrique définie positive.

® Initialisation

X € R" quelconque

_~—1
zo=C 1,
dOZZO

Itérations : pour k = 0,1,..., faire
a) approximation de la solution
oty = (1,7 )/(dk,Adk )
X4 = X F 0y
frp = 1 — O Ady
b) préconditionnement
R
241 =C rp
c) calcul de la nouvelle direction
Bir1 = (2t 1)/ (2, 1)
dir1 = zpr FBrrdy
Fin

ou, C est la matrice de conditionnement.
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On peut citer comme préconditionneur : le préconditionneur diagonale et le
préconditionneur de Cholesky incomplet:

-Le préconditionneur diagonale c’est le plus simple a utiliser : C=D ou, D est
la matrice diagonale de la matrice A (Dj; = Aiisij ).

* * T *
-Le préconditionneur de Cholesky incomplet: C=1L (L ) , L. factorisée de

Cholesky incomplete de A (on garde la méme structure creuse de A pour la
matrice L).

3.8 Algorithme de résolution

Les étapes de l'algorithme du code u - p sont les suivants :
a. Initialisation

On commence par la lecture des données utilisées pour le calcul (maillage,
parametres liés au probléme traité). Ensuite, on procéde a la construction des tables
géométriques (pointeurs ligne et colonne utilisés pour le stockage). Enfin, on calcule
les matrices du systeme a résoudre (masse, rigidité, ...).

b. Transport

Transport de la vitesse par la méthode des caractéristiques.

c. Second membre

Calcul du second membre qui dépend des grandeurs transportées.

d. Conditions aux limites

Imposition des conditions aux limites sur la matrice et le second membre.
e. Résolution

On résout a chaque pas du temps un ensemble des systemes linéaire par la méthode
d’Uzawa.

f. calcul des normes de contrdle
on calcul les normes qui sont utilisées pour tester la convergence du code.
g. test d’arrét

le programme s’arréte dés la convergence ou des quil finit le nombre maximal
d’itération autorisé.

h. post- traitement

stockage des solutions calculées dans des fichiers pour d’éventuelles applications

graphiques.
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3.9 Application

Des essais numériques ont été faits sur le code paralléle tourné sur un seul
processeur. Ces essais numériques sont faits sur une coupe 2D du barrage de
Bouregreg. Ce barrage appelé aussi barrage de Sidi Mohamed Ben Abdellah
(SMBA), est situé¢ dans la zone de Rabat (Maroc), il a été mis sous exploitation en
1974. Sa destination principale est 'approvisionnement en eau de la zone coticre
entre les villes de Salé et Casablanca, ce qui représente environ 20% de la population
totale du Maroc. Le volume de ce barrage se situe entre 480-1000 millions m3, la
surface mouillé est estimée a 32 km?, la profondeur moyenne est de 17 m, la
profondeur maximale est de 42 m et la capacité de production du barrage est de 9
m3/s. Le lac est alimenté par un bassin versant de 9400 km? ayant un rapport
d’écoulement moyen de 21,4 m3/s. En fait, ce bassin est composé de trois (03) sous
bassins, ayant chacun un fleuve ou une riviere principale.

Des analyses faites dans ce barrage ont montré une moyenne de 60 millimetres/1 de
phosphote et 54 a 60 millimetres/] de concentration maximale de la chlorophylle.
Selon les normes de 'OCDE (Office de Coopération et de Développement
Economique), le barrage est eutrophe. Depuis 1975, le laboratoire central de qualité
de l'eau de 'ONEP (Office Nationale de I'Eau Potable, Maroc) a observé
I’épuisement de l'oxygeéne dissous dans T’hypolimnion avec une stratification
thermique pendant I’été. L’ONEP a testé plusieurs procédures pour combattre cette
eutrophisation. La conclusion est que le procédé d’aération s’est avéré selon
PONEP comme étant le plus efficace et économique. Cette solution adoptée a partir
de 1992, consiste a injecter 'oxygene par une source d’air comprimé. La section 2D
est définie a partir de la bathymétrie du lac dans la direction dominante du vent,
passant par laxe symétrique d’un injecteur de bulle d’air (Figure 3.3). Les
dimensions de cette coupe sont : 512 m de longueur et 32 m de hauteur maximale,
Iinjecteur est de longueur 10 m, il est situé a 15 m de hauteur, il comporte 100 trous
et la distance entre les trous est de 10 cm.

Les simulations numériques effectuées sont basées sur les hypothéses suivantes :
- Vitesse constante du vent (1 m/s),
- Condition d’adhérence sur le fond de la section,
- Vitesse d’injection constante (20 m/s),
- Position fixe de I'injecteur (Figure 3-4)

Le maillage considéré prend en compte la variabilité des parametres au voisinage de
I'injecteur (Figure 3-5). Il est constitué de 10791 nceuds et 20760 éléments ce qui
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représente 32373 inconnues.

Figure 3-4 : Position de I'injecteur et directions des vecteurs vitesses

Figure 3-5 : Maillage de la coupe, 10791 nceuds et 20760 éléments
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Figure 3-6 : Zooms au voisinage de I'injecteur

3.9.1 Simulations

Plusieurs tests numériques ont été conduits en utilisant le code parallele sur un seul
processeur. Au temps t=0, le lac est soumis seulement a I’action du vent.

Les figures (3-7) représentent la vitesse dans le lac aux instants t=1s, 180s et 378s.

Elles montrent le développement de I'effet de I'injection des bulles d’air dans le lac.
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NS incompressible NORMEVIdt 1-378B

Figure 3-7: Représentation des isovaleurs de la norme de la vitesse et des
vecteurs vitesses aux instants t=1s, 2s et 3s.

3.10 Conclusion

Drapres les figures (3.7), on voit clairement les zones brassées et les zones qui
restent immobile. Ainsi, le modé¢le monophasique incompressible est suffisant si on
considére que le mouvement dans le lac -crée par linjecteur- comme critere de
comparaison (brassage). La simulation numérique peut nous donnée donc, une idée
sur Pemplacement adéquat de I'injecteur et aussi le nombre nécessaire pour balayer
tout le lac.
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Chapitre 4

Analyse de code NS incompressible et
parallélisation avec MPI

4.1 Introduction

Les modeles présentés dans les chapitres précédents, qui concernent la modélisation
du processus de l'aération des retenues d’eau, sont basés essentiellement sur les
équations de Navier — Stokes semi compressible. Dans ce travail, le parallélisme a
été restreint au modele Navier — Stokes incompressible. En effet, la masse
volumique de I'eau dans le lac varie mais faiblement : c'est-a-dire, si on adopte le
mode¢le incompressible, on reste dans une approximation raisonnable de la
dynamique d’eau.

La résolution théorique des deux modeles cités est presque la méme ; mais
I'implémentation sur machine requiert quelques différences dans les détails. Par
contre, si on veut une parallélisation efficace des deux codes, I'approche est
fondamentalement différente. Elle se complique dans le cas semi compressible, elle
nécessite un remodelage total du code. Dans ce mémoire, la parallélisation est
limitée au mod¢le incompressible 2D. Les dimensions des retenues d’eaux (de
quelque centaine de metres a quelque kilometre), et la nature des équations Navier -
Stokes, exigent un temps de simulation trés grand et un espace mémoire tres
important. Cela rend nécessaire la parallélisation des codes, afin de pouvoir traiter
des cas d’applications réels.

Une breve introduction a la bibliotheque MPI a été incluse dans ce chapitre ainsi
qu’un apercu sur les différents types de machine parallele. Une analyse du temps de
code était nécessaire pour déterminer les parties les plus consommatrices en temps
de calcul. Apres, nous avons mis I'accent sur P'algorithmique parallele utiliser. En fin
de ce chapitre, nous avons présenté des résultats des cas test pour montrer
Petficacité du calcul parallele.

4.2 Position du probléme

La modélisation du processus de I'aération reste physiquement raisonnable si on
adopte un modele Navier —Stokes incompressible. Une telle approche est basée sur
la modélisation de la dynamique créée dans le lac par Peffet des bulles. L’injection
des bulles est remplacée par des conditions aux limites sur la vitesse au niveau de
Iinjecteur. Le systeme a résoudre est :
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Trouver u et p solution de :

p ?+(uV)u —ULAu+Vp=F dansQ
t
div G dans Q 1 4.1)
u=u, sur 2 ¢
ul,t=0)=u"() dans Q

4.3 Présentation du calcul paralléle

Sans rajouter encore une définition du parallélisme, ce qui n’est ni notre but ni notre
vocation, nous tentons ici a donner une description, certes incompléte mais
admissible, du calcul paralléle, suivie d’une revue sur I'état de Part en la matiere.
Ainsi le calcul paralléle, ou plus généralement, le calcul distribué peut étre décrit
comme une action faisant coopérer plusieurs taches, s’exécutant généralement sur
des processeurs différents, afin de résoudre numériquement un algorithme donné.
Le développement du Calcul Paralléle s’est accompagné certes par I’émergence et la
conception d’architecture paralléle, mais Ialgorithmique parallele est devenue une
phase prépondérante dans la préparation de lossature d’un nouveau code
numérique ou dans la parallélisation d’un code existant. Avec 'implémentation de
MPI/PVM, les programmeurs disposent maintenant d’une norme quasi standard de
programmation qui permet une quasi-portabilité des codes d’une machine paralléle
virtuelle ou non a une autre.

Avant de voir les possibilités du récent environnement MPI, il est bon de rappeler
les différentes architectures existantes ; leur classification est basée sur la facon de
manipuler les instructions et le flot de données. Ainsi, nous pouvons distinguer
quatre principales classes.

4.3.1 Classification des ordinateurs

e SISD: «Single Instruction Single Data» Ce sont les machines
conventionnelles qui contient 1 CPU exécutant en série un flot d’instructions ;
actuellement, il y a de gros mainframes ayant plusieurs CPU mais chacun
exécute indépendamment du reste ces instructions. Ces configurations doivent
étre vues comme un ensemble de machines SISD saisissant des espaces de
données différents (Bull DPX 5000, Control Data 4000, Workstation DEC-
HP-IBM-SUN etc...)

e SIMD « Single Instruction Multiple Data » : Ces machines contiennent souvent
un grand nombre de processeurs allant de 1024 a 16384. Elles exécutent la
méme instruction sur des jeux des données différents en mode /lockstep. Ainsi,

une seule instruction agit sur plusieurs instances de données en parallele.
Exemple de machines SIMD : CPP-DAP Gamma et la MasPar MP-2. Une
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sous-classe des machines SIMD concerne celles ayant 1 processeur vectoriel.
Celui-ci, ayant une structure CPU spéciale, agit sur des tableaux de donnée.
Lorsque les données sont manipulées comme des vecteurs, les résultats sont
délivrés a un taux de un, deux et jusqu’a trois dans certains cas par cycle
d’horloge. Dans ce cas, ils sont plusieurs fois plus rapides que lorsqu’ils
travaillent en mode scalaire. Parmi ces machines, on peut citer entre autres :
Convex C410 et Hitachi S3600.

MISD : « Multiple Instruction Single Data » Théoriquement, dans ce type de
machines, plusieurs instructions devraient agir sur le méme flot de données.
Mais aucune machine de cette classe n’a pu étre construite jusqu’a ce jour a
cause de la difficulté de conception d’un tel systeme.

MIMD : «Multiple Instructions Multiple Data» Ces machines exécutent
plusieurs instructions différentes en parallele sur un ensemble de données
différentes. La différence en comparaison avec les multiprocesseurs SISD est
da au fait que les instructions et les données représentent des parties
différentes de la méme tache a exécuter. Donc, les systemes MIMD peuvent
exécuter plusieurs sous — taches en paralléle dans le but de réduire le temps de
restitution de la tache principale.

Dans la suite, nous allons nous pencher particuliecrement sur cette dernicre classe
des machines MIMD, tres répandues dans les milieux de recherche et d’industrie.

Il existe une large variété de systeme MIMD, et spécialement pour ce type
d’architecture, la taxinomie Flynn (1972) s’est avérée incompléte : des systemes qui
ont des comportements différents se trouvent dans la méme classe. Par exemple,
une machine Cray Y-MP T94 a quatre processeurs et une machine nCube qui
possede des milliers de processeurs appartenant a cette classe. De ce fait, on
introduira dans ce qui suit un autre critere pour différencier les architectures, a
savoir le type de la mémoire principale des données. Celle-ci peut étre de deux types

partagée (Shared Memory (SM)), ou distribuée (Distributed Memory (DM)).

SM : Tous les processeurs se partagent de manicre égale I'acces aux adresses de
la mémoire globale i.e. I'utilisateur n’a pas a s’occuper de la localisation ou du
stockage d’une donnée. Les systemes SM peuvent étre des deux classes SIMD
et MIMD. Les processeurs vectoriels a un seul CPU peuvent étre vus comme
SM-SIMD, tandis que les multi — processeurs sont considérés des SM —
MIMD.

DM : Dans les systemes a mémoire distribuée, chaque CPU possede sa propre
mémoire. Les CPUs sont connectés d’une certaine manicre et peuvent
¢changer des données entre leur mémoire respective par le biais de
bibliotheque passage de message. Ainsi T'utilisateur doit controler la localité d’une
donnée dans la mémoire locale et la communiquer ou la distribuer
explicitement. Pour les DM-MIMD, on distingue deux classes : ceux dont les
processeurs sont interconnectés suivant une topologie fixe, et ceux dont la
topologie est flexible et peut varier d’une tache a l'autre.
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Historiquement, les SIMD sont DM et les MIMD sont SM mais aujourd’hui une
grande partie des MIMD sont DM. Méme si la différence entre les DM et les SM
parait claire, ce n’est pas toujours le cas du point de vu utilisateur. Par exemple, les
systemes de Kendall Square Research utilisent I'idée de la mémoire partagée virtuelle
(Virtual Shared Memory (17SM)) au niveau du matériel (Hardware). Les VSM peuvent
étre simulées au niveau logiciel (Soffware). Le langage de programmation High
Performance Fortran (HPF) distribue les données sur les processeurs disponibles pour
une tache a travers des directives du compilateur Fortran. Ainsi, la machine qui est
DM physiquement, utilisant HPF aura un comportement SM pour [lutilisateur.
Autres systemes Massively Parallel Processing (MPP) tels que Convex, Cray et IBM
supportent des modeles propriétaires pour simuler le comportement SM sur des
machines qui sont physiquement DM. De plus, des logiciels tels que TreadMarks
fournissent des environnments SM sur les réseaux de stations de travail.

Par ailleurs, la notion de DM évolue vers le Distributed Processing (DP).  Au lieu des
systemes actuels contenant des processeurs identiques, on peut connecter
dorénavant des processeurs de type différent via Ethernet ou FDDI et les faire
travailler en paralléle sur les taches d’'un méme programme. Le concept des DP est
identique au DM-MIMD mais il faut des bibliotheques « généralistes » de passage de
message capables de gérer la communication entre processeurs hétérogenes qui
devient naturellement plus lente que celle sur une DM-MIMD. Plusieurs packages
existent pour réaliser ce type de caleul distribué (terme plus global que le caleul parallele),
les plus connus sont le Paralle/ 1irtuel Machine (PV'M), le Message Passing Interface
(MPI) et le Parasoft’s Express.

Le PVM et le MPI, produits non commerciaux, ont été adoptés par Convex, Cray,
IBM et Intel dans la phase de transition entre les DP et les MPP sur leurs Clusters
favoris de processeurs et ils sont disponibles pour une grande partie de systeme
DM-MIMD et méme sur des SM-MIMD pour des raisons de compatibilité. En plus,
il y a une tendance vers les systemes SM, par exemple par HIPPI Channels afin
d’obtenir des systemes d’une trés grande puissance de calcul. Silicon a fourni déja
des systemes de ce type, Intel Paragon avec le MP (Multi Processor), et le NECSX4
ont aussi cette structure. Le Convex Exempler SPP-2000 peut étre considéré
comme un exemple plus intégré (environnement logiciel est plus complet et permet

l’adressage SM).

Ainsi le développement de linformatique répartie permet actuellement, via ses
bibliotheques « passage de message » (Message Passing), de résoudre des problemes
de grandes tailles, domaine jusque la réservé aux machines multiprocesseurs (MPP).

Face a des besoins croissants en puissance de calcul, les constructeurs ont concu de
nouvelles générations de machines paralleles ayant pour objectif 'obtention de
performance de I'ordre de téraflops. Ces super-calculateurs sont construits autour de
processeurs puissants interconnectés par des liens de communication de plus en

plus rapides (>200 Mflops).
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Les nouvelles architectures mises en place s’orientent vers des modeles de type
MIMD ou la mémoire est distribuée sur chaque nceud du réseau et ou les
communications sont gérées par des circuits de routage spécialisés.

Plusieurs types de ces machines ont déja vu le jour, on peut citer entre autres la
Paragon (Intel), la SP2 (IBM), la T3E (Cray), I’Archipel volvox LS — 860, la CS — 2
(CPI) ou la CM — 5 TM. Il est important de noter que ces machines sont
fréquemment construites autour de composants standards (1860, Sparc, Risc) et que
les nceuds du réseau sont quasiment des ordinateurs a eux seuls (plusieurs Méga
octets de mémoire, unité vectorielle, interface réseau, processeur de calcul,
processeur de communication,...).

Ces tendances générales sont en grande partie les résultats de I’évolution récente des
composants tant au niveau de l'intégrité qu’au niveau des technologies employées ou
des matériaux utilisés.

La montée en puissance et en vitesse des processeurs et des systemes de
communication ont aussi largement profité aux réseaux de stations de travail. Il n’est
pas rare de nos jours de trouver les mémes processeurs sur une station de travail que
dans une machine parallele. Certaines stations sont elles — méme multi — processeurs
et développent des puissances de calcul non négligeables. De plus I'architecture d’un
réseau de stations de travail est comparable a celle d’'une machine DM — MIMD
constituée de processeurs interconnectés par un BUS de communication et
possédant leur propre mémoire. Une telle machine offre une puissance potentielle
élevée (puissances cumulées) répandant tout a fait aux besoins de certaines
applications de calcul lourd. Une approche de type parallélisme virtuel, par le biais
de logiciels, permet alors d’exploiter a moindre frais cette puissance et d’utiliser des
ressources qui sont la plupart du temps sous — exploitées. Toutes ces raisons laissent
entrevoir les réseaux locaux de stations de travail comme une alternative des
machines paralléles intrinseques.

4.4 Probléme 2a résoudre

Malgré les différentes simplifications apportées aux différents modeles proposés
ultérieurement (M. Abdelwahed, 2002 ; M. Abdelwahed et al, 2002; F.
Dabpaghi, 2000), la simulation numérique du processus d’aération sur un cas
d’application réel reste toujours limitée et ce méme en 2D ; ceci est dd naturellement
a la grande taille des systémes matriciels a résoudre pour les problémes traités et ce
malgré les ressources disponibles trés importantes en capacité de calcul et en place
mémoire. Prenons par exemple le cas d’une simulation dans une coupe réelle d’un
lac (M. Abdelwahed, 2002 ; M. Abdelwahed et al., 2004) dont les dimensions
moyennes sont de lordre de 500mx200m : L’injecteur d’aération de forme
cylindrique de diameétre 70 ez et de longueur 7000 ¢z comporte une centaine de
trous de diameétre de 7 ez chacun. Si nous voulons détecter convenablement I'effet
de TI'injection des bulles, il est nécessaire de faire un maillage avec des éléments de
lordre du volume de la bulle ce qui donnera un maillage d’une dizaine de millions
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de noeuds. Si nous proposons de faire un maillage fin sur une zone proche de
Iinjecteur et grossier ailleurs, nous restons toujours dans lordre de quelques
millions de noeuds.

Par exemple, pour un code Navier-Stokes 2D en formulation ¥ — @, un calcul sur

un maillage de 6 70° noeuds nécessite environ 1Th10mn pour une itération en temps
sur une machine RISK HP 750Mhz et 2Go de mémoire RAM i.e. aucun effet de
pagination. Pour 1 heure de temps de simulation avec un pas de temps d’une
minute, il faut 60 itérations en temps soit 70 heures de calcul (= 3jours). Ainsi, il est
¢vident que pour des simulations plus fines en 2D ou grossieres en 3D, la
parallélisation du code est incontournable surtout si nous ajoutons Iinjection de
Iair qui peut prendre plusieurs jours pour bien entamer I'effet de 'oxygénation.

Nous présentons dans ce travail une parallélisation d’'un modele 2D tenant compte
de Peffet de I’aération par le biais d’une correction des équations de mouvement de
la phase eau écrites en formulation vitesse-pression. Nous rappellons bri¢vement
dans la suite le probleme a résoudre.

Soit Q un domaine 2D représentant une coupe du lac et I' =T UT, la fronticre de

Q avec, T, =T, UT,> UT,’, n le vecteur normal unitaire sur ', le temps T e IR,
0, =ax[0,7] =% =L x[0,T] =% =1, x[0,7] et Z(u,)={x.t)e X't :u,n < 0}.

Soit: u,":Q —>IR? et uy: X, —IR?.
0 1 auL 2
u; (,t=0)=u,"() dans Q, u, =uysur X, et uLa——pLHZO en X,°.
n

Trouver: u, : Q; = IR? et p; :Q; = IR tel que:

p(?}—ltl+ (uV)uJ—uAu +Vp=F dansQ,

div & dans Q.

(4.2)

La discrétisation en temps du probleme (4.1) utilise la méthode des caractéristiques
et implique a chaque étape de temps 7, le probleme de type Quasi — Stokes suivant :

1 n+l n+l n+l n+1
—pu — U, Au +V =F" d, Q
At pu, U Aug PL ans 4.3)

dive. ™ =0 dans Q
=
ou:
F*! = i "o X" 4.4
=pgt—pu e (4.4)

et dont la formulation variationnelle associée s’écrit :

Pour tout ve HOI(Q) et ge LOZ(Q) :

Mémoire de magistere/Mezali Farouk 78



Chapitre 4 Analyse de code NS incompressible et parallélisation avec MPI

Trouver up.e X9 etp € Lo?(Q ) tel que

i [ uvdQ+p, [ VuvvdQ- [ pV.vdQ = [FvdQ s

- 'fg qVy, dQ =0

avec, X! = {V e H'(Q).,v=u, p.p.sur I'}.

On montre que les équations (4.3)- (4.5) ont une solution unique (chapitre 3,
paragraphes 2.5 et 2.6). I’approximation spatiale- éléments finis du probleme (4.5)

conduit au systeme linéaire suivant :
Ayuy, +Byp, =1,

T 4.6)

B, u, =0

On voit donc que a chaque pas de temps la résolution du systeme (4.1) passe par
deux étapes :

1- La discrétisation temporelle suivant les caractéristiques et apres,
2- La résolution du systeme linéaire (4.5) en utilisant un gradient conjugué d’Uzawa.

Nous montrerons dans les paragraphes qui suivent que la résolution du systeme
linéaire consomme la majorité du temps CPU de code, ce qui nous a amené a
paralléliser cette partie en omettant la partie des caractéristiques.

4.5 Analyse du temps de code

Le code Navier — Stokes incompressible 2D est composé en gros de 3 parties :

1- Lecture et préparation des données nécessaires au solveur (lecture des
constantes, lecture de maillage, calcul des matrices élémentaires ...),

2- Calcul des caractéristiques et linéarisation des termes convectifs ainsi que le
calcul des termes inhérents au linéarisation des termes de transport ou bien
convectifs,

3- Le systeme linéaire obtenu est résolu par un algorithme du gradient conjugué
d’Uzawa.

Nous avons bati notre parallélisme sur le code Navier — Stokes séquentiel déja
existant. Ce qui fait que la détermination des partis parallélisable et leurs poids
relatifs en temps d’exécution est déterminante dans le choix de la stratégie de
parallélisme.

Ci-apres, nous donnons les poids relatifs des différentes étapes (1, 2 et 3) sachant
que dans le code Navier — Stokes incompressible les opérations 2 et 3 sont répétées
a chaque pas de temps tandis que la premicre est faite une seule fois.
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L’analyse du temps a été faite sur plusieurs cas. Les données de la présentation ci-
apres sont :

- Le nombre de Reynold, Re = 1000
- Le nombre des nceuds approximativement 20000.

4.5.1 Représentation graphique des pourcentages des temps dans le
code principal et le solveur (STOBU1)

Le code principal La subroutine STOBU I (98.5% )

98,6 98,3
100 - 100
80 1 80
60 + 60
40 40
20 - 20
0,6 0,3 1,7
0 + T T T 0 T
STOBUI CONVEC EFTAGE RECGTB PRODTB

Figure 4-1 : Pourcentages des temps dans les code total et le solveur

4.5.2 Représentation graphique des pourcentages des temps dans la
subroutine RECGTB et PRODTB

Dans la figure 4-2, nous présentons le pourcentage de temps dans les soubroutines

RECGTB et PRODTB.

La subroutine RECGTB (96.8% ) La subroutine PRODTB (66.1% )
99 4
100 100
90 90
80
66.7 80
70 70
60 60
50 50
40 333 40
30 30
20 20
10 10 T3 T3
0 T 0 T T
PRODTB RESOLV SOVRB  SDMDIV BUMMFI

Figure 4-2 : Pourcentages des temps dans les soubroutines RECGTB et PRODTB
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4.5.3 Représentation graphique des pourcentages des temps dans la
subroutine  SOVRB et ICHR1R

90 1 Lasubroutine SOVRB (65.7% ) La subroutine ICHRIR (97.6% )

100 ——= 100
90 4 90
80 80 14
70 gz T
60 - ]

50 A
01 40
40 1 30 4

i 13.8

30 4 20 5 53 —
20+ 10 5 Tt f f

0 4 i 1 M/
104 0,09 0,03 U, 70
0 - T T T N

AN Q
NSYSLN BUAS2M BUCOMP ) S R Q AN A
«\% »Q; N %Q %QJ QQ \®
$¥ Q\ S S %Q“
A %(4 S
N

Figure 4-3 : Pourcentages des temps dans les subroutines SOVRB et ICHRIR

La procédure NSYSLN est constituée 100% de la procédure RESOLV, cette
derni¢re est constituée pratiquement de la procédure ICHRIR, ce qui fait que
I’analyse de la subroutine NSYSLN revient a analyser la subroutine ICHR1R.

4.6 Arborescence des appels qui consomme la majorité du temps
NSp1b2D

— CONVEC

— > PRECOND

L STOBUI1 (98.6% de programme total)

— >  PRODTB ...— RESOLV (99.% de PRODTB)
-——» RECGTB

PRODTB ... —» RESOLV
RESOLV

Figure 4-4 : Structure globale du code
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Une analyse sur différents cas test (maillages variant entre 10000 et 50000 noeuds), a
montré que cette partie solveur, consomme toujours plus de 90% en temps CPU. Le
solveur utilisé est basé essentiellement sur l'algorithme d'Uzawa. Ce dernier est
constitué principalement par le gradient conjugué préconditionné classique.

Cette subroutine de gradient conjugué préconditionné classique, consomme plus de
90% en temps CPU.

Il est alors raisonnable d'investir dans la parallélisation de gradient conjugué
préconditionné classique.

En effet, la résolution du systeme linéaire (4.6) est donnée par Ialgorithme du
gradient conjugué suivant ou les parties parallélisées sont mises en gras italique:

® [nitialisation

- Choisir Dho

- Calculet #,, solution de
Ap uno=th — Bh pro

- 1m0=Bi" w0

- Calculer g0 solution de
Ch Zno =rn0

- Jho=3p0

® Etape #+71: piu 1 yin étant calculées,
- Calculer xnn solution de :
Ap X3,0=Bh ynn

Bn=(Zpn » o)/ (BT Xy )
= Pha+1=phaT Bu Xin

- Tt 1=Thu - Pu BiT xnn
- Calculer zhn+1 solution de
Ch Zbn+1 = fhn+i

- ’Yn = (rh,n’zh,n )/(rh,n’zh,n)

= Yhar = Zpaa Y Yo

Figure 4.5 : Algorithme du gradient conjugué d’Uzawa (les parties parallélisées sont
montrées en gras italique)
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4.7 Parallélisation

Le parallélisme est fait a I'aide de la bibliotheque MPI (Message Passing Interface).
Avant de commencer la présentation de I'algorithmique utiliser, nous donnons un
petit apercu sur les différentes bibliotheques et langage dédiés spécialement au calcul
paralléle en mettant accent sur le MPL

4.7.1 Quelques biblioth¢ques de communications

Une bibliotheque de communication regroupe un ensemble de fonctions permettant
d’envoyer des messages entre processeurs soit d’une méme machine ou
interconnectés sur un réseau. Nous donnons ci-apres une breve description des trois
bibliotheques (Open MP, HPF, PVM) ; la description de MPI est donnée apres ce
paragraphe.

a. Open MP

Open MP est une implémentation propriétaire de SCI. Open MP est un ensemble
d’indications que 'on donne au compilateur C ou Fortran pour lui indiquer quelles
parties du code peuvent étre exécutées en parallele. Le compilateur se charge ensuite
de la parallélisation. Open MP n’est pas seulement une bibliotheque de
communication, mais permet également de paralléliser facilement des programmes.

b. HPF

HPF (High Performance Fortran) est une extension data — parallele du fortran 90,
qui offre des directives de compilation. Ces directives permettent au programmeur
de donner au compilateur des indications sur le programme, des stratégies
d’implantations (alighement et distribution des données).

c. PYM

PVM permet d'utiliser un réseau de stations de travail hétérogenes comme une
machine parallele MIMD. PVM est une bibliothéque de communication qui gere la
transcription des données entre les différentes architectures. PVM permet de créer
dynamiquement des processus.

4.7.2 MPI — Message Passing Interface

MPI, acronyme de Message Passing Interface, est un standard d’échange de messages
sur machines 2 mémoire distribuées. L’environnement de passage de message est
Poutil le plus utilisé pour la programmation des machines paralleles 2 mémoire
distribuée. Cela revient, d’'une part, a la simplicité de ce modele puisque c’est la
maniere la plus proche de ce qui se passe réellement dans ces machines et d’autre
part, a son implantation efficace sur une grande variété d’ordinateurs. En outre, les
commandes utilisées se font grace a des procédures stockées dans une librairie
accessible depuis un code Fortran ou C, ce qui reste familier au programmeur.

Ce standard est implémenté de diverses manicres, soit par des implémentations
gratuites comme #pich, soit par des implémentations propriétaires, qui seront en
général optimisées pour une architecture. Une application MPI est un ensemble de
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processus autonomes, qui exécutent chacun leur code et communiquent par des
appels a des sous-programmes de la bibliotheque MPI.

Les atouts de MPI sont :

o Spécifier une interface de programmation portable sur différentes
plateformes,

o Permettre des communications efficaces et fiables (éviter la recopie mémoire,
permettre le recouvrement du calcul et des communications),

o Permettre l'utilisation d’environnements hétérogenes,
o Offre une bibliotheque en C et Fortran,

De plus, MPI essaie de coller aux interfaces existantes (PVM, P4, NX, EXPRESS,
etc) de telle sorte que certaines implémentations peuvent étre vues comme un sut —
ensemble d’autres systemes notamment PVM. Les sous paragraphes qui suivent
donne une petite introduction au MPI :

a. Fonctions de gestion de I’environnement
Un exécutable MPI doit obligatoirement contenir les trois ¢léments suivants :

- inclusion du fichier mpif.h,

- appel a la procédure Mpi_Init, avant tout autre appel a une
procédure MPI,

- appel a la procédure Mpi_Finalize, apres tout autre appel a une
procédure MPI.

Ces trois éléments n'ont aucune action particuliere sur la parallélisation effective de
l'application, mais ils sont nécessaires.

MPI_INIT() permet d'initialiser 'environnement MPI
integer, intent(out) :: code

call MPI_INIT(code)

MPI_FINALIZE() permet de désactiver cet environnement :
integer, intent(out) :: code

call MPI_FINALIZE (code)

MPI_INIT initialise le communicateur par défaut, MPI_ COMM_WORLD qui
contient tous les processus actifs.
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Sous-communicateur

Communicateur
MPI_COMM_WORLD

Figure 4-6 : Schématisation des communicateurs

b. Informations de base

Il est a noter que toutes les opérations effectuées par MPI portent sur des
communicateurs.

® MPI_Comm_Size: Renvoie le nombre de processus dans un
communicateur. En lui spécifiant le communicateur
MPI_COMM_WORLD comme parametre, elle permet de connaitre le
nombre total des processus s’exécutant dans Uenvironnement MPI.

® MPI_Comm_rank : Permet au processus appelant de connaitre son rang
dans le communicateur dont il fait partie.

c. Compilation et exécution de processus en MPI

MPI est une librairie C portable permettant d’échanger des messages entre
processus repartis sur un ensemble de processeurs.

Un processus commence toujours par définir un monde commun qui contient
I'ensemble des processus du programme parallcle.

La compilation d’un code se fait a I'aide de la commande mpif/7 ou npif90 nom et la
compilation se fait par la commande mpirun —np (nb processus) nows de Lexécutable.

d. Communicateurs et communications point a point

Les processus composant notre application parallele sont regroupés dans des
communicateurs. Nous pouvons dire donc qu’'un communicateur est un ensemble
de processus qui peuvent communiquer entre ecux. Il existe par défaut un
communicateur, appelé Mpi_Comm_World, contenant I'ensemble des processus.
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Chaque processeur possede un rang unique dans la machine. Les N processeurs

sont numéroté de 0 a N-1. Un processus peut appartenir a plusieurs
communicateurs avec un rang différent.

Ces quelques notions nous permettent de comprendre l'exemple traditionnel
suivant :

Program Bonjour

Include 'mpif.h'

Integer rang

Integer ierr

Call Mpi_Init(ierr)

Call Mpi_Comm_Rank(Mpi_Comm_World,rang,ierr)
Print *,'Bonjour, ici le processus #',rang

Call Mpi_Finalize(ierr)

End

L'exécution de 3 processus comme celui-ci sur 4 processeurs produit le résultat
suivant :

Bonjour, ici le processus # 0
Bonjour, ici le processus # 1
Bonjour, ici le processus # 2

Quand la communication se fait entre deux processus, on dit quon a une
communication point a point. L.e processus qui envoi le message c’est '’émetteur et
qu’il le recoit c’est le récepteur. L’émetteur et le récepteur sont identifiés par leur
rang dans le communicateur au sein duquel se fait la communication. Les
procédures standard d’envoi et de réception de message point a point sont:
MPI_SEND et MPI_RECV. Elles s’utilisent comme suit :

Pour Penvoi, nous avons ; MPI_SEND (valeur, taille, type, destination, etiquette,
comm, code)

Cela signifie qu’un message composé de la variable de la valeur « valeur », de la taille
« taille », de type « type »,portant I'identifiant «etiquette», est adressé au processus
portant le numéro « destination » dans le communicateur «commy.

Et celle de la réception ;
MPI_RECV (valeur, taille, type, source, etiquette, comm, statut, code)

Ce qui signifie quun message de la taille «taille», de type «type», portant
I'identifiant « etiquette », provenant du processus portant le numéro « source » dans
le communicateur « comm », seta stocké dans la variable « valeut ».
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La variable erreur contient un code d'erreur, et la variable status indique I'état de la
réception du message.

Voici un exemple d'utilisation d'envoi et de réception par deux processus :

Program Bonjour
Include 'mpif.h'
Integer code
Integer message
Integer rang
Integer recu
Integer status(Mpi_Status_Size)
Integer taille
Call Mpi_Init(code)
Call Mpi_Comm_Rank(Mpi_Comm_World,rang,code)
Call Mpi_Comm_Size(Mpi_Comm_World,taille,code)
If(rang.Eq.0) Then
Print *'Nombre de processus : ',taille
message = 2
Call Mpi_Send(message,1,Mpi_Integer,1,0,Mpi_Comm_World,code)
Print *,'Bonjout, ici le processus #',rang,
& ', message envoye = ', message
Endif
If(rang.Eq.1) Then
Call Mpi_Recv(recu,1,Mpi_Integer,0,0,Mpi_Comm_Wortld,
& status,code)
Print *,'Bonjour, ici le processus #',rang,
&', message recu = 'recu
Endif
Call Mpi_Finalize(code)
End

L'exécution de ce programme sur deux processeurs produit le résultat suivant :

Nombre de processus : 2
Bonjour, ici le processus # 0, message envoye = 2

Bonjour, ici le processus # 1, message recu = 2

Ces procédures d’envoi et de réception sont bloquantes, ce qui signifie que
Iexécution du code est bloquée jusqu'a ce que lenvoi ou respectivement la
réception soit terminée. En outre, il existe des commandes d’envoi et de réception
non bloquante. Contrairement aux routines bloquantes, les routines de la
communication non bloquante n’attendent pas que 'opération de communication
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en cours soit terminée. En général, cela se produit des 'envoi de message. Le retour
de cette fonction au programme appelant se fait avant que la réception soit
terminée. Ainsi, il existe une version non bloquante des send/ recv. MPI_ISend(...) et
MPI_IRecv (...) avec un parametre supplémentaire : le handle. Celui-ci manipule les
requétes pendantes crées et permet par exemple de s’assurer plus tard que la
communication s’est bien passée. Les principales routines utilisées dans ce mode
sont les suivantes :

® MPI ISend : Envoi non bloquant d’un message.

® MPI_IRecv: Permet la réception non bloquante d’un message.
® MPI Wait: Permet d’attendre la fin d’une opération.

® MPI Test: Tester une opération non bloquante.

® MPI_Free_Request : Libérer une requéte avant de la réutiliser.

e. Communications collectives et communicateurs

Les communications collectives permettent de faire en une seule opération une série
de communications point a point et elles concernent toujours les processus d’un
communicateur. La gestion des étiquettes dans ces communications est transparente
et a la charge du systeme. Elles ne sont donc jamais définies explicitement lors de
Iappel a ces sous-programmes. Cela a entre autres pour avantage que les
communications collectives n’interférent jamais avec les communications point a
point.

11 existe trois types de fonctions :

1. Celle qui assure les synchronisations globales entre tous les processus :
MPI_Barrier,

2. Celles qui ne font que transférer des données, parmi lesquelles nous citons :

® MPI_Bcast : Diffuse un message a tous les membres d’un groupe.

® MPI_Gather: Permet a un processus de collecter des données qui
appartiennent aux autres.

3. Celles qui, en plus de la gestion des communications, effectuent des
opérations sur les données transférées :

® MPI_Reduce: Effectue une opération de réducation, qu’elle soit d’un
type prédéfini (somme, produit, maximum, minimum, etc.) ou d’un type
personnel.

® MPI_AllReduce : Effectue une opération de réduction et diffuse le
résultat.

[ ]

4.7.3 Modes de communication

Nous allons examiner maintenant différents modes de communications, présents
dans les bibliothéques de communications.
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a. Communication synchrone

Dans ce mode de communication, ’émission et la réception du message s’effectuent
en méme temps. L’algorithme d’échange de message nécessite donc, du point de vue
d’un observateur extérieur, il existe un intervalle de temps commun entre les deux
processus ou sont actives les routines d’envoi et de réception. Les deux processus
doivent étre préts a communiquer. s risquent donc d’attendre. Cette attente permet
d’utiliser dans le code du processus émetteur le fait que apres Iexécution de la
primitive d’envoi, le récepteur a pris en compte le message. I.’émetteur connait donc
I’état du processus destinataire. Par exemple, on peut imaginer un programme ou un
processus envoie 7 message a chacun de ses n collegues, ou n représente pour
chaque collégue son identifiant (en supposant que cet identifiant est un entier). Par
exemple, le processus 1 recoit 1 message, le processus 2 en attendra 2, etc... Apres
avoir recu ses n messages, le processus se termine. Dans ce mode synchrone, le
processus maitre sait a tout moment combien de processus sont présents sur la
machine.

b. Communication asynchrone

Dans ce mode, 'émetteur peut envoyer son message dés que celui-ci est prét, et
continuer son code de calcul. Le récepteur prendra en compte le message plus tard,
quand il sera arrivé a la réception du message dans le déroulement de son code et
que le message lui sera effectivement parvenu. Si le récepteur souhaite recevoir un
message alors que celui-ci n’est pas encore arrivé, il se mettra probablement en
attente. L’émetteur ne doit faire aucune supposition sur I’état d’un processus.
Notons que l'on peut simuler une communication synchrone a partir d’une
communication asynchrone si I'envoi de tout message de A vers B est suivi de
I'envoi d’un acquittement de B vers A.

® Mode blogquant: 1.ors d'une communication asynchrone, les primitives d’envoi
ou de réception sont bloquantes si elles ne se terminent que lorsque 'opération
correspondante est réellement terminée :

- opération d’envoi : le contenu du buffer d’émission a été transmis dans son
intégralité a la couche inférieure chargé de 'acheminement ;

- opération de réception : un message complet correspondant a celui que 'on
souhaite recevoir est disponible et transféré dans le tampon de réception
accessible a l'utilisateur.

® Mode non bloquant: l.es primitives non bloquantes se déroulent en deux
temps :

- Initiation de I'opération ;

- terminaison de lopération. I est nécessaire de pouvoir indiquer quelle
opération on souhaite terminer. Pour cela, lors d’initiation de 'opération, on
récupére souvent un identifiant d’opération.
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Ceci permet aux processus de masquer les temps de communication si leur
algorithme leur permet d’effectuer des calculs avant de prendre en compte le
message ou pendant son envoi. Il faut néanmoins se préoccuper explicitement de la
terminaison de 'opération. En général, nous esperons que la routine de terminaison
de 'opération n’aura pas a attendre. Dans le cas des processus récepteurs, il existe
des routines de test de disponibilité d'un message, bloquantes ou non bloquantes.

4.7.4 Présentation de la HP 9000 V-Class

La HP 9000/800 est une des plates formes les plus rapides fournies par Hewlett-
Packard (HP). La machine, également appelée serveur V-Class, est une machine
MIMD (multiples instructions, multiples données) et a une architecture de mémoire
partagée ([72]).

a. Configuration interne de la machine

La V-Class contient 16 processeurs. Les processeurs et le matériel associés forment
ce qui s’appelle généralement le nceud. Le nceud utilise une conception symétrique
du multiporcesseur (SMP) qui peut exploiter le parallélisme a grain fin. Un schéma
fonctionnel conceptuel de l'architecture interne de la machine est donné dans la
figure (4.7). Dans ce schéma, on voit que la machine est synchronisée par plusieurs
unités de commande.

- Centralement située dans le diagramme, la barre transversale d’hyperplan de HP
qui est composée de quatre controleurs de connexion de routage (ERAC). Elle
permet a tous les processeurs d’accéder a toute la mémoire disponible.

- Les processeurs sont installés sur les agents controleurs des processeurs (EPAC).
Un EPAC permet au processeur et au sous-ensemble d’Entrée/Sortie (le controleur
d’interface  EPIC) l'accés a la barre transversale d’hyperplan. Jusqua deux
processeurs sont situés sur chaque EPAC.

- Egalement reliés a la barre transversale d’hyperplan sont les controleurs d’acces
mémoire (EMAC).

- Les entrées/sorties se relient au systéme par PEPIC qui est reliée aux agents de

processeur (EPAC).

- L’utilitaire de noyau dans le nceud (ECUB, généralement appelé panneau
d’utilitaire) contient une section du matériel (hardware) appelée logique de noyau.
Elle fournit des interruptions a tous les processeurs du systeme par le bus logique de
noyau qui se relie a chaque agent de processeur.
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Figure 4-7 : Architecture interne de la V-Class

Le processeur et la mémoire sont reliés par un commutateur a barres croisées
utilisant quatre ERAC de sorte que chaque processeur soit relié a toute la mémoire.
Chaque ERAC a une largeur de bande de 1,9GB/s (en gigabit par seconde), de sorte

que la largeur de bande globale de 'ensemble des quatre ERAC soit 15 GB/s. La
figure (4-8) montre un digramme du commutateur a barres croisées.
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EPAC EPAC EPAC EPAC EPAC EPAC EPAC EPAC

220K ORI

EMAC EMAC EMAC EMAC EMAC EMAC EMAC EMAC

Figure 4-8 : Diagramme de la configuration de TERAC

b. Unités de traitement

La V-Class utilise les processeurs PA-8200 de HP. Chaque processeur est basé sur
'architecture RISC (Reduce Instruction Set Computer) a 64 bits de fréquence 240
MHz. Il est doté d’une puissance en créte de 960 MegaFlops (MF : million
d’opération en virgule flottante par seconde).

c. Organisation de Ia mémoire

Mémoire Physique : 1.a mémoire physique ou la RAM (mémoire a acces sélectif)
sur la V-Class est de 8GB de stockage (extensible a 16 GB) répartis sur 64 banques
de mémoire de 64 Mb. La division de la mémoire (RAM) dans 64 banques de
mémoire permet I'acces simultané de la mémoire vers les différentes banques, ce qui
ne serait pas possible si la mémoire enticre était traitée en tant qu’une unité de
mémoire. Chaque EMAC commande un ensemble de huit banques de mémoire
avec un total de 512 Mb de mémoire. .a mémoire physique a une latence de 500
nanosecondes, approximativement. LLa mémoire physique contient les programmes
a exécuter et les données (appelés « mémoire logique »), mais contient également
beaucoup d’informations « systeme ».

Mémoire virtuelle : La mémoire virtuelle est disponible par lutilisation d’unités de
mémoire appelées pages. Elle permet, par I'accés a des segments de page de
mémoire, 'exécution de beaucoup plus de programme que ne peut la mémoire
physique. Le compilateur produit des adresses de la mémoire virtuelle beaucoup
plus grandes, mais seules les pages s’exécutant sont traduites en mémoire physique.
La HP PA-RISC 8200 traduit des adresses de mémoire virtuelles et physiques de 32
bits en adresses de 64 bits.

Cache : Chaque processeur possede 2 Mb de mémoire cache pour les donnés ainsi
que 2 Mb de mémoire cache pour les instructions, soit un total de 4 MB. La
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mémoire cache est généralement plus petite, plus rapide et plus proche de I'unité
centrale de traitement que la mémoire physique.

d. Logiciels et programme de Ia V-Class

Le systeme d’exploitation de la V-Class est le HP-UX 11.0. Sur le plan des logiciels,
la plupart des langages de programmation sont accessibles sur cette machine.

Pour la programmation parallele, le HP MPI est utilisé. Ce dernier fournit un
¢éventail de dispositifs facilitant le développement des applications paralleles. Ces
dispositifs incluent

- La conformité a la norme de la version 1.2 de MPI.
- Des styles de programmation SPMD et MPMD.

- Un outil XMPI permettant de tracer et de surveiller les applications et le
fonctionnement des processeurs.

- Un outil MPIVIEW permettant de visualiser et d’analyser les performances de
chaque processeur.

4.8 Analyse algorithmique et implémentation

4.8.1 Analyse de I’algorithme du gradient conjugué préconditionné

L’analyse précédente du code a montré que La partie solveur consomme plus de
98% en temps CPU. Le solveur utilisé est basé essentiellement sur I'algorithme
d’Uzawa. Ce dernier est constitué principalement par le gradient conjugué
préconditionné. Ce qui veut dire que le gradient conjugué préconditionné
consomme la majorité du temps d’exécution.

Cela nous a ramené a restreindre la parallélisation au gradient conjugué
préconditionné. I’algorithme de ce dernier est constitué de 3 opérations principales
qui sont : 2 produits scalaires, 3 combinaisons linéaires de deux vecteurs, le produit
matrice -vecteur ainsi que I’étape de préconditionnement.
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Choisiru’
r=b—AX'
z=Cr

p=z

6=0_,=0, Z(I,Z)
repeat

v=Ap
a=6/(v,p)
X=X+0op
r=r—0.v
w=C"r

0 =(1,2)
p=0c/0,,

G4 =0

p=z+fp
until,/6 /6, < tolerance

Figure 4-9 : Algorithme du gradient conjugué pour résoudre le systeme AX=b

Pour que la parallélisation soit efficace, il est recommandé de minimiser le nombre
de messages interchangés entre les différents processus en dérivant un maximum de
taches indépendantes (c'est a dire, chaque taches peut s'exécuter indépendamment
dans chaque processus, sans faire recours aux données existant dans les autres
processus).

La dérivation de telles taches dans les deux premicres opérations est directe : II suffit
de couper les vecteurs en nombre de parties égal au nombre de processus.

Toutefois, pour les produits scalaires, une communication sera nécessaire pour que
chaque processeur envoie aux autres sa partie et recoive de chacun leur partie. La
routine MPI utilisée c’est MPI_ALLREDUCE, elle opére la sommation sur les
données réparties sur 'ensemble de processeurs avec récupération du résultat sur
tous. La dérivation des taches indépendantes dans la troisicme opération (produit
matrice - vecteur) est fonction du stockage morse utilisé. Cette opération est la plus
importante en temps de calcul, elle consomme a peu pres 70% du temps CPU total,
d'ou la nécessité de chercher a dériver des taches indépendantes pour cette
opération afin de la paralléliser efficacement.

En effet, le stockage morse utilisé dans le code conserve la partie triangulaire
inférieure des matrices utilisées, la réalisation d’un produit matrice - vecteur A.X,
doit étre effectué donc en deux étapes :
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Etape 1
pour i=1 a N faire
v(2)=0
pour j=IT(-1)+1,IT(7)
Y=Y +RAGX(T()
Etgpe 2
pour i=1 a N faire
pour j=IT(1-1)+1,11(5)-1
Y(TG)=Y(TH)+RAGX()
Figure 4-10 : Produit matrice-vecteur A.X

Dans l'étape 1, les itérations sur i sont indépendante entre elles, et donc peuvent étre
réalises en parallele.

Dans 1'étape 2, nous pouvons avoir simultanément deux processeurs distincts, qui
exécutent des opérations différentes sur la méme composante du vecteur v, c'est-a-
dire, nous pouvons écrire dans la méme zone de mémoire en méme temps, ce qui
peut fausser le résultat. Ce conflit empéche une parallélisation efficace. Il est
intéressant donc de penser a restreindre l'opération (produit matrice-vecteur)
seulement a I'étape 1.

Pour cela, un stockage complet de la matrice est nécessaire. Ce stockage permet, a
Pétape 1, le balayage entier de toutes les lignes i.

La stratégie adoptée consiste a équidistribuer par paquets de lignes de la matrice sur
les processus ; chacun aura la totalité du vecteur X et un bloc Ax de lignes de A

(Fig 4.11).

P, (AX),
A X
P, : N G o
Pn
(AX),

Figure 4-11 : Schématisation du produit matrice -vecteur A.X
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Chaque processeur Pi se charge localement de faire le produit du bloc Ak par le
vecteur X. Le résultat sera un vecteur (AX)k de dimension égale au nombre de lignes
de Ax . Nous utilisons une fonction de communication synchrone pour la mise a
jour du vecteur global apres chaque produit matrice-vecteur. Nous utilisons la
routine MPI de collecte générale : MPI_Allgather.

Une partie importante d’overhead résulte généralement des échanges (envoi et
réception) des messages entre taches lors de la phase de réception/diffusion des
données. Pour cela, on commence par la distribution de toutes les données
nécessaires au calcul, cela dit, avant de commencer le calcul, une tache recevra un
paquet de données contenant les parties utile de A, IT, JT et les vecteurs X touts
entiers. Tous les échanges effectués aprés ne concernent que la mise a jour des
vecteurs de directions (remontée/descente) du gradient conjugué préconditionné.

4.8.2 Gradient conjugué préconditionné en parall¢le

La résolution du systeme AX = b par l'algorithme paralléle du gradient conjugué
préconditionné est donné par :

Choisir X "

— Calcul local de r(Nl :NZ)= b(Nl :NZ)— A(Nl :N,,1: N)X"(1:N)
— Calcul local de z(N, :N,)=C' (N, : N, )r(N, :N,)

— Affectati on local de p(N, :N,)=z(N,:N,)

— Collecte globale sur tous les processeur s de p

— Affectati on local deo=o0,, =0, =@(N,:N,),z(N,:N,)
— Sommation globale de o dans o (avec MPI_Allre duce)
repeat

— Calcul local de V(N1 N, )= A(N1 :N,,1: N)p(l :N)

— Calcul local de (v(N, : N, ),p(N1 :N,))

— Sommation globale de (v (N1 N, ), p(N1 N, ))

— Calcul sur tous les processeur s de o = o/(v, p)

— Calcul local de X(N, :N,)=X(N,:N,)+ap(N,:N,)

— Calcul local de r(Nl :NZ)= r(N1 :Nz)— oc.V(N1 :Nz)

— Calcul local de w(N, :N,)=C"(N,:N,,1:N)r(N,:N,)
— Calcul local de o = (r(N, :N,),z(N, :N,))

— Sommation globale de o dans o

— Calcul de B sur tous les processeur s =o0/0

— Affectati on sur tous les processeur so ; =0

— Calcul local de p(N, :N,)=2(N,:N,)+8p(N,:N,)

— Collecte globale sur tous les processeur s de p

until ,/6 /G, < tolerance
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4.8.3 Algorithme général

L’algorithme parallele général de la résolution du systeme (4.5) issu de la
discrétisation en temps des équations de Navier — Stokes est donné ci-apres.

Initialisation
Nous commengcons par I'initialisation de 'environnement de calcul MPL.
Préparation

Cette étape contient la lecture des données et la préparation des différentes
constantes. Apres, le processeur maitre prépare le systeme linéaire a résoudre.
Ceci correspond aux étapes transport second membre et conditions aux limites
dans P'algorithme séquentiel.

Partage et envoi

Le processeur maitre prépare et envoi a chaque processeur esclave les parties de
données nécessaires pour effectuer sa tache de calcul.

Réception

Les processeurs esclaves recoivent du processeur maitre leurs parts de données
nécessaires pour effectuer localement leurs taches.

Transport et second membre

I’étape de transport et le calcul de second membre se fait en séquentiel.

Résolution du systeme linéaire correspond au systeme de Stokes généralisé.

Dans cette étape et comme c’est monté dans les paragraphes précédents, la
parallélisation est faite que dans les étapes ou on résout un systeme linéaire AX=b ;
ce qui fait donc que la parallélisation est concernée que la partie ou on utilise le
gradient conjugué préconditionné. Ci-apres sont données les étapes paralléliser en
gras italique :

Initialisation

Choisir pio

Calculer #),0, solution de

Ap upo=t, — By Pno

1,0=ByT w0

Calculer z5,0 solution de

Ch Zno =tn0

Ib0=3h,0

Etape n+1: py,, 74, ys, étant calculées,

Calculer xp 5 solution de :
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Ap Xn,0= Bh ynn

Bn= (5 1)/ (Bi" %m0 5 30,n)
Db+ 1 =Pt B Xin

P+ 1=Fhn = B By 1
Calculer zhn+1 solution de

Ch Zhn+1 = Ihn+1
'Yn = (rh,n > Zh,n )/(rh,n > Zh,n)

Yh,n+l = Zh,n+1 + ’YnYh,n

® Collecte et affichage des résultats

Apres la sortie du systeme linéaire, les résultats sont collectés sur tous les
processeurs. Et enfin, ces résultats sont affichés dans les fichiers de sortie dans le
processeur maitre.

4.9 Présentation des cas test et Performance

4.9.1 Outils de performances
Les résultats des tests seront analysés a travers les deux types de courbes suivants :

a. Les courbes de temps absolu Elapsed et temps absolu calcul :

Elles nous informent sur I’évolution du temps d’exécution absolue du programme
en fonction du nombre de processeurs. Les courbes temps absolus calcul ne
prennent en compte que les temps de calcul sans compter le temps de
communication par contre les courbes du temps absolus Elapsed, représentent la
somme du temps de calcul et celui de communication (sans oublier qu’il dépend
¢troitement de la charge de la machine). Le temps de communication ou overhead
comprend le temps de préparation (latence+surcott) et le temps de transfert.

b. Les courbes Speed-Up elapsed et calcul

En fait, c’est a travers les courbes de Speed-Up que nous pourrons apprécier
efficacité d’un programme paralléle et I'influence de la communication entre les
processeurs ainsi que 'impact de la granularité de calcul sur les performances.

Si le programme séquentiel résout un probleme de taille n en un temps Ti(n) et si
I'algorithme paralléle le résout en un temps Tp(n) avec p processeurs, 'accélération
(Speed-Up) est donnée par le nombre suivant :

-3t

4.6)
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En pratique, Ti(n) est le temps d’exécution de programme parallele sur 1
processeuts.

Le terme Sp(n) peut étre inférieur a 1 si le programme parallele est pénalisé par le
surcout li¢ a la communication entre les processeurs da a I'utilisation des routines de
communication.

Nous distinguons deux parties dans le temps de communication :
- Poverhead stable qui représente le cout des send/receive,

- Poverhead instable qui mesure le temps des attentes réseau. Celui-ci est important
lors de Tlutilisation d’une machine parallele virtuelle (réseau de stations relié par
intranet) mais reste incontrolable puisqu’il est intiment lié a I’état du réseau (charge,
bande passante,...).

Les courbes de Speed-Up sont de deux types, Speed-Up CPU et Speed-Up Elapsed.
4.9.2 Présentation des cas tests
Les résultats des cas tests ont été effectués sur deux cas :

a- Sur lalgorithme du gradient conjugué préconditionné seul (Figure 4-9).

b- Sur le code Navier-Stokes tout entier.

a- Présentation des cas test sur [Palgorithme du gradient conjugué

préconditionné.

La matrice A est la matrice issue de la discrétisation des équations de Navier -
Stokes 2D incompressible sur le carré unité. Les tests de performance ont été menés
sur 4 discrétisations spatiales du méme carré unité suivant le tableau (Tableau 4.1).
Nous notonsq que le passage d’un maillage hi a hai nécessite 4 fois plus de données.

Maillage neeuds inconnues
hs, 1089 3267
hea 4225 12675
hios 16641 49923
hase 66049 198147

Tableau 4.1 : Maillages de la cavité unité (1)

Pour chaque maillage, une série d’exécution avec une partition sur 2, 3, 4, 6, 8, 10,
12 et 14 processeurs a été effectuée.
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Temps d'execution des calculs
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Figure 4-12 : Temps absolu de calcul (gradient conjugué)

Temps total d'exscution ‘Elapsed’
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Figure 4-13 : Temps absolu total d’exécution « Elapsed » (gradient conjugué)
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Speed-Up du temps d'execution des calculs
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Figure 4-14 : Speed-Up calcul (gradient conjugué)
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Figure 4-15 : Speed-Up Elapsed (gradient conjugué)

b- Présentation des cas tests sur le code total,

La deuxieme série des tests des performances paralleles est faite sur le code Navier-
Stokes incompressible 2D entierement. L.e domaine de test est toujours le carré
unité. Nous donnons ci-apres les différents maillages (Tableau 4.2) :
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Maillage nceuds inconnues
hie 289 512
hs3; 1089 3267
hes 4225 12675
his 16641 49923
hase 66049 198147

Tableau 4.2 : Maillages de la cavité unité (2)

Cette fois-ci, la machine parallele est la méme que la machine précédente, sauf

qu’elle est avec six processeurs et sans « Cross bar ». Le calcul est partitionné sur 1,
2,3,4,5 et 6 processeurs.
b b b

Temps total d'execution 'Elapsed’
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Figure 4-16 : Temps absolu de calcul (gradient conjugué)
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temps des calculs

Figure 4-17 : Temps absolu total d’exécution « Elapsed » (gradient conjugué)

gain du temps des calculs
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Gain du temps d'execution des calculs
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Figure 4-18 : Speed-Up calcul (gradient conjugué)
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Gain du temps total d'execution ‘Elapsed’
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Figure 4-19 : Speed-Up Elapsed (gradient conjugué)
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Figure 4-20 : Influence de 'overhead sur le temps d’exécution

4.10 Analyse des performances

Au premier abord, nous remarquons généralement que plus le maillage est fin, plus
le gain en performance est significatif et ce quelque soit le nombre de processeurs
considéré. Ensuite, nous observons un comportement super linéaire aussi bien en
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speed-Up calcul qu’en speed-Up Elapsed (a partir d’'un certains nombres de
processeurs et du maillage hs) : deux argumentations justifieraient ce comportement
lié¢ intimement a la granularité de calcul.

En effet, pour les temps calculs et pour les test sur le gradient conjugué, la
performance est quasi linéaire méme pour le cas hi ce qui éliminent Peffet négatif de
I'overhead, ce qu’est pas le cas pour les test sur le code total (la décroissance des
performance pour les petits maillages est due au partie séquentielle non parallélisée).
Par contre, pour les temps Elapsed, nous avons procédé a exclure la partie la plus
importante de Poverhead résulte de I’échange de communications entre processeurs
(exemple : send/receive). Afin de la diminuer, nous procédons dés le départ a
distribuer a chaque processeur le maximum de données dont il a besoin en
autonome et ainsi minimiser au strict minimum ses échanges avec les autres
processeurs.

Ainsi dans notre cas, chaque processeur i recoit ses parties des différentes matrices
(matrice de rigidité, de masse) une fois pour toute tandis que les différents vecteurs
seront assujettis a des remises a jour a chaque itération.

Nous notons toutefois que pour un méme probleme et avec un nombre de
processeurs croissant, le temps de I'allocation des registres qui se fait en parallele sur
les processeurs est moins important et la cache est moins génée par la taille du
probleme. Et de plus, les registres alloués aux vecteurs X et a la partie A; des
matrices resteront inchangés : ceci accentue la super linéarité en temps calcul et la
justifie en Elapsed a partir d’'un certain seuil de granularité ou ce gain compense
I’'overhead de communication.

Cela peut expliquer les performances faibles et moyennes avec les cas de faible
granularité ou le temps de communication emporte le gain du temps dd au partage
des données sur un nombre de processeurs croissant.

Ainsi, la contrainte d’overhead en communication entre un nombre important de
processeurs disparait avec les gros cas, ce qui explique un gain en temps
considérable.

4.11 Conclusion

Nous avons montré dans ce chapitre la stratégie de parallélisation adoptée dans ce
travail. Ensuite, des cas tests ont montré I'efficacité de cette stratégie. Les graphes
des Speed-Up présentés montre des gains du temps obtenus tres importante. Ce qui
confirme Pefficacité de la démarche prise.
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Conclusions et perspectives

Dans le cadre de ce mémoire, nous nous sommes intéressés aux divers aspects liés
au processus de laération mécanique des lacs touchés par le fléau de
Ieutrophisation. A travers Iexposition des différents modeles des écoulements
diphasiques (modéle physique instantané, modele a deux fluides, modé¢le de
mélange), nous avons montré les complexités et les difficultés liées au traitement
numérique des équations et aussi les difficultés inhérentes a la modélisation des
termes turbulents. Ceci nous a conduit a entreprendre I'approche lagrangienne pour
aboutir aux modéles monophasique et monophasique corrigé, les équations de ces
deux modeles sont de type Navier-Stokes.

L’objectif du premier modele est de montrer I'effet de Iinjection des bulles en se
limitant a une condition aux limites aux injecteurs. Quand au mode¢le monophasique
corrigé, il est plus élaboré, il tient compte de leffet des bulles par la vitesse
d’injection et par des termes de correction diphasique dans les équations de
mouvement. L.a méthode choisie pour la résolution de ces deux modeles est la
méthode des caractéristiques pour la discrétisation en temps et ¢léments finis
P!+Bulle/P! pour la partie de 'espace. La nature des équations de Navier-Stokes et
la taille réelle des lacs traités, donnent des systemes dont la résolution exige des
temps de calcul tres grand et un espace mémoire important. Ceci, rend nécessaire le
traitement paralléle de ces problémes.

En premiére approche, nous avons entamé la parallélisation du code de Navier-
Stokes 2D incompressible. Ce code est composé de deux parties principales : la
partie transport et la partie résolution. La partie transport est difficile et compliquée
pour la parallélisation, mais sa consommation en temps de calcul est faible par
rapport a l'autre partie. Par contre, la partie résolution consomme la majorité du
temps de calcul (en général, plus de 90% voir méme plus de 98%) et elle est
relativement simple a la parallélisation par rapport a lautre partie. Cette remarque
nous a dicté la stratégie de parallélisation: la partie transport est exécutée en
séquentiel et la partie résolution en paralléle.

Plusieurs tests ont ¢té effectués et ont montré des gains en temps considérables, ces
gains peuvent méme devenir superlinéaire dans les gros cas. Ces résultats
encourageants, valident et confirment 'efficacité de la démarche choisie. Mais dans
le cas ou I’écoulement tend vers un régime stationnaire, le temps de la partie de
résolution devient de plus en plus petit, il risque de devenir comparable avec le
temps de transport. Il serait donc intéressant de se pencher sur la parallélisation du
code tout entiet.

Le travail de modélisation, entamé dans ce mémoire, a abouti a la proposition d’un
modele chimique qui donne le développement de la dissolution et de la diffusion du
gaz de oxygene et du gaz de nitrogene a travers le temps.
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Enfin, il reste le traitement complet de processus de l'aération, il nécessite la
résolution du modele chimique couplé avec le mod¢le hydrodynamique, et comme
le mode¢le chimique est compliqué, sa résolution passe certainement par la recherche
des hypotheses simplificatrices qui les rendent plus accessible au traitement
numérique.
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