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Résumé :

‘Nous avons essayé  travers ce travail de donner un apergu congi et général de la méthode

des éléments finis et sa mise en oeuvre sur un ordinateur. Ainsi, nous abordons en premier
lieu les fondements techniques de calcul et les caractéristiques de plusieurs éléments a
1,2,3 dimensions souvent utilisés dans la pratique. Ensuite, nous présentons un programme
modulaire interfacé qui met en exidesse les différents éléments que I’on a déja étudié et les
principaux résultats d’applications traités par les références bibliographiques.

Ce travail nous a permis d’apprecier les avantages que présente la méthode des €léments

finis dans I"analyse des structures et son adaptation aux techniques de programmation sur
Pc.

Mots clés: Méthode des éléments finis, analyse des strucutures, type déléments,
programme.

Abstract :

We have tried, from this work to present the finite element method and to elaborate a
computer program. Firstly we have considered the fondments and the procedures of
calcutation of this method. We have also treated massy types of elements in 1,2,3
dimensions which are frequently used in practice, we have presented in the second step, a
headling package program. Which deals with the different elements studies and the results

: oh the applications traited by the bibliographical references.

This work allowed us to appreciate the advantages of finite element method in the
structural analysis and its adaptation for the programming technics on the personal
computer. ‘
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INTRODUCTION

Les techniques de calcul des structures ont connu un développement considérable,
motivé par les besoins des industries de pointes et soutenu par les progrés effectués dans le
domaine des ordinateurs. Ainsi la méthode des éléments finie (en abrégé M EF)) est - elle
communément utilisée aujourd’hui pour I"analyse des structures dans de nombreux

secteurs de P'industrie : aérospatial, nucléaire, génie civil, construction, etc. . .

Par ailleurs, il est intéressant de remarquer que la MEF. appliquée au calcul des
structures est a caractere pluridisciplinaire | car elle met en ceuvre les connaissances de

trois disciplines de base :

o La mécanigue des structures : elasticité, résistance des matériaux, dynamique,

plasticité, etc.....

* L'analyse numérique...:..méthodes d’approximation, résolution des systémes

linéaires, des problémes aux valeurs propres. ...

» L'informatique appligué : techniques de développement et de maintenance de

grands logiciels.

On se propose, dans cette étude générale, d’introduire les notions de base nécessaires

a la compréhension de cette méthode. Pour cela, il est utile d’en faire un bref historique.
I - HISTORIQUE

Les bases théoriques de la M.E.F. reposent d’une part sur la formulation énergétique

de fa mécanique des structures et d’autres part sur les méthodes d’approximation.

En ce qui concerne les théorémes énergétiques de I’élasticité, leur formulation a sté
effectuée au siécle dernier : 1819, Navier définit une méthode d’étude des systémes
hyperstatiques basée sur | ‘application des conditions d’équilibre et de compatibilité, puis

Maxwell en 1864 et Castigliano en 1878 établissent de fagon compléte les théorémes de
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I’éncrgie. Cependant, les applications de cette formulation au calcul des structures
complexes ont €té pratiquement inexistantes a cause de I’indisponibilité de moyens de
calcul. 1l faut noter, en 1932, I’établissement par Cross d’une méthode rendant possible
Ianalyse de systémes de poutres avec les moyens de calcul de Pépoque. Cependant, ces
techniques ne permettaient pas jusqu’alors la résolution de problémes de milieux continus
rendue possible uniquement par la discrétisation du probléme continu a ’aide de méthodes

d’approximation adéquates.

C’est au début du 20éme siécle qu’ont été acquis des résultats fondamentaux dans le
domaine des méthodes dapproximation sous I'impulsion de Ritz en 1908 et de Galerkin en
1915, Puis, en 1943, Courant établit les bases de la M.E.F. en montrant que la résolution de
certains problémes de milieux continus est possible en effectuent une discrétisation spatial

du domaine tout en utilisant les méthodes d’approximation variationnelles.

Aprés la deuxiéme guerre mondiale on assiste au développement de méthodes
matricielles permettant de traiter des problémes de structures assez complexes avec les
calculatrices de bureaux disponibles alors. Parmi les contributions les plus importantes,
celle de Levy en 1947 et Gavey en 1951 pour la méthode des forces et Levy en 1953 pour
la méthode des déplacements. En 1954 Denke systématise la méthode des forces. Enfin, en
1955, Argyris présente une approche unifiée des méthodes des déplacements et des forces,
puis 'année suivante Turner et Clough publient une présentation systématique de la
méthode des déplacements. Ces deux publications sont particuliérement importantes et

représentent véritablement le début de la M E.F.

A partir de cette date, la M.EF. va connaitre un développement intense sous
Pimpulsion de l'industrie aérospatiale et grice a la disponibilité des premiers ordinateurs.
La méthode des déplacements-va-étre choisie de fagon quasi universelle comme technique
de résolution matricielle de préférence a la méthode des forces malgre fa mise au point de
procédures de traitement automatique des inconnues hyperstatiques par Robinson et
Denke. Dés lors, on assiste au développement de nouveaux éléments tels que membranes,
piéques, coques, €éléments de volume et a I'établissement de nouvelles formulations telles
que les formulations équilibre ou mixtes (Fraejs et Veubek). Par ailleurs, le domaine
d'application de la M_E.F. limité au début a la statique linéaire s'étend progressivement 2 la
dynamique linéaire. Cet historique serait incomplet si I'on omettait de mentionner le
développement de programmes généraux d'analyse & partir des années 60. Ce phénoméne 4

éte particuliérement important parce qu’il a véritablement aboutit  faire rentrer la ME F.



Chapitre 9 e e INTRODUICTION

dans la pratique industrielle. 1t est certain que, d'une part, la MEF. se préte bien a la
programmation sur ordinateur et que, d'autre part, la M.EF. se caractérise par son
universalité et son adaptabilité au traitement des probliémes les plus divers ; d'ou I'idée de

développer des codes généraux.
I1- ORGANISATION DE L'ETUDE

on vise & travers de cette étude de mettre en ceuvre la méthode des éléments finis en
réalisant un programme numérique qui prend en charge différents éléments . Cette étude
est organisé en 7 chapitres qui présentent les divers concepts de la méthode des éléments

finis ainsi que les techniques numériques correspondantes.

Chapitre I . exposé des théorémes énergétiques qui servent de base a la formulation

de la méthode des éléments finis.

Chapitre 11 : Formulation matricielle de la méthode des éléments finis qui consiste a4

discrétiser la formulation intégrale du chapitre | .

Chapitre 11T : présentation des différentes méthodes d'approximations sur lesquelles

est fondée 1a méthode des éléments finis.

Chapitre ]V exposé de la technique d'approximation nodale et introduction des
notions de fonctions d'interpolation, d'élément de référence et de transformation

geométrique.

Chapitre V' : Description des méthodes de calcul au niveau globale ainsi que les
méthodes numériques nécessaires pour construire et résoudre des systémes d'équations

formées au chapitre V.

Chapitre V] . présentation des fonctions d'interpolation et des équations de rigidité

des ¢léments a une, deux et trois dimensions.

Chapitre VII : Présentation du programme ADSMEF qui a été mis en ceuvre en se
basant sur les formulations citées dans le chapitre VI et présentation de quelques unes de

ses applications.

finalement, une conclusion de cette étude est résumée avec recommandation pour de

futures études.






Chapitre ... , I o THEOREMES DE L ENERGIE

Chapitre |

THEOREMES DE L’ENERGIE

Ce chapitre est consacré-aux théoréme énergétique qui constituent le fondement

essentiel des méthodes d’élément finis en mécanique des structures.

Nous avons adopté dans ce chapitre la notation indicielle qui permet un exposé

théorique rigoureux et concis. Dans les chapitres suivants, nous utiliserons a la place de.

cette notation un formalisme matriciel beaucoup plus commode pour la présentation des

techniques numériques.

L

ct-contre dont Ja géométrie définit un domaine V

et une surface extérieure S.

suivants :

n;

U

GENERALITES

L. 1. NOTATIONS

Soit un corps solide déformable schéma situé

les notations utilisée dans ce chapitre sont les

composantes de la normale unitaire & S.
composantes des déplacements.
composantes des forces de volume.
composantes des forces de surféce.
composantes du tenseur des contraintes.

composantes du tenseur des déformations.
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V  énergie potentielle total E.
V. énergie potentielle complémentaire
W potentiel de déformation.

W, potentiel complémentaire de deéformation .

U énergie de déformation(U= _{ w dv)
Ue  énergie compiémentaire de déformation(U.= Iw cdv)

T Travail des forces appliquées.
Tc Travail complémentaire des forces appliquées.
Par ailleurs, on emploiera les conventions et notation particuliéres suivantes

Notation pour les dérivées partielles : on utilisera pour la dérivée partielle de A par rapport

. ] | o — 0A
a la cordonnée x; , la notation A = 3—
oxi

symbole de Kronecker : il est défini par:  §; =0 si i = j & =1sti#]j
I. 2. RAPPELS DES EQUATIONS DE LA MECANIQUE DES SOLIDES

Le probleme type de la mécanique des solides revient a déterminer les deus champs
inconnus : déplacements u; et contraintes oy sous I'effet des forces appliquées, force de
surface @i et force de volume f;. le phénoméne de déformation des .corps solides est régi
par des équations de champ aux dérivées partielles avec des conditions mixtes aux limites.
Deux démarches principales sont envisageables suivant que I’on formule complétement le
probléme en fonction de I'un des champs inconnus ,soit le champs de déplacement v; , soit
le champs des contraintes o;; . la premiére approche en fonction des déplacement est
appelée approche cinématique, autre approche en fonction des contraintes est appelée
approche équilibre. Les équations de champs et conditions aux limites de la théorie de

Pélasticité sont rappelées ci dessous dans le cas général .
Les relations et équations de champs
Définies dans le domaine solide V peuvent se classer en

Relation déformations - déplacements ou relation cinématique ;
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Dans le cas de la théorie linéaire de I'élasticité ( déplacements et déformations petits)

ona: Ejj = ?lf( Uit ;i) ' a.r
Lauation d'équilibre.
Giii + =0
Gij = G 1.2
Lguation de compatibilité :
Eijxt T Exbij - Sikit - Epik™= 0 (I .3)

Cette équation générale permet d’exprimer six équations de compatibilité en

élasticité tridimensionnelle.

Relations contraintes- déformations ou relations d 'élasticité -

Dans le cas de matériaux a comportement élastique linéaire, on a de facon générale :

Gij = Cij € aI.4
avec Cyxr composantes du tenseur d’élasticité.

Dans le cas particulier des matériaux isotropes, les coefficients d’élasticité se

réduisent a 2 constantes indépendantes() et i1 soit E et V).

Les relations d’élasticité peuvent s’écrire sous les deux formes suivantes connues

sous le nom de la loi de Hooke.

Gij= A &k 5,‘_5‘{" Zun Ejj (I.5)

avec ex = Tr( &) = €11 + €12 + €33 (premier invariant du tenseur de déformations).

: .. - F =L _
A, U coefficients de Lamé : A ()(1=2n) 0 209)

dij symbole de Kronecker définit par: 8; =0 si i=j et O; =1 si 1 =j.

£ = '1;.‘) Cij -*;‘—: Ok 511 I. 6)

avec ow = Tr (& ) = 611 + O, + o33 ( premier invariant du tenseur contraintes).
E = module de Young.

i = coeffictent de Poisson.
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Conditions aux limites:

Sur un corps de surface extérieur S, ne peuvent exister que deux types de conditions

aux limites
a) sur une partie S, S sont imposés des déplacements u ;

ui= a1.7m

Les conditions (I .7) sont dites conditions aux limites cinématique. sur S, aucune

composte du tenseur des contrainte n’est imposée.

b) sur la partie complémentaire S; ( S¢S, Su + Ss =8, Su Sq = .0). De S,
sont imposé des efforts extérieurs @, (ou 'absence d’efforts extérieurs 4, = 0). Ces efforts
3: imposent les valeurs de certaines composantes du tenseur des contraintes par les
relations :

o5 = ¢, (1.8)

les conditions (1 . 8) sont dites conditions aux limites de types équilibre ou encore

statiques. sur Sq aucun déplacement u; n’est imposé.
Solution du probléme de la mécanique des solides.

La solution unique du probléme de mécanique des solides satisfait les deux types de

conditions suivantes :

Condition de type- Cinématique Equilibre

Portant sur les- (déplacement) ' (contraintes)

Equations d’équilibre
Equation de champs

Equation de compatibilité Oyt f; =0
Dans v '
Oy =0y
Conditions aux limites sur § w=u, Oij ;= ¢ sur Se

Remargue : conditions d’intégrabilité nécessaire uniquement dans le cas d’une

approche { équilibre)
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Avec les conditions subsidiaires suivantes -
Relations cinématique & =% (uij+ u ;)
Relations d’¢lasticité oy = Cii £x1.

I.3. DEFINITION

Champs de déplacement cingmatiquement admissible -

On appelle Champs de déplacement cinématiquement admissible, tout champs u(M)

satisfaisant :
* Les conditions de continuité : C° pour les problémes d’élasticité,

C' pour les problemes de poutres, plaques et

coques.

* Les conditions cinématique , ¢’est a dire les conditions aux limites sur S, soit

U= u,

Champ de contraintes statiguement admissible -

On appelle champs de contraintes statiquement admissible tout champ de contrainte

aij (M) satisfaisants les conditions suivantes :
¢ Continuité
* Conditions statiques ou de type équilibre.
Equilibre dans v : o + ;= 0,

Conditions aux limites sur S, : o n; = ¢i

11 - APPROCHE CINEMATIQUE (DEPLACEMENT)

On vient de voir précédemment que la
solution (déplacement et contraintes) du
probleme de mécanique des solides était 4 ia fois
cinématiquement et statiquement admissible ou

en d’autre terme, satisfaisait les deux types de

conditions (type cinématique et équilibre) .
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Dans un premier temps ,nous adopteront F'approche déplacements pour chercher une
formulation énergétique a P'aide du champs des déplacement inconnus. Pour cela .nous
allons restreindre I'espace des solutions au dessous des déplacements cinématiquement
admissibles et chercher un caractére énergétique qui permet de caractériser les
déplacements solution dans ce sous espace des déplacements cinématiquement

admissibles.
H—-1 - “PRINCIPE” DES TRAVAUX VIRTUELS

soit un corps solide en équilibre sous ’action de force de volume f; et des forces de
surface imposées ¢, . concéderont un champ de déplacement virtuel S u; cinématiquement

admissible (S u ; = 0 sur S, .)et.calculons le travail virtuel des forces de surface dans ce

champs de déplacement ;

_[3575”,-"’5 = I+ J = I Eﬁ?&uids = J‘a,}.n}.&:ids‘
SN ST hiad
Iintégrale sur S, est identiquement nulle car §u; = 0 sur S, et de plus & I’équilibre ,
ona ¢ =ocn;surS,
en outre , ot obtient en appliquant le théoréme de Gauss
[oyn,duds = [(c,00), dv =[o, dudv+ [ o,6u,), dv
en outre a ["équilibre , on a oy; + £ = 0 dans v.

d’ou la relation suivante, en utilisant la propriété _[q},(iu,.ds = I&T&:ids
[0 ds + [ f.0ndv = [0, dv (1.9)
S, v "

La relation ci — dessus est I’expression générale du principe des travaux virtuels
pour les corps solide déformable. On peut la mettre sous la forme courante si I’en effectue

les hypothéses suivantes :

. . - . 1
HI :petits déplacements et déformations : £ = 5( u;j+tuji).

H2 :existences d’un potentiel de déformation (1.10)



Chapitre 8 ... ... e e LEOREMES DU L ENERGIE
il vient , par symétrie du tensetir des contrainies _..cry.&g..j.d\r' = (SJ. Wy

D’ou {a formulation courante du « principe » de travail virtuel :

81 = & [Welv = [ g, 6,ds + [ f.6u,dv 1. 11)

i1 -2 - THEOREME DE L’ENERGIE POTENTIELLE TOTALE .
Théoréme :
Pour un ¢état d’équilibre stable, les déplacements cinématiquement admissibles qui

satisfont les conditions d’équilibre sont ceux qui minimisent I’énergie potentielle et

réciproquement,

La stationnarité de I’énergie potentielle totale pour un corps solide en équilibre vient
d’étre démontrée. Pour établir 1’équivalence compléte de la formulation variationnelle, il
faut encore montrer que cette propriété de stationnarité implique que les conditions

d’équilibre sont satisfaites.

Soit la premieére variation de I’énergie potentielle totale -

8V =8 [Wdv~ | f.6u,dv- | ¢if&.~;ds~

De plus , on a établi précédemment que :

;O v

8 [wav = [o,0n, dv =[(5 .S, dv-[o,,,
D’ou on appliquant le théoréme de Gauss - EIde ——-J.O'b.é'uf.njds - J.O'&Aé‘u,.dv

On obtient finalement -

8V =-[(o,, +/,)0udv+ [(a,n, — i,y ds (1.12)
8V = i + 1,
Ja stationnarité de V implique que 1, = 0 et I, = 0 Vou;= 0

D’ou les deux types de conditions suivantes -

) L={-(o,,+/)éndv=0. ¥ 8u;choisi

10
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On doit donc aveir dans V oy + £ = 0 (équation d’équilibre)

2y I =J.(o*f.j_jnj — @ )ou ds = j+ j =0 ¥V du; cinématiquement admissible

Sw S0F

L’intégrale de surface sur S, est identiquement nulle a causse de la condition

d’admissibilité du; = 0 sur S,
La condition I = 0 entraine donc o n;= ¢ sur S,
REMARQUE :

1l vient d’étre démontrer que les conditions d’équilibre dans V et sur S, constituent
les condition d’extremum de [I’énergie potentielle totale pour toute variation
cinématiquement admissible des déplacements . II reste & montrer que I’énergie potentielie
totale est un minimum absolu pour un corps en équilibre stable. L’énergie potentielle totale

atteint donc un minimum absolu pour un état d’équilibre stable.

111 - APPROCHE EQUILIBRE(CONTRAINTES) :

PRINCIPE DES TRAVAUX VIRTUELS COMPLEMENTAIRES

Soit un solide en équilibre, ¢’est a dire pour lequel le champ des contraintes satisfait

les équations suivantes :

Gijj +f=0 dans V

Et les conditions aux limites :

Gy ny — ¢)i sur Sﬁ

ui=u sur S,

soient ¢ les forces de surface arbitraire aux appuis, définies par les relations -

Cii = ¢ sur S,

considérons un systéme d’accroissements virtuels des contraintes 8oy des forces
| vdlumique &f; et des forces de surfaces 6&: et &¢i satisfaisant les équations ci-dessus.
On peut donc écrire les conditions suivantes -

d o jjj +ofi = dans v
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d ¢ ; arbitraire sur Su
& Oin = O Gisur Sq
& o n; =00 sur Sy
si on définit I'accroissement virtuel des forces de surfaces ¢ sur S par :
O¢i = O¢i sur S,
8¢ = 8¢i sur S,
les deux derniéres relations ci — dessus peuvent s’écrire -
Sojn =8¢ sur$

eévaluons fe travail des champs virtuels des forces de volume £, et de surface ¢ dans

le champs des déplacement réels u; travail appelé brievement  travail virtuel

complémentaire,

I u; 8f; dv +.$'|‘z:1(5'¢: = —J‘u,.c‘)‘cr,.j,jdv + J‘ufc‘r'aﬁ.njde :

Mais comme d’autre part , on a par application du théoréme de Gauss :

J‘(H,&)'y.j)njdﬁ = J‘(nﬁcr,}_j)dv = f",-,ﬁ%d‘”r I?It.tSO'UJ.dV :

it en résulte immédiatement apreés développement que :
W(e) = We(aij) = 2 oy &;

Ainsi pour les matériaux élastiques linéaires, les potentiels de déformation W et W¢

sont égaux.

Cette propriété est illustrée de fagon évidente dans le cas de la barre en traction —

compression .

IV - SYNTHESE

On vient de voir que le probléme de mécanique des solides est équivalent a celut de

la recherche de I’extremum d’une fonctionnelle ;
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- soit I'énergie potentielle totale dans le cas d’une formulation a I'atde des

déplacements

- soit I"énergie potentielle complémentaire dans le cas d’une formulation a

I’aide de contraintes |
- soit une fonctionnelle généralisée dans le cas d’une formulation mixte.

Ces principes variationnels ont une importance considérable, car ils constituent le
fondement des déférentes méthodes d’éléments finis utilisé en calcule des structures. Les
éléments les plus utilisé | sont du type déplacement et sont basés sur le théoreme de

I’énergie potentielle totale .

D’autre types d'élément moins utilisé { type équilibre et mixtes) sont basé sur le

théoréme de [’énergie complémentaire .

13
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CHAPITRE I

METHODES MATRICIELLES

Les méthodes matricielles exposées dans ce chapitre indépendamment de la notion

d’'élément fini constituent la base des méthodes d’analyses au niveau global. -

Dans une premiére partie on introduit le formalisme matriciel utilisé dans tout ce
manuscrit et on présente les propriétés fondamentales des structures discrétes. Par la suite,

une deuxiéme partie est consacré a Pexposé des méthodes des forces et des déplacements.

I — FORMULATION MATRICIELLE DE LA MECANIQUE DES STRUCTURES

T—1 — CONVENTIONS ET NOTATIONS

L’utilisation de la notation matricielle s'impose pour Pexposé des méthodes aux
eléments finis pour I'analyse des structures . ainsi nous n’utiliserons plus dans les chapitres

suivants la notation indicielle comme au chapitre I.

L’¢tat de contrainte en un point d’un solide élastique est représenté par la matrice des

composantes du tenseur des contraintes ; soit

[oy] = o, O,
sym o,

De la méme fagon , V'état de déformation en un point d’un solide élastique est

représenté par la matrice des composantes du tenseur des déformations : soit

8.1.1' Eu' xz

[SU] = 8,1_'1' g iz

Sym g,

14
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Ceci constitue une représentation matricielle équivalente des contraintes et des
deéformations . Cette convention est particuliérement motivée par la commodité d’écriture

des équations de Hooke qu’elle apporte .

Elle doit satisfaire les deux conditions suivantes
* les ordres de numérotation des composantes de contraintes et de
déformation doivent étre cohérents ;
¢ la définition des composantes des vecteurs o et ¢ doit étre cohérente avec
I'expression du potentiel de déformation.
Soit 1 W=14 ciei="%[o] [e]="%[e] [5] (. 1H
Par rapport au chapitre précédent , les notations employées seront donc les

suivantes

G vecteur des contraintes généralisées [o;; |,

m

vecteur des déformations généralisées [g; ] |
vecteur des déplacements généralisées [u; ],
matrice d’opérateur différentiels .
matrice constitutive du matériau ,

vecteur de forces de volume ( f; ),

vecteur des forces de surface ( Eﬂ?) .

Z -~ N o <=

matrice des cosinus directeurs de la normale extérieure a la surface du solide
( n; ) .
T—2 —~ EQUATIONS DE BASE DE LA MECANIQUE DES STRUCTURES

Avec la notation matricielle définie précédemment . les équations de base de la

mecanique des structures s'écrivent de la facon suivantes :

Relation déformations - déplacements :

e=D. u - (i1.2)

Laquation d'équilibre :

D' o +f=0 (1 .3)

Lquation constitutives( loi de Hooke géncralisé)
c=Ceg (11 .4)

la matrice C des coefficients élastiques est symétrigue
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REMARQUI :
1) dans le cas d’un état de contrainte initiale o, les équations précédentes
s’écrivent: o=Ceg+oq . (Im.s
2) en générale , la matrice d’opérateurs différentiels intervenant dans les
équations  d’équilibre est la transposée de celle des relations déformations —

, déplacements .
] En utilisant les équations (11 . 2) , (11 . 3) et (1T 4) on peut exprimer les équations
d’équilibre en fonction des déplacements ( équation de Navier) soit :

D'CDu +f=0. (11 . 6)

1 -3 — RECAPITULATION DES THEOREMES DE L’ENERGIE
Récapitulons les théorémes de I'énergie établie au chapitre | en utilisant 1a notation
matricielle introduite précédemment . Le matériau sera supposé avoir un comportement

élastique linéaire. On a dong :

W(e)=W.(c)=%o'¢ (11.9)
W(e)="%e Ce (I1 .10)
‘. W(e)=%o' Clo (Ir.11)

Principe des travaux virtuels :

Pour un corps solide en équilibre et pour tout accroissement virtuel cinématiquement

admissible des déplacements, on a :

v

8U = 8T soit: [o7dsdv= [ f7nav+ [ p" ouds (I .12)
v h .

o

Théoréme de [éncreie potenticlle totale:

Pour un etat d’équilibre stable le champs de déplacements cinématiquement

admissible minimise |'4énergie potentielle totale et réciproquement. On a :
' V=U-T

Soit : V= IW(E) dv— J-f"u v — leru ds (I .13)
¥ Y Ly

o

Principe des travaux virtuels complémentaires -

Pour un solide en équilibre et pour tout accroissement virtuel statiquement

admissible des contraintes et des forces appliquées, on a -

8U, = 8T, soit : j &"8o dv=[u" & dv + j u’ & ds (11 .14)
Ay

v LN .

Théoréme de I'énergie potentielle complémeniaire :

16
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Pour un état d’équilibre stable , le champ de contraintes statiquement admissible

solution minimise I’énergie potentielle complémentaire, soit Ve=U:.-T.

ot - Ve={w,[oldv- [u' N ds. (11 .15)

v &,

i1

1 - PROPRIETES DES STRUCTURES DISCRETES

IT—- 1 —~ NOTION DE STRUCTURE DISCRETE
Les méthodes matricielles qui sont exposées dans ce chapitre s’appliquent aux

structures discrétes.

Qu’'est —ce gu'une structure discréte ? C'est une structure composée d’éléments
discrets (ex : barre , poutre) de forme géométrique simple interconnectés en des points de

la structure qu’on appellera « nceuds » .

On caractérise le comportement de cette structure par un nombre fini de paramétres

inconnus ; soit les déplacements aux nceuds ou bien les forces dans les éléments.

11 . 2. THEOREME DE CASTIGLIANO

THEOREME ]

Sott une struciure discréte soumise a un systéme de forces ponctuelles(F;.. F;.. F,).
Soient respectivement & et g le vecteur unité et le déplacement dans la direction
d’application de Ia force F; au noeud N;.

Soit le systéme de déplacements virtuels tel que ’on ait :

A eends N
aux autres noeuds

Sul =00
D’apres le principe des travaux virtuels, on a a I'équilibre : 8U = 8T,
Ici . dans le cas d’un systéme de forces ponctuelles |, le travail des forces appliquées
s’écrit simplement :

T=F'q dou: 8T =F; 8q;
onadonc; F;= —

ou encore si 'on exprime Iénergie de déformation en fonction seulement des
déplacement aux nceuds

0U(g;)

F;=
0q,

(1.16)
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On peut répéter le méme raisonnement pour tout les degré de liberté. On obtient donc
N équation qui constituent les équations d’équilibre des noeuds, soit :
F=V,U (1 .17)
Ce résultat est connu sous le nom de premier théoréme de Castigliano.
THEORIME T
Considérons la structure précédente soumise & un systéme de forces ponctuelles aux

neeuds. Choisissons un accroissement virtuel des forces appliquées défini par -

5]_' =T 2 Aux neuds N,
=0 aux awtres neeuds
d’aprés le principe des travaux virtuels complémentaires, ona :  8U. = 8T,

ici, le travail virtuel complémentaire s’ écrit simplement :
0T, = qi 8F;
. N (), _
d’ou : qi= %#)L (IT .18)
or;
On peut répéter le raisonnement précédent pour les autre degrés de liberté d’ou la

relation matricielle
g= Vi U, (It .19}

ce résultat est connu sous le nom de deuxiéme théoréme de Castigliano.
II -3 — MATRICE DE RIGIDITE ET DE FLEXIBLE
DEFINITIONS .

Meatrice de rigidite :

On appelle marrice de rigidité d’une structure , la matrice K permettant d’exprimer

l I’énergie de déformation sous une formes quadratique des déplacements :

U= 1% q¢'Kq (11 .20)
| Par application du premier théoréme de Castigliano, il vient :
VoU=Kq=F (Ir.21)

ce systeme (I1L21) d’équation représente la forme habituelle des équations d’équilibre

des noeuds .

matrice de flexibilite -

on appelle matrice de flexibilité d’une structure , la matrice permettant d’exprimer
I'énergie de déformation complémentaire sous une forme quadratique des forces :
: U= %F oF (11 .22)
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Par application du deuxiéme théoréme de Castigliano, il vient -
VeiUc=9F=gq (1 .23)
Pour une structure en appui isostatique au moins, le systéme d’équations (I .23) est
Pinverse du systéme (11 .21) .d"ou -

¢ = K’
1.4 PROPRIETES DES MATRICES DE RIGIDITE :

Symétrie :
La matrice de rigidité est symétrique a cause du théoréme de réciprocité, qui est une

conseéquence de I'invariance de I’énergie de déformation par rapport au chemin suivi .

Déplacement et mouvement de corps rigide
L’existence de d.d.. de déplacement rigide dans un systéme d’équations de rigidité
de I'élément se traduit par une dépendance de certaines de ces €quations par rapport a

d’autres, on dira dans ce cas que [K] est singuliére.

On détermine le nombre de singularités dans [K] en calculant les valeurs propres de
celle — ci, le nombre de valeurs propres nulles sera égal au nombre de déplacements de

corps rigide.

Valeurs propre des matrices de rigidité

Cherchons les valeurs propres de la matrice de rigidité K . Si y est vecteur propre on
a Ky=Ay.

ou encore . A= Z—TTE’I‘: :

X x
Si 'on normalise les vecteurs propres de telle sorte que ¥ ¥y=1,0na:
A=yx"Ky=2U. (11 .24)

d’oti la propriété suivante ;

les valeurs propres d’uite” mafrice de rigidité représentent ( a wn coefficient de
normafisation prés) les énergies de déformation mises en Jen par les modes de

déformations propres de la structure.

I - METHODE DES FORCES

Les méthodes matricielles d’analyse des structures peuvent se classer suivant le

choix des inconnues . en méthode des déplacement et méthode des forces. Dans la
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méthode des déplacements , on formule le probléme en fonction des déplacements nodaux

généralisés alors que dans la méthode des forces , c’est en fonction des forces nodales

généralisés (forces internes ou réactions d’appui).

PRINCIPE ‘

La méthode des forces est basée sur une approche énergétique utilisant 1’énergie de
déformation complémentaire (théoréme de Castiglino I1). On peut distinguer différentes
phases de calcul :

*  Formulation élémentaire: calcul des caractéristiques élémentaires de
flexibilité.

+  Formulation globale :

- choix des inconnues et écriture des équations d’équilibre des nceuds,

- recherche des conditions de compatibilité

- calcul de la matrice de flexibilité de la structure pour la détermination des
déplacements nodaux.

Ces différentes phases sont détaillées ci-aprés .

Trormulation élémentaire

La structure est préalablement discrétisée en éléments simples (barre, poutres, etc..).
On caractérise le comportement de chaque élément par ces forces nodales indépendantes
Q° aprés écriture des conditions d’équilibre de I’élément. on calcul pour chaque élément sa
matrice de flexibilité élémentaire, ¢° telle que I’énergie complémentaire de déformation

puisse s’exprimer sous la forme

Ui=1%0Q g Q" (I .25)

Formulation globale:

L’énergie de déformation de la structure peut alors s’exprimer comme forme

quadratique des forces internes aux nceuds , soit :

U= 2 U= %Q'0Q (11 .26)

éléments
On choisit ensuite les inconnues hyperstatiques du probléme (vecteur x)
correspondant aux coupures simple nécessaire pour la définition de la structure isostatique
de référence. On exprime alors I’énergie complémentaire de déformation en fonction des

charges appliquées et des inconnues hyperstatiques.
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On obtient aprés les conditions supplémentaires qui permettent d'éliminer les
inconnues hyperstatiques en écrivant fes conditions de compatibilité des coupures , c’est a
dire les conditions nécessaires pour que les déplacements relatifs des deux bords des
coupures soient nuls. On applique & ce cas particulier le deuxiéme théoréeme de
Castigliano. on pourra donc a ce stade calculer tous les efforts internes y compris les

inconnues hyperstatiques en fonction des charges appliquées.

1l reste pour résoudre complétement le probléme a calculer les déplacements aux
neeuds  aprés détermination de la matrice de flexibilité ¢ de la structure, telle que par

définition, on puisse écrire : U, =% F' ¢ F

IV -METHODE DES DEPLACEMENTS

Principe
dans la méthode des déplacements, on formule le probléme en fonction des
déplacements aux nceuds .on peut mettre en évidence les différentes étapes de calcul
suivantes :
¢ Formulation élémentaire
calcul des matrices de rigidité élémentaire
e Formulation global
assemblage des matrices de rigidité de maniére a satisfaire les équations
d’équilibre des nceuds .
prise en compte des conditions de déplacements IMposés.
résolution par rapport aux inconnues de déplacements.

calcul des contraintes dans les éléments.

Ces différentes phases sont détaillées ci-apres.

lormulation élémentaire.

La structure est préalablement discrétisée en éléments . On caractérise le
comportement de chaque élément libre par ses déplacement nodaux soit le vecteur q° .On
calcule pour chaque élément sa matrice de rigidité élémentaire telle que son énergie de

déformation puisse s’exprimer sous la forme -

U =% q¢" kg (11.27)
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Formulation global

Les matrices de rigidité ¢lémentaires sont utilisées pour calculer la matrice de rigidité
de la structure compléte permettant d’exprimer ’énergie de déformation en fonction des

déplacement nodaux de la structure soit

U= U= 3 % ¢ Kq=%(q

slements Hements

on peut alors obtenir les équations d’équilibre de la structure en appliquant le premier
théoréme de Castigliano. |

Cette opération est appelée assemblage. La régle d’assemblage consiste pour un
noeud donné a additionner les sous — matrices de rigidité nodale des éléments ayant ce

neeud en commun.

Prise en compte des conditions de déplacement imposé.

La matrice de rigidité de la structure compléte obtenue en assemblant les matrices de
rigidité d’éléments libres 4 un_nombre de singularités égales au nombre maximum des
nombre de modes'de déplacement d’ensemble possibles .cette matrice K de la structure
libre est donc semi — définie positive. Les conditions d’appui , si elle sont en nombre
suffisant | empéchent toute possibilité de déplacement d’ensemble et rendent donc la
matrice K définie positive . Avant de résoudre le systeme des équations d’équilibre pour
déterminer les déplacement inconnus il faut prendre en compte ses conditions de

déplacement imposé .

Résolution de systeme linéaire K g = I

En pratique la matrice K auquel on abouti est de grand taille. Tl existe des méthodes
de résolution appropriées qui tirent parti du caractére symétrique et de la topologie des

matrices de rigidité. Une de ces méthodes sera exposée au chapitre V.

IV - CONCLUSION

Les méthodes matricielles qui viennent d’étre présentées peuvent facilement étre
systématisées et donc programmées sur ordinateur. On remarque néanmoins que la
méthode des forces nécessite un éhoix préalable ( et non automatique) d’inconnues
hyperstatiques en fonction de Ja topologie de structure et des cas de charge appliquée. Ceci
limite sérieusement le domaine d’application de la méthode des forces a des structures

relativement simples. 11 faut cependant mentionner Pexistence des méthodes de choix
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automatique des inconnues hyperstatiques qui ont pratiquement supprimé cet inconvénient.
Malgré cette amélioration, la méthode des forces est aujourd’hui pratiquement abandonné
pour la résolution des structures complexes parce que d’'une part, son efficacité numérique
est moindre que celle de la méthode des déplacements et , d’autre part , la méthode des
déplacements est plus universelle en permettent plus aisément la résolution de problémes

dynamiques ou non linéaires.
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Chapitre 111

FONDEMENTS DE LA METHODE DES ELEMENTS FINIS

Dans le chapitre précédent, on a montré que les méthodes matricielles permettaient
d’analyser des structures discrétes constitudes par des éléments stimples (barre, poutres) et
que Pon pouvait caractériser 4 I'aide de solutions analytiques, Cependant, les structures
sont souvent constituées par des milieux. continus (plaques, corps a élasticité 3D) aux
géométries les plus diverses pour lesquels on ne posséde pas de solution analytique et que
les méthodes matricielles traditionnelles ne permettent pas d’analyser. Dans ce cas. il faut
avorr recours a des techniques numériques basées sur les méthodes d’approximation
adequates pour discrétiser ces continua. La Méthode des FEléments Finis est parmi ces
techniques la plus utilisée car elle étend les possibilités des méthodes matricielles 4 un tres
vaste domaine d’application et permet ainsi I"analyse des structures complexes. Avant
d’exposer cette méthode, il est nécessaire de rappeler les principes des méthodes

d’approximation sur lesquelles elle est fondée.

I- RAPPELS SUR LES METHODES D’APPROXIMATION

NOTIONS GENERALES
Le probléme général de I'approximation consiste & chercher la meilleure

approximation d’une fonction u(M) a domaine de définition D de maniére a satisfaire au

mieux les Jois physiques auxquelles elle obéit. Pour cela, on définit une approximation u

en posant .

" (M)=ia,.¢,. (M) Y M(x,y,2) dai .1
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Chapitre J. .. FONDEMENTS DE LA METHODE DES ELEMENTS FINTS

les ¢i(x,y.z) sont des fonctions choisies a priori et
constituent une base fonctionnelle . Les coefficients
inconnus a&; sont appelés coordonnées généralisées.

On appelle # (M), approximation de u dans la

base fonctionnelle ¢;.

On peut encore écrire en utilisant la notation matricielle -
no=[91"u) (H1.2)
Les fonctions base de l’approximation doivent satisfaire certaines conditions :

continuité, conditions aux limites et complétude.

Le principe des méthodes d’approximation consiste a remplacer la résolution d’un
probléme continu & un nombre infini d’inconnues par celle d’un probléme a un nombre fini

d’inconnues : les coordonnées généralisées a; .

H - LE CONCEPT D’ELEMENT FINI

H—1-DIFFERENTES FORMULATIONS

Le principe de base de la M EF consiste a subdiviser la structure en sous domaines
de formes relativement simple appelés « éléments finis». On va alors définir une
approximation de la solution (déplacements et/ou contraintes) non pas pour I'ensemble de
la structure mais pour chacun de ces éléments constitutifs, Le choix, comme coordonnées
généralisées de paramétres physiques, permet alors d’exprimer simplement les conditions
de continuité de la solution entre éléments adjacents ainsi que les conditions d’équilibre
inter — ¢éléments et finalement de résoudre le probléme a I'aide de la méthode des

déplacements.

11'y a plusieurs sortes de formulations d’éléments finis en mécanique des structures.
V. Formulation déplacements : dans laquelle on se donne une approximation
du champ de déplacements, le critére variationnel étant celui de I’énergie potentielle
totale.
2. Formulation contraintes : ou équilibre dans laquelle on se donne une
approximation soit sous forme d'un champ de contraintes en équilibre ou bien sous
la forme d’une fonction de contraintes . Le critére variationnel utilisé est celui de

I’énergie complémentaire.
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3. Les formulations hybrides : ( par exemple la formulation hybride de type
contrainte)} dans lesquelles le plus souvent on définit la solution en terme
d’approximation d’une part du champ de contraintes internes en équilibre , d’autre
part des déplacements sur Ia frontiére de I'élément. Le critére variationnel utilisé est
une variance de |'énergie potentielle complémentaire,

4. Les formulations a plusieurs champs ou formulations mixte : dans lesquelles
on definit la solution en termes d’approximation de champs indépendants |

généralement le champ des déplacements et celui des contraintes.

Dans toutes ces formulations et pas seulement dans le cas de la formulation
déplacement, on peut exprimer le comportement de I’élément sous la forme de relations
matricielles forces — déplacements aux nceuds et utiliser la méthode des déplacements pour
Ja résotution globale du probiéme. 1i ne faut done pas confondre la formulation théorique
de I'élément (déplacement, contrainte, ou mixte) et la méthode utilisé pour la résolution

( méthode des déplacements ou méthode des forces).

En ce qui concerne les méthodes matricielles de résolutions, on a vu au chapitre 11
que la méthode la plus utilisée était celle des déplacements . les modéles contraintes sont
rarement utilisée en pratique , leur principal intérét réside dans la possibilité d’encadrer la

solution dans le cadre d’une utilisation conjointe avec des modéles déplacements.

11 -2 — LE MODELE DEPLACEMENT
Dans la démarche fondamentale de la MEF., il faut distinguer trois aspects que
nous aflons détailler , dans le cas des modéles déplacements :
- la Discrétisation de la structure en éléments,
-~ lechoix d’une approximation pour chaque éléments,
- le choix de coordonnées généralisées (déplacements nodaux) pour chaque

éléments

Discrétisation de la structure ( choix d ‘un maillage)

On subdivise la structure ou le milieu continu a étudier en éléments finis de forme
géométrique simple, de maniére a approximer le micux possible sa géométrie. Dans

I"exemple considéré, il s’agit d’éléments plans de forme triangulaire.

Approximation du champ de déplacements

Par ailleurs | il est nécessaire de se donner une approximation du champ des

déplacements a I’intérieur de chaque élément e, soit -
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Figure I11 .1 : Discrétisation de la structure

[uM)* = [&(M)] [a]° M(x,y,z) € V* (11 .3)
avec §(x,y,z) matrice des fonctions base de I’approximation.

[a® vecteur des coordonnées généralisées de I’ élément

choix des variables physiques ;. les déplacements aux neeuds :

La relation de définition de I’approximation élémentaire (111 .3) ne peut pas étre
utilisée pour le probléme global. En effet, les coordonnées généralisées varient d’un
clément a Iautre et il est donc nécessaire d’adopter de nouvelles variables physiques
permettant d'assurer la compatibilité des déplacements et d’exprimer les conditions
d’équilibre aux nceuds. Dans.ce.but., on choisit comme nouvelle variable les déplacements
généralise’s' aﬁx necuds de 1’élément. Soit q° le vecteur regroupant au moins les
composantes des déplacements aux nceuds et éventuetlement leurs dérivées successives. Ce
choix de parametres physiques, pour représenter le comportement de I’élément , varie en

fonction de la nature du probléme et des exigences de précision.

On peut alors exprimer I’ approximation du champ des déplacements sous la forme
[a(M)]°= [AM)]° [q]° (11 .4)
avec : [A]° matrice d’interpolation dont les éléments sont fonction des coordonnées
d’espace. .
La relation (Il .4) permet en fait de caractériser les déplacements en un point de
Pélément en terme d’interpolation des déplacements aux nceuds . on peut généralement

passer de I’expression (111 .3) & I'expression (111 .4).
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REMARQUE

1. en pratique , cette méthode est a utiliser avec précaution . En effet, ia
matrice ¢° peut étre mal conditionnée dans le cas d’allongement important des éléments ce
qui peut entrainer des erreurs importantes pour le calcul des matrices de rigidité. Par
ailleurs, pour certain types d’éléments , il existe des cas « pathologiques» (forme
d’éléments et numérotation) pour lesquels ¢° est singuliére.

2. Le choix des paramétre nodaux ¢° ainsi que du type d’approximation ou
d’interpolation doit permettre de satisfaire la condition de comptabilité des déplacements
aux interfaces entre éléments adjacents. Cette condition de représentation des états de

déformation constante permet d’assurer la convergence de la méthode.

Cette méthode indirecte de calcul de la matrice d’interpolation a été utilisée pour le
développement des éléments les plus simples. Cependant, pour les raisons mentionnées ci-
dessus, on lui préfére actuellement des méthodes d’obtention directe de la matrice
d’interpolation . L’expression (111 .4) permet alors d’exprimer I'énergie potentielle totale
de I’élément en fonction des déplacements aux nceuds. En effet, on peut aisément exprimer

les déformations et contraintes en fonction des déplacements aux nceuds.

[+ = DY} =[N AT o] =[5 [gF s
o] =[C)le] =[BT [¢F (111 .6)

Par ailleurs, En utilisant expression matricielle de V’énergie potentielle totale , on a
dans le cas d’un état de déformation initiale g :

v v

Ve = [T [ClsD b [LT 1C)s, T v - JWT v [ipy tyas. an .7)

Cette expression de I’énergie potentielle totale suppose que n’agissent au niveau
¢lémentaire que des forces répartics ; les forces concentrées étant prises en compte au

niveau de la structure compléte:——

Dans I'expression ci-dessus, le premier terme représente I'énergie de déformation
sans déformation initiale, le second représente la contribution de la déformation initiale a
Pénergie de déformation. Les troisiéme et quatriéme termes représentent respectivement

les travaux des forces de volume et de surface imposées.

En particulier, le dernier terme n’intervient que pour les éléments dont les frontiéres

se trouvent sur la surface extérieure S du solide ou sont imposées les forces de surface.
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Les refations (111 . 4) et (11 .5) permettent de transformer la relation (111 . 7) sous la
forme suivante :
Vo=12q"Kq - q°"F = U"- T¢ (111 . 8)

avec K® matrice de rigidité élémentaire :

------------ ~ k= [T k1B an)

1
F* vecteur des forces €lémentaires équivalentes

F = ¢

int

TL’ :‘L’
+ [0+ )

Il - PROPRIETES

1. Compatibilité

Les critéres de compatibilité sont les suivants

1 — Continuité du champ de déplacement et sa {/ ses) premiére {/ s) dérivée (/s) a
Pintérteur de I'élément.

2 — Continuité du champ de déplacement et sa (/ ses) premiére (/ s) dérivée (/s) a
la frontiére entre éléments.

Les éléments qui vérifient les conditions | et 2 sont dits conformes (compatibles) .

2. Complétude
La condition de complétude est satisfaite si le champ de déplacement présente un état
de déformation constant , de plus ce champ doit donner lieu a des déformations lors ce que

ce dernier ne correspond pas & un mouvement de corps rigide.

La condition de complétude reste nécessaire (du point de vue numérique ) elle
exprime le fait qu’une déformation de I'élément , sous un chargement, ne peut subsister
sans application de conditions aux limites, et la représentativité de mouvement de corps
rigide avec une déformation nulle a Pintérieur de I’élément. Par sa formulation 1'élément

doit présenter une translation ou une rotation pure.

3. Convergence

les éléments finis de type déplacement convergent en énergie s’ils satisfont les
conditions de complétude et de comptabilité présentées précédemment De tels élément
sont appelés é/éments conformes . Iénergie potentielle totale des modéles tend vers sa

valeur exacte de minimum absolu lorsqu’on augmente le nombre N de d.d.I .
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Certains éléments ne satisfont pas toutes les conditions de complétude ou de
comptabifité . De tels éléments sont dits nnon conformes. Parmi les éléments non conformes
certains d’entre eux ne convergent pas mais d'autre convergent de facon monotone . La
tendance actuelle en matiére d’éléments consiste a garder la propriété de complétude
comme condition essenticlle mais 4 remplacer la comptabilité par un autre critére de.
complétude sur un groupe d’éléments . Ce test de complétude collective est appelé en
anglais « patch test » ce que I’on peut traduire par « test du rapiégage » . Dans ce test on
considere un groupe d’éléments « rapiégage » avec au moins un nceud interne. On impose
aux nceuds externes des déplacements ou des forces en accord avec un état de déformation
constant . Le test est satisfaif §1 Té§ déplacements internes déformations et contraintes sont
en accord avec cet état de déformation constante . on peut constater que les éléments

complets et incompatibles mais satisfaisant ce test convergent.

4. Invariance géométrique

Les éléments ne doivent pas avoir de direction préférentielle ou étre sensible & leur
numérotation propre . En effet si I'on considére un élément seul soumis a un ensemble de
forces ayant une orientation donnée par rapport a cet élément Iétat de déformation et
"énergie de déformation obtenues aprés calcul doivent étre tndépendantes de son
orientation par rapport au systéme d’axes globaux . Les éléments qui satisfont ce critére
sont dits invariams certains auteurs estiment que invariance est obligatoire pour la
convergence , méme si cela n’est pas sir. Il faut considérer que ['invariance est

certainement une qualité souhaitable que I’on doit s’efforcer de recherche .

30



TR ECAL N




Chopitre V. . TECHNIOUES DE CALCUL AU NIVEAULEMENTAIRE

Chapitre 1V

TECHNIQUES DE CALCUL AU NIVEAU ELEMENTAIRE

Ce chapitre est consacré aux diverrses méthodes permettant la formulation et le
calcul des éléments. Parmis ces techniques figurent, en particulier, I’utilisation de
coordonnées intrinséques pour la détermination des fonctions d’interpolation, la

formulation isoparamétrique et la méthode d’intégration numérique.

1 -MATRICE D’INTERPOLATION
I - 1-FONCTION D’INTERPOLATION

On a vu au chapitre TIT que les éléments finis de type déplacement sont basés sur

Fexpression suivante du champ de déplacement u® & Pintérieur des éléments:
u'=A"q" av.n
Avec: A® - matrice d’interpolation }
. , De I’élément e
q : vecteur des déplacement nodaux

Dans le cas général d’un élément a n nceuds, nous allons écrire la relation (IV.1)

sous la forme équivalente:
N

n(M) =TT { ! J: SN, (M),

",

v(M) =[1T {" =S NM)v, (v 2)
_ _“’] "
w(M)=[TT" |1 |=Y N,(M)wi
wWh i=l

Les fonctions Ni(M) sont appelées fonctions d’interpolation. Il est important

d’insister sur la signification physique des fonctions d’interpolation.
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Pour une composante le déplacement domnée, la fonction d'interpolation  Nifu)

représente le déplacement dans I'élément dans le cas oit 'on prescrit un déplacement unité

" naeud, les autres dépacementys nodaux étant nuls, soit pour le déplacement suivant x :
(o]
0 , .
UMY = [Ne NN |- T= N (M)
0
0]

[ -2 - SERIES POLYNOMIALES

L’approche la plus smple pour décrire le comportement d’un élément consiste a
approximer son champ de déplacements par des séries de polynomes dont les coefficients
a; sont les coordonées généralissées de l’approx.ima_tion, soit dans le cas d’un probléme
bidimensionnel, pour chaque composante de déplacement:

u(x,y) =3 aix’ y*

Ceci pefmet d’écrire I'approximation sous la forme matricielle

[u(x,¥)] = [¢m(x.¥)] [a]

avec m degré du polynéme.

It est utile d’utiliser le triangle de Pascal pour mettre en évidence le nombre de
termes présents dans ce type d’approximation.

Le nombre total de coordonnées généralisées de I’approximation doit étre

geénéralement égal au nombre total de déplacements nodaux de I’'émément.
[—- 3 — OBTENTION DIRECTFE, DES FONCTIONS D’ INTERPOLATION

La description des champs de déplacement sous forme d’approximation par des
séries de polyndmes a un intérét certain. Cependant, cette approche souléve des difficultés
numérique pour le calcul des caractéristiques élémentaires d&s que 1’on dépasse un certain
degre de complexité. Il est dofic"souvent préférable de construire directement les matrices

d’interpolation en utilisant les techniques d’interpolation.

INTERPOIATION PAR POLYNOMES DE LAGRANGE

Consideérons une fonction u(x) prescrite en (m +1) différents nceuds équidistants

d’un segment a - b. Soient u; , les valeurs prescrites de la fonction aux nceuds :

m=ulx;),i=1. m+l
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Cherchons a interpoler la fonction u(x) par un polyndme de degré n sous la forme :
u(x) =2 Ni{x)u; = NTq
Les polyndmes d’interpolation appelés polynome de Lagrange sont définis dans le

cas unidimensionne! par I'expression:

il

I1 " (x—x,)

mil .
Iy (x,—x;)

TrEly T

Ni(x) = (V. 3)

Pour déterminer les fonctions d’interpolation, il est souvent intéressant d’utiliser. a
la place du systéme de coordonnées physiques , un systéme de coordonnées naturelles ou
intrinséques. Ceci permet de définir une transformation du domaine physique de I’élément
en un domaine géométrique simple sans dimensions. Les coordonnées naturelles prenants
les valeurs 1 ou 0 (ou —1) ou aux neeuds ou aux interfaces. Un exemple de coordonnées

naturelies pour les probléme & une dimension est défini dans la figure ci dessous. On a:

Y
1 ol 7t X Sl ral

X X3 r = 1 aunceud 2
r =-launcud i

-1 0 +1 r
la relation entre le systéme de coordonnées naturelles et le systéme de coordonnées

physiques est la suivante:

2
x = Y (l-r)xg+ % (1 +r)x; = Z hi x; (1vV.4)

i=l1

avec. i ='%(1-r ; hy="%(+1)

les fonctions de h; peuvent étre considérées comme des fonctions d’interpolation de

la géometrie, triviales dans le cas présent.

Exprimons maintenant les fonctions d’interpolation N; des déplacements de la barre &

champ linéaire en fonction de r. On trouve immédiatement:
2
u(r) = ZN;‘(.")";‘
i=1

avec

Ni(r)y=%(i-r) ; Na(r)=(Q+r)/2 (IV .5)

Ainsi, dans ce cas présent, les fonctions d’interpolation de Ia géométrie et des

deplacements de 1"élément sont identiques, cet élément est dit isoparamétrigue.  Cet
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exemple de coordonnées naturelles peut étre aisément généralisé aux problémes
bidimensionnels pour déterminer les fonctions d’interpolation des quadrilatéres. Pour les
éléments triangulaires on utilise un autre systéme de coordonnées intrinséques ; les
coordonnées barycentriques ou coordonnées d’aire.

INTERPOLATION PAR POLYNOMES DD "HIERMITE

Dans les problémes de flexion ou il est nécessaire de satisfaire la continuité ¢' des

déplacements aux interfaces, il est nécessaire d’introduire les dérivées premiéres des
déplacements comme d.dl aux nceuds. Dans ce cas, I'interpolation par polynémes
d’Hermite permet facilement la description du champ des déplacement. Considérons un
segment (1-2) de longueur L et utilisons la coordonnées de dimension € = x/L. Cherchons &
interpoler la fonction v(e ) par des polyndmes d’extrémité sur v et ses dérivées qu’a

I"ordre m-1, soient:

v(E=0)=w viE=1) =v
PES0 v V-
\;111—1(&: 0) = vlm--l vm:l(é: I) = "'; -1

la fonction cherchée est définie par 2m fonction d’interpolation soit par I’éxpression:

- : 0 -t ‘ 0 : -1
V(E.a) _N! vyt NZ ¥, + Nm "1”’ + Nmﬂ V2+Nm+2 "'z +---~N2m V;'

les 2m coefficients d'interpolation sont des polynémes de degré 2m - | appelés
polyndémes d’Hermite, soient;

NiE) =ai+ta &+ .. ... am &

des conditions d’extrémité.

1= COORDONNEES INTRINSEQUES

Les coordonnées intrinséques (ou coordonnées naturelles ) permettent de définir une
transformation du domaine physique de I’élément en un domaine géométrique simple sans
dimension dans lequel on peut construire plus aisément les fonctions d’interpolation. On

iltustre le calcul des ccordonnées intrinséques par ’exemple des quadrilatérales qui vient .
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II - 1 —~ COORDONNEES INTRINSEQUES POUR LES QUADRILATERES

Pour les quadrilatéres on peut définir un systéme de coordonnées intrinséques (r, s)
telles que sur les interfaces des éléments on ait :

r=x1 ou s==%1 7
tout point de I'élément peut étre repéré de fagon unique pour le couple (r, s). On aura en
particulier pour les quatre nceuds principaux :

Noeud 1 : (-1,-1)
Neeud 2 : (1,-1)
Neeud 3 ;. (1,-1)
Neeud4 : (-1, 1)

A
(-1.1) 4 S 3(1,1) A
4 5 : 3
» . >
(-1,-1) 1 2(1,-1)

R : Figure 1V.1 : Coordonnées intrinségues pour le quadrilatére

Le systéme de coordonnées intrinséques ainsi défini peut étre facillement obtenu par
extention du systéme de coordonnées intrinséques défini précédemment pour la batre .

La relation entre coordonnées intrinséques et physique s’écrit ici :

4

x= > Ni(r,s) x

i=1

IV . 6)
y= 2. Ni(n9)y

Les fonctions d’interpolation géométrique de ce cas se déduisent des relations
(TV .5) établies dans le cas unidimensionnel, ¢’est 2 dire :

h{D=%{-n h{)=%1+1)

hy(s)=%(1-s) hy{(s)= {1+ 5)

Compte tenu de la position des nceuds du quadrilatere, on en déduit :

N;(r, s) = hi(r). hi(s) = Va (1-r )(1-s)

Nafr, ) = ha(r). hi{s) =" (1-r )(1-s)

35



Chapitre 417

Na(r, s) = hy(r). ha(s) = Va (1-r )(1-s)
Na(r. 5) = hi{r). ho(s) = %4 (1-r X 1-5)

Notons que le systéme de coordonnées intrinséques peut étre étendu aux éléments de
types triangles ou tétraédres dans le cas de problémes bidimensionnels et tridimensionnels

respectivement.

H1 - ELEMENTS ISOPARAMETRIQUES

111 - 1 — PRINCIPES ET PROPRIETES

Nous avons vu précédemment que [’utilisation de coordonnées intrinséques
permettait de définir une transformation entre le domaine physique de I'élément et un
domaine simple sans dimensions et pour lequel il est aisé de construiré les fonctions

d’interpolation des déplacements.

Dans le cas du quadrilatére considéré précédemment, les cotes étaient rectilignes ou
en d’autres termes le domaine géométrique des éléments était défini par interpolation
linéaire des coordonnées des nceuds principaux. Cependant, on peut également imaginer
des éléments & cotés courbes dont le domaine géométrique serait défini par des
iﬁterpolations quadratiques ou cubiques des positions des nceuds (ce qui nécessiterait la

définition de noeuds additionnels d’interface).

Ainsi, dewx types d'ieipolation interviemment dans la construction d'un élément

Jni : interpolation géométrique et 'interpolation des déplacements.

DEFINITION
Un ¢lément fini est dit isoparamétrique quant il est basé sur des interpolations
identiques pour sa géométrie et son champ de déplacement. On peut donc écrire pour tel

€lement les relations d’interpolation sous la forme suivante -

X = iN,. (r,s)x,
i=l

T

y=2.N ("""‘)Y; y

=1

i N (r.s)u.
i=1

H

-

. (Interpolation géométrique)

3

i

f (interpolation des déplacements)

1
N, (1‘,3) v,

i=!

Vo=
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Quant Pinterpolation géométrique est de degré inférieur a celui de I’interpolation des
déplacements, I"élément et dit sous-paraméirique. Citons parmi eux le triangle a 3 nceuds
et le quadrilatere 4 4 nceuds pour lesquels Pinterpolation de la géométrie et des
déplacements est linéaire. On y introduit la notion d’élément paremt c¢’est-a-dire de
domaine adimensionnel simple (par exemple, un carré) qui aprés transformation donne

naissance a I"élément isoparamétrique (Figure [V . 2).

PROPIEYES :
1. CONTINUITE INTER-ELEMENTS
Si les fonctions d’interpolation satisfont les conditions de continuité requises pour
I"élément parent alors ces conditions de continuité sont également satisfaites pour
Félément isoparamétrique. Cette propriété est évidente s’il y a unicité de la transformation

géométriqgue.

+14 v §
8

X
-1
Cordonnées intrinséque coordonnées physique
ELEMENTS PARENTS ELEMENTS ISOPARAMETRIQUE

FIGURE 1V.2: Eléments isoparamétrigues a 2 dimensions

2. COMPLETUDE -
Les états de déformation constante sont correctement représentés dans les éléments

isoparamétriques si la condition suivante est respectée
> Ni=|
I — 2 —- CALCUL DES ELEMENTS ISOPARAMETRIQUES

Avec cette transformation , les nceuds de I’élément de référence correspondent aux

nceuds de | ‘élément réel , et ils sont de méme nombre  On a -

e

X r
yr=3 ; . (av.7
z
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Cette transformation (géométrique) sera dans ce cas la méme que la transformation

(interpolation) nodale N | ainsi ;

X(r.s.) = S N(r,s.0)x,
7=l

y(rs,0= 2N, (r50)y,
i=t

n
z(rs)= D N,(r,5.0z,
i-]
de méme :

u(r,s.t) = z N s, Do,
il

v(rs.) = D N, (r.s.0)v,
i=t

w(r,s.t) = Z N (r,s,}w,

f=1

Dans I'expression de { K] de I’élément réel nous avons besoin des matrices [B] et [C]
et un calcul d’intégrale. Or dans le cas de I’élément isoparamétrique [N] = [N(r,s,t)] donc
[B] sera fonction de (r.s,t) ainsi il est nécessaire de procéder a un changement variables

dans [B]. On peut écrire alors

EARNE,
Sr 55=Y

=g | = (1V .8)
S8 oy

I 7 ‘
a7 ] RIGEM

J étant le Jacobien de la transformation, soit -

rﬁ Sy 8z

or
) ¥
&s
oy

2,
- =
ST
[ S|

|

(Iv. 9)

R
wn

¢
SnCn

N »

|

=] (1IV .10)
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Le changement de variable que I'on a effectué permet de passer de I'intégration sur

I’élément réel 4 une intégration plus simple sur 'élément de référence.

Dans ce cas la matrice de rigidité a pour expression :

K =[B'CBdv= ”f BTC B det.J dr ds dr av .1n

~1=1e

1V - INTEGRATION NUMERIQUE

Le calcul des matrices de rigidité par intégration explicite ne peut étre effectué que
pour les éléments les plus simples. Par ailleurs, I’intégration exacte peut soulever de
sérieuses difficultés pour certains types de problémes. Dans cette éventualité, l'intégration
numérique doit €tre utilisée. Les principales méthodes d’intégration numérique sont la
methode de Newron — Cotes et la_méthode de Gausse — Legendre. La méthode de Gauss
demande moins de points d'intégration que la méthode de Newton — Cotes a précision
egale. C'est pour cette raison que les méthodes d’intégration utilisées pour le calcul des
€léments sont généralement basées sur la méthode de Gauss, et c’est pour la méme raison

que notre intérét sera porté sur cette méthode.

IV — 1 — LA METHODE DE GAUSS

41
Soit a intégrer I= _[ F(rydr
-1

Le calcul de cette intégrale peut étre effectué en utilisant la méthode de Gauss.
Dans cette méthode, on ne se donne pas a priori la
position des points d’intégration mais on ‘f(r)
détermine cette position de facon a minimiser 0
I"erreur.  Ainsi, dans le cas de n points

d’intégration, nous avons n  inconnues ] 2

suppiémentaires : les positions des points - '
PP P ’ a0 |wBl v

d’intégration (r;) qui sont déterminées par des

conditions de minimum de Perreur. figure IV.3 . méthode de Gauss

Ainsi, on peut définir un polynéme de degré (2n-1) satisfaisant 2n conditions, d’une
part le respect des valeurs de la fonction aux points d intégration fri) et d’autre part, les

conditions de minimum de I’erreur en fonction de la position des points d’intégration. Dans
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ce cas, 'erreur produite par cette méthode est de I'ordre 0 (Ar)™, elle permet d'intégrer de
fagon exacte un polynéme de degré 2n-1. L’intégrale peut alors étre évaluée en utilisant la
formule d’intégration habituelle
a1 n
1=[ 1y =3 W, 167) (IV. 12)
B i=|

Considérons a titre d’exemple le cas n = 2. Le polynome de degré 3 a intégrer peut

L 3
s écrire f(ry=a +ayr+azr? +a,r

L’intégration exacte de cette fonction conduit au résultat suivant :
41
1= j_f(r)d;-:za, +2/3 a,
-
Si on utilise deux points d’intégration (r;’ = +R , r, = -R) on cherche a calculer
Pintégrale en utilisant la formule d intégration :

Iavprox = wr(-R) +we (+R) = 2 w (a; + a3 R?)

D’ou I'expression de 'erreur : e=1-larprox = 2a) (1-w) + 2 a3 (1/3 — w R?)

on voit alors que Ferreur s’annule quelles que soient les valeurs de a; et ay si les
conditions suivantes sont respectées -

T-w=0_1/3-wR2=0

d’ou

1
w=letR=+t — = £057735....

V3

ce raisonnement simple n’est pas utilisable dans le cas général. Cependant, la
l solution peut étre obtenue de fagon explicite en utilisant les polynémes de Legendre d’on
le nom de la méthode de Gauss — Legendre souvent donné a cette méthode. La position des

points d’intégration et les coefficients de pondération sont récapitulés dans le tableau IV.1.

o Cas hidimensionnels :

En ce qui concerne les quadrilatéres, on peut utiliser des méthodes d’intégrations
numeriques déduites directement de la méthode de Gauss dans le cas unidimensionnel. On
: a vu, en effet, que le calcul de la matrice de rigidité en cordonnées intrinséques pouvait se

formuler sous la forme suivante -
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K= T]jlf(r,s) dr ds (1v.13)

-1 -1
avec : F(r.s) = B'CB, detJ
si I’on intégre tout d’abord par rapport a r et ensuite par rapport a s en utilisant les

formules de quadrature de Gauss dans le cas unidimensionnel (cf. Eq. TV.12) il vient -

K = ZZ W, F(f',-w"_,-) (IvV.14)
i

o (Cas tridimensionnels

L’extension de la méthode de Gauss aux problémes tridimensionnels est évidente.

On obtient factlement dans ce cas -

41+t41
K=[[frosndrdsd=3ww w, F@.s, 1) : (v.15)
1 .

_1-1-1 i, fk

‘J.f(r) dr = ZH:WJ' 1)

ri

Wi

0.00000 00000 000000

+0.57735 02691 89626

+0.77459 02691 89626
0.00000 00000 000000

+0.86113 63115 94053
+0.33998 10435 84856

+0.90617 98459 38664

+0.53846 93101 05683
0.00000 00000 000000

*+0.93246 95142 03152
+0.66120 93864 66265
+0.23861 91860 83197

2.00000 00000 00000
1.60000 00000 00000

0.55555 55555 55556
0.838888 88888 88889

0.34785 48451 37454
0.65214 51548 62546

0.23692 68850 56189
0.47862 86704 99366
0.56888 38888 88889

0.17132 44923 79170
0.36076 15730 48139
0.46791 39345 72691

Tableau IV .1 : points d’intégration ef coefficient de pondération dans la méthode de

Ganss
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1V -2 — CHOIX DE L’ORDRE DE L’ INFEGRATION

St Von choisit un ordre d’intégration suffisamment élevé, on peut souvent calculer
les matrices de rigidité de fagon exacte ; on a vu ., en effet que la méthode a4 m points
permettait d’intégrer de fagon exacte les polyndmes de degré 2m-1. Ainsi, dans certains
cas, il existe un ordre maximal d’intégration correspondant a I’intégration exacte des
matrices de rigidité. 1l suffit pour le déterminer de considérer le degré maximum des

polyndmes intervenarnt dans la matrice F (c¢f, Eq. 1V.13).

It 'y a par ailleurs pour chaque type d’élément un ordre d’intégration minimale
nécessaire pour assurer Ja convergence. On peut, en effet montrer que la convergence des
¢léments calculés par intégration numérique est satisfaisante si I"ordre d’intégration est
suffisant pour calculer de fagon exacte le volume de I'élément. En effet, au fur et a mesure
que I'on resserre un maillage d’éléments, on se rapproche pour chacun d’entre eux a I'état
de déformation constante, comme par ailleurs le calcul de la matrice de rigidité fait
intervenir 'intégrale du potentiel de déformation on peut donc pouvoir calculer
exactement :

#1741

J‘{;T(T‘{; dv = ;”[C.‘ "“'] e det.] dr ds

v 1-1

et donc de fagon exacte e volume de I’élément. 11 suffit donc pour évaluer "ordre

minimum dintégration numérique d’étudier le produit (¢ x det J ).

B
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Chapitre V

TECHNIQUE DE CALCUL AU NIVEAU GLOBAL

Ce chapitre est consacré aux techniques d'analyse globale basées sur.1a méthode des
déplacements et qu'il faut considérer comme des extensions de la méthode matricielle a
déplacements inconnus exposée au § 11 dans le cas d'éléments simples. Nous Supposerons
que les caractéristiques des différents éléments constituant le modéle de la structure ont été
- préalablement calculées. Ce chapitre montre comment ces caractéristiques élémentaires (K°
, F pour J'¢lément e) sont utilisées pour la résolution du probléme d'analyse statique par la
méthode des déplacements. On y exposera en particulier la méthode d’assemblage, la prise

en compte de conditions sur les déplacements, Ia résolution du systéme linéaire.

1 - ASSEMBLAGE

La phase d’assemblage consiste a4 construire les matrices K et F de La Structure
compléte & partir des matrices caractéristiques des différents éléments K°, F° préalablement
calculées. Nous allons exposer ici la méthode d'assemblage dans un cadre général en

utilisant I'approche énergétique, ainsi que la régle pratique d'assemblage

1-1-APPROCHE ENERGETIQUE
Soit V® I'énergie potentielle totale de I'élément e :
V=14 " K ¢ - F (V.1

Si les eléments ont la compatibilité requise, I'énergie potentielle totale de la structure peut

étre obtenue par sommation des énergies potentielles totale élémentaires, soit

V=3 V= 3 {V}={%q K ¢ -F) (V.2)

éléments Héments

Soit q le vecteur des déplacements nodaux de la structure :

x



avec : ; sous - vecteur des déplacements au nceud i,

La compatibilité des déplacements nodaux de la structure est obtenue en écrivant

pour chaque élément une relation matricielle du type :

4= P xq (v 3)
(n, <1} =(n, x N) o« (N x1) '

avec : B° matrice de localisation ou de connectivité géométrique, de 1'élément e
n. nombre de d.d.l.
N nombre de d.d.| de 1a structure.
Chaque relation (V.3) permet de repérer ou de localiser les d.d.]. de chaque élément

dans l'ensemble des d.d.1. de la structure.

En utilisant les relations (V .2) et {(V .3), on peut écrire :

Vo= > % [ql" B1T K [a] - [q)"[F)

D’ou :
Ve = % [q1' [K][q] - [q]"[F] (V.4

avec |
K] = > 7" [K7] [BT" (V.5)

éléments

K] étant la matrice de rigidité de la structure compléte

et I L = 25-4BT [F] (V.6)

éléments

[F] étant le vecteur des forces équivalentes

On peut alors écrire les conditions d’extremum de 1' énergie potentielle totale V par
rapport au vecteur q :
VoV = [K][q]- [F] =0
Ces conditions d'extremum sont en fait les équations d'équilibre des nceuds de la structure et

constituent un systén.e linéaire symétrique. -
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Chapitre Voo JIX

1 -2- REGLE PRATIOUE D'ASSEMBLAGE
On peut déduire des considérations énergétiques précédentes ainsi que de la

présentation du chapitre Il la régle pratique suivante :

L assemblage de la matrice de rigidité d'une structure s ‘effectue en 1. additionnant
bloc a bloc les sous -- matrices de rigidité nodale de chaque élémemt, les indices de ligne et

colonne correspondant a la numération des neuds de cet élément.

Cette régle est illustrée an Figure V.1 ou on y montre I'assemblage d’un triangle n° 8
(5-6-9),

L'assemblage des forces

1 4 7
équivalantes s'effectue de fagon
L an ¢
similaire. (1 )(6) ns
I faut remarquer que 2 8/-_’
@) 7 () @)
I'assemblage tel qu'il vient d’étre @ ® 6 9
décrit est un assemblage par blocs, —
3 6 9

neeud par noeud. i
Figure V .1 : régle pratique d’assemblage

Ce type d'assemblage n'est utilisable que si I'on affecte le méme nombre de d.dl a
chaque nceud (par exemple 6 d.d.l. pour les problémes généraux avec flexion). Dans ce cas,
le systeme de gestion des d.d.|l. est simple, mais cette option de base entraine soit une
limitation quant a la formulation des éléments <pas de dérivées secondes ou d'ordre plus
élevé dans les d.d .1, pas de nceuds d'interface avec w pour les plaques), soit une certaine
inefficacité numérique si tous les nceuds sont affectés du nombre maximal de d.d.1. Ce choix
constitue une option de base pour 1'architecture des logiciels d'analy-.. de structures. Si l'on
admet au contraire un nombre de d.d.l. variable selon les noeuds, aloré la gestion des d.d.1.

devient complexe et 1'assemblage s’effectue terme a terme, d.d.l. par d.d.l.

II - PRISE EN COMPTE DES CONDITONS SUR LES DEPLACEMENTS

A —————

Il existe deux types de conditions sur les déplacements nodaux dont la prise en
compte nécessite des traitements différents :
- les relations de dépendance linéaire entre d.d 1.,

- les relations de déplacement imposé et en particulier la conditions d'appui.
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11 -1 - RELATIONS DE DEPENDANCE LINEAIRE

Il existe de nombreuses situations dans la résolution de problémes pratiques qui
nécessitent la prise en compte de relations de dépendance linéaire entre les déplacements
nodaux. Ces relations peuvent étre écrites sous la forme générale ci-aprés :

Aeq=0 vV.n

A étant une matrice (m x N) de coefficients, avec n nombre de relations
supplémentaires, et

N : nombre total de d.d.1.

Effectuons une partition convenable des degrés de liberté en deux sous-ensembles le

sous - ensemble des déplacements dépendants g, et le sous-ensemble des déplacements,

KK I
q — qm K — ’”flﬂ mn F — m (V .8)
X’ M - Kmfr‘*‘ “Kmr' s F:r T T

La relation matricielle (V. 8) peut se développer sous la forme suivante :

indépendants q.. On aura :

[ Ame Amn | {""’] =0 - (V.9)
G»
D'ou la relation entre déplacements dépendants et indépendants :
dm = Gun G ‘ (V.10)
avec Gon = - A2 Amn qn (V.11

1 est évidant que la prise en compte de ces relations de dépendance linéaire
(V .9) ou (V .11} diminue le rang de la matrice de rigidité et nécessite un traitement

numérique adéquat.

I1-2 — DEPLACEMENTS IMPOSES

La prise en compte des conditions de déplacements imposés a  été exposée au
§ I1 . Nous rappellerons briévement le principe. Supposons avoir effectué Félimination des
d.d.l. dépendants. Il reste avent la résolution de prendre en compte les conditions d'appui et

de déplacements imposés. Pour cela, effectuons la partition suivante des d.d.I. indépendants:

@ - [q ,,] déplacements prescrits (connus)

q, déplacements restants (inconnus)

F Forces correspondant aux déplacements imposés
-]

F Forces appliquées aux d.d.t. restants
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=] m o V.12
fom ] v.12)

ip

La systéme des équations d’équilibre s'écrit sous forme développée :
KopGp + Kpt g1 = Fp (V.13)
F (V .14)

i

Kip Gp + Ki q

D'ou d'apres (V .20) le systeme linéaire final a résoudre :
Kiyq=F - Ky qp {(V .15)

Les équations (V. 13) permettent de calculer les réactions d'appui.
I - RESOLUTION DES SYSTEMES LINEAIRES

La suite de ce chapitre est consacrée a la résolution du systeme d’équations
d’équilibre : Kq = F? i=1... . N,

avec N, nombre de cas de charge.

Nous considérons que P'on a préalablement éliminé les d.d.l. dépendants et pris en

. ——

——

cdmpte les conditions de déplacements imposés. Le systéme des équations d'équilibre sera
donc généralement défini positif. Un caractére semi — dé_fi-ni_-;.)ositif correspondrait soiijgfﬂ
I’existence de modes rigides, soit a la prise en compte de relations de dépendance linéaire.
Les méthodes numériques doivent permettre la résolution la plus économique possible avec
_de nombreux cas de charge. enfin, mentionnons que l'importance de la résolution des sys-
témes linéaires dépasse le cadre de I'analyse statique. En effet, la résolution de problémes
dynamiques ou non- linéaires peut se ramener a une succession de résolutions de systemes

linéaires.

HI -1 — CLASSIFICATION DES METHODES DE RESOLUTIONS
Les méthodes de résolution an analyse statique peuvent se classer en

Meéthodes itératives :

- méthode de Gauss — Seidel |
- méthodes de relaxation ,
- minimisation de I' énergie potentielle totale par la méthode des gradients conjugu'és.

Meéthodes directes :

- méthode d"¢limination de Gauss et ses variantes,

- méthode de factorisation de Cholesky,
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Chapitre Voo

Les qualités requises pour une méthode de résolution utilisée dans un logiciel

d'analyse des structures sont les suivantes : S Jp—

. Performances :  ces méthodes doivent conduire a un coiit minimal pour une
précision donnée en utilisant au mieux les ressources {(mémoire centrale, périphériques, ...)
de l'ordinateur. Notons qu'il est trés important de pouvoir connaitre & l'avance le nombre
d'opérations arithmétiques nécessaires pour {a résolution d'un systéme.

. Fiabilité : ces méthodes doivent permettre la détection des singularités ou de
Situations de mauvais conditionnement. 1l est en outre souhaitable qu'elles permettent une

évaluation de la précision obtenue sur la solution.

Certaines méthodes mentionnées précédemment peuvent étre trés performantes pour
des classes Spécifiques de problémes mais présentent des performances médiocres dans
d'autre cas. Ces méthodes ne sont généralement pas utilisées en analyse de structures od I'on
peut avoir & résoudre une grande variété de problémes (maillages 1D, 2D, 3D). L.a méthode
utitisée ne doit donc pas étre optimisée pour un type spécifique de problémes mais plutdt
avoir les meilleures qualités de performances et de fiabilité pour une vaste gamme

d'applications.

Les méthodes itératives peuvent pour certains types de problémes, présenter
d'excellentes propriétés de convergence. Cependant, il n'en est pas ainsi pour la grande
variété des problémes que l'on peut étre amené & résoudre en analyse des structures et pour
certains problémes il est pratiquement impossible de prévoir le nombre d'opérations
nécessaires pour obtenir une précision donnée. Pour ces raisons, ces méthodes ne sont
pratiquement pas utilisées dans les logiciels d’analyse des structures. L'inconvénient majeur
de ces méthodes réside dans leurs performances moindres par rapport aux méthodes directes
de résolution bien adaptées et leur relative inaptitude a traiter des problémes avec des cas de

charges multiples.

Les méthodes directes de résolution en analyse Statique sont basées soit sur

Falgorithme d’élimination de Gauss ou sur I'algorithme de factorisations de Cholesky.

Ces méthodes ont en commun une excellente fiabilité ; elles permettent en particulier
la détection des singularités. Par ailleurs, elles sont particuliérement bien adaptées a la

résolution de problémes avec des cas de charge multiples.

Enfin, leur implantation dans les logiciels d'analyse de structures peut étre adaptée aux

problémes traités <prise en compte du peuplement faible des matrices de rigidité) en
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utilisant des techniques particuliéres de manipulation des grandes matrices.

IT1 -2 - METHODE D'APPROXIMATION DE GAUSS
Etant donner la symétrie de La matrice de rigidité, il n'est pas nécessaire
d’utiliser la technique de pivotement. Dans ce cas, les opérations d'élimination successives

effectuées pour triangulariser K peuvent se mettre sous la forme matricielle suivante :

L L LK = U (V .16)

"

ou U est Ia matrice triangulaire finale, n 'ordre du systéme et,

- (p)
1
10
-1
Ly = o
0 -/,,, O
[ —]"'-P IJ
K
avec : / = r.r (V.17

rri.p m
KFF
et, K" terme général (pour i et j = p) de la matrice K en cours de triangularisation

aprés p-1 éliminations.

- -

) (1)
K\ K,
K Kb
Onapourp>1: K?P=01" II;K = e o (V.18)
< K{p) kel
LR -
0 : :
K(.!J) K(P)
i AT, o]
Les termes K Lﬁ) sont appelés pivots.
L’élimination de la ligne p s'effectue en appliquant la transformation :
K#D=pg® (V.19)
D'ou I'expression suivante (valable pourietj > p):
Y p
K
(P1) _ g (P (P g N0 gt
K,/ =K" -1, K=K’ 'KTm“K:; (V.20)
e '

Définissons K comme la sous-matrice carrée constituée par fes (n - p+1) derniéres

lignes et colonnes de la matrice K™, On vérifie aisément que les opérations d'élimination
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sans pivotement conservent la symétrie des sous - matrices K™ a cause de la Symétrie
initiale de K.

On obtient donc d'aprés (V . 16) : K=LiLs..........L,, U

don K=LU avec L =LjL,. .. Lna

[ 1 0 ]
1
L - 131 '{32 et
Hln t ’HZ 'ln_ n-1 IJ
[ ) Ko
K oo K@
U= K K = K™
Ko K
K(nﬁl)
De plus, on peut noter que la matrice triangulaire supérieure U peut s'exprimer
sous [a forme :
U=DU (V 21)

avec [/ matrice triangulaire supérieure.
ity

FKII

K(Z}

. 22

et D= U; = matrice diagonale des pivots

K(n—l)

n

On montre facilement d'aprés la symétrie de K et compte tenu du caractére unique de

la décomposition que 'on a U=1L"
D'ot : K=LDL" (V.22)

La résolution du systéme des équations d'équilibre par la méthode de Gauss peut

s'organiser suivent les trois étapes suivantes :
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1~ décomposition de k : K=LU=LDL'
2 - Résolution du systéme triangulaire en descendant :
LY=F (V.23)
3 - Résolution du systéme triangulaire en remontant ;
Ug=Y ou (V .24}
L'q=D'Y : (V .25)

L'efficacité numérique des méthodes directes (Gauss ~ Cholesky) dépend de leur
implantation et de la gestion des données mise en ccuvre pour exploiter au mieux les
propriétés des matrices de figidité. En effet, le méthode de Gauss peut étre facilement
adaptée au cas des matrices symétriques compte tenu du fait que les sous - matrices K™
restent symétriques en cours d’élimination. 1f suffit donc de mémoriser la palltie triangulaire
supérieure de K, par exemple, et les vecteurs force F que Pon modifiera pendant la phase

d’élimination pour obtenir respectivement la triangulaire supérieure U et les vecteurs Y.
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Chapitre V1..... S __DIVERS TYPES I'ELEMENTS.

Chapitre V1

DIVERS TYPES D’ELEMENTS

Dans les chapitres précédents, nous avons détaillé la technique d’approximation par
¢lements finis. Nous avons introduit en particulier -les notions d’éléments et de fonction
d’interpolation. Dans ce chapitre nous présenterons les fonctions d’interpolations de divers
¢léments couramment utilisés dans la pratique. Un type d’éléments est souvent défini par :

- Sa forme, par exemple triangulaire

-~ Les coordonnées de ses nceuds géométriques
- Son nombre de degré de liberté

—~ La définition de ses variables nodales

- La base polynomiale d’approximation

C’est a partir des informations précédentes que nous pouvons formuler un élément.
Dans ce qui suit nous traiterons les €léments usuels que sont ; barre, poutre, plaque, corps
solide a trois dimensions. Dans le choix de I’étude de ces éléments, nous avens pris le soin de -
toucher a plusieurs variante géométrique. En effet ; les éléments barre et poutre sont des
¢léments a une dimension, les éléments plaque et axisymétrique sont des éléments a deux

dimensions, les éléments tétraédre et hexaédre sont a trois dimensions.

Nous signalons enfin, que tous les éléments ainsi que tous les cas de figure qui seront
formulés ultérieurement ont été considérés lors de I’élaboration du programme ADSMEEF qui

sera exposé au chapitre VI
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I - ELEMENT BARRE

1-1 - Equatien de rigidité de la barre dans le repére local

Considérons un élément barre de longueur L, de module d’élasticité E et de section A .
Les deux extrémités de cet élément représentent les points nodaux et sont notées 1 ‘et 2
respectivement (fig. VI.1). Cet élément est soumis a deux forces X, et X, agissant dans la
direction x aux points nodaux let 2, respectivement. A ces forces correspondent deux
déplacements u; et uy. Ces deux déplacements sont souvent appelés degré de liberté. 1l y a au

total deux degrés de liberté pour cet élément.

X1,y o - > x

p X L
< >

&3
=
(]

Figure .VL 1. barre dans le repére local

11 est nécessaire de déterminer deux équations pour relier les deux forces X; et X, avec
les déplacements u, et u; . Cette détermination peut étre faite soit par I'approche énergétique
soit par I'approche équilibre. La premiére approche est plus puissante et plus générale en
particulier pour les types d'éléments compliqués. L'approche équilibre est simple et
physiquement claire, mais elle n'est efficace que pour les cas d'éléments simples. Pour cette
raison, nous opterons pour l'approche énergétique. Afin d'utiliser cette approche, il est

nécessaire, en premier lieu, de définir le fonction de déplacement de cet élément.

I-1—"1 - Fonction de déplacement et fonction de forme
Pour I'élément barre, le déplacement axial u(x) distant de x par rapport au point nodal 1
peut étre représenté par une fonction linéaire du type:

u(x) =a; +a; x ' (VI. 1)~
avec aj et a;, deux constantes a déterminer a partir des conditions aux limites aux points

nodaux

a x=20 | ux) =u(0) =u =a
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a x =1L ux) =ul) =uy=a; +a; Lex—o az =uz~—(1;')

En introduisant les résultats de a, et a; dans I'équation (VI.1) et aprés arrangement de cette

€quation, la forme finale de la fonction déplacement sera:

u(‘c):ﬂ(‘() u + f5(x) uy {VI .237

X

Avec fy(x)=1 ]i et f(x) = (VI 2b)

_ou fi(x} et f {(x) décrivent la distribution des déplacements associés aux degrés de liberté u;

et uy, respectivement.

I~ 1 ~ 2 — Equations de rigidité par la méthode énergétique
Dans le cas de contrainte uniaxiale , la déformation est définie comme suit:

. u{x+Ax)y-nu(x) Jn
£ =lim ==

V1.3
Ax0 Ax a X ( )

ou Ax est une longueur infinitésimale. Dans le cas présent, la déformation peut étre obtenue
en injectant I'équation (VI. 2a) dans I’'équation (V1.3):
e=f(xyu, + f](x) u, (VL 4)

. la tension dans la barre est exprimée comme suit

cu
S=0cA=FEeA=FEA — (V1.5)
ax

L’expression de I'énergie de déformation dans le cas d’une barre est donnée par :

L .
Sty .
U:;!.ZEA : (VI .6)

avec : S : force axiale
E : module d’élasticité
A : aire de la section

en injectant I’équation (V1 .5) dans I’équation (VI .6) on aboutit 4

L L
S%de  FA
U=l =7 [ s e (V1.7)

en appliquant le théoréme de Castigliano, on aboutit a
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517 ok I I
X, = 2_ = (gﬂ‘f, 7 dx}:] +(I_aA£f, FA dx]uz

i,

(_}U ) L . , - L . .
Xo= == | BA[f, £, dx |u +| EA[ 75 £, d |u,
0 0

o,

: ‘o . X1 [ Ko Ky lfw
ou bien sous forme matricielle : [-Xﬂ = [Km K, ”‘2 (VI .8a)
ou symboliquemeﬁt - [X]1=[K1[u] (VI .8b)

ou [K] est dite matrice de rigidité . dans laquelle les coefficients de rigidité sont définis tel

que: Ki=EA [//(0)//(x) dx (V1.9)

de I’équation (V1.9), on voit que Kj; = Kj;, ce qui signifie que la matrice [K} est symétrique.
Pour définir Ia matrice [K] d’une maniére explicite, il suffit d’introduire les fonctions de

formes de I’équation (VI .2h) dans ’équation (V1 .9)- Ceci nous donne finalement :

[ﬁ] zliA LI'I —ll] (::'J | (V1.10)

le terme EA / L est la raideur axial de la barre. la barre se comporte comme un ressort avec

une constante de raideur égale A EA /L

¥ -2 - Equation de rigidité d’une barre orientée arbitrairement

On a établi, précédemment, les fonctions de rigidité dans le cas d’un élément barre en
translation horizontale. On se propose dans ce qui suit, d’établir les équations de rigidité dans
le cas général d’une barre orientée arbitrairement dans un plan. Pour arriver a cette fin, nous
pouvons utiliser I'approche énergétique combinée avec la méthode de transformation des
coordonnées, la méthode de transformation de coordonnés seule ou bien la méthode de
I"équilibre. Etant donner que la matrice de rigidité de la barre dans le plan a été calculée ci —
dessus, il suffit d’opérer une transformation de coordonnées de la barre du repére locale au
repére global pour aboutir 4 I’expression de la rigidité de 1a barre dans le repere global. Ce

calcul est illustré ci — aprés.

35



Un élément barre orienté arbitrairement d’un angle ¢ par rapport I’axe x est représenté
dans la (fig .V1 .2). Dans le repére global, chague nceud est soumis & une force horizontale X
et une force verticale Y. a chaque efforts correspondent deux déplacements, 1’un horizontal u,

et I'autre vertical v. Chaque élément pressente quatre degrés de liberté: uy , uz, vi, v3

Y22 - .

4|

-3
v
P

Xl - "2 Y].V}

de la figure (V1.2) nous déduisons les déplacements locaux u et u, en fonction des

déplacements globaux uy, vy, us, et v, .

Pour le nceud 1, #, =u; cosd + v; sind ' (VI.11a)

—_

Pour le noeud 2, n, =u, cosd + v; sind (VI .11b)

pav]

si nous employons les symboles A = cosd et i1 = sind, les equations (VI.11a) et (VL.11b)

s’écrions sous la forme matricielle suivante -

£ A u 0 Oflvw
[”2)—[0 0 A ﬂ:] ."12 (VI .12)
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en utilisant fa relation entre I"énergie de déformation et le travail qui énonce que 1"énergie de
déformation est égale a la moitié du travail effectué , autrement dit elle est égale a ta moitié de
la résultante du produit des forces nodales par les déplacements correspondant ;
X, Y (u
U='/2(X|U|+X2llz) = % ! T (VI . 13)
X, ) \u,
en introduiront I’équation (VI1.12) et 'équation (VI1.10) dans I’équation (VL.13), nous aurons

A Au - —Au

Aot A =y, (VI 14)

2L M | | =2 —Ap A 4t ||
2 —du =it A ot |\

-~
= -

PPapplication du théoréme Castigliano nous donne , finalement, le systeme [K] [u] = [F] avec

la matrice de rigidité [K] exprimée comme il vient

A A —A8 = Ay

AL FA Ap @t A - ut
K|= — A ; VI .15
[ ] L __Ah ""II‘H /1_ ,‘,12 ( )

—Au =gt Au 4t

1- 3 - Equation de la tension
Si nous connaissons les déplacement aux nceuds de I'élément | les efforts peuvent étre
obtenus directement de I’équation [F] = [K] {u] te! que -

A
X1 = 22 (A ug) + D (v o)

3

Y= ]}—A [Au (uy—uz) + p? (v — va)]

s

avec . X; = X, et Y: = -Y;
st nous employons S pour designer la tension axiale, alors -

LA
S=XzA+Yu= R Au-u)+puy-u)}]

= (constante de raideur) (élongation axiale totale)
ou bien , sous forme matricielle -
LA

g= 22
L

() (VI 16)
2 1
Si la valeur obtenue pour S est négative on dira que la barre est soumise a des efforts de

compression. Dans le cas contraire, on dira que la barre est soumise a des efforts de traction.
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I— 4 — Analyse dynamiqﬁé

1-4-1 - Systéme masse — ressort

L’exemple simple d’un systéme masse — ressort a un degré de liberté est représente en

fig(VI .3). Quand la masse vibre 4 une distance x de sa position initiale, I’équation qui

gouverne son mouvement est de la forme :
kx+mx=0 (VI.17)
ou k est la constante de raideur.

Le terme ‘k x * est la force €lastique du ressort et le terme ‘m x° la force d’inertie de la
masse. La force d’inertie agit toujours dans le sens opposé a la résistance du ressort. En mode
statique I’accélération est nulle, tandis que lIa vitesse est maximale. Inversement, en position
extréme (x = * amplitude), la valeur absolue le I"accélération est maximale alors que la

vitesse est nulle. Notons la pulsation propre du systéme par : @

k

avec = |}— (V1 .18)
m
Iéquation (VI .17) devient : X+0Px=0 (V1.19)
le systéme (VI .19) admet pour solution :
X =Acos(ot)+ Bsin(ot) (VI .20)

les constantes A et B (amplitudes) seront déterminées a partir des conditions initiales.
si le systéme est sujet & une sollicitation extérieure f{t), le systéme sera gouverné par

I’équation suivante :
kx+m x=ft) (VI 21)

dans ce cas on dira que le systéme est forcé.

I"€écriture matricielle de I’équation (VI .21) :
(K] (x) + [m} (x) =(f) (V1.22)
oii [K] est la matrice de rigidité, [m]l a matrice masse, (x) le vecteur des déplacements

nodaux , (x ) le vecteur des accélérations . et () le vecteur des fores appliquées.
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K = constante de raideur

m 1— Position statique

I:l:l_ Elongation

Figure (V1 .3) : Systéme masse —ressort en vibration libre

1-4 -2 - Matrice masse deta-barre
La matrice masse de la barre peut étre établie suivant deux méthodes ; la méthode des

masses consistantes et la méthode des masses concentrées. Nous énongons les principes de

ces deux méthodes.

Meéthode des masses concenirées .

Le principe de cette méthode est de répartir les forces d’inertie de I’élément considéré et
de les concentrées aux deux extrémités de I’élément ; d’ou son appellation ‘méthode des

masses concentrées’ .

Meéthode des masses consistanies :

Cette méthode est basée sur le théoréme de Lagrange. Elle se base sur [’expression des
énergies cinétique et potentielle en fonction des déplacements nodaux. Les fonctions de
déplacements a utiliser sont celles utilisées dans les équations de rigidité. D’ou son

appellation ‘méthode des masses consistantes’.

Malgré son apparence, la méthode des masses concentrées peut étre trés efficace pour

des structures a maillage serré.

Dans ce qui suit, on adoptera la méthode des masses consistantes.

I’énergie potentielle est donnée par la relation ct — apres :

U= EI{{E fof de (V1 .24)

et 'énergie cinétique comme suivant :

59



Chapire V... . e DIVERS TYPES I ELEMENTS

et I’énergie cinétique comme suivant :

I
ek ’
T 5 ;[ 1" (x) } dx (V1.25)
I’équation du mouvement cst déduite a partir du théoréme de Lagrange qui stipule que
darer), v _p (VI .26)
d’ a qi a qr

ot ¢ représente le i degré de liberté,
u(x) la fonction de déplacement établie précédemment par la relation (VI . 2)

F; force nodale.

vu que P’on ne traitera que le cas de vibration libre , les forces nodales n"apparaitrons pas dans
la formulation car elles sont considérées nulies. Le probléme deviendra donc, un probléme
aux valeurs propres.

on développe la relation (VI .26) pour les degrés de liberté u; et u; en introduisant le relation
(VI .2) dans les expressions (VI .24) et (VI .25), ainsi Que les relations (VI .24) et (VI .25)

dans la relation (VI .26), on trouve le systéme suivant :

Xi=[my my:] h.r,l + [l{“ k;z]{::l}
2

u,

L I ‘ .
avec : myy = I £ () fi(x) de et . mp= I S, (x) f,(x) dx
1] Q0
Xa=[my ma] “_r" + [kzr kzz] {::‘}
u, z
L - ' . L . '
avec myy = J. L) fi{x) dx et My = I LH(x) f(x) dx
0 0
d’ou la forme générale suivante de la matrice masse pour une barre dans le repére local :
m, —ijf(x)f(x)dv (V1.27)
s e e e e e e e ‘ I

la relation (VI .27) nous permet de déterminer la matrice masse de la barre de forme suivante -

[M]= p’;] {1 ;J (V1 28)
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1-4 -3 — Matrice masse dans le repére glob:le
Pour déterminer la matrice masse de }'élément barre dans le systéme global de

coordonnées, il suffit d’appliquer la transformation de coordonnées décrite plus haut pour le

cas de la rigidité. J

Cette transformation est régie par la relation suivante :

{(f1=1(TI"[m] {T] {q) (V1.29)
4*] 4%4 2*2 4*4 4%
""""""" avec :
[T] : matrice de passage décrite par I’équation (VI1.12)
[m] : matrice masse dans le repére local (V1.28)

[M] : matrice masse dans le repére global

le développement de I'équation (VI.29) nous donne ’expression de la matrice dans le
repere global explicitement :

200 2t X Au

_PAL [ 2Au 247 Au 4’

6 AL Ap 22 20

Auopt o 2du 200

M] (V1.30)

La formulation qui régie les vibrations axiales — transversales de !a barre, est ainsi
completement établie. 11 suffit d’incorporer la matrice [K] et {M], décrites dans le repére

global, dans I’équation suivante :

[F1={[K]-o*[M}}]q] (V1.31)

REMARQUE :

Pour exprimer les matrices [K] et [M] dans Je plan avec un troisiéme d.d.| (rotation)
pour chaque nceud, il suffit de les augmenter et ceci en ajoutant pour chacune d’elles deux
lignes qui seront positionnées respectivement, en troisiéme et sixieme ligne et

symétriquement pour les deux colonnes incluses.
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Il - ELEMENT POUTRE

11— 1-INTRODUCTION

Un élément poutre a section uniforme est représenté dans la figure (V1.4). Cette élément
est caractérisé par le moment d’inertie T constant le long de la poutre, le module d’élasticité E,
la longueur L. il assure deux degré de liberté par nceuds ; déplacement transversal v et une

rotation 6 (ou 5v/6x). 1a force transversale Y et le moment M correspondent, respectivement,

au degré de liberté v et 6.

y,v
I(l) El (2!) X, U
Mt,elg Mz, 6,
e L |
Yiv Yz, vz

Figure. V1.4 : élément poutre a section uniforme

IT—-2 - FONCTION DE DEPLACEMENT
le comportement de la poutre est décrit par la fonction de déplacement v(x). Cette

fonction doit satisfaire I’équation différentielle d’équilibre pour une poutre :

dtv/ext=0 (VI.32)°

la solution de I’équation (VI. 32) est une fonction polynomiale cubique :

v(x) =ay+ayx+azx2+asx (VI 33)

ou les constantes aj, ay, a3 et a4 sont & déterminer a partir des conditions aux limites sur les
ddl

v=vy et dv/8x =6 pour x =0

v=vy et Ov/8x =6; pour x =L (V1.34)

L’application des conditions de 1'équation (VI.34') conduit a la relation suivante :
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a . L3 01 0 0 v,
aj_11 0 L 0 0 6,
a; PP -3 =207 3 - | v (V1.35)
a, 2 L -2 L |\6 |
ou bien , symboliquement ; {a} ={T] {q} (V1. 353)

apres introduction de l'équation (VI .35) dans I'équation (VI .33) et arrangement du nouveau
systeme, on aboutit a la forme suivante :

wWx) = () v+ () 8+ fi() v, + £(0) 6, (V1.36)
wo (i)

> (VI .37)

Jes fonctions fi(x) données par l'équation (VI1.37) sont dites jfomctions de formes.
Physiquement, chacune des fonctions de forme représente la déflexion de la poutre produite
aprés sollicitation du degré de liberté correspondant, tout en assurant que les autres d.d.] sont
fixes. 1l est tout a fait claire que la fonction déplacement donnée par I'équation (IV.36) peut

étre obtenue par la superposition des variations correspondants aux quatre degrés de liberté.

et v 7 —— Hig . - —

11 - 3 - EQUATIONS DE RIGIDITE
I.’équation de rigidité peut étre élaborée a partir du théoréme de Castigliano :
F; =8U/ 8q; (V1.38)

ou F; la force nodale,
g le déplacement nodal correspondant au d.dl, I'indice est le degré de liberté,
U Pénergie de déformation.

L’énergie de déformation pour I’élément poutre & section uniforme est donnée par :
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L’énergie de déformation pour I’élement poutre a section uniforme est donnée par :

I 20, 2
U=El/2 | (is—‘—J d (VL.39)
S0 x?
a titre d’exemple, on se propose de déterminer les coefficients de la premiére ligne de
la matrice de rigidité. Pour le développent de I'équation (V1.39}, on calcul la dérivée seconde

de la fonction de déplacement v(x) donnée par (VI .36) par rapport a x, puis en substituant

(VI .39) dans (VI .38). e en appliquant le Théoréme de Castigliano pour le degrés de liberté

2l B 2y )2
¥, = ol “—"'E]J‘Q(é‘ vy § [ & .’V de
S ¥ 2 5 NS ) 1»‘P dx°

0

V], NOUS aurons :

= BT [UF v + 15008, + (v, + £ (16,1 £ (x) d

= Kivy + K20y +Ky3vz + Kia 62 (VI .40)
avec |
Lo ' 1,
Ky = E1 £ GO 1 (x)ede Ky = B £ ()£ (x)dx
° " (VI .41)
I 1
Ko = EI OO f(de Ky = EI[ £ () f] (x)ele
[} 44
ou bien, sous forme généralisée :
.
K, = E1{ 1 (x)f] (x)dx (V1 .42)
{

les €léments de la premiére ligne peuvent étre déterminés en appliquant I’équation (V1.42).
Par. méthode similaire a celle ci — dessus, les coefficients de la deuxiéme, troisiéme et
quatriéme ligne peuvent étre déterminés.

La forme générale de 1’équation de rigidité est la suivante :

(12 6 12 6]
2 g 2
v G i G ; ,
Mol _EL T L g (VI .43)
7, Li_12 6 12 6|y, .
2 2
M, é’J / ]‘6 L 8,
22 22y
w r 1
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ou symboliquement. {F} =[K] {q} (VI .43a)

-4 - POUTRE ORIENTEE ARBITRAIREMENT

Dans le cas d’une poutre orientée arbitrairement chaque élément est sujet a une

soflicitation axial, sollicitation "i{Faisversale, et a un moment de flexion. Pour une —

représentation dans un plan chaque dans un plan chaque nceud doit avoir trois degré de

liberté ; deux déplacement ; I’un horizontal u et I’autre vertical v et un angle de rotation 6 .

Un élément poutre dans le plans est représenté par la figure (VI S)oulesd.dlu, v, et®
sont soumis respectivement aux sollicitations X, Y , et M pour chaque nceud. L’élément est
orienté d’un angle ¢.noté dans le sens trigonométrique par rapport a I*axe x du repére global.
Ses propriétés géométriques sont - module d’élasticité E, section A , moment I’ir-1ertie 1, et

Longueur L.

Figure (VL.5) poutre orientée arhitrairement

pour établir la matrice de rigidité de la poutre dans le repére global (6x6), on augmente
la matrice (IV.43) en ajoutant les termes de prise en compte des déplacements horizontaux |

puis on procéde a la transformation de repére ; passage du repére locale eu repére global .

La considération des déplacements suivants I’axe des X se traduit par la relation

suivante
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EA 0 0 EA 00
L. i , L .
(X 0 IZI;J 61';] 0 B 1257 6].':1 /”' N
% 15 1 L L’ v
‘ 6hT A7 6rl 2r7 E
M, ) IR ] O 7 6,
= EA - - EA (V1 44)
X A 0 =0 0 0 "
¥, L . - L . . v,
0 2R -6l 0 1200 6kl -
M, ]-7;- I I I} \:/
0 61?;1 28] 0 B 6[5[ a1
3 i’ L ‘ 17 L]
Ou bien, symboliquement : lfl = [f('_] El (VI 44a)
la petite barre signifie de les matrices sont exprimées dans le repere local. ' -

Apres avoir exprimer la matrice de rigidité avec prise en compte des déplacements

horizontaux , on se propose de I’exprimer dans le repére global,

La transformation du vecteur force du repére local au repére global se fait de la forme

suivante :
5'a _ e A
X_‘\ A w0 0 0 0 X,
f -4 A 0 0 0 0 Y
Ml 1o o 1 0o o olM, V1 45)
X, o o o A u o0i|x, '
¥, 0 0 0 -u a 0]y,
M, L o 0 0 0 0 1 [ |M,]
Ou : X et n sont les cosinus et sinus directeurs définit par :
A =cos ¢ , L= sin¢ (VI .46)
I"équation (1V.45) sous forme symbolique
[} =1 71 (V1.47)

pour realiser la transformation des forces locales en forces globales on écrit *équation (VI1.47)

sous forme inverse :
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F1=11" 7] (VT .48)

il est remarquable que la matrice [T] répond aux critéres d’orthogonalité d’ou :

[ = (17" (V1 .49)
I’équation (VI .48) devient alors :
tF1=(1]" [F] (VI 50)

de la méme maniére, on peut transformer le vecteur déplacement du systéme local au systéme

globale :

lol = 71 1) (V1 51)
la substitution des équations (V1.47) et (V1 .51} dans l’équation (VI .443) nous conduit aux
systéme ci-aprés :

[TIF]=[K)(T](a) (V1 .52)
en utilisant les propriétés de la matrice orthogonale [T], nous obtiendrons le systéme :

[F) =[TT(K1[TI{a] (V1.53)
La quantité : [T]".[E] [T] représente la matrice de rigidité exprimée dans le repére globale.

Finalement, la matrice de rigidité d’une poutre orientée arbitrairement d'un angle ¢ mesuré

suivant le sens trigonométrique par rapport a I’axe x , a la.forme suivante

12
RA? + T I
v 12 12 2 '
Ay (R~ -ﬁ-)).,u Rp* + I A Svmétrigue i
. }'I 6 - P -~ Y
A'fl EI - I_ Fi ]— A 4 g!
L - L, . |
Y2 L _Rras- ]:Ju’ (~R4+ —I—%-M;.r ﬁ,u RA? +-I—2—;.r2 2
1, | 21,‘ I.,;q i L? v
- 2 6 12 12 1
“R Ryt - = -2 - ==
M ( R-: IE ?).;.r R,ul6 R A? T A n K VA g Rirt + 77 A2 &,
» 6 6
-Zu 22 2 il -2 4
L’ 2 : A I} ]
(VI 54)
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Avec :

R : rapport entre I’aire de la section et le moment d’inertie R= A /1

1 - 5 POUTRE SOUS CHARGES REPARTIES

Dans les paragraphes ci-dessus, on a considéré que les forces et les moments appliqués
a la structure sont tous concentrés au point nodaux. Dans le domaine pratique, les forces sont
.. parfois reparties, ce qui nécessite pour raison de calcul, leur transformation en charges

ponctuelies. Pour cela deux méthodes sont a suggérées.

1. FORCLS DU TRAVAIL EQUIVALENT :

Le principe de cettc méthode et de considérer fe travail produit par les forces nodales

concentrées et inconnues est égal au travail produit par les forces reparties connues.
Neanmains cette méthode est favorisante lorsqu’il s’agit de forces distribuées selon une
fonction mathématique.

Le travail effectue par les forces nodales concentrée inconnues est formulé par :

v,

9
W, =% [yi My y: My ] ‘,' (V1.55)
2

92

Le travail effectué par les charges reparties est formulé par :

1k '
W, =~ ! P(x) w(x) dx (V1.56)

avec la fonction de déplacement v(x) défini par ’équation (V1 .36). :

les deux travaux sont supposé égaux. d’ou
'\

("rl’(x) 1 (x)dx

[ o) 1, ()
=" (V1 .57)

[

[Py £yl

3]

T o ox

[

[P() 1, (x)aie
\n /
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Ou bien, sous une forme générale :

F, = j P(x) £.(x) dr (V1.58)

I'indice i représente le numéro dud.d.l.
puisque les forces concentrées correspondantes sont obtenues en se basant sur les fonctions de

forme, cette méthode est appelée « Méthode de la consistante ».

2. FORCES FQUIVALENTES STATIQUEMENT

Le principe de cette méthode est de deviser I’élément considéré en deux parties égales et

d’assigner la premiére partie a la charge équivalente sur le premier nceud et I’autre partie a la
. charge équivalente au deuxiéme nceud. Bien que cette méthode a I'apparence d’étre
imprécise, elle peut étre trés efficace quand elle est appliquée pour une structure fortement

discrétisée c’est ~ a — dire pour une structure composée d'un grand nombre d’¢lément.

IH-6-ELEMENTPOUTRE A SECTION NON UNIFORME
Dans ce paragraphe I’élément poutre a section non uniforme iltustré par la figure (VI .6)
est considéré. Cet élément & les méme degrés de liberté que 1’élément & section uniforme (ie.
V., 0). 1l est caractérisé par ; modale d’élasticité E , longueur L, et le moment d’inertie
variable défini par :
I(x) = Ig]1 +rx(x/L)"] (V1. 59)
Ou 1y est la valeur du moment d’inertie au nceud (1)

r et o : parametres d approximation dépendants de ta géométrie de I’élément

y.vi l— Ix)=1,(1+r /L))

~ Xy
Ms, 6;

a

Yi.vi Y2, vz

Figure. V1.6 : élément pouire a section variable
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Afin de caiculer la forme de la matrice de rigidité dans ce cas, on suit les étapes décrites
au paragraphe (I 3). La wvariation de la section de la poutre est prise en compte par

I’expression de I’énergie de déformation qui s*écrira, dans ce cas :

r 20\
U=E/2 [I(x) Ot Y ke (VI .60)
 x?
1

En raisonnant par la procédure décrite au paragraphe (11 .3), et en considérant ia relation

(VI .60) au lieu et place de I'équation (V1 .39) , on aboutit a la forme suivante de la matrice de

rigidité :

- -
| 3G
h 6 , o v
M, | EI, 7( 3 4C’,,  Symétrique 0, I
v, { L |_12 - LS 13()” v, (VI.61)
2
M, ! I, 2 | s
- Ca 20°,, s Ca A0,

Avec :

=
o
It

1+3r( - +
o I a+2 a4+ 3

I+2r(
a

F\.

o
rJ

1l

Dans le cas ie plus général ot la poutre est orientée arbitrairement , la matrice de
rigidité dans le repére global peut étre déterminer en utilisant la procédure de transformation
de coordonnées exposé ci-dessus et décrite par Péquation (VI .53). Dans ce cas, les

coefficients de rigidité correspondants aux déplacements axiaux sont dependants de i aire de

la section et doivent tenir compte de la non constance de la section.

La variation de la section est assumée par la relation qui vient :
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AX) = Ao [l +S x (x /L) (V1.62)

ou Ag: Paire de la section au nceud (1) et S et f sont des paramétres géométriques.
Enfin, on note que les paramétres o et § expriment la conicité de la structure. Quant aux
paramétres r et s, ils sont exprimés par les relations (1) — )} / Iy et (Ay — Ag) / Ag,

respectivement.

REMARQUE

L analyse dynamique de la poutre .ainsi que I'étude du flambage ne feront pas I’objet
de détailles dans cette étude. Néanmoins , pour la raison de leur prise en considération par le
programme ADSMEF | on donne directement les matrices masses et incrémentale qui ont été

utilisées par le programme .

o  Mairice masse de la poutre :  Le calcul de cette matrice ne sera pas détaillé, car la

procédure & suivre pour son obtention & été formulée précédemment dans le cas
d’une barre. On obtient aprés calcul la forme suivante de la matrice masse de la
poutre exprimée dans le repére globale avec prise en compte des vibrations axiales

et transversales (voir Référence [4] )

[ 156 1.
~15644 15647 Symétrique "
pALL —22Lu  22p ar? 8 _
EMI="0201 say  —saap  —13Lu 15648 y (V1.63)
—542p 5412 3Ly —156Au 15642 ;,1;
3L 1314 <317 20 2204 4L |

e

o Matrice -incrémentale ©  cette matrice est exprimée dans le repére local (voir

Référence {4] ).

12 12

L R
L I3
Joan L

_r 3 3|6
NI = | ) " ., (VI .64)

L - I
I L 2
I .

L L 3

avec : P est la pression critique appliquée .
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11l = ELEMENT PLAQUE

Une plaque est un solide élastique dont une dimension selon I’épaisseur est petite en
comparaison des deux auires , et qui comporte généralement un plan de symétrie au milieu de
I"¢paisseur. Par convention la surface moyenne sera le plan  (x , y) et I'axe oz correspond a

I’axe transverse selon 1’épaisseur.

TH — 1 — RAPPEL DES THEQOREMES FONDAMENTAUX
a) Equation d’équilibre en deux dimensions :

Les contraintes sont définies en fonction d’une force AF appliquée sur une aire AA
6 = Hm —a : (V1 .65)

dans le cas bidimentionnel, toute les contraintes suivant I’axe z sont nulles, d’ou :
O, =T = Tox = Tyz = Ty =0 (V1 .66)

Féquation d’équilibre est donnée par la formule suivante -
3o x

19

(ox+ dx)dy —6 «dy + (z yx+§;y—'wdy)dx—r wdx =0 (V1.67)
c

en considérant les restrictions citées auparavant I’équation d’équilibre sous forme finale

suivant I’axe x sera :

AL (VI .68)
x &y
de maniére similaire , I’équation d’équilibre dans la direction y sera :
v Oty '
Foy,Fs_y - (VI .69)

5) Relation déformation — déplacement en bidimensionel :

La relation déformation — déplacement dans ce cas est définie par les termes :

au
£ x = —
oV
C
Ey=— ( I 70
V1.70)
T =1 - + a\/..,_.____“_____‘
*¥ yx -

Les autres termes étant nuls.
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¢} Relation contrainte — déformation

e contrainte plane :

A partir de la loi de Hooke et en considérant les restrictions de I’équation (VI .66}, on aboutit

aux relations contraintes - déformations suivantes :

.

]_ 2

ax= (6. +v &

<

fee)

oy= (&, +v £

2

(VI.71)

-y
T Y\:G ;Vw
Avec: G = B

2(1+v)

e Déformation plane :

Dans ce cas de figure, toutes les déformations dans le sens de 'axe z vaient zéro :

Ex =Yz = Yax =0 ' (VI1.72)
En se basant sur la loi de Hooke et les conditions de ’éguation ( VI .72)ont aboutit aux
relations contraintes - déformations suivantes :

~ E
72T O+ (—2v)

[(1-v)e +ve,]

[(1T-v )5_\. +v £,]

7Y T 0y (1-2v) (V1.73)
B

+e y=v( o, 0 )

7

= (e
(I+v) (1-2v)

T Xy = }' Xy
d} Energie de déformation :

L’¢énergie de déformation en trois dimensions est exprimée par :

1 ‘ v 1
U=I[£(a§. +o§,+ng)—g(oxoy +o yoz+azox)+%(r RS AR gx)]dv ‘(VI 74)

dans le cas de contraintes planes : G, = T, = T,, = 0, 1'équation (V1 .74) devient :
T2, 2, v 1 2
U:{[E(ﬂx+(’y)_ﬂénx0)‘+§"6 T,\'yjldv | (V1.75)

ou encore , en uttlisant les équations (VI .70) et (V1 .71) :

__E () o [aY ) () (Y
UWU-ﬁ)![(axJ " (ﬁxIﬂyHﬂy] "2 [W+ExJ } taA (V1.76)
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Il -2 -ELEMENTS POUR L’ANALYSE STATIQUE D'UNE PLAQUE
IMT—-2 -1 - L’ELEMENT RECTANGULAIRE A HUIT DEGRES DE LIBERTES

Il est plus convenable de formuler un éiément rectangulaire que d’autres formes, parce
que cet élément assure un parallélisme entre le repere de coordonnées cartésiennes et le repere
de coordonnées locales. Un élément rectangulaire en déformation plane est illustré par la

figure (V1.7), cet élément est d’une tongueur a, largeur b et d’épaisseur constante t.

Fxyany

Fxey

Fig. VI .7 élément rectangulaire G huit d.d. 1. en contraintes planes on déformations planes

Chaque neud comporte deux degrés de libertés; les déplacements u et v dans les

~directions x et y respectivement, chaque nceud peut étre sollicité par deux forces Fy et F, dans

les directions x et y respectivement.

A. Fonctions de déplacement:
Les fonctions d’intéroolation pour les déplacements u et v sont assumées par la forme

stmple suivante:

u(x,y) =¢, +C, X +¢,y +C, Xy
{V(xs y) = C‘s + C:; X+C, ¥ +c: Xy (V1.77)

Pour déterminer les constantes c;, on applique fes conditions initiales sur les

déplacements nodaux suivantes:
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u=u, et v=v, a(0,0)
u=u, et v=v, a(an0)
u=u. et v=v. a(ab) (V1.78)
u=u, et v=v, a(0,b)

apres application des conditions (V1 .78) dans I’équation (VI .77) et arengement des termes de

I’équation , on obtient les fonctions de déplacement suivantes :

{U(X‘y) = f] (X,Y} u, “1"f: (X,y) u, +f3 (x, Y) u, +f4 (xa .V) Hy (VI 79)
vix,y)=fo(x,y)v, +f,(xy) v, +£,(x,y) v, +Ti(x,y) v, '

ol les quatres fonctions fi(x,y), dites fonctions de forme , exprimées explicitement ;
[ X
fey=0-2)0-2)
a b
X
foy) == (1-3)
J a b
X
fi(x.y) = i

ab

X
fy=0-2 %
L a b

(V1 .80)

Pexamination des relations (VI .79) et (VI .80) nous renseigne que la distribution des
déplacements u et v est liniaire le long d’un cdté quelconque et elle ne depend que des
déplacements des deux nceuds de connexion. Ce qui nous permet de déduire que la

compatibilité des déplacements aux frontiéres est satisfaite.

B. Relations déformations — déplacements :
En situation de contraintes planes, I"équation (V1 .70) est considérée. I'incorporation de

I’équation (V1.80) dans I"équation (VI .70) nous permet d’aboutir 4 1a formulation ci — aprés :

Ju]
1.y 1.y y y v
——a-2L 0 —-Z o = 0o X 0 1
c a( b) a( b) ab ab u,
e, |= 0 _'l(]_i) 0 X 0 X 0 1(1__’.(.) v
v l ll) B e e | ab " ab- ] b a ||
xy X y X y, X ¥y X y v,
——(1-3) -—q-3H = “a-H X g X |
i b( a) a( b) ab a( b) ab ab b( a) ab || M,
[ Vs
(VI 81)
ou symboliquement:
[e1=[Alfq] | (V1 31a)

C. Relations déformations — contraintes :

La relation déformation-contrainte dans ce cas est exprimée de la maniére suivante:
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G E RS 0 £

o |= v &0 e, | (V1 82a)
hd ] -y 2 ] v Y

T 0 0 Voo

or, dans le cas de déformation plane elle est donnée par:

Ox E 1—'\) v 0 E ¥

o, |= oy (12 v -y 0 €, (V1 .82b)
;s T3y 3

Tol ) )l o o 12l '

symboliquement les équations (VI .82a) et (VI 82b) sont écrites:
foi=1C]le] (V1.83)

D. Equations de rigidité :
Les éléments de ngidité peuvent étre établis par application du théoréme de
Castigliano comme décrit précédemment dans le cas d’une barre ou d’une poutre. L’équation
intégrale de I'énergie de déformation est de la forme ci — aprés :

abi

U:l”j[s |"-fo]dz dy dx (V1 .84)
2900
en transposant I'équation (V1 .81a) on aura :
(el =[ql [A) (VI .85)
a partir des équations (VI .83) et (VI .81a) ;
[c]=[C]lel=[C]}[A][q] : (V1 .86)

Substituons 1’équation (VI .86) et I"équation (VI .85) dans i’équation (VI .84) et
assumons que |’ épaisseur t est constante : |
t ‘ ba
.
u-tl [ TTIAT - feliaTex dy}[q] V1 87)
Do

le théoréme de Castigliano nous permet d’écrire, finalement :

[K]=t J][AF [c][A]dx dy (V1 .88)

amwec
le développement de la relation (VI .88) nous permet d’identifier les termes de la matrice de

rigidité [K] tel que :
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F o .
C: Cs -
"Fur C: -Cs G Symétrique u,
Fu Cs Co -C G v,
Fi2 _& -C: Cr -GCs C W2
Ei _| 2 - Z? (V1 .89)
pﬂ -C: - 7 Cs Cr C: Cs Vj
el e o -9 C: -G C u,
LI ‘ 5 v, |
-Cs  Cs C: —% Cs Co —-C: (3
Avec :
C = (_ll I v i) Et
\ 3a 6 bjl-v?
Cam f\L 1y J Et
Tla 8 J1-y?
coof{2 1-vb) Et o
3 6 a)leyPeme— )
) Ca:(-—£ 1—v i) Et
32 12 b1y’
(‘<:[v._l_v Et
- T la 8 Ji-y?
Cﬁ:[i_lmvk] Et
6b 6 ajl—v?
c,:[i_lf_"_i) Et
6a 6 b/l-v
(jkﬂ(... . Iy l’]j‘-
3b 12 a/l-v-

11 - 2 — 2 — Elément triangulaire A six degrés de liberté
A cause de sa double symétrie, 1’élément rectangulaire est plus avantageux que
I’élément triangulaire, il est d’autant plus avantageux qu’il assume un plus grand nombre de
d.d 1. qu'il répond aux conditions de compatibilité a chaque coté et qu'il améliore 'intégration
de surface. Néanmoins, pour les structures non carrées I’élément triangulaire est plus adapté
et plus souvent utilisé. '
Dans cette section, nous étalerons la formulation de I'élément triangulaire en

contrainte plane et déformation plane.

17
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A. Fonctions de déplacement :

Un élément triangulaire typique est illustré par la figure (VI .8). Cet élément est
composé de trois nceuds i, j, k. Les coordonnées de ces nceuds sont : (0, 0), (a;, b)), (ax, bk)
respectivement. Les déplacements aux nceuds sont : (u;, vi), (v, vj), (ux, vk) respectivement.

Ces déplacements sont basés sur Passomption linéaire, et ils sont décrits par les fonctions

linéaires suivantes ;

u(x,y)=u, +¢, x+c, y
{V(X, y):Vi +C; x+c24 y (V] 90)

les constantes C; sont a détérminées a partir des conditions initiales sur les déplacement aux

nceuds suivantes : o o

Y,V - : Y.v Uk
A A

Ay

K
by j
b;
i v; c
> >
- » X &P Xu

4 1

Fig. VI 8. Elément triangulaire en contrainte ou déformation plane

. Jx=a, u; =u; +¢ a;+c, b,
Au neceud j ‘{y:b; et{vj =v, +c, aj. ve, b; (VI 91a)
Jx=a, _ [uy =u,+c a, +c,b,
Au n(BUdk'{y-—mb:; v::t{vi’*:vi +c_: a:,t +cj b,: (V1.91b)

La résolution du systéme (VI .91) donne :

u, |
¢, b, ~by 0 b, 0 -b, O (vi
c, 1 lag —b, 0 —a, 0 a, 0 || u;
S —— VI .92
C, 0 ag-b;, 0 -a, O a; |jug
M
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B. Equation déformation — déplacement :
Les trois composantes du vecteur contrainte correspondant a I’élément triangulaire, sont

a déterminer a partir des dérivées de I’équation (VI .90) comme indiqué ci — aprés -

ou

& ==

Togx
Ry

v z'{;:@ (V] 93)
_a-u r?v_c te

}/xy ay ax 2 3

si on combine les équations (V1 .93) avec (VI .92) | les trois termes des contraintes sont

déterminés terme a terme en fonction des déplacements nodaux comme suit :

u;
¢ b, ~b 0 b, 0 -b, o]V
x ] i [N = ] u.
S R . 0 ag—-a; 0 -~a, 0 a v-' (V1 .94)
o] FPR TR, k—a; b;j-b, -a, b, a, -~b, uj
K
Vi
ou symboliquement : _ [e]l=[A]lq] | (V1.95)

C. Equation contrainte — déformation :

Pour un élément de matériau anisotrope, la résultante contrainte déformation est de

forme générale - - ) [6]1=[C]le]
(V1 .96)
ou encore, en combinant Iéquation (VI .95) avec I’équation (VI .96)

[c}=[CI[A]lq] (VI.97)

les termes C;; de la matrice [C] ont été définis dans I’équation (VI .82).

D. Equation de rigidité :

On a vu précédemment que la matrice rigidité peut étre obtenue a partir de la relation

(V1 .88) tel que : K]= ﬂ t [A] [c] [A]dx dy

ame
puisque les matrices { C ] et { A ] dans ce cas sont constantes , alors on écrira [K]
simplement :
[K]=t[AT [C][A](Aire) ' (VI .98)

Avec ;
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[
a, (V1 .99)

(Alre): ai a.i

|
2
(Aire) : aire du triangle.

HI—-3 - ELEMENTS POUR L’ANALYSE DE LA PLAQUE FLEXIONNELLE

Il - 3 — 1 — THEORIES DE PLAQUE EN FLEXION

Les théories des plaques reposent sur les hypothéses suivantes :

- H1: les contraintes normales o2, sont négligeable par rapport aux autres
composantes de contrainte : G2z =0

- H2: les pentes de 1a surface moyenne aprés déformation sont supposées petites par
rapport a ['unité. '

- H3: on réglage les contraintes dans la surf‘alce moyenne (membrane) induites par
les déformations transverses (flexion).

- H4: 1a construction et les matériaux de la plaque sont tels que les phénoménes de
membrane et de flexion sont découplés.

- H5: les points situés sur une normale a la surface moyenne avant déformation
restent sur cette normale au cours de la déformation .

Dans ce qui suit, nous considérerons le cas d'une plaque mince avec des petites

déformations.

11— 3 — 2 ~ ELEMENT RECTANGULAIRE A SEIZE D.D.L.

A. Fonction de déplacement

L’élément rectangulaire & seize degrés de liberté est caractérisé par sa longueur a, sa
largeur b, et son épaisseur h . Considérons que I’origine du repére est au nceud 1, et que
chaque nceud assure quatre degrés de liberté ; la déflexion w, la rotation dans la direction x w,
, la rotation dans la direction y wy , et la torsion 82w/ & &y .

La fonction de déplacement pour cet élément est d’ordre cubique :

W(x,y) = (a1 + axxt a3x° + agx’ )by + by y + by y? + bay’) (VI .100)
ou encore :

wixy)=ci+axt eyt ax’ Hes Xy e Y +H G X F X2yt Co X Y2+ Gy + ey X0

yten 2y tenxy teux’y?tes 2y teg X’y (V1 .100a)
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les seize constantes ¢ . serrant ablenues a partir des conditions aux limites sur les seize d d .1
Suite & la détermination des constantes Ci (I = 1.16) a partir des conditions aux limites
et aprés arrangement de Péquation (VI 100a) la nouvelle écriture de la fonction de

déplacement wix,y) cst
‘ I
w(x.y)= D N,(xv.3)q, A (VI.101)
i |

ou: Ny (x.y)=Hx)fiy) ©  Na(x,y)=fi(x) i) s Nadx.y) = fi(x) fa(y)
Nax W) =GO OY) 0 Ns(x ) =60y 1 Ne(x.y)=fxx) fi(y)
Ny} = &) fly) 5 Ne(x. ) =Ry No(x.y)=fi(x) H(y)
Nin(x ) =He) fuly) | Nn(xy)=&x)fiy) ;  Nix,y) = fi(x) fi(y)
No(xy) =63 (y) 1 Nulxy)=060)fy) ; Nua(xy)= fa(x) faly)
Nig (x,y) = fa(x) fily)

aveg !
fi(x) = !_JFT 4 2(1]
(44 (4]
{ar «
fi(x) = x(i— I]“
¢4
fi(x) = x [ (ij - f}
a (l

et g = wy wy Wi wy wyg Wy W3 Wxa Wyl Wyz Waa Wyg Wyt Wiz Wiga Weyd |

(VI.102)

les fonctions fi(y) sont obtenues en remplacant x par y et a par b dans les fonctions fi(x).

B. Equation de rigidité

Pour déterminer la matrice de rigidité . on applique le théoréme de Castigliano.

Finalement , on aura la formule indicielle de la matrice de rigidit¢ ci-dessous -

K :])]lj‘l' ((f)‘ ZfJJ (Szfj- + (‘)‘2f,_ 5 ij - ('52{'] (ngj +[52.ﬁ) 52fj ‘
ol lex s O A Sx? Jl §y? o x?jl & y? |

+ z(l—v{ a*/ J( el ]dm{y (F1.103)

dxd vl Sxdy
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vu la grandeur de la taille de cette matrice , on fera ’impasse sur sa forme explicite.

HI - 3 — 3 - ELEMENT TRIANGULAIRE A NEUF D.D.L.

En chaque nceud de Vélément triangulaire représenté dans la figure (VI .9), le

déplacement transversale w et les rotations autour des axes x et y notées wy et w, , sont

considérés comme étant les degrés de liberté. En somme cet élément assure neuf degrés
liberté.

Figure (VI .9) : Elément triangulaire a neuf d.d 1.

A. Fonction de déplacement

Le polyndme caractéristique de la fonction déplacement doit contenir neuf constantes,
le mode de déplacement est décrit par

WYY =0+ X0 Y+ X2+ s Xy + 0 Y2+ a7 X + 0g (X2 y + ¥2 X)
3
tagy = [n] {o}

(VI .104)
avec : nl=[1 x y x* xy y? x* (x2y +y2x) y'] (VI .105)
al
et [a] =} (VI .106)
a,
Les constantes soat déterminées en fonction des conditions nodales :
My o . .
W, =q, —@N=q, ——@xN=q, a (x.)=(00)
M S
O S e A G U (c.9,)=(03,) > (V1.107)
M M .
w(x, y) = q,, E(X‘ M=y - (ry) =g, d (xy.3,)=(es5) )
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on note que 'axe y local coincide avec le ¢6té relié par les nceuds 1 et 2 et I'axe x est
perpendiculaire 2 ’axe y . Les nceuds locaux 1, 2 et 3 , sont notés i, j, k, dans le systéme

global. a partir de I’équation (V1 .107) le systéme d’équations devient

[ql{s"‘}u][al w1 108

les déformations peuvent étre exprimées par la formulation suivante :

[e} = [Pe]la] = [B][4] (V1.109)
0 0 0 2 0 0 & 2 0
avec: [D]=-=z 0 0 0 o 0 2 0 2c 6y (VI.110)
0 0 0 0 2 -0 0 4x+y) O
d’apreés I’équation (V1 .109), on tire [B] =[D.] [A]" (VI.111)
1o 0 © 0 0 O 0 0 ]
001 0 0 0 0 0 0
0-10 0 0 0 0 0 0
10y, 0 0 y 0 0 »;
001 0 0 2y, O 0 3y’
avec:[A]: 0-10 0 -, o 0 __yg 0 (V[]]Z)
2 3 2
Fx, ¥y o6 x40, }'32 X; (-"'32)’3 +x3)’§) Ya
00 1 0 x, 2y, 0  (2x,y,+x}) 3y
0-10 -2x, -y, 0 -=3x] —(y]+2x,3,) O |

la matrice de rigidité dans le systéme tocal de coordonnées est donnée sous sa forme

générale par :

] = [{[LBT [DIBIav (VI.113)

ou [ D] est la matrice de comportement .
en remplagant [B] dans Péquation (VI .113) par son expression de I’équation - (VI .111),

on trouvera .
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2
[k]={a]") {Jast el [0 [])e]dz)J[A]“' (V1.114)
aire =12
avect l'épaisseur de la plaque
ti2
la quantité Hdv[ I[De]T [i‘)][l)e]dz)) est donnée ci — aprés sous une forme plus simple .
aire -1i2
0 -
60
000 e .. Symétrigue R
0 00 4 -
- 000 O A1-v)
Ir? ey
(12(1——12))-[[ M"ooo0 a 0 4
aire 000 1IXx 0 12w 36
: 128 2
0 0 0 dox+)) H1—V(r+y) 4x+m) 120x+1) fg(l_v;’gg”
000 I2y 0 12y 3oy 1Xx+vy)y 367]
(VI.115)

les intégrales double de la forme Hx"y"dx dy ,i=0a6etj=02a6 sontdonnées plus

Afra

simplement ci — apreés :

I I dxdy = —:I):Jr1 v,

aire

[[xdedy == xiy,

aire

[Jydedy= %-\axz 2 +53)

aire

H x*dxdy = % X}y,

daire

1
[[ y2eteay = X207+ yays +7)

arre

, i

aire
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On précise que la matrice [A] doit étre calculée séparément pour chaque élément de la

structure lors des applications .

I —-4- ELEMENTS POUR L’ANALYSE DYNAMIQUE

Tl — 4 — 1 ~ELEMENT RECTANGULAIRE A SEIZE D.D.L.

Un élément rectangulaire A seize degrés de liberté est composé de quatre nceuds .
chaque noeud assume quatre degrés de liberté ; une déflexion w , une rotation suivant I'axe x ,
une rotation suivant ’axe y , et une torsion dans le plan (x , y) . On note la langueur de
I’élément a , sa largeur b, et son épaisseur h

La formulation de la matrice masse pour les vibrations libres a fait I"objet d’étude pour
les cas d’éléments barre et poutre. L’extension de cette analyse pour I’élément plaque

rectangulaire sera discutée dans ce qui suit :

La matrice masse

Pour le calcul des termes de la matrice masse , nous procédons par la méthode des
masses consistantes . Nous utilisons la fonction de déplacement citée par I’équation (VI .101)
et ’équation de Lagrange.

L’énergie cinétique pour la plaque en vibration avec de petites déflexions est donnée

selon la relation suivante :

r=£h
2

(IS

>

ou : p . densite
h : épaisseur de la plaque
I'équation du mouvement est régie par I"équation de Lagrange de la forme ci-apreés

2] 3T
p= 2l Ldper (VI.118)
dq, di\dg

ou U : énergie potentielle
on ne considérera quc les vibrations libres, donc F; = 0 , d’ou 'équation de Lagrange

équivalente

317 il
U  dary_, : (VI .119)
dq, di\dgq, -
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le terme 3 correspond a la rigidité établie précédemment par I’équation (VI .103) | et le
. . d| oT . .
second terme de |'équation ; —| —— | correspond & la matrice masse.
2q,

en suivant les étapes décrites pour les précédents éléments , on aboutit a la forme indicielle
finale de 1a matrice masse qui suit :
b a
my= ph{ [ £.(x.3) f,(x. ) dxdy (VI.120)
00

ot les fonctions de forme fi(x, y) et f;(x, y) données par la relation (VI .102)

NI - 4 - 2 - ELEMENT TRIANGULAIRE A NEUF D.D.L.

On donne les expressions des fonctions de déplacements dans le repére local comme il

vient :
(x5 |
v(x,y) =[N JIA] {g} (VI.121)
w(x, v)
0-2 0 -2xz-yz 0 =3x’z-z(y*+2xp) O
ou: [Ni]J=10 0 -z 0 -xzr-2yz 0O ~-zQ2xy+x?)-3y’z (V1.122)
F'x y x* xyp ¥ X (y+rn?) Y
on note le produit [ N]= [ N, ] [A]" (VE.123)

la matrice {A] est donnée par la relation (VI .112) |

la fonction matricielle générale de la matrice masse est de la forme :

MI=([[ pINT [N]av (VI .124)
ouencore: (M]= [[[ p([a]' ) NS AN ] [a] T av e e (VI .125)

puisque I'épaisseur de la plaque est supposée constante | et que Iinertie due aux rotations est

autour des axes x et y négligeable , on peut écrire le systéme (VI .125) comme :
M= p t([4]")" ( [TV ] dedy J [4]" (VI .126)
A

a partir de ’expression (VI .126) , la matrice masse sous une forme plus simple est écrite

coimme suivant -
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X X
y oo )
= & &y ¥
o _}’2 .\:'2_)’ xyz x;y xzyz
M=otV [l o w2y S oy dxdyl4]’
Mo Xy Y XYy Xy S

(Cyt (7 + (0 3+ @YY+ eyt Y 0y +
W) Xy) XYY xy) Xy XYY xy) xyY

2 3 4 2.3 4 s 23 (x4 6
i J Xy J Xy X} ,V X'y xzyz ) J |

(V1 .127)

avec t est I’épaisseur de 1'élément

les intégrales apparentes dans la relation ci ~ dessus peuvent étre calculées en se basant

sur les formules données par les relations (VI .116) .

VI - ELEMENTS SOLIDES A TROIS DIMENSIONS

IV-1-TNTRODUCTION

On se propose dans ce chapitre de montrer ies éléments qui peuvent étre utilisés pour la
résolution des problémes de corps solides . Les technique de calcul élémentaire exposées au
chapitre précédent ont geénéralement €té illustrées dans le cas de probléme d’élasticité plane.
On montre, dans ce chapitre, comment les techniques de calcul élémentaire exposées
précédemment peuvent étre utilisées dans le cas de problémes d’élasticité a symétrie de

révolution et dans le cas général des problémes a trois dimensions.

1V~ 2 - PPROBLEMES AXISYMETRIQUES

La résolution des problémes axisymétriques revét un trés grand intérét pratique, en
particulier dans le domaine aérospatial ou les structures sont souvent de ce type. Nous
considérons ici le cas de solides de révolution. Si le chargement est également axisymétrique,
alors le probléme a trois dimensions se raméne de fagon évidente a4 un probléme
bidimensionel fonction des deux coordonnés (r , z). Si le chargement est quelconque, on peut

le décomposer en séries de fourrier suivant la coordonnée circonférentielle © et étudier
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séparément le comportement de la structure suivant chaque harmonique. On peut alors

ramener le probléme a la résolution d’une série de problémes bidimensionnels.

1V -2 — I- Equations de base
Dans le cas général, les équations déformations — déplacements de I’élasticité peuvent

ce metire sous la forme suivante en coordonnées cylindriques (r,0,z) :

A
S A 0
vl .ar )
I 1 ¢
— R 0
& ? roe
15,
£, 0 0 relt
= ¢z ¥ (VI .128)
) w |12 o 2| .
0z ar
2z, 0 10
) dz raog
2,] |10 21,0,
roe Foor i

Ce sont ces relations qui doivent étre utilisées dans le cas de chargements quelconques.

Dans le cas d’un chargement de révolution, la solution est complétement axisymétrique.
On a dans ce cas :
a —
oo

d’ou les relations déformations - déplacements -

0 v=0 £,=¢,=0

£, ala, 0
£ .

£€=D.u oubien: 8 =| 1 0 [”] (V1.129)
&, 0 6/()2 W

2¢, alidz olor

Si le matériau est isotrope, les équations de Hooke peuvent se mettre sous la forme

suivante :
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o | (=v) £
r - v {1-v) SYM . M
o T )il 2v) v o VB0
; +v)(1-2v 9w "2
o, o 0 0 9—22‘—) 2,

Les principes de calcul des éléments qui ont été vus au cours des chapitres précédents

s’appliquent directement. La matrice de rigidité s’exprime sous la forme :

K= _[B’fcf;du = IIBTC B 2m dr dz (V1131)
Vv kY

IV — 2 — 2 — Elément axisymétrique a trois neewds
Nous allons présenter ci-aprés les principes de calcul de 1'élément axisymétrique a trois
nceuds pour la résolution des problémes axisymétriques a chargements axisymétriques. Les

considérations peuvent étre étendues au cas d’un chargement quelconque avec traitement en

séries de Fourrier suivant 9 .
Az w

> Lu

Figure V1 — 10 : Triangle axisymétrigue a trois neeuds

Le calcul du triangle a trois noeuds pour les problémes axisymétriques s’effectue

facilement en utilisant les méthodes exposées au chapitre 1V.

L’ approximation du champ des déplacements par un polynéme linéaire en r et z conduit

a la forme suivante d’interpolation :

WD =Y LD,
= (VI132)
w(r.z)= Z L(r,z)w,
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1
avec Lr,zy=—1(,+hr+c,:z
(r2)= (@, +hr+c,2)
az=rz, —nLz, i=123
et by =z,-z, Jj=23]1 (V1.133)
c,=r.—r k=312

On en déduit facilement la matrice d’interpolation des déformations. La relation
e = B . q, s'écrit en effet sous forme développée en utilisant les relations (VI.129) et

(V1.133)

su
. aro L [h g, 0 h, 0 “

r — - ] “'
e 3" Lo (f,.—_'-h' +C +—:') 0 (‘a”:“"'hz +C; +—i') 0 (%44)3 +Cy +§) u:
g, aw 24 ) ) W

26, dz 9 €y 0 -Gy 9 C; .
su + ow “ g Ca by s hy s
1§z &r ]
(V1 .134)

la matrice de rigidité peut alors étre obtenue d’aprées la relation (VI .131) :

K = j j B'C B 2mdr dz
2,

Iintégration analytique des termes de la matrice de rigidité est facile a effectuer.
Cependant, elle entraine de sérieuses difficultés pour les éléments dont les noeuds se trouvent

sur Paxe de révolution ou a son voisinage.

., . . . n F. .

En effet, I'intégration analytique fait apparaitre des termes en /n— et (—) qui
r, For
z 1 7

deviennent infinis lorsqu’un des nceuds se trouve sur ’axe.

Ces difficultés apparaissent également dans le calcul de certaines déformations

u . . \ ‘ . ,
(¢, =—) au voisinage de I'axe. Dans ce cas on peut écarter les nceuds sur I'axe d’une
r

distance trés faible. Cependant, I’intégration explicite constitue un choix maladroit et il est
bien préférable de calculer le matrices de rigidité par intégration numérique ; en effet, les

difficultés d’intégration au voisinage de I’axe disparaissent.
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IV-3-TETRAEDRES
Le tétraédre esi 'élément tridimensionnel le plus simple, il correspond au triangle a
trois nceuds en élasticité plane.

11 est basé sur I"approximation suivante du champ des déplacements :

u=otayxtozytoasz
v=ostasx+tasytogz
W= tapxtaytapz

Figure VI. 11 . Téraédre & champ linéaire

Le comportement de I'élément est caractérisé par 12 d.d.1. qui correspondent ici a trois

composantes de déplacement en ses quatre nceuds.

La matrice d’interpolation peut étre déterminer soit en utilisant la méthode indirecte,

soit directement par extension des coordonnées naturelles du triangle au tétraédre. On obtient

les résultats suivants :

4 4 4
u=3"L(x,y.2)n, v=Y Ly, w=Y Ly w,  (VI.I35)
=1 i=l F==f .

ot L; sont les coordonnées de volume du tétraédre. On peut montrer les relations

sulvantes :
Li(x,y.z) = ‘6]? [ai +bix +ciy + d; z] (VI.136)
avec
S ¢ » z,
V =det i X, Yo % e e
1. 3 Ya 23
I X4 N 24
- x} yj zf 1 yf z}'
a, =det|x, vy, z, hy=-det{l y, =z, (VI.137)
X ¥V I 1y 2z
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x; bz,
B c, =detlx, 1 z,
xx 1 z

X, v
d, = -det|x,
LTI 41

i
I
1

On obtient ainsi par permutation circulaire les 16 constantes (ai, b;, ¢, di) nécessaire

pour exprimer les fonctions d’interpolation. On en déduit la matrice d’interpolation des

déformations. Les relations déformations —~ déplacement s’écrivent ici sous la forme suivante

le] =

D’ou la relation matricielle :

(e, 1o/ox
g . 0
E . 0
2e (|08 y
2 . 0
26 || 0102

0
a/cy
0
Ofdx
a0z
0

3/dz

oy
aldx

q,

[e]=8eq=18.8,8.8.1

avec :

2 0

0 L.

0 0

Bf - ]‘r'.,\‘ ]‘fv.
0 Lr‘.:

/. 0

h, 0
0 <,
0 0
¢, b,
0 d,
d, 0

44

oo o

S O

-

N
v (V1.138)
W

(VI.139)
i=1.4  (VI1.140)

Enfin, rappelons qu’en élasticité 3D, les équations d’élasticité pour un matériau isotrope

s’écrivent sous la forme :
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i-v Vv 1% 0 0 0
. I-v v 0 0 0 .
o—". E.T
a, _ &,
o 1= L e " "l (V1 141)
O (1+v) (1-2v) -2v 0 £,
O-}.: 2 g,\'z
O—n' — ’ (;‘:x
- SYM. —2v | LE=d
: 2
1-2v
L 2

Le champ de déformation étant constant dans I'élément, on calcule la matrice de rigidité

d’aprés la relation :

K:“B’”CB dv=VB CR (V1 .142)

Notons , enfin, que le tétracdre & champ linéaire a le méme inconvénient majeur que le
triangle a champ linéaire : dans le cas gradients de déformation significatifs, il nécessite des
maillages trés serrés pour I'obtention. d’une précision satisfaisante. On préfére donc

généralement employer des éléments de tétraédres d’ordre plus élevé.

IV -4 -HEXAEDRES A HUIT NOEUDS

1l est possible de construire un hexaédre isoparamétrique a huit nceuds par extension des
principes de calcul du quadrilatére isoparamétrique a quatre nceuds. On utilisera donc un
systéme de coordonnées naturelles (r,s,t) permettant de définir la géométrie de I’élément
isoparamétrique par transformation d’'un élément parent de forme simple (ici un cube de coHté

2).
‘t

Yl s V 8 &i‘\“a_
5 6

5

Figure V1. 12 : Hexaédre isoparaimétrigue
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L’elément est basé sur les relations suivantes :

Définition géométrigue
R B g

x=Y N,(r,s1) x, y=Y N (rsny, z=Y N (rs1)z (V1.143)
f=¥ i=i i=i

Champ des déplacements
& 8 R

u=3N, (.50, v=YN (s v, w=Y N Esgw, | (V1.144)
i=f i=f i=f

Les fonctions d’interpolations se déduisent du cas bidimensionnel. On a ici :

Ni(r.st) = %(1+rr,.)(1+.s‘s,.)(l+rr,.) (VI .145)

r;, si et t; prenant les valeurs +1 ou -1 suivant le nceud considere.

Les caractéristiques élémentaires peuvent ainsi étre obtenues en appliquant les

techniques de calcul des éléments isoparamétriques.
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Chapitce 370 I PRESENTATION ) PROGRAMMI

Chapitre VH

PRESENTATION DU PROGRAMME

I -~ INTRODUCTION S

Dans ce chapitre, nous aborderons les étapes caractéristiques d’un programme qui met
en ceuvre la méthode des éléments finis sur un ordinateur. Tout d’abord nous définissons les
- différentes étapes du programme ADSMEF puis nous présenterons quelques-unes de ses

applications,

La programmation efficace de la niéthode des éléments finis requiert une bonne
connaissanice a la fois dans le domaine des éléments finis et dans le domaine de
informatigue ; en effet :

* Les programmes sont compliqués car ils doivent exécuter des opérations trés diverses -
organisation des données, intégration numérique, résolution des systemes etc. . ..

e La variation des problémes nous force d'écrire des programmes qui répondent & de
nombreux types de problémes.

* Les quantités de données manipulées par un programme d'éléments finis peuvent étre trés

importantes.

Dans les sections qui suivent nous décrivons différents aspects de Parchitecture du
logiciel ADSMEF et son mode d'exécution. Nous fournissons la liste des différents
modules : acquisition des données, calcul des sollicitations réparties, résolution statique
linéaire, -résolution dynamique linéaire, calcul de valeurs et vecteurs propres, etc. Plusieurs

applications de la méthode des éléments finis sont également incluses,
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IT - PROGRAMME ADSMEF

I~ 1—-INTRODUCTION :

Nous présentons maintenant un programme appelé ADSMEF qui met en ceuvre les
techniques de calculs par la méthode des éléments finis. Tl est écrit en combinaison de deux
langages ; le langage fortran est utilisé pour la réalisation des différentes étapes de calcule, et
le langage Delphi p(;ur la réalisation des interfaces. 1l prend en compte tous les types et cas

de figure d’¢éléments décrits au chapitre V1.

-2 - ORGANISATION GENERALE :
Le programme principal est constitué d’un menu qui présente quatre vartantes de choix ;

Nouveau projet, ouvrir un projet, consulter 'aide, et quitter le programme

Menu principal

[
I ] [ 1

Quitter ] Aige Ouvrir un projet Nouveau projet
Arret du programme Consultation de ['aide Récupération des données Lécture des données
et des résultats

| _ I i

e U Retour auv Menu Eventuelles modifications Enregistrement du projet
et lancement de l'exécution

l l

Exécution et récupération Récupération des résultats
des nouveaux résultats

Retour au menu Retour au menu

-3 -ALLOCATION DES TABLES
L’allocation d’espace est effectuée dynamiquement et définie en cours d’exécution.
Les dimensions des tables étants fonctions des paramétres des problémes tel que le nombre
d’éléments, type de description, conditions aux limites, etc, elles sont définies en fonction des

paran€tres sus — cités. Ce type d’allocation permet une meilleure gestion de la mémotre
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IT— 4 - DESCRIPTION DES TABLES FONCTIONNELLES

A. programme principal
le programme principal est compose d’un menu principal qui est, & son tour, composé
de quatre parttes :

* Nowveau projet : cette commande permet a I'utilisateur de créer un nouveau profit pour
une nouvelle application si cette commande est sélectionnée, une feuille de saisie s’ouvre
pour permettre a lutilisateur d’enregistrer certaines propriétés de Papplication qu’il
souhaite exécuter tels que : nom du projet, nom des fichiers de données et de résultats, le
chemin de I'élément, et le type d’élément & choisir parmi une liste préétablie. Ces
informations sont nécessaires pour permettre une ouverture correcte et sans erreur du
projet lors d’une probable réutifisation. Aprés confirmation des informations requises, par
Futitisateur, une nouvelle feuille est i"ustrée, elle concerne les données du probléme et
ces résultats. La sous feuille des résultats n’est pas accessible au départ car ’exécution
n’est pas encore lancée.

» Commande ouvrir : cette commande permet la consultation d’un projet crée auparavant
pour des modifications éventuelles. La sélection de cette commande provoque 1’ouverture
d’une table contenant tous les projets crée et enregistrés et leurs propriétés respectives. Si
un projet quelconque est ouvert, les feuilles de données et résultats qui lui correspondent
apparaissent a I’écran, a ce moment la Iutilisateur peut introduire les modifications
souhaitées et lancer I'exécution de nouveau.

o Commande quitter :  cette commande est utiliser pour quitter le programme ADSMEF et

revenir 4 'environnement Windows.

B. Manipulation des données :

Le logiciel ADMEF inclut des blocs fonctionnels responsables de Ia lecture, I"écriture,
la vérification, et lorganisation des données. La feuille des données est composée de
tableaux et champs d’édition nécessaires pour des applications conformes aux cas présentés
f!aqs le chapitre IV, La disponibilité des tableaux et des champs est gérée selon le type
d’élément considéré, par exemple, si on constdére 1'élément barre le champ du module de

poisson, dans ce cas inutile, est rendu automatiquement indisponible.
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Les données caractéristiques de chaque élément sont récupérées a partir des tableaux et
champs d"¢dition par le programme et écrites dans deux fichiers d’une éventuelle ouverture
du projet, et un fichier non typé nécessaire pour la lecture des données lors de I’opération de
calcul. On fait remarquer que les fonctions de récupération et d’écriture des données saisies

sont déclenchées par fe clic du bouton Enregistre de la feuille des données.

On note que certaines erreurs de saisies sur les données sont détectables par le
programme et aussitot signalées et révoquées, notamment concernant la nature des données et
leur grandeur. Par exemple, si 'utilisateur donne une valeur réelle dans la table des
connéctivitées celle ci est supprimée et un message d’erreur est affiché invitant Putilisateur
réécrire la valeur ou encore si 'utilisateur introduit une valeur entiére dans la méme table des
conductivités mais supérieure au nombre de nceuds total, cette valeur est également refusée et
doit étre réécrite.

La gestion des erreurs de données est toujours souhaitable pour éviter les erreurs d’exécution,

C. Calcul et exécution :

Le bloc d’exécution des opérations de calculs d’éléments finis se sert des tables
construites par le bloc de lecture de donnée décrit précédemment. Le bloc d’exécution est un
programme réalis¢ entiérement en langage FORTRAN et appelé MEFFOR. 11 est appelé par
le programme principal lorsque I"utilisateur actionne le bouton Calculer. Ce bouton est, par
défaut, non fonctionnel pour éviter le risque de confusion lors de I’exécution et il n’est

fonctionnel qu’aprés enregistrement des données via le bouton « Enregistrer ».

Le programme MEFFOR est composé d’un programme principal et de plusieurs sous-
programmes, le programme principal récupére le type d’élément a étudier a partir du fichier
de lecture crée lors de I'enregistrement des données puis fait appel au sous programme
correspondant a I"élément (barre, poutre, plaque ...etc). Chaque sous programme fait af:pei a
d’autres sous programmes; un sous programme pour la lecture des données, un sous
programme pour le calcul de la rigidité élémentaire , un sous programme d’assemblage, un
sous programme de prise en compte des conditions aux limites, et un sous programme de
résofution du systéme d’équations linéaires . Le sous programmes de prise en compte des
conditions aux limites , d’assemblage , et le sous programme de ;ésolution du systéme
{ KU =T }sont communs a tous les types d’éléments, par contre les autres sous programmes

ne le sont pas . C’est a dire que chaque type d’élément est doté de ses propres sous
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programme lecture de données |, calcul de la rigidité . calcul des contraintes et/ou réactions.
Cet algorithme a été adopté afin d’éviter I’encombrement des sous programmes et de réduire

la complexité d’exécution engendrée par les blocs de tests.

Le programme MEFFOR crée un fichier non typé ou seront enregistrés les résuliats des

opérations du calcul.
L’organisation du programme MEFFOR est illustrée par I'organigramme de la page suivante .

Les déferrantes blocs d’exécution présente des structures similaires puisqu’ils doivent
tous :
¢ Construire des matrices et vecteurs élémentaires
* Construire des matrices et vecteurs élémentaires globaux par assemblage des vecteurs et
matrices élémentaires.
* Resoudre des systémes d’équations linéaires.
¢ Imprimer des résultats.
Seule la maniére dont sont enchainées ces opérations différe d’un bloc & ['autre. La
structure précedante est commune & tous ces blocs.
Les étapes de calcul des blocs dexécution énumérées ci-dessus nécessitent I"adoption

de certaines techniques et méthodes de calcul. Nous étalons ci-aprés les différentes techniques

et méthodes de programmation adoptées par le programme MEFFOR.

. Section de lecture des données :

Cette section lit les tables de donnée, les connéctivitées des ¢léments, les coordonnées des

nceuds, te vecteur force, les conditions aux limites, les ditférents modules et paramétres.

Section de calcul de rigidits :

Le calcul de la rigidité éiémentaire nécessite I'utilisation de I’intégration numérique. Les sous
programmes de rigidité font appel a Iintégration numérique suivant la méthode de Gauss
décrite précédemment. Cependant, dans le cas des rigidités a une dimension (barre, poutre,
mixte ) le calcul se fait son passage par I’intégration numérique vu que les matrices de rigidité

sont données de maniére directe en fonction des parameétres géométrigues.
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l

Programme principale
Détermination du sous programme a exécuter

l

Section d’exécution :

e Lecture des données

o (Calcul de la rigidité élémentaire

e Calcul de la rigidité global

e Introduction des conditions aux limites

St analyse statique ; alors :
e Résolution du systéme linaire
e Calcul des contraintes et/ou réactions

Si analyse dynamique ; alors :

e Résolution du probiéme aux valeurs propres
¢ Calcul des vecteurs propres

o (Caleul des modes propres

Affichage des résultats
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section assemblage :

Le sous programmes d’assemblage. construisent les matrices globales en utilisant les matrices

¢lémentaires suivant le procédé expliqué dans les sections précédentes.

Section conditions aux limites :

- La technique utilisée pour prendre en compte les conditions aux limites consiste en Ia

réduction de la matrice globale en éliminant les ligues et les colonnes correspondante aux

d.dl fixes.

Section résolution du syst¢me linaire ;

Pour la résolution du systéme linaire K = [F] on a adopté la méthode de Gauss - Seidel

D. Impression des résultats

Le programme principal récupére les résuitats fournis par le programme MEFFOR a
partir d’un fichier texte crée par ce dernier. Aprés leur récupération, ils seront aussitdt affichés
sur la feuille des résultats et enregistrés également dans un autre fichier typé afin de les

récupérer lors d’une éventuelle ouverture du projet par I'utilisateur.

Pour juger de la fiabilité du logiciel ADSMEF, nous mettrons en euvre dans la section
suivante quelques applications et on comparera les résultats obtenus par rapport a ceux

données par les références.
IH - APPLICATIONS DU PROGRAMME ADSMEF

Aprés avoir présente I'organisation générale des différentes parties du programme
ADSMEF dans les paragraphes précédents, on s’intéressera dans cette section & sa fiabilité et
sa performance. Pour cela, on traitera des exemples d’applications donnés par les références
bibliographiques. 1l s’agira ensuite, de comparer les résultats que I’on aura trouvés par rapport
a celles données par les ouvrages de référelnce. Apres cela, on pourra se prononcer sur le
degré de performance du programme ADSMEF.

On précise enfin, que certains cas d’application du programme ne'-seront pas traités dans
cette section pour indisponibilité d’exemple d’application. Donc, ces sections restent a vérifier

a I'avenir et ¢’est ce que nous nous fixons comme perspectives au futur.
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Application 1

La figure (VI .1) illustre une poutre sous des charges réparties linéairement le long de

la longueur L.

On désire de calculer la déflexion et la rotation que subira le nceud libre 1. D’apres la
figure (VI .1) on voit bien que la poutre est encastré au nceud 2 , ce qui signifie que les

déflexion et rotation en se nceud son nuls.

l

R
{ N\ )
| X El S
>
L >
Figure VI .1 : poutre sous charges réparties linéairement
[.J
. . ¥V P L3 3
Le résultat analytique de cette analyse est le suivant {9‘ } = ]07 ]30 (VIL.1)
i o
24

ce résultat est donné par la référence (1). Pour faciliter la comparaison des résultats que I’on
obtiendra par le programme ADSMEF avec ceux donnés par la référence (1) , on pose les
paramétres E, I, L Py égaux a 'unité (= 1).

Le programme ADSMEF nous donne les résultats représenté dans le tableau suivant :

Neeud v 4]
] -3.333334E-02  4.166668E-02
2 0.000000E+00 0.000000E+00

En peut voir par comparaison que les valeurs données par la relation (VI1 .1) avec celles
données par le tableau VII .1 coincident parfaitement , ce qui nous permet de valider la partie

~ du programme ADSMEF qui traite de cet élément.
Application 2 :

Une poutre a section variable est représenté par la figure (VII .2). Les paramétres de

variation de la section sont oo = 1 et r = 8 . On se propose de calculer les déplacements aux
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neeuds 1 et 2 par le programme ADSMEF . les déplacements au nceuds 3 sont nuls vu que la
structure est encastrée en se nceud.

La solution exacte est donnée dans la référence (1) et elle est de la forme ci — aprés .

y S RIPAITARS
{0} =553 -2 59 i} e

iy _ PLE —~0.40864]
{9',} B T;ﬂ{osﬁm } VT 2)

le résultats obtenus pour cette application par le programme ADSMEF sont dressés dans

le tableau sutvant :

Py
Neeud V4 0
1 -4.086351E-01" "3 .654609E-01 [, e
2 -1.083917E-01  2.132869E-01 L

Figure V11 .2 . Poutre a section variable

Si I'on pose dans la relation (VIT .2) les paramétres E | Ip, L , et P égaux a | comme
supposé lors de I’exécution du programme ADSMEF on pourra remarquer que les résultats du

programme sont conforme aux résultats analytiques. Ceci , nous
_4pAL
35

Application 3

77 >

Dans cette application nous

N e

considérons la structure illustrée par la

figure (VII 3) . Il est question ici de

déterminer les deux fréquence propres de

la structure. Les résultats analytiques

auxquelles nous comparons les résultats FTITIS

numériques ,données dans la référence 3 I: L=17/2 ’L L=1/2 :I

. 2592 [ FT
, sont les suivants : @, = ~=r [
i p A /

82 [ [T : Figure VI1 .3 : Poutre en vibration avec
w, = 2 —p 1 Deffet d’une masse et d'un ressort

et

1 . ) 103
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Pour faciliter la comparaison entre les résultats analytiques ci — dessus et les valeurs
numeériques ci — aprés . nous posons ,comme dans les applications précédentes, les paramétres
E I A 1 et p égaux 4 1. Les conditions aux limites sur cette structure sont :
V1:912V3=9_1=0.

Les résultats a se probléme que nous fourni le programme ADSMEF sont

oy = 227359E+02
m; = 819756E+02

les modes propres sont : mode 1 mode?
1.000000 . 1.000000
1.000000 7.692309E-02
les éléments de la matrice modale sont :
7.071068E-01  9.970545E-01
7.071068E-01  7.669651E-02
ces résultats nous permettent de constater que le programme ADSMEF est fiable pour de tels

applications, 2 < L » 3

Application 4 E AL p

Considérons la structure montrée par la
figure VII 4 . Les conditions aux limites sur

les déplacements sont les suivantes : v, = 0, =

vy = 045 = 0. On traitera cette exemple en deux

mode ; mode antisymétrique ot vz = uy et 1 4 5

. . 777777 777777
02 = 03, et le mode symétrique oti uy =uy =0 s

et 0; = -0 Les solutions analytiques relatives

a la structure de la figure (V1I .4) sont données
dans la référence (4). La solution “analyfique
des pulsations propres de la structure

considérée en mode antisymétrique sont :

FFII77 777777
Mode antisymétrique
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Et en mode symétrique la pulsation propre

15.14 [ 71 e
vaut . @ = T P — S— - B E SN
I VpA

Comme dans les cas précédents , on pose

les coefficients E .1, A \et p égaux a 1.

- Les résultats numériques que nous.donne le

programme pour les deux modes sont ceux qui

. 7777 F7I77?
viennent ; b
Mode symétrigue

Figure VIL.4 : Portique en vibration libre .

1. Mode antisymétrique :
o = .321042E+01
w2 = 326816E+02

les modes propres sont :
model mode 2
1.000000 1.060000
-2.179776 -2.103437E-02

la matrice modale est -
4. 160773E-01 9.997789E-01
-9 089169E-01 -2.102972E-02

2. Mode symétrique :
oy = 1 54008E+02

les modes propres sont :
1.000000

la matrice modale est -
1.000000

on peut aisément vérifier que les valeurs analytiques sont conformes aux valeurs numériques .

Application 5 ;
Un portique en mode flambage est illustré dans la figure (VII .5) . Cette structure a fait

I"objet d’¢tude dans la référence (5) ou la solution analytique est donnée tel que : P, = ]25?] .
/

Les conditions aux limites posées sont: 8, = -8, =4, = -8, L’exécution du programme

ADSMEF pour cette structure, en supposons toujours que es paramétres E , I, et ] sont égaux

a 1, nous donne les résultats ci — aprés
P.. = 120000E+02
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p P
2 l ls
p—p ¥ L4 — p
[ ""‘--.___ ___—” \\
I” ——————— “
! \
: :
: | L
|‘ :
|\\ ’,
N1 A
’\ i I‘ v
P A H p
L
< >
P p

Figure VII .5 . Portigue en flanthage

On est tout a fait remarquable que le résultat numérique coincide parfaitement avec la solution

analytique , ce qui réconforte le programme ADSMEF.

Abplication 6

On considére la structure en barre montrée par la figure (Vil .6). les barres ont le méme
module d’¢lasticité E = 30.000 Ksi et les sections des cing éléments sont A; = Ay = 0.2 in2
Az = As = 012 1n? et Az = 0.08 in? . Les coordonnées des noeuds peuvent étre déduites

directement & partir de la figure ci — contre .

5 Kips

20in.

20 in.

A —

Figure VII .6 : Structure barre en mode statigque
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L’analyse de cette structure est réalisé dans la référence (6) . nous nous nous sommes
basés sur les résultats données par la référence (6) pour valider ceux que nous avons trouvés

par le programme ADSMEF.

Les solutions que trouvons par exécution du programme sont les suivantes -

u; = 0.000000E+00
vy = -8.116768E-02
m = 0.000000E+00
vi= -7.413464E-02

les tensions dans les barres sont -

Elément - Sia Nature
i -3.746201 compression
2 -1.334424 compression
3 -8.439642E-01 compression
4 -3.746201 compression
5 -1.334424 compression

Comparés aux résultats données par la référence (6) , on peut voir la conformité des

valeurs obtenus par la programme ADSMEF.

“Application 7
Dans la figure ci — contre est représenté une structure composé de trois éléments poutre
d’un module d’élasticité E = 30.000 Ksi et d’'un moment d’inertie | = 64.2 in2. Les conditions
aux limites pour cette structure sont tel que uy - vi =6, = uy = vy = 04 = 0. Le programme

ADSMEF nous donne les résultats suivants pour ce cas de figure -

LAY

2 7 60+/2in

s

| 3
< 60 in 4<_60_‘\[5_m_pL 60 in ’l

Figure VII . 7 : structure poutre en mode statigue

uz= 2.497084E-10
vy = -2.336177E-01
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6= -4.671993E-03

uz = 1,699514E-09
vy = -2.336177E-01
1= 4.671993E-03

les efforts internes sont ¢

Elément X Y. M X3 Y2 M,

It -1.2485420-07 | 9999996 449.970901} 1248542107 | -9.999994 150028900
2 <ESTTITRIE-07 1 -R.692322F-07 | 1.577378E-07 | -150.029000 R.6923220-07 | 150.029000
3 B.4975695-07 | -9.999996 -F50,028900 -8.4975060F-07 | 9.999996 -449.970900

Tableau V11 .1 : résultats de 'application 7

Les résultats donnés dans le tableau ci — dessus ont été vérifiés par rapport a ceux établis

par la référence (7) . Ceci nous permet encore d’approuver le déroulement du programme

ADSMEF,

Application 8

La figure (VII .8) représente une structure en poutre simplement appuyée en ses deux
extrémités. Les probléme est défini par les constantes suivantes : A=6.71in?, 1 =64.2in? . E
= 30000000.0 psi , et p = 0.000733 lb-sec¥in’ . La présente structure est modélisée en
utilisant trois éléments poutre. 1l est souhaité de trouver les fréquences naturelles et les modes
propres qui leurs correspondent.

Le programme nous donne les résultats ¢i — dessous :

© = .340857E+04 [ﬂ
247471 E+04 1 F I [ 1 4

138306E+04 _”4;, 2 } 7®7;7
96 in. 96 in. 96 in.
>

Figure VI 8 : Structure poutre en vibration libre

3]
(]

i

L4V}

!

03
wa= .743812E+03
os=.301365E+03
® = .745215E+02

L.es modes propres sont

Mode 1 Mode 2 Mode 3 Mode 4 Mode 5 Mode 6

1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000600 1.000000
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9.999975E-0

1.897130

6.073802

20999940

127.925900

2092 092000

1.302623E-05

2.47125HE-05

T911892E-05

2. 735500E-04

1.666395E-03

2.725214E412

LLIOGIR3E-18

2.098578E-18

6.718755E-18

2.322983E-17

1.415098E-16

2.314243E-15

2. 77G1R3E-25

3.266793E-25

1.086203E-24

5.829981E-24

3.5514G5E-23

5. ROBO4SE-22

2.811100E-08

5.333035E-08

170741 1E-07

5.903307E-07

3.596133E-06

5.881095E-05

La matrice modale est :

Tableau VI .2 : Les modes propres de lapplication 8

Mode 1

Mode 2

Made 3

Mode 4

Mode 5

Mode 6

T.071077E-01

4.662980E-01

1.624544E-01

4.756530E-)2

7.816789E-13

4. 779904E-04

7.071059E-01}

8.846278E-01

9.867160E-01

998868 E-0]

9.999694E-0 1

9.999999E-01

9.210946E-06

1.152339E-05

[.285322E-05

1.301152E-05

1.302586E-05

1.302626E-03

7.821907E-19

Y. 78562719

LOS491E-18

1.104934E-18

1. 106152E-18

1LI0618GE-18

1.963060E-25

2.455895E-25

2.739311E-25

2. 773048E-25

2.776105E-25

2. 776190E-235

1 987750E-08

2. 4R6T7RIE-08

2.773765E-08

2.807925E-08

2R1I021E08

2.811T07E-08

Tableau VI 3 : Les modes propres de 'application 8

Les valeurs données ci — dessus sont également conformes a celles que I’on retrouve dans la

référence (8) .

Application 9 :

Etudions le cas de la plaque encastrée d’un coté et (a) libre de 'autre coté ou (b)
simplement appuyée aux deux extrémités comme le montre la figure (VI . 9) . Dans les deux
cas le plaque est soumise & des charges uniformément réparties d’une intensité 1000 Ib/in. Sur
le coté libre. Les constantes caractéristiques de cette structure sont ; E = 30000000.0 pst ,
t=0.1in,etv=203. Laconformité des résultats que I’on a trouvé & partir du programme

ADSMEF a ¢té vérifiée par comparaison aux résultats illustrés dans la référence (9), et ceci

dans les deux cas (a) et (b) .
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2 3 o 9 12 15
/
AN g It
7
/)
7 B 5[ Al 1S 4 1000 ib/in.
20in. ‘/;
2 B g
7 il o
Y 7
E 4 7 10 13
i
40 In.
‘ ’ 1
CAS (A) 1450 :
‘ I
. I {
N |
ral/ |
z S 2
Ve \
7
5 2 5 8@ IIIE, 1000 ib/in.
20 in, ;:
40 d 19
Cil ) 1 g i3
7 4 7 10 1IAOK
A 45°
40 in T
< .
CAS (B) >
Figure VI1 .9 : Plaque triangulaire en statique
Cas (a) Cas (b)
nocud: AX AY AX AY
I 0.000000E+00 | 0.000000E+00 [ 0.000000E+00 | 0.000000E+00
2 G.GOO0NDEHO0 0.000000E+00 0.000000E+00 0.000000E+O0
3 0.000000E+00 0.000000E-00 Q.000000E+00 0.000N00EA+QN
4 3.313944E-03 8.955021E-04 5.042501E-04 2 198520E-04
5 3.021375E-03 -1.764699E-09 5.440495E-04 1.629450E-11
] 3313947603 -8.95500 1E-04 5.042502E-04 -2.198520E-04
7 6.54T407E-03 9.8393231E-04 9.533494E-04 3.853760E04
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6. 420028E-03

-4 541711E-69

1. 258863E-03

-2 919900E-11

0.547411E03

- B93322E-04

9.533498E-04

-3.853761E-04

10

9. 839736E-03

9.977834E-04

1.231606E-03

7.218753E-04

9. 790502E-03

=7.75T390E-09

2.295125E-03

-1.974300E-{0

12

9.R39742E-03

-9 9T7T992E-04

1.231607E-03

-7.218756E-04

13

- 1.316627E-02

1.006790E-03

6. 158029E-04

6. 158029E-04

14

1313201802

-1.045309E-08

4.294576E-03

-4 136777E-10

15

1.316628E-02

-1.006R10E-03

6. 158035E-04

-6.158035E-04

Tableau V11 .4 : Les déplacements de 'application 9

Oy Gy Oy Grax Cmin dircction
CAS(A)
I JO0IIEHDS 3253254403 69569E-+03 - J0089E+05 | . 27575E+HG3 A0756E+0]
2 - 99606E+04 | 298R2E+H04 20362E-02 9Y606EH4 .29882E+)4 [16732E-04
3 JI6HOEH4 Z9RBE-HNM - 20362E-12 H9606E-+H4 29882E-+04 JA6TI2E-04
4 JO039EHDS J2532E4+03 - 09569E+H03 JAOORIEHDS .2757SEH03 A0756E+01
5 96813EHM -G3589E+02 |- 38720E+02 | .968B15E+HM4 - 63743E4+02 22765EH0
6 O3 T9E+HOS A0910E+H03 - 33758E+03 | . 10330E+H05 J39761EH3 T9488E+H)
7 JO319EHS A090IEHD3 33758E+H03 A03II0EHOS J39761E+03 - 19488E+01
8 968 13E+04 - GISRTEHIZ | 3RTI9E+02 O6815E+04 -037THE+02 | -22765EH00
9 OR6TUEH4 -33271E+02 | -47047E+02 | 98672E+H4 -33495E+02 2T22TEHN
10 JAOL33EHDS TI9LSEHD2 - 14G98E+H03 JA0I35EHOS H9T69EH)2 B3673E+00
11 AOI33EHS JT19ESEA02 .J4698E-+03 A0135EH)S 69769E+02 -83676E+00
12 ORGTOEHD4 -332TIEH02 | 4TMTEH)2 JOR6TEH -33494E+02 -.27227E+0ﬁ
13 D9TOIE+HS -29MIE+H02 |- 29141E+02 | 99709E+HD4 - 29225E+02 16696EHD
14 .10029E+05 S5367EH)2 - 56812E+02 | 10029EH0S [A5044E+H02 32505E-+Q0
15 JO029EHOS 15366E4H02 S56813E+02 10029E+H0S A5043E4H02 -.32505E+00
16 99T09EHM - 29140E402 | 29141E+02 99709E+04 -29225E+02 |- 16697EH30
CAS (B)

1 14449E+04 - 22608E+03 | .29960E+03 H4970E+4 -27817TEH03 | - 98635E+0]
2 JA7936EH)M S3IBOTEHO3 I8R01E-04 A7936EH)4 S3IBOTEHS -.R5802E-06
3 AT936E+4 S3ROTEHS 8ROIE-04 A7936E+04 S3R0TEH3 -.85802E-06
4 [14449E+04 -22608E+03 | - 29960E+03 | 14970E+04 - 27817E+03 98635EH]
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5 JOO9IE HY - 82063 1E+03 S4350E+HD 12422E4HM - 9691 IE+03 - H4T22E+32
6 ZIAVEEH = 17829E+G2 A5922E402 2 401E+64 - IRROGE+H)?2 - 12191E+01
7 2139EH4 - JTRIVEHY2 - 45922E+02 Z2I401E+HM - 13806E+02 A2191E+H0
8 JOV94EH) ~R263TE+03 « 54350E+03 12422E+04 =969 1HE+03 CHT22E402
9 20339E+H03 - 21046E+)4 J6154E+04 JN0346E+H04 -29359E4n4 -.27230E+02
i0 A03SE+HM - 24560E+03 J35251E403 J07206EA+04 -28305E+03 ) - 60643E401
i S3O3SE+HM4 -.24560E+03 - 35251E+03 S30726EH4 -.28305E+03 60643E-+01
12 Z0339EH0R =2 1046E+04 e llv{a__“tﬁdEH)-’I 10346E+04 = 2Y359E+04 27230EH2
13 -263REH4 |- 26392E+04 A1223E4+04 J4R32E+04 - 676 15E+04 - 45000E+02
T4 SRTTTEA04 - 40233E+H)3 A22TIEHM HI1089E-+H4 -.63360}34-03' = 106TIEH02
15 SRTTTEHM - 40233E+03 = 12271E+04 O1089E+H4 -.03360E+03 AO6T3EH2
16 - 20392E+04 -.26392E+04 -41223FE+04 J4832E+04 - 07615E+04 A5000E+02

Tableau VII .5 : valenrs des contraintes de lapplication 9

Application 10

On s’intéresse dans le cas présent a I'analyse en flexion de la plaque illustrée par la
figure (VI .10). Cette plaque est modélisée par I’élément rectangulaire a seize d.d.l. comme
montré dans la figure et elle est sujet a des sollicitations transversales uniformément réparties
Po. Onassume que E= 10" v=03 et Py=04 psi.

Pour cause de double symétrie, on n’étudiera que le quart de la structure. On note que
cette application & été traitée dans la référence (10) qui nous a servie de base comparative

pour la confirmation des résultats qui suivent ;

0,16 in. ;
ﬁ ’/ 0,16 in. 7/

7

o!‘
,/
4/ .
/ 0,16 1n.
!
!
A0 15 20 38
f9 i.Jﬂ.J.‘L/Ji{
VEVELYE 17; 22/ - 14 1. 0.16 in.
_/_._.7_ —_ .....a
i/ 6, 16,/ 21

Figure VII .10 : Plague rectangulaire en flexion
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PRESENTATION DU PROGRAMME

Neeud W Ox By Oy

] 0.000000E+00 -0.3738S50E-4 -6.379219E-04 0.600000E+00
2 Q.000000E-+H) -5 A774E-03 0.000000E+00 (.000000E+00
3 0. GO0CONE+00 -R.845742E-03 0.000000E+00 0.000000E+00
4 0.000000E+00 -1.120003E-02 0.000000E+00 0.000000E+00
5 0.000000E-+00 -1.199385E-02 0. 000000E+00 0.000000E+00
6 0. 000000E+00 0.000000E+00) -5, 169773E-03 0.000000E+00)
-1.914287E-02 -4 3431 36E-03 -4,344254E-03 -7.305302E-04

8 -3 382593E-02 -7. 86869 E-03 -3 132166E-03 -6, 121367E-04
9 -4 308021 E-02 -1.00B105E-02 -L621696E-03 -3.7T17119E-04
16 -4.62222RE-02 -1.082790E-(12 0.000000E+00 0.000000E+00
11 0.000000E+00 0.000000E+00 -8.839983E-03 0.000000E+00
12 -3.381758E-02 -3.130533E-03 -7.866206E-03 -5.941887E-04
13 -0.103115E-02 ~5.0656273E-03 -5.654914E-03 -6.119674E-04
14 -7.825539E-02 -7.324919E-03 -2.928104E-03 -3.934035E-04
15 -R.412410E-02 -7.803142E-03 (.000000E-+00 0.000000E+00
15} 0.000000E4+00 ... LOGONNEHOG -1 HI9981E-(12 (.O000000EA+00
17 -4.307169E-02 -1.620995E-03 -F.O07888E-H2 -3.385454E-04
18 ~7.824031E-02 -2.927415E-013 -71.326093E-03 -3. 747899E-04
9 -1.007228E-01 -3 .812054E-03 -3.815824E-03 -2.609446E-04
20 -1.084234E-01} -4.118082E-03 0.000000E+00 0.000000E+00
21 0.000000E+O0 0.000000E-+00 =1.199950E-02 0.000000E+00
22 -4 621626E-02 0.000000E-+H)0) -1.082712E-02 0.000000E+O0
23 R 409968E-02 0.000000E+00 -7.8906883E-03 0.000000E+00
24 -1.O34107E-G1 0.000000E+00 -4 123891E-03 0.000000E+00
25 -1 167595E-01 G.000NNEA00 0.0006G00E+H0) 0.,000000E+O0

Tableau VII .6 : Valenrs des déplacements pour §'application 10

les réactions dans chaque éléments sont :

Element Nauds F, M. M, M,,
! ~19.722010 -1.06606065 -1.066665 -2.745094
: 6 19.963680 12.916940 ~16.596400 20.927590
7 -20.180720 3.677507 3.674929 -12.123100
2 19.939050 -16.659580 12.954830 20_975560
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Chapitre 111 U PROGRAMME
2 -3 873390 14.526240 19501530 [5.504060
) 7 13.329040 15.024370 -12.403680 11.856920
& -2 1.062860 [5.230540 15.289270 -19.663720
3 11.607220 =13.845790 15435520 IR.O95710
3 7.272696E-01 11.712450 14988140 11.297970
8 6.004319 17.858270 -15.219280 15.205680
? 9 -16.499630 19759290 18. 789820 =22.472400
4 9708042 -7.588658 8.607667 11616210
4 3.9458R83 5.455352 7.533835 4.064017
1 G -1.442159 19.08042(} -16.727810 17.495490
10 -0.513652 200354200 18.543050 -201.653590
] 7.009917 -1. 066640 6.658677E-01 3.959313
6O -3.944250 19.397990 14.463050 15.434930
< 11 11.599820 15.338510 -13.781840 17938070
12 ~20.904 340 14 962200 14.939250 -19.227920
7 13.248750 -12. 480710 15.001830 11.803R60
7 -12.797100 -8.221224 -8.273108 -14 382090
. 12 16.097680 14299780 -17.812990 22.603650
13 -19. 366090 25.332550 25318690 -29.564370
8 16.26548() ~-17.537520 13.96982() 22.185920
8 -1.667125 15 551290 -14.039920 -22.705590
13 9 427806 23.396300 -23.552860 30.226310
7 14 «14.646770 31818000 30.030780 -36.350530
9 12. 886010 -18.787170 14 604860 25488710
9 -1.344420 -20.052530 -16.666920 -27.622900
8 14 1901405 28347000 -26.849500 34.062760
15 -6. 870473 31.936290 29 668136 -36.7176 10
10 63134951 =20.355080 16.076220 27982560
N 6. 5T5686E-N! 14 800250 11.648670 11.096940
16 9681351 8.462346 -7.611699 11.405000
? 17 -16.134870 18 155160 19189250 -21.736410
12 5795908 ~15.603610 18.129590 15.497690
12 -7.389419 -13.658440 -13.255740 ~22 428950
10 17 l2.427? 16 15219980 ~19.393370 26.114520
I8 -14.360100 29.736420 31.410940 -36.05707¢
13 2.321750 -23 568230 23391560 30034260
13 -5 583841 -25.160670 -25.157510 -36.385110
. I8 T0OI8476 260604090 -28.678250 38.271530
19 -10.6 16820 37.320790 37261410 -45.335740
14 R. 182091 -28.370770 206.312890 37.852610
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14 -1.835978 -31.793860 -29.493740 -43.387200
19 2. 589501 33.347330 ~33.673350 44.068860
12 20 -4.423720 37.719490 37.200680 -40.964540
15 3.670253 -31.936230 28980420 43123900
16 4015024 7.452474 5478421 3.875753
21 7.084333 5.651175E-M -1.066604 3.913292
b 22 ~9.379300 18.444920 20.350080 -20.762640
17 -1.72004} -17.282550 19.635620 18267270
i7 =9.723634E-01 -16.092630 -19.431730 -26.911980
22 6.179162 16.141210 -20.350170 27.832920
" 23 -0.818937 29651700 31906400 -36.,793220
18 1612155 -27.141120 28.702710 34325600
18 -1.670205 -29. 199240 -31.435310 -42.939960
23 3.619291 28.973630 -31.906500 43.'()(}76 iy
13 24 -4.446510 37.197540 37.725240 -46.964610
19 2.497460 =33.663170 33.413090 43.998370
19 -8.704978E-01 -37.004620 -37.001120 -51.264840
24 1.246049 36.655330 -37.725400 50.652070
16 25 -1.599890 39481880 39.518870 -51.674030
20 1.223932 -37.719470 36711690 50.677270

Tableau VI . 7 : Tablean des réactions anx nends powr 'application 10

Application 11

Dans ce cas, un élément en trois dimension modélisé en tétragdre a quatre nceuds est
considéré. Les caractéristiques de cette éléments sont ; E= 100 et v=0.1, les degrés de liberté
libre et les forces appliquées sont tel que indiqués par la figure (VI .11) . Les résultats
auquels on aboutt sont identiques a ceux que présente la référence (11) et ils sont représentés

dans les tableaux ¢i — dessus .
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DRESINTATTON 12U PROGRAMMIE

7 A L
3
| 0.5.6
g Y. ! l
v/ X! 4
0,0,1 i .0,
A {
AN
\
H
\\ i
0.10.03¢L - N[
0,0.0 4,00

- 1112,0

Figure VII V1 : Elément tétraédre ¢ quatre neeuds.

Noeud AX AY AZ

1 00000 EA-0G0 O.000000E+H) -1.000069E-(2
2 0.000000E-+H)0 0. 000000E+00 (.000000EH))
3 3.000108BE-03 0.000000E-4+00 0. 000000E-+00)
4 2.99994 1 E-03 0.000000E+00 -9.999914E-03
5 £.000000E-+-00 2.999807E-03 9. 999457E-03
6 0.000000E+00 3.000092E-03 O.000000E+H)0

J.000109E-03 3.000133E-03 0.000000FE+H00
8 2.999867E-03 2.999939E-03 -L.OO00STE-Q2

Tableau VU .8 : Les déplacements de 'application 11

les contraintes dans Ja structure sont :

Elément | o, a3, (a8 Gy Tyr T

i -1. 9741541505 -2.0993241405 -1.00008 | 0.000000FE+N 0.00000017+08) 0.0000001:+H30
2 2.323928E-06 1.304683F-05 -0.999R651E-01 -6.A4386G3E-00 | 2.973068E-05 2. 328307E-05
3 1.2254555-05 1.9429495-06 -2.0994 [ 3F-0| O.000000EH0 3.630636E-05 2.973068E-05
4 SLO7T96HIE-05 [ -9.00826615-06 | -1 .()f)()ﬂ().?. 1.385039E-06 146849106 | -9.313226E06
5 6.019416E-06 SLATISONE-06 [ -9.999900F-01 | -8.766970LB-06 [ -2.5396455-05 | -3.183512F-05
6 8. 870367E-06 153539905 -9.99938[E-01 2.1G3981E-06 -3.634845E-05 | 4.298412F-05

Tableau VIL.9 : Résultats des comtraintes da 'application 11
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Chapitre VL ARESENTATION DU PROGRAMMI

Application 12

Nous traiterons dans cette application 1I"élément brique décrit par la figure (VII .12).Les
dimensions de I'éléments , les forces appliquées ainsi que les conditions aux limites
correspondants a cette éléments sont indiqués dans la figure ci — dessus , quant aux
parametres E et v ils sont égales . respectivement , 4 100 KN/m? et 0.3 . On présente les
résultats obtenus par le programme ADSMEF pour cette éléments dans les tableaux ci —
dessus . On note que ces résultats on €té validés aprés comparaison a ceux données dans la
0.27.28

référence (12) . 29.30.31

Forcesen KN (1718
0.125

—————— —x19.20.21

343536

01

Tn,n, i

1.0m

0.0.0

0.0.4

0.0.0 0.0.0

lq— 0.5 m —p

Figure VIl 12 : [i/ément brigue & huit neeuds.

Neeud AX AY AZ
| 0.000000E-4-00 0.000000E+00 -1 .5“)5 119E-02
2 2.297412E-03 0.000800E+01) -1.611717E-02
3 0.000000E+00 . 0.CO0000E+00 -06.533562E-03
4 1.550435E-03 0.000000E+00 -6.842136E-03
5 0.000000E+ 0.000000E+00 0.000000E+00
0 0.000000FE-+00 0.000000E+00 0.00000E+00
7 0.000000E+00 ~1.530123E-03 -2.033686E-03
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Chapitre VI

b LOS6ORRE-03 -1 197266E-03 -9.011309E-03

b 0.000000E+00 1.631525E43 -4 27T1704E-03
10 1.029769E-03 1.819642E-03 -4 436640E-03
H 0.000000E+00 0.000000E+00 0.000000E+00
12 0.000C00E+) 0.Q00000E+00 0.000000E+H))
13 0.000000E+06 -1 IOS473E-03 -1 107146E-03
b4 -1.36574RE-04 -1L.OS0GITE-03 -9.6646013E-04
15 0,000000E-+H00 1.431240E-03 -9.641208E-04
16 3.099607E-04 1.557349E-03 -9.722046E-04
t7 0.000000E4+-00 0.000000E+0 0.000000E+00
1R LO00DDOEA00 OO0 E+0) 0.000NQ0E+H00
19 0.000000E+00 -6, 390038E-04 3.760295E04
20 -1.738221E-4 “6.028683E-04 6.551553E04
21 G.OO00D0E+() B.487252E-04 2.654316E-04
22 3.693545E-05 R.923945E-04 2.818375E-4
23 0.000000E+G0 0.600000E+00 0.000000E+I0
24 0.000000E+00 0.000000E+00 0.000000E+00

Tableau VII 10 : Paleurs des déplacements de Dapplication 12

les contraintes dans la structure sont :

fllément | o, Ty <, Ty Ty (>

1 5.553992E03 | -2.087466E-01 | -7.616907E-0F { -6.923500E-03 | 1.203093E-01 | -4 432048E-03
2 -9 507585E-02 | -1.279458E-01 [ -6.190075E-01 | -1 388783E-03 | 7.806271E-02 | 1.570369E-02
3 1.572805E-02 | -7075675E-02 §-2.533569E-01 | -3 187317E-03 | L.ORO6RSE-01 |-4.232037E-03
4. -T002660E-02 | -1.304504E-01 | -3.262598E-01 | -8.784342E-04 | 1.270363E-01 | 9.554718E-03
5 SOS0330E03 | -1345933E-03 | 1L.50471GE-02 | 2.583466E-03 | -2.39I085E-02 | -1.930067E-03
O -LAGTROZE-02 | -5.200998E-02 | -5473281E-02 [ 6.397235E-04 | 6.935868E-02 | 3.495582E.03

Tableau VUi .11 : Valeurs des contraintes de 'application 12

Nous signalons , enfin , que certains éléments pris en compte par le programme

ADSMEF nlont pas été vérifiés & cause d’indisponibilité d’application auxquelles on

pourrai se référé.
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Références

T: TY Yang, Fir;ite Element Structural Analysis . Page 145
© T.Y.Yang , Finite Element Structural Analysis, Page 180
. T.Y.Yang , Finite Element Structural Analysis, Page 214
. T.Y.Yang, Finite Element Structural Analysis, Page 220

. T.Y.Yang ., Finite Element Structural Analysis , Page 244

2

3

4

5

6 : T.Y.Yang, Finite Element Structural Analysis Page 483

7. T.Y.Yang, Finite Element Structural Analysis, Page 484

8 : T.Y.Yang, Finite Element Structural Analysis, Page 494

9 : T.Y.Yang, Finite Element Structural Analysis, Page 506

10 : T.Y Yang, Finite Element Structural Analysis ., Page 521

I ' 11 : 1. M. Smith , et D.V. Griffiths, Programming The Finite Element Method, Page 178

12 . 1. M. Smith , et D.V. Griffiths, Programming The Finite Element Method, Page 182
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Conclusion

Nous avons vu comment la méthode des éléments finis permettait de ramener les
problémes de milieux continus a des problémes discrets & un nombre fini de paramétres

inconnus qui sont déterminer par application des critéres énergétiques.

Le choix de la méthode des éléments finis a été retenu pour les raisons suivantes -

- elle facilite Ta prise en compte des conditions aux limites sur les forces et les
déplacements nodaux. .

- sa souplesse considérable dans le choix du maillage.

- elle présente un avantage certain quant 2 sa mise programme . devenant ainsi un )

outil numérique trés appréciable.

On peut choisir, de fagon arbitraire, la position et le nombre des nceuds et donc le

nombre, la forme, et la répartition des domaines élémentaires. Ainsi tout contour peut étre

» approché. Enfin si ’on désire calculer les déplacements ou contraintes en un point bien
particulier du domaine ,cela est facilement réalisable, il suffit de choisir les noeuds en ces

points.

On retient, enfin, que les résultats obtenus dans notre étude par le programme que
IPon a réalisé sont tout a fait fiables comparés au résuitats données par les références.
Néanmoins certains éléments pris en considération par le programme n’ont pas pus étre
vérifier. Nous nous fixons comme objectif dans le futur d'élargir le programme a d’autres

éléments et de rendre son exploitation plus souple et plus accessible.

Vu Iintérét porté a la méthode des éléments finis dans les différents domaines

industrielles (génie civil, aéronautique, mécanique, etc.) nous souhaitons et recommandant

que les prochaines recherches puissent se faire sur les applications industrielles de la

méthode des éléments finis ainsi que sur son intérét pratique.
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