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INTRODUCTION GENERALLE

Les structures spatiales composées de poutres a4 section mince et ouverte, comme
les pylénes électriques et les structures en Offshore, sont beaucoup utilisdes
dans la pratique. Ce type de structure appartient a4 une classe ol une large
proportion de chargement est reprise par la force axiale dans les membrures. Ces.
membrures deviennent alors plus flexibles et instables, et souvent, elles .
subissent de larges déformations avant la rupture. Aussi, 1'évaluation du facteur
de sécurité effecti f de ce type de structure nécessite la prise en considération
en méme temps des effets non linéaires géométriques et matériels dans 1'analyse.

Les dtudes traitant ce type de probléme sont abondantes. Elles sont classées en
deux catégories. Les analyses de Ié premiére catégorie sont trés efficaces mais
elles ne sont développées que pour des problemes bien particuliers. Dans la
seconde catégorie,l les études s5'appliquent & un domaine plus général, mais
présentent quelques inconvénients. FElles sont limitées 4 de petits incréments
de chargement et elles nécessitent un nombre important d'éléments pour la bonne
modélisation du comportement du milieu a étudier. En effet, elles sont basées
sur la description Lagrangienne approchée. Cette derniére néglige les matrices
de rigidité relatives aux termes non linéaires dir tenseur de Green-Lagrange qui
sont difficiles a calculer,

Par conséquent, 1'application de ces études 4 I'analyse non linéaire reste
limitée au seuvul domaine de la recherche étant donné leur codt élevé.
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Pour rendre accessible ces études & des analyses pratiques, il est nécessaire

d'améliorer les performances des méthodes de calcul.

Le but qu'on s'est assigné dans cette étude est d'examiner les effets résultants
de la négligence des termes d'ordres supérieurs du tenseur des déformations de
Green-Lagrange sur la réponse de la structure dans une analyse en grands
déplacements d'une part, et de suggérer une description cinématique permettant
1'amél zoratzon de la vitesse de convergence et la précision de la réponse avec
de grands mcréments de chargement et un nombre réduit d'él éments, d'autre part.
Ceci en gardant en vue les problémes théoriques inhérents a un élément fini de
poutre spatiale non linéaire, & savoir:

- La torsion non uniforme

~ Continuité de gauchissement en un noeud

- Connexion en un point quelconque

- Matrice de rotation

- Tenseur des déformations

— La loi constitutive non linéaire

La formulation du modéle numérique proposé réside essentiellement dans:

- Le développement d'une description mixte (DM) qui permet l'utilisation
d'incréments de chargement modérés avec un nombre réduit d'éléments.

— La formulation d'une matrice de rigidité tangente devant tenir compte
de 1a connexion excentrée, des forces ini tiales et de la dissymétrie .de la
section.

~ La construction d'un algorithme de calcul élasto—plast;que basé sur le
modéle fibre et prenant en considération 1'effet de 1 ‘écrouissage isotrope et
1'influence d'un déchargement élastique.

- L'inclusion d'une technique de résolution pemettant de tracer toute la
réponse de la structure jusqu'a la ruine. Celle-ci permet d'éviter la sous ou
la surestimation de la capacité réelle de chargément de la structure résultant
de la rupture fictive durant les itérations d'équilibres. Ainsi, elle permet de
connaitre la sensibilité d'une structure 4 s 'accommoder & de grands déplacemen ts.

. : s _ .
Afin d'illustrer les performances relatives & 1'application de grands incréments
de chargements, & la vitesse de convergence et 4 la bonne précision du programme
développé dans cette étude de nogbreux exemples numériques pour lesquels des
solutions existes sont présentés.
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1.1) INTRODUCTICN

Le développement de nouvelles formulations pour 1'analyse non linéaire des
structures conmposées de poutres, capables de s'accommoder 3 de grandes
translations et a de larges rgtations, a suscité 1'intérét de plusieurs
" chercheurs. Depuis la premiére application de 1'ordinateur a4 1'analyse non
linéaire des structures, diverses formulations cinématiques non linéaires ont
été présentées [1-28]. Ces analyses ont porté sur quatre parties essentielles,
qui sont: .

x 1'établissement d'une matrice de rigidité devant tenir compte
simul tanément des non linéarités patérielles et géométriques.

*x Le développement d'une formulation cinématique capable de prendre en
compte les grandes translations et les larges rotations.

* Le développenent d'un modéle élasto—plastique.

* La construction d'un algorithme efficace de résolution de systémes non

linéaires permettant de tracer toute la réponse non linéaire.

Vu le nombre important de parameétres régissant une analyse géoméfrique non
linéaire élasto—plastique, nous avons jugé utile de ne considérer dans ce
chapitre que les formulations cinématiques, tout en revenant a chacun des autres
paramétres dans les chapitres suivants. | '

En pratique, les théories non linéaires sont principalement formulées en fonction
‘des variables d'Fuler ou celles de Lagrange.
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1.2) FORMULATION EULERIENNE

Cette formulation est trés employée dans les applications de la mécanique des
fluides. Dans la mécanique du solide en grands déplacements, par contre, les
travaux relatifs a cette description sont rares [1,2,3]. En outre, la majorité
d'entre eux [2,3] confondent celle—ci avec la 'formulation Lagrangienne

actualisée.

La principale différence entre ces deux fofmulations réside essentiellement dans
la maniére dont sont calculées les déformations. En effet, pour la formulation
Eulérienne, les déformations du corps en mouvement sont déterminées A travers
une région fixée de 1'espace, alors que pour la formulation Lagrangienne, les
déformations sont déterminées en suivant son mouvement dans 1'espace.

1.3) FORMULATIONS LAGRANGIENNES

A la différence de la formulation Eulérienne, la formulation Lagrangienne est
trés utilisée dans les applications d'analyse non linéaire des structures par
la méthode des éléments finis, A cause de sa simplicité'et de la faciliter de
son implémentation numérique.

Sharifi et Popov [4] présentent en 1971, une formulation incrémentale basée sur

l1'actualisation du systéme local. Ils déduisent les équations d'équilibre en

soustrayaﬁt 1'expression des travaux virtuels éxprimée dans la configuration a.
1'instant t et de celle & 1'instant t+At repérée par rapport a la configuration

a 1'instant t.

[ti 80, da = [ &y dngyav e [ oy deyy av (1.3.1)
A ' v v

avec

€3 = €44 * Ny | (1.3.2)
ou Tyy et 'oij sont le tenseur des contraintes de Cauchy et 1'incrément du
second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff, respectivement. €44 et Ny

sont, respectivement, les parties linéaire et non linéaire du tenseur des
déformations de Green-Lagrange €;; .
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Toutefois, A cause des termes non linéaires du tenseur des déformations de Green-
Lagrange, cette équation ne peut &tre directement résolue. Aussi, Sharifi et
Popov [4] proposent de linéariser celle-ci en négligeant le terme non linfaire 1,4

du tenseur €4 . L'équation obtenue n'étant nathématiquenent. pas exacte, ils
suggérent d'employer la méthode itérative de Newton-Raphson pour ninimiser

1'erreur.

En 1973, dans une analyse élastique en grands déplacements des structures
spatiales composées de poutres a parois minces et A section ouverte, Bazant et
Nimeiri [3] développent une procédure incrémentale basée sur un systéme
Lagrangien actualisé, dans lequel, les forces internes sont tenues constantes
durant tout 1'incrément de chargement, et ol les coordonnées locales de chaque
élément sont actualisées au début de chaque cycle de chargement.

Cependant, ce n'est qu'en 1975, en utilisant le principe des déplacements
virtuels ( travaux virtuels), que les formulations Lagrangiennes regoivent par
Bathe, Ramm et Wilson [5], un développement théorique éénéral. Ce développement
adapté A la méthode des &léments .finis incorpore les différents types de non
linéarités ainsi que 1'effet dynamique. Aussi, plusieurs récentes publications
[6~11] y font référence.

En 1979, Bathe et Boulourchi [12] présentent un élément poutre spatiale non
linéaire capable de s‘apcommoder 4 de larges rotations, dont les équations de

mouvemnent sont:
( Kg + Kg ) AU = F4CF - °F (1.3.3)

ol KBest la matrice de rigidité linéaire, KGIa matrice de rigidité géométrique
et du 1'incrément de déplacement entre les instants t et t+At.

Dans leur publication, Bathe et Boulourchi [12] montrent aussi que les équations
d'équilibre régissant les formulations Lagrangiennes totale et actualisée sont
identiques, c'est a dire que les mémes matrices de rigidité et les vecteurs
forces nodales seronf générés dans les deux formulations. La réponse prédite par
" les deux formulations est la méme, si le méme nombre d'éléments est employé pour
modéliser la structure. Ils déduisent alors que le choix entre la formulation
Lagrangienne totale et la formulation Lagrangienne actualisée, ne dépend que de
la faci%ité de 1'implémentation numérique ef des équations rhéologiques.
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Les formulations Lagrangiennes présentent cependant un inconvénient fondamental:
Elles sont restreintes a de petites rotations entre deux incréments successifs
de chargement durant le processus de déformation. Cette limitation survient d'une
part, parce que les rotations nodales sont considérées comme des quantités
vectorielles. D'autre part, elle est due a la négligence des termes de
déformation d'ordres supérieurs dans les équations d'équilibre. En effet, en 1975
Jagannathan [13] montre que la négligence de certains termes non linéaires dans
1'expression de déformations—déplacements induit des déformations imaginaires
conduisant a des efforts internes erronés. Ces derniers peuvent créer des
difficultés de convergence lorsque 1'élément subi d'importantes rotations de
corps rigide. '

Par ailleurs, a cause de la négligence de 1a déformée de la poutre au cours de
son chargement, un nombre important d'éléments entre deux noeuds structuraux est
nécessaire a la bonne modélisation du comportement non linéaire. Par conséquent,
1'analyste employant les formulations Lagrangiennes se trouve confronté a deux
problemes: le choix du nombre optimal d'éléments entre deux noeuds structuraux
et 1a grandeur optimale de 1° incrément de chargement garantissant une solution
proche de la réponse -réelle.

1.4) CONCEPT DE LA MATRICE DE RIGIDITE EXTERNE

Pour paliier au probléme induit par la rotation de corps rigide, Porter et Powell
[14] décomposent la matrice de rigidité géométrique KG en deux parties, qu 'ils
appellent matrice de rigidité interne et matrice de rigidité externe. La matrice
de rigidité interne, tout comme la matrice de rigidité lindaire, permet de
prendre en compte le changement des forces nodales élémentaires dd aux
déformations natureiles (déformations réelles) durant 1'incrément de chargement,
alors que la matrice de rigidité externe permet de prendre en considération celui
do 2 la rotation de corps rigide du méme incrément de chargement.

Le concept de la matrice de rigidité externe et interne est exploité par Gattas
[7] en 1982 pour expliquer 1'équilibre d'un élément poutre plane subissant un
‘mouvement de corps rigide. En analysant 1'équation de mouvement, exprimée dans
la configuration A 1'instant t+At et repérée par rapport a4 la configuration a
1'instant t, obtenue par Bathe et Boulourchi [12}:
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(k1o + (Ko + { eFb = | cratp) (1.4.1)

ol KE et KG sont, respectivement, les matrices de rigidité linéaire et
géométrique. '

11 remarque que le vecteur des forces exteérieures {t+Atp} est en équilibre par
rapport la configuration 2 1'instant t. Cependant, le vecteur des efforts
résistants {¢F , qui était lui en équilibre dans la configuration t ne le reste
plus dans la pouvelle configuration a l'instanf t+At. En conséquence, il conclut
que le terme [K3+Ka]{U} ne peut pas étre en équilibre dans cette derniére
configuration. Mais, comme le terme [Kg)lU} est en équilibre dans la
configuration a 1'instant t+At, il déduit alors que c'est le terme [Kg] {h qui

ne 1l'est pas.

Pour définir le systéme de force qui doit contrebalancer le défaut d'égquilibre
du vecteur (EF} , il décompose, selon le procédé de Porter et Powell, le terme [Xg}iU}
en deux parties: ‘

[Kg]{U} = [K,]1,400 + (K] A0} (1.4.2)

ol [I{G]i est la matrice de rigidité interne qui permet de prendre en
considération 1'effet des déformations r_éelles et <[Kﬁ]e la matrice de rigidité
externe qui compense les efforts générés par le mouvement des forces {tAm de
la configuration a 1'instant t a celle a 1'instant t+At.

Ce procédé est repris en 1986 par Yang et McGuire [8,91 pour expliquer
1'équilibre d'un élément poutre spatiale subissant divers mouvements de rotation
~de corps rigide. En suivant le méme raisonnement, et en supposant dans une
formulation Lagrarigienne actualisée. que le déplacement virtuel 6U peut étre
séparé en la somme d'un déplacement naturel GUn et d'un déplacement de corps
rigide 6Ur, ils établissent les matrices de rigidité élémentaires interne et
externe. Celles—ci sont obtenues par décomposition de 1'équation variationnelle
de mouvement en une partie devant tenir compte de 1'effet de mouvement rigide

et une autre qui prend en considération 1'effet des déformations naturelles. '
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1.5) CHAMP D'INTERPOLATION NON LINEAIRE DES DEGRES DE LIBERTE DE
ROTATIONS NODALES

Pour remédier aux effets néfastes d0s a la rotation de corps rigide, Surana et
Sorem [15] présentent en 1989 une intéressante description pouvant lever la
restriction de petites rotations nodales entre deux incréments successifs de
chargement .

Dans une formulation Lagrangienne totale, 1ils développent un élément
isoparamétrique poutre courbe tridimensionnel a4 3 noeuds, basé sur un champ de
déplacement fonction non linéaire des rotations nodales. En comparant les
équations d'équilibre obtenues dans la formulation de Bathe et Boulourchi {12]
avec celles obtenues dans cette description, on remarque 1la présence de deux
matrices géométriques supplémentaires caractérisant 1'effet non linéaire de la
rotation nodale. '

1'expérimentation numérique présentée par les auteurs montre que cet élément
permet d'utiliser de larges incréments de chargement avec une bonne précision
de convergence. '

1.6) DESCRIPTION COROTATIONNELLE

Un autre type de technique qui a montré sa performance durant cette derniére
décennie est la formulation cbrotationneile. Cette formulation a été proposée
pour la premiére fois par Argyris [16] en 1964, mais elle n'a pu étre
efficaceﬁent utilisée qu'a partir de 1973 par Belytschko et Hsieh [17] dans une
analyse non linéaire des poutres planes. Le principe de 1la description
corotationnelle consiste simplement 4 éliminer la rotation rigide de la rotation
totale et 4 calculer les efforts internes par rapport 4 la configuration déformée
a 1'instant t+At.

En 1988, Chen et Kitipornchai (18] étendent ce principe, que nous rappelons
ci—aprés, a l'analysé du comportement non linéaire des structures
tridimensionnelles composées de poutres & parois minces et 4 section
dissymétrique et ouverte. Aprés avoir transformé le vecteur des déplacements
nodaux d'un élément vers le repére local, ils déduisent d'apres la figure(i-1),
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les rotations de déformation naturellg.

€. = Qs ~ B, B Pyi * ¥y
et o {(1.6.1a)
z3 = Py ~ Bg Cyy = @y * By -

oi W, et p, sont les rotations de corps rigide autour des axes z et ¥
respectivément?telles que:

By = axcsin(i‘zL_i‘x%] B, = axcsir{_”.fi_;_‘ﬁ] (1.6.1b)

La variation de la longueur de 1'élément en tenant compte de 1'effet du

déplacement axial et de la courbure de 1'élément est calculée de 1a maniére

suivante:
=0+ ?16[( 203, ~ w e, + 202 + (2ad; - @ 0+ 2¢7)]  (1.6.1c)
avec

e:f(l-l-uld-—uxi) 24 (uyj_uyi) 24 (u’j—u’i) 2.1

Figure (1-1): Déformation d'un élément quelcongue

Grace 3 1'élimination des rotations rigides de la rotation nodale totale, cette
néthode permet de traiter de grands incréments de chargement sans que cela ne
o ‘
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crée.des difficultés de convergence. Aussi, .les résultats obtenus avec cette
formulation (méme en utilisant des incréments de chargement importants) sont de
loin supérieurs A& ceux recueillis avec ja méthode présentée par Bathe et
Boulourchi [12]. .

Toutefois, cette méthode perd de son efficacité lorsque la rotation dépasse les
90 degrés. Cefte limitation est due essentiellement & 1'incapacité des fonctions
trigonométriques a représenter correctement les rotations rigides réelles audela
de 90 degrés. Par exemple, comme il est montré sur la figure (1-2), représentant
‘un élément d'une structure donnée durant son mouvement, la rotation rigide M1

pour la premiére position est identique a celle déterminée par la formule
'trigonométrique (EQ 1.6.1b). Cependant, pour la seconde position de déformation,
la rotation rigide déterminée par 1'intermédiaire de la formule (EQ 1.6.1b) sera
différente de la vraie valeur de la rotation rigide. En effet, si on prend le
cas de la formule (EQ 1.6.1b) la rotation déterminée serait pg le complément
de P, a 180 degrés, Par conséquent, 10rsquella rotation dépasse les 90
degrés, de nouveau une partie de la rotation rigide sera incluse dans

1'évaluation des efforts internes engendrant ainsi des efforts parasites.

Position 1
Position 2 ‘

Figure (1-2): Processus de déformation durant le chargement
d'un élément quelconque en description corotationnelle

10
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En 1987 Hsiao [19] développe pour les problémes d'analyse du comportement
‘géométrique non linéaire des structures planes, une procédure qui permet de
s'accommoder 4 de larges rotations. Contrairement a2 la technique utilisée par
Chan et Kitipornchai [14,15], cette procédure, consiste a4 élininer la rotation
rigide, non paé de la rotation totale, mais de 1'incrément de rotation par
rapport 4 la configuration a 1'instant t, de telle sorte qu'entre deux incréments
successifs, la rotation rigide calculée a partir des formules trigonométriques
(EQ1.6.1b) permet de représenter la vraie valeur de la rotation rigide; I1 faut
ensuite ajouter 1'incrément de rotation de défofmation naturelle a la rotation
cumulée. Cette procédure peut étre représentée mathématiquement par 1'expression

suivante:
Proar = @ ¥ AP~ B (1.6.2a)

_ o0 Peeac ¢ Pt représentent les rotations de déformation naturelle a 1'instant
t+At et t, A@ est 1'incrément de rotation nodale entre les configurations a
1'instant t et 1'instant t+At et B est {'incrément de la rotation rigide tel
que:

b= arctan(EIi-T_-Eﬁ) (1.6.2b)

Cette technique, cependant, ne peut étre directement étendue a 1'analyse des
structures tridimensionnelles, pour la simple raison que les grandes rotations
ne sont pas des gquantités vectorielles et n'obéissent donc pas aux regles du
calcul vectoriel, car elles dépendent de 1'ordre dans lequel elles sont
considérées. - '
Pour des grandes rotations, la méthode de 1'orientation des noeuds d'un élément,
proposée par Oran [20.21] en 1973, et reprise ensuite en 1989 par Meek et
ioganathan [22] peut étre utilisee. Cette méthode peut manier des incréments de
rotations .illimités, mais elle est nunériquement inefficace & cause du besoin
de stocker 1'orientation des axes aux extrémités de chaque élément pour chaque
itération. Par ailleufs, 1'extension de cette méthode 4 une analyse inélastique
est trés compliquée a cause de la difficulté de séparation des déformations
élastiques et plastiques.

11
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1.7) CONCLUSION

Nous relevons de cette étude bibliographique un nombre important de travaux sur
1'analyse non linéaire des structures en poutres. Ceci est dd & la
diversification des formulations cinématiques non linéaires qui peuvent étre
employées et au fait que jusqu'a ce jour, il n'est pas clair, laquelle des
formulations est la plus efficace. -

A cause de la difficulté de 1'évaluation des matrices de rigidité correspondants
aux termes non linéaires du tenseur des déformations de Green—Lagrange, plusieurs
auteurs se sont contentés des matrices de rigiditéllinéaire et géométrique dans
leurs équations de mouvement. Ces travaux soufrent, cependant, d'un probléme
inhérent a une analyse en grands déplacements: ils sont restreints a de petits
incréments de déformétion entre deux niveaux successifs de chargement. En effet
A cause de la troncation des termes de déformation d'ordre supérieurs, la
rotation rigide induit des déformations imaginaires produisant des efforts
internes pa;asites. Par conséquent, ces formulations nécessitent un important

outil informatique et un énorme temps de calcul.

Pour pallier a cet inconvénient, plusieurs techniques ont été développées.
Celles—ci consistent 2 ajouter de nouvelles matrices de rigidité dans les
équations Lagrangiennes de mouvement ou a adopter un processus de déformation
pouvant lever cette restriction a de petits incréments de chargement.

Dans le premier cas, les travaux se sont limités qu'aux sections symétriques.
Pour une analyse ou les problémes inhérents a une poutre spatiale { torsion non
uniforme, excentricité des connexions, section dissymétrique) doivent é&tre pris

en considération, la détermination de ces matrices devient trés complexe.

Dans le second cas, il s'agit de la formulation corotationnelle totale. Cette
derniére est trés efficace dans les problémes d'analyse non linéaire des
structures planes. En éliminant la rotation rigide, cette technique permet
d'éviter les déformations imaginaires induit par celle-ci. Toutefois, elle ne
peut étre directement étendue & une analyse tridimensionnelle, du faite que les
grandes rotations nodales ne sont pas des quantités vectorielles. Aussi, ces
rotations ne peuvent pas étre cumulées aux rotations des incréments précédents.

12
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Chapitre 2

CINEMATIQUE DES GRANDS DEPLACEMENTS

2.1) INTRODUCTION

L'objectif de ce chapitre est de présenter les formulations permettant 1la

description du mouvement d'un corps en grands déplacements.

Les sections suivantes donnent un apergu sur les outils nécessaires au

développenent de ces formulations.

Ainsi, dans le paragraphe (2.4), la forme générale du tenseur des déformations
de Green-lLagrange en fonction des déplacements est établie.

Dans la section (2.5), le second tenseur des contraintes de Piola¥Kirchhoff et
ses caractéristiques essentielles sont présentés. Mais, comme les composantes
“de ce tenseur ne sont pés directement calculées, une relation entre celui—ci et
le tenseur de Cauchy est établie.

2.2) DIFFERENTES FORMULATIONS

Pour la description du mouvement du corps, il existe quatre formulations de base
(Trusdell (29], Malvern {30] et Abou—Elkhier [1]):

13
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la deécription natérielle,

la description référentielle,

la description relative,

la description spatiale.
a) Description matérielle

‘Dans cette description, les variables indépendantes sont le point matériel lui
méme et le temps t. Cette formulation est extrémement utilisée dans les problémes
analytiques de la mécanique des corps rigides. Cependant, elle est rarement
employée par la mécanique des milieux continus, et spécialement, par la méthode

des éléments finis.
b) Description référentielle

Dans cette description, les variables indépendantes sont la position X du point
matériel P du corps, relative 3 une configuration de référence arbitraire, et
le temps t. Il existe, par conséquent, ﬁne infinité de formulations
référenfielles, et le choix de 1'une d'elles n'affecte en aucune facon les
résultats de 1'analyse. Une description particuliére de référence a été
introduite par Euler.‘dans laquelle l1a configuration de référence est celle
correspondant 4 }'instant t=0. Cette formulation est souvent appelée dans la
littérature "formulation Lagrangienne totale”.

¢) Description relatiﬁe

Dans cette formulation, les variables indépendantes sont le temps t et la
position X d'un point matériel P dans la configuration courante qui dépend elle
méme du temps. Toutes les variables sont repérées par rapport a la derniére
configuration connue. Dans certains ouvrages d'analyse par la méthode des
éléments finis, cette description est connue sous le nom de la formulation
Lagrangienne actualisée.

d) Description spatiale

Dans cette description, les variables indépendantes sont la position courante
X d'un point matériel P (point fixe par rapport au repére en mouvement) et le
temps t. On s'intéresse 4 ce qui se passe dans une région fixée de 1'espace en

14
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fonction du temps, sans. se préoccuper des positions des éléments matériels a un
instant antérieur. Cette approche est trés employée dans les problémes de la
mécanique des fluides. Signalons enfin que, contrairement a la formulation

référentielle, il n'existe qu'une seule description spatiale.

2.3) NOTATIONS ET SYSTEMES DE REFERENCE

Pour faciliter 1'étude du comportement d'un corps Q durant son mouvement, on
suppose que la description de 1'état de déformation du corps, est basée sur trois
configurations: ( c.f figure 2.1)

¥ la coﬁfiguration.a 1'instant t=0, notée €, représentant 1'état initial
non déformé; _ 7

* 1a configuration a 1'instant t, notée C. : le premier état déformé ou
la derniére position de déformation contue .

* la configuration 2 1'instant t+At, notée C,,,, : le second état déformé
ou la position inconnue adjacente a la configuration C, . At est l'incrément

de temps.

’ng ’I*Atx;
Figure (2-1): Mouvement d'un corps dans un gystéme
de coordonndes rectangulaires
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Aussi, comme ii est montré sur la figure (2.1), deux systémes_de coordonnées
rectangulaires cartésiens de référence sont assignés a chaque configuration:

- un systeéme global de référence fixe = (X, é,) commun aux trois états;
et ’

- un systéme local convectif (X;, &;) .continuellenent attache au corps.

Par ailleurs, pour'perméttre de distinguer entre les différentes variables et
leurs références par rapport aux différents états de déformation, la notation
suivante, utilisée dans la référence [31] et reprise ensuite par plusieurs
auteurs, est adoptée tout au long de cette étude: 1'exposant et 1'indice placeés
a gauche indiquent, respectivement, la configuration dans laquelle la variable
se produit et celle par rapport a laquelle celle—ci est mesurée. L'absence
d'exposant, a gauche, signifie seulement que la variable est un incrément entre
les configurations aux instants t et t+At. En outre, la variable temps t
représente le niveau de chargement. '

Si on désigne par °P, P et t+Atp les positions d'un point matériel
quelconque P du corps dans les .configurations Co » Cp et Crae v
respectivement, alors les vecteurs positions de ce point, durant la déformation,

par rapport au systéme fixe (x,,€&;) , seront repérés par:

°f = °F ( °%, ,°%, ,°R,)) 4 1'instant t=0 (2.3.1)

¢F = tP({ tx, ,°X, ,°X,) a l'instant t ' (2.3.2)
$+Atf = t-tAl:f (C*Atxlrt-rAtxz’l:-tAExa) a -llinstant t+At (2-3.3)
Oﬁ ( Oxl.' oxz, Oxa) s ( cxl' cx2' tx:;) et ( c+Atx1' tont:xz' t:+At:x3) sont,

respectivement, les coordonnées du point P aux temps t=0, =t et T=t+At.

D'une maniére similaire, on peut définir les déplacements du point P par rapport
A la configuration initiale non déformée C, par:

e = 3 (fu, , Suy , Suy) ‘2 l'instant t (2.3.4)
crdtyy = LrALf (EtAty |, EAty, | fdiy ) 4 1'instant t+At (2.3.5)
Ainsi, les coordonnées des points tp et t*Atp peuvent étre exprimées en

fonction de ces déplacements, comme suit:
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tF = °F + ¢ (2.3.6)

Aty = EF + e+t ' S (2.3.T)

Par conséquent, 1'incrément de déplacement entre les positions C, et Cppp est

obtenu par 1'expression:

d = targ - & (2.3.8)

Remarque: Pour faciliter le développement, on suppose que le repére local dans -
la configuration 4 1'instant t=0 est identique au repére global (figure 2-2}.

X,

At
’_h.
:

Ce

X 0 Xs

X,

e, &

t tHAt
3’x33 Xs

Figure (2-2): Processus de déformation
d'un segment quelconque

2.4) ETUDE DU COMPORTEMENT DE LA DEFORMATION

Compte tenu des hypothéses présentées dans la section précédente, les positions
d'une particule matérielle P, avant et aprés déformation, sont indiquées par
°F ( ‘%, °x,, °x,) et T{ °x,, °Xx, , °x,) , respectivement.
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Considérons un point °Q voisin de 'P. Dénotons ses coordonnées
par OF+dt (°x+%dx , °y+°dy , °z+°dz). alors, la distance ‘s, avant

déformation, entre ces deux points, peut étre exprimée par: (figure 2~2)

(°dg)? = °dr.°dr (2.4.1)

ou
72 orr
°dr = Odx
T 1 (2.4.2)

Si on désigne par &, la base vectorielle du systéme de référence fixe
(°X, ., °X, , °X,) , il vient:

4 '
= 8
3°x, 1 (2.4.3)
Par conséquent:
°dr = °dx, &, (2.4.4)
L'équation‘ (2.4.1) s'écrit alors:
(adS)z = éi'éj odxi Dd}fi (2.4-5)

Vu que les vecteurs unitaires é’i formant la base vectorielle du systéme de

référence fixe, sont mutuellement orthogonaux, alors:

8.8, = b, (2.4.6)

ol 8,;, est le symbole de Kronecker tel que:

B3,,=1 8i i=j
= T J (2.4.7)
8;;=0 81 1#J
ainsi 1'équation (2.4.3) se réduit a:
(°ds)? = °dr.°dr = 8,; °dx;.°dx,; (2.4.8)

Sous 1'influence d'un chargement extérieur, le corps se déforme, et les deux
' points ©°P et ©°Q se déplacent en *Pet fQ ( figure(2.2)). Désignons
par Ih"('*.:s',ﬂ,fxz,‘x_,‘) et CtP+idr(tx,+tdx,, “x,+tdx,, °x,+°dx;) leurs coordonnées
respectives, alors, la nouvelle longueur (td's) entre ces deux points sera égale
a:
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(tds)? = tdr.tdr . (2.4.9)

Le vecteur tdr . peut étre exprimé dans le Trepére global fixe
(°x, , °x, , °x;) par: '
- 74 o
tdr = d Odx, (2.4.10)
Xi .
Dénotons par &; le terme: 3ty
' -
i a%q (2.4.11)

alors le vecteur ~ tdr s'écrira:
| tdr = &,.%dx, | (2.4.12)
L'équation (2.4.9) devient par conséquent:
(tds)? = *dr.tdr = 4.4, °dx; °dx, (2.4.13)

Il est évident que 1'égalité entre (°de)? et (°ds)}?® est une condition
nécessaire et suffisante d'un mouvement dé corps rigide. Par conséquent, la
différence (tdg)? - (°ds)? peut étre interprétée comme une mesure de
déformation.

2.4.1) Tenseur de Greem-Lagrange

Dans le paragraphe précédent, nous avons mis en évidence que la variation du
carré de la longueur d'un segment peut'étre considéfée comme une mesure de
défqrmation. Dans cette section, les équations (2.4.8) et (2.4.13) exposées
précédenment sont explicitées afin d'établir, sous la forme utilisée dans les
descriptions Lagrangiennes, les termes du tenseur des déformations de Green-
Lagrange.

Ainsi, a partir des équations (2.4.8) et (2.4.13), la variation de la longueur
d'un segnent PQ est égale a:
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(tds)z - (ads)] = Ed}__td} = ( 51.5_1' - 6ij ) odei Ode (2.4.14)
" La moitié de la quantité (51.5_., - GU) représente par définition le tenseur
des déformations de Green—Lagrange:

€y = 3 a;.d; — U4y : (2.4.15)

Reprenons 1'équation (2.4.14), et décomposons, selon 1'équation (2.3.7) le
vecteur position t¥ en la somme de la position initiale 07 et du -
déplacement 37 '

-cf=of+ ti (2.4.16)

tdr = °dr + ‘du (2.4.17)

D'aprés 1'équation (2.3.4) td = tu; &, . Par conséquent:

L ot dotu, '
tdu = °dx, = —J &, °dx, = ‘u,, 8, °dx; (2.4.
x, 1 o°x, I ! S i (2408
d'ou 5 7 '
tdr = °dr + tuj,i éj c'cixi (2.4.19)

En remplacant le terme odr par 1'équation (2.4.4), on obtient:
tdr = &, dei + ‘uj'i é'j °dxi (2.4.20)
soit:

‘dr = (8, + ‘uy ,) °dx, &, (2.4.21)

Substituons cette égalité dans 1'expression (2.4.14), il vient:
‘ (Cds)z - (°ds)? = (611- +-tur'i) dei (6jm + ‘um,_,) Od)fj ér'ém
+ 6” °dx, °dx_, (2.4.22)
Aprés quelques développements, on obtient:
((ds)3 - (°dS)? = (fuy 4 + fuy,, + fu,y fup ) °dx; °dx, (2.4.23a)

En comparant cette derniére équation avec 1'équation (2.4.14), on déduit:
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(.8, - 8,,) = (uyy+ tuy, + fugy tu ) (2.4.23b)

Sous la forme utilisée dans les descriptions Lagranglennes, le tenseur des
déformat1ons de Green—Lagrange s'écrit:

. 1
65 = 5 ¢ “ug,y; * fuyy + Uy fUpg) (2.4.24)

Le tenseur des déformations de Green-Lagrange dans la configuration C,,,, peut
étre obtenu par la différence de la variation du carré de la longueur d'un

segment donné entre les configurations C, et C.,.

2 tAle odx, °dx, = (t*4tds)? - (°ds)? (2.4.25)
En suivant le méme procédé, on obtient:

A 1 .
t+ 531_1 = __5( c*Atui,j + to-Atuji + t Atur.i t’Atuz,j) (2.4.26)

¢

Finalement, le tenseur incrément des déformations de Gréen—Lagrange peut étre
déduit par: '

2 &gy =2 ( e, - ge ) (2.4.27)
ou encore:

2 €15 = ( trAcui'j - cui.j) + “Acujl,i _ Euj,i) +

+ traey o EAEy - fu, g fu, (2.4.28)

Soit, en utilisant 1'incrément de déplacement entre les configurations C, et

C3+At :

1 .
fiy = 3 (ug,y + Uj3 * “Up g Ug g + Upy Uy + Ugy Ugy) (2.4.29)

ot u est 1'incrément de déplacement entre les configurations C, et Cp,. -

En général, le tenseur de Green—Lagrange est écrit sous la forme:

o€y €17 ¥ oMiy . (2.4.30)

ou €13 et Ny sont, respectivement, les couposantes linéaires et non
linéaires du tenseur incrément des déformations de Green-Lagrange relatives a
la configuration initiale non déformée, telles que:
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1 .
®1y = 3 (uyy +uy; + fu yu ;o + fu, 0 ;) (2.4.31a)

et

1
oMiy = 5 ( Uy Uy ) (2.4.31D)

Par ailleurs, le tenseur des déformations de Green-Lagrange relatif a la
configuration Ct peut &tre obtenu par le néme procédé. Par analogie avec
1'équation (2.4.24), on déduit:

tile = “;" Cugy v uyy * Uy Uy ) (2.4.32)

ol u est 1'incrément de déplacement entre les configurations C, et C.,, .

I1 est intéressant de signaler que ce tenseur reste invariant lors d'une rotation

de corps rigide [30,31].

2.4.2) Tenseur d'Almansi-Euler

Le tenseur des déformations d'Almansi~Euler mesurant la déformation du corps par
rapport 4 la configuration déformée, peut &tre obtenu par le méme procédé
[30,31,32]). I1 est égal a:

2 gy = Puyyt Uy - fugy fugy (2.4.32)

Remarquons que les composantes de ce tenseur, contrairement, a celles du tenseur

de Green—-Lagrange, ne sont pas invariantes lors d'une rotation de corps rigide.

2.5) TENSEUR DES CONTRAINTES

Dans la littérature, on peut trouver plusieurs types de tenseur de contrainte,
comme:
= le tenseur de Cauchy;
-~ le premier tenseur de Piola-Kipchhoff;
— le second tenseur de Piola—Kirchhoff;
le tenseur de Jauman,...
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Cependant, le seul tenseur des contraintes qui peut étre employé_avec le tenseur
des déformations de Green-Lagrange, est le second tenseur des contraintes de
Piola-kirchhoff. Ceci pour différentes raisons:

1)— Il est énergiquement conjugué au tenseur des déformations de Green—
Lagrange. .

2)— Ses composantes, contrairement au tenseur de Cauchy, sont invariantes
lors d'une rotation rigide du corps.

3)- A la différence du prenier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff,

il est symélrique.

En général, le tenseur de Piola—kirchhoff n'est obtenu que par 1'intermédiaire
du tenseur des contraintes de cauchy, puisqu'en pratique c'est celui—ci qui est
calculé. En effet, ce dernier mesure les contraintes effectives agissant sur le
corps dans son état déformé. Aussi, il est nécessaire d'établir une relation
permettant de relier ces deux tenseurs.

Soient *df le vecteur force actuel agissant sur une unité d'aire tdA , dans
la configuration 4 1'instant t et °df celui qui agit sur l'unité d'aire
°4A a 1'état non déformé A 1'instant t=0. La relation entre ces deux vecteurs

est donnée par:
°df = X tdf : (2.5.1)
°X est le vecteur gradient des déformations a 1'état C, relatif a la

configuration Co.

Soient B et ©°f les vecteurs unitaires normaux aux surfaces unitaires YA et
%dA, respectivement. En utilisant les formules de Cauchy, on obtient:

tdf, = t¢i; ‘i, °dA (2.5.2)
°df, = °ai; °f; °dA (2.5.3)
ol “tij' est le tenseur des contraintes de Cauchy agissant dans la

configuration a 1'instant t. co;; est le second tenseur des contraintes de
Piola—kirchhoff agissant dans la configuration a 1'instant t mais mesuré par
rapport 4 la configuration initiale non déformeée CN

De méme que dans 1'équation (2.5.1), les vecteurs unitaires nommaux aux surfaces *dA
et °dA , sont reliés par la relation: |
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°f = °x i (2.5.4)

aussi: °da = det (%X) *dA (2.5.5)

Multiplions membre A4 membre, les équations (2.5.4) et (2.5.5), nous obtenons
alors, la formule de Nanson: '

°f °dA = det (iX) X ¢ tdA (2.5.6)

Substituéns_les équations (2.5.2) et (2.5.3) dans 1l'égquation (2.5.1) et en
utilisant 1'équation (2.5.6), on obtient:

c055= Det(X) 2X 14y X (2.5.7)

En considérant le principe de conservation de la masse, le déterminant du
gradient des déformations peut étre exprimé par:

Det(2X) = —P. - © (2.5.8)

‘p
od  °p\’p représente le rapport des densités aux temps t=0 et t.

Par conséquent, 1'équation (2.5.8) devient:.

o ’ '
o = “e‘f; X, i« T4y X i (2.5.9)

2.6) EQUATION DE MOUVEMENT
2.6.1) Introduction

Généralement et comme il est montré sur la figure (2.3), la solution dans une
énalyse non linéaire n'est pas unique. Bien qu'une solution puisse &tre obtenue,
elle peut cependant ne pas étre nécessairemenf celle attendue ou encore n'avoir
aucune signification physique. Ceci est dQ au fait que la sblution dépend du
chemin de chargement. Par conséquent, il est nécessaire d'employer une
formulation incrémentale permettant de suivre correctement le bon chemin de
chargement—déplacement (déformation). '
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Chapitre 2: Cinématique des grands déplacements

Chargement

Figure(2-3): Réponse dune coupole spatiale en treillis [67]

Dans ce sens, on suppose, comme il a été mentiommé dans la section (2.2), que
les solutions correspondantes aux incréments de temps entre 1'instant t=0 et
1'instant t ont &té obtenues. '

L'équation d'équilibre pour le prochain incrément de chargement & 1'instant
t+At peut &tre établie en utilisant le principe des déplacements virtuels,

Ce principe stipule que si un systéme est en équilibre sous l'action d'une ou
de plusieurs forces et que celui—ci est soumis A un déplacement virtuel
cinématiquement compatible avec ses contraintes géométriques, alors le travail
virtuel effectué par les efforts internes sera égal au travail virtuel des forces

extérieures appliquées.

En utilisant la notation tensorielle, 1'équation de mouvement s'écrit: {31]

BTy Bpiaceyy TTARAV = PACE (2.6.1)
trbty

on ‘*““tij : les composantes du tenseur des contraintes de Cauchy.
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Chapitre 2: Cinématique des grands déplacements

c-at€13 - les composantes du tenseur des déformations infinitésimales
par rapport & la configuration A 1'instant ¢t+A¢t .

erdt g travail virtuel des forces extérieures, tel que:

CeALP - f CALEY §y, Sy 4 f tALtFs gy, tAtga
' tedty erdcy

(2.6.2}

dans cette équation:
trdrpy | CHALEE  représentent les composantes des vecteurs forces
extérieures de volume et de surface, respectivement.

" omposante du vecteur déplacement virtuel.

fu;, est lai
Comme en général, le corps peut subir de grands déplacements, c'est é dire que
la configuration a 1'instant t+At est inconnue, et que les relat_ions
constitutives sont non linéaires, la relation (2.6.1) ne peut é&tre directement.
résolue. Toutefois, une solution approximative peut étre obtenue en repérant
toutes les variables cinématiques et statiques par rapport A des configurations
d'équilibre connues. Mais, étant donné que les composantes du tenseur des
contraintes de Cauchy et celles du tenseur des déformations infinitésimales
changent lors d'une rotation de corps rigide et induisent ainsi des efforts
supplémentaires parasites pouvant conduire A des résultats inattendus, ces

tenseurs ne peuvent étre directement utilisés.

Pour pallier & ce probléme, d'autres grandeurs doivent étre utilisées Bathe {31}
- et Washizu [33]. Il s'agit évidemment du second tenseur des contraintes de Piola-
Kirchhoff { voir section (2.5)) et du tenseur dés-déformations de Green—
Lagrange. Ces deux tenseurs sont, d'un c6té, énergiquement conjugués. Ceci
implique que les équations développées pour les petits déplacements peuvent étre
enployées en grands déplacements. D'un autre cdté, ils sont invariants lors d'un
mouvement de corps rigide. Par conséquent, seules les déformations pures du
matériau produiront une variation dans les composantes du tenseur des

contraintes,
En utilisant ces gfandeurs, on distingue deux formulations pour 1'étude du

mouvement du corps en grands déplacements. Le choix de 1'une d'elles ne dépend

que du choix du référence par rapport auquel ces grandeurs sont mesurées.
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Chapitre 2: Cinématique des grands déplacements

2.6.2) Formulation Lagrangienne totale

Dans cette formulation, toutes les variables statiques et cinématiques sont
référées a la configuration (état) initiale non déformée (t=0). L'équation

d'équilibre (2.6.1) se transforme en:

LA A ‘
[ 4oy 370, cdv = ©AE (2.6.3)
Ov N

on t*At& est le travail virtuel total des forces extérieures, tel que:

+ —- +A +4
tedtd - f ¢ ng du, °dA + f °p ¢ gfx $u, °dv (2.6.4)
BA "V

Dans les équations (2.6.3) et (2.6.4), du, est la variation (virtuelle) des
composantes courantes du vecteur de déplacenent. 6“‘:,’8” est la wvariation
virtuelle des composantes du tenseur des déformations de Green—Lagrange dans la
configuration 4 1'instant t+At repérées par rapport 2 la configuration initiale
t=0, défini dans le paragraphe (2.4.3). t'“ﬁdij sont les composantes du second
tenseur des contraintes de Piola—Kirchhoff agissant dans la configuration
actuelle C,,,. relatives a la configuration initiale non déformée C, introduit

dans la section (2.5).

D'apres les équations (2.4.26) et (2.5.9) on a:

t+At 1 t+At t+A L " reAt t+A i
o €3 7 ) (= o,y t * oy, i * oy, i +ouk,j ) . (2.6.5)
" t+A °p ' :

o 943 T ‘;+Acx1,t “Attki 2+At:‘xj,1 (2.6.6)
tht:p .
d°x;

ol .;m:xi.j_ S Feehiy. et "%t est la composante du tenseur des contraintes
de Cauchy a l'instant {+At.

Puisque les contraintes c"“ﬁou et les déformations °*®%e sont inconnues 2

1'instant t+At , la décomposition incrémentale suivante est nécessaire.

+4 '
Ehlayy = Ogy t 94y (2.6.7)

“hles, = ey t Ly (2.6.8)
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Chapitre 2: Cinématique des grands déplacements

ou f,oij et e sont les composantes du second tenseur des contraintes de

Piola-Kirchhoff et du tenseur des déformations de Green-Lagrange connues dans
la configuration & 1'instant t, respectivement. Il découle de 1'équation (2.6.8)
que:

8°e,, = d.e, : (2.6.9)
comme nous | 'avons mentionné dans la section (2.4), 1'incrément des déformations
peut 8tre séparé en 2 parties; une partie linéaire et une autre non linéaire:

+

€13 = o€ oMy (2.6.10)

ol

Oeij [( ouirj + ouj:i ) + ( guktj Ouklj + gukrj oilk;i )] (2'6'11)

i
)=

et 1
oMij = 5 (s oy, )] (2.6.12)

D'apreés les relations constitutives, 1'incrément de contraintes  ,0;; est égal
a:

o943% oCiyer oz (2.6.13)

En utilisant les équations (2.6.7) a (2.6.13), l'équation (2.6.4) peut étre

transformée en:

f oCijkl 0k1 6oe‘ij °dv + f ocijk.l onkl 6oe-.i_'f °dv+
oy oy

‘ +f oCijk1 o€ri d,n;; °dv *f oCisk1 oNi1 d.nyy °dv+
v oy

f o0y 8oy °dV = CAE - f 505 8083y AV (2.6.14)

Oy Oy

La formulation en éléments finis de 1'équation (2.6.14) est établie par
approximation du champ de déplacement & 1'intérieur de chaque élément par
1'expression:

ndle

ol; = i olx C(2.6.15)
=1 -
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Chapitre 2: Cinématique des grands déplacements

oa uﬁ* sont les incréments de déplacements nodaux 4 1'instant f, mals mesurés
par rapport au repére .initial local °x; . onﬁ sont les fonctions
d'interpolation correspondantes au repére local $X, mais mesurées dans le
repeére convectif locale 0)_{i . Nous supposons que ces fonctions vérifient
toutes les conditions requises. En substituant les équations (2.6.11), (2.6.12)
et (2.6.15) dans 1'équation (2.6.14) on obtient 1'équation d'équilibre éléments
finis qui s'écrit:
B, (K] + (oKl + (oK) +

_ _ (2.6.16)
[5K,,0) (= 8, @7(e2er, ) - { EFy b

Ou:

BT LKL = [ oCumr o8ra 804y °dV

oy
{505}T[5EG] IOE} = goij 60"]13‘ °dv
. UV .
(8,T7[EK,, 14T = f oCiskr o Mxibo€yy dv +f oCijk1 o€x1 doMyy supOdv
. oy oy
{8,751, = f oCisxr oMix SoMyy °AV

oy

8,87 8 = [ foyy 850y 0av
A4

" Bn pratique, les matrices de rigidité (K, et  SKy sont trés difficiles
3 obtenir. Aussi, la plupart des études traitant le probléme de la non linéarité
géométrique se sont limitées gu'aux deux premiers termes.

2.6.3) Formulation Lagrangienne actualisée

Dans cette formulation, toutes les variables sont repérées (mesurées) par rapport
4 la derniére configuration connue, c'est a dire 1a configuration C, . De méme
que dans 'la formulation Lagrangienne.- totale, 1l'équilibre du corps peut étre
déterminé en utilisant le principe des déplacements virtuels. 11 s'exprime alors
par 1'équation:
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Chapitre 2: Cinématique des grands déplacements

* +A o +
f t%@uat kﬁth: S (2.6.18)
CV . .

I1 eét essentiel de remarquer que 1'équilibre est exprimé par rapport a la
configuration déformée a 1'instant t.

Les termes t*Agaij et ‘"Ageij sont, respectivement, le second tenseur des
. contraintes de Piola—Kirchhoff et le tenseur des déformations de Green—Lagrange
repérés par rapport 4 la configuration & 1'instant t.

Procédons de la méme maniére que dans le paragraphe précédent, et décomposons
les deux tenseurs sous la forme incrémentale suivante: ‘

t'Ag"u = (04 * Oy | (2.6.19)
t+At |
By T 8y = Cuy YTy C(2.6.20)
ot | 1 .
€13 = 3 (u,y +uy;)
et

1
Mig = E( Up, s Uy 5 )

Remarquons que le tenseur ioij est identique au tenseur de Cauchy 1T,y .

En considérant la relation constitutive entre 1'incrément de contrainte et celui
de déformation:

¢913 = ¢Ciix1 €z ' (2.6.21)

L'équation (2.6.15) s'écrira alors:

‘ +A A . + -
[ Com e 85y fav + [ 5, 85%e, , *dV = 20 (2.6.22)
ty °y

Si on suppose de petits incréments de déplacement et de déformation entre les
configurations €, et C,,, ., alors le premier terme de cette derniére
équation peut é&tre linéarisé en prenant ieij= €13 8414 - L'équation
iinéarisée devient par conséquent:
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f eCijxr ¢8x Op85y AV + f“ij e,y AV = “AHE (5 6.23)
oy ty

Le second terme du membre a gauche de 1'équation (2.6.22), par contre, ne peut
étre linéarisé, étant donné que le tenseur initial des contraintes t;; n'est

pas relié au tenseur incrément de déformation  €;; . Aussi, nous aurons:

Ty 8,845 = Ty ( Bp0y + By ) _ (2.6.24)

L'équation finale d'équilibre s'écrira alors:

tcijkl cekl ateij ch"’ f tij atnij th= C+At3” ftij bceij th
- 4

ey v
(2.6.25)

De méme que dans lerparagraphe précédent, la formulation en éléments finis de
1'équation (2.6.25) peut étre réalisée par approximation 1'incrément du champ
de déplacement a 1'intérieur de chaque élément par la fonction:

ndle

Uy = ; nioak (2.6.26)

L'équation en éléments finis correspondant a 1'équation (2.6.25) s'écrit:
BT (K] + [EK]) (b = (7 ( (&8R- A ) (2.6.27)

Dans cette expression:
" [Kg) est la matrice de rigidité élastique
[K;] est la matrice de rigidité géométrique.

2.7) Conclusion

Dans ‘ce chapitre, nous .avons présenté les deux formulations les plus utiliseées

pour décrire le mouvement d'un corps solide en grands déplacements.

Ces formulations sont identiques en ce qui concerne les équations de mouvement,
toutefois la formulation Lagrangienne actualisée est numériquement plus efficace
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pour différentes raisons:

1)~ La procédure incrémentale de la formulation Lagrangienne actualisée
-est trés simple..Elle n'implique que des additions de vecteurs comme les
déplacements nodaux ou les contraintes. Ceci n'est pas le cas de la formulation
totale. En effet, la comparaison des équations de mouvement (2.6.25) et (2.6.14)
' cdrrespondant respectivement aux descriptions Lagrangiennes actualisée et totale
révele que la premiére équation est écrite en fonction des contraintes de Cauchy,
élors que la seconde est en fonction des contraintes de Piola-Kirchhoff. Mais _
comme ces derniéres ne sont obtenues que par 1'intermédiaire des contraintes de
Cauchy (voir paragraphe 2.5), ceci implique que dans la description totale, les
contraintes doivent &tre évaluées dans la configuration déformée puis
transformées par 1'intermédiaire de 1'équation (2.5.7) vers 1'état non déformé.
Ceci doit &tre exécuté pour chaque point d'intégration.

2)- Dans la formulation Lagrangienne actualisée, la non linéarité
géonétrique est prise naturellement par actualisation du repére a chaque

incrément de temps.
3)- Plusieurs modeles constitutifs ( béton, roche, sol,...) qui sont

aujourd'hui développés, sont basés sur des incréments de déformations et de

contraintes.
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Chapitre 3

THEORIE. DES ]?()IJjCIRIEES A PAROIS MINCES

3.1) INTRODUCTION

Le besoin accru de réaliser des constructions de plus en plus hautes et
économiques a engendré un recours a des constructions en poutres a parois—minces.
Celles-ci assurent une grande rigidité avec un poids relativement faible par

. rapport aux poutres a sections pleines.

Cependant, ces poutres possédent quelques particularités qui font qu'elles
présentent, sous certains cas de chargement, un comportement différent des
poutres pleines. Ces particularités résident essentiellement A travers les
caractéristiques géométriques. En effet, dans la section d'une poutre a parois—
minces, une des dimensions (1'épaisseur) est plus petite que 1'autre, la longueur
du contour (s). Cette derniére, a son tour, est bien plus petite que la longueur
de la barre (1). Ceci lui procure un comportement semblable A celui des

enveloppes.

Pour certaines applications, la poutre a parois-minces conserve, en tant que
schéma de calcul, les principales propriétés d'une poutre ordinaire. Ainsi.-pour
un chargemeht flexionnel et axial,‘ la théorie des poutres simples est
généralement suffisante pour prédire la réponse de la poutre 4 parois—minces.
Aussi, les mémes traitements analytiques sont employés quel que soit le type de
section consideéré.
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Chapitre 3: Théorie des poutres A parois-minces

Cependant, sous un chargement de torsion, la poutre a pérois—minces révéle, en
vertu de ses rapports géométriques, un comportement trés différent d'une poutre
a section pleine. Cette différence provient principalement du gauchissement de
la section (la section droite ne reste pas plane) et doit étre pris en compte
dans 1'analyse. Le gauchissement se produit dans la majorité des poutres, quel
gque soit le type de la section envisagé. Mais, alors que, pour les poutres é
section pleine, les déférmations‘ associées au gauchissement sont souvent
négligées, elles peuvent atteindre des grandeurs considérables pour les poutres
a parois-minces et a section ouverte. Ceci est d0 a leur faible rigidité a la
torsion.

Bien que la section ne reste pas plane, le principe de torsion de Saint—Venant
reste toujours applicable si les déformations résultantes du gauchissement ne
sont pas empéchées. Cependant, si podr une raison quelconque le gauchissement
résultant de la torsion varie d'une section a une autre, par exemple, en
encastrant la barre & ses extrémités, il apparait alors, dans les sections
droites, des contraintes normales notables qui ne peuvent &tre justifiées par

le principe de torsion de Saint-Venant.

Dans quelques applications, ces contraintes peuvent étre plus importantes que
celles produites simultanément par le moment de flexion et la force axiale. Dans
ces conditions, la théorie des poutres simples n'est pas adéquate, et un recours

A une théorie plus complexe est requis.

Les principes de la théorie des poutres a parois—minces ont été formulés par
Timoshenko [34]. Cette théorie a recu ensuite un développement général dans les
travaux de Vlasov [35], aussi 1'appelle~t-on habituellement théorie de Vlasov.
L'intérét de cette approche est qu'elle représente une simple extension de la
théorie des poutres simples, dans laquelle des termes additionnels sont ajoutés

pour tenir compte de 1'effet résultant de la limitation du gauchissement.

3.2) CARACTERISTIQUES SECTORIELLES

Pour prendre en compte 1'effet résultant du gauchissement, la théorie des poutres
A parois-minces fait intervenir, en plus des propriétés géométriques classiques
(moment statique, moment d'inertie, ...) de nouvelles grandeurs[36]. Celles—ci
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Chapitre 3: Théorie des poutres A parois—minces

sont appelées caractéristiques sectorielles.

3.2.1) Aire sectorielle
L'aire sectorielle d'une section A parois-minces est définie par 1'intégrale:

B .
® =frds (3.2.1)
A

ol r désigne la distance entre la tangente en un point arbitraire N de la ligne
médiane et }1'axe de rotation (figure 3-1).

Comme il est montré sur la figure (3-1), la fonction de gauchissement @ est égale
au double de 1l'aire balayée par le rayon vecteur ON.

Figure (3-1): Aire sectorielie

Par hypothése, le rayon r est coﬁpté positif lorsqu'un vecteur porté par la
tangente 4 la ligne médiane, sé dirigeant vers les coordonnées s croissantes,
avance dans le sens trigonométrique par rapport a4 1'axe de la rotation. Ainsi,

si le rayon r tourne dans le éenéjf}iédnométrique, 1'accroissement de 1'aire o
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est affecté d'un signe plus, sinon, il est négatif.

11 découle_de la définition (éguation 3.?.1) que l'aire sectorielle est uné
fonction de l'aire et du rayon r. Elle dépend donc, de l'origine des arcs sur

la courbe et de la position du centre de rotation O.

Le déplacement du centre de rotation produit un enrichissement de 1'aire

-sectorielle par de nouveaux termes linéaires par rapport aux coordonnées y et

z. Ainsi, par exemple, si le centre de rotation se déplace en T, alors:

Wp = W, + &Y - &,z + C (3.2.2)

o a et a sont les coordonnées du point t par rapport au point O,

Y
respectivement.

Le changement de 1'origine des arcs s (du point A) entraine le changement de

. 1'aire sectorielle en tous les points du contour d'une méme quantité constante,
_puisqu'il entraine le changement de la borne inférieure de 1'intégrale.

3.2.2) Moments sectoriels

En plus de 1'aire sectorielle, 1'analyse des poutres a parois—minces et A section
ouverte fait intervenir d'autres caractéristiques sectorielles qui sont:

- Moment statique sectoriel qui est égal Aa:
Se = f © dA , (3.2.7)
A ,

- Moments linéiques sectoriels, définis par:

I, = [ yo da (3.2.8)
A .
I, = f zo dA (3.2.9)
A -
— Moment d'inertie sectoriel:
I, = [ e da (3.2.10)
A _ :

36



Chapitre 3: Théorie des poutres a parois-minces

Notons toutefois, que les expressions I, et I, sont nulles par rapport au

centre de torsion.
3.2.3).Centre de torsion

Pour les applications dans lesquelles la section est dissymétrique, la flexion
simple s'accompagne généralement d'une torsion. Dans ces conditions, 1'analyse
devient extrémement complexe a cause du couplage des effets de la flexion et ceux

de la torsion.

Pour faciliter 1'analyse, il est d'usage en pratique de séparer ces effets. Ceci
est réalisé en considérant la flexion autour d'un axe ne contenant que les points
pour lesquels les forces extérieures appliquées n'engendrent pas de torsion. On
appeile centre de torsion tout point appartenant a cet axe. Dans certains
ouvrages, le centre de torsion est connu aussi sous le nom de centre de

cisaillement ou centre de fiexion.

Les coordonnées du centre de torsion S par rapport au centre de gravité de la

section sont données par:

’ —f yo,dA f zw dA
z = A y.o= A (3.2.24)
8 - Izl 8 Iy

od ., est l'aire sectorielle par rapport au centre de gravité C, et IZ et Iy
sont, respectivement, les moments d'inertie de la section par rapport aux axes
Zz et y passant par le centre de gravité.

Lorsque la section posséde un axe de symétrie, le centre de torsion se trouve
sur cet axe. Si la section a deux axes de symétrie, le centre de torsion coincide

avec le centre de gravité de celle—ci.

De méme, pour certaines formes simples, la position du centre de torsion peut
étre connue sans calculs. Ainsi, pour les profilés en forme de té et corniére
(figufe 3-2), le centre de torsion se trouve au point d'intersection de la ligne
moyenne de la branche verticale et de la semelle.
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Figute (3-2): Centre de torsion

3.3) COMPORTEMENT FLEXIONNEL

Lorsqu'une poutre & parois—minces est soumise a une flexion simple, il apparait

au droit de ses sections, des contraintes normales et tangentielles.

Comme nous 1'avons mentionné au début de ce chapitre, les relations de calcul
des contraintes normales sont identiques a celles.développées pour les pdutres
ordinaires. Ces contraintes sont en général plus importantes que les contraintes
tangentielles, ce sont donc elles qui déterminent la résistance ultime de la

barre.

Toutefois, la grandeur et les lois de répartition des contraintes tangentielles
révélent une importance primordiale. Le principe de détermination de ces

contraintes est semblable a celui utilisé pour les poutres pleines.

I1 est important de remarquer que les contraintes tangentielles dans une poutre
a parois—minces, contrairement aux poutres pleines, ne sont pas déterminées dans
le plan paralléle a la couche neutre, mais, calculées dans le plan

perpendiculaire 4 la ligne médiane ou 1'épaisseur de paroi est minimum.

En admettant que ces contraintes soient uniformément réparties, alors:
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T = Ao (3.3.1)

ol E} est 1'effort tranchant dans la direction y, S, est le moment statique
d'un secteur situé d'un co6té de la coupe longitudinale (figure 3-3), Iz est le

moment d'inertie et e est 1'épaisseur de la paroi.

D'apréé le principe de réé%procité, les contraintes tangentielles t agissant
dans la section longitudinale engendrent des contraintes de. cisaillement
conjuguées. Celles—ci se manifestent dans les sections droites et sont dirigées
selon la tangente au contour de la section. .

Dans le cas ot la section est soumise A plusieurs forces dont la direction n'est
pas confondue avec 1'axe principal, on a é&videmment:

] *
e = BS:, F.S

I,e I}e

(3.3.2)

3.4) GAUCHISSEMENT EN TORSION

Considérons la.torsion d'une barre a profil ouvert et 4 section de forme
quelconque (figure 3-4). Supposons que pendant la torsion, Ies sections droites
de la barre tournent autour d'un axe passant par un point immobile O ( hypothése
de 1'indéformabilité de 1la section).'

L'angle de glissement y dans 1'élément de surface ABCD est égal 4 la somme des
angles a« et f

Y=a+p ' (3.4.1)
D'aprés la figure (3-4), 1l'angle a est égal a§

Aa’

o = dx

(3.4.2a)

jcel que Aa' = rde (3.4.2b)

Ou r est la distance du centre de torsion A la tangente du contour au point A
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et de estl'anglede rotation réciproque de deux sections voisines. L'angle dg-

est tel que:

dp = Odx (3.4.2c)

ol @ est 1'angle de rotation par unité de longueur.
En substituant 1'équation (3.4.2b) par 1'équation (3.4.2a), on obtient:

€ = r% = 10 - (3.4.3)

Si on désigne par u, les déplacements des points de la ligne médiane dans la

‘direction x, le terme B s'écrit:

du -
ﬂ‘ = —d:f ‘ (3.4.4)
1'équation (3.4.1) devient alors:
d
Yy = rf + dl;" (3.4.5)

Conformément & la loi de Hooke on peut écrire:

du,

B =(% —re)  (3.4.6)

Selon 1'hypothése de Viasov [35], les contraintes tangentielles dans la ligne
moyenne sont nulles Tt = 0 ., Ainsi, 1'équation ci—-dessus se réduit a:

du, = -0 r ds (3.4.7)

Posons;
do =1 ds (3.4.8)
Par conséquent: du, = -0 dw (3.4.9a)
Aprés intégration: u, = -8w  (3.4.9b)

ol w est l'aire sectorielle.

D'aprés 1'équation (3.2.2), le déplacement du centre de rotation enrichit 1'aire

sectorielle par de nouveaux termes linéaires par rapport aux coordonnées y et

40



|
|

Chapitre 3: Théorie des poutres a parois—minces

z. Ceci implique que ce déplacement. n'entraine pas de déformations
supplémentaires de la pohtre. c'est A dire que le déplacement longitudinal
s'obtient en déplacant la section comme un cofps rigide. Autrement‘dit, la
position de 1'axe de rotation, pour une torsion pure, n'importe pas et toute

ligne paralléle a 1'axe longitudinal peut &tre prise comme axe de rotation.

er

Figure (3-4): Gauchissement en torsion
dune poutre 4 parois minces

3.5) TORSION PURE

Lorsqu'une une barre est soumise A une torsion pure, ses extrémités sont libres
de se mouvoir. Dans ce cas, 1'angle de rotation par unité de longueur est
constant. Ceci implique que le gauchissement est le méme pour toutes les sections
droites ( indépendamment de x). Il s‘effectue sans qu'il y ait des déformations

axiales dés fibres longitudinales. Dans ce cas:
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du
. C(3.5.1)

€ = —2

&

les seules contraintes produites sont celles de cisaillement.

Nous avons pour but dans cette section de présenter la distribution des
contraintes de cisaillement et de déterminer la rigidité de torsion d'une section

rectangulaire mince d'une poutre soumise a4 la torsion pure.

Toutefois, étant donné que la théorie élémentaire de la torsion est limitée aux
sections circulaires,-nous avons jugé important de leur consacrer un paragraphe.
Les relations qui en découlent seront utilisées comme référence dans la suite
de ce chapitre.

3.5.1) Section circulaire

Considérons la torsion d'une poutre A section circulaire. Admettons que la
éection plane reste plane et que, pendant la torsion, celle—ci n'effectue qu'un
mouvement de rotation, sans qu'il ait de distorsion. En conséquence de cette
hypothése, seules les contraintes tangentielles'se manifestent au droit de la
section., Elles sont maximales aux points les plus éloignés du centre de rotation
(centre de graviteé).

Ainsi, on montre (Annexe 1) que les contraintes tangentielles engendrées en un

point P situé & une distance r du centre de rotation sont égales a:

t= GOr (3.5.2)

ou G est le module de rigidité transversal et 8 l'angle de rotation par unijté

de longueur.

De méme, le moment de torsion réciproque est égal a:

M, = G8J , (3.5.3)

ol , . ‘
| J = f % dA (3.5.4)
A

J est appelé moment d'inertie polaire.
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3.5.2) Section rectangulaire mince

Dans le paragraphe précédent, 1'hypothése des sections planes a permis de
faciliter amplement la résolution du probléme de torsion. Cette hypothése n'est,
cependant, paS applicable pour toutes les formes de section. Ainsi, les sections

rectangulaires, par exemple, subissent une distorsion durant la torsion.

Une des méthodes pour résoudre le probléme de torsion consiste a établir une
analogie avec d'autres problémes ayant les mémes équations différentielles et

admettant -une simple interprétation.

I1 ressort des travaux de nombreux auteurs dont Timoshenko [34] et Johnson 1371,
que quelle que soit la forme de la section étudiée, le probléme de la torsion
d'une barre se raméne a la méme équation différentielle que 1'équilibre d'une
membrane tendue sur un contour identique et chargée par une pression latérale

uniforme.’

Dans ce cas, on montre (Annexe 2) que 1'équivalent de la contrainte est 1'angle
entre la tangente a la surface de la membrane et le plan du contour. De méme,
1'équivalent du moment de torsion est le volume limité par le plan du contour
et la surface de la membrane.

Pour une barre & section rectangulaire étroite de dimension (bke), la surface
de la membrane uniformément chargée peut &tre considérée, si on néglige 1'effet
des petits -cotés du rectangle, comme un cylindre. Dans ces conditions, -la

contrainte maximale est égale a:

T = Gle - (3.5.5)
et le moment de torsion:
3
M, = b;‘ G0 (3.5.6)

I1 importe de remarquer que leg contraintes tangentielles maximales se
manifestent aux points ol 1'angle entre la tangente A la surface de la membrane
et le plan du contour est maximum. C'est a dire, le long de 1'extrémité du
contour correspondant au grand cété du rectangle.'
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De méme, les points ol ces contraintes sont nulles se situent au milieu du petit
cOté du rectangle. C'est a dire le long de la ligne médiane du contour ot 1'angle
entre la tangente a la surface de la membrane et le plan du contour est nul.

Cette proposition est dite hypothése de Vlasov [35].

Une comparaison directe de l'équation (3.5.6) avec celle des poutres a section
circulaire montre que le terme %§1n93 est équivalent au moment d'inertie
polaire J. Ainsi:
. 1 3

J = 3 be (3.5.7)
Ce résultat peut étre directement étendu aux poutres a parois—minces et & section
ouverte du type de celles montrées dans la figure (3-5). Il suffit pour cela,
de remplacer la longueur du grand coté du rectangle (b) par la longueur du

contour de la section (s). Dans ce cas, nous aurons:

1

J = -%- e’s ' (3.5.8)

Lorsque le profil mince ouvert est composé de plusieurs segments et qu'il n'est
pas possible de le redresser en un rectangle mince, comme, par exemple, celui
de la figure. (3-6), on considére que le moment de torsion M, est la somme des

moments dans les différentes portions de la section [38]. Par conséquent:

M, = jgg { efsl + ezas2 ...t eﬁsn } (3.5.9)

En général, pour les poutres & parois-minces dont la section est composée de

~plusieurs seguents, la rigidité 4 la torsion est égale a:

E ]

J=% els; (3.5.10)
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Figure (3-5): Distribution des contraintes
tangentielles en tarsian pure
dans une section d'unc poutre a parois minces

b >. < b; >
( N . Al
b
G—L)
b, b, ]
[ v M e
<« >
s=2h+b

"T=1/3e3(2b+ by) T =13 &(by* bz* by by

Figure 3-8: Rigidité & la torsion
d'une poutre a parois-minces
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3.6) TORSION NON UNIFORME

Le cas dé la torsion génée ou non uniforme se produit lorsque 1'une des sections
droites n'est plus libre de se gauchir ou si le couple de torsion varie le long
de 1'axe longitudinal. Il apparait alors des contraintes normales dans les
séctions droites de la barre. En effet, pour un segment quelconque AB de longueur
dx, on aura, d'aprés (3.5.1)::

ex=cf—‘% -0 B (3.6.1)

Fn utilisant la loi de Hooke, la contrainte normale due au gauchissement s'écrit:

a8 _
g =-Fw — .6.
I (3.6.2)
L'apparition de contraintes normales variables le long de l'axe X engendre
inévitablement des contraintes tangentielles secondaires <€, dans la section
droite de la barre. Pour déterminer ces contraintes, écrivons- 1'équation

d'équilibre d'un élément ABCD de la paroi de la barre: (figure (3-7))

do, ot _
Eedxds'rﬁdsdxe—o | (3.6.3)
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Comme e est indépendant de s, on a:

aftse) ‘_ aox.
as = ox (3-6.4)
et a2 ‘
do do '
at ' A
ou compte tenu de 1'expression (3.6.2):
d?0 d40
e = E — wdA* = ES,—— (3.6.6)
[ v

~ Les contraintes tangentielles secondaires T, sont uniformément réparties dans
1'épaisseur du profil. Contrairement aux contraintes fondamentales T , ces

contraintes ne s'annulént pas dans la ligne médiane.

On déduit donc que le couple Mt est compensé en partie par les contraintes de
cisaillement correspondantes a la torsion pure et par les contraintes secondaires

T

s - Par conséquent:

M, = M, + M, | _ (3.6.7)

Le moment Mtl est proportionnel a la variation de 1'angle de rotation le long d%

1'axe de la barre:

My =68 =G (3.6.8)
Le moment Mtz s'obtient par:
Mc2=ft2 erd3=ftzedw (3.6.9)
A A

En vertu de 1'équation (3.6.6), cette derniére devient:
a0 . |
e {[}{_wdﬁ) de (3.6.10)

En intégrant par parties, nous obtenons:

M,=F

dz0
dx?

M,, = -E I, (3.6.11)
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L'expression (3.6.7) se raméne alors a la forme :

2
cre - 5r, 99 - u, (3.6.12)

dxz

Figure (3-8): Distribution des contraintes
de cisaillement en torsion non uniforme
dans une section d'unc poutre & parois minces

3.7) CAS GENERAL DE CHARGEMENT

Aprés avoir étudié le comportement de la pdutre a4 parois—minces séparément sous
différents types de chargement, considérons dans ce qui suit le cas ol la section
est soumise simultanément aux différentes charges. Dans ce cas, la section est
sujette aux effets suivants:

* effort normal

* forces de cisaillement

* moments fléchissants

»*

moment de torsion.
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3.7.1) Comportement transversal de la section droite

En vertu de 1'hypothése de 1'indéformabilité de la section droite dans son plan
durant les déformations, la description de son comportement requiert trois

composantes de déplacement, deux translations u,, u, et une rotation ¢, autour

‘de 1'axe longitudinal.

Si on suppo‘s‘e de petites rotations de torsion, alors les déplaceménts
transversaux( uy et u, ) d'un'.point' arbitraire de la section, dans les directions
y et z, respectivement, peuvent &tre exprimés en fonction des déplacements uys
et T du centre de torsion S et de la rotation @, autour de ce centre:

u, = U, - (2 - a,) @ (3.7.1)

u, = U, - (¥ -a,) @ (3.7.2)

ot a, et a, sorit les coordonnées du centre de torsion S par rapport au centre de

gravité C.

3.7.2) Comportement longitudinal de la section droite

Le déplacement longitudinal U, d'un point arbitraire N d0 au gauchissement est
calculé en utilisant 1'hypothése de Vlasov, concernant 1'absence des déformations

de cisaillement dans la ligne médiane du profil:

1, = -0, Px = -0, 0, (3.7.3)

s

on 0, = ax

En superposant ce déplacement a ceux dOs aux moments de flexion et 1'effort

. normal, on obtient:

u_ = u

- e - ZlUpy ~ Vlpg = @ @x (3.7.4)

On considére donc que le comportement tridimensi_onnel d'une poutre a parois
minces es.t le résultat de la superposition des effets suivants:

- Déplacement axial le long de 1'axe neutre CC'.

~ Déplacements transversaux, Uy et U, dans les directions y
et z.

— Rotation @x et taux de rotation 9,, autour de 1'axe de flexion
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construit par la droite SS’.

Y

& -8) & |

SNRIST N

vZ

@) b, Yy

Figure (3-9): Déplacement transversal d'un point
de contour de la section

50



Chapitre 4

P s el I LT CR L

- e,

et

Comportement
Elasto Plastzque




Chapitre 4 .

COMPORTEMENT ELASTO—PLASTIQUE

4.1) INTRODUCTION

Dans le chapitre précédent, nous avons considéré la répartition des déformations
et des contraintes pour un matériau élastique. Ceci sans se préoccuper,
cependant, si un tel état élastique est possible ou non. Dans la réalité, lorsque
les contraintes internes dépassent une certaine limite, des dislocations au
niveau atomique se produisent. Il apparait alors dans le corps des déformations
plastiques irréversibles. Ces déformations induisent un changement dans la
relation contrainte—déplacement qui ne peut &tre pris en compte par la théorie
de 1'élasticite.

Ce chapitre représente un complément nécessaire du chapitre précédent. I1 a pour
objectifs, la formulation mathématique des relations contraintes—déformations
susceptibles de décrire le comportement élasto-plastique d'une poutre
tridimensionnelle, ainsi que 1'établissement d'une matrice de rigidité élasto— 
plastique efficace permettant de prédire la réponse dans le domaine plastique
et de fournir par conséquent, une meilleure estimation de la capacité réelle de

chargement d'une structure.
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~4.2) DESCRIPTION DU MODELE ELASTO-PLASTIQUES

Dans les problémes d'analyse des structures, il est nécessaire de spécifier la
relation entre les contraintes et les déformations. Cette relation reflete les
propriétés physiques du matériau et elle est généralement obtenue par une
idéalisation convenable de la cdurbe expérimentale de chargement. La figure (4-1)
montre une courbe contrainte—déformation typique d'un matériau élaSto—plastique

sous un chargement axial.

Le point A sur la portion est appelé point dé limite élastique, il marque le
début des déformations plastiques irréversibles. Aprés ce point, la réponse du
matériau devient a la fois élastique et plastique. Au point D, la réponse est

complétement plastique et la rigidité du matériau est nulle.
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) (i i : > e
. de, o de,
< P Ll 7
.
Déformations

Figure (4-1): Description du comportement
élasto-plastique

Au début de chargement (courbe 0A), tel que o < o, , le matériau est élastique,
c'est a dire qu'il existe ume relation univoque entre la contrainte et la
déformation. Par -ailleurs, un déchargement dans cette zone suivrait le chemin

inverse (AO).
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Au dela du point A (@ 2 0,) , le matériau est partiellement'élastique et
partiellement plastique, et un déchargement dans cette zone engendrerait un état
de déformation suivant le chemin BC paralléle & la portion élastique OA de la
courbe. A la fin du déchargement (point c), la contrainte s'annule, mais la
déformation résiduelle représentée par la portion OC, sur la courbe, demeure.

Cette‘défdrmation,irrécupérable OC est appelée déformation plastique.

Si le matériau est rechargé de nouveau, la courbe contrainte—déformation suivrait
le chemin de rechargement CB identique 2 celui de déchargement BC. la réponse
du matériau est par conséquent élastique jusqu'au point B correspondant a la

nouvelle contrainte limite.

4.3) DIFFERENTS MODELES ELASTO-PLASTIQUES

Dans 1'analyse de 1'effet de la non-linéarité patérielle des poutres par la
méthode des éléments finis, on distingue deux principaux modéles:
-modéle fibre

-modéle rotule plastique
4.3.1) Modele fibre

Dans ce modéle, la section est subdivisée en plusieurs aires élémentaires. Chague
aire est supposée axialement chargée et possédant sa propre histoire de
déformation et sa propre rigidité déterminées par les caractéristiques
contraintes-déformations du matériau. La nmatrice de rigidité é&lémentaire est

calculée par une intégration numérique sur tout le volume.de la poutire.

Parmi les chercheurs qui ont employé cette approche, nous citerons Rajasekaran
et Murray [39,40}, Epstein, Nixon et Murray [41], Yang et Saigal [42], Saleeb
et Chen [43], Chan et Kitipornchai [44] et récement Kitipornchai, Al-Bermani et
Chan [45,46]. '

Dans la référence [39], les auteurs développent un modéle basé sur 1'hypothese
d'un chargement monotone. Ce modele permet d'analyser le comportement inélastigue
en grands déplacement des structures a parois-minces et a sections arbitraires

ouvertes.
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Chan et kitipornchai (441, studient le comportemenf inélastique avec possibilité
d'un dﬁchargement élastique, des structures composées de poutres a section
circulaire creuse. Les sollicitations sont supposées agir dans un méme plan et,
1e|matériau.est élastique parfaitement plastique. Les références [45,46] étendent
cette approche a 1'étude des structures tridimensionnelles composées de poutres
a section rectangulaire creuse et'corniéfe, respectivement. Pour prendre en
considération 1'écoulement graduel de 1a section, ils suggerent d'actualiser les
caractéristiques géométriques et mécaniques. Ces caractéristiques sont calculées
" par une procédure d'intégration numérigque Sur les aires 6élémentaires encore €n

état élastique.

I1 est important de signaler que _1a procédure empolyée est basée sur
1‘actualisation de la position du centre de rigidite instantane ainsi que

1'inclinaison des axes principaux d'inerties & chaque incrément de chargement.

4.3.2) Modele rotule plastique

Dans ce modéle, le compor tement inélastique est défini pour 1a totaliteé de la
section et pas seulement pour des aires élémentaires comoe c'est le cas dans le
modele fibre. L'écoulement de la section est engendré par une combinaison enfre
les différents efforts présents dans celle—ci; Les effets de la plasticité sont

assumés Se produire seulement auXx noeuds situés aux extrémités de 1'élément.

Au début du chargement, les noeuds situés aux extrémités de 1'élément sont
supposeés élastiques. Aussi, ia matrice rigidité employée corresponde 2 1a matrice
de rigidite &lastique de 1'élément. Une fois que la contrainte 2 1'une des deuX
extrémités atteint le seuil de plasticité, le noeud se plastifie. Ceci engendre
une réduction des composantes de la matrice de rigidité. Cette réduction est
considérée par 1'intermédiaire d'une natrice dite plastique. Celle—ci est ajdutée
3 la matrice initiale pour prendre en considération_la plastification de la

section.

Cette technique 2 &té attribuece a2 Negam [(47] qui a le premier formulé les
principes de base en 1970. Cependant, ie mérite de son développement revient a
Porter et Powell [48] qui 1'ont adapté a sa forme matricielle actuelle. Depuis,
plusieurs chercheurs ont contribué a son'évolution. comne Orbisdn, McGuire et

Abel [49], Ueda et Yao [501, et récemnent Al-Bermani et Kitipornchai [s11.
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Il est intéressant de noter que tous les travaux employant ce modéle sont limités
au comportement élastique parfaitement plastique. Ceci est dd & 1'impossibilité
de développer une fonction générale d'écoulement permettant de suivre la

plastification dans la zone d'écrouissage.

4.313) Conclusion

Les deux‘modéles ont leurs avantages et leurs limites. D'un coté, le modéle
rotule plastique est, du point de vue rapidité, plus efficace, car il prend la

section dans son ensemble. D'un autre c6té, le modele fibre est plus précis, car
' il permet de suivre 1'évolution de la plastification partielle de la section.

Mais, au prix d'un important coOt de calcul.

Par ailleurs, le modeéle fibre est plus simple, contrairement au modeéle rotule -
plastique. Il ne nécessite pas 1'établissement de la fonction reliant les
différents efforts présents dans la section. Il ne requiert que la courbe

materielle de chargement.

Dans cette étude, on se propose d;utiliser un modeéle fibre semblable a celui
enployé par Kitipornchai et Chan [46]. Néanmoins, pour éviter la procédure
fastidieuse qui consiste 2a actualiser la position du centre de rigidité
instantané et 1'inclinaison des axes principaux d'inertie & chaque incrément de
chargement, nous supposons que la position du centre de rigidité et 1'inclinaison
des axes principaux sont fixes. De méme, pour pernettre de prendre en
considération 1'écrouissage isotrope du matériau, les caractéristiques des zones

plastifiées ne sont pas négligées.

4.4) DEVELOPPEMENT DU MODELE ELASTO-PLASTIQUE
4.4.1) Relation incrémentale Contrainte—déformation

* Comme on viént de le remarquer dans le paragraphe (4.2), aprés le début de
1'écoulement de la section, le comportement du matériau est partiellenent
é¢lastique et partiellement plastique. Aussi, on suppose due durant 1'incrément
de contraintes, 1? variation des déformations est constituée d'une composante

élastique et d'une autre plastique, de sorte que:
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de = de, + de, | (4.4.1)

Par ailleurs, l'incrément de contraintes peut é&tre obtenu par l‘intermédiaire_

de 1a loi de Hooke. Dans ce cas:

do = E, de, (4.4.2)

Substituons 1'incrément des déformations élastiques de, de 1'équation (4.4.1}

dans 1'équation de Hooke. On obtient alors:

do = E, { de - de, ) (4.4.3)
ou encore ' do = E, de - E, de,,

le paramétre d'écrouissage isotrope est défini par la relation: [52]

do
H’ = =
dbp
soit 7
do = H dep (4.4.4)

Il est utile de remarquer que pour un comportement élastique parfaitement

‘plastique, le parameétre d‘écrouissage H' est nul.

Multiplions et divisons le second terme du membre 2 droite de 1'équation (4.4.3)

par le paramétre d'écrouissage. On obtient par conséquent :
d—Ede-E"H’de 4.4.5
o = E, - 7 % (4.4.5)

Notons que d'aprés 1'équation (4.4.3) , le terme H ae,, correspond 4 do .

11 vient alors:

Ea
de - ~5 do (4.4.6)

Apreés quelques opérations cette équation se réduit a:

E H
do = —2—j 2 - de : (4.4.7)
. X ‘

ou cor
encore do = E,, de

S6



Chapitre 4: Comportement 6lasto-plastique

E., est appelé module de rigidite élasto—plastique.

4.4.2) Détermination des déformations

Ayant déterminé 1'incrément de déplacement par rapport au repére local convectif,
continuellement attaché & 1'élément, il est alors possible de calculer
1'incrément des courbures moyennes entre les deux extrémités de 1'élément.

Celles—ci sont obtenues par les relations:

Ag, = —-11- ( Ag,, - Ag,, ) (4.4.8a)

Ag, = _i_ ( Ag,, - M@, ) (4.4.8b)

L'incrément des déformations longitudinales Ae¢, pour une aire élémentaire peut
gtre obtenu par combinaison entre les effets das a 1'allongement axial et les
courbures de flexion, de sorte que:

u
Aek, = Al" + 2,8, + y,Ad, (4.4.9)

ol Yk et Zk sont . les coordonnées de 1'aire élémentaire par rapport & 1'axe

passant par la position initiale du centre de rigidité.

4.4.3) Détermination de la matrice de rigidité élasto—-plastique

Considérons une section rectangulaire d'un élément fini soumis A un moment M et
3 un effort axial P. Au début du chargenent, les caractéristiques mécaniques sont
identiquement réparties a travers la section. Une fois que les sdllicitations
atteignent le seuil d'écoulement, il apparait dans la section des zones
élastiques et plastiques. En d'autres termes, ceci signifie que les
caractér1st1ques mécaniques varient d'une zone a une autre. Cette variation
engendre un déplacement de la position du centre de r1g1d1té De méme, elle peut
engendrer une rotation des axes principaux d'inertie si le chargement est
dissynétrique.

La technique généralement employee {45,46] pour prendre en compte 1'écoulement
graduel de la section durant le chargement consiste a déterminer, pour chaque:
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Chapitre 4: Comportement élasto-plastique

incrément de chargement, la position du centre de rigidité et 1'inclinaison des
axes principaux d'inertie de la section correspondant aux aires en etat
élastique. Puis a actualiser les caractéristiques géométriques et mécaniques de
celle~ci par rapport 4 ce nouveau centre et & ces nouveaux axes d'inertie. Cette
technique est cependant complexe et non économique. Elle demande un important

temps de calcul.

Déns cette - étude, nous propbsons d'inclure des termes de couplage dans les
composantes de nmatrice de rigidité tangente. Ils permettront de calculer 1la
matrice de rigidité par rapport a un point fixe, et de prendre implicitement en
considération 1'influence du déplacement du centre de rigidité et la variation

de 1'inclinaison des axes principaux d'inertie.

Les caractéristiques géométriques et mécaniques sont obtenues par une intégration

numérique sur toutes les unités d'aires. Elles sont données par les relations:

n, a, '
Ea = [E, da+ [E. aa = ;Ee Aa, + ;Et AA, | (4.4.10a)
A° A‘ =} =] . . .

gs, = [E, yda + [E, yda
a°® :

= = E, y; AA; + ;:Et ¥y, AA; (4.4.10b)
Ap Im1 =]
Iy g
ESz = fEC sz + fEt ZdA = p Ee Z’i AAi + ;EC Zi AA.f. (4.4.100)
A’ Ap =1 =1
. g np '
EI, = fge y2da + fEc yida = E, y: AA; + Y E, yi A3, (4.4.10d)
A® A, =1 "t A
. g Ay
EI, = fEe z2dA + fEe z?dA = ¥ E, zi AA, + Y E, zi AA; (4.4.10e)
AO Ap i"'l =1
N, VnP

EI, = fEe yzdA + fEt yzdA = ;: E, y;z; AA; + E, y;z; AA;
A® “p -1 -

(4.4.10f)'
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Chapitre 4: Comportement élasto-plastique

Dans ces expressions Zis yi sont les coordonnées d’une unité d’aire par rapport
au centre de rigidité initial, n, et15 sont les nombres d’unités d’aires en état
élastique et plastique respectivement, Eé et Eep sont les modules de rigidité
élastique et plastique,respectivement.

L’incrément des forces nodales équivalent aux contraintes internes est calculé

comme suit:

AF;,) = [Kgp +k,] Au (4.4.11)

ou Kpp est la matrice de rigidité élasto-plastique composée des caracteriétiques
géométriques actualisées.

On suppose dans cette étude que |’écoulement est indépendant de 1’effet de

torsion et du bimoment

4.5) ALGORITHME D’ANALYSE ELASTO-PLASTIQUE

L’algorithme utilisé pour ce modele est basé sur la procédure générale suggérée
par Owen et Hinton [52]. Il permet de considérer, comme exposé dans la section
(4.2), les cing possibilités qui peuvent se produire dans les domaines élastique
et plastique. En effet, en comparant la contrainte d’écoulement et la contrainte
ultime avec la nouvelle contrainte - ®2%¢ et la contrainte totale de
1’incrément précédent to , on peut montrer querles situations suivantes
peuvent exister.

1)- la contrainte effective reste dans le domaine élastique E= E,.

2)- la contrainte effective passe de 1’état élastique a 1’état plastique,

3)- la contrainte effective était et reste dans le domaine plastique.

4)- la contrainte effective diminue indiquant un déchargement élastigue.

5)- la contrainte effective était dans 1'état plastique et dépasse
maintenant la contrainte ultime o -
La seconde situation, représentant la transition €lasto-plastique, requiert
- souvent une correction de la contrainte effective o. Afin d’éviter une possible
déviation de la courbe de chargement, la contrainte effective doit &tre corrigée.
Cette contrainte s’obtient par:
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cratg = tg + AAo + (1 - A ) E, Ae (4.5.1)

o, - ‘o : .
ol - A = —Z-Ko—-— est le facteur de correction.
Le terme AAoG représente 1'incrément de contrainte élastique, alors que,

(1 - A ) E, Ae représentel‘incrémentdecontraintedans1'étatp1astique.

L'algorithme peut &tre résumé dans les étapes suivantes:
1) Déterminer les courbures moyennes Aq)y et A@, selon les équations
(4.4.8)
2) Déduire le vecteur incrément des déformations Ae suivant 1'équation
(4.4.9)
3) Calculer 1'inerément des contraintes élastiques:

Aok = E, Ae* (4.5.2)

avec E, le module de rigidité longitudinale élastique.

4) Récupérer les incréments précédents des contraintes a partir du fichier

contrainte
5) Ajouter cet incrément des contraintes aux incréments précédents

of = o%, + Ad* (4.5.3)

6) Récupérer des fichiérs, la contrainte critique o, et 1'état de | 'aire
élémentaire dans 1'incrément précédent.
7) Si 1'aire élémentaire était dans un état élasto—plastique (indfcateur=1)
alors:
a) Si |o%|>=|e%.,| . il s'agit d'un chargement plastique. Dans ce
cas, le facteur de correction A est nul et le contrble passe au .
point 9. ‘
b) Si |o%|<]of.1| . c'est un déchargement élastique, dans ce cas,
il faut:
i) Actualiser la contrainte critique. Ceci est réalisé en
écrivant la contrainte effective de 1'incrément précédent dans
le fichier contrainte critique.
ii) Actualiser 1'état de 1'aire élémentaire(indicateur = 0)
et aller au point 9. ‘ _
- -8) Si par contre l‘aife élémentaire était dans un état élastique, alors:

a) Si |o,l<|lo,| alors 1'incrément de contrainte est un incrément

!
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élastique. Dans ce cas A=1 el le contrdle passe au point 9.

b) Sinon si |a,|>je,| : il ¥y ' a passage de 1'état &lastique a
1'état plastique. Dans ce cas:
i) Calculer A
ii) Actualiser 1'état de l'aire élémentaire.
9) Calculer le module de rigidité éla$t0~p1astique suivant 1'équation
(4.4.7).

10) Déterminer le module de rigidité tangent:

E. = AE, + (1 - A) E, O (4.5.4)

11) Recalculer 1'incrément de contrainte en utilisant le module tangent:
Acg* = E, Ae {(4.5.5)

12) Recalculer la contrainte effective:.

0, = g,, + Ac

13) Calculer les caractéristiques géométriques nécessaires a
1'établissement de la matrice de rigidité.

Une fois la convergence atteinte, les contraintes et les indicateurs qui se

trouvent dans les fichiers temporaires sont recopiés dans les fichier définitifs.

4.6) DIFFICULTES RELATIVES A UNE ANALYSE ELASTO-PLASTIQUE EN GRANDS
DEPLACEMENTS

Les méthodes de résolution non linéaires appliquées a des problémes impliquant
un comportement élasto-plastique en grands déplacements présentent toutes, si

certaines précautions ne sont pas prises, des difficultés numériques.

En effet, dans une analyse non linéaire géométrique et durant les premiéres
itérations d'équilibre, les valeurs des forces nodales équivalentes aux
contraintes internes sont largément superieurs & leurs valeurs 4 la convergence.
Si ces efforts sont prises en considération dans la procédure élasto—plastique
et s'ils engendrent un écoulement de la section, il se produit alors un

déchargement fictif durant les itérations d'équilibre suivantes.
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Si ce déchargement est considéré comme irréversible, et traité de la méme facon
qu'un déchargement réel, alors de sérieuses erreurs peuvent &tre induites dans

la réponse de la structure. Ceci peut causer la divergence de la solution.

Pour éviter ces difficultés, nous adoptons dans cette étude une stratégie dans
laquelle les itérations sont séparées pour les analyses géométrique et

matérielle.

Ainsi, pour chaque incrément de chargement, les propriétés matérielles sont
gardées constantes durant les itérations jusqu'a la convergence. Les incréments
de déplacements obtenus sont employés pour calculer 1'incrément de contrainte
et actualiser les caractéristiques matérielles. Cette procédure est répétée
jusqu'a ce que 1'actualisation des propriétés matérielles n'ait aucun effet sur

la déformétion de la structure.

4.7) CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons présenté un modéie simple permettant d'analyser le
comportement élasto-plastique des structures avec écrouissage isotrope. Ce modéle
est basé sur la modelisation fibre (appelée également multi—couches). Il permet
de réduire la dimension d'un probléme flexionnel avec des non linéarités
matérielles.. I1 consiste a subdiviser 1'aire de la section en fines aires
élémentaires. Cette subdivision permet de suivre la plastification partielle de

la section durant le chargement.

Dans ce modéle, on suppose que l'aire élémentaire est axialement chargée et son
comportement est indépendant de 1'effet dO A la torsion. De méme, on considére
que les caractéristiques géométriqges et mécaniques des zones plastifiées sont
non négligeables. Ceci permet de prendre en considération 1'écrouissage du
matériau. Pour prendre en considération le déplacement du centre de rigidité et
la variation de 1'inclinaison des axes principaux d}inertie, nous avons introduit
des termes de couplage dans la matrice de rigidité tangente. Ceci permet d'éviter
la procedure fastidieuse du recherche du centre de rigidité a4 chague incrément
de chargément.
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A6, =T (Ada- Ady)
Ady=T (Ad- Ady)

Pour chaque aire élémentaire
K=1,N

5

A= S8 15 A0, + %40,

R e Ao" =E,Ac* Récupération du fichier
- de I'état de l'aire élémentaire : _de la contrainte &
dans Vincrément précédent ind| | 0= 04yt A O lincrément précédent o
Non —"fud = 1 |
l'aire élémentaire était I'aire élémentaire était dans
dans un état élastique un état élasto-plastique
e > o<1
o de Vétat élastique Chargement Déchargement
& It plastique plastique élastique
| okl oyl A=0.0 Ind=0
A |G Flgk.,l 0y~ 94,4
@ 9g) A=1.0 A=10
|
Ind=1

|

Ao

k.
)

By~ ABg (1-1)Eep

-E,Ae
oébAc

Actualisation sur

fichier temporaire
duindetde o 4

Actualisation des ceractéristiques géometriques

Figure (4-2) : Organigramme de sous—progi‘amme PLAST
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Chapitre §

METHODES DE RESOLUTION
NON LINEAIRES

5.1) INTRODUCTION

L'utilisation de 1'analyse non linéaire dans les applications pratiqués est de
plus en plus importante. Cependant, étant donné le colt considérablement élevé
de celle-ci, la sélection d'un algorithme efficace de résolution devient

fondamentale.
L'objectif de ce chapitre est d'examiner les techniques numériques les plus

utilisées. afin de déterminer la plus efficace dans une analyse non linéaire des

structures Qiscrétisées par des éléments finis.

5.2) GENERALITES SUR LES METHODES ITERATIVES

| En pratique, il n'existe pas de méthodes générales directes de résolution des .

systémes non linéaires.

Aussi, pour résoudre le systéme suivant:

; . t+Atp _ trALp - g (5.2.1)

et tracer ainsi la réponse non linéaire compléte de la structure, on utilise
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généralement des méthodes basées sur des procédures incrémentales / itératives

du type Newton. Elles peuvent se résumer par la mise en oeuvre du schéma suivant:

K% Au = AP - F(u')) (5.2.2)

U = g 4 Ay ‘ : (5.2.3)

"Dans la praltique, ces méthodes sont basées cn général sur le calcecul des

contraintes a partir du champ de déplacement et des lois de comportement (cas
de la non linéarité matérielle). Ces contraintes sont statiquement équivalentes
A un systéme de forces nodales internes et doivent équilibrer les‘forces nodales
externes. Initialement, ces deux systémes ne sont pas égaux, et la différence
entre les deux est appelée forces résiduelles, cés dernieres dojvent étre
annulées. Pour cela, un certain nombre d'itérations linéaires successives est

donc nécessaire pour chaque incrément de chargement.

5.3) CRITERES DE CONVERGENCE

La définition\d'un critére propre de convergence pour contrdler les itérations
d'équilibre est une partie essentielle de 1'efficacité de la, stratégie
incrémentale de résolution employée. A la fin de chaque itération, la solution
obtenue est comparée avec la tolérance prescrite pour vérifier si la convergence

est atteinte.

A ce propos, on distingue trois critéres de base:
1) Critere en déplacements
2) Critere en forces

3) Critére en énergie

Dans cette &tude, nous adoptons le critére en forces pour les raisons suivantes:

a)~ Dans une analyse non linéaire géométrique, la précision sur les
déplacements n'est pas aussi importanfe que sur les forces. En effet les forces
nodales équivalentés aux contraintes internes sont déterminées par
1'intermédiaire de la matrice géométrique qui est fonction des efforts internes.
Aussi, la moindre erreur dans le calcul des efforts internes induirait une
accumulation d'erreurs dans la matrice géoméfrique qui se répercuterait sur la

réponse de la structure.

" 65
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b)— Nous avons constaté (voir paragraphe 5.7), gue lors de l'utilisatlion
de la technique Arciength, la norme des déplacements se stabilise apres les deux
premidres itérations d'équilibre, alors que la variation des forces restent

grands et ne s'attenue qu'aprés quelques autres ilérations.

Le critere de convergence des forces requiert que les forces résiduelles
s'annulent. Mais, comme dans une procédure numérique, un tel état n'est jamais

atteint, on introduit une approximation de la forme:

nc»fntR - thtF(i)“ < eF "mAt:R _ I:F"

11 est important de remarquer que la tolérance de précision €p doit &tre
judicieusement choisie pour la performance de la méthode. Car, une faible
précision donnerait des résultats erronés, alors qu'une grande précision

conduirait & des calculs supplémentaires inutiles.

5.4) METHODES DE CONTROLE EN CHARGEMENT

Elles consistent a calculer, dans un premier temps, le déplacement correspondant
aux charges extérieures appliquées. Ce déplacement est cnsuite employé pour
détermine; la nouvelle matrice de rigidité et les contraintes internes. Cette
procédure est répétée jusqu'a ce que le vecteur des forces internes équivalent
aux contraintes internes soit aussi proche que possible du vecteur des forces

extérieures appliquées.

Parmi les méthodes de bontréle en chargement, on distingue:
1)~ La méthode de Newton—Raphson
2)~ La méthode de Newton—Raphson modifiée
3)— La méthode de Quasi—Newton

5.4.1) Méthode de Newton—Raphson[53,54,31]

La méthode de Newton-Raphson consiste a redistribuer les forces résiduelles
jusqu'a leur réduction A un certain niveau de précision. Ces forces résiduelles
sont obtenues par la différence entre les forces nodales internes équivalentes

aux contraintes calculées et les forces externes appliquées.
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tatp(y) - tAtp(u) = 0 (5.4.1)
L'algorithme de résolution peut se résumer en:

ccAcK,}i'l) Au'dl = tratp _ t+Arpli-1) (5.4.2)

E+AL (1) o beAt, 171 ¢ A D) . (5.4.3)

En général, 1'avantage de cette méthode est qu'un petit nombre d'itérations est
suffisant pour atteindre la convergence.

Toutefois, la solution devient trés chére avec 1'augmentation de la taille du
systéme, A cause de 1'actualisation et la factorisation de la matrice de rigidité
tangente A chaque itération. En outre, des problémes numériques peuvent

apparaitre, lorsque les éléments de la matrice tangente diminuent.

Chargement
R
i t |
| 1 |
| | |
| Lt 1 |
| |
| | I
| | |
| ] 3
hd I 1 1
) | | !
| |
| |
I | |
i | i
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| I ]
N | | I
‘R I 1 |
: . 1 | | |
| | | |
| | | |
| | ] i
| | | i
| | t |
i | 1 i
| | | I
| | | |
‘u trdty, ity Déplacement

Figure (5-1): Représentation graphique de la méthode
de Newton-Raphson

5.4.2) Méthode de Newton—Raphson modifiée([S53,51,31]

Cette méthode ne différe de la méthode de Newton-Raphson que par le nombre
d'actualisations de la matrice de rigidité. Dans la méthode de Newton—Raphson
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modifiée, la matrice de rigidité tangente n'est jamais actualisée ou seulement
pendant quelques itérations (en général, aprés la premiére itération de chaque

incrément et quelques autres itérations éventuellement bien choisies).

Cette variante de la méthode de Newton-Raphson est beaucoup plus économique dans
les problémes A plusieurs degrés de liberté. Cependant, comme elle converge
linéairement, elle nécessite un nombre plus important d'itérations que la méthode
de Newton—Raphson.
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Figure (5-2): Représentation graphique de Ia méthode
de Newton-Raphson modifiée

5.4.3)— Méthode de Quasi-Newton[31,54-56]

Un compromis entfe 1a méthode de Newton—Raphson et la méthode de Newton—Raphson
modifiée est 1'algorithme de Quasi—Newton. Celui—ci est beaucoup moins cher que
la méthode de Newton—-Raphson et plus rapide que la méthode de Newton—Raphson
modifiée (en nombre d'itérations). Ceci est da a4 1'actualisation non pas de la
ﬁatrice de rigidité elle méme, mais de son inverse. Cette alternative pernmet
d'éviter 1la factorisation de la matrice.-de rigidité A chaque itération..

Le principe de cette méthode peut se résumé comme suit. A partir de la premiére
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itération, 1'incrément de déplacement AU'Y et le vecteur forces résiduelles
peuvent é&tre établi comme sur les formules suivantes:

[}

AT® = g ARW (5.4.4)

Oﬁ AE(I) = I:+At:R - tp {(5.4.5)

Le vecteur des forces résiduelles pour cette itération est' égalha:

AR® = tratp _ teAtp() (5.4.6)

oi  ETAtR()  est le vecteur des forces internes 4 la premidre itération.

Chargement
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27 i i
/s 1 i |
4 ] | |
2 N
R-—® o
l l l !
| | | |
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i‘u ', '} tlfAtu Déplacement
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Pigure (5-3): Représentation graphique de la méthode
de Quasi-Newton

Comme il est montré sur ci-dessus, la pente sécante K;l de 1la droite AB peut
étre trouvée, de sorte que:

'Au‘” - (cu.:K;l) (1 (AR - AEz) o (5.4.7)

Une fois que [VC*A‘K;"]U‘) est déterminée, on peut calculer 1'incrément de
déplacement suivant:
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Au'® = ( tacgl) () AR (5.4.8)
La généralisation de cette procédure pour i>1 peut étre établie, telle que:

Aull = (e+acgl) -1 AR (5.4.9)
ob  (E*argY) U1 est déterminée de sorte que:

Auti-1 = (L‘*M:K;’-) {i-1) (AE(i-l) - AE(i))' (5.4.10)

5.4.4) Inconvénients des méthodes.de contrble en chargement

I1 est important de remarquer que les méthodes de contrbéle en chargement

présentent certains inconvénients.

Un des problémes réside dans 1'extréme difficulté a prédéterminér la grandeur
et le nombre d'incréments de chargement. Sans connaissance préalable du
comportement non linéaire de la structure, le concepteur peut prescrire de trés
petits incréments de chargement rendant le co(t de la solution trés cher ou, au
contraire, de 'grands incréments de chargement créant des difficultés de

convergence ou pouvant mener A une divergence durant les itérations d'équilibres.

L'autre inconvénient provient des difficultés de ces méthodes & dépasser les
points critiques (points limites) lorsque la matrice tangente s 'aproche du seuil
de la singularité. En outre, le processus itérétif peut diverger dans les régions
voisineé du point limite. Ceci cause deux problémes notables:

1)- La charge critique déterminée peut sous—estimer la capacité réelle de
chargenent de la structure, & cause de la possibilité de divergence nugérique
qui peut se produire sans qu'il y ait de rupture'structurale du systenme.

2)- La réponse post—critique de la structure ne peut pas &tre définie.
Celle~ci est treés importante. Elle permet, en effet, d'identifier la capacite

de la structure a s'accommoder 2 de. grands déplacements.

Pour détecter les points critiques et tracer la féponse post—critique, d'autres
méthodes de contrdle sont nécessaires.

Quelques techniques pouvant permettre de tracer la réponse au deld du point

critique, ont été proposées dans la littérature. Parmi ces techniques, nous
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citerons celle de contréle en déplacement [S7,58,59], la technique des ressorts
fictifs [60] et la méthode Arclength [61-73].

5.5) METHODE DE CONTROLE EN DEPLACEMENT [57]

Cette méthode, comme son nom 1'indique, consiste & appliquer ﬁn incrément de
déplacement en un point fixe, et & résoudre ensuite le systéme pour 1'incrément
de chargement et les autres composantes restantes de déplacement.

Soit le systéme, suivant:

Ku =R (5.5.1)

ol K : est la matrice de rigidité symétrique d'ordre n; U : est le vecteur

déplacement inconnu; et R le vecteur chargement vérifiant 1'équation:

R = R_ + AP _ (5.5.2)

avec R, : vecteur des forces résiduelles, P vecteur de chargement initial (ou

unitaire) et A le facteur de chargement.

Supposons . que la iéme composante du vecteur déplacement est imposée telle que
Uy = 5:; il est alors nécessaire de modifier la forme du systéme afin de
déterminer les (n-1) composantes de déplacement restantes et le facteur de
chargement A . Décomposons le systéme (5.5.1) sous la forme suivante.

AR
U, 21 2 :

[K‘.I.l Klz
Koy Ko

on U, = Uq = [—] , K, estla matrice de rigidité d'ordre (n-1), obtenue'en‘
supprimant les i 1igne et colonne. K,, et K, sontla i*™ colonne et ligne
de [K], respectivement. :

En réorganisant le systéme (5.5.3) on obtient:

kyy - P1] {Ul} _Far T k125 (5.5.4)
Kan - B A r = R;Jf
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| L'équation (5.5.3) peut étre directement résolue pour {U;} et A

u, = Kii( Ry, - K,u + P) (5.5.5)
ou T-R,. +k,kiR |
au -
A = 2r 2 (5.5.6)
P, —kzz.kllpl .
et

@ =k, - kykirky; (5.5.7)

Plusieurs techniqﬁes de contr6le en déplacement ont été développées dans la
littérature [S8,59].

En incrémentant le déplacement au lieu du chargement, cette méthode permet de
résoudre les problémes de divergence rencontrés dans les méthodes de contrdle

en chargement et de tracer ainsi la réponse post-critique.

Chargement

point limite

Déplacement

' Figure (5-4): Point limite sous contréle en déplacement

Toutefois, de méme que la méthode de contrdle en chargement, cette méthode
présente, aussi, un point limite. Il s'agit du saut vers le bas (snap—back) sur
1a courbe de chargement. Ceci peut créer une divergence dans la procédure
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incrémentale/itérative. pDans cetté situation, 1'analyste n'a aucune information
sur la nature de la rupture. Il ne peut savoir s'il s'agit d'une rupture
structural du systéme ou seulement d'une divergence numérique dans la procédure

incrémentale/itérative.

5.6) TECHNIQUE DES RESSORTS FICTIFS [60]

Cetté technidue est basée sur 1'idée d'augmenter les termes de la matrice de
rigidité. Ceci, afin d'éviter les problénes d'instabilités numériques rencontrés
au voisinage des points limites et dans les zones post-critiques. Ces derniéres
sont caractérisées par une matrice de rigidité singuliére et définie non

positive.

Pour augmenter les termes de la matrice dg rigidité‘la rendant définie positivé.

cette méthode ajoute des ressorts fictifs aux points d'application du chargement.

Afin d'illustrer cette technique, = examinons 1'exenple suivant proposé par
Sharrifi et Popov [60]. La figure (5-9) représente une structure en treillis
chargée par une force P en son milieu, augmentée d'un ressort fictif au point

d'application du chargement.

Sur le graphe (5-5), on peut voir le comportement non linéaire de la structure
augnentée (courbe 1), la réponse du ressort seul (courbe 2) et le comportement
non linéaire de la structure réelle sans ressort (courbe 3). Cette derniére est
obtenue en soustrayant les résultats de la courbe 2 de ceux de 1a courbe 1. Par
exemple, comme il est montré sur la figure, le point M sur lg courbe 3 est obtenu

en calculant la quantité de chargement repris par la structure réelle c.a.d
R=R3_Rk_

Cette technique peut étre généralisée & des structures plus complexes chafgées
d'une maniere quelcongue en employant la procédure suivante:
* Ayant calculé la nmatrice de rigidité de la structure réelle, additionnons

3 celle-ci une matrice K, correspondant aux ressorts fictifs ajoutés:

X |
K = e R RT (5.6.1)

od X est la rigidité du ressort fictif élastique, R le vecteur de chargement.
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* Résoudre ensuite le systéme augmenté:
(K + K,) u=R o (5.6.2)
* Calculer le facteur de réduction A . En sﬁbstituant 1'équation (5.6.2)
dans 1'équation (5.6.1), on obtient la relation:
K u = AR ‘ (5.6.3)

dans iaquelle A est un facteur scalaire tel que:

A=1- % RTy (5.6.4)
: IR

Il est a noter que le facteur de réduction A ne peut étre évalué que si le

déplacement correspondant 4 la structure augmentée est déterminé.

Cette technique présente, cependant, un “inconvénient. Il réside dans la
difficulté du choix d'une valeur appropriée de x . En effet, une petite valeur
de ¥ n'aura aucun effet sur la matrice de rigidité, alors qu'une grande valeur
de K conduirait a la technique de contréle en déplacement [57-59].

. Chargement Ry
p R,
i -“@gbx /
, O d
. : //
R+- ——————————— ! "
7
| ﬂ&?
[ re '
R :/o°
I
Ry oot
A
v H
Pl !
Vs | R
A
. ! Courbe 3
b

Déplacement

Figure (5-5): Analyse d'une structure en treillis par
1a technique des ressorts fictfs
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5.7) METHODE ARCLENGTH
5.7.1) Introduction

La technique Arclength a été introduite pbur la premiére fois, simultanément par
Ricks [61] et Wempner [62].

Elle permet d'éviter les problémes de divergence rencontrés dans les techniques

de contréle en chargement et en déplacement.

Depuis son apparition, plusieurs modifications lui ont été apportées par de
nombreux chercheurs [63-73]. Ceci, afin d'améliorer sa vitesse de convergence

et sa stabilité numérique dans les zones post—critiques.

Ce paragraphe a pour objectif de présenter cette technique, d'é&tudier les
paramétres gui la régissent et enfin de déduire un algorithme efficace de
résolution permettant de tracer toute la réponse non linéaire.

5.7.2) Description de la technique

La technique Arclength consiste 4 combiner une équation de contrainte, fonction
mixte de déplacement et de chargement, avec l'une des méthodes de contrdle en
chargement présentées dans la section (5.4). Cette équation permet d'ajuster
1'incrément de chargement pour qu'il soit fonction de la longueur d'un arc (1)

pendant la procédure itérative/ incrémentale.

Elle consiste 4 réécrire le schéma correspondant a une méthode générale de

controle en chargement suivant:

tgp AU (D) = tvAfali-lip - trAtp (-1 '

t+A Ly (d) o trAt,U1-1) ¢ Augtd
sous la forme:
ceatgil-) Al = tHAELp - CF (5.7.1a)
cebegli- AW = p (5.7.1b)
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Autd = AT + AAWD AW , C(5.7.1c)
erbt (D) o tHAEl (IS 4 AptD) (5.7.1d)
t+AE) (1) o E+AE) (1-1) 4 AR (D (5.7.1e)

f{AM,Auf) =0 (5.7.1¢F)

K: étant la matrice de rigidité tangente, P le vecteur initial de chargement, A
le facteur de chargement, F le vecteur des forces internes et f la fonction de

contrainte dans 1'espace chargement—déplacement.

La représentation graphique de la technigue Arclength pour-le cas d'une équation

de contrainte sphérique [63] est montrée sur la figure suivante:

AA R
9 A |mm—— e — ey e — A T T T T T
I i
{ | T x
| I I
| :
o] 1 t | I
3 : L
- : .
] I ]
% : ] Ml o
- I ) 5 5%
N - : o B g
I I ] I o, +
I I ) ; 5
m | i | I i
=4 ; I ! l
A i l L taty l
Ay |
trAtay .
- Ay .

b >

Figure (5-6): Représentation graphique de la méthode
Arclength dans le cas d'une équation de contrainte sphérique

5.7.3) Paramétres régissant la technique Arclength

Comme nous l'avons mentionné dans 1'introduction de cette section, plusieurs
modifications ont été apportées a4 la technique pour améliorer sa stabilité [63-
73]. Ces modifications concernent principalement:

* la définition d'uqe équation de contrainte.
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¥ Le choix des racines appropriées de 1'équation de contrainte.

* Le choix de la longueur d'arc de 1'incrément de chargement.

A ce propos, Bellini [67] a montré par une étude comparative des différents
algorithmes proposés, que le choix des deux derniers points a une importance

capitale sur la convergence et la stabilité de la méthode.
a) Eﬁuation de contrainte

Durant cette derniére décennie, un impressionnant nombre d'équations de
contrainte a été proposé. Parmi ces équations, les plus connues sont:

- Les équations de contrainte sphérique et cylindrique {63] proposées par
Crisfield;

- L'équation de contrainte elliptique développée par Park ([68];:

- L'équation de contrainte de la méthode d'incrément constant du travail des
forces extérieures, présentée par Bathe et Dvorkin [69]; et

- L'équation de contrainte de la méthode d'incrément constant du travail

complémentaire des forces extérieures proposée par Bellini et Chulya [67].

Par ailleurs, 1'analyse que nous avons effectuée sur de nombreux articles
[19,22,25,63-65,67,70-71] indique que le choix de la fonction de contrainte
dépend de 1'application. Pou;ﬂgn’ygagg général 1'éguation de contrainte proposée
par Crisfield [63] est la plﬁsvefficéce.‘Aussi, dans cette étude, c'est cette

équation qui est employée.

La forme générale de cette équation est donnée par la relation:
AudT Aytd = A]2 (5.7.2)

o Al est la longueur de 1'arc et u'? est 1'incrément de déplacement entre
1'instant &t+At et t, tel que:

gl = teaty _ £y (5.7.3)

En décomposant cet incrément suivant la technique de Batoz et Dhatt [57}:

gl = pti-n) 4 AW 4+ ARD Ay (5.7.4)
L'équation de contrainte (5.7.2), se réduit alors a:
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A(AA)2 + B(AAY) + C =0 (5.7.5)
0% A = AGWIT AGW
= 2 [wtD + AT AgW (5.7.6)

1]

[u(i—n + AU(i)]T[u(i-l) + AE‘“] - A2

b) Choix de la Racine la plus appropriée

Le choix de la racine appropriée dépend de 1'équation de contrainte employée.
Pour certaines équations, comme celle proposée par Bathe et Dvorkin [69] ou celle
par Bellini et Chulya [67], la solution est unique et réelle.

Pour d'autres équations, comme 1'équation cylindrique développée par Crisfieid,
la résolution de celle-ci conduit généralement & deux racines distinctes AA,

et AA, . Dans ce cas, une question se pose: laquelle de ces deux solutions est
la meilleure ? d'aprés de nombreux auteurs [19,22,25,64-65,67,70-71], la solution
la plus appropriée est celle qui assure un non retour en arrieére. Dans ce sens,

plusieurs suggestions ont été présentées.

Si les racines sont réelles, Crisfield [63] propose de prendre comme solution
celle qui maintient un angle positif entre les vecteurs incréments de déplacement
actuel U' et précédent pli-l),

Cette proposition se traduit mathématiquement en prenant la racine pour laquelie:
3 = u(i-l)'u(i) 50.

Dans le cas ou les deux racines donnent un & positif, alors la racine la plus

appropriée est celle qui s'aproche de la solution linéaire.

Bellini et Chulya {67]) proposent de prendre comme solution celle donnant la plus
grande valeur de 8 telle que:

§ = pl-u7T b Pour i>1 (5.7.8a)

§ = utaT yv pour i=1 (5.7.8b)
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avec u'@® = ty - tAfy
Ces équations assurent le plus petit changement de direction entre les vecteurs

incréments de déplacement actuel u'? et celui de 1'itération précédente
g -

Dans le cas ol les racines sont imaginaires, Bellini et Chulya [67] suggérent
de diviser la longueur d'arc en deux et de reprendre 1'exécution du programme
4 partir de la fin de 1'incrément précédent. Meek et Logathan [22], d'aprés leur
expérience, proposent de réduire proportionnellement la longueu} d'arc et
1'incrément de facteur de chargement durant les itérations, tout en revenant aux

valeurs initiales a la fin des itérations.

Pour la premiére itération et pour assurer un non retour en arriére, le signe
de la racine choisie est basé sur le critére de changement de signe du
déterminant. Ainsi, dés que le déterminant change de signe, 1'incrément de signe -
opposé (- AA) est appliqué.

Cette procédure assure une diminution du chargement lorsque ie point limite est
juste dépassé (la matrice devient définie négative, ce qui implique un changement

du signe du déterminant) dans les zones post—critiques instables.

Cette technique n'est, cependant, pas toujours évidente. Il peut arriver un cas
ol la matrice devient définie négative avant méme de dépasser le point limite.
Alors, au lieu de continuer et appiiquer un incrément de charge A
1'algorithme appliquera automatiquement un incrément de charge de signe opposé
( -AA ) conformément au critére du changement du signe du déterminant. Ceci

peut conduire a un retour en arriére.

Un pareil érobléme a &6té rencontré par Meek et lLogathan [22] lors d'une analyse
d'une volte bi—articulée. Ils s'apergoivent qu'avant méme d'atteindre le point
limite, le nombre de termes négatifs dans la diagonale de la matrice factorisée
a varie de zéro a deux termes. Ceci indique que le déteérminant a changé deux fois
de suite de signe.

Pour pallier a ce probléme, Meek et logathan [22] proposent d'adopter le critére
du changement du signe du fravail extérieur avec celui du déterminant de la
matrice de rigidité tangente.
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C) Choix de la grandeur de 1'incrément de chargement

Pour avoir un algorithme efficace, il est essentiel de choisir automat iquement
la longueur du rayon Arclength. L'étude comparative réalisée par Bellini montre
que la définition du nouveau rayon Arclength Al a un effet direct sur la

performance de la méthode.

Parmi les formules de calcul qui ont été proposées, on ne citera dans cette étude

que celles les plus connues.

Crisfield en 1981 proposa la formule suivante:

Nd
1d
o Nj-l

Al =Al (5.7.9)

Aprés plusieurs expériences numériques, Ramm [71] réduit 1'équation ci-dessus
a:

pof

(5.7.10)

N,
Al,,, =Al,, ( Nji)

5.7.4) Description de 1'algorithme de résolution non linéaire

L'algorithme de résolution employé dans cette étude est basé sur 1'algorithme
de crisfield ([63] auquel sont ajoutées quelques modifications concernant
principalement le choix de 1'incrément de chargement et 1'actualisation

automatique de la longueur d'arc.

Pour un niveau de chargement Arbitraire {P} (généralement, 1'incrément de
chargement initial introduit par 1'utilisateur), le vecteur déplacement peut &tre

calculé par:
wh = (k17 P (5.7.11)

ol [K}]i est la matrice de rigidité tangente formée au début de chaque
incrément et gardée constante durant les itérations d'équilibres. A la jeme

ne

itération du i incrément de chargement, les incréments de déplacement dis aux

forces résiduelles { R } sont données par:
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Av} = k17 {R,H o (5.7.12)

R} = AR - PPV (5.7.13)

Dans lesquels {A[aﬁi est le vecteur incrément de déplacement d0 aux forces

. résiduelles 1{RJ] pour la ;% jteration du i™ incrément de chargement et A7

tge

le facteur de chargement aprés la (j—l)éme itération du 1i incrément de

chargement.

tne &0

Les déplacements cumulés au i incrément de chargement aprés la j ¢ itération,

sont obtenus par:

AT = (ATH™ + AMllo), + AUH (5.7.14)

ol AU est 1'incrément de déplacement cumulé et AAJ la variation du facteur
de chargement 4 la jme itération.

La variation du facteur de chargement Ali‘ pour.la jé"38 itération est déterminée

par résolution de 1'équation suivante:
(AU¥T (AtH = 12 (5.7.15)

- §i les racines sont réelles, alors la racine appropriée est celle qui maintient
un angle positif entre les incréments de déplacements précédent et actuel, c'est
a dire entre (AUH™ et {AUY .

Toutefois, si les deux angles sont positifs, alors celle qui s'aproche le plus

de la solution linéaire est choisie.

Si par contre les racines sont imaginaires, alors on revient a la premiére
itération en réduisant proportionnellement, selon la procédure de Meek et
Logathan [22], 1'incrément de déplacement et le facteur de chargement. Pour la

=

premiére itération du i* incrément de chargement.

Avg = (Aud: = o | (5.7.16)

En substituant ces valeurs dans 1'équation (5.7.14) et en tenant compte de
1'équation on obtient:

12 = (AAY) 2 {aup] au) | (5.7.17)
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par conséquent:

AA = =
Jiaud: Aug,

(5§5.7.18)

Cette derniére équation détermine la variation du facteur de chargement pour ia

premiére itération du ielne incrément de chargement.

Pour la premiére itération du premier incrément de chargement, la valeur initiale Ali
doit étre spécifiée pour définir la longueur d'arc initiale.

Une fois Alﬂ déterminé, 1'incrément de déplacement & la J ¢ itérdation peut

&tre calculé, par:
Ao = arjtuld, + auH (5.7.19)

Le vecteur déplacement cumulé pour cet incrément est donné par |'équation

(5.7.14) . Le nouveau facteur de chargement cumulé devient:
Al = A0t o+ AMd (5.7.20)

Il est 1mp0rte de remarquer que le vecteur déplacement comporte des dimensions
différentes, translations et rotations. Aussi, pour éviter une 1ncompat1b111té
des dimensions, on ignore dans 1'équation de contrainte de cette étude les degrés

de liberté relatifs aux rotations.

Par ailleurs, pour exploiter la variation de 1'allure de la courbe de chargement-
déplacement durant le chargement, la méthode de longueur d'arc variable est
utilisée. Dans cette méthode, la longueur d'arc est actualisée A chaque cycle

selon la formule suivante:

Jg

Ja_ (5.7.21)
Iy

Iy = 1y

ou 1i et 1H sont les longueurs d'arc pour le ieme et (i--l)eme incrément de
chargement, Jd est le nombre d'itérations désiré et (j. l) est le nombre

due

d'itérations requis -pour atteindre la convergence au (i—-1) incrément de

chargement.

Si durant 1'incrément de chargement, le déterminant de la matrice de rigidite

globale et le travail des forces extérieures changent de signe en méme temps,
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alors 1'incrément de chargement de signe opposé est appliqué.
5.8) CONCLUSION

Dans ce chapitre, 1es.différentes méthodes de résolution non linéaires sont
analysées. Il découle que la technique Arclength est la mieux adaptée pour une

analyse non linéaire.

En effet, cette méthode ne permet pas seulement de tracer la réponse post-
critique et de nous renseigner. ainsi sur 1'aptitude de la structure a
s'accommoder 3 de larges valeurs de déplacement, Mais d'accélérer la convergence
dans la zone précritique., Ceci grace au choix automatique de la valeur de
1'incrément de chargement qui est ajusté suivant 1'allure de la courbe de

~ chargement.
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Chapifre 6

DEVELOPPEMENT DU MODELE NUMERIQUE

6.1) INTRODUCTION

Les structures spatiales, type pylone électrique, appartiennent 4 une classe de
structure, ol une large proportion de chargement est reprise par la force axiale
dans les membrures. De ce fait, ces membrures deviennent plus flexibles et
souvent, elle subissent de considérables déformations sans qu'aucune non
linéarité matérielle n'apparaisse. Par conséquent, pour une meilleur estimation
de la capacité réelle de chargement, il est important de considérer dans
1'analyse de ce type de structure 1'effet de la non linéarité géométrique.

Durant ces deux derniéres décennies, 1'analyse non linéaire géométrique a fait
1'objet de plusieurs recherches. Cependanf, la plupart de ces études se sont
confinées aux structures a section symétrique et/ou aux formulations
Lagrangiennes. Ces derniéres présentent certains inconvénients. Elles sont
limitées a des rotations infinitésimales entre deux incréments successifs de
chargement. '

Le but de ce chapitre est de développer une matrice de rigidité tangente pour
1'analyse en grands déplacements des structures tridimensionnelles, qui prend
en considération les effets inhérents & une poutre spatiale (moment de torsion
non uniforme, excentricité des connexions, dissymétrie de la section, ...). Pour
éviter 1'engendrement des efforts internes parasites résultants de 1'emploi de
grands incréments de chargement, on se propose de développer une procédure
‘incrémentale basée sur les descriptions corotationnelle et Lagrangienne.
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6.2) HYPOTHESES ET REPERES DE REFERENCE

L'élément fini choisi pour cette étude est un élément de type poutre spatiale,
A parois—minces et A section dissymétrique, prismatique et ouverte. Il est
composé de deux noeuds avec sept degrés de liberté par noeud. Il peut transmettre
un effort axial, deux efforts de cisaillement, deux moments de flexion, un moment
de torsion et un bimoment (figure (6-1)).

Figure (6-1): Elément de poutre spatiale

Par ailleurs, cet élément est basé sur les hypothéses suivantes:

1)~ hypothése de Vlasov: les déformations de cisaillement dans la ligne
nédiane de la section sont négligeables;

2)- la section reste indéformable durant le chargement. Les déformations
sont supposées petites, par contre, les déplacements et les rotations peuvent
étre grands; ) ' :

3)- le chafgemcnt est appliqué statiquement et maintient sa direction
durant les déformations;

.4)* le critére de plasticité est uni—axial;

5)— le moment de torsion est faible devant les moments de flexion;

6)- la loi constitutive est élasto-plastique avec dééhargement élastique
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possible. L'écrouissage est supposé isotrope;

7)- le voilement local et la distorsion ne sont pas considérés.

De plus, comme nous 1'avons'souligné dans 1'introduction de ce chapitre, les
structures spatiales composées dé poutres a parois—minces et a section
dissymétrique et ouverte présentent certaines partiéularités, qui sont:

1)- couplage des effets de la torsion et ceux de la flexion,

2)- excentricité des liaisons entre les éléments, et

3)~ inclinaison des axes principaux d'inertie.

Pour prendre en coﬁpte tous ces paramétres, nous avons choisi quatre systémes
d'axes de coordonnées rectangulaires:( Figure 6-2)

* Un systeme d'axes Oﬁ;§;§; passant par le point O que 1'on appellera
point de connexioﬁ.

* Un systeme d'axes §§;§;2; paralléle aux axes de la structure et
passant par le point S, centre de torsion. -

* Un systeme d'axes S§1§121 tels que les axes S?Z et Sfl passent
par le centre de torsion S et soient paralléles aux axes principaux d'inertie
de la section avant déformation.

* Un systéme d'axes Cﬁ;ﬁ;Z; passant par le point C, centre de gravite

de la section.

Y W%
A 4\?0
<L Il
i?‘ “\\\i;" ______
|
|
z, ! S
P == = A
= w7
- ~ S,
Ze_ ! y
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6.3) FORMULATION EN ELEMENTS FINIS DES EQUATIONS DE MOUVEMENT
6.3.1) Principe des déplacements virtuels

Nous avons montré dans le chapitre deux, qu'en utilisant la description

Lagrangienne actualisée, 1'équation de mouvement se réduit a4 1'expression

suivante:
f tcijk.l t:ekl 6teij th + f ttij 6tnij th = t+AL‘8’ - tg(6.3.1)
ty ty _ -
dans laquelle, t+8EE oot le travail des [orces appliquées a 1" instant t+At:
t+At = T C+AC t '
S’—f t, 8U, tdv (6.3.2)
ty .

et (& est celui des forces internes réciprogues a l'instént t:

t - [~ [+
&= [ tryy 8.0y AV (6.3.3)
Sty ‘
Les termes €,y et Myy représentent, respectivement, les composantes

linéaires et non linéaires du tenseur incrément des déformations de Green—
Lagrange. ‘tij dénote le tenseur des contraintes de Cauchy A 1'instant t. Le
terme Cyypg représente les composantes du tenseur constitutif et t*AET} les
" forces surfaciques exprimées dans la configuration t+At, mais nesurées par

rapport a la configuration & 1'instant t.

Dans la théorie conventionnelle des poutres tridimensionnelles, on consideére que
4 " | = L = E _ t - t [ - C

les contraintes 5T,,= fT33= f1,3=0 et que  "T.,,7 Ty et  ®ty,= ®ty5 . Il me

reste donc que trois composantes de contraintes indépendantes, gui sont

., STy, et fry; et trois composantes correspondantes de

déformation €7 + (€12 et ,€,;

Pour des raisons pratiques, le tenseur des contraintes de Cauchy { ft), 1le
tenseur des déformations linéaires ( .€) et celui des déformations non

linéaires ( M) sont ecrits sous la forme matricielle suivante:
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() = Tox Tyx Tax)
() ={ ®x S €2)
(M T M nyj.c_nzx)
o Tex = ttlll Tyx = “Ta; Toe = “Tas
€ox = G t Mx = 12 ¥ M T €13
€x = Cyx ¥ Thx = 2(.8 "'_ Miz) = €y

GRX= er+ “81‘=

2(,e; tMya) = (€15

(6.3.4)

(6.3.5)

(6.3.6)

(6.3.7)

(6.3.8)
(6.3.9)

(6.3.10)

Le tenseur constitutif reliant les déformations aux contraintes est donné par

la relation:

(6.3.11)

ol G est le module de rigidité transversale et E est le module de Young tel que:

3 E = E pour un comportement élastique; et

» E= Et pour un comportement élasto-plastique (1'expression de ce

coefficient est donnée dans le chapitre 4} .

En substituant cette équation dans 1'équation de mouvement (6.3.1),

f [Ee, 88, + Ge,bde, + Gegbey +

tv

txxanxx + tﬂanyx + szanzx] dv = UAtg -

Les expressions des déformations linéaires e

t&

on obtient:

(6.3.12)

t non linéaires en fonction des

déplacements ont été obtenues dans le chapitre deux. Elles sont données par les

relations:
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€ = Uy o+ U, (6.3.13)

1 2 2, 2
‘l],a,—-é-( Ug,x + Uy x + Uz x ) (6.3.14)
Nyx Ux,yux.x Uy yUy o qz.yuz,x (6.3.15)
i k [
P T N ':‘},--LP‘._ L
Nax = Uy zUy o + U, U, Uy 2Up (6.3.16)
u et u sont nuls,

Dans ces expressions, il est & noter que les termes .y 2.z

et que la quantité uix est négligeable. Les termes contenant le produit

et u, . u, . représentent des quantités notables et ne sont donc pas

.ux-}’ ux.x

éliminés.

Explicitons les termes de déformation en fonction des déplacements. En utilisant

les équations (6.3.13) a (6.3.16), on obtient:
% JUBBCUE) + bl (uy, +u, )2 + (u,, + u, )% ) 1dv +

-% f‘tna(uﬁ‘x + ul ddv + f[ Ty (U 0, + u, Luy ) Jdv + (6.3.17)

) Jdv = tatg _ g

f[ sza(ux,zux,x tou, U, .

Les déplacements u,, u, et u, ont élé développés dans le Chapitfe trois. 1ls

sont donnés par:
= - ‘o ' /
u, = u, Zu,, YUy, W P,

u, =u,, - (z-a,e, (6.3.18)

u, = U, + {y - dy)tpx
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En différentiant ces équations par rapport a x, vy et z, on obtient:

JE ' " 14
Ug,x = Uxc = ZUzg ~ YUys = W, Qx

‘ Jw © dw
! / / !
Uy = ~Uyg = ay_a‘pxux,z = ~Uzg ~ ays x
o a4 ¢
Uy,x = Uy = (2 - a,) @x (6.3.19)
!
Uy o= Ups + (¥ - 8,) @k
Uy e ™ ~ Py
Ur,y = Py

Par ailleurs, les forces internes généralisées en fonction des contraintes

Txx + %Tyx €t T, sont données par les relations:

P~=.{txgiA |
A

F, = f}ydi
A

F, =l£r&¢iA

M, = (v - a) - 7,(z - a,)]da (6.3.20)
A

M = j}wxdi
A

Aan.l?t”“iq

= _j}ofig

T

En substituant les termes de 1’équation (6.3.19) dans 1’équation des déplacéments
virtuels (6.3.17) et en considérant la relation entre les contraintes et les

efforts internes, 1’équation (6.3.17) devient:
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1 ' i 1
=+ [Ead (u))?dx - [EBS,8 (uar) dx + [E5,8 (uyu) dx+
0 0 0 _

1 . 1
+ 1 iy 2 1 " 2 1 Iy 2
szrb(u,) dx + 2‘0[}31@6(%) dx + Z[GJﬁ(iPx) dx
1[5:1 8 (uy2dx + fE 8 (uul?y dxe+

1
1 Iy 2
—-2—’!;?6(11,,) dx + be(u) dx+fPa b(uycpx)dx

1 : 1 .
fpa 3(ulel) + 2 [PIB (@0 dx - [(Ma, + M,a,) 8 (¢l)2dx -
¢ [+}

1 .
fMﬁ(uztpx)dx - fMya(u,’,cp;)dx
0 _
y s
-'nyb(u ul)y dx - be(u’u’)dx + fp Pz (ulul) dx
D '
fF__za(u’ ”)dx+fF6((pxu)dx fF&(tpxu)dx
L s L s
fF Ja(uyu;’)dx + sz-fb(u;u;,')dx + [F, 228 (0,05 dx
0 [+]

F 1 1
S
- [F.a,8 (9,05 dx + [F, 228 (9,020 dx - [F,a,8 (0,920 dx
0 o e] :

= tHAtP _ tF
o s, = [yda 5,=[zda Iyé=fdAr
A A yz .
1,~[2%da 1,=[y*da 1,=[wda
A A A

1,- 1[4+ ) da s a} v al
A

_ ow, _ 2 “E}ms _ 5
J_‘ﬂ(az+za2) tlg Y ay) *|da
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6.3.2) Fonction d’interpolation

Pour réscudre 1’équation de mouvement (6.3.21) par la M.E.F, il est nécessaire

de définir le champ de déplacement a l’intérieur de chaque élément:
, ] .
ji=;n; Uk \ (6.3.24)
=1

ol Ji, et % sont, respectivement, les fonctions d’interpolation et les
incréments de déplacement nodaux définis par rapport aux axes locaux '*3:'1 a

1’instant t.

Le choix adéquat de ces fonctions d’interpolation est essentiel pour la
performance et la précision de 1l’élément, étant donné qu'elles affectent
directement le calcul des matrices de rigidité impliquées dans les équations de

mouvement.

En considérant ce choix, il est reconnu pour une poutre'a'section constante gque
les polyndmes linéaires du type Lagrange et cubiques du type |’Hermite sont
suffisants pour décrire les champs de déplacement longitudinal et transversal,

respectivement.

Pour _cé qui est du champ de déplacement de rotation, le choix d’une fonction
d’interpolation a été le point de discussion de plusieurs chercheurs. Alors que
la plupart des auteurs, comme Barsoum et Gallagher [74], Powell et Klinger [75]
et Mei [76] ont assumé une variation cubique du champ de rotation @, ,
Krajcinovic [77] a adopté la fonction hyperbolique dans sa formulation, soutenant

que la fonction d’influence exacte doit &tre utilisee.

¢, = C, cosh{kx) + C, sinh(kx) + G Kx + C {6.3.24)

od k*= GJ/EI, et C, G, C;, C, des constantes & déterminer.
11 a justifie ce choix par les larges erreurs induites par le polyndme du 3é|e
ordre, lorsque le rapport du moment de torsion de Saint-Venant au bimoment

(GJ/EI,) n’est pas négligeable.

Cependant, ces propositions ont été contesté par Mei [78], vu les meilleurs

résultats obtenus avec le polyndme du 3% degré. Récemment, Pittalga [79] suggére
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que la différence des deux résultats revient aux erreurs d' arrondis induites par
les fonctions hyperboliques, qui sont plus grandes que celles produltes par les

‘polyndmes du 3ene degré,

Le polynéme d'ordre cinq du type Hermite a été aussi utilisé par Barsoum [74]
et Adman [80]. Dans une analyse non linéaire géométrique élastique, ce polyndme
offre de meilleurs résultats avec moins d'éléments. Seulement, ces polyndmes
présentent des difficultés numériques dans une analyse non linéaire inélastique.
Aussi, Barsoum a recommandé 1'utilisation des polynémes d'ordre inférieurs avec
plus d'éléments.

Dans notre formulation, on suppose une variation cubique de la fonction
d'interpolation pour les variables u, , u, et @, et une variation linéaire
pour la variable u, . On utilisera la notation < > pour désigner un vecteur

ligne et la notation { } pour indiquer un vecteur colonne.

Le champ de déplacement peut &ire exprimé par:

<n,> ()

<n,> {a} '

Uy = <0y2 Wy (6.3.25)
u <ny> {u,}

]

i

9, = <n,> g}

Dans lesquelles, en posant i=X .

o)

<n,>=<1- i,1i>

<n,>=<ng>=<ny>= <1-312+233, 1+212+13,31 _213 13-i2> ‘ (6.3.26)

Les incréments de déplacement aux noeuds A et B de 1'élément sont donnés par les

relations:

<UD> = KUy, o Uyp?
<Ey> = Uy, __l‘pzA ¢ Uyg s 19>

— (6.3.27)
Uy =<uUgy s 1@, ¢ gy o 19,5

= <P s 10k » Pxp s 103

A
i
]
v
}

Les forces nodales correspondantes sont montrées sur la figure(6-1).
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Les forces internes résultantes & une position x de 1'élément peuvent étre

exprimées en fonction des valeurs nodales par les expressions suivantes:

-~
3

Fy = Fyp ‘ , )
. B (MzA+MB)
Fy = _—"""__E"imf
- (MA-+Mﬁ)
F_ = —L—————l - -
I P (6.3.28)
e = Myp ‘

- . _ X X
M - MYA( 1 j) +Myg("j)

My = M, (1 - X))+ M ()

La suite de développement ainsi que la matrice de rigidité' tangente sont

présentées dans les annexes 3 et 4, respectivement.

6.4) MATRICES DE TRANSFORMATION

En général, la construction de la matrice de rigidité tangente s'obtient par
transformation et assemblage des matrices de rigidité élémentaires. Cette
transformation s'effectue du repére local vers le repére global par

1'intermédiaire d'une matrice de rotation.

Toutefois, dans le cas' d'une analyse en grands déplacements des structures
spatiales 4 section dissymétrique, cette transformation ne s'effectue pas
directement en une seule étape. Mais, elle est composée de quatre étapes de
transformation. Celles—ci permettent de prendre en considération:

~ les grands déplacements par rapport 2 la configuration & 1'instant t=0;

~ 1'inclinaison des axes principaux d'inertie;

— 1'excentricité de chargement; '

- la dissymétrie de la section; et enfin

le gauchissement.

Les différentes matrices de rotatiom correspondantés A chaque étape sont
développées dans la suite de ce paragraphe.

95



Chapitre 6: Développement du modéle numnérique

6.4.1) Matrice de rotation classique R,

Cette matrice définit la transformation classique du repere global XYZ vers le
repére local OX,y,Z, correspondant a la configuration non déformée.

zZ
Figure (6-3): Orientation d'un élément
quelconque dans I'espace

Soit un &élément poutre orienté d'une maniére quelconque dans 1'espace par rapport
A un systéme d'axes rectangulaires fixe XYZ figure (6-3). L'axe Ox, est
généralement défini par la ligne joignant les deux noeuds d'extrémités de
1'é1ément. Les deux autres axes Oy, et 0Oz, , par contre, ne peuvent &tre
définis d'une maniére unique, a cause des infinites d'orientations possibles.
Aussi, il est donc nécessaire de choisir 1'orientation de 1'un des axes, et de
déduire la direction du second axe par les conditions d'orthogonalité. Un des

choix possibles est de fixer 1'axe 0y, dans le plan X,Y .

Soient ¥, et V, les vecteurs définissant les axes X, et Y, respectivement. Le
vecteur iﬁ définissant la direction de 1'axe Cﬁfé est déterminé par le produit
vectoriel de V, et V¥, :
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7, =707

(il est a noter que V,®V, dome -V, )

Une fois V, déterminé, le vecteur V, définissant la direction de 1'axe j?péut
etre calculé de la méme maniére, en utilisanf cette fois-ci, la condition
d'orthogonalité entre le vecteur 7, et le plan Xz, formé par les
vecteurs V, et ¥, . On obtient analogiquement:

ﬁ2=¥73®91

( de méme, V,®¥, donne -V, )
Examinons dans ce qui suit le détail de développement de cette matrice.

Par définition, le vecteur V, est égale a:

Xpg ~ Xa Xpa
V, = {¥B~ Yal = Yaa
Zp ~ Zy Zpa

Par conséquent, les cosinus directeurs de 1'axe X sont donnés par:

+

+ b
1 \/xfzu"'yzm"'zzzn [XZBA*'YZBA"'Z%A Jxﬁa"'yzaa*z:A

Y:l . XBA i’ Yba » Zpa _E
1

Le vecteur W, est choisi, de telle sorte qu'il coincide avec 1'axe Y. I1 est

n
défini par les composantes suivantes:

Xx — Xa 0
‘7:: = {¥x Yat = VYra
Zy = Z, 0

Comme on vient de le mentionner plus haut, le vecteur ¥, est déterminé en

utilisant le produit vectoriel:

7, =787,
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soit alors:

7, = - VaaZral - 0F * XmaVmaK

La norme de ce vecteur est égale a:

Py {—-—-————5-2 ;
“GI = YKA ZBA + XBA

Les cosinus directeurs sont donnés par:

= I + ____XE.‘.‘__._j'
) ) 7
vl Vzha + Xpa sta + Xga

"~ Calculons a présent, les composantes du vecteur iﬁ . Elies sont déterminées par

la relation suivante:

7,=V,®V
ou encore
i}z = ~¥YpaXpaYrxa i+ (YKAZ;A + XpaVia) J - YxaZea¥ea k

La norme de ce vecteur est donnée par:

Wzl!'= YnJ (Xga + Zg)\) (xxzm + yga + zéa)

posons

B = J(xfn + ng) (Xga + Yga + Zga)

Dans ce cas, les cosinus directeurs de 1'axe 0y, sont égales a:

= . 2 N
V, _ ~¥paXpa 7+ (zga *+ xﬁa) j" _ YpaZsa g

AR B -

La matrice de rotation devient par conséquent:

98



Chapitre 6: Développement du modéle numérique

]

Xpa Yaa ' Zpa

2 2 7 3 7 2
JigA + Vea * Zba Jﬁha * ¥Yea * Zpa Xoa * Vea * Zpa

2 2
R, = - _Y¥8a Xpa Zga * Xpa _Y5aZpa
B p [
_ Zpa 0 Xpa

z p) 2 z
| JZBA + Xpa ‘ , VZBA *+ Xpa

11 importe de noter que si on pose:

: Xpa - Yea : ' Zg,
Cx = z Cy = 2 z =T o
J;ﬁa + YEa * Zpa JX§A+Y%A + Zga Xpa * Vi

Alors, la matrice de rotation, ci—dessus, se réduit A:

Cy Cy C,
_C‘xC: m _'Cxcz
‘Rl = C,z‘ + C; Ci. + C'i
___:EE___ 0 __,lizm__
C: + C: C: + C7)

Remarque:

La matrice de rotation R, est indéfinie si 1'élément est vertical, c'est a
dire si 1'axe local Ox est confondu avec 1'axe Y du repére global. Aussi, dans

ce cas et pour éviter cette indétermination, la matrice de rotation suivante est

enployée:
0 C}
Ryvecty = |76 O
W)

6.4.2) Matrice d'expansion R2

Cette matrice permet de transformer les forces et les déplacements du point de

connexion (0 vers les points' C et S, centres de gravité et de torsion,
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respectivement.

Pour faciliter le développement des relations de transformation, nous considérons
dans ce qui suit 1'opération inverse. C'est a dire nous effectuerons une
réduction des forces des et déplacements nodaux des points C et S vers le point
Ol.

Une des méthodes permettant de réaliser cette réduction est d'appliquer les lois
de la statique. En effet, tout ensemble de forces qui agit sur un corps peut étre

réduit en un seul point A trois forces et trois moments.

Notons' par: 7

PVPB: les forces axiales agissant au centre de gravité C et au point de
connexion O respectivement;

Fw.Fm;F“.FH: les efforts tranchants dans les directions y et z, agissant‘aux
points de connexion O et au centre de torsion S, respectivement;

Mm,M“: moments de torsion autour des axes O et S; '

MN'MH: moments de flexion par rapport aux axes passant par les points Oyet Sf

Mw,Mni moments de flexion par rapport aux axes passant par les points Oyet Sy,

h.y.
A
i
C{'__“_:- _______ A
M Mg
_— 1 ¥
Z< : 2 e 1Cy
R
i )
Toc I is, of v
< o >

Figure (6-4): Réduction des forces au point de connexion O
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Ecrivons les équations d’équilibre des forces agissant dans la section par
rapport au point de connexion O (figure ci-dessus). 11 découle:

3

P, = P,

Foo = Fq

FZO = FZS

Mxo = an - Sszs + Sypéc
Myo = Mys * CZPO

Mzo = Mzs - Cy Po

ou sous forme malricielle:
(Pl [1 0 o 0 0 o] [P
Foo 0 1 0 00 o) [F,
ol [0 0 2000 F,
e (10 =5, 5,100 T [
0 0

by | | C. O 0 1 0f y
M-zq _-C'y 0 o0 90 1) f\"zs

ou encore:

La matrice de rotation R, est l'inverse de cette matrice. Elle s'écrit s0us

la forme§
-
1 0 0 0¢0¢ 0
0 1 0 0 0 0
C 0 1 000
R:
270 85, -S,100
-C, 0 010
‘C} o 00 lJ
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6.4.3) Matrice de rotation relative aux axes principaux 4’ inertie R3

La matrice de rotation R3 permettant de prendre en compte la transformation
correspondant a 1'inclinaison des axes principaux d'inertie, peut &tre
directement.établie par une rotation d'un angle a ( positif dans le sens
- contraire des aiguilles d'une montre) autour de 1'axe x. (figure 6~5)

Uyglg = Uxg
Uy, = Uy, COS (&) + U,y gin(a)
Uy, = —u,, cos(e) + u,, cos{e)’

La matrice de rotation s'écrit alors:

1 0 0

R, =| 0 cosa sina
0 -sina cosa
ASE
=
Z < v/\
Z

Figure (6-5). Inclinaison des axes principaux d'inertie
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6.4.4) Matrice de rotation en grands deplacemenfs R

Cette matrice prend en compte 1'effet des grands déplacements. Elle permet le
‘passage de la configuration non déformée & 1'instant t=0 vers celle a 1'instant
t. '

Comme les transformations (rotations) dans 1'espace dépendent du chemin suivi,
il est nécessaire de choisir un mode de déplacement. Pour cela, nous considérons
dans cette étude que le passage de la position a 1'instant t=0 a celle a
1'instant t s'effectue comme suit (figure 6—6)
- — Rotation d'un angle ta autour de 1'axe y. Elle permet de passer des
axes (°X.,°Y.,°Z]) aux axes (AB,,°Y,, £)
- Rotation d'un angle tP autour de 1'axe £ . Celle—ci transforme les
variables des axes (AB,,°Y,, £) aux axes (Z,§,{)
— Rotation d'un angle %y autour de 1'axe longitudinale ¥ qui pernet la

transformation du repére (F, &, E) au repére final (X, %y, *Z)

Par conséquent, la matrice de transformation du repére non déformé 4 1'instant

t=0 a celui a 1'instant t sera le produit des trois rotations, telle que:

‘R, . Ry . R, 0

tﬁ; 0 tp cﬁ' Cii
Ry."Ry. "Ry

o tR, est la matrice de rotation autour de 1'axe y. Elle est égale a:

cos(te) 0 sin(‘e)
tR, = 0 1 0
-gin{ta) 0 cos(‘a)

ol tx est 1'angle tel que:

Cog ( ca) = ese————
AB
avec

et

otk

ézﬁ = {(°1 + JOza)?% + (lgﬁga)q
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Expression dans laquelle gﬁj est la iéme composante du vecteur déplacement -
local a 1'instant t mesurée par rapport a la configuration a 1'instant t=0 et °1

est la longueur originale de la poutre.
De méme, la matrice de rptation tﬁ% est déterminée par une rotation autour
de 1'axe E (figure 6-6b) de sorte que:

cos (*f) sin(f) ©
‘Ry={-sin(*B) cos(*P) O
0 0 1

1'angle B est calculé par: (c.f figure 6-6a)

C'EZ
sin(tp) = —2—=
t]
ou _ 1
€1 = { (AB))? + ( Supa)?t? -
Les composantes de la matrice de transformation ‘Eh sont déterminées en

considérant la rotation autour de r:

1 0 0
0 cos(ty) sin(%y)
0 -sin(ty) cos(®y)

®,
ou ty est la matrice de rotation rigide de la poutre autour de l'axe [ .

Cet angle est calculé par les relations:

15 = —
A7=3{tu{+tum}

et ty= t-dtys AY'

Le symbole Bar indique que les variables sont mesurées par rapport au repére

local.
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Figure (6-6a): Rotation d'un élément poutre tridimensionmel
en grands déplacements

anne((64&»:Ihmaﬁoncfun¢ﬂénmm1pouuetﬂdhnnnsknumﬂ
en grands déplacements
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6.4.5) Transformation du gauchissement

La transformation du gauchissement d'un élément 4 un autre est un probléme trés
complexe. En effet, durant ces deux derniéres décennies, il a fait 1'ocbjet de
nombreuses recherches. Parmi celles—ci nous citerons, Vacharajittiphan et Trahair
(82]. Sharman [83], Yang et McGuire [9] et Morell [84].

L'éfude expérimentale menée par Morell [B4] a révélé que la transmission du
gauchissement entre deux éléments dépend de plusieurs facteurs, dont 1'un est
fondamenfal concernant le détail de réalisation du joint considéré. Dans la
référence [9], les auteurs introduisent uit concept appelé "Indicateur de
gauchissehent". Malheureusement,lil n'est applicable qu'a des problémes linéaires
bien spécifiques.

En général, il n'existe encore pas de méthode permettant de considérer la

transmission du gauchissement.

Dans cette étude nous supposons que le comportement de la structure est
indépendant du gauchissement. Aussi, on considére que la transformation du
gauchissement et du bimoment est unique [3]. En d'autres termes, un gauchissement

ne produira qu’'un gauchissement.

6.4.6) Matrice de rotation globale

I1 s'agit, dans ce paragraphe, d'assembler les différentes matrices de
transformation développées dans les sections précédentes, afin d'obtenir une
matrice de rotation totale. Celle—ci permettra de passer du repére global vers
le repére local correspondant 4 la configuration A 1'instant t. Ce passage est
composé, dans 1'ordre, des étapes suivantes:

a)- transformation classique du repére global XYZ au repére local

OX7.Z, : |

b)— extension des déplacements et des forces internes du point de connexion
0 vers les points C et S, centres de gravité et de torsion, respectivement;

c)— transformation du repére local SYstvers le repére correspondant aux
axes principaux d'inertie; '

d)— transformation des vecteurs déplacements et forces du repére local

incliné a4 l'instant t=0 vers le repé;e correspondant 4 la comfiguration A&
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i’instant t.

Ecrivons & présent les différentes relations de transformation. Soient gz et gu

les déplacements d’un élément donné par rapport au repére local & 1'instant t

et au repére global, respectivement. Ces variables sont reliées par Ia relation:

i t

ou les Tij sont les composantes de la matrice de rotation totate T.

De méme, les forces internes locales et globales sont reli¢es par:

-

t 4
oFs = Tyy ofy

La matrice de transformation T est donnée par la relation:

tRO 0 O

0 1 0 0
T = .

0 0 ‘RO

0 0 0 1

out 'R est la matrice de rotation de dimension (6x6), telle gue:

‘R = .‘:}_2- OR

Dans cette expression, °C°R est la matrice de transformation en grands
déplacements développée dans la section précedente, et YR est la matrice de
rotation qui permet le passage du repére gobal vers le repére local incliné,

telles que:

tm tp tp

e L E; Rp R, 0
tn tp tp
0 R& RB K,

et
R, O R, ©
'R R
0R3[3] 0 R,
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6.5) DESCRIPTION DU MODELE GEOMETRIQUE NON LINEAIRE

Dans les paragraphes précédents, nous avons développé les équations en éléments
finis de mouvement permettant de décrire le comportement non linéaire des
structures en grands déplacements. Ces équations qui sont issues de la
descriptioﬂ Lagrangienne actualisée, sont basées‘sur 1'hypothése des petits
incréments de déplacemént entre deux incréments successifs de chargement. Ceci
implique que 1'obtention de la réponse non linéaire compléte nécessite un nombre

important d'incréments de chargement.

Comme nous 1'avons souligné dans le chapitre deux, cette hypothése a été adoptée
en vue de limiter d'un cote, 1'effet néfaste des rotations de corps rigide do
A4 la négligence des termes d'ordres supérieurs du tenseur des déformations de
Green-Lagrange dans les équations de mouvement. Cet effet se caractérise par un
développement des déformations iméginaires conduisant a des efforts internes
parasites pouvant créer des difficultés de convefgence. D'un autre cbdté, pour

permettre de considérer les rotations nodales comme des quantités veqtorielles.

Pour avoir un algorithme performant, il est nécessaire de réduire au maximum le
nombre d'incréments de chargement. Autrement dit, il faut pouvoir employer de
grands incréments de chargement.

Pour pallier aux inconvénients et limitations de la description Lagrangienne,
nous avons développé dans cette étude une procédure permettant d'employer de
grands incréments de chargement. Celle—ci est inspirée des recherches
précédentes, notamment de: '

) 1) La description corotationnelle totale, qui consiste a éliminer la
rotation rigide des déplacements totaux et a calculer les efforts internes par
rapport 4 la configuration déformée.

2) La technique incrémentale de Hsiao [19] présentée dans le chapitre un,
qui consiste A soustraire la rotation rigide de 1'incrément de déplacement.

3) Les lois de la mécanique: sous un mouvement de corps rigide les
contraintes internes tournent et se translatent avec ce mouvement. Cependant,
leurs grandeurs et leurs orienthtions restent les mémes par rapport au repére
continuellement attaché au corps. Aussi on congoit le méme comportement pour les

forces nodales équivalentes aux contraintes internes.
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Cette procédure est constituée des étapes suivantes:

a) A partir de 1'incrément de déplacement obtenu par rapport &4 la configuration
a 1'instant t, on calcule les rotations de corps rigide:
u

- yA p, =arcta - ¢
I+ tume tuxA 1+

i 1! — Ll - u,
p,=arcta £ ys € 2B _cHza

tUxn™ tUxa

b) on détermine 1'incrément de déplacement par rapport & la configuration a
l'instant t+At. Ceci est effectué en trois étapes:

i) calcul des incréments de rotation nodale a |'instant t+At:

cratPza™ tPza B2 reatPan™ @27 Py

tht‘pya= t(pya+py tvdt‘pyb= t“pyb+“y

11) détermination de 1'allongement entre les configurations aux instants
t et t+At.

3 = t+Atl - £

Pour avoir une meilleure précision, 1'allongement cst calenld & partic de la

relation suivante:

_ Cﬂ)r:lz — tlz
6 = ( t+Atl + tl )

ol

t] = ‘/(01 + tuxb - cum)2+ (cuyb _ cuya)z + (tuzb — z:um)z

t+AL] = J(ol+t+Acuxb_ trAcuxa)2+(c+Acuyb_ T

2 t+At _LtAE 2
o) S+ R u,,)

zb

dans ces expressions, 91, t1 et ®*4t] sont respectivement, les longueurs de
1'élément aux instants t©=0 , T=t et tT=t+At

i11) calcul de 1'angle de rotation de torsion:

teatPx =

;¢x3 e P xa
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c) On déduit 1'incrément des forces internes, par la relation:

eearF = K ol

ot K est la matrice de rigidité élémentaire locale et u 1'incrément de

déplacement, exprimé comme suit:

C+Atu=(0'0'0' t*Atq’ya' E+At‘pza'0' t+AtBa'6'0'0' t+At€pyb' t+At‘pzb' c+Ac¢px'

d) On ajoute cet incrément aux forces internes cumulées:

ttALt = t@
e S S t+AcF

e) On transforme ce vecteur vers le repére global par 1'intermédiaire de la

matrice de rotation totale.

Figure (6-7a): Mouvement dun élément dans Y'espace
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‘A

Figure (6-7b): Défarmation d'un élément dans e plan (XY)

t+A§_('.

°Z T
/h s

oA Co QB . Dz

Figure (6-7C): Déformation dun élément dans le plan (XZ)
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6.6) CONCLUSION

Nous avons présenté dans ce chapitre un modéle capable de décrire le comportement
élasto—plastique’en grands déplacements. Ce modéle est basé sur 1'emploi d'une
matrice de rigidité géométrique qui incorpore 1'effet de toutes les forces
initiales, et sur 1'élimination des rotations rigides de 1'incrément de
déplacements. Ce dernier point permet d'éliminer les inconvéﬁients de la
formulation Lagrangienne actualisée. Ainsi, il permet d'utiliser de grands
incréments de chargement.

Par ailleurs, nous avons développé les principales matrices de transformation
qui permettent de prendre en compte 1'effet du couplage de 1a torsion et de la
flexion, 1'excentricité des connexions entre les éléments et 1'inclinaison des

axes principaux d'inertie.
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Chapitre 7.

APPIL.ICATION NUMERIQUE

7.1) PRESENTATION DU PROGRAMME

7.1.2) Introduction

Le programme développé dans cette étude est inspiré du code de calcul MEF de
Dhatt et Touzout présenté dans 1'ouvrage [BS]. '

Le code MEF est un programme général de complexité moyenne. Il est constitué d'un
ensemble de sous—programmes, con¢us chacun pour réaliser une ou, au plus, un
nombre limité de fonctions de base. Ces différents sous—programmes sont exécutés
4 la demande de 1'utilisateur par 1'intermédiaire de macro-commandes.
L'organisation générale de ce programme est représentée dans la figure(7-1}.
Cette organisation modulaire offre au programme la possibilité d'inclure un large
éventail d’'algorithmes de résolution. Ceci donne au programme un grand rayon
d'action.
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v

Lire sur te fichier le nom du bloc & exécuter

T3
5 l
BLCOOR BLNLAL pe-sf BLoang ~ BLSTOP
EXCOOR | | EXNLAL |eess EXnnnn STOP

l . |
\'4

Figure (7-1): Organisation générale du programme MEF

Par ailleurs,  le programme MEF utilise la technique d'allocation de mémoire
pseudo—dynamique. Elie consiste A partager un seul vecteur VA entre tous les
tableaux du programme. Ainsi, tout tableau regoit une dimension variable égale
a la valeur exacte nécessaire pour chaque probléme, par 1'utilisation d'un jeu
d'indices calculés dans le programme principal. De cette fagon, il n'y aucun
gaspillage au cours de la mémorisation des données et un maximum de place reste

attribué aux tableaux globaux.

?our améliorer ses performances, ce programme emploie la technique iigne de ciel
pour le stockage de la matrice de rigidité globale (symétrique ou non). Cette
technique permet un gain important de place mémoire. En outre, elle peut réduire

le volume des calculs jusqu'a 4% de ce qu'il serait si la matrice etait pleine.
Pour accroitre sa capacité & traiter les problémes volumineux, le programme MEF
dispose d'un module de segmentation sur disque de la matrice de rigidité globale. -

Ce module partage la matrice de rigidité en blocs stockés sur disque. La capacité
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de ce dernier étant illimitée, les problémes de grandes dimensions peuvent'étre

résolus avec une grande efficacité.

Dans ce chapitre, nous limiterons la description au sous programme NLIN développé
dans cette étude. Mais, pour‘plus de détails, le lecteur peut se référer a
1 'ouvrage [85]. '

7.1.2) Description du bloc non linéaire

Ce bloc traite le comportement géométrique et matériel non linéaires des
structures spatiales par le biais de la technique Arclength. A ce propos, deux
algoritmes de résolution non linéaires sont développés. Il s'agit de:

- L'algorithme de Newton—Raphson décrit dans le sous programme EXNLAT. Cet
algorithme est utilisé dans les applications non linéaires géométriques
élastiques.

~ L'algorithme de resolution sécant pour les probémes non linéaire élasto—

plastique.

L'algorithme tangent est trés performant dans les problémes é¢lastiques. Il permet
1‘emploi de grands incréments de chargement. L'algorithme sécant par contre
nécessite de petits incréments de chargement. Toutefois, il permet d'éviter les -

problémes d'un déchargement numérique fictif durant les itérations d'équilibre.

a) Sous'programme EXNLAS: II met en oeuvre l'algorithme non linéaire sécant. I1
lit les Variables DPASO, NPAS, NITER, NITERD, RKSIT (voir tableau (7-1), puis.
exécute la méthode de Newton—-Raphson modifiée combinée 2 la technique ArcLength.

b) Sous programme EXNLAT: Il met en oeuvre l'algorithme.noh linéaire tangent.
I1 1it les Variables DPASO, NPAS, NITERM, NITERD, RKSIT, puis appel le-sous
progranme NEWION qui exécute la méthode standard de Newton—Raphson ou la méthode
de &ewton*Raphson modifiée combinée 4 la technique Arclength.

¢) Sous programme NEWTON: I1 exécute les opérations de la méthode de Newton—

Raphson modifiée (présentée dans le Chapitre 5). Il appel les sous—programmes
ASSEL et ELEMO4. :
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d) Sous programme PASINC: Il calcule le facteur incrément de chargement (DPAS)
et la longueur d'arc (LARC) a partir de la résolution de 1'équation Arclength
développée dans le chapitre 5.

e) Sous programme ASNEW: I1 assemble le vecteur des résidus ou les matrices de

rigidité élémentaires.

. f) Sous programme ELEMO4: I1 calcule la matrice de rigidité tangente élémentaire
d'un élément poutre spatiale a deux noeuds avec sept degrés de liberté par noeud.
Par ailleurs, il effectue le calcul de 1la matrice de rotation(Rott),

1'élimination des rotations de corps rigide et le calcul des efforts internes.

g) Sous programme ROTT: Il calcul de la matrice de rotation totale. Les étapes
de calcul de cette matrice sont présentées dans le paragraphe quatre du sixiéme
chapitre.

h) Sous programme COROT: Il transforme le vecteur incrément de déplacements
sécants élémentaire du repére global vers le repére local. Puis, il ¢limine les
rotations de corps rigide, ensuite il calcule le vecteur incrément de déplacement

décrit dans le le cinquiéme paragraphe du chapitre 6.
i} Sous programme MTANG: I1 récupére les forces internes de 1'incrément
précédent, puis calcule la matrice de rigidité tangente ¢lémentaire dans le

repére local.

j) Sous programme PLAST: Il actualise les propriétés mécaniques et géométriques
de 1'élément et met & jour les contraintes actuelles et les contraintes critiques

suivant 1'algorithme présenté dans le chapitre quatre.

k) Sous programme SOL: Il resout le systéme d'équations KU=F avec la méthode
T
LDL".

1) Sous programme NORF: Calcul de la norme des forces résiduelles.
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Le schéma représentatif de 1'enchainement des différents sous-programmes est
montré sur la figure (7—2) . Le détail des différents sous programmes est présenté

dans 1'annexe 5.

Programme Principale

] [

BLNLIN
[ ]
EXNLAS
1 _ ] _
NEWTON | e
[ l —] COROT
SOL PASINC ASNEW : ELEMO4
] MTANG
] PLAST

Figure {7-2): Enchainemeat des diférents sous progfammes
du tloc Non linéaire
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Variable - Description

NPAS Nombre maximum de pas de chargement

FRED Facteur de réduction

IND Type d'analyse effectuée:

0: analyse géométrique élastique
1: analyse géométrique élasto—plastique

NITER Nombre maximum d'itérations

ITER Numéro de 1'itération actuelle

IPAS Numéro du pas de chargement actuel

DELTA Bl-4*A*C ( voir chapitre 5)

RKSIT Erreur admissible sur la norme des forces
XNORF Norme des forces {R}

XNORM Norme des déplacements {U}
NITERD Nombre d'itérations désiré
NITERP Nombre d'itérations effectuées durant le pas de chargement

précédent

TRAV Travail durant 1'incrément de chargement

NEQ Nombre d'équations

DPASO Facteur incrément de chargement initial

DPAS Facteur incrément de chargement durant les itérations

d'équilibre(i>1)

XPAS Facteur chargement total

DET Déterminant de la matrice de rigidité tangente
LARC Longueur d'arc ( voir chapitre §)

NELT Nombre total d'éléments

NDLE Nombre de degrés de liberté par élément

Tableau (7-1): Descriptioﬁ des principales variables employées dansrle Bloc NLIN
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Variable Description
VDGP{ NEQ) Vecteur incrément de déplacement global sécant
: correspondant a (i-1)® itération

VDGS (NEQ) Vecteur incrément actuel de déplacement global
sécant

VDLG (NEQ) Vecteur total de déplacement global

VDGT (NEQ) Vecteur incrément de déplacement tangent

VRES (NEQ) Vecteur des résidus’

VFG (NDLE) Vecteur global des sollicitations

 VINDS (NDLE) Vecteur incrément de déplacement sécant

élémentaire

VDLE (NDLE) Vecteur incrément de déplacement total

| | élémentaire

VFE (NDLE) Vecteur élémentaire des sollicitations

VFINT(NDLE) Vecteur élémentaire total des forces internes

VDFIN({NDLE) Vecteur incrément des forces internes

VKE (NDLE* (NDLE+1) /2 Matrice de rigidité tangente locale
VKGS Vecteur conteant la partie triangulaire

superieur hors diagonale de la matrice de
rigidité globale

VKGD (NEQ) Vecteur contenant les é&lements diagonaux de la
matrice de rigidité globale

VROTT (6x6) Matrice de rotation totale

Tableau (7-2): Description des principales tables employées dans le bloc NLIN
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7.2) EXPERIMENTATION NUMERIQUE

Pour mieux apprécier les performances, la précision et les limites du programme
et de la formulation développée dans cette étude, plusieurs comparaisons entre
différents résultats disponibles dans la littérature et ceux prédits par notre
programme sont présentées dans cette partie.

7.2.1)— POUTRE CONSOLE SOUMISE A UNE FLEXION PURE

Dans ce paragraphe, nous avons choisi 1'exemple de la poutre console montrée sur
la figure (7-3a) pour démontrer la précision et la performance de notre

formulation & s'accommoder A de grands déplacements et de larges rotations.

c
3

L=254 cm
H=254cm
B=254cm
E = 82,718 MPa

Figure (7-3a): Poutre console soumise 4 une flexion pure -

Le probléme de la poutre console chargée par un moment & son extrémité, a éteé

étudié paf de nombreux chercheurs.

En 1977 Ramm [86] utilise § éléments courbes pour modéliser la poutre console.

120



Chapitre 7: Application numérique

En 1979, Bathe et Boulourchi[12] emploient la formulation Lagrangienne actualisée
pour étudier cette structure. Ils utilisent 20 éléments pour la discrétisée avec

90 incréments de chargement non équilibrés.

En 1989, Surana [15] emploie le champ d'interpolation non linéaire avec
l'algorithme de résolution de Newton—Raphson standard. Il modélise la structure
avec 4 éléments isoparamétriques & trois noeuds avec 9 incréments de chargement.
Le nombre d'itérations moyen par incrément est de B.

Reoemhent’t pour-redud relle nombre’ d* ébéments par-barre "Albermalviie LKit i poenchas
{89% incorporent- dansideur ‘étude: une matrioce- de:déio:matlonhknnen plushdeiﬂu_
watyd g6 derrl Zid M6 e last iquealinsaité K ctilal matid ce wdondsrique Kp, DLeddies¢l
prindlenColpte: lle icouplagesentre tles. déformatlonh axinlesy des déformations
fransversales etila rotation de torsion. Pour modéliser la poutre, ils emploient
deux éléments. Toutefois, ni les nombres d'incréments de chargement et
d'itérations, ni le nombre d'actualisations de la matrice de rigidité par

incrément n'ont été précisés, e
Dans cette analyse, nous employons aussi 2 éléments pour discrétiser la poutre
avec 14 incréments de chargement. La matrice de rigidité est actualisée seulement
durant les deux premiéres itérations de chaque incrément de chargement.
et le

Le tableau (7-3) montre, le chargement, les déplacements. U, et U

nombre d'itérations nécessaires.

La comparaison des résultats obtenus dans cette analyse avec ceux des références
[86,12,87] montrés sur les figures (7-3b) et (7-3c), est trés satisfaisante. Elle
démontre ainsi, 1'efficacité, la vitesse de convergence et la bonne précision
de notre formulation & s'accommoder & de grandes translations et de larges
rotations avec des incréments moyens de chargement et un nombre trés réduit
d'éléments.

Afin de confirmer 1'efficacité de notre programme, nous avons traité cet exemple
avec l'algorithme standard de Newton—Raphson couplé 4 la technique Arclength.
Comme on peut le voir sur le tableau (7-4), seulement 5 incréments de chargement
ont été suffisants pour tracer toute la réponse.'Le nombre moyen d'itérations
par incrément est de 7.
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A titre d'exemple de comparaison entre la formulation Lagrangienne actualisée
et la description mixte développée dans cette étude, nous avons présenté dans
la figure ﬁ7—3d) les résultats des deux descriptions. Comme on peut le remarquer,
la description développée dans cette étude est trés précise méme en employant
de grands incréments de chargement. Par ailleurs, on peut constater que pour‘la
formulation Lagrangienne actualisée, plus l'incrément de chargement est petit,
plus la solution s'aproche de la solution analytique. Ceci implique que le
concepteur doit réaliser de nombreuses et couteuses expérimentations avadt de

trouver celle qui- s'aproche de la solution cherchée,

Tableau (7-3): Résultats d'analyse de la poutre console soumise
A une flexion pure avec la méthode de Newton—Raphson modifiée

Incréments Moment Déplacements Nombre
(N.m) -2 9 d'itératio
Ux 10°m Uy 10°“ m | ns
1 7535.30 0.486 4.840 5
2 18276.39 2.796 11.317 B
3 30505.60 7.437 17.435 12
4 41988.54 13.204 21.397 12
5 52865.69 19,297 23.254 8
6 65678.46 26.384 23.004 15
7 73318.54 30.176 21.701 8
8 82286.55 33.915 19.266 8
9 92971.52 37.073 15.451 15
10 101220.6! 38.413 12.149 8
11 111051.38 38.725 B.215 i1
12 121065.27 37.702 4,640 , 11
13 131183.69 35.540 1.882 15
14 139487.26 3.172 - 0.489 8

Tableau(7-4): Résultats d'analyse de la poutre console soumise
a une flexion pure avec la méthode standard de Newton—Raphson

incrément Moment Déplacement 4 Nombre
(N.m) Uy 10%m | d'itératio
) n
1 66966.030 4.857 4
2 173830.037 11.999 5
3 329410.696 19.498 5
4 64199.615 21.476 7
5 103484 .260 9.177 9
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150000

2

| N

=, 100000—_‘
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& 1 — Solution analytique
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Deplacement transversal (cm)

Figure (7-3b) Courbe chargement—deplacernent transversal
dune poutre conzole soumise a une flexion pure

150000
’g | axskx DM (2 elements)
: ] Solution analytique
100000 —
3 1 ___ Bathe (12)
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Peplacement axial (cm)

Figure (7—3¢) Courbe chargement—deplacement longitudinal
dune poutre console Souwrnise a wne flexion pure
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Moment de flexion M (N-m)

150000 T L
j
- N
125000 —
]
100000 —
75000 —
| 41 - — FLA: 200 Inc
] dese S 25
] \ nc
50000 71 swan FLA: 20 ine
-  kkkkk DM : 4 Inc
25000 —
i
-1
e I'l P11 r 1T fr 11t vy rrrrrryrri
0 4 8 12 16 20 24 28

Deplacement transversal (cm)

Figure (7—-3d): Courbes de Comparaison entre
la formulation Lagragienne (FLA)
et la description Mixte (DM)
poulre console
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7.4.2) STRUCTURE DE WILIAMS

Dans ce paragraphe, on propose d'analyser la structure de Williams [88] montrée
sur la figure (7-4a). Elle est composée de deux barres et est chargée par une

force concentré P.

6,17 mm

19,1 mm

E = 71,0 10° MPa

Figure (7-8a): Strucuture de WILIAMS

Cette structure a été traitée expérimentalement -et analytiquement pour la
premiére fois par Williams ([88], en 1964. Par la suite, elle est devenue un
exemple de référence pour tester la capacité d’'une méthode (d'un algorithme) 2
suivre la réponse dans les zones post—critiques (probléme de Benchmark). A ce
propos, elle a été testée par pluéieurs chercheurs, comme Wood et Ziewkiewicz
[89] en 1977 qui ont utilisé 5 éléments par barre. En 1987, Yang et Chiou [11]
modélisent la structure par 10 éléments. Le nombre d'incréments de chargement
et le nombre d'itérations n'ont pas été précisés. En 1988, Adman [80] modélise

la structure avec 8 &léments.

Dans notre analyse, chaque barre est discrétisée par 3 éléments. Le nombre.
d'incréments de chargement et le nombre d'itérations pour chaque niveau sont,

respectivement, 11 et 9. La matrice de rigidité est actualisée seulement durant

les deux premiéres itérations.
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La figure (7-4b) montre la courbe de chargement—déplacement obtenue avec notre
formulation en utilisant la méthode Arclength, ainsi que les courbes obtenues
a partir d;autres études [88,89]. Comme on peut le constater, les résultats
obtenus dans cette présente étude sont en bon accord avec les solutions obtenues

par d'autres analyses [88,89,80], en utilisant seulement 3 éléments par barre,

“Tableau (7-5): Résultats d'analyse de la structﬁre de Wiliams
3 éléments par barre, tolérance 10

Incrément Chargement | Déplacement Nombre
(N) Uy {cm) | d'itératio
ns
1 58.995 0.1066 6
2 112.250 0.2439 7
3 148.118 0.4076 — 10
4 161.134 0.5710 14
5 160.462 0.7091 12
6 154.968 {3.B353 9
7 148.360 0.9686 7
8 144,987 1.1283 10
9 152.819 1.2886 8
10 182.428 1.4685 5
11 276.965 1.7244 8
350
T 00000 DM §5element.s/barre;
300 H txxkk DM (3elements/barre
. Analytique (88) ! *
—_ [ reference (80) . /
& 250 ~ /
N N
| 2005
v n
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20 150
= -
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I
© 100
.
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]
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Deplacement vertical (cm)

F'zgwre (7—4b) Courbe de chargement—deptacement
- structure de Wlluams
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La comparaison des résultats obtenus avec la formulation Lagrangienne actualisée
(F.L.A) et la description mixte (D.M) développée dans cette étude, est
représéntée sur la figure (7-4c). Comme on peut le constater, la réponse prédite
avec la F.L.A est trés différente de celle obtenue expérimentalement ou de la
solution prédite par la description Mixte. Ceci confirme 1'effet néfaste induit
par la rotation de corps rigide résultant de la négligence des termes d'ordreé

supérieurs du tenseur des déformations de Green—Lagrange.
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Figure(7-4c): Courbes de comparaison
entre la F.LA et la D.M
structure de Wiliams
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7.2.3) COUPOLE SPATIALE

‘la structure spatiale composée de 18 barres montrée sur la figure(7-5a) a été
analysée par Papadrakakis et Ghionis [90] en 1986 en utilisant, pour modéliser
la structure, 3 éléments par barre, soit 48 éléments et 222 degrés de liberté
actifs pour toute la structure.

||— =R

|
i
[,

(a) Vue en plan {b) Vue en profil

E = 20690 MN/m?
G = 8830 MN/n

Figure (7-5a): Coupole spatiale

Cet exemple a été aussi traité par Al-Bermani et Kitipornchai [87] en utilisant
un élément par barre et en incorporant dans leur approche, la matrice de
déformation KD en plus de la matrice géométrique KG et de la matrice linéaire KE.'
Ni le nombre d'incréments de chargement ni le nombre d'iterations n'ont été
indiqués,

Dans cette présente étude, chaque barre est modélisée par un élément. La matrice
de rigidité tangente est actualisée durant seulement les deux premiéres
itérations de chaque incrément de chargement. Le nombre d'incréments de
chargement employé et le nombre moyen d'itérations par incrément sont,

respectivement, 7 et 8. Les résultats obtenus sont représentés dans le tableau
(7-6).
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On peut voir sur la figure (7-5b) que les résultats recueillis dans cette étude
sont en parfait agrément avec ceux des références [90,87] citées plus haut. Ceci
confirme les performances de notre formulation qui utilise seulement un €lément
pour modéliser la barre entre deux noeuds structuraux, la ol les autres analyses
emploient 2 a 3 fois plus, et sans recourir a la matrice de déformation

développée par Al-Bermani et Kitipornchai [87}.

Tableau(7—-6) : Résultats d'analyse de la coupole spatiale

Incrément Chargement Déplacement vertical Nombhre
(MN) (m) d'itérations
1 41.023 0.3591 7
2 67.520 0.7903 10
3 76.798 1.2222 12
4 77.913 1.5636 9
5 77.930 1.9218 7
6 81.154 2.3765 4
7 94,160 2.8996 6
100
-] ///
T sraex Cette etude ‘ 7
— goH (%) J—— sk__»,,,,_q..r«“”,
.
n p
) .
g
U
. 59 40-: /_,
wll
o e
20
- F
i 4
O I I I I T i I 1 I { 1 3 J T T 1 T T ) ] T T 1 T T T T Ll T 1
0.0 1.0 2.0 3.0

Deplacement vertical au point A (m)

Figure (7 - 5b)Courbes chargement-deplacement
coupole Spatiale
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De méme que pour les exemples précédents, nous avons analysé cet exemple avec
la formulation Lagrangienne actualisée. Les résultats obtenus et ceux recueillis
par la description mixte développée dans cette étude sont montrés ensembles sur
la figure (7-5c). 11 est intéressant de constater la surestimation de 1la
formulation Lagrangienne actualisée A la capacité de chargement. Ceci revient
sans doute aux efforts internes imaginaires induits par la négligence des termes
d'ordres supérieurs du tenseur des déformations de Green-Lagrange. En effet, le
fait d'éliminer la rotation de corps rigide des rotations totales améliore
sensiblement la réponse de la structure.

160
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O_ i L] 1 1 I I ¥ 1 i | ¥ I i 1 ] i I | T 1 1 1 1 ¥ 1 I 1 I 1
Q.0 1.0 2.0 3.0

Deplacement vertical au point A (m) -

Figure (7-5c¢): Courbes de comparaison
entre la F.L.A et la D.
Coupole Spatiale
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7.2.4) STRUCTURE HEXAGONALE

La structure hexagonale représentée sur la figure(7-6a) soumise & un chargemeqt
concentré 4 son sommet A, est analysée. Cette structure est modélisée par 36
éléments égaux, soit 3 éléments par barre. Elle a été traitée expérimentalement
par Griggs [95) en 1966. Par la suite, plusieurs chercheurs 1'ont‘ana1ysée comme
Meek et Tan (93], Papadrakakis [92]. - ‘ '

v

A = 3,187 cm2
I=0832 e
J=1378 cm4

E = 3031,63 Mpa

G = 1096,02 Mpa

Figure (7-6a): Structure HEXAGONALE

Dans cette étude chaque barre est modélisée par 3 éléments. Comme il est montré
sur le tableau(7-7), nous avons employé 12 incréments de chargement avec en
moyenne 9 itérations par incrément.

Les résultats obtenus figure (7-6b), sont en parfait agrément avec ceux
recueillis par Papadrakakis qui eux sont en trés bon accord avec les résultats
obtenus par Griggs [95]. Cependant, on remarque une légére-différence avec les
résultats obtenus par Meek et Tan [93]. Ceci revient sans doute parce que le
nombre d'éléments utilisé par Meek et Tan [93] pour modéliser la structure est
insuffisant (le nombre d'éléments n'a pas été mentionné).
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~Tableau (7-7): Résultats d'analyse de la structure Hexagggale

Incrément Chargement Déplacement Nombre
P (N). Uy (cm) | d'itérations
1 184.41 0.4023 6
2 319.26 0.8631 7
3 370.71 1.3320 8
4. 345.19 1.8197 9
5 279.50 2.3787 8
6 187.76 3.0914 8
7 84.48 4.0074 10
8 3.62 5.0594 10
9 13.46 6.0310 13
10 57.97 6.9728 9
i1 313.58 8.0381 6
12 1095.66 9.4323 9
1250
4 wkgax DM (3 elments)
= i _reference (92
000 ----- reference (93
= =
]
q ]
E '750j
g .
< N
o 500
=] -
I i
u —
o] _
& 250
o
0 10

Deplacement verticale au point A (cm)

Figure (7-6b) Courbe chargement—deplacement
structure Hexagonale
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La comparaison entre la formulation Lagrangienne actualisée et la description

mixte est représentée sur la figure (7-6¢). Comme on peut le constater la charge

de bifurcation est environ 40% superieur a la charge réelle. Cet exemple traduit

“bien les problémes que

description Lagrangienne.

150Q

peut recontrer un concepleur

lorsqu'il utilise la

I T .

1250 —

I

1000

750

500

Chargement verticale P (N}

250

TS O TR O VO T O IO 0 U T TN N Y T O

*tckdck DM Sl2 lnc}
sasers FLA (10 inc
— Reference (83)

T 3
3 9

Deplacement verticele au point A (cm)

Figure (7?-6¢c). Coubres de comparaison

entre la F.L.A et la D.M
structure Hexagonale
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7.2.5) STRUCTURE DE LEE

Cet exemple est choisi pour tester notre algorithme A traiter le probléme du

"snap through" et du "snap-back”. La structure montrée sur la ligure(7-7a) a éteé

étudiée analytiquement par Lee[94].

24, 9% cm

[p

- 4

v, P " A =6 cmt
B I =2cm

120 cm / E-72000Mpa

Figure (7-7a): Stucture de LEE

Dans cette étude, cette structure est discrétisée par 20 éléments avec 39

incréments de chargemerit. Le nombre moyen d'itérations par inclémente est de 13.

Les résultats obtenus, montrés sur les figures (7-7b) et (7-7¢), .sont

satisfaisants en comparaison avec ceux obtenus par Lee [94].

Pour cet exemple la comparaison avec la formulation Lagrangienne actualisée'est
impossible a effectuer a cause de la rupture dans la procédure de résolution
Arclength.
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Tableaur(7—8): Résultats d'analyse de la struct
3 éléments par barre, tolérance 10

ﬁre de Wiliams

Incrément Chargement Déplacements Nombre
(t) d'itérations
Uy (cm) Uz {(cm)
1 0.9545 - 1.6261 9.7660 15
2 1.3113 4.6471 18.6370 10
3 1.5531 8.9741 27.7636 9
4 1.7383 14.8619 36.8267 10
5 1.8455 21.8032 44,5804 9
6 1.8590 29.7763 50.9297 11
7 1.7841 37.6725 55.3494 11
8 1.6494 45.3496 58.3403 il
9 1.4734 52.7592 60.2171 8
10 1.2213 61.0567 61.1129 11
1t 0.9053 68,7023 60.3520 16
12 0.5814 74.0853 58.1751 18
13 0.2900 77.2659 55.5862 15
14 0.0255 79.0989 53.2251 20
15 -0.1683 80.0184 51.8353 20
16 -0.3037 80.6012 51.1985 19
17 -0.3989 81.0633 50.9702 17
18 -0.4690 81.4682 50.9335 15
19 -0.5239 81.8397 50.9883 13
20 ~0.5698 82.1945 51.0928 12
21 -0.6100 B2.5472 51.2325 10
22 -0.6481 82.9186 51.4077 9
23 ~0,6858 83.3240 51.6260 9
24 -0.7231 83.7762 51.8939 8
25 ~-0,7615 84.2934 52.2304 8
26 ~0.8007 84.9214 52.6606 5
27 —-(.8476 85.7498 53.3138 8
28 -0.8902 86.7169 54,1463 7
29 -0.9273 '87.8536 55.2452 6
30 -0.9546 B9.2483 56.8113 7
31 —-0.9607 90,7635 58.8663 8
32 -0.9395 92.1931 61.3412 B
a3 -0, 8897 93.4136 64 .2553 8
34 —0.8110 94.2764 67.6072 7
35 —-0.6943 94.6226 - 71.6342 7
36 —0.5271 94.1146 76.3390 8
37 ~0.2927 92,5055 81.3200 8
38 0.9806 89.7195 86.4060 8
39 0.9986 B6.6926 91.0276 15 -
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Figure (7-7b): Courbes chargermnent—deplacement
Structure de Lee
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7.2.6) Console soumise & une force axiale excentrée

Ici, nous considérons la poutre console A section en corniére soumise a son

extrémité A une force axiale excentrée, comme est montré sur la figure(7-8a).

YV o e

Comiére 76x56x6.5

L=1400rom

E=201 MPa < b

Figure (7-8a): Poutre console soumise 4 une force axiale excentrée

Cette poutre est idéalisée avec 3 éléments égaux. L'actualisation de la matrice
de rigidité est effectuée durant les 3 premiéres itérations de chaque incrément
de chargement. Seulement 13 incréments de chargement sont employés dans cette
analyse pour tracer toute la réponse non linéaire. Le nombre moyen d'itérations
par incrément est de 9. L'incrément de chargement, déplacements et nombre
d'itérétiqns par incrément sont présentés dans le tableau (7-9).

Les figures (7-8b) a (7-8d) montrent les courbes des déplacements en fonction
du chargement ensembles avec les solutions données par Chan et Kitipornchai [18]
qui ont utilisé 6 éléments. Un trés bon accord entre ces deux solutions est
cbservé. Ceci confirme encore les performances de notre programme qui emploie

un nombre. réduit d'éléments pour modéliser la structure.
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Tableau (7-9): résultats d'analyse de la corniére soumise a une

charge axiale excentrée

Déplacements
Incrément Chargement
P (KN) U (mm) V (mm) W (mm)
1 0.0 . 0.00 0.000 0.010
2 2.010 0.110 0.110 2.040
3 4,050 0.123 0.121 4.020
4 6.020 0.147 0.312 6.120
5 8.201 0.165 0.502 8.014
6 10.020 0.504 0.832 9.750
7 12.091 0.809 1.818 11.702
8 14.102 1.050 2.753 13.756
9 16.201 2.030 4.902 15.757
10 £18.090 5.140 8.304 17.203
11 19.520 10.020 13.621 17.565
12 19.983 15.030 19.216 17.701
13 20.356 20.010 24.184 17.756

240
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Figure (7—-8b): Chargement—deplacement
d'une corniere soumise a une charge excentree
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Figure (7—8d): Chargement—deplacement
d'une corniere soumise a une charge exceniree
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7.2.7) Andlyse du comportement élasto—piastique d'une poutre console

Nous nous proposons dans ce paragraphe d'étudier le comportement élasto—plastique
de la poutre console montrée sur la figure (7-9a). Cette poutre est soumise a
une force axiale P et une charge latérale P/100. Cette derniére est appliquée

pour amplifier le phénoméne d'instabilité latéral.

Y
?
L=254 mm
P > X
e
100
z a
me
E = 206 MPa
o = 3,03 MPa B=206Mpa
H= 139 Mpa

Figure (7-9a): Poutre console Soumise & une charge excentrée

I1 est intéressant de signaler que cette structure a été analysée en 1980 par
Bathe et Boulourchi {96] avec 25 éléments bidimensionnels isoparamétriques a 8
noeuds et 7 incréments de chargement. En 1987, Kani et Connell [97] emploient
4 éléments poutres. 20 incréments de chargement ont été nécessaires pour étudier

la réponse. Le nombre d'itérations par incrément n'a pas été spécifié.

Dans cette étude, la poutre console est modélisée, respectivement, avec S5et 2
&léments. Les résultats obtenus sont présentés dans les tableaux (7-10a) et (7-

10b), respectivement.
On peut constater sur la figure (7-9b) une bonne concordance entre cette analyse
et les références [96,97] pour le cas ou la poutre est modélisée avec 5 éléments.

6 incréments de chargement ont été suffisants pour atteindre une déformation de
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1'ordre de 6.3%e. Le nombre moyen d'itérations par incrément est de 6.

Dans le cas ol la structure est modélisée avec 2 éléments, nous distinguons une
légere différence avec la réponse prédite avec 5 éléments. Ceci est do
principalement 4 la maniére dont sont calculées les déformations. En effet, dans
cette étude et comme nous 1'avons expliqué dans le chapitre 4, la déformation
calculée est la déformation moyenne. Aussi, si la variation des courbures entre
les deux extrémités de 1'élément est grande, celle—c¢i peut engendrer des erreurs

dans la réponse de la structure.

Tablean (7-10a): résultats d'analyse géométrique non linéaire

é¢lasto~plastique de la poutre console modélisée avec 5 éléments

Facteur de Chargement Déformationuﬁransversal Nombre d'itérations

Plz ! ¥ ’
ET 1

0.4178 0.00173 3

0.8209 0.00436 3

1.1693 : 0.00831 7

1.2376 0.01301 6

1.2383 - 0.01917 6 -

1.1657 0.02701 , 9

1.0168 0.03475 14
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Tableau (7-10b): résultats d'analyse géométrique non linéaire

élasto—plastique de la poutre console modélisée avec 2 éléments

Figure(7-9b): courbes de chargement-deformation

Defomation transversal (v/1)

de la poutre console
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Facteur de Chargement Déformation transversal Nombre d'itérations
Plz ' ¥
ET 1
0.4185 0.00171 3
0.8265 0.00432 3
1.1351 0.00825 6
1.2676 0.01333 6
1.2810 0.01989 6
1.2798 0.02841 .7
1.0531 0.03847 14
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7.2.8) Portique plan

Nous traitons dans cet exemple, le compartement géométrique non lindaire élasto-
plastique du portique plan représenté sur la figure (7-10a). Cette structure a
fait 1'objet d'une analyse élasto-plastique au premier ordre par J.M Aribert et
P.Jouve [98] en 1972, Elle est reprise ensuite par Adman en 1988 dans une analyse

élasto—plastique au second ordre.

P .
—* B ol a\ IP
U
8 = o
S B 75m
% / E re
/ 7
/ v
n'l //
! /
1A Dy v
150m

E = 2,1 10" N/n?
o = 2524 10° N/m
H=0

Figure (7-10a) : Structure portique plan

Dans cette étude et dans le but de .voir 1'influence du nombre d'éléments sur la
réponse de la structure, ce portique est modélisé avec 9 et 25 éléments. Les
résultats obtenus sont montrés sur les tableaux (7711a) et (7-11b),

respectivement.

La figure (7-10b) représente les résultats obtenus dans cette étude (analyse
géométrique et matérielle non linéaire) confrontés a ceux recueillis par les
auteurs cités ci—-dessus. Comme on peut le constater, ils ne correspondent pas
aux résultats.des références cités ci~dessus. En effet, notre programme prévoit
une charge de ruine beaucoup plus petite, de presque la moitie de celle donnée
par Adman ou Aribert et Jouve. Cette différence était inattendue surtout que,

d'un c6té 1'analyse effectuée par Adman était au second ordre, et d'un autre
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cbté, notre prograﬁme a déja fait ses preuves dans les exemples précédents. Aprés
réflexion, nous avons réalisé une seconde expérience numérique. Cette fois-ci,
nous avons supprimé 1l'actualisation de la géométrie de la structure. Les
résultats obtenus présentés ensembles sur la figure (7-10b) avec ceux recueillis

par les références [80,98] sont en bon accord.

Par ailleurs, on peut voir sur la figure(7-10c) une légére différence entre la
réponse de 1'analyse réalisée avec 9 éléments et celle de 1'étude effectuée avec
25 éléments. Cette différence est due aux erreurs induites lors du calcul des

déformations.

Cet exemple mis en évidence 1'importance de la prise en compte de la non

linéarité géométrique lors de la conception d'une structure.

Tableau (7-1ta): résultats d'analyse du comportement élasto-—
~ plastique non linéaire du portique plan
- modélisé avec 9 éléments

Incrément Chargement Déplacement Nombre

P (N) transversalcm) | d'itérations
1 999 0.978 4
2 2446 2.445 5
3 4394 4.521 5
4 6971 7.458 5
5 10295 11.613 6
6 14115 16.979 6
7 18399 23.912 -6
8 21532 32.767 11
9 22817 41.099 It
10 23143 48.961 11
1t 22896 56.398 10
12 22375 63.853 12
13 21716 70.615 13
14 21039 76.569 13
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Tableau (7-11b): résultats d'analyse du comportement élasto-

plastique non linéaire du portique plan (2)

modélisé avec 25 éléments

Incrément Chargement Déplacement Nombre
P {N) transversalcm) d'itérations
1 995 0.951 4
2 2440 2.378 5
3 4391 4.397 5
4 6979 7.252 5
5 10335 11,292 6
6 14213 16.510 6
7 18280 23.236 9
8 20396 30.240 10
9 21143 37.176 10 .
10 21366 44.101 10
11 21042 51.026 10
12 20459 57.881 13
13 19901 63.943 11
14 19321 69.741 11
15 18757 75.219 16
16 18324 79.562 13
17 17947 83.392 10
18 17575 87.221 10
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Chargement P (1000*N)

Chargement P (1000%N}

7.5

0.0

A deioiok [ M 9 elements, sans cctuol}suliong
Deteteiets DM 9 elements, avec actualisation
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Deplacement horizontal au peint B {cm}

Figure (7—10b): Courbes Chargement~deplacement
du comportement geometrigue non lineaire elasto—plastique
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Figure (7—10::): Courbes Chargement—deplacement .
du comportement geametrique non linegire elosto—plastique

du portique plan
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7.3) CONCLUSION

L'expérimentation numérique réalisée dans ce chapitre montre clairement
1'incapacité de la formulation Lagrangienne a prédire une réponse proche de la

solution réelle.

Par ailleurs, nous constatons 1'efficacité, la vitesse de convergence et la bonne
précision de la description dévelopﬁée dans cette étude a s'accommoder & de -
grandes translations et a4 de larges rotations. De plus notre formulation permet
d'employer de grands incréments de chargement et un nombre réduit d’'éléments.
Ces derniers permettent un gain appréciable en espace'mémdire et en temps

machine.
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Chapitre 8

CONCLUSTIONS GENERALES

8.1) OBJECTIFS

Durant ces deux derniéres décennies, les analyses non linéaires se sont beaucoup
ihtensifiéeé. Ces analyses permettent de fournir, pour une structure donnée, la
charge critique d'instabilité et/ou le comportement & la ruine et donc de donner
une évaluation de la sécurité effective. Cependant, ces analyses ne sont
analytiquement valables que pour certaines structures simples. Pour des

structures complexes, s'il est nécessaire de recourir a des méthodes numériques. -

Dans ce sens, les formulations Lagrangiennes sont employées pour la prédiction
de la réponse dans régions précritiques et post—critiques avec un bomportement
élastique ou élasto—plastiques. Cependant, ces formulations sont restreintes a
de petits incréments de déplacement ( infinitésimaux pour étre exact) entre deux
niveaux successifs de chargement et 4 un nombre important d'éléments. Pour
remédier 2 ce probléme, quelques travaux ont ajouté de nouvelles matrices de
rigidité dans les équations de mouvement obtenues & partir de la formulation
Lagrangienne actualisée. Toutefois, ces travaux ne sont applicables que pour des

structures planes ou bien pour des structures spatiales avec des sections
symétriques.

Dans cette présente étude nous nous sommes proposé: _
~d'étudier 1'effet implicite de la troncature des termes d'ordres

supérieurs du tenseur des déformations de Green—Lagrange sur la précision de la
réponse,.
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—de suggérer un modéle numérique élasto—plastique en grands déplacements,
permettant 1'emploi de grands incréments de chargement et un nombre réduit
d'éléments avec un téux de précision acceptable.

—d'élaborer un logiciel de calcul des structures tridimensionnelles en
comportement élasto—plastique avec de grands incréments de déplacement.

—-d'étudier 1'applicabilité du modeéle proposé.

8.2) METHODOLOGIE

La consultation des documents de référence a permis de constater notamment
1'inefficacité de la formulation Lagrangienne a prédire avec précision la réponse
en grands déplacements, et de réunir les informations nécessaires a la
constitution d'une méthodologie appropriée permettant d'aborder rationnellement
le probléme et d'aboutir ainsi 4 des résultats intéressants.

Ce travail comporte quatre axes bien distincts: '
I) Détermination d'une matrice de rigidité capable de traduire les effets
relatifs a: |

-~ la dissymétrie de la section

—~ l'analyse du second ordre

— la connexion excentrée.

I1) Construction d'un modéle élasto—plastique basé sur le modéle fibre, et d'un
algorithme de calcul capable de prendre en considération 1'influence d'un

déchargement élastique du matériau.

111) Développement d'une description cinématique mixte inspirée de la formulation
Lagrangienne actualisée et de la description corotationnelle totale. Cette
description consiste a4 employer les développements de la formulation Lagrangienne

actualisée avec élimination des rotations de corps rigide.

1V) Elaboration d'un programme de calcul basé sur la méthode des éléments finis
qui intégre un algorithme de résolution non linéaire capable de tracer toute la
réponse de la structure. Ainsi, il permet de nous renseigner sur la capacité de
la structure & s'accommoder aux grands déplacements.
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Pour étudier 1'applicabilité du modeéle, diverses structures sont expérimentcées

en grands déplacements.

8.3) RESULTATS ET RECOMMANDATIONS
Les conclusions auxquelles cette étude a permis d'aboutir sont:

1) La formulation Lagrangienne & 1'avantage de faire appel 4 des développements
théoriques simples, mais nécessite beaucoup d'éléments pour la discrétisation
du milieu A& étudier. Par ailleurs, elle est restreinte a des incréments de
déplacements infinitésimaux entre deux niveaux de chargement, a cause de 1'effet
néfaste induit par la négligence des termes d'ordres supérieurs du tenseur des
déformations de Green—-Lagrange. Par conséquent, 1'utilisation de cette
formulation demande un important outil informatique (en espace de stockage) avec

un énorme temps de calcul.

2) Malgré la troncature des termes d'ordres supérieurs du tenseur de Green—
Lagrange, 1'élimination des rotations de corps rigide permet d'obtenir les mémes
résultats que si tous les termes avaient été gardés. De plus, cette élimination
avec le calcul des efforts internes par rapport a la configuration déformée a
permis de discrétiser les structures avec beaucoup moins .d'éléments; deux

suffisent 1a ot la formulation Lagrangienne nécessite deux A trois fois plus.

4) La technique Arclength permet de suivre toute la réponse non linéaire. Elle
permet d'éviter la surestimation ou la sous estimation de la capacité réelle de
' chargement engendrée par une divergence numérique durant les itérations
d'équilibre.

D'une maniére plus générales, les résultats obtenus par le biais de la
description mixte développée dans cette étude sont trés satisfaisants. Néanmoiﬁs.
certaines améliorations peuvent étre apportées concernant:

* 1'étude de la transmission du gauchissement

* Le développement d'une matrice de rigidité par rapport a un point fixe
incluant les effets des déformations de cisaillement, la distorsion de la section
et 1'instabilité locale. En effet pour le cas des poutres minces et 4 section

dissymétrique, la rigidité a la torsion est si faible que les déformations de
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cisaillement dues a la torsion peuvent influencer le comportement & la ruine de
1'élément.

* ['élaboration d'un élément fini parabolique (isoparamétrique) combiné
avec la description mixte. Celui-ci permettrait de traiter avec une grande
efficacité les structures courbes.

' * La prise en considération des déformations a des points distincts le long
de 1'élément dans le modéle élasto-plastique.

* L'utilisation de la technique Arclength avec la méthode de Quasi-Newton.
Cette combinaison augmenterait les performances de la description développée dans
cette étude. En effet, 1'actualisation de 1'inverse de la ﬁatrice de rigidité
au lieu de la matrice de rigidité elle méme, permet un gain considérable en temps
de calcul, surtout si le nombre de degrés de liberté hécessaire a la

discrétisation de la structure & étudier est important.
Par ailleurs, 1'extension au chargement statique cyclique et/ou dynamique non

linéaire serait intéressant, d'autant plus que la formulation employée dans cette
étude est tout a fait adaptée & 1'incorporation de cette analyse.
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