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RESUME :

Le but de cc travail consiste a analyser le comportement mécanique d'une
plaque orthotrope avec deux méthodes :
* La méthode analytique basée sur le développement en séries de Fourier a été
adoptée pour une plaque orthotrope en flexion.
La méthode des éléments finis pour analyser le comportement en membrane
d'une plaque chargée transversalement.

MOTS CLES :

Plaque orthotrope ; Membrane ; Flexion ; Méthode des éléments finis ; Méthode
analytique. - '

ABSTRACT :
The aim of this study consists to analysing the mechanical behaviour of a
orthotrope- plate with two methods:
The analytic method based on the development in sets of Fourier to been
adopted for a plate orthotrope in bending. o
The finite element method to analyse the hehaviour transversely in membrane
of a loaded plate. :
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Préambule :

Un matériau composite est constitué de deux ou plusieurs matériaux différents et

ke e . - _

possede des propriétés mécaniques meilleures que celles de chacun de ces constituants
(Universalis, Vol.10, p.616) . ¢

Les composites constitués de deux phases principal'es sont en fait les plus nombreux ;
'une des phases se présente généralement sous une forme fibreuse, continue ou discontinue,
disposée d’une fagon judicicuse i I’intérieur de la deuxiéme phase dénommée matrice,

Les filaments jouent, en principe, un role de-renfort : leurs mission est de supporter la
plus grande partic des efforts appliqués sur le composite ; pour ce¢ faire, if est nécessaire que
leurs modules d’élasticité et leurs résistance soient nettement plus élevés que ceux de la
matrice. Pour les composites verre-résine, le rapport entre les modules du renfort et celui de la
matrice est de Iordre de 25 ; pour les résistance, ce rapport varie dc 40 4 60.

Une troisicme phase peut étre ajoutée aux deux précédentes (microbilles ou
microsphéres de verre, charges minérales...) pour obtenir certaines propriétés particuliéres, ou
bien pour faciliter la fabrication méme du matériaun composite.

Lorsqu’une‘matrice est renforcée simultanément par des filaments de nature différente,
verre et carbone par exemple; la composite ainsi obtenu porte fe nom spécifique d’fybride.

Cette asso'ciation entre fibres et matrice permet de bénéficier simultanément des
avantages de chacune des deux phases : forl‘c:résistance et fort module pour les fibres, faible
densité ct bonne résistance aux agents chimiques des matrices. De plus, leurs méthodes de
fabrication exigent généralement ‘des, investissements inférieurs 4 ceux nécessaires aux
matériaux métalliques[2‘], pour des piéces ou structures ayant i assumer des fonctions
comparables. '—

Ces qualités particuliéres-de forte résfistancc, associées 4 une faible densité, font que
les premiéres utilisations des composites, en tant que matériau de structure, se sont produite
dans le domaine aérospatial. Actueﬂement, 1cur§ domaine d’applications comme matériaux de
structure s’est considérablemient élargie, et attéint pratiquement tous les grands domaines de

I'industrie, batiment, aéronautique, construction navale. . .etc.
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Obiectifs et définitions : | T
Cetie étude n'a pas la prétention de cerner tout lc domaine des matériaux cormposites
qui est vaste et dont les problémes présentent un grand degré de complexité, de ce fait , nous

avons axé notre travail sur les stratifics composées de couches orthotropes afin de réduire

cette complexité &

Nous allons ,a travers ce document présenter de fagon e:;plicite la théoric du
comportement mécanique d’un matériaux orthotrope; ensuite nous presenterons une approche
analytique pour une plaque en flexion pour différents cas :

» une plaque constituée de trois couches orthotropes orthogenales (0°-90°-0°)
» une plaque constituée d'une couche orthotrope a (°. ¢
» Une plaque constituée d'une couche orthotrope & 90°.
Pour les contraintes planes on a établi un code de calcul par la méthode des ¢léments

finis qui permet de déterminer les déplacements en chaque nceud de la structure.

Matériau orthetrope :

Matériau élastique présentant en tout points deux symétrie de comportement
mécanique chacune par rapport A un plan, les deux plans ¢étant orthogonaux.
Matérian amsatmpe 7

Matériau dont la relatlon du comportcment dcpend de 1a direction envisagée

Matériau hétérogéne :

Matériau dont la relanon du comportement ‘dépend du point étudié.
¢

S
- 4
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1. Champ des déplacements :

1.1 Expressions générales :

L’hypothése de base de la théorie générale des plaques réside dans 1’expression des

déplacements en tout point A/ d’une plaque, de coordonnées (%,Y,7)

Z
Numéro de F 3

la couche l

' h
Surface ! ho
moyenn’
\_ 2 /
1 /
e Fig.1. Elément de stratifié

sous la forme de‘polyndmes en z, généralement limités au degré 3, et de coefficients

dépendant de (x, y). Le ci‘lamp des déplacements est alors écrit sous la forme :

w(%Y,2) = u(x,¥,0) + 2 Px (xY) + 2’ Yx (%) + Z ¢ (%)

V(%Y,2) = V(%,3,0) + 2 @y (xY) + 2/ Wy (XY) + 2 y (%Y) @1

W(xY,2) = WY,0) + 2.0 (%) + 7 ()

Cette forme du champ des déplacements répond aux conditions de compatibilité des
déformations [RB], et permet de prendre en co:.*{lpte un gauchissement €ventuel de la section
droite des plaques lors de Ia déformation. Dans le cas de problémes de dynamique, le facteur
temps doit étre introduit dans la relation (1.1). \

Le déplacement d’un point quelconque M(x,y,z) est donc développé, suivant (1), en
série dé la variable z & coefficient Acn (;i,y), a partir du point de référence My(x,y,0) du plan
(O,xy). Le champ de déplacement du point My sera noté par la suite suivant 1'une des

notations :
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Fig. L2 Déformée d'une normale AB au plan moyen. Prise en compte du gauchissement

1.3 Schémas du pi'émier degré :
Les schémas les plus simples et les plus utilisés ( par exemple schéma de Hencky-
mindLin, schéma de Kirchhoff) [1] se réduisent 4 des schémas du premier degré de la forme :
B%Y,2) = U0LY,0) 2 9s (5Y)

VXY.2) = V(61,00 £ 20y (xY) as)
w(x,y,2) = w(x,y,0)
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U = g (X,y) = u(x,y,0)
Vo = Vo (%,Y) = W(x%,Y,0) a2) |
Wg = Wo (X¥) = W(xy,0)

1.2 Déformation d’une normale :

Cherchons la déformée d’une normale A au plan de la plaque, définie par (x =a, y = b)
(fig. 1. 2). Tout point M appartenant i la nﬂma.lé AB a pour coordonnées (a,b,z) et son
deplacement g’écrit d’apres (1) :

u(a,b,z) = u(a,b0>+chx(x,y)+z’wt(ab)+z3¢»(ab> ,
V(a,b,2) = v(,,0) + Z ¢y (a,b) + Z* wy (a,b) + 2’ dy (a,b) a3)
w(a,b,z) = w(a,b,0) + 2 ¢, (a,b) + Z y; (a,b)

P équation de 1a déformée de la normale AB s*écrit donc, avec des notations évidentes,
sous la forme polynomiale ¢n 7 : |
u(a,b,z) = Ay + B,z +Cy 7+ D, z
v(ab,2) = Ay + B, 2+C, 22 +D, Z (L4)
wW(a,b,2) = Ay + By 2 +Cw Z°
Lors de la déformation de la plaque, la normalg AB subit donc : 3

% Une translation sans déformation’ suivant A'B', composé d’une translation

[A, = ua,b,0) , A, = v(3,b,0) ] dans le plan (O,xy) et d’une translation

. o
[ Ay = w(a,b,0) ] suivant I'axe oz
> Puijs une déformation suivant A"B", exprimée par les termes en z et dont la forme

dépend du degré z. Dans le cas général, la courbe obtenue est une courbe gauche.

Le champ des déplacements (1.1) prend donc en compte un gauchissement éventuel

des normales lors de Ia déformation de la plague [1].
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ou
u(%y,2) = Up () + Z e (%)
V(%,Y,2) = Vo (1Y) + Z Py (X,¥) (.6)
W(X,Y,2) = Wy (XY)

Dans un schéma du premier degré, la déformée d’une normale AB est donnée par :
u(a,b,z) = A, + B, 2
v(a,b,2) = A, + B, _ a7
w(a,b,z) = Ay ' - )

A

\ n |
[ K

B

trace de Oxy

B!f

Fig. 1.3 Déformation dans le cas d’un schéma du premier degre,
en 'absence de cisaillement transverse

}

L.a déformée A"B" reste dans ce cas u;l segment de droite. D’ot la propriéte :

Les points situés sur une nonf;ale au pltgn moyven (Oxy)} avant déformation restent sur
un segment de droite au cours de la ‘défoﬁnatiqn.

De plus, dans le cas o Ie cisaillemént transverse n’est pas pris en compte [1] les
angles ne sont pas modifiés lofs de la déformation et la déformée de AB reste normale a la
déformée du plan moyen (fig.4). Dans ce cas, la déformée en H (déformée du plan (Oxy) et
déformée de la normale AB )pourra &tre caractérisée (fig. 1.4) par :

¥» Les déplacements du point H : déplacement dans le plan (Oxy) :

[ u(a,b,0) = A, v(a,b,0) = A, ] et déplacement transverse : fw(a,b,0) = A, 1;

-

’ -
» Les rotations ©; et 6, autour des directions i et j.

¥

Dans la pratique, il est plus usuel de caractériser 1a rotation par les angles Py et By (fig.5) relics
i

a0, et O, par:
Bx = By et Py=-6 ‘ (1.8)
Les schémas du premier degré permettent de résoudre la plus pars des problémes

élémentaires. Dans le cas ou un schéma du premier degré ne permettrait pas d’approcher
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convenablement un probléme donné, 1l sera alors nécessaire de passer au 2 ordre, voire au

3 ordre.

ZA

a4

Fig. 1.4 Caractérisation de la déformée en un point, en I’absence de cisaillement
transverse

2. Champs des déformati(';ns :

2.1 Expressions générales :

Le champ des déformations se déduit du champ (L.1) des déplacements, soit :

ou_ow 0@s ,0Yx D=

o= —=—-
ox & Ox ox Ox
&'yy'—"?-‘i*—'?Eg+«za§m+zzC‘W',S'Jrz:’at'réy
oy oy Oy oy oy
@w .
o= =@(X,Y)+ 22 =2(,Y) - (L9)
=2& —@+5ﬁ
SR>

[@1} W?.ﬂ}[%%](éﬁ%}
ay ox
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=2& ——+§P—
B T % T o
:(%+¢x)+{%+2y/x)+zz(a;x+3¢x)
(L.10)
Ke=2E =@+@
"oy oz
=(%y13+¢)y]+z(a£x+2wy}+zz(aav;x+3¢5y]

Ces expressions montrent que la troncature utilisée dans les expressions (I.1) du
déplacement est consi-stantc, dans le sens que les déformations en cisaillement transverse
résultant des déplacements dans le plan sont du méme ordre en z que les déformations
déterminées par le déplacement transverse w.

-+

2.2 Schéma du premier degré : )
Dans le cas'd’un schéma du prcmiér degré, le champ des déformations se déduit

simplement des relations (1.9) et (1.10) et s’écrit :
Y

du O O i
Ex == —+ 3z
ox oOx - ox ,
1"3'W=@=aw)-!*zaq?)r
d oy Oy
ow _ Owo .11}
En=—=— =1
oz oz .
}ﬁy=28xy=‘?..-u-+.ézv.= %4.@ 4z a@x+6q9y
A AR IR
=2¢€ -—@-{-@—@.}.
Yo = n—ax az"'ax P+
ow Ov  Owo (1.12)
=26ps —+—=—
T

Ce champ des déformations est celui d’un schéma du 17 degré avec cisaillement transverse.
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3. Champ des contraintes

3.1 Expression générale :

L ¢tat des contraintes des contraintes en un point M du stratifié s’exprime en fonction
du champ des déformations par la relation (1.11) et (1.12). si le point M appartient i la couche

K du stratifié, le champ des contraintes s’écrit donc :

- - — — — -

Lo 1Ch Gz Cs 0 0 Cis| |€x
Ty Cz2 C2 Cis 0 0 Coas Ew
Gz _ Cis Cun Csx 0 0 Css En @13)
Own 0 0 0 Cu Ces 0 H :
Ox 0 0 0 Cs Css O Ve
1Ox]), [Cs Cas Cis 0 0 Cos], | ¥

ou C;; sont les coefficients de rigidité de la couche k.

Dans le cas général, fe champ des déformations est donné par les expressions (I.11) et
(1.12)..11 en résulte que les contrainte dans la couche k sont des polynomes en z. La théorie
des plaqucs a pour objct de simplifier le probléme a trois dimensions (x,y,2) cn un probléme &
deux dimensions (x,y) . La reductlon du prob]eme est obtenue par intégration des contraintes
suivant I’épaisseur. Cette mtcgratnon conduit 4 introduire les résultantes et moments qui

seront définis ultérieurement [6]." o

ro F

3.2 Simplification dans le cadre de la théorie des plaques :

La théorie ¢lémentaire des plaques fait ’hypothése que les contraintes normales G,
sont négligeables dans le volume de la plaque, par rapport aux autres composantes Gy , Oy

€l Oxy . Cetie hypothése est étendue 3 la théorie des stratifiés, soit :
Oz = 0 - . (1'14)

Cette hypothése est généralement Werifiée dans la pratique. Si ce n’est pas le cas, la

théorie élémentaire des plaques ne peut plus étre utilisée.
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| Avec I’hypothése précédente, la relation (I.13) contraintes-déformations s’écrit

[0 | [Ci Cz Cs 0 0 Cisl {Ex|
Ty Cz Cz Ca 0 0 Cu|léw
0 _ Cis Caz Gz O 0 Ci| |Ex @15)
T 0 0 0 Cu Cass

0
Ox 0 0 0 Cs Css 0
O-xyj Ce Cs Cis 0 O Ce]

Cette relation peut étre rééerite en séparant les contraintes et déformations de

cisaillement transverse suivant :

0w Ci Ci2 C: Cis,. 0 0 Ex
Oy Ci2 Cz Cu Caus E 0 0 Ew
0 _ Cis Ca Cu Cas i 0 O Exm L.16)
To| |G Cos Co¢ Ceo3 00410
Cx 0O 0 0 0 ! Cu Caus P
Owg, (0 O 0 0 iCs Css b L]

L’état des contraintes Gy, Oyy, Oxy et des déformations €y, Eyy, €2z, Yay correspond a
I'état de contraintes planes. Les contraintes dans une couche k s’expriment 3 'aide des

coeffictents de rigidité Q;; suivant :
— - P

i ]
O = Qi Quz Qs

: 0 0 £ =
I
| Ty Qiz Qu Qe 0 0 ||&w
Ol =|Qw Qu Q! 0 0 ||% @©in
Oy 0 0 0 Cu Cu||#
o=} [0 0 O ;C45 Css || %=
avec : .
1
€n =*—é~—(013 Exx + Co3 Eyy + C36 Yry) (13)
3 )

Les cocfficients Q; de la matrice de rigidité réduite de la couche k seront

vltéricurement introduit. Par la suite, ils seront notés suivant des notations Qg La

discontinuité de ia matrice de rigidité d’une couche a P’autre implique la discontinuité des

contraintes au passage d’une couche a I'autre [1].
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4. Résultantes et moments

4.1 Résultante en membrane :

Le champ des résultantes en membrane, noté N(x,y), est défini par :

A
NG Y) = [or(M)dz 119)
ou o (M) est la matrice des contraintes en membrane G ,Oyy ,Oxy dans la couche k, s0it :
N= % Oz o . !
Ny =| Ny |= [|ow]| dz (1.20)

ny . _% Oxy &
Ny, Ny, Ny sont les résultantes, par unité de longueur, respectivement des contraintes
normales (suivant x et suivant y) et 'des contraintes de cisaillement, dans le plan (x,y). Elles

sont schématisées symboliqguement sur la figure (L. 5).

AZ
Nx
........ a7
. Now £ By
_.\".".-" gy
N, , N,
h | y
; ) 8
/V P 7—{} ny
N
X

Fig. L5 Schématisation des résultantes en membrane des actions exercées sur un
élément de stratifi¢
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Il faut bien noter que ces résultantes sont relatives a I'unité de longueur de scction

droite du stratifié. Ceci signific que, par exemple, la résultante de I’action exercée sur un

¢lément de surface normal A la direction wiaet de longueur dy (fig. L5) est 1a superposition de :

— Larésultante normale dRx = N dy

. 21
— Larésultante de cisailleme nt dRx = Ny dy @21)

La discontinuité des contraintes en passant d’une couche a 1’autre conduit 4 réderire la

relation (1.20) sous la forme :

Nx 11 hk O !
NEY=| Ny = j Oy | dz 1.22)
ny k=l bk - 1| Oxy k - '

5. Relations fondamentales des plagues dans le cas d*un schéma du premier
degré :
5.1 Relations fondamentales de la mécanique des matériaux :

Les relations fondamentales des plagues tirées de la relation fondamentale pour un
probléme en dynamique sont sous la forme:

0 ) 0
—Cu+— O+ _—COuth=pa
ox oy oz

ad 5} a
— OCw+—Cpt—Cx+fy= .23
2y vy pw ¥ pw w+ly = 28 (1.23)
& a &

— Ou+—Cut+—Cpt+l=pa:
oz 0y

ouf,, f,, f, sont les composantes des forces volumiques exercées au point M du matériau.
ay , a, , 4, sont les composantes du vecteur accélération du point M, et p est la masse

volumique au point M.

L’objet d¢ ce paragraphe est de déduire de ces telations les relations fondamentales

des plaques dans le cas d’un schéma du premier degré.

5.2 Relations fondamentales relatives aux resultantes de membrane :
I intégration des refations (1.23), suivant I'épaisseur du stratifié, conduit aux relations

fondamentales d’un éément de plaque, relatives aux résultantes. L’intégration des deux




-}

Chapitre I : Généralites sur la théorie des stratifiés 13

premieres aboutit aux relations relatives aux résultantes de membrane. Par exemple,

I’intégration de la premiére équation s’'écrit :

b B ba b v/
! ggx—“dpr J- %dz+ ! 6;’;;, dz+ J f. dz= jpazdz (1.24)
% - - % -4 o
h h
7! 00 0 7 ONx "
hf ~ dz:a ‘!'O'ndz: = 1.25)
-4 -4 |
De méme : ' |
b
J' OCxy dz = ONxy
By o
A !‘;. i (1.26)
h
Z 00 h h
——d2=Cw(=)- Ox(-=)
oz 2 2
#/2 S .

. h h . } - ,
OUD = (E) et O'n(-i)sont les confraintes éventuelles de cisaillement exercées sur les faces

supérieure et inférieure du stratific. Ces contrainies sont généralement nulles. Nous les

noterons ;
h h
'Elx:O-:z(E) ; sz:O-xz('E) (127)

D’ou

%

r.[ 00 e titoe (1.28)
,_A

oz

Enfin, nous poserons :
P
: h[ f: dz=Fx (1.29)
-hy '
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L’intégration du second membre nécessite les expressions des déplacements en fonction de x,
y, z et du temps t. Dans un schéma du 1 ordre, elles sont obtenues en introduisant le temps

dans les expressions (1.6), soit :

u(x,y,zt) = up (Xy,1) + Z 0x (X,¥,1)
V5Y,28 = Vo (X,1,0) + Z @y (X,3,1) (1.30)
WY, 2,t) = Wo (X,Y,1) '

Dot
% ]}-é aZUo o 2@ x
jpaxdz-_- lg/p(x,y,z) s tz—"— |dz
72NN A TR
(L.31)
h
& uo "% e« % =
=— Ipdz+ 3 J-pzdz
ot 7 .
-4 y
Soif : .
n 2 2
Juo d x
£p 2 dz= sz + R at‘z 132)
% ) .
en posant ;
b
ps= J p dz (1.33)
] |
la masse surfacique du stratifié au point (x,y) ;
R= ‘[ p zdz 1.34)
%
L’intégration de la premiére équation de (1.23) conduit donc finalement 4 :
MNx Ny CRTI
+——ay” +Fa+ Tie— T = Ps 3 +R pe: (1.3%)
De méme, I'intégration de la deuxi¢éme équation de (20) méne a:
ONy Ny *vo &
, OiNy xy 0 Py (L36)

—+ E-FFY'*‘ Tiy-ff.’f= s a'tz +R

!

atl
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oll Ty, €t Tyy ticnnent compte des contraintes éventuelles de cisaillement exercées sur les

faces :

h
Ty ™ O'y(*i')

h
'Ezy:O'y(—E) ~
et
bz
Fyz !: fy dz
-

5.3 Relations fondamentales relatives aux moments :

(L37)

(1.38)

Les relations fondamentales relatives aux moments sont obtenues en multipliant par z

les deux premiéres équations de (1.23), puis en intégrant suivant I'épaisseur, par exemple, la

premiére conduit a :

St —t j' z 00 = dz+~i zfidz= jp za: dz
%

XNy oy H

En intégrant par parties, nous avons :
h h
P 0= / 7
z dz= [zO'n]hﬁ -
_/ oz _/é

2 2
Soit :
bs
j z agxz dZ:%(TIx—TZX)—Qx
7
B
Le second membre s’ éerit
i h
% A 62uo 62¢x
J" pradz= | pz—+2 v dz
_/5 _% 9.8
h . h
_ azlh )/2 Bzwx é

atﬂ

h h h h
Txdz = —C e — O ml~-—) — Uk
2= (2)4"2 ( 2) Q

= J:pzdz+at2j'pzzdz

- % %

(1.39)

(1.40)
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Soit :
% altpx
F{'pzazdz R—"+1Iy o (L41)
%
en posant :
hg
Ly = r,[ p 7 dz (1.42)
"y

I,y est le moment d’merue par rapport au plan moven (Oxy) de P’élément de plaque localisé au

point (x,y) et ayant des cotés unité.

La premicre relation des moments s’écrit donc -

Mx My 8o =

*a}i—"l--**é),—-l- (Tlx+TZx)+Px‘"Qx R Ixy‘gtz—
en posant :
he
Pr = J zf: dz
%
De méme la deuxiéme équation de (20) conduit 4 :
My | My @y
—+— (T + T2y) + Py — R >
5}' x ( Ly 2y) y— Q& = at + Ly P
avec :
v
Py = é. zfy dz
-5

£

(1.43)

(L44)

(1.45)

e s By
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5.4 Résumé des relations fondamentales :
Les relations fondamentales des plaques sont donc constituées des expressions (1.35),

(1.36) (1.43) et (1.45). Soit en les regroupant :
Nk  ONsy a0 _ 0=

o +E‘+Fx+flx*’l'2x= psmgt'i—'i‘R‘atz

ONy ON: GAY &

== y+Fy+Tiy-T2y:pSat—;)+R aﬁ"
(1.46)
.

%+%+E(rix+nx)+m—@=R62‘;°+Lya—¢2’"

x oy 2 at at

My My h vo Doy

+——+ (T + T} + Py - Q=R + Ly
By X 2( Iy )+ Py - Qy P Ly a2

hy
psRIy= [(Lz2*)p dz
-
Les trois derni¢res équations permettent d’obtenir une relation indépendante des résultantes de
cisaillement suivant : ‘
2 Z 2 2 3 3 3 3
0 I\/ZI:+6? qu+26 1\r1,7+q:psa v:o_l_R 0 un2 N ¥ Vo2 e 0 qpxz N %) (ﬂ)yg
ox ay* ox oy ot oxot° oyot oxaot® oyt

] (1.47)

Les équations (1.46) et (I.47) constituent les équations de mouvement de la théorie
classique des plaques. Elles sont applicables aussi bien 4 des plagues homogenes qu’a des
plaques stratifiées. Les deux premiéres ¢quations de (1.46), associées a (1.47), constituent les

équations fondamentales des plaques en I’absence de cisailiement transverse, soit :

2
ONr Ny Bt fiee Tax = psazlio +R2 gﬂ;x
oy o at
Ny, &Ngy vo _ @y

—_+ r—'"_—ax + ij'i'T!y‘“ Tay = ps‘é‘“t“é“*‘}‘R (1'48)

atZ

2 2 2 2. 3 3 3 2
FMx My My awO+R[auo avO]JrIxy[aq;erafpyJ

_I._ _—
ox? oy’ ax oy e’ xat evat’ ox at* oy o’
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Les grandeurs ps, R, Iy se calculent sans difficulté dans le cas o la plaque est
constituée de n couches, la couche k ayant une masse volumique k. Nous avons :
bg .
pPs= {pdz:Z fpkdz

hg k=l hg-1
soit :
i
ps:kzi: Pk (e - he 1) _ (1.49)
de méme : -
& .
R:EE pr(hi -hl)) ' - (1.50)
13 2 .3
Lry=§k§, prhy -hy ) (1.51) ,

Dans la plupart des cas, les termes d’inertie de rotation peuvent étre négligés et, en
I’absence de forces volumiques et de contraintes de cisaillement sur les faces, les équations
des plaques se simplifient suivant :

ONx 6ny 5‘3uo
+ = 05 3
x By at

Ny 0Ny _ 0"V

g

oy ox | ot
(1.52)
M My
=y 27
My My
7 - =0
y

Ces relations peuvent également étre écrites en €liminant les résultantes de cisaillement,

suivant une forme analogue 3 (1.48), soit : 2
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ONx ﬁny azuo
+ = Ps

X oy ot

&Ny any & 2V0
+ = s

5 P (1.53)
2 2z 2 2

aN}+any+zaMw+q:psawZo

x> oy O By ot

5.5 Problemes de statique :

Dans le cas de probiémes de statique, les déplacements sont indépendants du temps et

les relations fondamentales des plaques se réduisent a :

ANk 6ny
+——=9
ox Oy
Ny Ny _
oy ox
(1.54)
M: My
—_ —-(x=0
% v @
M My
oy ox
ou en éliminant les résultantes de cisaillement :
Nz ANy
+——=0
ox oy
@ F m_"” =0 (L.55)
oy ax

aZMer azh?y+2azm+
x* oy ox By

q=0

Dans le cadre de cette étude, il est soubaitable de préciser que notre intérét majeur 3

été porté sur ce dernier cas.
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1. Champ des déformations :

1.1 Hypothéses de la théorie classique des stratifiés :

La théorie classique des stratifiés utilise un schéma de déformation du premier degré
(§ 1.2). Elle fait ensuite une hypothése supplémentaire qui consiste & négliger le cisaillement

transverse. Dans ce schéma, les déformations en cisaillement transverse sont nulles, soit

Ye=0 et ¥,,=0 | ) (@.1)
Cette hypothése implique d’apres (13.7) :
oW
Pu(x, ) ==~
- (IL.2)
Pr(xy) =~
| oy

Le champ des déplacements 8’ écrit alors, d’aprés (13.4) :
Owo
WXy, z) = W (X, y)—ZK(x, y)

(%, ¥,2) = Vo (x,y)—z%?(x, ¥) @.3)

W(X,Y,7) = Wo (X, Y)
La déformée de la normale au plan moyen (Oxy) est alors un segment de droite normale 4 fa

déformée du plan moyen (voir fig. 1.3).

1.2 Expression du champ des déformations :

Le champ des déformations s’écrit, d’aprés (1.11) et en tenant compte de (I1.2) :

o *wo
Ex = =2z
ax ox’
Vo *wo
&‘yy—?a;w—z ayz
Ez=0 L.4)
dus  Owvo B*wo
Vg ={ —+ — -2
&y &x ox Oy
Ye=0

A
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Le tenseur des déformations en un point M est :

Ex Exn 0
eM)=|&x £y O (11.5)
60 0 0

et la matrice des déformations se réduit a trois composantes non nulles :

&xx
£ (M) =|&y (11.6)

Evy

Le champ des déformations est la superposition :

» des déformations en membrane :

B 0 7 Buo
& %
3
0 Vo
gm(M): £ = S (H.?)
Yy oy
80 Ouo  Ovo
W | T
- TS Loy %

“s’exprimant exclusivement en fonction des déplacements (up, vp) dans le plan (Oxy) des
points de ce plan ;

» des déformations en flexion et en torsion :

C ] | W
" x
f Wo
£ =& |=] —z 8
M=|z - a8
f z
gxy _ZZGWO
- ox Oy |

s'exprimant en fonction des angles de rotation de 1a déformée du plan moyen et de la cote z

du point M. Généralement, les déformations en flexion et torsion s’expriment suivant la

relation -

ge(m) = z K (Xy) (L9)
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en posant :
i _@ZWG |
Kx ox’®
o’w '
KEY) =% |=| - ay;’ (IL.10)
Ky -9 aZWQ
[ Toxay)

La matrice K (Xy) est appeléc matrice des courbures de la plaque sollicitée en flexion.
Les angles de rotation de la déformée du plan moyen au point H(x,y,0) s’expriment en

fonction du déplacement transversal wo(x,Y) de ce point par :

O = owo suivant la direction T
(I.11)

Gy = oo suivant la direction 3
Ox
Le champ des déplacements (3) s’écrit alors :
wx,y,2) =t (xy) - 28y

(%,Y,2) = Vo (X,y) — 2 Ox (IL.12)

W(x,Y,Z) = Wo (%)
Finalement, le champ des déformations s’écrit :

e M) =gex (M) +& (M) (IL.13)
ou:
-
Ex| | € K
Ey | = g; +2 & (IL.14)
Exy 80 Ky
L %y
avee
ou vo Oue ©vo
£ =22y £ =—@xy yo =
o ax 2 G, X gy ox
(I.15)
&wo wo Pwo
Ky = — l, Ky = — X, Ky = -2 ——(x,
ax') ()k Y) ¥ ayz( y) axay( Y)
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Sous forme abrégée, le champ des déformations s'écrit donc © -
g (M) = € (xY,2) = &a (X,Y) + 2 K (X,Y) (J11.16)
Les fonctions € (X,y) €t X (x,¥) ne dépendent que des coordonnées (X,Y) du point H du plan

moyen du stratifié.

2. Champ des contraintes

2.1 Forme du champ des contraintes :

Le champ des contraintes est obtenu i 1'aide de la relation (1.17). Dans le cadre de la

théorie classique des stratifiés, nous obtenons, pour la couche k :
G = Q1 Sx + Q12 8y T Qs Yoy

Oyy = Quz €x + Qu &y + Qus ¥y

Oy = Qu6 S + Qa6 Eyy + Qo6 Yy (IL.17)
Gye =0
Gy, =0

Le tenseur de contrainte en M est donc de la forme :

C= Own 0
ocM)={0x Ow 0 (LL.13)
0 ¢ 0

Le champ des contraintes se réduit aux seules contraintes en membrane : Gy, Opy, Oxy -

2.2 Expression des contraintes :
Les relations (17) montrent que les contraintes dans la couche k s’expriment suivant :
Cx Ex
Cw] =Q|Ew (IL19)

aveg |

Qi Quz Qs
Qe={0Qrz Qz Qs
Qs Qzs Qes |,
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ot Q est la matrice de rigidité réduite de la couche k et dont les termes sont exprimés
en fonction des modules, leurres expressions seront explicitées dans le chapitre suivant. En

tenant compte de (I1.14), les contraintes dans la couche k s’expriment suivant :

O QG Qiz Qs “gfx Qi Quz Qs Kx
Cw| =|Qiz Qz Q E_:; +Z2iQre Qz Q|| Ky | (I1.20)
Ty Qis Qus Qes || g° Qs st Qss || x6y

Xy

ou

e (M) = 04 (57,2 = Qe B (61) + Z Qe K(KY) @2

Ok (M) représente la matrice des contraintes dans la couche k : hy; < z < by, La matrice de
rigidité réduite Qy varie d'une couche a I'autre. 1l en résulte donc une discontinuité du champ

des coniraintes entre couches successives.

3. Expression des résultantes et moments

3.1 Résultantes en membrane :

L’expression (1.22) associée 4 la relation (11.20) ou (IL21) conduit & P'expression des

résultantes en membrane, dans le cadre de la théorie classique des stratifiés. Nous obtenons :

n hk
N =2 (o entx, )+ 2Qek (5, y)]dz
=1 hes

et

1] hk 1] h-k
N, y) = kZl{Qxf en(x,y) | de} + kZII:Qk x,y) | dZ} (11.22)
= b -

N(x,y):[z(m—hx-o@] EnlX, ”*Bé“‘ﬁ —h;’i_l)@}x(x, y)

k=1
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Finalement :'

NExy) = Aea(xy) + B K (xy) * (IL.23)

En introduisant les matrices :

A:i(hkwhk-oqk
k=1

) (I.24)
A= [Aj,'] avec Aj= Z (he — b - 1) (Qie
k=1
L
B= Z E(hk —h, )k
k=1 L (IL25)
B= [B:j] avec By = EZ (b2 -h,) (Qik
k=1 -
L’expression développée des résuliantes s’écrit donc :
Nx An Az Al éx B Br Bl &
Ny |={Anz An Awx| & |+iB:z Bz B Ky (1L.26)

]
Nay Ais Az Ass },}?y Bis B Bess Ky

Ces équations monire que dans le cas d™un stratifi¢, les résultantes en membrane (N, Ny, Nyy)
ne sont pas seulement fonctions des déformations en membrane (£, , &, ,£5) (comme dans

le cas des plaques homogénes), mais sont également fonctions des courbures en flexion et en

torsion Ax Ay Ky .

3.2 Résultantes en moment :
Aux sollicitations Ny, Ny, T,y s’ajoutent par unité d’envergure :
M, : moment fléchissant d’axe y, dii aux contraintes &, par unité de largeur suivant la

directiony :

h
2
Msx = j'c&-z-dz (IL.27a)
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M, : moment fléchissant d’axe x, dfi aux contraintes G, par unité de largeur suivant la
direction x :
' h
, 2
My = _f oy-z-dz (I1.27b)
h
"2
M,y : moment de torsion d’axe x, di aux contraintes Ty :
h
Mxy:AIz;a-z-dz (11.27¢)
T2
¢
Comme pour le comportement en membrane, on discrétise par couche et on obtient
n
1=> j blzdz (LL.282)
k=1
On introduit 1a relation de comportement et on obtient :
n o hke -
=3 {Q][ao] zdz+ [Q][K]z2 dz (IL.28b)
k=l hi-

En calculant les mtégrales suivant z, [ M | devient :

[Mj=[B][«0]+[D]}[K]

(11.28¢)
Bi= li( )((hk h ) traction / flexion
2k (I1.28d)
D=L (6,162 12, ) fsen

k=1

L’expression générale reliant les confraintes et déformations globales qui représente
I'équation constitutive s’ écrif :

MR @2
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Inversons cette relation

[80]=[A"J[N]J-[ATI[BI[k] (IL30)
d’ou : [MI1=[BI[A"J[N]+(- [B1fA"}[B1[k}+[D][k] (I.31)
alors: [k]1=[D™ | [M]-[D™][C*][N] (132) (1.32)

On obtient finalement : [g5]1= [B][D™][M][A*]-[B1[D™][C*][N] (L33)

Ce qui permet d’obtenir une autre équation fondamentale des stratifiés est qui s”écrit :

m i [g lﬂ B\H 134)

Avec :
{A']]: {A *]]— [B+]lp* Jlc]
B'|=|B*|*D*’
[e]- b~ ) o
pl=p+]

[a¥]=|a"), B4=|a’|B], [c+=Bla'l, [p*=D]-[Bla"|B] (IL36)

De fagon générale, un stratifié quelconque soumis 3 de 1a traction subira des
deformations non seculement normales mais aussi de la flexion, ce qui n’était pas le cas avec

des matériaux homoggenes isotrope.

3.3 Différents tvpes de stratifiés :

3.3.1 Stratifiés symétriques :

Un stratifié est symétrique si le plan moyen est plan de syméirie. Deux couches
symétriques ont :

» Laméme matrice de rigidité réduite [Qs],,

» Laméme épaisseur ey,

» Des cotes opposées zy et — Zy,

T en résulte que les coefficients B;; de 1a matrice de rigidité du stratifié sont nuls. L’équation

constitutive est de la forme générale :
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Nx At Az A O G 0 5':“
Ny Az An Ax 0 0 0 3;;
Ny As A Ass O 0 0 7;;
M= 0 0 0 Du D Def &
My 0 0 0 De D2 Dk
My 0 0 0 Dis D Des || &y

(IL.37)

3.3.2 Stratifiés antisymétriques :

Les stratifiés symétriques sont utilisés afin d’éliminer Ie couplage entre membrane et
flexion, par conire, certaines applications nécessitent lutilisation de stratifiés non
symétriques. Par exemple, Ie couplage membrane-flexion est nécessaire dans la conception de
turbine a ailettes ayant un profil gauche. Egalement, dans le cas ou une meilleure rigidité en
cisaillement est recherchée. Il est nécessaire d’avoir des couches possédant différentes
orientations. -

Un stratifié antisymétrique est constitué de couches en nombre pair, dont la répartition
des épaisseurs est symétrigue, et celle des orientations des axes antisymétriques par rapport au

plan moyen. Deux couches de cotes syméiriques ont donc :

¥» des cotes opposées z, et — Z, ;
> la méme épaisscur ¢,

> des orientations O et — O par rapport aux axes de référence du stratific.

L’équation constitutive d"un stratifi¢ antisymétrique s’¢erit :

N1 [An Az 0 0 0 Bus| {;‘g(
Ny | |Az Az 0 0 0 Bas ggy
Ny 0 0 Ass Bis B O }/:}, (IL38)
Mz 0 0 Bis Du Dz 0 || &
My 0 0 Bz Dz De 0 jx
Msxy Bis Bs 0 0 0 Dss || Ky




Chapitre II : Théorie classique des stratifiés 29

3.3.3 Stratifiés croisés :
» Cas général ;
Un stratifié croisé est constitué de couches dont les directions principales sont
orientées alternativement & 0° ou 90° des directions de référence du stratifié.
Les coefficients de rigidité Ay, By et D;; pour un stratifié¢ croisé sont reporté dans le

tableau I1.1. Compte tenu de ces résultats, 1’équation constitutive d’un stratifié croisé est donc
de la forme :

Nr= An Az 0 Bu Bz 0 |le
Ny Az A2 0 Bizz Bz 0 8;

) | ‘ (1139
Mk Bn B 0 Du Da2 0 Kx (H )
My{ |Bz Bz 0 Diz Dz 0| &
Moy | 0 0 Bes 0 0 Des || xiy
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Tableau [I.1 : Expression des coefficients de rigidité d’un stratifié croisé

11 = Qu e+ Qo
22 = Qg2 €0+ Qy1 €90

Avec

ey = épaisseur cumulée des couches a 0°
eop = épaisseur cumulée des couches a 90°

¢ = épaisseur du stratifié

B11 = Qi1 by + Qa2 bgo
B2z = Qa2 bp + Qyy beg

Avec ;

bo= Z - beo =
couches a0°
n
b= ZGK 7z = bo+ beo
K=l

11 = Qr1 do + Qa2 dyg
Daz = Q22 do + Qu1 doo
Avec :

do= Lie zg
o 12
couches a0
3
_q

doo = Z +&q Zg
couches #90° 12

n
d= E {—-FGK ZK]— do + dso
K:

Ap=Qpe
AZG =0

€ =€y + €op
12=Quzb
B:5=0
S Zp

couches 490°

127 Qpzd

D

A15 =0
Ags = Qs €
Bls =0
Bes = Qes b
D=0

66 = Qss d
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» Cas particuliers pratigues :

Un cas particulier mais de grande importance est le cas ol les couches & 0° ont méme
¢paisseur, les couches a 90° ayant également la méme épaisseur mais pas nécessairement
d’épaisseur identique a celle des couches a 0°. I est toujours possible de choisir I'axe x de la
plaque de maniére qu’il coincide avec la direction 0° de la couche inférieure du stratifié. 1l en
resulte que les couches a 0° coincident avec les couches impaires et les couches & 90° avec les
couches paires. Si le nombre total de couches est impair, le siratifi¢ est symétrique. Si le
nombre total de couches est pair, le stratifié est dit antisyméirique. Un stratifi¢ croisé est
caractérisé par le nombre total n de couches et par le rapport entre ’épaisseur totale des
couches a 0° et I’épaisseur totale des couches a 90°.

Re=2 (11.40)

90

n pair

n impair ( 900 p (

[0 5 | ) o° 5 )
90° 4 ) ( 90° 4 (

0° 30\ }o° 30 )

[ o 2/ (90° 2 (
)0 1) Joo 1

Fig. symétrique Fig. antisymétrique

Fig. I1.1. Stratifiés croisés symétrique et antisymétrique

Dans le cas ou les épaisseurs des couches sont identiques : R, =1, les coefficients de

rigidité peuvent alors étre ¢xprimés en fonction de n, R, et du rapport entre les modules :

Ro= %5 = %3 (IL.41)
11 L
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» Stratifié croisés symétriques :
Dans le cas d’un stratifi¢ croisé symétrique (nombre impair de couches). Les termes
B;; sont nuls conformément aux propriétés des stratifiés symétriques. ’équation constitutive

des stratifiés croisés symétriques est :

N<] [An Az 0 0 0 07&
Ny Az A» 0 0 0 0 E;y
Niy _ 0 0 As 0O 0 O }/:y @M.42)
Mx 0 0 0 Dun Di 0| &
My 0 0 0 D= D2 0} K
My {0 70 0 0 0 Desl sy

A l'absence de couplage membrane-flexion/ torsion des stratifiés .symétriques s’ajoute
Pabsence des couplages (raction-cisaillement et flexion-torsion. Le comportement d’un
stratifi¢ croisé symétrique est donc identique au comportement d’une plaque orthotrope
rapportée a ses axes principaux [1].

L’expression des coefficients de rigidité en fonction du nombre de couche n, de R, et Rg est
reportée dans le tableau I.2.

Tableau I1.2 expression des coefficients de rigidité d’un stratifié croisé symétrique (nombre

impair de couches)

1

An= (Re+ R} Quie An=Qxne Ais=0
1+ Re ‘
i 1+ReRQ
Axn = 14+ R:R)Qnue=—A
R T RRIQe s R A
Awx=0 Ase:Qése
Bi=0
Que’ 11+Re  An e’
Din=|(Re—1a +1 ={Ro—1)a +1
1= Rt 11 = (Re- s 1l =
X
D= Qize Dis=0
12
' Qn€3 -ll-i-Re An €®
D2z =|(1-Rg)a +R = [(1- Ro)a + R
=[0-Rge +RaPS == [ Roa + Relp = =00
3
D=0 Dss:Qsée
12

Avec ;
1 +Re(n—3)[Re(n—1)+2(n+l)]

*TUIRY . (@ -DA+RY
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» Stratifies croisés antisymétrigues :

Dans le cas d’un stratifié croisé antisyméirique (nombre pair de couche), les coefficients de
rigidité exprimés en fonction de n, de R, et de Ry sont reportés dans le tableau II.3. Les

résultats de ce tableau montrent que I’ équation constitutive est alors de 1a forme :

-

Nx An Az 0 Bua 0 0|l &

Ny Az An 0 0 -Ba 0 |lg

ny 0 0  Ass 0 0 0 ?’
(11.43)

M B 0 0 Dn Duw 0 Kx

My 0 —Bn 0 Do D2 0 Ky

My| | O 0 0 0 0 Des||ry

0
2l
0
®y

dans le cas ot les couches 3 0° et 90° ont la méme ¢paisseur R, = 1, et dans ce cas ;

An=An ; Dp=Dy

L’équation constitutive (I1.43) montre qu’il existe uniquement un couplage traction-flexion.
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Tableau IL.3 expression des coefficients de rigidité dun stratifié crois¢ symétrigue (nombre

impair de couches)

An= 1+1Re(Re+RQ)QHC Au: Qize Aic=0
1 1+ReRQ
Az = 1+ R:R €= A
ShEven A= P R
Ax=0 Ass = Qese
Re _1 € -
Bn“—'—-g—{q—an e = Re (R D A e
{1+ Re) n(1+Re)(Re+ Re)
Bi2=Bis=0 , Bo=-Bi ,Bas=DBes=0
3
Diz= Qe Dis=0
12
Q1163 -|1+Re An 62
Du= D3 +1ll/———= -bHp +1
w=[®e-Dp 1P R -DF +1—2- 05
3
Dis=0 Diz= Qi2e
12
) QI]G3 '|1+Re An ez
Du={(1-R +R =l(1-R + R
a=[1-R)f +Ro] 12 l1-Re) +Relp =25
3
Des =10 ]__)ses:Qéée
12
AvVec :

1 8Re {Re—1)
o = +
1+R.  n*(1+R)’
Dans Je cas o toutes les couches ont 1a méme épaisseur :

Rez—“]. ﬁ:—
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1. Loi de Hooke pour un composite orthotrope :

1.1 Composite orthotrope :

Les stratifiés sont constitués de couches de matériaux composites unidirectionnels ou
de composite a base de tissu. Généralement, les tissus sont constitués de fils unidirectionnels
croisés a 90° : I'un dans Is sens chaine, 1'autre dans le sens trame. Ces couches possedent trois
plans de symétrie orthogonaux deux a deux, et se¢ comportent \dc point d¢ vue élastique
comme un matériau orthotrope. Les directions principales (1,2) seront prises respectivement
suivant la direction chaine et la direction trame ; ces directions seront €galement notées L et T

(fig.). La direction 3 orthogonale au plan de la couche sera également notée T !.
AT

2,T Sens trame

b, L
f /7

Sens chaine

Fig. I11.1 Couche de matériau composite orthotrope

1.2 Matrices de rigidité et de souplesse :
Le comportement élastique d’un matériau composite orthotrope est décrit en
introduisant soit les constantes de rigidité Cy; , soit les constantes de souplesse S;;. La loi de

Hooke s’ccrit stivant 'une des formes matricielles :
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O Cn Cz Cs 0 0 0 &1
T2 Co2 Cn Caz 0 0 0 &2
(o} Ciz Caz Csz 0 0 0 £3
- (IIL.1)
T4 0 0 0 Csu 0O 0 £
o 0 0 0 0 Css 0||é&s
| Ts| | 0 0 0 0 0 Css_ | &6 ]
ou
[&:] (S S22 S 0 0 00|
£z Sz S22 Sz 0 0 0 Oz
&3 Si3 Sz S 0 0 0 T3
= 2
£ 0 0 0 S« 0 0 G (BL2)
Es 0 0 0.0 Sss O Js
&6/ |0 0 0O O 0O Se||Os]

Le comportement €lastique d’un matériau composite orthotrope est donc caractérisé
par 9 coefficients indépendants :
Cn, Ciz, Ci3, Coz, Ci3, Cs3, Caa, Css, Cos 0u Sui, Siz, B3, S22, 823, 833, Saa 5 Ss5, Ses

Les matrices de rigidité et de souplesse étant inverses 1'une de 1’ autre, nous avons :

S —§? _
Cp = D2 Sz23 - 8§, Cor = S13 523 — 12 853
AS AS
2
Cpp = 8338511~ 5, Cus = 512 823 — S13 S22
AS AS
2
Css = S11822 -8y, Cos = S12 812 — 823 St (IL3)
AS AS
Cas = 1 Css = 1 Ces = L
Saa Sss Ses
Avec :

AS = 511822813 — SnSi3 - SzzS]?‘3 - 3335122 + 28512823813

Les relations inverses donnant les coefficients de souplesse en fonction des

coefficients de rigidité sont obtenues en intervertissant les réles de Cj; et S;;.

R
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Le composite unidirectionnel est un cas particulier de matériau orthotrope dit

orthotrope de révolution, pour lequel :

1
{CIS':CIZ . CM:—(sz—‘ng) 3 C33=C22 : C55:C66}
2 . (IIL.4)
{8137 81z ; Sas=2(S82—823) ; S53=82 ; S55=Ses }

- 2 Modules de I'ingénieur :

Les modules usuels de I’'ingénieur (module d’Young, coefficients de Poisson, modules

de cisaillement) s’expriment simplement en fonction des cocfficients de souplesse.

2.1 Traction dans le sens chaine :

Dans un essai de traction dans le sens chaine, toutes les confraintes sont nuiles,
¢xcepté la contrainte o :
{o#0;0=01=2...6} (1IL.5)

En fonction des constantes de souplesse, les €équations d’€lasticité s’écrivent :

{€=S101 ;8=5361 ; €7 81301 ; 84=€5=6=0} {111.6)
soit :
1 S 5
{cr=— & £1= =2 & ;83:—1381} (L7
Sn St S

Nous en déduisant le module de Young et les coefficients de Poisson, mesurés dans un
essai de traction suivant le sens chaine :

1 Siz S
{Ea=EL=E = — L VI T VR T —— . Vip == — e } (II1.8)
Si Sn Su

2.2 Traction dans le sens trame :
Dans un essai de traction dans le sens trame, scule la contrainte o, n'est pas nulle:

{c720 ; o=0 siiz2} (I11.9)
Les équations d’élasticité s’écrivent :

{€1=81207 ;€ 5n0; ; €=830; ; €4~ E=6=0} (II1.10)
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soit :

& (E&=— &2} (IL.11)

D’ou le module d’Young et lés coefficients de Poisson, mesurés dans un essai de
traction suivant le sens trame :
1 Si2 Sn

{Er=Er=E;= — 5 YILT V1T - — ; Vrm =vp=-— } (IL12).
Sz S22 . Sn

2.3 Traction transversaie : ' h
Nous appelons traction fransversale une traction effectuce dans une direction normale

au plan de la couche :

{0320 ; ;=0 st i=3} (TI1.13)
Nous obtenons ainsi le module d’Young ftransversal et les coefficients de poisson
correspondants :
1 S13 Saz
{Er=Es=—_— | vpr=vi=-;- | Vpr=vp=-—} (IIL.14)
Sa3 Sa3 Sa3

2.4 Relations enire modules d’Young et coefficients de Poisson :

La comparaison des diverses relations établies (9) (13) (15) permet d’écrire

relations qui s’écrivent sous la forme condensée :
Ezgf L,j=1,230L T, T (I1.16)
Y W
2.5 Essai de cisaillement :
Un essai de cisaillement dans Ie plan de la couche correspond a un état de contrainte :
{0620 ; ;=0 siiz6} (I.17)
Soit
178 =6=64=6=0 ; ©¢=Ce %6 (II1.18)

Nous en déduisons le module de cisaillement dans le plan de la couche :
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1
G2 =Grr = Ces = - (1.19)
Ses

De méme, nous trouvons les modules de cisaillement dans les essais fransversaux :

» suivant le sens chaine :

1
Gz =Gy = Css = — (1IL.20)
Sss
¥ suivant le sens trame :
1
G =Grr=Cu=— (1I1.21)
Saa

Conclusion ;

La relation d’élasticité (I11.2) s’écrit, en introduisant les modules de I’ingénicur, sous

la forme :
r 7
L
_ E, Eq E. o]
I I T S 0o 0 0 1
£2 E« E: E: o)
V13 Vi3 1
el |™'s B Om % Ye
= B B B (I1.22)
s 0 0 0 — 0 0|0
Es 3 1 o5
0 G 0 0 — 0O
&¢ ] Gis | Os |
0 0 ¢ 0 ] i
B Gz

Le comportement élastique d’un matériau composite orthotrope peut étre décrit par les 9
modules indépendants :

3 modules de Young : E;, E; , Es (Fv, Et, Er).

3 coefficients de Poisson : via, Vi3, Vo3 (VLT , VT, V1T )-

3 modules de cisaillement : G2, Giz, Gz (Gor, Gue , G ).

Les trois autres cocfficients de Poisson sont déterminés 3 I'aide de la relation (II1.16).
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3. Expression des constantes de rigidité et de souplesSe en fonction des

modules de 'ingénieur :

3.1 Constantes de souplesse :

Les expressions de constantes de souplesse s’obtiennent sans difficulté a partir des

expressions établies au paragraphe précedent, soit :

Sn=— Su:——‘ilE S13:—E§~
! 1 1
1 Vo3 1
Sz =— So3 = —— Sss=— 117
"B TR B » @D
Saq'—‘j“— Sssz—l— 366:—1'
: Gas G Gz

3.2 Constantes de rigidité :

Les expressions des constantes de rigidité en fonction des modules de I’ingénieur

s’obtiennent a partir des relations (3) et (25), soit :

1-vava Yo+ vV Viz+ Vv
Chyz=o—m Cu= =
E:Es A E:E:A EilsA
Vvii+vavez Vst 1rizvs 1-vizva
C]3 = = sz e —
E-E: A EsEz A EiR:z: A
Viz+ iz v Vot Vo v 1-vizun
Ca= = Cyn= ——m
E1EsA EiE2 A E1E: A

(IL18)
Cau=Gn  Cs=Gi ; Ces=GCnz

Avec :
1— w2 V21— V23 Va2 — Vi Vis— 2 Va1 Valis
FiE:2Es
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3.3 Restriction sur les coefficients d’élasticité :
Si une seule contrainte suivant un axe principal est appliquée au matériau, la

déformation suivant cette direction est de méme signe que la contrainte. I en résulte que :
Si1, S22, S33, Saa, Ss5, Ses> 0 (111.20)
ou ¢n terme de modules d’ingénieur :

Ei, Eq, B3, Goz, Gi3,G12>0 (11.21)

De méme, si on impose au matériau une seule déformation suivant un axe principal, la
contrainte qui en résulte dans cette direction a le¢ méme signe que la déformation imposée, 11

en résulie que : ‘

L1, Caz,Caz, Caq, Css, Ces> 0 . (11.22)
et compte tenu de 26 :

1-vazvap, I-vig vy, 1-vig vz >0 (IIL.23)
et

1= vz va1— Va3 Vi — Va1 Viz — 2 Va1 Vagvy3 > 0 (I11.24)

puisque la matrice S est définie positivement (déterminant positif), le travail
thermodynamique étant positif. Cette méme propriété associée aux relations (I1L18) implique

¢également :

I Sz | < +/S22 833
| Stz | < v/S118: (I1.25)

[Slz | < +/S11 822
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En utilisant les relations de symétrie (IIL.16), les conditions (II1.23) peuvent également
s’écrire :

| V21| < /E2/E1 | V12| < +/E1/E2
I Vi ] < y/B3/Ez | v I < +/E2/Es (IiL.26)
| vis| < JE+/Es { va1 | < Es/Ex

De méme en reportant les relations de symétrie dans la condition (I11.24), nous obtenons :

' E: E: Es
2vavervo<l- vi—— R i ] 11.27
nE, g, BE ’ ( )

Les deux derniéres condifions peuvent étre groupées pour obtenir

2
E: E: Ea E:
[1— Vizg] (1— Vé—E—I—JA(Vzl\/;+V32V13‘/;] >1{ (IL28)
. -/I

Enfin, la condition précédente peu étre réarrangée de manicre & obtenir des bomes sur

le coefficient de Poisson vy, :

-

Ez ( 2 E2 ]%[ 2 Es)% E:
—|vazve—+{1l-v;, — 1-v; — 1/—
E: Es E1 E:

(I11.29)

Ea , Ea % 5 E3 % Ez
—lvove ——|1-v; — 1-- v —
Es Es E1 E:
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4. Comportement anisofrope a deux dimensions

4.1 Plaque orthotrope rapportée a ses axes :

Pour une plaque orthotrope d’épaisseur ¢ dont les axes principaux (L,T) sont

confondus avec les axes de référence (x,y), la matrice de rigidité réduite ¢’ écrit :

Q, Q. O
[Q]: Q. Qp O
0 0 Qg
Avec :
Eu WrET . -
Q= T Er y Q= Ty 4
1-v2 — 1-v:i =
R TR -
(I1.30)
. Er Er
Qp = —  F.r E_Qn ; Qg =Gur
- 1-v — -
S L
Drou les coefficients de rigidite :
3
c
A = [ D = ——
n=Qun 1= Qi 3
3
[+
A= [ Diz= e
12= Qe 2= T
33
A= 2 Dz = _
2= Q22 22 = Qo 2
Bi=90
A= Ax=0 Dis=D=0
3
[~
66 = Qss 56 = Qe 17
Avec :
2
Di= Aj b

12




-
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L’équation constitutive de la plaque s’écrit donc :

‘N] (A Ae 0 0 0 o7&
Ny Az Az O 0 0 0 8;,
Ny _ 0 0 As« O 0 O }/::Y @m131)
Mk 0 0 0 Du Dz 0 |l ks«
My 0 0 0 Dwi D2 0 |y
My {0 0 0 0 0 De|Ku]

Comme dans le cas d’un matériau isotrope, les résultantes en membrane ne dépendent que des
déformations de membrane et les moments ne dépendent que des courbures.
. . J r
4.2 Plaque orthotrope non rapportée i ses axes :
Dans le cas ou les axes principaux de la couche orthotrope ne coincideraient pas avec

les axes de référence des contraintes -fig.-, la matrice de rigidité réduite s’ écrit :
A

/‘ _ g] 1 §12 §16
Q= _Q_lz 922 925 (I11.32)
Qs Qu Qs

| Déterminons les relations reliant les coefficients Q, aux coefficients Q.

¥1, T X

™~ ;;-

»Xl, L

Figlll 2. Rotation des axes de référence par rapport aux axes principanx
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Adoptons comme notation des axes principaux (x;, yi) au heu de (L, T) pour faciliter

I’écriture matricielle, on aura :
[o1=1Q1&] (IL.33)
On exprime les relations coniraintes-déformations dans un systéme d’axes (x,y) faisant un

angle 0 avec les axes principaux (x;,y;) de la maniére suivante :

[ox]=] QJl&] (IIL34)

Avec :

los)=[Te]"[o] | | a3y

N -
ou: p v

o«
[To"] est la matrice de passage du repére (x1,y1,2;) au repére (x,¥,21) [5]

-y

. c 8 2cs _
[T-]=| & ¢ —2cs (IIL.36)
—sc s8¢ ci-sg°

{c = cosH
. (II1.36a)

s=smb
et comme :

[o;]=[Q1l&] (TIL.37)
On aura :

[o=]= [To] [Qlf&1] (I1L.38)
et puisque :

[&1]=[T<][e-] (IL.39)
on aboutira 4

loxl=[1]" [Q)T-]le:] (II1.40)

par identification entre (I11.40 ) et (II1.38 ) on aura :

d)= [r-1* [Ql[T-] (L41)
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Finalement :

6:1 =Quec* +2(Quz+Qeg)s* ¢ + Q22$4.
612 = (Qu+Qzz + 4Qss) 8% ¢ + Qua (8* +¢*)

(322 =Quis* + 2(Qiz + 2Qe6) 8% ¢* + Quac®

(01.42)
615 = (Qu-Qiz— 2Qee)s ¢’ + (Quz+ Q2+ 2Qee) 8° ¢.
626 = (Qu—Quiz~2Qi6)8* ¢ + (Qrz— Qe + 2Qes)s ¢’
A ’
6]2 = (Qu+ Q22— 2Quz— 2Qes) s> ¢* + Qes (s* +¢*) ~_ _
'
Cas particuliers :
- ' Q: Q. 0
* —
Pour 0 = 0° [Q1=[Q]=]Q, Q, © (I1.43)
0 0 Qg
. Qr Q. 0
Pour 8 = 90° [Q]=0Q, @, 0 (111.44)
0 0 Qg

4.2.1 Variation des modules technologiques en fonction de Pangle 0 :

Les modules technologiques sont les constantes pratiques qu’utilise usuellement un
ingénicur pour décrire le comporiement mécanique d’un matérian. Ces modules sont
déterminés dans des. essais particuliers, ces modules varient suivant I’angle 0. Leurres

nouvelles expressions sont données par :
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4 4
A N .
E. Er GLT—ZI—,-I:E
Er
1
Ey(e )=
4 4
— + —+¢%s? L
Ei Er GLT—ZKL—{ |
T
‘ (TIL45)
+
1
Gy (0 )= P (2 2)2 L
4czs"'(-—+~_+2VLTJ c -8
Er Er Er - Gow
E(B)ZKT}_(C4+S4)_czsz[i+lﬁ_{)
Ey T Ev Er Gur
'.:
Cas particuliers :
E).':EL
Ey:ET
Pour 6 =¢° Gy = Gir (IIL.46)
Vi _ v
\Ey B E'I‘
Ex:ET
Ey:EL
Pour 8 = 9¢° Gry = Gur 1147
Vm Vo
Ey - E’:{‘

Les formulations des modules technologiques en fonction de Pangle O permettent une

programmation plus lucide que I'utilisation de la matrice[ Q7.
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| ~—f— EMEx

16.00 — . —— EyE2
| . —@— Gwo12
T —$— Mayxso12
— N aG12
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Figure &: La veriation des conatantes sisstiques e forction da fangis ()
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1. Flexion des plagues stratifiées orthotropes

1.1 Introduction

L’analyse des plat.:lues en matériaux stratifiés ou matériaux sandwiches présente divers
degrés de complexité. La flexion cylindrique et la flexion des poutres, ramenées & des analyses en
une dimension, constituent les problémes les plus faciles a analyser.

Dans le cas de I’étude des plaques en flexion, I'analyse la plus complexe est celle des
stratifiés constitués d’un empilement quelconque, présentant des- couplages membrane-flexion,
m_embrane-torsibn-et flexion-torsion. Une premicre simplification de I’analyse de la flexion des
plaques en stratifiés consiste en I’étude de stratifiés symétriques, pour lesquels il n’existe pas de
couplages membrane-flexion/torsion : les termes By sont nuls (B;=0). Une simplification
supplénientaire est apportée dans lg cas ou il n’existe pas de couplage flexion-torsion : Les termes
Dis et Dzs sont nuls (Dys=Dz6=0). Les stratifiés symétriques (B;=0), pour lesquels il n’existe pas
de couplage flexion-torsion (D1s=D26=0 ) sont appelés stratifiés orthotropes. Ce type de stratifiés
est obtenu soit & partir d’une seule couche de matériau orthotrope, soit 4 partir d’un stratifié
symétrique constitué de couches orthotropes dont les axes principaux coincident avec les axes de
référence du stratifié, cas des stratifiés croisés par exemple.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons donc & I’analyse de la flexion des plaques en

stratifiés orthotropes.

1.2 Plaques rectangulaires en appuis simples :

.1.2.1 Expressions générales

En injectant I'équation constitutive (11 29) dans les relations (1.55), on aboutira au relations

fondamentales de la théorie classique des stratifiés en I’absence de cisaii'ement transverse.

2 2 2
Ana 20 4 At du +(A|2+ An) 9 vo
Ox oy’

2

=0 . av.1n
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| | .
v a(x.y) v
4— 7/
a :
y ) :
+z
Fig.IV.1 Plaque rectangulaire soumise 4 une charge répartie
2 13 2
(An+ Ag)- 22 +As V:+Azza 2 =0 (V.2
Ox Oy Ox oy
4 4 4
Dna “4!0 +2(D12+2D66)3f1‘;;2 + D= aay“:o =q(x,y) (IV.3)
Pour une plaque en appuis simple sur les quatre cdtés, les conditions aux frontiéres s’écrivent :
» Appuisx=0,x=a we=0 M,=0 (1v.4)
> Appuisy=0,y=b wo=0 M,=0 (Iv.5)
D’aprés I’équation constitutive (I1.29), les conditions sur les moments dc flexion aux appuis
s’écrivent :
.o 2
» Appuisx=0,x=a Mk = ~Dnt aa::o ~Dun aayv:o =0 ) av.e)
. o L
» Appuisy=0,y=b  My=-Du 6::0 -Da ‘ay‘f" =0 (V.7)

Les appuis étant simples, il n’y a pas de conditions imposées sur ugp et vo.
Dans le cas général, la charge transverse peut étre ‘développée suivant une double série de

Fourier :

o -4}
q(x,y) = Z anm sin 22X gin nry (v.se)
m:] n-...-l a b
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Ot les coefficients quy sont exprimés par :

b a
4 . muX
m = — X, sin
q ab£ gq( y) "

'siﬁ.".’; Y dx dy | avs)

Les solutions au probléme de flexion peuvent alors étre recherchées en écrivant les

déplacements sous forme de série double de Fourier, satisfaisant aux conditions aux frontiéres. .

Par exemple :

‘ & max nny

uo(X,y) = D D Amn cos cos (V.10)
m=] n=l a b
® ®  ‘max nn y

vo(x,y)= D D Bm cos cos , (av.11)
m=] n=I| . a - b
-] o

wo(X,y) = Z ZCmn sin nrX sin nry (Iv.12)
m=] n=] a b

Les expressions de ug et vo reportées dans les relations (IV.1) et (1V.2) impliquent que Apn = 0 et
B, = 0. Les déplacements en membrane sont identiquement nuls : ug = 0, vo = 0. Ce résultat est
prévisible dans le cas des stratifiés ne comportant pas de couplage membrane-flexion et chargés
transversalement.

L’expression du coefficient C,y, est obtenue en reportant ’expression (1V.12) de wy dans

(IV.3) et en exprimant g(x,y) 4 I’aide de (IV.8). Nous obtenons :

Gem
4

Con = : L : (1V.13)
D (ﬂ) +2 (D12 + 2 Des) (ﬂ‘_) [P_) + D ( _"_)
a o a/\b/_____\b

La fléche au point (x,y) s’écrit donc :

-2’ & & qum . muAx . nuy
wo(x,y) = sin sin V.14
o(%,Y) = m=1;0m - . av.14)
Ou:
Dgn =Dy m* + 2 (Dj2 + 2 Dgs) (mn R)? + Dz (nR)* (1V.15)
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On introduisant le rapport longueur sur la largeur : R = a/b.

Les expressions des moments sont ensuite obtenues en reportant |’équation (21.14) dans

1'équation constitutive (14.29) :

2 w
a Qe , 1 202 ., MRX . NUY
=|-— 4—(m*Du+n°R°Didsin sin V.16
(ﬂ) HZ:I nz= Dmn( - ) a b a .)
2w o
. M,=(-:;J.z > 2(m’ Du+n’ R* Dajsin T2 sin av.17)
m=]l n=] o= a
2 w
a S, Mn Qum ma X ny
=-2l —| RD - V.18
2[:1'] “mZ:I ,,z._.: Din cos a cos b ( )

Les contraintes en membrane sont déduites des expressions (14.20), soit :

max . nNny

? » w
K a qrm .
T =(;) zé} ;5“(0!1“‘ +Qp5n® R¥)sin PR vy
? » o
Oy '-"(E‘) 23 S 3= QX m? + Q¥ n? R?)sin = sin Y. (v 20)
n m=] n=1 Dmo a b
. v m=] n=] D a b

Les contraintes en cisaillement transverse a,'fz etai peuvent étre déterminées ensuite en

portant les équations (IV.19) et (1V.21) dans les relations fondamentales en dynamique, et en
intégrant suivant z. les constantes d’intégrations sont déterminées en exprimant la continuité des
contraintes de cisaillement entre les couches, et leur nullité sur la face inférieure (ou supérieure).

Les expressions (1V.14) et (1V.18) montre que pour un stratifié ou D;; = Dy, le champ

des déplacements et le champ des moments sont inchangés, lorsque R est chargé en —[—i—, donc

torsque longueur et largeur sont interverties.

g el




!
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2. Application (Cas d’une charge uniforme) ;

Dans le cas d’une charge uniforme q(x,y) = cte = qo , I'expression (1V.9) conduit & :

160 . L
Qe = si m, n sont impairs
2% mn (1v.22)
gm =0 - simounsont pairs
z
M,
- >y

\
/ :

X

Fig. Plaque orthotrope en appuis simples : axes et dimensions

La solution proposée par Ashton et Whitney (1970) constitue une généralisation de la
solution de Navier pour les plaques isotropes [2].

La charge qo peut étre décomposée en série trigonométrique double :

[ o
q(x,y):-——]f;" Sy s DEX ARy (Iv.23)

m=1,3,5 n=13,5 N a b
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L’équation & résoudre est alors :

. rl .
Dua;? +2(Diz+2 D) afz‘g;, +Dn a;y"f" = q(x,Y) (IV.24)
On cherche les solutions de la forme :
] [+
w=Y 3 Am sin T2 sin . (1V.25)

1 n=! a b

3
1

qui présente les quelques caractéristiques suivantes : e
» Les dérivées partielles paires par rapport au variables ne contienﬁent, elle aussi, que des
sinus, que I’on pourra mettre en facteur dans les signes Z.
» La fléche est nulle pour tout le pourtour, puisque chaque terme de la somme y est nul

(pourx=0etx=aetpoury=0ety=Db).

2., 2 .
w
et—éy—-z-, et par conséquent aux

» La méme remarque s’applique aux dérivées secondes—

moments de flexion :

2 2
Ms = _D“ix“; -Dn %y\;v

;z - (1V.26)
My =-Dn2 axvzv - Dz ay‘:

En vertu de (1V.1), (1V.2) et (1V.3) la forme (1V.24) satisfait donc aux conditions aux limites.
11 ne reste plus qu’a reporter (1V.25) et (IV.23) dans (IV.24) et & identifier terme & terme, pour

trouver :

_16qe 1

g mn [Du (_rf_l_] + 2 (D1iz + 2 D) [“m_n_]z + D2 [P-J‘}
a ab b

Pour m et n impaire, Amn= 0 dans tous les autres cas.

Am (1V.27)

g—r Toe et gt .i T Pyl
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La fléche est maximale au centre de la plaque, soit pour x =-:- , X= 42— Les numérateurs de |
(1V.25) valent alors :
sin D% sin 2% = (c1)7 ! (V.28)
2 2
et

m+n

'W"?-*:Lq‘aq‘o i: i 1.

7 mIT5.50213,5 ‘ . )
' " " mn Dn[ﬂ) +2(DI2+2D66)(—m—J +Dzz(-'-1—]
ajy- - ab /. b,/ |

Cette série est trés rapidement convergente (elle est en puissance sixiéme de m ou n au

(1V.29)

dénominateur) et I’on peut bien souvent se contenter du premier terme.
On peut donner également quelques indications sur le calcuf des contraintes.

Les moments de flexion sont calculés par I’équation caractéristique et on obtient :

a b
mn I:Dn (-"-’-J +2 (D12 + 2 Dss) (-’3‘5) +Da [E) }
a ab b

2 rd
m ny. mrx . nx
(Du —5 + Dz ?J sin sin &y

2 2
m n“}y. mex . nx
(Du —+Dn —?) sin sin y
b a

M) = T Y

!

16 qo & a
My(x,y) = — 3

T m=

[Ms

(1V.30)

—
1]
—

n

-

/ '\ -]
\._...._./

+

Y
N
oi=
\""'_/e-
f SR |

mn l:Du (':) +2(Du+2De)| 2%

32 [- -] ab
My(x,y) = f‘“ PN 2 a

b
m=] n=] m ¢ mn 2 n ¢
= mn Du(-—) +2(D|1+2D¢6)(—~—-) +Dn(- J
a ab b
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Les moments My et My sont alors maximum au ¢éiiie de la plaque, alors que M,y y est |
nul. Les expressions de ces moments en ce point se déduisent directement de (I1V.30), a I"aide de
(Iv.28).

Si I’on dispose d’un programme complet de calcul de stratifiés, on peut, & partir de ce moment,
déduire les courbures &, kyet par conséquent les allongements en un point de cote z de la
plaque , par: {;

Ex=2Z Kx ety =Z K.

Les contraintes s'obtiennent alors & partir de la loi de Hooke généralisée locale, c’est 4 dire dans

la couche considérée.

Si I'on ne dispose pas d’un tel programme, on a plutdt intérét & sauter I’étape de calcul des
moments de flexion, et se reportant aux expressions (11.10) pour les calculs des courbures.

On va d’abord, dans un premier temps, modifier légérement les expressions (IV.29) et (1V.30)

pour faire sortir le coté a de la plaque {celui aligné le long de I’axe des x, ou de Dy, si I’on

préfere) et faire apparaitre le rapport n = b -—-% . On calculera alors les fléches et les moments
a

de flexion. On peut en effet écrire au centre de la plaque :

m+o

w=16qaa4z z (-—]) z

[

2 T d |
g o mnl:Dn m‘+2(Du+2Dse)(-:—;-'}—J +Dzz(ﬁll) :|

2
(—]) 7 | Dum?+Dn n
16qo a*

(Vv.31)

f
.
;
;
.
.
g
i
i
.

m+o 2-'
(— ])T-I[Dll m? + Dz ;]rl) J
16qo a*
My = nt 2 ; 2 ]
" mn [DII m* +2(D|z+2D66)(-‘~ln‘ll—n—J +D22(£J J

Sous cette forme, ces expressions présentent 1’avantage d’étre plus indépendantes des dimensions

physiques de la plaque.

f
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3. Résultats et commentaires :
Les résultats obtenus montrént que la fléche est maximale au centre de la plaque, pour ce

qui est des moments on remarque que le moment de torsion My diminue progressivement en
partant des cotés de la plaque jusqu’au voisinage de zéro au centre de la plaque ce qui est

conforme avec la théorie.
Pour ce qui est des moments de flexion M, et M, ils atteignent leurs maximum au centre
de la plaque.
La valeur maximale des fléches maximale est atteinte pour un rapport de largeur sur
longueur avoisinant 1 i.e pour une plaque carrée.
" Linfluence de la charge qo était prévisible ; I’augmentation de sa valeur augmente
systématiquement la fléche et les moments et cela pour différents rapports de largeur sur

longueur.
Données technologique :

» Plaque rectangulaire :

E. =38GPa
a = 2830 mm Er=9GPa
{b =707 mm Gy =3,6 GPa
Ur =032
» Plaque carrée :
Ei. =25GPa
a=1414mm Er =1GPa
{b =1414 mm Gur =0,8GPa
W = 0,25

Les résultats obtenus sont représentés sur tes graphes suivants :

Les moments sont donnés en N. M et la fleche en mm.
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Multicouche croisé orthogonal 0°

Influence de la charge sur la fléche maximale
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|' ' Influence du rapport b/a sur la fléche maximale
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Influence de la charge sur M,
Plaques 0°

Influence du rapport b/a sur la fléiche maximnale
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Plaque 90°

Influence de la charge sur le moment M,
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Plaque 90°

influence du rapport b/a sur la fléche maximale -
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Variation de M, suivant x
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Variation de M,y suivant x
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E ’ Variation de w suivant x
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Plaque carrée (0°, 90°, 0°)

Variation bidimensionnelle de la fléche
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;. | Plaque carrée (0°, 90°, 0°)

Variation bidimensionnelle de M,,
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Plaque carrée (0°, 90°, 0°)

Variation bidimensionnelle de M;
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Plaque carrée (0°, 90°, 0°)

Variation bidimensionnelle de M,y
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Introduction :

L’analyse d’une structure par la méthode des ¢léments finis consiste 4 découper la
structure considérée en éléments et a établir aux noeuds sommets des ¢léments les relations
forces-déplacements, en tenant compte des conditions de charges et d’appuis imposées 4 la
structure. On obtient alors un systéme d’équations linéaires de grande dimension, dont la
résolution numérique conduit  la valeur du déplacement en chaque neeud . Ie champ des
'~ contraintes est enéuite déterminé i partir du cﬁarﬁp° des dépiacem;nts. L’analyse par la
méthode des €lément finis nécessite le découpage préalable de la structure en éiémcnts. Cette
fonction de découpage est assurée par un processus dit de maillage de la structure{ permettant
a Popérateur d’obtenir un découpage automatisé de la structure. Le maillage peut &tre effectué

directement dans le cas de structures simples. Dans le cas de structures complexes, le maillage

ne peut étre effectué aisément qu’aprés modification géométrique de la structure. L’analyse

par la méthode des éiéments finis apparait ainsi comme "une des étapes intégrée dans un *~ -

systéme ¢ conception (assistée par ordinateur) partanf de la définition de la structure
(modélisation géométrique) pour aboutir 4 son prédimensionnement par la méthode des

¢lément finis. Le processus de conception est alors schématisé sur I’organigramme suivant :

Modélisation |e———

Maillage Modification des
- B < paramétres
Analyse par = ¢ -
Elément Finis Coqﬁontahon au
cahier de charges

v

Dépouillement
des résultats >
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1. liappel des théorémes fondamentaux :

1.1 Equation d’équilibre en deux dimensions :

Les contraintes sont définies en fonction d une force AF appliquée sur une aire AA :

AF
= lim —— V.1)
—0A A
Dans le cas bidimentionnel, toutes les contraintes suivant I’axe z sont nulles, d’ot :
Oz = Ty = Tzx = Tyz = Ty = 0 ' (V.2)

L’équation d’équilibre est donnée par la formule suivante :

i

(ax+aés‘-dx)dy—@dy+(ryx+%?dy)dx—ryxdx:0 \

En considérant les restrictions citées auparavant I’ équation d’équilibre sous forme ﬁnalc
suivant I'axe X sera

9% 9% _ E)
ox oy
Similairement, 1’équation d’équilibre dans la direction y sera : .
ooy 0% _ (V.4)
gy X
o+ 2 gy
O Tx
Tox + ~oe dy
oy
O
Ty + axy dx
O=x dy Ox+ 00 dx
o
Ty
y dx
T
X Gy

Fig. V.1 contraintes agissant sur un élément de plaque
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1.2 Relations déformations-déplacements en bidimensionel :

Les relations déformations-déplacements dans ce cas sont définies par les termes

o=
T oox (V.52)
ov
Oy = — (V.5b)
Oy
ou ov ‘
Txy:Tyx:é;-}-& ' ‘ (V.5¢)
Les autres termes étant nuls.
.
1.3 Lois de comportement d’une plaque orthetrope : )
1.3.1 Plaque orthotrope rapportée a ses axes ; S

Pour une plaque orthotrope d’épaisseur ¢ dont les axes principaux (L, T) sont

confondus avec les axes de référence (x,y), la matrice de rigidité réduite s’ écrit :

¢
Qy Q, 0
[Q]: Q. Q, 0O (V.6)
0 0 Q
avee |
A R sl
Q= — g ¢ Q= g
1-vi — 1-v}, =
g, I gy
V.7)
E Er
Q= i = *_:Qn 3 Qs = Gur
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Le champ des déformations s"¢crit, d’aprés (L.11) et en tenant compte de (I1.2) :
Suo *wo
Em = —om — F——
Ox ox
‘ Vo 0w
yy = —— Z
o o
Ez=1{)
. (V.8)
Ouo  Ovo &*wo
Yo=|—+—1-2z
y ox ox Oy
}/xz = 0
}’yz = O : L
)
.
Ce champ est valable en I’absence du cisaillement fransverse. De plus pour un}{ratiﬁé
orthogonal symétrique il n’y aura pas de couplage membrane-torsion , membrane-flexiosis
Ce qui permet d’écrire .
[
[+]

Om Qu Q1z 0 Enx

Ow|=|Q, Q. 0 ||&, (V.9)

T xy 0 0 Qg 6':},

L’expression développée des résultantes s*écrit dong ;

A Az O &,

o4

Ny |={Az Az 0O lig’

(V.10)
Niy 0 0 A ?’fy
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1.3.2 Plague orthotrope non rapportée a ses axes :
Dans le cas ou les axes principaux de la couche orthotrope ne coincideraient pas avec

les axes de référence des confraintes, la matrice de rigidité réduite s’&crit :

_ gn §12 gzs
Q= 912 922 926 (V.10a)
Qe Qz Qs ‘

Les relations reliant les coefficients 6;} aux coefficients Q;; sont explicités par les relations

(I111.42)

A L3

2. Plaque rectangulaire :

2.1 L’é&lément plaque rectangulaire a huit degrés de libertés :

Un éiément rectangufaire en déformation plane est illustré par la figure (V.2), cet

élément est d’une longueur a, largeur b et épaisseur constante h. ‘\

Fx4,uy

Fxpwm

H
& ‘ Pg;z: U2
a—

Fyivi Fya,v2

Fig. V.2 élément rectangulaire 4 huit ddl en contraintes planes ou déformations planes

Chaque noeud comporte deux degrés de libertés, deplacements u et v dans les directions x ¢t y
respectivement. Chaque noeud peut étre sollicité par deux forces Fy et F, dans les directions x
ety respectivement.

codent L
-




Chapitre V : Formulation par 1a méthode des éléments finis 76~

2.1.1 Fonctions déplacements:
Les fonctions d'intérpolation pour les déplacement u et v sont supposées avoir la forme
simple suivante:

u{X,¥) = C1+ C2X + €3y + C+XyY V.11)
VX, ¥) = ©5 + CsX + 7Y + CoXY '

Pour déterminer les constantes c;, on applique les conditions sur les déplacements
nodaux suivantes:
u=uw et v=wvi a(0,0)
u=u et v=v: a(a0
| P 20 (V.12)
u=w et v=vi a(ab)
u=wm e v=vs a(0,b) “

¢

-

¢

Apres application des conditions (V.12) dans 1'équation (V.11) et réarengement desgﬂnes,
on obtient: be

u(x, y) = fi(x, vw + f(x, yyue + £, yyue + fa(x, y)ne (V.13
(X, V) = £:(%, Y)vi + $6 (2, vIva + B51(%, vIva + fe(x, y)ve ' -

Avec les quatres fonctions f(x,y), dites fonctions de forme exprimées expliciiement :

fix,y) = (1-)1-)
a b

f(%,y) = = (- %) |
: 4 (V.14)
£i(x,y) = %

—a-Xy
Lﬁ(X,Y)—(l a) b

I’examination des relations (V.13) et (V.14) nous renseigne que la distribution des
déplacements u et v est liniaire le long d'un c6t€ quelconque et elle ne depend que des
déplacements des deux nceuds de connexion. Ce qui nous permet de déduire qu la

compatibilité des déplacements aux fronti¢res est satisfaite [3].
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2.1.2 Relations déformations-déplacements :
L’équation (V.5) et aprés Iincorporation de ’équation (V.14) nous permet d’aboutir 3 Ia

formulation (V.15) suivante:

o]

r__l(l_l) o LYy o X oo X g ] :1:

Ex a b . a b . ab . ab R

'Z: 1O x —g(i—g) Ox 1_Ev z ® 1 Ox g(l—’;) >

0D Y T Y s ow oY |

- ‘ _V4“
ou symboliguement: .

fel=[Allq] (V.153)

on voit & travers I’équation (V.15) que la contrainte £, est constantepar rapport a I'ake x et

varie liniairement par rapport & axe y et la contrainte €, réagie inversement a g . qnaﬂﬂ Yry
elle varie liniairement suivant les deux directions x et y.
[}
2.1.3 Relations déformations contraintes :
La relation confrainte-déformation pour un corps anisotrope est exprimée de la

manicre suivante {4}

= N nv. ] Ex
E:
x| = - nv: 1 0 Ey
I-nv, )

Ty 0 0 ml-nv))|| %
avec ! (V.16)

Ei Gz
n=— , m=—

j 5 E»

Or dans le cas de déformation plane elle est donnée par Ia relation (V.17) :

Cx n{l-nv?) nvil+w) 0 Ex

E
T (l—i']—va"‘) nvel+v)  1-v? 0 £y
Ty 2 0 0 m{l+wv)(1-vi-2nv]) Yoy

Oy

symboliquement les équations (V.16) et (V.17) sont écrites:
[c1=[C]le] (V.18)
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2.1.4 Matrice de rigidité par 1a méthode de I’énergie :
Les éléments de rigidité peuvent étre établis en respectant le théoreme de

CASTIGLIANO aprés dérivation de I’ énergie de déformation, ’énergie de déformation est de

la forme :
abh
_—”j[g]}r [0 ]dz ay dx (V.19)
2900
ou:
‘ £x ) Ox
[£]=|&y| et [o]=|ox (V.192)
Y Tay ‘
En transposant I’équation {(V.15a) on aura : f&
8
[eT" =[aT [AT (W20)
A partir des équations (V.18) et (V.15a)}; .
[c]1=IClie]=ICl[A]lq}] (V.21)

En substituant I’équation (V.21) et Péquation (V.20) dans I’équation (V.19) et en

supposant que }'¢paisseur t est constante :

el

Le théoréme de CASTIGLIANO indique que :

3[ Jla] dxay}[ql v.22)

i, T

Fi=— 23
20 (V.23)

L’application de I’équation (V.23) pour chaque degré de liberté nous obtenons finalement :

[F1=[K]1[q] (V.24)
avec:
[ F 1= [ Fa Fy1 Fe Fy2 Fxs Fys Frg Fya ] (V.24a)
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{ql=lmvimvauviu v ] (V.24b)

et

[k ]=n [{la]" [c]a]ax ay (V.25)

aire

Ce qui nous permet d’écrire Péquation de rigidité correspondante a !’élément

rectangulaire 3 8 ddl en contraintes planes sous la forme explicite suivante :

— =

Ci .
“Fx‘l i &) & : ui |
Fys C -G G Symétrique wi
Fe Cs C —-C G5 w2 ‘
Cs .
F e _ ‘
2 |_ 3 C G Cs C: V2 ‘g\ (V.26)
Frs Cs W
F -C: —-—= G Ca C2 Cs ;
¥3 2 V3 L3
Fel |0 o -2 o Cs -G G W
_Fy4_ 2 Cs _V4_
-Cs  Cs C: - > Cs Cs —-Co Cs
Avec :
Ci= % 1 3 + Qa3 %]
h
‘ Cr= Z(Q12+ Qs )
g(sz % + Qs ——]
Ca= E(Qgsibzongj (V.27)
: 6 b a
Cs = %(le —Qs3 )
Cs= %(QZZEHZQB—E—]
C= %[Qn S— 2 %J

b a
= -6—[(233 2 2Qa2 g]

O les éléments de réduction Q;; sont données par les relations (1IL30).
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3 Résultats :

E. = 38GPa
‘ Er = 9GPa
- |G = 3,6 GPa
’ vir = 0,32
-
1 Neeud Déplacement x Déplacement y
J I 0,000000 E+00 0,000000 E+00
, 2 886,287600 0,000000 E+00
' 3 1353,824000 2049, 10100
4 0,000000 C+00 ~427,042500
5 -30,426670 0,000000 E+00
6 -298,564300 2197,061000
i 7 0,000000 E+00 378,678500
. 8 21289.526000 736,265400
, 9 ~1838,440000 2468,139000
, La déformation de chaque élément est :
i Eax 417,930500 109,699600 -1289,526000 -548,913600
' Eyy 0,000000 E+00 | * -950,569900 213,521200 -1331,124000
' Exy -229,622600 943,752000 382,800300 3594,421000
' Les contraintes internes dans chaque élément sont :
' ' Cox 8,548577 E+08 | 8346905,000000 | -2,589139 E+09 | -1,425306 E+09
|
" ] Gy 9.498420 E+07 | -1,919416 E+09 | 1,426738 E+08 | -2,847507 E+09
" Oy -2,087478 E+08 | 8,579564 E+08 | 3,480003 E+08 | 3,267656 E+09

L
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E. =25GPa
Er=1GPa
Gur =0,8GPa
ur =025
Neeud Déplacement x Déplacement y
1 0,000000 E+00 0,000000 E+00
2 717,991600 0,000000 E+00
3 1137,379000 T 7771638,740000
4 0,000000 E+00 -209,247400
5 -192,711600 0,000000 E+00
6 -437,315600 2389,718000
7 0,000000 E+00 2085,907000
8 -1103,312000 2749,242000
9 -1780,427000 3914,066000
La déformation de chaque éiément est :
Exx 262,640000 87,391640 -1103,312000 -677,114700
Eyy 0,000000 E+00 -488.880900 104,623700 -1807,306000
Ery -254.372100 1214,364000 759690500 3044,009000
Les contraintes internes dans chaque élément sont ; ==~
Oxx 5372182 E+08 | 6,764633 E+07 | -2,232997 E+Q9 { -1,795759 E+09
Oyy 5,969092 E+07 | -9,801218 E+08 | -3,674974 E-+07 -3,850652 E+09

-2,312474 E+08

1,103967 E+09

6,906277 E+08

2,767281 E+09
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Conclusion :

Cette étude noyé a permis d’aborder un domaine scientifique (rés intéressant et
relativement récent, la large utilisation des matériaux composites pour leurres performances
mécaniques indéniables nécessite 1’étude de leur comportement mécanique sous différents
angles.

Dans la partie analytique on a étudié le comportement mécanique d’une plaque
orthotrope flexionnelle en appuis simple soumise & une charge uniformément répartie
constante qo, tes résultats obtenus ont été concordants (surtoul pour la déflexion w).

Le comportement en membrane a été étudié avec la méthode des éléments finis, le
programme établi a été exécuté pour différentes plaques onh'otro;;es. Faute de valeurs de
référence on a pu vérifier: la validité de ce programme..:cn injectant  des données
technologiques qui permettent de comparer nos résultals a ceux obtenus pour une plaque
isotrope, les résullats ont été trés satisfaisants.

Une approche similaire a été entreprise pour une plaque flexionnelle, le programme est
en cours d’élaboration, sa validité peut étre vérifiée en comparant les résultats obtenus & ceux
de 1a méthode analytique pour une plaque en appuis simples.

11 est 4 noter que cette étude est la premiére en la matiére dans le cadre d’un projet de

fin d’étude, elle sera sans doute suivie d’autres.







Annexe I

Cette annexc présente la marche 3 suivre pour un calcul des stratifiés avec I’aide d’une petite
 calculatrice.

1. Entrée des données par nature :
1.1 Si 1a couche est orthotrope :

Entrée de Ev ,Er ,ur , Gur

Caleul :
ET
A=1-vZ ==
LT EL
Qll - EL. .
;;y
Erw: .
n=— T wed b
A L.
. E )
Qn= -
Qs =Gur FIN

1.2 Si la couche est isotrope :

Entrée de E v

Calcul :
A=1-vV' 3> A

Qu=Qun=—
A

VE

Qu=——0

A

Q E

33 =

2(1+v)

On peut stoker ces données sous cette forme.

2. Entrée par couches :

2.1 Entrée du nombre de couches._

2.2 Couche n°1: angle o {1), nature (1), cote inféricure par rapport au plan moyen H; (1),

cote supérieure Hz (2). i en
. »
" ’ ' A

—rany
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2.3 Couches suivantes n° (k): angle o (k), nature (k), cote supérieure Hy (2),
[E (k- 1) > Hi (],
On peut stoker ces informations. Si la capacité de la machine est faible, on peut insé€rer

couche par couche les calculs qui suivent.

2.4 Former 3 matrices :

Matrices 3 x 3 nulles ;

[4]- [B}-[o]

1
Lo e T
Ler B e P o}
o o D‘

b

Si la capacité de la machine est faible et ta structure symétriqug,{n peut ne pas former B.

s 5
* ]

2.5 Former : L

» Pour chaque couche :

cos’u sin*« — 28ina coSa
251:C=| sin'a cos’a 2sina coSa

sine coSa  —sina cose  cos’e —sin’a
252:R=C.Q

cos’a sin *a sino cosa
2.53: C'= sin cos’a —sina cosa
— 2sine cose  2sina cosx  cos’a —sin’e
254: [Q]=r.Cc=c.Q.C
Si la structure est toujours orthogonale, et que les directions principales des matériaux
coincident avec celles de la structure, on peut se contenter de a: Q pour les matériaux

orientés selon ’axe 1 de la structure et :

Qz Qiz O
[6]——— Qiz Qu 0
0 0 Qs
dans le cas coniraire,
e et
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» Pour le multicouches :
2.5.5: les trois matrices de comportement [ A | { B }[ D | par cumul successif,

2.5.6 : la matrice 6 x 6 de comportement par juxtaposition :
[a]=[a]+ [Qfr a9 - )]
1~
[B]= B+ > QJH3 @0 - 1} o]

[p]= o+ 1[ele2 a9 - 17 o)

A B .
P-=
B D
si la capacité de 1a machine cst faible et la structure symétrique, on ne forme pas [ B J. On

peut éditer ces termes. ' L b

3. Entrée des charges : s

.
Effort tésultants N1 , N2, Nuz — [N]

(3 valeurs)

Moment résultants Mi , Mz |, Mz —» [M]

(3 valeurs)

4. Calculs :
4.1 calcul des allongements du plan moyen et des courbures :

(6 valeurs) par :

La plupart des constructeurs proposent un programme d’inversion de matrices ou de
résolution de systéme lin¢aire qui convient trés bien.
De la méme fagon, si la structure est symétrigque, on peut calculer en deux temps par :
le°]= [a~ i)
[kl= o |}

qui décompose en deux systémes 3 x 3.

ﬂ?:—.f ¢ : ' -~ ,\\1

"
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4.2 Calcul des allongements et des contraintes dans les directions du renfort :
4.2.1 : introduire la cote z a fa quelle on veut ces résultats.
4.2.2 : calculer 1’allongement local par :
(3 valeurs)

[e]=le}+ 2 ]
4.2.3 : former la matrice de torsion d’axe pour revenir dans les axes du renfort; tetrouver
Iangle o (k) de la couche (k) ol ’on se troﬁve, ou éventucllement I"introduire ; former :‘

cos’a sin ~sino cosa

C'={ sin’a cos’ sinoa cosa

2sina cosa - 2sina cosa  cos’a —sin’a

4.2.4 : calcuter : [ar] = [C"][g] -
sortir ce résultat. - )

4.2.5 : introduire (ou récupérer) lamatrice ® formée en 1, de la couche considérée ; calculer :

four]=[Q]le]
sortir ce résultat.
Si la machine est assez puissante, les opérations 4.2.2 a 4.2.5 peuvent &ire répéiées 4. "g
automatiquement pour toutes les couches de constitution, en haut et en bas de chaque couche,

¢’est A dire pour z =H; (k) ¢t z=H, (k).
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