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مــلـخـصمــلـخـص         
بطريقة  ا و اا  الهدف من هذا العمل هو تحديد معاملي شدة الضغط من أجل الطراز المزدوج للتشقق

  .عدم استمرار الانتقالات

و قدمنا الصياغة العددية  يةطالخ التعاريف الخاصة بميكانيك التشققات بالتذكير بأهم قمنا في بداية الأمر

بجوار طرف الشق  ذلك أثبتنا أن هته الطريقة لا تعطي نتائج جيدة بعد ،لطريقة عدم استمرار الانتقالات

لأجل ذلك اقترحنا  ،عدم استمرارية انتقال غير معدومة عند نهاية الشق شق ثابت يعطي لأن العنصر طرف

يعطي  و في الأخير تحققنا من خلال بعض الأمثلة أن هذا العنصر ،عنصر طرف شق على شكل قطع مكافئ

 .نتائج جيدة

 عنصر ،الضغط ، معامل شدةعدم استمرار الانتقالاتميكانيك التشققات، الشق، طريقة :      لمات مفتاحيةلمات مفتاحيةلمات مفتاحيةلمات مفتاحيةكككك

 .شق طرف

RRRRRRRRééééééééssssssssuuuuuuuummmmmmmméééééééé        
Le but de ce travail est le détermination des facteurs d’intensité de contrainte 

pour le mode I, II et mixte I + II de rupture par la méthode des discontinuités de 

déplacements. 

Un code de calcule basé sur la méthode des discontinuités des déplacements à 

été construit. La première version du programme utilise des éléments constants. Les 

résultats sont donc influencés par le fait que l’élément pose un problème 

d’incompatibilité du champ de déplacement pour le dernier élément représentant la 

tête de fissure . Un élément parabolique ou élément bout de fissure est couplé avec 

l’élément constant pour respecter la continuité de déplacement en bout de fissure. 

Une technique a consiste à faire varier la longueur de l’élément parabolique pour 

améliorer les résultats relatifs au calcul du facteur d’intensité de contrainte en  

mode I et II. Les exemples traités de milieux fissurés de différentes configurations 

confirment une diminution significative des erreurs.  

Mots clésMots clésMots clésMots clés    : : : : mécanique de la rupture, fissure, méthode des discontinuités de 

déplacements, facteurs d’intensité de contrainte, élément bout de fissure. 

AAAAAAAABBBBBBBBSSSSSSSSTTTTTTTTRRRRRRRRAAAAAAAACCCCCCCCTTTTTTTT        
The aim of this study is to explore and determine the stress intensity factors 

for the mixed mode of fracture using the displacement discontinuity method.  

The important definitions concerning the linear fracture mechanics and the 

numerical formulation of the displacement discontinuities method are presented. The 

constant displacement discontinuity element doesn’t respect the continuity of the 

displacement at crack type a special element which can be called as degenerated or 

hybrid or parabolic element is presented. The results with the presence of this 

element are presented. The results of the stress intensity factors on mixed modes are 

carried out using various lengths of the parabolic element. The results are presented 

and discussed using several of fractured practical simples. 

Key words: Key words: Key words: Key words: fracture mechanics, crack, displacement discontinuity method, 

stress intensity factor, crack tip element. 
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Notations 
Symbole Description Unité 

   

σij Champ de contrainte N / mm2 

ui Champ de déplacement mm 

KI Facteur d’intensité de contrainte en mode I ���√� 

KII Facteur d’intensité de contrainte en mode II ���√� 

KIII  Facteur d’intensité de contrainte en mode III ���√� 

r Rayon au voisinage de la pointe de fissure mm 

E Module d’élasticité MPa 

ν Coefficient de poisson – 

G Taux de restitution d’énergie kJ / mm2 

Wp Energie potentielle totale kJ 

da Elément de longueur de la fissure mm 

dA  Incrément de surface correspondant à l’extension de la fissure mm2 

WC  Energie cinétique kJ 

2AγS Energie de surface kJ 

GC Energie critique de déformation élastique par unité de surface de la fissure kJ / mm 

ΩT Frontière où on impose de forces surfaciques – 

ΩU Partie complémentaire de ΩT – 

Ti Forces surfaciques N 

εij Champ des déformations mm 

W (ε) Energie de déformation kJ 



µ Module de cisaillement MPa 

β Angle d’inclinaison de la fissure ° 

α Direction de propagation de la fissure ° 

ki(α) Facteurs d’intensité de contraintes locaux à l’extrémité de la déviation  ���√� 

Gmax       Le maximum de taux de restitution d’énergie kJ / mm2 

σθθmax Contrainte normale  maximale N / mm2 

KIC Facteur d’intensité de contrainte critique ���√� 

N Nombre des segments – 

Fn Force normale N 

Fs Force tangentielle N 

Bij, Aij  Coefficients d’influence  

Di Discontinuité de déplacement mm 

���	  Ouverture de la fissure mm 

[uy]* Ouverture de la fissure normalisée  – 


�  Rapport entre la longueur de l’élément parabolique et constant – 

(Pij)0 Chargement à l’infini N / mm2 

asym Axe de symétrie – 

xsym Position de l’abscisse de l’axe de symétrie – 

ysym Position de l’ordonnée de l’axe de symétrie – 

nedc Nombre d’éléments qui discrétisent le contour – 

nds Nombre de division de chaque élément – 

xds L’abscisse de débit d’élément – 

yds L’ordonnée de débit d’élément – 



xfs L’abscisse de fin d’élément – 

yfs L’ordonnée de fin d’élément – 

tcl Type de conditions aux limites – 

cls Conditions aux limites tangentielles  

sln Conditions aux limites normales  

nbf Nombre des bouts de fissures – 

nsbf (i) Le numéro qui défini le bout de fissure i – 

��  Champs de contrainte normalisés – 

Ki* Facteurs d’intensité de contraintes normalisés – 
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La théorie de la fissuration décrit le comportement des solides ou structures présentant des 

discontinuités macroscopiques à l’échelle de la structure, discontinuités linéiques dans les 

milieux considérés comme bidimensionnels, discontinuités surfaciques dans les milieux 

tridimensionnels. La théorie de la fissuration permet de prévoir l’évolution de la fissure 

microscopique jusqu’à la rupture complète de la structure. Des règles scientifiques ont été 

conçues pour caractériser ses fissures et leurs effets pour prédire quand elles deviendraient 

dangereuses, cette science est appelée mécanique de la rupture.  

Le premier écueil dans l’utilisation des concepts de mécanique de la rupture  réside dans 

la détermination de  facteur d’intensité de contraintes traduisant la singularité du champ de 

contrainte au voisinage du fond de fissure. Les solutions exactes au problème pour la 

détermination des facteurs d’intensité de contrainte sont en nombre très limitées. Par ailleurs, il 

est rare qu’une situation réelle, où géométrie et chargement sont souvent complexes, soit 

résolvable analytiquement. Cependant, il est des situations  où l’on ne peut pas se contenter de 

valeurs approchées, et où il est alors nécessaire d’avoir recours à des méthodes numériques [1].  

Les principales méthodes numériques qui sont maintenant bien établies pour la résolution 

des problèmes de mécanique de la rupture sont : la méthode des éléments finis (FEM) et la 

méthode des éléments de frontière (BEM) [2]. La méthode des éléments finis consiste en la 

subdivision de milieu continu en un nombre fini de parties (éléments finis) [3]. La méthode des 

éléments de frontière se limite à une subdivision de la frontière en éléments joints les unes aux 

autres [4]. 

                        

Fig.1 Méthodes de discrétisation 

a) FEM b) BEM 
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La méthode des éléments de frontière offre des avantages certains dans des configurations 

de problèmes dont les domaines sont infini et dans les problèmes de propagation des fissures. La 

méthode des éléments finis (FEM) nécessite un remaillage après chaque changement durant la 

propagation de fissure, tandis pour la méthode des éléments de frontière (BEM), la propagation 

de fissure se fait par addition d’éléments) [5]. Néanmoins, La méthode des éléments finis étendu 

(extended finite element method) [38], prend en compte les problèmes de mécanique de la 

rupture. 

La méthode des éléments de frontière a été développée suivant deux approches l’une 

d’elles est d’origine mathématique basée sur des théorèmes classiques de la théorie du potentiel 

d’où le nom de méthode directe [6]. L’autre approche est physique et consiste à chercher d’abord 

la valeur des singularités, placées tout au long du contour discrétisé en segments de droites, et de 

là, calculer les paramètres aux limites désirés, cette méthode est connue sous le nom de méthode 

indirecte. 

La méthode des contraintes fictives (méthode de discontinuité de contraintes) [7], et la 

méthode des discontinuités de déplacements (MDD) représentent deux formulations ndirectes qui 

existent [8].  

L'objectif du présent travail est la mise au point d'un code de calcul basé sur la méthode 

des discontinuités de déplacements pour l'étude de mode mixte de rupture dans le plan. Il s’agit 

du mode d’ouverture ou traction I, mode de cisaillement II et de mode mixte. Nous avons choisi 

la méthode des discontinuités de déplacements car celle-ci, à travers le calcule des discontinuités 

de déplacements normales et tangentielles permet de déterminer directement les facteurs 

d’intensité de contraintes [9].  

Ainsi le travail se pressente comme suite :  

On s’intéresse dans l premier chapitre au rappel des principes de base de la mécanique 

linéaire de la rupture. 

Le deuxième chapitre est consacré à la présentation de la méthode des discontinuités de 

déplacements. 
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 Le troisième chapitre est axé sur la présentation d’un élément bout de fissure parabolique. 

L’élément parabolique sert à assurer la continuité du champ de déplacement en bout de fissure. 

L’organisation du programme est présenté. 

En quatrième chapitre, nous traitons des exemples des domaines fissurées pour la 

comparaison entre l’élément simple et parabolique sur les valeurs des facteurs d’intensité de 

contrainte. Une étude particulière est menée pour mettre en évidence l’effet de la taille de 

l’élément bout de fissure dans le but d’améliorer les résultats recharchés. 
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I-1 Introduction   

 La mécanique de la rupture peut être définie comme la science de l’étude du 

comportement d’une structure fissurée. Deux approches sont généralement utilisées en 

mécanique de la rupture : 

1. La première s’intéresse à l’analyse du champ des contraintes en tête de fissure. C’est 

l’approche par le facteur d’intensité de contrainte. Elle relie les facteurs d’intensité de 

contrainte au champ de contrainte en tête de fissure. 

2. La deuxième approche est énergétique et dite approche globale et due à Griffith. Elle procède 

par le calcul de l’énergie disponible pour la propagation de fissures dans la structure 

considérée. 

Les fissures peuvent être considérées comme des défauts formés durant une étape de 

fabrication ou se produire durant le fonctionnement. 

Selon la nature du matériau et les conditions d’exploitation on distingue deux types de 

rupture, à savoir la rupture ductile et la rupture fragile. Une rupture ductile est caractérisée par 

une zone de déformation plastique non négligeable avant et durant la propagation de la fissure 

(mécanique non linéaire de la rupture). La rupture fragile est caractérisée par l’absence de 

déformation plastique significative (mécanique linéaire de la rupture) [10]. C’est le cas de notre 

étude. 

Lors de ce chapitre nous allons essayer d’introduire un aperçu sur la mécanique de la 

rupture avec les hypothèses suivants : le matériau est homogène élastique et isotrope, le 

chargement est supposé statique, on s’intéresse aux problèmes plans.  

  

I-2 Modes fondamentaux de rupture   

Considérerons une fissure dans un milieu plan. Selon la direction de la sollicitation par 

rapport à celle de la fissure on distingue, trois cinématiques remarquables du déplacement relatif 

des lèvres de la fissure [11] représentant les trois modes fondamentaux de rupture. Elles sont 

représentées dans le repère orthonormé �������, �������, �������	 (fig.1.1). 
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- Mode I : ou mode d’ouverture (fig.1.1.a), il est caractérisé par une sollicitation de 

traction perpendiculaire au plan de la fissure, ce mode est le plus dangereux. 

- Mode II : ou mode de cisaillement plan (fig.1.1.b), il est caractérisé par une sollicitation 

de cisaillement dans le plan de la fissure dont l’action est perpendiculaire au front de la fissure.  

- Mode III : ou mode de cisaillement antiplan (fig.1.1.c), il est caractérisé par une 

sollicitation de cisaillement parallèle au plan de la fissure dont l’action est parallèle au front de la 

fissure.  

                                          

       

Fig.1.1 Modes fondamentaux de rupture 

 

I-3 Approche Locale  

Cette approche consiste à déterminer les paramètres de mécanique de la rupture à l’aide 

des champs de contraintes et de déplacement  locaux en pointe de fissure. Pour définir ces 

champs en pointe de fissure, nous introduirons la notion de facteurs d’intensité des contraintes.  

I-3-1 Champ de contrainte et de déplacement au voisinage du front de fissure  

 Les champs de contrainte et de déplacement proche du front de la fissure sont des 

paramètres nécessaires à connaître. Ces champs gouvernent le processus de la rupture qui a lieu à 

la pointe de la fissure. Pour cela  nous allons faire une étude des contraintes et déplacements au 

voisinage de la pointe de fissure dans le cas des trois modes de rupture. 

Ces contraintes ont été calculées par Westergaard à l’aide de la fonction d’Airy [12, 13] et 

par Irwin à l’aide de la théorie de l’élasticité [1]. Elles sont exprimées par les relations (1.1), avec 

les notations de la (fig.1.2).  

c) Mode I b) Mode II  a) Mode II I  
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Fig.1.2 Champ de contraintes au voisinage  du front de la fissure   

La figure (fig.1.2) représente schématiquement les contraintes sur un élément centré sur 

un point M repéré par les coordonnées polaires r, θ par rapport à l’extrémité d’une fissure 

sollicitée en mode d’ouverture ou mode I. 

Pour le Mode I, les contraintes et déplacements au voisinage du front de fissure 

s’écrivent : 


��  ��√��� �cos �� �1 � sin �� sin ��� � sin �� cos �� cos ���sin �� cos �� cos ��� cos �� �1 � sin �� sin ��� ��                             (1.1.a) 

 �  ��! " ��� �1 � #	cos �� 
$� � cos %�
 �  ��! " ��� �1 � #	sin �� 
$� � cos %�                                                                          (1.1.b)  

Avec  $�  �&'�('  en contraintes planes, $�  3 � 4#  en déformations planes. 

La discontinuité ou saut de déplacement [u2] selon l’axe ������� est: 


 ��   ��+, ,	 �  ��+, �,	  -��! $�" ���                                                                   (1.1.c)   

Avec  $�  1  en contraintes planes,  $�  1 � #�  en déformations planes. 

On Remarque qu’à la pointe de la fissure, les contraintes sont singulières en r (-1/2) et que 

le déplacement d’ouverture tend vers 0 comme r  1/2). 

M 
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 Pour le Mode II, les contraintes et déplacement sont : 


��  ���√��� �� sin �� �2 � cos �� cos ��� � cos �� �1 � sin �� sin ��� �
cos �� �1 � sin �� sin ��� � sin �� cos �� cos ���

�                        (1.1.d) 

 �  ���! " ��� �1 � #	sin �� 
$� � 2 � cos %�
 �  ���! " ��� �1 � #	cos �� 
$� � 2 � cos %�                                                                 (1.1.e) 

La discontinuité ou saut de déplacement [u1] selon l’axe ������ est: 


 ��   ��+, ,	 �  ��+, �,	  -���! $�" ���                                                                  (1.1.f) 

 Enfin, pour le Mode III, les contraintes et déplacement s’écrivent comme suit : 


��  ����√��� /00
01 0 0 � sin ��0 0 cos ��� sin �� cos �� 0  

455
56
                                                                           (1.1.g) 

 �  7����! " ��� �1 � #	sin �� �   �  0                                                                                               (1.1.h) 

La discontinuité ou saut de déplacement [u3] selon l’axe ������� est: 


 ��   ��+, ,	 �  ��+, �,	  -����! �1 � #	" ���                                                       (1.1.i) 

 

I-3-2 Facteurs d’intensité des contraintes  



Chapitre I                                             
 

 

Les facteurs 89 , 899 et
géométrie et de la nature des sollicitations. Ils sont appelés facteurs d’intensité de contrainte et 

s’expriment en <=>√?. Ils caractérisent la singularité du champ de contrainte.

I-3-2-1 Calcul des facteurs d’intensité des contraintes

 Les facteurs d’intensité de

expressions des composantes non nulles

menés dans le cas analytique en utilisant la méthode de Westergaard [11]. Dans les modèles 

numériques, il est plus judicieux d’utiliser les sauts de déplacement [

approximations dues à Blanford

nous optons pour le calcul utilisant les sauts de déplacement.

@AA
B
AAC 89  lim�FGH���√2,+I 

899  lim�FGH���√2,+I 
8999  lim�FGH���√2,+I 

@AB
AC 89  lim�FG J KLM(� "��� H4
 

899  lim�FG J KLM(� "��� H4


Fig.1.3 Elément géométrique pour 

 

 

I-3-2-2 Principe de superposition
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et 8999 introduits dans les équations (1.1) sont fonction 

la nature des sollicitations. Ils sont appelés facteurs d’intensité de contrainte et 

Ils caractérisent la singularité du champ de contrainte.

facteurs d’intensité des contraintes  

’intensité des contraintes peuvent être déterminés si l’on connaît les 

expressions des composantes non nulles des contraintes et déplacement. Ces calculs peuvent êtres 

menés dans le cas analytique en utilisant la méthode de Westergaard [11]. Dans les modèles 

numériques, il est plus judicieux d’utiliser les sauts de déplacement [ui]  comme par exemple les 

Blanford [14] en utilisant deux points de collocations

nous optons pour le calcul utilisant les sauts de déplacement. 

I  lim�FG !-LN "��� 
 ��
I  lim�FG !-LN "��� 
 ��

I  lim�FG !-��('	 "��� 
 ��
O                                                

H 
 ���/7 � 
 ���IQ
H 
 ���/7 � 
 ���IQO                                                              

 

t géométrique pour le calcul de facteur d’intensité 

Principe de superposition 

sur la mécanique de la rupture  

sont fonction fois de la 

la nature des sollicitations. Ils sont appelés facteurs d’intensité de contrainte et 

Ils caractérisent la singularité du champ de contrainte. 

contraintes peuvent être déterminés si l’on connaît les 

Ces calculs peuvent êtres 

menés dans le cas analytique en utilisant la méthode de Westergaard [11]. Dans les modèles 

comme par exemple les 

ilisant deux points de collocations. Dans notre cas, 

                                       (1.2)  

                               (1.3) 

de facteur d’intensité des contraintes 
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Cette méthode, la plus couramment utilisée, consiste à ramener le problème traité à une 

suite de problèmes déjà résolus et dont les facteurs d’intensité de contraintes sont connus [15].  

Exemple (fig.1.4)  89�R	  89�S	 � 89�T	 � 89�U	
                                                                   (1.4) 

 
                     (a)                                 (b)                           (c)                        (d)  

                                                 Fig.1.4 Exemple de superposition

 
 

I-4 Approche Globale ou Energétique 

La propagation de fissure est un phénomène dissipateur d’énergie. Dans la théorie de 

Griffith, l’énergie consommée est la différence entre l’état énergétique du système avant et après 

fissuration. Cette énergie peut s’assimiler à une énergie de surface, et Griffith a postulé que 

c’était une caractéristique intrinsèque du matériau. 

I-4-1 Le taux de restitution d’énergie  

 Noté G, le taux de restitution d’énergie représente l’énergie nécessaire pour faire 

progresser la fissure d’une longueur unité. Elle correspond à la décroissance de l’énergie 

potentielle totale Wp pour passer d’une configuration initiale avec une longueur de fissure a, à 

une autre où la fissure s’est propagée d’une longueur da [16] (fig.1.5). 

 
Fig.1.5 taux de restitution d’énergie 

T1   
T2   

T  
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G est défini par : V  � UWXUY                                                                                                     (1.5) 

Appliquons le premier principe au système de la figure (1.5.a), le système est fermé, pas 

d’échange de chaleur et de travail avec l’extérieur [17] 

Z[ � 2\]^ � ]ZL  0                                                                                                       (1.6) 

On remplace (1.6) dans (1.5), G devient : 

 V  2\_ � ]Z$]^                                                                                                                         (1.7) 

Pour des chargements quasi statiques, ZL  0  d’où  

 V  VL  2\_                                                                          (1.8) 

Le paramètre GC, appelé énergie critique par unité de surface de la fissure est considéré 

comme paramètre intrinsèque du matériau.  

I-4-2 Calcule de G en fonction des champs de déplacements et de contraintes 

sur les frontières  du domaine fissuré 

 Considérons le problème plan en élasticité linéaire. On impose sur la frontière ΩT du 

domaine fissuré des forces surfaciques Ti et sur la partie complémentaire ΩU les déplacements ui. 

Le taux de restitution d'énergie par unité d’épaisseur du solide est [11]:  

V  � `̀Y a Z�b	]cd � a ef UghUY ]_di                                                                                 (1.8)  

La dérivée de l'énergie de déformation est donné par :      `̀Y a �� �fjbfj]cd  �� a �ef UghUY �  f UkhUY � ]_d                                                                      (1.9) 

Combinons les équations (1.8) (1.9) et  prenons compte de 
UghUY  0 sur ΩU, on obtient le taux de 

restitution d'énergie comme suit :   

V  �� a �ef UghUY �  f UkhUY � ]_d  �� a Oef UghUY O ]_di � �� a O f UkhUY O ]_dl                               (1.10) 

L’expression ci-dessus permet le calcule de G connaissant les champs de déplacement et 

de contrainte sur les contours extérieurs.   
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I-4-3 Relation entre G et K  

Il est possible de relier le taux de restitution d’énergie aux facteurs d’intensités de 

contraintes par [18]: V9  LN! 89�V99  LN! 899�V999  ��K 8999�
                                                                                                                         (1.11) 

I-5 Mode mixte de rupture  

I-5-1 Introduction  

La figure (1.6) représente une fissure inclinée traversant une plaque soumise à une 

traction simple. Si la fissure n’était pas inclinée (β = 0°), le chargement appliqué conduirait à du 

mode I pur. Pour montrer comment l’inclinaison de la fissure entraîne du mode II [19], on calcule 

le vecteur contrainte dans le plan de la fissure. Ce vecteur s’écrit :  e���?, m��	  �n · m��  ��p qr_ s	t�                                                                                      (1.12) 

e���?, m��	  �ue�  �pqr_ s vqr_ s_wm sx  v �pqr_�s�p qr_ s _wm sx                                       (1.13) 

On remarque que le vecteur contrainte dans le plan de fissure se décompose en une 

contrainte normale N (traction) et une contrainte tangentielle T (cisaillement), Dans le cas 

présent, nous somme en mode mixte I - II. 

 Dans cette partie, nous allons étudier les problèmes de mode mixte I - II pour mettre en 

évidence les champs de contrainte et déplacement, facteur d’intensité de contrainte. 

 
Fig1.6 Fissure inclinée dans une plaque en traction 
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I-5-2 Champ de contrainte et déplacement  

En utilisant le principe de superposition, l’état de contrainte à la pointe de la fissure est 

obtenu facilement. Pour un mode mixte I - II, la contrainte est le la somme des contraintes de 

chaque mode de chargement [12]. 

���  ��√��� cos �� �1 � sin �� sin ��� � � ���√��� sin �� �2 � cos �� cos ��� �
���  ��√��� cos �� �1 � sin �� sin ��� � � ���√��� sin �� cos �� cos ������  ��√��� sin �� cos �� cos ��� � ���√��� cos �� �1 � sin �� sin ��� �

                       (1.14) 

Les déplacements sont obtenus à partir des équations (1.1.b) et (1.1.e)   

 �  ��! " ��� �1 � #	cos �� 
$� � cos %� � ���! " ��� �1 � #	sin �� 
$� � 2 � cos %�
 �  ��! " ��� �1 � #	sin �� 
$� � cos %� � ���! " ��� �1 � #	cos �� 
$� � 2 � cos %�    

      

(1.15) 

I-5-3 Le taux de restitution d’énergie  

Lorsque deux modes de sollicitation sont présents, l’énergie de propagation G est  

additive  [16]: G = GI + GII                                                                                                     (1.16) 

Le taux de restitution d’énergie, dans le cas d’une propagation dans le plan de la fissure 

principale, pour le mode I et II, s’écrit en fonction des facteurs d’intensité de contraintes : V  LN! �89� � 899�	                                                                                             (1.17)   

I-5-4 Propagation d’une fissure  

Supposons une propagation infinitésimale d’une fissure initialement inclinée d’un angle β 

par rapport à la direction de chargement (fig.1.6). En se plaçant dans le plan de la fissure, nous 

avons en début de propagation, la situation représentée sur la figure (1.7). 

 
Fig.1.7 Propagation d’une fissure inclinée selon un angle α par rapport au plan de la fissure 
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 Les facteurs d’intensité de contraintes locaux à l’extrémité de la déviation d’angle α noté 

kI(α) et kII(α), diffère des facteurs d’intensité de contraintes KI et KII   de la fissure initiale [20].  

Les facteurs d’intensité de contraintes en mode I et II à l’extrémité de la déviation, sont donnés 

par :  

y9�z	  89 ��7 cos {� � �7 cos �{� � � 899 �� �7 sin {� � �7 sin �{� �
y99�z	  89 ��7 sin {� � �7 sin �{� � � 899 ��7 cos {� � �7 cos �{� �                                     (1.18)  

On présentera dans ce qui suit, les deux principaux critères utilisés dans le cas de 

matériaux élastiques isotropes [21]. 

I-5-4-1 Taux de restitution d’énergie maximale –Critère de Griffith 

L’énergie de Griffith G(α) à l’extrémité de la déviation, s’exprime par    V  LN! 
y9��z	 � y99� �z	�                                                                                                    (1.19) 

Les maximums de G(α), correspondent aux points où kI est maximum et kII = 0. Ainsi, le 

maximum de l’énergie de Griffith est donné par :   

 V|R}  LN! y9��z~	                                                                                                               (1.20)  

Où (α* ) est l’angle pour lequel les valeurs de l’énergie G sont maximales.  

La fissure se propage lorsque Gmax atteint la valeur critique GC. C’est le critère de Griffith en 

énergie 

I-5-4-2 Critère en contrainte tangentielle maximale  

 Erdogan et Sih ont fait les deux hypothèses suivantes :  

- La fissure se propage radialement dans la direction pour laquelle la contrainte normale est 

maximale σθθmax  (le cisaillement  σrθ est nul). 

- La fissure se propage lorsque  √2,+������  89L                     (1.21) 

Pour le mode mixte I - II la contrainte σθθ est : 

���  �√��� cos �� �89 cos� �� � �� 899 sin %�                                                                      (1.22) 
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En dérivant σθθ : 

 √2,+ `���`�  � �7 cos �� 
89 sin % � 899�3 cos % � 1	�                                             (1.23) 

La direction α de propagation sera donnée par : 89 sin z � 899�3 cos z � 1	  0                                                                                      (1.24)   

Le critère de propagation sera :  

cos {� �89 cos� {� � �� 899 sin z�  89L                                                                              (1.25)   

Où KIC est le Facteur d’intensité de contrainte critique.  

 

I-6 Conclusion 

 Dans ce chapitre, on a mis en évidence que les facteurs d’intensité de contrainte peuvent 

s’exprimer en fonction des discontinuités ou du saut de déplacement. Etant donné que la 

simulation des problèmes de solides fissurés dans cette étude est prise en compte en utilisant la 

méthode des discontinuités de déplacement, les facteurs d’intensité de contraintes seront donc 

calculés en utilisant les sauts de déplacement.  



  

CChhaappiittrree  IIII    
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II-1 Introduction 

Beaucoup de problèmes pratiques dans différents domaines de l’ingénieur tels que la 

mécanique des fluides, les transferts de chaleur et de masse, la mécanique des solides et la 

rupture peuvent être représentés par des équations aux dérivés partielles. Pour approcher les 

solutions analytiques de ces problèmes, souvent difficile à déterminer par une solution directe des 

équations différentielles, plusieurs méthodes numériques ont été mises on place. Parmi les 

méthodes numériques disponibles, la méthode des équations intégrales (méthode des éléments de 

frontière) est l’une des plus adaptées en mécanique de la rupture. 

Le principe de la méthode des éléments de frontières consiste à transformer des équations 

aux dérivées partielles dans le volume de la pièce en équations intégrales sur le contour. Alors on 

ramène ainsi l’étude d’une pièce mécanique à l’étude en surface. La discrétisation de celle-ci 

permet de transformer les équations intégrales en un système d’équations linéaires et de 

déterminer les déplacements et contraintes en chaque point du contour. On peut ensuite obtenir 

les grandeurs à l’intérieur de la pièce à l’aide des relations intégrales simples. 

Dans ce chapitre nous allons faire une brève présentation de la méthode directe. La 

méthode des discontinuités de déplacements est ensuite présentée avec plus de détail étant donné 

que c’est la méthode choisie dans notre étude.    

 

II-2 Problème intérieur / problème extérieur 

 Un problème est dit intérieur (fig.2.1.a) quand le domaine à étudier est fini et est limité 

par un contour C, c’est l’exemple d’un disque. Dans le cas d’un domaine infini, exemple d’une 

cavité à l’intérieur d’un domaine infini, on a affaire à un problème extérieur (fig.2.1.b). C’est 

particulièrement à ce dernier type de problèmes que la méthode des éléments de frontière est la 

plus avantageuse. L’étude se limite seulement à une discrétisation de la frontière puis étendre la 

résolution au reste du domaine. 

 Le contour d’un domaine fini est traversé suivant le sens horaire, tandis que celui d’un 

domaine infini est traversé suivant le sens trigonométrique [22]. 
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Fig.2.1 Problème intérieur / problème extérieur   

  

II-3 Méthode Directe 

II-3-1 Théorème de réciprocité de Maxwell-Betti et ses conséquences 

C’est un théorème qui lie entre les solutions de deux problèmes d’élasticité linéaire sur un 

même domaine Ω [23].  

 Supposons que le premier problème est caractérisé par des déplacements us, un et des 

contraintes σs, σn sur le contour C de domaine Ω. Le deuxième problème est caractérisé par des 

déplacements us’, un’  et des contraintes σs’, σn’  sur le même contour C du même domaine Ω. Le 

théorème de réciprocité s’écrit : � ������ � ����� 	 
� � � ������ � ��� ��	 
�                                                                   (2.1) 

 On recherche la solution du premier problème. La solution du deuxième est connue. 

 Le contour C peut être approximé par N segments de ligne relié entre.  L’équation (2.1) 

peut être représentée comme suit : ∑ � ������ � ����� 	 
�∆������ � ∑ � ������ � ��� ��	∆�� 
�����                                          (2.2) 

 Si on assume que les déplacements et contraintes de problème qu’on essaye de résoudre 

sont constants sur chaque segment de contour, l’équation (2.2) devient : ��� � ���� 
��∆�� � ��� � ���� � 
�∆�� � ��� � ����
��∆�� � ��� � ���� �∆�� 
�                                     (2.3) 

Où ��� , ��� et ���, ���  sont les valeurs des contraintes et déplacements au centre de jeme segment. 

a) 
 b) 



Chapitre II                                                                         La méthode des éléments de frontières  
 

Ecole nationale polytechnique                                                                                          PFE  2008 
 

- 19 -

  Comme nous avons N segments, nous avons 4N paramètres ���� , ��� , ��� et ���  � � 1, ��, 

la moitie de ces paramètres sont les conditions aux limites Les autres sont les inconnus du 

problème. Il faut donc 2N équations similaires à (2.3) pour résoudre le problème. Les 2N 

équations peuvent être trouvées en appliquant des forces normales et tangentielles au centre de 

chaque élément i le long de la frontière. 

�
��� � ���� � �!�
��∆�� � ��� � ���� � �!�� 
�∆��� ��� � ����� �!�
��∆�� � ��� � ���� �∆�� � �!�
���� � ���� � �!�
��∆�� � ��� � ���� �� �!� 
�∆��� ��� � ����� �!�
��∆�� � ��� � ���� �∆�� � �!�
�"#

$
#% & � 1, �''''' � � 1, �'''''                                        (2.4) 

II-3-2 Coefficients d’influence  

Les équations (2.4) peuvent être écrites sous la forme : 

�  (��&� ��� � (�)&� �)� � *��&� ��� � *�)&� �)�()�&� ��� � ())&� �)� � *)�&� ��� � *))&� �)� +   & � 1, �'''''' � � 1, �''''''                                                    (2.5) 

Pour faciliter le calcul des coefficients (��!�, (��!� , … etc., nous allons utiliser des systèmes 

de coordonnées locales �-., /'	 où l’origine est liée au centre du jeme segment de contour (fig.2.2). 

Les composantes de forces  �! et  �! s’écrivent dans le repère �-., /'	 par les relations (2.6) 

 

Fig.2.2 Définition des coordonnées locales 
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 0. �  �! cos 4 5  �! sin 4 8' �  �! sin 4 �  �! cos 4                                                                                                      (2.6) 

Où 4 � 9! 5 9�  

Les déplacements us’, un’  et les contraintes σs’, σn’  sont donnés par [8]. Grâce aux 

relations (2.7) et (2.8), où :0.  et :8' sont les coordonnées du centre de ieme segment. 

��� � ;<=>? @�3 5 4C	D cos 4 5 �-. 5 :0.	 cos 4 EFE0. � :8' sin 4 EFE0.G� ;H=>? @5�3 5 4C	D sin 4 � �-. 5 :0.	 sin 4 EFE0. � :8' cos 4 EFE0.G��� � ;<=>? @�3 5 4C	D sin 4 5 �-. 5 :0.	 cos 4 EFE8' � :8' sin 4 EFE8'G
� ;H=>? @�3 5 4C	D sin 4 � �-. 5 :0.	 sin 4 EFE8' � :8' cos 4 EFE8'G

                                   (2.7) 

��� �  �! @�1 5 2C	 sin 4 EFE0. � �1 5 2C	 cos 4 EFE8' 5 �-. 5 :0.	 cos 4 EJFE0.E8' � :8' sin 4 EJFE0.E8'G
� �! @�1 5 2C	 cos 4 EFE0. 5 �1 5 2C	 sin 4 EFE8' � �-. 5 :0.	 sin 4 EJFE0.E8' � :8' cos 4 EJFE0.E8'G

��� �  �! @2C cos 4 EFE0. � 2�1 5 C	 sin 4 EFE8' 5 �-. 5 :0.	 cos 4 EJFE8'J � :8' sin 4 EJFE8'JG
� �! @52C sin 4 EFE0. � 2�1 5 C	 cos 4 EFE8' � �-. 5 :0.	 sin 4 EJFE8'J � :8' cos 4 EJFE8'JG

  

                               (2.8) 

La fonction D�-., /'	 est donnée par 

D�-., /'	 � K�LM��KN	 ln @�-. 5 :0.	> � �/' 5 :8'�>G�/>
                                                         (2.9)  

Dans les équations (2.7) et (2.8) la fonction g et ses dérivés sont évalués pour /' � 0. 
On remplace les équations (2.7) et (2.8) dans (2.4) et on intègre entre  5S�  et � S� . On 

considère que   �! et  �! sont égales à 1. Les relations (2.10) et (2.11) donnent les coefficients 

d’influence en fonction de  T'�, T'U''''''' représentant l’intégrale  � D�-., /'	
-.VW�
XW�  et ses dérivés évalués 

à /' � 0. 
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Y##
Z
##[

(��!� � � ��� � �!�
-.VW�
XW� � �>? \�3 5 4C	 cos 4 T'� � :8'�sin 4 T'> 5 cos 4 T']	^

(��!� � � ��� � �!�
-.VW�
XW� � �>? \�3 5 4C	 sin 4 T'� � :8'�cos 4 T'> � sin 4 T']	^

(��!� � � ��� � �!�
-.VW�
XW� � �>? \5�3 5 4C	 sin 4 T'� � :8'�cos 4 T'> � sin 4 T']	^

(��!� � � ��� � �!�
-.VW�
XW� � �>? \�3 5 4C	 cos 4 T'� 5 :8'�sin 4 T'> 5 cos 4 T']	^

�        (2.10) 

Y#Z
#[ *��!� � ��1 5 2C	 sin 4 T'> � 2�1 5 C	 cos 4 T'] � :8'�sin 4 T'L � cos 4 T'U	�

*��!� � �5�1 5 2C	 cos 4 T'> � 2�1 5 2C	 sin 4 T'] � :8'�cos 4 T'L 5 sin 4 T'U	�
*��!� � ��1 5 2C	 cos 4 T'> 5 2�1 5 C	 sin 4 T'] � :8'�cos 4 T'L 5 sin 4 T'U	�
*��!� � ��1 5 2C	 sin 4 T'> � 2�1 5 C	 cos 4 T'] 5 :8'�sin 4 T'L � cos 4 T'U	�

�         (2.11) 

 

II-4 Méthode des discontinuités de déplacements 

La méthode des discontinuités de déplacements se base sur la solution analytique d’un 

problème d’une discontinuité de déplacement sur un segment de droite à l’intérieur d’un domaine 

élastique infini. Elle consiste à diviser (discrétiser) le segment de droite en une série de N 

éléments reliés les uns aux autres. Ainsi, connaissant la solution analytique pour chaque 

discontinuité élémentaire, on peut construire la solution numérique au problème donné, en 

sommant les effets de tous les éléments [8]. 

II-4-1 Discontinuité de déplacement dans un solide infini 

Le problème d’une discontinuité de déplacement constante sur un segment de droite  dans  

le plan x , y d’un solide infini est spécifié par la condition que le  déplacement  soit  continu   

partout   sauf  sur  le  segment  en  question  (soit  la  partie –a < x < a, pour y = 0) (fig.2.3). 

                                                                          y                                                          

                                                          +Dy 

                                                                               +Dx                          
                                                                                             x                                                                                  

                                                             2a 

Fig.2.3  Discontinuité de déplacement 



Chapitre II                                                                         La méthode des éléments de frontières  
 

Ecole nationale polytechnique                                                                                          PFE  2008 
 

- 22 -

Le saut du déplacement sur le segment de longueur 2a est désigné par Di = (Dx , Dy). On 

définit la discontinuité de déplacement Di comme la différence de déplacement entre les deux 

côtés du segment _0 � �0�-, 0K	 5 �0�-, 0`	_8 � �8�-, 0K	 5 �8�-, 0`	                                                                                             (2.12) 

Les déplacements et contraintes sont donnés par Crouch comme suit �0 � _0\2�1 5 C	a,8 5 /a,00^ � _8\5�1 5 2C	a,0 5 /a,08^�8 � _0\�1 5 2C	a,0 5 /a,08^ � _8\2�1 5 C	a,8 5 /a,88^                                     (2.13) 

�00 � 2b_0\2a,08 � /a,088^ � 2b_8\a,88 � /a,888^�88 � 2b_0\5/a,088^ � 2b_8\a,88 5 /a,888^�08 � 2b_0\a,88 � /a,888^ � 2b_8\5/a,088^                                                   (2.14) 

La fonction f (x,y) introduite dans les équations (3.13) (3.14) est donnée par (3.15). Cette 

fonction est la même que � D�-, /	
-VWXW  définie précédemment 

a�-, /	 � K�LM��KN	 @/ carctan 80Kf 5 arctan 80`fg�
�5�- 5 S	lnh�- 5 S	> � /> � �- � S	lnh�- � S	> � /> ^                                    (2.15) 

Il est facile de vérifier que les déplacements sont continus en tous points du solide infini, 

sauf à travers le segment de la ligne y=0 sur  |-| j S où ils sont discontinus conformément à la 

définition (2.12).  

 La multiformité du champ de déplacement est due à la fonction arctg en se référant à la 

fonction (2.15). Pour les déplacements le long de la ligne y = 0, on distingue trois cas différents 

en étudiant  lim8lm @arctan /-5S 5 arctan /-�SG. 
(1)  |n| o p   et  y = 0 

  q�0�-, 0	 � 5 �K>NLM��KN	 _8ln r0Kf0`fr
�8�-, 0	 � �K>NLM��KN	 _0ln r0Kf0`fr �                                                            (2.16) 
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(2)  |n| s p   et  y = 0+ 

  q�0�-, 0`	 � 5 �> _0 5 �K>NLM��KN	 _8ln r0Kf0`fr
�8�-, 0`	 � �K>NLM��KN	 _0ln r0Kf0`fr 5 �> _8

�               (2.17) 

(3)  |n| s p   et  y = 0- 

  q�0�-, 0K	 � � �> _0 5 �K>NLM��KN	 _8ln r0Kf0`fr
�8�-, 0K	 � �K>NLM��KN	 _0ln r0Kf0`fr � �> _8

�           (2.18) 

Les contraintes le long de ligne y = 0 sont donnés par 

�00�-, 0	 � 5 Sb2t�15C	 _/ 1-25S2�88�-, 0	 � 5 Sb2t�15C	 _/ 1-25S2�08�-, 0	 � 5 Sb2t�15C	 _- 1-25S2
                                                                                              (2.19) 

 On remarque à partir de (2.19) que les contraintes sont singulières pour x = ± a, et ils sont 

continus et finis partout sur y = 0. 

 Les contraintes et déplacements des équations (2.13) et (2.14) sont exprimés suivant un 

repère local lié à la discontinuité de déplacement (fig.2.4) 

 

                                          Y                  -.    +Dy         /'                                                                   

                                                             +Dx                        β 
                                       Cy 

 

             
                                                                     Cx                               x      

Fig.2.4 Discontinuité sur un segment d’orientation arbitraire 

�0 � _0.u5�1 5 2C	 sin 9  '> � 2�1 5 C	 cos 9 '] � /'�sin 9  'L 5 cos 9 'U	v�_8'u5�1 5 2C	 cos 9  '> 5 2�1 5 C	 sin 9 '] 5 /'�cos 9  'L � sin 9 'U	v�0 � _0.u�1 5 2C	 cos 9  '> � 2�1 5 C	 sin 9 '] 5 /'�cos 9  'L � sin 9 'U	v�_8'u5�1 5 2C	 sin 9  '> � 2�1 5 C	 cos 9 '] 5 /'�sin 9  'L 5 cos 9 'U	v
           (2.20) 
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�00 � 2b_0.u2 cos> 9  'L � sin 29 'U � /'�cos 29  'w 5 sin 29  'x	v�2b_8u5 'U � /'�sin 29  'w � cos 29  'x	v�88 � 2b_0.u2 sin> 9  'L 5 sin 29 'U 5 /'�cos 29  'w 5 sin 29  'x	v�2b_8u5 'U 5 /'�sin 29  'w � cos 29  'x	v�08 � 2b_0.usin 2β  'L 5 cos 29 'U � /'�sin 29  'w � cos 29  'x	v�2b_8u5/'�cos 29  'w 5 sin 29  'x	v
                        (2.21) 

Avec  
 '� � a�-., /'	     '> � a,0.�-., /'	     '] � a,8'�-., /'	     'L � a,0.8'�-. , /'	 'U � a,0.0.�-., /'	 � 5a,8'8'�-. , /'	     'w � a,0.8'8'�-., /'	     'x � a,8'8'8'�-., /'	         (2.22) 

Les expressions de transformation de coordonnées sont :    

-. � �- 5 :0	 cos 9 � �/ 5 :8� sin 9/' � 5�- 5 :0	 sin 9 � �/ 5 :8� cos 9                                                                        (2.23) 

II-4-2 Procédure numérique 

On considère un ensemble de N segments de droites, parfaitement reliés les uns aux autres 

et formant une courbe quelconque comme représenté dans la figure (fig.2.5). La longueur de 

chacun de ces segments est notée par 2ai 

 

Fig.2.5 Représentation d’une courbe divisée en N discontinuités de déplacements 

Chaque segment de droite représente une discontinuité de déplacement élémentaire 

définie suivant un repère local (s, n) comme le montre la figure (fig.2.5) de l’élément  j  et dont 

les composantes _�� et _�� sont données par les expressions :  
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z_�� � ���K 5 ���`     _�� � ��� K 5 ��� `{                                                                         (2.24) 

Les contraintes normales et tangentielles au milieu de l’élément i peuvent être exprimées 

en fonction des composantes de discontinuité de déplacement de l’élément j.  

Le champ de contraintes est obtenu en tenant compte de l’effet de tout les N éléments 

(discontinuités), il est donné par : 

� ��! � *��!� _�� � *��!� _����! � *��!� _�� � *��!� _��| & � 1, �'''''  � � 1, �'''''                                                                    (2.25) 

 On déduit le champ de déplacement avec la même technique : 

� ��! � (��!�_�� � (��!� _����! � (��!� _�� � (��!� _��| & � 1, �'''''  � � 1, �'''''                                                                     (2.26) 

*��!� , *��!� , *��!� , *��!� , (��!�, (��!� , (��!� , (��!�  Sont les coefficients d’influence.  

II-4-3 Coefficients d’influence  

Soit un contour C, sur lequel on considère deux éléments distincts « i » et « j » reliés 

chacun à un repère local  �-.}, /'}	 et �-., /'	 respectivement (fig.2.3.1).  -. � � -.cos 4 � /' sin 4/'} � 5 -.sin 4 � /'cos 4                                                                                                      (2.27) 

Où 4 � 9! 5 9� (inclinaison de ieme élément par rapport au jeme). 

Les déplacements et les contraintes de l’élément i peuvent être écrits dans le repère lié à 

l’élément j par une transformation de coordonnées : �0.�! � �0.! cos 4 � �8'! sin 4�8'�! � 5�0.! sin 4 � �8'! cos 4                                                                                               (2.28) 

�0.�0.�! � �0.0.! cos> 4 � 2�0.8'! sin 4 cos 4 � �8'8'! sin> 4�8'�8'�! � �0.0.! sin> 4 5 2�0.8'! sin 4 cos 4 � �8'8'! cos> 4�0.�0.�! � 5��0.0.! 5 �8'8'! � sin 4 cos 4 � �0.8'! �cos> 4 5 sin> 4	                                      (2.29) 

Les contraintes et déplacements normaux et tangentiels sont obtenus en remplaçant les 

équations (2.20) et (2.21) dans (2.28) et (2.29), après avoir posé : 



Chapitre II                                                                         La méthode des éléments de frontières  
 

Ecole nationale polytechnique                                                                                          PFE  2008 
 

- 26 -

_�� � _0.�  , _�� � _8'�  , ��! � �0.�!  , ��! � �8'�!  , ��! � �0.�8'�!  ~�  ��! � �8'�8'�!                  (2.30) 

�
��! � _��u�1 5 2C	 sin 4  '> � 2�1 5 C	 cos 4 '] 5 /'�sin 4  'L � cos 9 'U	v�_��u5�1 5 2C	 cos 4  '> � 2�1 5 C	 sin 4 '] 5 /'�cos 4  'L 5 sin 9 'U	v��! � _��u�1 5 2C	 cos 4  '> 5 2�1 5 C	 sin 4 '] 5 /'�cos 4  'L 5 sin 4 'U	v�_��u�1 5 2C	 sin 4  '> � 2�1 5 C	 cos 4 '] � /'�sin 4  'L � cos 4 'U	v "#$

#% & � 1, �'''''  � � 1, �'''''                        

                                                                                                                                                   (2.31) 

�
��! � 2b_��u5 sin 2γ  'L 5 cos 24 'U 5 /'�sin 24  'w 5 cos 24  'x	v�2b_��u5/'�cos 24  'w � sin 24  'x	v��! � 2b_��u2 sin> 4  'L � sin 24 'U 5 /'�cos 24  'w � sin 24  'x	v�2b_��u5 'U � /'�sin 24  'w 5 cos 24  'x	v "#$

#% & � 1, �'''''  � � 1, �'''''      (2.32) 

II-4-4 Construction de système d’équations 

 Le système d’équations algébrique est formé en considérant les conditions aux limites de 

chaque élément. 

 Si des contraintes ��! � ���!�m et  ��! � ���! �m, sont les conditions aux limites imposé au 

ieme élément, les ieme équations de système sont : 

� ���!�m � *��!� _�� � *��!� _�����! �m � *��!� _�� � *��!� _��+   � � 1, �'''''                                                                              (2.33) 

Si des déplacements ��! � ���! �m et  ��! � ���! �m, sont les conditions aux limites imposées 

au ieme élément, les ieme équations du système sont : 

� ���! �m � (��!�_�� � (��!� _�����! �m � (��!� _�� � (��!� _��+  � � 1, �'''''                                                                                (2.34) 

Si les conditions mixtes « ��! � ���! �m et  ��! � ���! �m » ou  « ��! � ���! �m et  ��! � ���!�m » 

sont les conditions aux limites imposé au ieme élément, les ieme équations de système sont données 

par la sélection de l’équation appropriée (2.33) ou (2.34) pour chaque condition.  

Pour i = 1, N, nous obtenons un système linéaire de 2N équations à 2N inconnus, les 

inconnus sont les composantes normales et tangentielles de la discontinuité de déplacement, on 

représente le système d’équations comme suit : 
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� ��! � :��!�_�� � :��!� _����! � :��!� _�� � :��!� _��| & �
Les quantités ��!  et ��!  sont les conditions aux limites sur le contraintes et déplacements connus, 

et :��!� , …etc., sont les coefficients d’influence correspondent aux équations (2.

Après avoir déterminé les composantes normales et tangentielles de la discontinuité de 

déplacement, on peut facilement déterm

quel point du solide. 

II-4- 5 Conditions de symétrie 

 Une ligne de symétrie existe dans certain problèmes lorsque les propriétés élastiques du 

matériau, la géométrie de frontière et les conditions de chargement sont tous symétriques par 

rapport à la ligne en question. Comme les propriétés d’un matériau homogè

indépendantes de la position et 

 On peut noter aussi deux conséquences physiques pour une ligne de symétrie. 

première, aucun déplacement 

contrainte tangentielle n'agit le long de 

 L’utilisation de la sym

discontinuité de déplacement est d’une extrême importance, qu

d’équations se réduit de moitié (cas de la simple symétrie) (fig.2

symétrie) (fig.2.7) 

Fig.2.
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| � 1, �'''''  � � 1, �'''''                                                                 

sont les conditions aux limites sur le contraintes et déplacements connus, 

coefficients d’influence correspondent aux équations (2.

Après avoir déterminé les composantes normales et tangentielles de la discontinuité de 

déplacement, on peut facilement déterminer le reste des contraintes et déplacements 

5 Conditions de symétrie  

Une ligne de symétrie existe dans certain problèmes lorsque les propriétés élastiques du 

matériau, la géométrie de frontière et les conditions de chargement sont tous symétriques par 

rapport à la ligne en question. Comme les propriétés d’un matériau homogè

position et des directions, on ne considère que la symétrie géométrique.

peut noter aussi deux conséquences physiques pour une ligne de symétrie. 

 normal ne se produit à travers la ligne. Dans 

le long de cette ligne. 

L’utilisation de la symétrie pour la résolution des problèmes d’élasticité par la méthode de 

discontinuité de déplacement est d’une extrême importance, quand on sait que le système 

d’équations se réduit de moitié (cas de la simple symétrie) (fig.2.6), ou du 

Fig.2.6 symétrie par rapport à la ligne y = y* 
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                                                                 (2.35) 

sont les conditions aux limites sur le contraintes et déplacements connus, 

coefficients d’influence correspondent aux équations (2.33) et (2.34). 

Après avoir déterminé les composantes normales et tangentielles de la discontinuité de 

déplacements en n’importe 

Une ligne de symétrie existe dans certain problèmes lorsque les propriétés élastiques du 

matériau, la géométrie de frontière et les conditions de chargement sont tous symétriques par 

rapport à la ligne en question. Comme les propriétés d’un matériau homogène et isotrope sont 

la symétrie géométrique. 

peut noter aussi deux conséquences physiques pour une ligne de symétrie. Dans la 

. Dans la deuxième, aucune 

étrie pour la résolution des problèmes d’élasticité par la méthode de 

and on sait que le système 

 quart (cas de la double 
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Fig.2.7 symétrie par rapport à la ligne 

 Etant symétrique, l’élément j et son image j* auront des 

(discontinuités de déplacements

de signe opposées, tandis que les 

contraintes et déplacements) 

suivantes : _��� � _�� _��� � _������ � ��� ���� � ������� � ��� ���� � ���
 

 

II-5 Conclusion 

 Pour conclure ce chapitre, on peut considérer que la 

déplacement apparaît comme l’une des méthode

pour traiter les milieux fissurés
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symétrie par rapport à la ligne x = x* et y = y*

Etant symétrique, l’élément j et son image j* auront des composantes tangentielles 

discontinuités de déplacements, contraintes et déplacements) égales en valeur algébriques mais 

de signe opposées, tandis que les composantes normales (discontinuités de 

) sont égales et de même signe. Ceci se traduit par les égalités 

                                                                                               

Pour conclure ce chapitre, on peut considérer que la  méthode des discontinuités de 

e l’une des méthodes des éléments de frontière les mieux adaptées 

pour traiter les milieux fissurés.  
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y = y* 

composantes tangentielles 

égales en valeur algébriques mais 

discontinuités de déplacements, 

sont égales et de même signe. Ceci se traduit par les égalités 

                             (2.4.5.1) 

méthode des discontinuités de 

de frontière les mieux adaptées 
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III-1 Introduction   

Dans le chapitre précédent nous avons étudiés la méthode des discontinuités de 

déplacements. Cette méthode donne de bons résultats pour un milieu continu ou fissuré confirmés 

par les résultats du chapitre IV. 

Nous exploitons la méthode pour le calcul du facteur d’intensité de contrainte. Etant 

donné l’incompatibilité du champ de déplacement posé par l’élément simple, un élément dit bout 

de fissure est présenté pour prendre en charge ce problème. 

 

III-2 Problème de fissure sous pression  

Le problème d’une fissure dans un domaine plan infini soumis à une traction à l’infini est 

représenté par la figure (3.1) avec les conditions suivantes.  

 

 

  ���� � ��� � 0                   � ∞ 
 � 
 ∞,    � 0��� � ��                            |�| 
 �,     � 0�� � 0                                 |�| � �,    � 0 �                  (3.1) 

 
 

Fig.3.1 Plaque infinie avec fissure centrale en traction 

La solution analytique de l’ouverture normale de fissure est donnée par [24] (3.2), où a est 

la demi-longueur de la fissure. 

������� � ����, 0�� � ����, 0�� � � ������� �� ��1 � � ! �                                         (3.2) 

Pour la solution numérique, on divise la fissure en N éléments. Chaque élément représente 

une discontinuité de déplacement. "�#  pour ( � 1, ). Les N discontinuités de déplacements sont 

déterminées par la solution du système linéaire de N équations à N inconnues, les contraintes sont 

données par la deuxième équation du système (2.19).  

2a 

P 

P 

x y 
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�����, 0� � �!�+����� "� �� �!                                                                                   (3.3)  

Si la discontinuité de déplacement "�#  correspondant au segment de longueur 2�- centré 

au point � � �- ,  � 0, la contrainte au point � � �# due à cette discontinuité s’écrit :  

  ���.�#, 0/ � �!0�+����� "�- �.�1��0/ �!0                                                                      (3.4)  

Par superposition, la contrainte au point � � �# ,  � 0 due aux discontinuités de déplacements en 

tout élément N est : ���.�# , 0/ � ���# � 2#-"�-                                                         (3.5) 

Où 2#- sont les coefficients d’influence, ils sont définis par : 

 2#- � �!0�+����� �.�1��0/ �!0                                                                                        (3.6) 

 

Fig.3.2 Distribution de discontinuité de déplacement   

La figure (3.2) représente les solutions analytique et numérique de la discontinuité de 

déplacement pour une fissure dans un plan infini avec des valeurs arbitraire de a, µ, ν, P          

([uy]* discontinuité de déplacement normalisée), 3��45 � �67� �89:�; <! 
                            

           (3.7)  

 

 

10x/a 
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III-3 Elément bout de fissure 

III-3-1 Introduction 

La figure (3.2) montre que la méthode de discontinuité de déplacement donne d’assez 

bonne résultats pour l’évaluation numérique de la solution relative à une distribution du 

déplacement entre les deux lèvres d’une fissure avec une discrétisation de la fissure en 20 

éléments pour les points loin de bout de la fissure. Au voisinage du bout de fissure, les résultats 

sont moins satisfaisants. 

En mécanique de la rupture, une meilleure approche de la solution au voisinage du bout 

de la fissure est très importante pour l’évaluation des paramètres de la rupture, ce qui impose de 

trouver de meilleures approches. 

III-3-2 Elément bout de fissure non constant 

 Un élément bout de fissure constant donne une discontinuité non nulle à l’extrémité de la 

fissure. Pour assurer la continuité du déplacement en bout de fissure, cela il faut choisir un nouvel 

élément bout de fissure.  

 Les équations donnant les coefficients s’influence pour le nouvel élément peuvent être 

déduites de l’équation donnant la contrainte σyy, sur la ligne y = 0, la contrainte σyy est définie par:  �����, 0� � ���+����� lim�@A B 3���C�4 DE���E� �� !�!                                                          (3.8)  

Si nous remplaçons ����C�� � "� (discontinuité constante) dans (3.8), nous allons trouver (3.3). 

Plusieurs élément bout de fissure on été proposés :                          

-  Elément linéaire [25] : ����C�� � FC                                                                                      (3.9)  

-  Elément quadratique [25] : ����C�� � FC� G HC G I
 
                                                          (3.10) 

-  Elément parabolique [26.27.28] : ����C�� � F√C � �
 
                                                        (3.11) 

-  Elément puissant [29] : ����C�� � FC� �K G HCL �K
 
                                                               (3.12) 
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III-3-3 Elément parabolique

 Le déplacement relatif entre les lèvres de la fissure 

donné par l’équation  ���� �
choisir  un élément bout de fissure

(3.3)   ����C�� � F√C                                            

L’élément parabolique est représenté pour le bout de 

Fig.3.3 Représentation de l’élément parabolique

En injectant l’expression  (3.

notations de (fig.3.3)  

�����, 0� � ���+����� "� lim
L’intégrale pour x > 0 est donné par

 �����, 0� � ���+����� "� M �
Des expressions similaires peuvent être écrites pour le bout droit de la fissure

 Suivant le même procédé 

les éléments bout de fissure, il s’en suit des équations (3.

d’influence sont : 

NO
P      2(Q � ��QRS�1�T� 1.�(��Q/2��2(Q � �R2S�1�T� U √2V�2�Q G 12W�

émmeenntt  bboouutt  ddee  ffiissssuurree  eett    aappppll iiccaattiioonn  ddee  llaa  MMDD
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Elément parabolique adopté 

déplacement relatif entre les lèvres de la fissure au voisinage du front de

� XYZ[ \�� E�+ . Comme  XYZ[ \�� ��+ � ]^_V` a 3
élément bout de fissure parabolique défini par (3.13) et avec les notations de 

                                                                                                   

L’élément parabolique est représenté pour le bout de fissure gauche par la figure (

 

Fig.3.3 Représentation de l’élément parabolique gauche

(3.13) dans l’équation (3.8) de la contrainte où

lim�@A B WE/!���E� �� cC�!A                                              

est donné par : 

M √����! G ��√!� ln e√��√�!√��√�!e f                                                

similaires peuvent être écrites pour le bout droit de la fissure

Suivant le même procédé du paragraphe (III-2), et si le premier et le dernier élément sont 

les éléments bout de fissure, il s’en suit des équations (3.3) et (3.15

/ �Q2                                Q �  2, ) –  1
1W�QV ln h√V�W2�Q

√VGW2�Qh i     Q � 1 et Q � )�  

DDDD  aauuxx  mmii ll iieeuuxx  ffiissssuurrééss  
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au voisinage du front de la fissure est 

3��4 l √C. Nous allons 

les notations de la figure 

                                  (3.13)  

fissure gauche par la figure (fig.3.3).  

gauche 

de la contrainte où F � "�/√� et les 

                                  (3.14)
        

                                 (3.15) 

similaires peuvent être écrites pour le bout droit de la fissure. 

i le premier et le dernier élément sont 

15) que les coefficients 

                (3.16) 
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Avec  V � �- G m�# � �-m                                     (3.17) 

Reprenons l’exemple de la figure (fig.3.1) en utilisant l’élément bout de fissure. Le 

graphe suivant représente les solutions analytique et numérique de la discontinuité de 

déplacement avec un élément bout de fissure parabolique.  

 

Fig.3.4 Distribution de discontinuité de déplacement    

 On remarque à partir de la figure (3.4) que l’élément parabolique donne de bons résultats 

au voisinage du front de fissure. L’erreur n’est que de 6% alors que l’élément simple donne une 

erreur relative de 26%. 

III-3-4 Généralisation  

 Dans les équations (2.13) (2.14), nous avons introduit les dérivés d’une fonction n��, �. 

Cette fonction est obtenue comme suit : "#n��, � � ��o+����� B "#�C�ln3�� � C�� G �4�/�cC!�!  �( �  � ou �              (3.18)  

Pour un élément parabolique, les champs des contraintes et déplacements sont définis de 

la même manière que (2.13) (2.14). La discontinuité constante Di est remplacée par           

"#�C� � "#WC/� dans (3.18). 

 La fonction n��, � et ces dérivées  sont définies comme suit : n��, � � 2A B �C�A.pln3�� � C�� G �4A.pcC�!A                                                                (3.19) 

Avec 2A � ��o+�����!q.r                                                                                           (3.20) 
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n,���, � � 2A B �C�A.p s�t�s�t� �u cC�!A � 2A��2� � 2��                                                 (3.21) 

n,���, � � 2A B �C�A.p u�s�t� �u cC�!A � 2A2�                                                               (3.22) 

n,����, � � �22A B �C�A.p u�s�t�v�s�t� �u w cC�!A � �22A2��                                     (3.23) 

 n,����, � � 2A B �C�A.p M �u�s�t� �u G �uv�s�t� �u w f cC�!A � 2A��2� G 2�2���        (3.24) 

n,�����, � � 2A B �C�A.p M ���s�t�v�s�t� �u w G Xu �s�t�v�s�t� �u wxf cC�!A � 2A��2�� G 8�2L��           (3.25) 

n,�����, � � 2A B �C�A.p M �zuv�s�t� �u w G Xuxv�s�t� �u wxf cC�!A � 2A��62�� G 8L2L��      (3.26) 

Où  

 

2� � |�� M0.5 ~cos � � �� sin �� ln �!����!�q.r� ��� ��� �!����!�q.r� ��� ��� �
G �~sin � G �� cos �� arctan �√�!� ��� �� ��! f                                     (3.27) 

2� � | M0.5 ~cos � G �� sin �� ln �!����!�q.r� ��� ��� �!����!�q.r� ��� ��� �
G �~� sin � G �� cos �� arctan �√�!� ��� �� ��! f                                                 (3.28) 

2�� � 0.5|L/� M ��!�� �� � �� �� ������!� �� � � � �� � �� �� � f
G0.25 ���� ��L� �� ��8�� �� �� �

                                                   (3.29) 

2�� � 0.5|L/� M ����!�� �� ������!� �� � � ���� �� � f
G0.25 � ����8�� �� �

                                                           (3.30) 
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2L� � 0.25|L/� M ��!�� �� � �� �� ������!� �� � � � �� � �� �� �xf
G0.125 �L�  ��z� �p� �� 8� �� �� �

                                               (3.31) 

2L� � 0.25|L/� M ����!�� �� ������!� �� � � ���� �� �xf
G0.125 L�  ����8�� �� �

                                                       (3.32) 

| � ��� G ���/o                                                                                                                 (3.33) 

� � 0.5 arctan ��                                                                                                                   (3.34) 

 

III-4 Calcul numérique du facteur d’intensité de contraintes  

 La méthode la plus simple pour calculer les facteurs d’intensité de contraintes KI et KII est 

d’utiliser les relations (1.2) 

  �� � limE@A [X� ��+E 3��4
 ��� � limE@A [X� ��+E 3��4                                                                                       (3.35)  

 La méthode de discontinuité de déplacement permet d’évaluer les discontinuités de 

déplacements en tous points de la fissure. On peut calculer facilement les facteurs d’intensité de 

contraintes en considérant l’élément bout de fissure. 

Les relations suivantes donnent les facteurs d’intensité de contraintes KI et KII  en fonction 

des discontinuités de déplacement normale et tangentiel. 

�� � �8�1�T2� �2S�Q "Q
��� � �8�1�T2� �2S�Q "�Q

                                                                                                               (3.36) 

Avec j = 1 pour KI et KII gauche et  j = N pour KI et KII  droite. 
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III-5 Effet de la longueur de l’élément bout de fissure   

La précision sur les facteurs d’intensité de contraintes obtenus en utilisant  l’élément  bout 

de fissure parabolique varie avec le rapport entre la longueur de l’élément bout de fissure et  la 

longueur des autres éléments qui discrétisent la fissure. Le tableau (3.1) donne les erreurs 

relatives E équation (3.37) obtenues sur les facteurs d’intensité de contraintes  pour la fissure  de 

la figure (fig.3.1) en fonction de différents rapports ra défini par l’équation (3.38) 

� � 100 YZ���é������YZ����������
YZ����������                                                                                            (3.37) 

C! � !���  ¡¢ £1¤¤�¥¢!¦�§¤ ¨§                                                                                                           (3.38) 

Tab.3.1 L’erreur sur les facteurs d’intensité de contraintes en fonction de ©ª  ©ª 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00 1.05 1.10 1.15 

«% 13.69 10.67 8.35 6.53 5.05 4.41 3.83 3.10 

©ª 1.20 1.25 1.30 1.35 1.40 1.45 1.50 1.55 «% 2.80 2.35 1.93 1.55 1.19 0.85 0.53 0.24 

  

 Le meilleur résultat en termes de facteur d’intensité de contrainte est obtenu pour un 

rapport ra supérieur 1,5. 

 Dans la suite du travail, nous optons pour cette valeur. 

III-6 Structure de programme 

Notre programme est écrit en  Fortran F90. Il est constitué de quatre parties : 

La 1ère Partie du programme comporte la lecture des principales données et la 

discrétisation de domaine et affecte à chaque élément sa position, son orientation et ses 

conditions aux limites. 

La 2ème Partie construit le système d’équations. On récupère les données à partir de la 1ère 

partie puis on calcule les coefficients d’influences entre chaque couple d’éléments de la frontière 

du corps.  
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La 3ème Partie est dédiée à la résolution du système d’équations obtenu en 2ème Partie pour 

obtenir les composantes de discontinuité de déplacement de chaque élément. Ces résultats vont 

être utilisés pour la détermination des champs de contraintes et déplacement inconnus, et la 

détermination des facteurs d’intensité de contraintes dans le cas des structures fissurées.  

Enfin, dans la 4ème Partie, on détermine les contraintes et les déplacements aux points 

spécifiés du domaine étudié. 

  Pour des raisons pratique de représentation, l’organigramme ci-dessous ne reprend que les 

étapes de calcul du facteur d’intensité de contrainte utilisant l’élément simple.  

Mais le programme complet est repris en annexe. 
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                                                                         Début  

                                                      
          Lire  (E, ν, (Pxy)0, (Pxy)0, (Pxy)0,  
                                         asym, xsym, ysym, nedc) 
 
 
                                                                k = 0                                       
 
                                                                 i = 1 
 
                                                  Lire  (nds,xds, yds, 
                                             xfs, yfs, tcl, cls, cln) 

 
            

                              

�c � �®��D®¯D®c � �®��D®¯D®V° � W�c� G c�
          j = 1                    k = k + 1 

                                                                                             

�±�²� � �cV G 0.5�c�2Q � 1�±�²� � cV G 0.5c�2Q � 1���²� � 0.5V°V(_³�²� � c/V°]^V³�²� � �c/V°²^c�²� � `]´]´�2² � 1� � ]´V]´�2²� � ]´_
  

 
 
                    
i = i  + 1                          i = nedc             j = j  + 1  j = nds  
                     
 
 
                                      Lire  (nbf)    i = i + 1 
 
             
                                         i = 1                             Lire (nsbf(i))                         i = nbf 
 

 
 
 
 
 
 

oui 

oui 

non non 

non 

oui 1 
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                          i = 1 

                                                                                                                                       

    
VV � .�����A � �����A/V(_³�(�]^V³�(� G �����A.]^V³��(� � V(_³��(�/V_ � �����AV(_³��(� � 2�����AV(_³�(�]^V³�(� G �����A]^V³��(�                     i = i  +1  

  

 
         kod (i) = cc                        kod (i) = cd                   kod (i) = dc                    kod (i) = dd 
 
 
                    oui                                     oui                                oui 
cl(2i – 1) = cl(2i – 1) – ss        cl(2i) = cl(2i) – sn        cl(2i – 1) = cl(2i – 1) – ss 
cl(2i) = cl(2i) – sn 
      non         
                        i = i  + 1 
i = k            

                  sxxs = sxxn = syys = syyn = sxys =          j = 1               i = 1                      i = k 
                   sxyn = uxs = uxn = uys = uyn = 0          

      j = j  + 1 
               non             xi = xm(i), yi = ym(i)                      nsym = 1, cosbj = cosb(j), sinbj = sinb(j) 
  j = k                         xj = xm(j), yj = ym(j)                             

  

           asym = xy                                             asym = y                                       asym = x 

                   oui                                                         oui                                                oui  

      xj =2xsym – xm(j)                                yj = 2ysym – ym(j)                        xj =2xsym – xm(j) 
nsym = -1,  sinbj = -sinb(j)                 nsym = -1, cosbj = -cosb(j)         nsym = -1,  sinbj = -sinb(j)   
                

 

 xj = xm(j),  yj = 2ysym – ym(j)                        xj =2xsym – xm(j) 
cosbj = -cosb(j), sinbj = sinb(j)                       sinbj = sinb(j), nsym = +1 
 
 
 
 
 

1 

non non non 

non oui 

A 

A A A 

A 

A 

B 

2 

non non non 

oui 

oui 
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                                     i  = 1                               j = i + 1                      x0 = c( j , i ) / c( i , i )      

 

                             j = j + 1 

                    

        j = 2k                                 c( j , ii ) = c( j , ii ) – x0 c( i , ii )                    ii = i 

 

 

        cl( j ) = cl( j ) – x0 cl( i  )                   ii = 2k                              ii = ii + 1 

 

 

 

                                  i = 2k – 1                                                             i = i + 1 

 

                                      oui 

 

                  d(2k) = cl(2k) / c( 2k , 2k )               i = 1             so = 0           j = 2k + 1 – i  

 

 

                                            i = 2k - 1                     i = i +1        so = so + c( 2k - i , j ) d( j )         j = j + 1 

                                      

                     d( 2k – i ) = (cl( 2k – i ) – so) / c( 2k - i , 2k - i)                          j = 2k 

 

 

                     i = 1                         

�� � [X���� � � �+!�#� c�2(�
��� � [X���� � � �+!�#� c�2( � 1�                       i = nbf 

 

                                                                     i = i + 1 

                                 Fin                                                                   Afficher  (KI, KII ) 
 

 

                                        xb = (xi – xj) cosbj + (yi – yj) sinbj 

                                        yb = (xi – xj) sinbj + (yi – yj) cosbj 

 
 

                               
�µ � �³      ¶ � ³n³2 � ·¶�   n³3 � ·¶L    n³4 � ·¶on³5 � ·¶p   n³6 � ·¶z    n³7 � ·¶»

                   
¼1 � 1 � 2T¼2 � 2�1 � T�½0 � �/�1 G T�       A1 

2 

A 

non 

oui 

non oui 

non 

non 
oui 

 oui non 

non 

oui 
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                                                                                        A1 
 ��cV � �¼1 5 ](_³Q 5 n³2 5 ¼2 5 ]^V³Q 5 n3 G ³�V(_³Q 5 n4 � ]^V³Q 5 n5���c_ � �¼1 5 ]^V³Q 5 n2 G ¼2 5 V(_³Q 5 n3 � ³�]^V³Q 5 n4 G V(_³Q 5 n5��cV � ¼1 5 ]^V³Q 5 n2 G ¼2 5 V(_³Q 5 n3 � ³�]^V³Q 5 n4 G V(_³Q 5 n5��c_ � �¼1 5 V(_³Q 5 n2 G ¼2 5 ]^V³Q 5 n3 � ³�V(_³Q 5 n4 � ]^V³Q 5 n5�V��cV � ½0�2]^V³Q� 5 n4 G 2V(_³Q 5 ]^V³Q 5 n5 G ³�n6�]^V³Q� G V(_³Q�� � 2V(_³Q 5 ]^V³Q 5 n7��V��c_ � ½0.�n5 G ³�2V(_³Q 5 ]^V³Q 5 n6 G n7�]^V³Q� G V(_³Q��/VcV � ½0�2V(_³Q� 5 n4 � 2V(_³Q 5 ]^V³Q 5 n5 � ³�n6�]^V³Q� G V(_³Q�� � 2V(_³Q 5 ]^V³Q 5 n7��Vc_ � ½0.�n5 � ³�2V(_³Q 5 ]^V³Q 5 n6 G n7�]^V³Q� G V(_³Q��/V�cV � ½0.2V(_³Q 5 ]^V³Q 5 n4 � n5�]^V³Q� G V(_³Q�� G ³�2V(_³Q 5 ]^V³Q 5 n6� G n7�]^V³Q� G V(_³Q��/V�c_ � ½0��³�n6�]^V³Q� G V(_³Q�� � 2V(_³Q 5 ]^V³Q 5 n7�

  

 
        ��V � ��V G _V± 5 ��cV, ��_ � ��_ G ��c_, �V � �V G _V± 5 �cV, �c_ � �_ G �c_V��V � V��V G _V± 5 V��cV,   V��_ � V��_ G V��c_,   VV � VV G _V± 5 VcVV_ � V_ G Vc_,   V�V � V�V G _V± 5 V�cV,   V�_ � V�_ G V�c_   

 
 
                                                                                                                 Retour  

 

                  

]1 � �VV � V��V� 5 V(_³�(� 5 ]^V³�(� G V�V 5 .]^V³��(� � V(_³��(�/]2 � �V_ � V��_� 5 V(_³�(� 5 ]^V³�(� G V�_ 5 .]^V³��(� � V(_³��(�/]3 � V��V 5 V(_³��(� � 2V�V 5 V(_³�(� 5 ]^V³�(� G VV 5 ]^V³��(�]4 � V��_ 5 V(_³��(� � 2V�_ 5 V(_³�(� 5 ]^V³�(� G V_ 5 ]^V³��(�]5 � ��V 5 ]^V³�(� G �V 5 V(_³�(�]6 � ��_ 5 ]^V³�(� G �_ 5 V(_³�(�]7 � ���V 5 V(_³�(� G �V 5 ]^V³�(�]8 � ���_ 5 V(_³�(� G �_ 5 ]^V³�(�
 

 
 
 
 
    kod (i) = cc                              kod (i) = dd                       kod (i) = cd                               kod (i) = dc 

 

 

                oui                                            oui                                        oui                                               oui              

  ]�2( � 1, 2Q � 1� � ]1]�2( � 1, 2Q� � ]2]�2(, 2Q � 1� � ]3]�2(, 2Q� � ]4        

]�2( � 1, 2Q � 1� � ]5]�2( � 1, 2Q� � ]6]�2(, 2Q � 1� � ]7]�2(, 2Q� � ]8         

]�2( � 1, 2Q � 1� � ]5]�2( � 1, 2Q� � ]6]�2(, 2Q � 1� � ]3]�2(, 2Q� � ]4       

]�2( � 1, 2Q � 1� � ]1]�2( � 1, 2Q� � ]2]�2(, 2Q � 1� � ]7]�2(, 2Q� � ]8  

 
 
                                                                  Retour 

B 

non non non 



  

CChhaappiittrree  IIVV    

  

EExxeemmpplleess,,  rrééssuull ttaattss  eett  

iinntteerrpprrééttaattiioonnss  

11))  iinnttrroodduuccttiioonn  

22))  EExxeemmpplleess  ddeess  ddoommaaiinneess  ccoonnttiinnuuss    

33))  CChhooiixx  ddee  nnoommbbrree  dd’’ éélléémmeennttss  ppoouurr  llaa  ddiissccrrééttiissaattiioonn  ddee  llaa  ffiissssuurree  

44))  FFiissssuurree  iinnccll iinnééee  ddaannss  uunn  ppllaann  iinnffiinnii   

55))  FFiissssuurree  iinnccll iinnééee  ddaannss  uunn  ppllaann  iinnffiinnii   ssoouuss  uunnee  cchhaarrggee  bbii   aaxxiiaallee  

66))  FFiissssuurree  ddaannss  uunn  ddoommaaiinnee  sseemmii--iinnffiinnii   

77))  FFiissssuurree  ddéébboouucchhaanntt  ddaannss  uunnee  bbaarrrree  ssooll ll iiccii ttééee  eenn  qquuaattrree  ppooiinnttss  

88))  FFiissssuurree  éémmaannaanntt  dd’’ uunn  ttrroouu  

99))  FFiissssuurree  ddaannss  uunnee  ppllaaqquuee  ccii rrccuullaaii rree  rraaddiiaalleemmeenntt  tteenndduu  

1100))  DDeeuuxx  ffiissssuurreess  ccrrooiissééeess  ddaannss  uunn  ddoommaaiinnee  iinnffiinnii   

1111))  ffiissssuurree  ddéébboouucchhaanntt  ddaannss  uunnee  ppllaaqquuee  

1122))  CCoonncclluussiioonn    
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IV-1 introduction 

Dans ce chapitre, nous traitons un nombre d’exemples pratiques en mécanique de la 

rupture qui peuvent être simulés numériquement par la méthode des discontinuités de 

déplacements (MDD) en bidimensionnel. L’élément bout de fissure est introduit et des 

comparaisons avec l’élément simples sont faites. Le mode mixte de rupture est pris en compte. 

 

IV-2 Exemples des domaines continus  

 Dans cette partie nous allons prendre deux exemples qui ont des distributions de 

contraintes connus et ils sont représentés dans les réf [30] et [31], on compare les résultats 

numériques et analytiques pour voir l’efficacité de la MDD pour les milieux continus.    

IV-2-1 Plaque percées soumise à une traction bi axiale 

 On considère dans cet exemple une plaque infinie percée soumise à une  traction bi 

axiale figure (fig.4.1). La solution analytique du champ de contrainte pour se  problème est 

donnée par (4.1) 

 

 �� � � �1 � ��	�	
�� � � �1 � ��	�	
                                                       (4.1) 

 

 

 

La figure (fig.4.2) représente les champs de contrainte normalisés � � ��/�  et         � � ��/� obtenus par la méthode de discontinuité de déplacement et par la solution analytique 

 

 

 

Fig.4. 1 Plaque percées soumise  à 
une traction bi axiale 
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Fig.4.2 Champ de contraintes pour la plaque percée 

IV-2-2 Cylindre épais sous pression 

  La figure 4.3 représente un cylindre épais de longueur infinie chargé radialement sur sa 

surface intérieure et extérieure. Le champ de contraintes est donné par les relations (4.2). 

  

     � �� � ��	�		��	�����	��		����� � ��	����		�	�		������ � � ��	�		��	�����	��		����� � ��	����		�	�		����
�                                  (4.2) 

 

La figure (fig.4.4) représente les champs de contrainte � � ��/�1  et � � ��/�1s1 

obtenus par la MDD et par la solution analytique. Dans cet exemple, on prend r2 = 3r1 et            

P2 = 2P1 

 
Fig.4.4 Champ de contraintes pour un cylindre épais sous pression 

Fig.4.3 Cylindre épais sous pression 
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Tab.4.1 Erreur sur le champ de contraintes pour le cylindre épais 

r/r 1 Erreur % s1 Erreur % s2 

1.1 

1.5 

2.0 

2.5 

2.8 

0.546 

0.229 

0.596 

0.738 

0. 806 

1.582 

1.408 

1.234 

1.142 

1.0922 

 
Les deux exemples précédents sont des exemples types et ne présentent  pas de difficultés. 

Les erreurs sont très satisfaisantes. Ces deux exemples sont présentés dans le but de montrer 

l’efficacité et la simplicité pour simuler des milieux continus. 

IV-3 Choix du nombre d’éléments pour la discrétisation de la fissure 

Le premier problème d’un milieu fissuré concerne une plaque infinie présentant une 

fissure de longueur 2a soumise à une traction (cas du mode I pur).  Les deux courbes suivantes 

concernent les résultats du facteur d’intensité de contrainte normalisé  KI*   (fig.4.5) obtenues 

avec l’élément simple et parabolique en fonction du nombre d’éléments N.  

 

Fig.4.5 Le facteur d’intensité de contrainte en fonction de nombre d’éléments N 

Cet exemple permet de proposer une discrétisation comme suit. On fixe 40 éléments dans 

le cas d’une discrétisation en éléments simples. Dans le cas d’une discrétisation avec éléments 

simples couplés avec un élément parabolique on procède comme suit. 18 éléments et deux 

éléments paraboliques (soit 20 éléments au total) sont utilisés dans le cas d’un rapport ra = 1, 28 

éléments simples couplés avec deux éléments paraboliques (soit un total de 30 éléments) dans le 

cas d’un rapport ra = 1.5. 
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IV-4 Fissure inclinée 

L’exemple suivant concerne une plaque supposée infini présentant une fissure inclinée 

d’un angle β, par rapport à l’axe de traction.

analytiquement par [1]: 

 

 

Fig.4.7 Facteurs d’intensité de contraintes en fonction de l’inclinaison

Les graphes (4.7.a) (4.7.b) représentent les facteurs d’intensité de contraintes 

en fonction de l’angle d’inclinaison 

exacte mais nous avons une 

parabolique. L’erreur est de 25% avec

discrétisation utilisant 18 éléments simple et 

Fig.4.6 Fissure inclinée dans 
un domaine infini 

a) 
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 dans un plan infini 

suivant concerne une plaque supposée infini présentant une fissure inclinée 

, par rapport à l’axe de traction. Les facteurs d’intensité de contraintes sont donnés 

           

 

   � ������ � sin # √%& �� sin #� cos #�
                       

 

        

d’intensité de contraintes en fonction de l’inclinaison

Les graphes (4.7.a) (4.7.b) représentent les facteurs d’intensité de contraintes 

en fonction de l’angle d’inclinaison β. Les résultats numériques sont comparables avec la solu

mais nous avons une meilleure convergence avec une discrétisation 

25% avec l’élément simple (40 éléments), elle est de 4

éléments simple et deux éléments parabolique

b) 

dans 
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suivant concerne une plaque supposée infini présentant une fissure inclinée 

contraintes sont donnés 

                       

                     (4.3)  

 

d’intensité de contraintes en fonction de l’inclinaison de la fissure 

Les graphes (4.7.a) (4.7.b) représentent les facteurs d’intensité de contraintes normalisés 

. Les résultats numériques sont comparables avec la solution 

avec une discrétisation utilisant l’élément 

(40 éléments), elle est de 4.5% avec une 

paraboliques (ra=1) et 0.4% pour 
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ra=1.5 soit une discrétisation utilisant 28 éléments simples et deux éléments paraboliques 

seulement. 

Par comparaison, cet exemple nécessite un très grand nombre de nœuds avec une 

discrétisation en éléments finis. Car pour prendre en charge les dimensions infinies, nous devons 

prendre des dimensions très grandes et raffiner très finement au niveau des fronts de fissure. 

A titre de comparaison, l’exemple de la réf [32] utilise la méthode des éléments finis pour 

la détermination des KI et KII. Dans cet exemple, 5336  nœuds sont utilisés. Le tableau suivant 

donne une comparaison avec nos résultats (MDD avec ra = 1.5) et lés résultats de réf [32] (MEF) 

Tab.4.2 Comparaison entre la MDD et la MEF 

β° 
MEF MDD 

KI* / sin2
β KII * / sin β cos β KI* / sin2

β KII * / sin β cos β 

10 1.0189 1.0066 1.0033 1.0041 

20 1.0145 1.0088 1.0034 1.0037 

30 1.0112 1.0078 1.0040 1.0039 

40 1.0123 1.0069 1.0039 1.0039 

50 1.0115 1.0069 1.0039 1.0039 

60 1.0105 1.0052 1.0039 1.0039 

70 1.0102 1.0035 1.0040 1.0037 

80 1.0093 1.0033 1.0039 1.0041 

 
 
 La solution exacte pour KI* / sin2

β et KII* / sin β cos β est 1. On remarque à partir de 

tableau (tab.4.2) que nos résultats sont comparables avec les résultats obtenus par la méthode des 

éléments finis avec seulement 30 éléments au total. Un autre avantage réside aussi dans la prise 

en compte de la propagation. Chose qui reste très compliquée dans le cas d’une étude en éléments 

finis. 

IV-5 Fissure inclinée dans un plan infini sous une charge bi axiale 

 L’exemple suivant reprend la géométrie du problème précédent avec un chargement bi 

axial proportionnel représenté sur la figure (4.8). La solution analytique est donnée par l’équation 

(4.4). Dans ce cas une discrétisation en 20 éléments soit ra=1 a été utilisées.  
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Fig.4.8 Fissure incliné sous une charge bi axiale 

� ������ � √%& � sin� # � ) cos� #cos # sin # �1 � )��                                                                              (4.4) 

 Les deux tableaux (4.3) et (4.4) suivants présentent respectivement les résultats 

analytiques et numériques du facteur d’intensité de contrainte normalisés en mode I et II. 

Tab.4.3 Facteurs d’intensité de contraintes obtenus analytiquement 

β°β°β°β°    
f = 0.25 f = 0.5 f = 2 f = 4 

KI* K II * K I* K II * K I* K II * K I* K II * 

15 0.3002 0.1875 0.5335 0.1250 1.9330 -0.2500 3.7990 -0.7500 

30 0.4375 0.3248 0.6250 0.2165 1.7500 -0.4330 3.2500 -1.2990 

45 0.6250 0.3750 0.7500 0.2500 1.5000 -0.5000 2.5000 -1.5000 

60 0.8125 0.3248 0.8750 0.2165 1.2500 -0.4330 1.7500 -1.2990 

75 0.9498 0.1875 0.9665 0.1250 1.0970 -0.2500 1.2010 -0.7500 
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Tab.4.4 Facteurs d’intensité de contraintes obtenus 

β°β°β°β°    
f = 0.25 

KI* K II *  

15 0.3141 0.1961

30 0.4577 0.3397

45   0.6538 0.3923

60 0.8500 0.3397

75 0.9936 0.1961

 

 L’erreur maximale est de 5% avec l’utilisation d’un rapport 

améliorée significativement  si on utilise 

 

IV-6 Fissure dans un domaine semi

 Dans cet exemple nous allons étudier l’efficacité de la MDD dans les domaines 

semi-infinis. Pour cela, on considère

une traction σ et un cisaillement

par [1]: 

* �����+ � 1.1215√%& 0�12                                                                                       

Fig.4.9 Fissure débouchant dans un domaine semi infini 
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Facteurs d’intensité de contraintes obtenus numériquement

f = 0.5 f = 2 

 KI* K II * K I* K II *  

0.1961 0.5581 0.1308 2.0221 -0.2615

0.3397 0.6538 0.2265    1.8307 -0.4530  

0.3923 0.7846 0.2615    1.5692 -0.5231  

0.3397 0.9153 0.2265    1.3076 -0.4530  

0.1961 1.0111 0.1308      1.1162 -0.2615  

’erreur maximale est de 5% avec l’utilisation d’un rapport r

si on utilise ra = 1.5. Ceci n’a pas été fait faute 

dans un domaine semi-infini  

Dans cet exemple nous allons étudier l’efficacité de la MDD dans les domaines 

, on considère l’exemple d’une fissure débouchant

et un cisaillement τ (fig.4.9). Les facteurs d’intensité de contraintes sont donnés 

0 2                                                                                       

 

Fig.4.9 Fissure débouchant dans un domaine semi infini 
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numériquement 

f = 4 

 KI* K II * 

0.2615 3.9742   -0.7846 

0.4530   3.3999   -1.3589 

0.5231   2.6153   -1.5692 

0.4530   1.8307   -1.3589 

0.2615   1.2563   -0.7846 

ra = 1. Elle peut être 

. Ceci n’a pas été fait faute de temps. 

Dans cet exemple nous allons étudier l’efficacité de la MDD dans les domaines         

l’exemple d’une fissure débouchante soumise à l’infini à 

. Les facteurs d’intensité de contraintes sont donnés 

                                                                                       (4.5)  

Fig.4.9 Fissure débouchant dans un domaine semi infini  
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 La méthode des discontinuités de déplacement peut prendre en charge les domaines semi 

infinis. Mais dans la formulation qui nous concerne, nous ne pouvons traiter que les milieux finis 

ou infinis. Il existe une autre formulation de la MDD pour les domaines semi-infinis [33]. 

 On va supposer un domaine fini (fig.4.10) avec des dimensions très grandes devant les 

dimensions de la fissure pour éviter les phénomènes de bords. 

 

 

 

 

                                                       

 

                                          τ                                    τ 

 

 
 

 

 

Fig.4.10 Fissure débouchant dans une plaque finie 

 Le tableau (tab.4.5) représente le facteur d’intensité de contrainte KI*  en fonction du 

rapport W / a, où  E1 est la valeur de KI*  obtenue avec l’élément parabolique ra = 1.5, E2 est la 

valeur de KI*  obtenue avec  l’élément parabolique ra = 1 et E3 est la valeur de KI*  obtenue avec  

l’élément simple. 

 Pour la discrétisation, on divise la fissure en 20 éléments. La plaque est discrétisée selon 

la condition que tous les éléments de frontière ont approximativement la même longueur. 
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Tab.4.5 Comparaison entre les KI* analytique et numérique pour déférents valeurs de W / a 

W/a       KI* [1] E1 E2 E3 
�34 �  567 849�567 849  

�3: � 567 849�567 849  
�3: �  567 849�567 849  

2.5     1.1215    2.1080  2.2173   2.6693    0.88     0.98       1.38 

5.0     1.1215    1.3889 1.4545   1.7377    0.24     0.30       0.55 

7.5     1.1215    1.2541  1.3123   1.5652    0.12     0.17       0.40 

10.0    1.1215    1.2038  1.2593   1.5011    0.07     0.12       0.34 

12.5    1.1215    1.1792  1.2334   1.4698    0.05     0.10       0.31 

15.0    1.1215    1.1653  1.2187   1.4520    0.04     0.09       0.29 

 

 

Fig.4.11 Comparaison entre les KI* analytique et numérique pour différentes valeurs de W / a 

 On remarque que les résultats numériques convergent vers la solution donnée par [1] en 

augmentent les dimensions de la plaque par rapport à la dimension de la fissure. On obtient de 

bon résultats pour un rapport a / W supérieur ou égale à 10. Ce rapport peut être utilisé pour 

considérer que la plaque est de dimension infinie dans certains problèmes. Donc la MDD permet 

d’étudier les domaines semi-infini, mais le nombre d’éléments qui discrétisent le contour est 

relativement élevé. Par exemple, pour un rapport a / W = 10, la plaque est discrétisée en 1200 

éléments.  
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IV-7 Fissure débouchant dans une barre sollicitée en quatre points  

 Dans le cas de la flexion trois points avec fissure au milieu, essai très utilisé en mécanique 

de la rupture, on est en mode I pur. L’exemple de l’essai suivant en flexion quatre points est 

utilisé pour faire intervenir le mode mixte. La barre est représentée sur la figure (4.12). Où F est 

la force appliquée, a est la longueur de la fissure, W est la largeur de barre, d est la distance entre 

la force et  le milieu de la barre. L est la distance entre le support et  le milieu de la barre. s est la 

distance entre la fissure et  le milieu de la barre. L’épaisseur de la barre est prise égale à l’unité.  

 

Fig.4.12 Fissure débouchant dans une barre sollicitée en quatre points 

Les facteurs d’intensité de contrainte sont donnés par [34]: 

�� � ;<=>	 √%& ?� � @>
��� � =>�/	 �@/>�A/	���@/>��/	 ?���&/B�                                                                                         (4.6) 

Les fonctions FI et FII  sont définis par : 

?� � 1.121 � @>
 � 3.740 � @>
� � 3.873 � @>
H � 19.05 � @>
J � 22.55 � @>
K    0 L @> L 0.7
?�� � 7.264 � 9.37 � @>
 � 2.740 � @>
� � 1.87 � @>
H � 1.04 � @>
J                     0 L @> L 1     (4.7) 

La charge Q est défini par : N � O�P�Q�P                                                                                                                                 (4.8) 

 Dans le tableau suivant, les facteurs d’intensité de contraintes normalisés par la force F 

obtenus par les relations (4.6) et par la MDD utilisant une discrétisation en élément simple et 

parabolique ra = 1, sont : 
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��O � �R/�?√%&� et ���O � �RR/�?√%&�                                                                    (4.9) 

Pour l’application numérique on prend les dimensions suivantes : a = 1, W = 2, L = 5, d = 2 et on 

fait varier s entre 0 et 1. 

Tab.4.6 Facteurs d’intensité de contraintes en fonction de s 

s 
Réf [34] Elément simple Elément parabolique 

KI
F KII

F KI
F KII

F KI
F KII

F 

0 0.0000 0.4108 -0.0064 0.5281 -0.0053 0.4425 

0.2 0.2689 0.4108 0.3294 0.5333 0.2718 0.4468 

0.4 0.5377 0.4108 0.6665 0.5378 0.5500 0.4506 

0.6 0.8066 0.4108 1.0049 0.5406 0.8293 0.4530 

0.8 1.0756 0.4108 1.3448 0.5392 1.1098 0.4519 

1.0 1.3443 0.4108 1.6853 0.5298 1.3908 0.4439 

 

 

Fig.4.13 Facteurs d’intensité de contraintes en fonction de s 
 

 Les résultats numériques obtenus avec l’élément parabolique sont proches de celle de  

[34]. ��O  varie linéairement avec s comme le montre l’équation (4.6) dans les deux cas de 

discrétisation. 

 Si la fissure est au milieu de la barre, le moment fléchissant est égal à zéro et l’effort 

tranchant est différent de zéro. Dans ce cas, nous sommes en mode II pur (KI = 0). Cela est traduit 
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par nos résultats où KI est très petit  pour s = 0 et peut être considéré comme nul devant KII. Cela 

est dû à l'interaction entre la force et la fissure. Si les forces sont loin de la fissure, l'interaction 

diminue et le mode I disparait [35] et [36]. 

IV-8 Fissure émanant d’un trou 

 Dans cet exemple, on applique la méthode de discontinuité de déplacement à une fissure 

émanant d’un trou dans un domaine infini (fig.4.14). On compare nos résultats avec les résultats 

de la réf. [1] qui donne les facteurs d’intensité en fonction de α 

 

Fig.4.14 fissure émanant d’un trou 

 Pour la discrétisation, on divise la fissure en 20 éléments pour l’élément parabolique, et le 

cercle est discrétisé uniformément. Le tableau (4.8) montre le nombre d’éléments sur le cercle en 

fonction du rapport a/r. 

Tab.4.8 Nombre de division du cercle en fonction de rapport a/r. 

a/r 0.4 0.5 0.6 0.8 1.0 2.0 3.0 

N 314 251 210 157 126 063 042 

 
Tab.4.9 Facteurs d’intensité de contraintes en fonction de a/r pour αααα = 0 

a/r 
KI*  Erreur %  

Réf [1] E3 E2 E1 E3 E2 E1 
0.4 1.860 2.3638 1.9873 1.8969 27.09 6.84 1.98 

0.5 1.730 2.1669 1.8240 1.7458 25.25 5.43 0.91 

0.6 1.640 2.0117 1.6934 1.6221 22.66 3.26 1.09 

0.8 1.470 1.7875 1.5308 1.4416 21.60 4.13 1.93 

1.0 1.370 1.6395 1.3901 1.3446 19.67 2.01 1.85 

2.0 1.060 1.2614 1.0869 1.0660 19.00 2.54 0.57 

3.0 0.940 1.0908 0.9753 0.9365 16.04 3.76 0.37 

α 
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 Les résultats numériques sont conformes avec les résultats de réf [1]. Nous calculons dans 

ce qui suit, les facteurs d’intensité de contraintes en fonction de l’angle d’inclinaison de la fissure 

par la méthode de discontinuité de déplacement dans le cas d’un élément parabolique avec ra = 1. 

Tab.4.10 Facteurs d’intensité de contraintes en fonction de a/r et de αααα 

a/r 
αααα= 15° αααα    = 30° αααα    = 45° αααα    = 60° αααα    = 75° 

KI * K II * K I * K II * K I * K II * K I * K II * K I * K II * 

0.4 1.8335 0.2650 1.4072 0.4574 0.8249 0.5287 0.2427 0.4578 -0.1834 0.2644 

0.6 1.5651 0.2972 1.2155 0.5153 0.7430 0.5945 0.2685 0.5154 -0.0784 0.2972 

0.8 1.3968 0.3114 1.0994 0.5398 0.6871 0.6232 0.2787 0.5393 -0.0211 0.3114 

1.0 1.2785 0.3153 1.0092 0.5473 0.6459 0.6307 0.2800 0.5458 0.0124 0.3152 

1.5 1.1049 0.3089 0.8790 0.5357 0.5790 0.6210 0.2735 0.5359 0.0505 0.3091 

2.0 1.0117 0.2972 0.8018 0.5175 0.5375 0.5955 0.2630 0.5152 0.0630 0.2975 

2.5 0.9506 0.2868 0.7647 0.4956 0.5104 0.5729 0.2542 0.4970 0.0672 0.2861 

3.0 0.9093 0.2760 0.7338 0.4774 0.4848 0.5616 0.2465 0.4776 0.0682 0.2761 

3.5 0.8803 0.2673 0.7091 0.4632 0.4769 0.5414 0.2400 0.4630 0.0685 0.2672 

  

 
Fig.4.15 Facteurs d’intensité de contraintes en fonction de a/r et de αααα 
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 En remarque à partir de

la même évolution pour les dif

étudiés avec plus de détails et s’intéresser aussi à la variation de 

IV- 9 Fissure dans une plaque circulaire radialement tendu

La géométrie et le chargement de

Fig.4.16 Fissure dans une plaque circulaire radialement tendu

         Le graphe (4.17) montre la variation de 

[1]. Pour le nombre d’éléments qui discrétisent le cercle

IV-8 

Fig.4.17 
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En remarque à partir des (fig.4.15) que les facteurs d’intensité de contraintes 

la même évolution pour les différents angles d’inclinaison α. Certains rapports doivent 

étudiés avec plus de détails et s’intéresser aussi à la variation de KI et KII  en fonction de 

9 Fissure dans une plaque circulaire radialement tendu

chargement de cet exemple sont représentés dans la figure (4.1

 

Fissure dans une plaque circulaire radialement tendu

) montre la variation de KI*  pour s = 0 donné numériquement 

le nombre d’éléments qui discrétisent le cercle, on respecte la procédure

 

 Variation de KI* en fonction de a/r pour s = 0
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) que les facteurs d’intensité de contraintes KI et KII ont 

Certains rapports doivent être 

en fonction de α 

9 Fissure dans une plaque circulaire radialement tendu 

cet exemple sont représentés dans la figure (4.16). 

Fissure dans une plaque circulaire radialement tendu 

= 0 donné numériquement et par la réf 

procédure de l’exemple 

* en fonction de a/r pour s = 0 
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         Le tableau suivant représente la variation des facteurs d’intensité de contrainte KI*  et KII*  

pour déférents valeurs de a/r et s/r. 

Tab.4.11 Facteurs d’intensité de contraintes en fonction de a/r et s/r 
a/r  s/r = 0.1 s/r = 0.2 s/r = 0.3 s/r = 0.4 

KI*  KII *  KI*  KII *  KI*  KII *  KI*  KII *  
0.01   1.0053 -0.0000   1.0053 -0.0000   1.0053 -0.0000   1.0054 -0.0000   

0.1    1.0216 -0.0002   1.0232 -0.0005   1.0263 -0.0010   1.0316 -0.0017 

0.2    1.0754 -0.0019   1.0815 -0.0042   1.0932 -0.0074   1.1131 -0.0124 

0.3    1.1603 -0.0061   1.1731 -0.0132   1.1976 -0.0229   1.2390 -0.0376 

0.4    1.2754 -0.0133   1.2968 -0.0286   1.3375 -0.0489   1.4061 -0.0790 

0.5    1.4317 -0.0242   1.4651 -0.0518   1.5284 -0.0881   1.6352 -0.1413 

a/r s/r = 0.5 s/r = 0.6 s/r = 0.7 s/r = 0.8 

KI*  KII *  KI*  KII *  KI*  KII *  KI*  KII *  
0.01   1.0055 -0.0000   1.0056 -0.0000   1.0060 -0.0000   1.0071 -0.0001 

0.1    1.0407 -0.0029   1.0576 -0.0057   1.0930 -0.0128   1.1855 -0.0381 

0.2    1.1468 -0.0213   1.2073 -0.0391   1.3275 -0.0813   1.6203 -0.2067 

0.3    1.3083 -0.0627   1.4301 -0.1104   1.6688 -0.2157 2.2545 -0.5164 

0.4    1.5208 -0.1289   1.7224 -0.2213   2.1221 -0.4235   3.1320 -1.0207 

0.5    1.8162 -0.2287   2.1408 -0.3912 2.8141 -0.7656 4.4803 -1.7709 

 

 Dans cet exemple la puissance de l’élément parabolique avec ra=1.5 est bien montrée. On 

doit veiller à faire attention dans le cas de grand rapport de s/r sur l’effet des résultats et cela 

particulièrement sur le mode II. Ceci est valable aussi dans le cas de l’exemple IV-8 

IV-10 Deux fissures croisées dans un domaine infini 

 L’intérêt de cet exemple réside dans le fait de faire une comparaison avec les résultats de 

« extended finite element method » disponibles [37]. L’exemple suivant concerne deux fissures 

croisées dans un plan infini avec une traction bi axiale à l’infini Pxx = σ, Pyy = σ  donné en figure 

(4.18). 
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             (1) 

 
        (2) 

 

Fig.4.18 fissures croisées dans un domaine infini 

Le tableau (4.12) montre le facteur d’intensité de contrainte normalisé KI* pour θ = 0, 

obtenu par la méthode de discontinuité de déplacement et la méthode des éléments fini étendu 

(XFEM) « extended finite element method » [37] comparé avec le facteur d’intensité de 

contrainte normalisé KI* donné par [38]. 

Tab.4.12 Facteur d’intensité de contraintes pour θ = 0 

 Réf 
[38] XFEM 

Elément 
simple 

Elément parabolique ra 
= 1 

Elément parabolique ra = 
1.5 

KI*  0.8641 0.8653 1.0717 0.8950 0.8631 

 

 Nos résultats donnent les différences suivantes par rapport à la réf [38]. Les résultats 

donnés par une discrétisation en éléments simples donnent une erreur de 24.02%. En faisant 

intervenir l’élément parabolique avec ra = 1, l’erreur chute à3.58% alors qu’elle n’est que de  

0.12 avec ra = 1.5. L’élément parabolique avec ra = 1,5 a donné des résultats très proches de celle 

de réf [38]. 

         En constate aussi que les facteurs d’intensité de contrainte obtenus par l’élément 

parabolique ra = 1.5 sont très proches des facteurs d’intensité de contrainte obtenus par la 

méthode des éléments fini étendu. Afin de mettre en évidence le mode mixte, dans la suite de 

l’exemple, nous allons évaluer les facteurs d’intensité de contrainte KI*  et KII* pour différentes 

valeurs de θ et avec une pression σ = Pyy. 
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Tab.4.13 Facteurs d’intensité de contrainte fonction de θ pour une traction simple. 

θ° 
ra = 1 ra = 1.5 

KI*  KII *  KI* K I I* 
0 1.1348 0.0000 1.0863 0.0000 

15 1.0427 -0.2238 0.9981 -0.2142 

30 0.7911 -0.3876 0.7473 -0.3710 

45 0.4475 -0.4475 0.4284 -0.4284 

60 0.1039 -0.3876 0.0995 -0.3709 

75 -0.1477 -0.2238 -0.1414 -0.2142 

90 -0.2398 0.0000 -0.2296 0.0000 

  

 Les facteurs d’intensité de contrainte KI et KII représentés dans le tableau (tab.4.13) 

concernent la fissure (1),  

Pour la fissure (2), ��������� � ���������� et  �������� � ������� � %�. 
 On remarque que les facteurs d’intensité de contrainte de la fissure (1) ont la même 

évolution que ceux de l’exemple IV-4 avec des valeurs de KI et KII supérieures. Cela est dû à 

l’influence de la deuxième fissure. 

 

 

Fig.4.18 Facteurs d’intensité de contrainte fonction de θ pour une traction simple. 
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IV-11 fissure débouchant dans une plaque 

L’exemple suivant concerne une fissure débouchante dans une plaque fini. La base de la 

plaque est bloquée  en déplacement et soumise à un cisaillement unitaire 1 � 1. La plaque est 

représentée sur la figure (4.19) présente les dimensions suivantes : a = 3.5, W = 7 et L = 10. Le 

module de Young fictif est pris égal à E* = 105 et le coefficient de Poisson ν = 0.25. Toutes les 

unités consistent avec celle de E. 

 
Fig.4.19 fissure débouchant dans une plaque fini 

La plaque est modelée par la méthode de discontinuité de déplacement. Les résultats sont 

représentés dans le tableau (4.14) et sont comparés avec les méthodes : « Hybrid crack type 

element (HCE) » [39] « Scaled boundary finite element (SBFE)» [40]. 

Tab.4.14 comparaison des facteurs d’intensité de contraintes 

KI KII  

SBFE HCE E3 E2 E1 SBFE HCE E1 E2 E3 

33.95 34 40.27 34.69 33.16 4.52 4.55 5.20 4.69 4.49 

 

 Nos résultats sont comparables avec celle des réf [39] et [40]. Le graphe suivant montre 

l’évolution de facteurs d’intensité de contraintes en fonction de la position de la fissure suivant y 

par la MDD avec élément parabolique.  

            

            Y 

                         x 
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Fig.4.20 Facteurs d’intensité de contrainte en fonction de y 

 

VI-12 Conclusion  

 Dans ce chapitre nous avons testé l’élément bout de fissure parabolique pour différents 

exemples des milieux fissurés. Les résultats obtenus montrent que l’élément parabolique permet 

une amélioration considérable de la convergence par rapport à l’élément simple. L’ouverture de 

fissure, les facteurs d’intensité de contraintes en mode I,  II et mixte peuvent être pris en compte 

et bien évalués. Le rapport entre les dimensions de l’élément parabolique et l’élément simple 

estimé à ra=1.5 semble optimiser les résultats. L’efficacité et la souplesse de la méthode a été 

testé en confrontant nos résultats et ceux obtenus de la littérature à savoir des XFEM et SBFE et 

« hybrid crack tip elemet », qui est proche de notre formulations 
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Dans ce travail nous avons utilisé la méthode de discontinuité de déplacement pour la 

modélisation des problèmes de l’élasticité et de la mécanique de la rupture, en s’intéressant 

particulièrement aux modes I, II et mixte.  

Dans le cas d’élément constant, l’incompatibilité du champ de déplacement a été levé en 

faisant intervenir un élément bout de fissure parabolique qui permet d’avoir un champ de 

déplacement continu en bout de fissure. Cet élément est exploité pour calculer les facteurs 

d’intensité de contrainte en modes I, II et mixte.  

Le code de calcul construit, basé sur la méthode des discontinuités de déplacements et 

utilisant l’élément parabolique a permis de traiter les exemples présentés dans le dernier chapitre. 

Les résultats obtenus ont montré l’efficacité de la méthode.  

Les exemples présentés ont consisté à tester l’élément bout de fissure parabolique pour 

différents exemples des milieux fissurés. 

Les résultats obtenus montrent que l’élément parabolique permet une amélioration 

considérable  de la convergence par rapport à l’élément simple.  

L’ouverture de fissure, les facteurs d’intensité de contraintes en mode I,  II et mixte 

peuvent être pris en compte et bien évalués.  

Le rapport entre les dimensions de l’élément parabolique et l’élément simple estimé à 

ra=1,5 semble optimiser les résultats. 

L’efficacité et la souplesse de la méthode a été testé en confrontant nos résultats à ceux 

obtenus de la littérature à savoir des XFEM et SBFE et « hybrid crack tip element », qui est 

proche de notre formulation. Ceux-ci sont très satisfaisants. En faisant le bilan entre la souplesse 

de la méthode et le temps investi pour traiter les problèmes, on peut conclure que la méthode est 

très efficace. 
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