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ABSTRACT

The object of this study is to elaborate a calculus computer program to simulate
the dynamic behavior of the gear box with helical and spur gear and parallel axes
mn presence and.no presence of geometrical faults. The used model is mass-spring
with four degrees of fredam.,

RESUME

L'objet de cette étude est d'élaborer un code de calcul pour la simulation du
comportement dynamique du réducteur a engrenages, a dentures droites ou
hélicoidales, 4 axes paralleles sans et avec.erreurs géométriques, en adoptant le
modele masses-ressorts a quatre degrés de liberté.




ERRATA

-En v.3.2.1. page 37 ,5eme ligne supprimer ‘simple’.
-En w .3.4.4. page 45 ,lere ligne ajouter :de dissipation qui prend en
compte du travail visqueuses equivalentes.
-En v 3.3.1. page 57 ,2eme ligne supprimer ‘numeériquement’.
page 58 ,4eme ligne remplacer Q1=750 rd/s par Q1=350 rd/s
6eme ligne remplacer Q1=73994 rd/s par Q1=368.462 rd/s
page 60 , 2eme parag. ligne 9 ajouter : moins importante de
err. de trans,
-En V 442 page72 ler parag. ligne 4 ajouter :nsque de fortes efforts.
-Env.spage 73 ler parag. ligne 6 remplacer ‘de fortes amplitudes’ par
‘de faibles pics par rapport au cas sans erreurs’.
- En conclusion générale :
page 77 Seme. parag. ler ligne, remplacer ‘la comparaison’ par ‘la -
constatation’ : .
page 78 8eme ligne supprimer ‘les couples statiques’.
- En annexe
dans la lere partie : HB doit étre remplacer par HF.
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: angle d'hélice de taillage
- angle d'hélice de base
: amortissement modal (i éme mode )
: couples statiques appliqués
- erreur géométrique relative a I'engrenage let 2
 erreur géométrique dans le plan d'action relative a l'engrenage 1.2
. erreur géométrique totale
: effort dynamicjue instantané
. effort statique
. moments d'énertie polaires des roues 1 et 2
: moments d'énertie massique du moteur et .du frein |
. point prirhitif
: raideur de voile
- raideur de flexion des dents
: raideur hertzienne ou de contact
- raideur du film lubrifiant
: raideur moyenne
: raideur d’engrénement
- raideurs des arbres moteur et récepteur

- raideur modale
- masse modale

- module réel

: module apparent

: masse de l'engrenage 1,2

: normales extérieures aux profils en contact
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: Pas de base apparent

. rayons de base des roues 1 et 2

: rayons primitifs des roues 1 et 2

: rayons de téte des roues 1 et 2

- rapport de l'effort dynamique instantané sur I’effort statique

: rappért de l'effort dynamique maximal sur Peffort statique

. intersection du ligne d'action avec cylindre de base de la ;'éue 1,2
- point début d'engrénement

. point fin d'ehgrénement A

: Temps mis dés le début jusqu'a la fin d’engrénement

: période d’engrénement |

: période des erreurs géométriques

. dérivée premiére et seconde par rapport au temps ' f

. Vitesse de rotation de la roue menante

: Vitesse de rotation de la roue menée

: angle de pression‘ de taillage

. angle de pression réel

: angle de pression apparent

© 1 éme mode

: Facteur d'amortissement relatif au i éme mode

; pepiteé rotations (torsion) causées par la déformabilité des engrenages
: angles de rotatton totals

. petite rotation (torsion) de l'arbre au niveau du moteur
: petite rotation (torsion) de l'arbre au niveau du frein

- erreur de transmisston

: nombre de dents des roues 1 et 2

. pulsation d'engrénement

: pulsation des erreurs géométriques
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. rapport de recouvrement
: rapport de conduite total

- pas de base apparent

: pulsations naturelles du réducteur
: amplitude de la variation de la raideur d’engrénement

: fonction représentant les variations de la raideur d’engrénement
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Le développement sans cesse croissant des méthodes de calcul ont permis de
résoudre des problemes de plus en plus complexes; les engrenages ont fait I’objet de plusieurs
études approfondies pour permettre I’obtention de rendement élevé et des durées de vie
raisonnables. L’utilisation intensive des engrenages dans le domaine de P’industrie nécessite
des études approfondies afin d’arriver a des corrélations théoriques capables de mieux traduire
le comportement réel et de remplacer ainsi les corrélations empiriqules qui sont averées dans la

plupart des cas insuffisantes.

Les engrenages fabriqués actuellement fonctionnent dans des conditions trés sévéres
avec des tolérances de fabrication et de montage qui s écartent sensiblement de celles prévués
par la théorie ; de plus, la rencontre successive des dentures engendre une interaction mutuelle

‘éntre les dents qui vont ﬁuire au fonctionnement des boites de transmission montées sur

- diverses machines.

La recherche d’un fonctionnement doux et silencieux de ces engrenages conduit a
réaliser des roues dentées de bonne qualité géométrique. Pour aboutir 4 cette ‘exigence, les
piéces devraient étre tailiées selon le procédé de génération. de la denture théorique.
Cepéndant, il subsiste toujours sur les dentures taillées des défauts géométriques dus a de

-nombreux facteurs notamment la variation des paramétres de réglage des machines de taillage.

La variation de la géométrie de la surface de denture causée par les écarts de forme
entraine par conséquent I’'uniformité de la vitesse angulaire et la durée de vie de 1’engrénement.
Globalement, elles conduisent & un état de fonctionnement désagréable, car ces contacts
constituent des liaisons de base qui contribuent au comportement global et dynamique des

engrenages dans leur ensemble.

Le dimensionnement des réducteurs est lié notamment & la charge transmise par la

denture. 1l est cependant nécessaire de considérer le chargement réel sur les dentures et les
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surcharges dynamiques dépendant entre autres de l'élasticité de la structure, des effets

dynamiques et des erreurs géométrigues ou de montage.

Dans un mécanisme tel qu’un réducteur, la répartition de cette charge sur les lignes
de contact est notamment liée d’une part aux déformations élastiques ou aux défauts de
fabrication et de montage des différents éléments constituants le mécanisme (arbre, paliers,

roue, pignon...) et d’autre part a la microgéométrie des surfaces en contact.

Le travail présenté concerne une approche globale des problémes liés aux contacts et
a leur environnement mécanique: par le développement d’un outil numérique permettant la

simulation du comportement dynamique d’un réducteur a simple étage d’engrenages a axes

* paralleles sans ou avec défauts géométriques.

La modélisation qu’on a adopté est de type masses-ressorts a quafre degrés de liberté
de torsion, la flexion n’intervient pas car les raideurs de flexion des arbres sont Supposées
suffisamment grandes et les engrenages sont représentés par des disques rigides munis d’une
denture souple.

' ¢
- Dans ce travail, nous présentons au chapitre 1 une étude bibliographique détaitlée qui
montre I’évolution de I’étude concernant les différentes modélisations du réducteur. Ainsi les

expériences acquises au cours des derniéres décennies.

Le chapitre 11 est consacré a I'étude cinématique des engrenages. Les différentes

vitesses du point de contact sont déduites ainsi que I’erreur cinématique.

Au chapitre III, on expose la modélisation des erreurs géométriques et la raideur de
faison.
Au chapitre 1V, nous présentons le modéle physique qu’on a adopté, ainsi que
I"application des équations de Lagrange.
Enfin, le chapitre V sera consacré 4 ia validation du programme numérique, réaﬁsé
grice a la confrontation des résultats obtenus par notre programme a ceux obtenus par

Iutilisation d’autres méthodes numériques.
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CHAPITRE I

ETUDE BIBLIOGRAPHIQUE

1.1. INTRODUCTION

La conception des organes mécaniques et ensuite, la prévision de leur comportement
nécessitent des études approfondies sur Iensemble des phénomenes qui peuvent parvenir lors
de leur fonctionnement, pour permettre 1’obtention de rendement élevé et de durée de vie -
raisonnable.

L’interaction mutuelle entre dents engendre une nuisance au fonctionnement des boites
de transmission dans des conditions trés sévéres.

Avec le développement des méthodes numériques ainsi que les calculateurs qui
permettent de réaliser les étapes les plus importantes et les plus compliquées, les études
théoriques et expérimentales ont été développées parallélement au cours des derniéres

décenntes.

1.2. DIFFERENTES APPROCHES APPLIQUEES AUX METHODES DE CALCUL

Depuis le début du siécle de nombreuses études ont été menées afin d’affiner les
connaissances sur les conditions de fonctionnement des engrenages a profil en développantes
de cercle théorique. Dans la recherche bibliographique concernant ’analyse du comportement
dynamique des engrenages, on distingue trois méthodes traditionnelles: expérimentale,

analytique et numérique.
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' 1.2.1. APPROCHES EXPERIMENTALES

Dans toute science physique, 'expérience est le couronnement de la théorie quelle doit

~ controler aussi souvent qu’il est nécessaire.

Les travaux expérimentaux ont en geénéral comme objectif Videntification des
parameétres influants sur les déplacements et la résistance a la rupture des dentures, les résultats
sont obtenus soit en utlllsant les jauges de déformation [1] soit par photoélasticité [2] ou par la

méthode holographique [3]_

La flexion des dents d’engrenages a été étudiée dés 1938 par WALKER [4] dans le
cadre de la résolution du probléme de modification du profil des dents. Cette étude a été

réalisée sur un appareil d’essai présenté sur la figure (1.1).

Fig.1.1: DISPOSITIF D’ESSAI

La charge appliquée a la dent & 'aide d’une dent crémaillére que I’on pouvait faire agir &
différentes profondeurs, la valeur de la flexion est déterminée a I’aide d’un micrométre palpant,
un galet introduit dans I’entre dent prés du sommet des dents. Cet appareil permet de mesurer

la flexion des dents en tout point de la hgne d’action.



CHAPITRE | FETUDE BIBLIOGRAPHIQUE

WINTER tl] a étudié I'influence du rayon de raccordement sur les déformations, les
contraintes et en général la fésistance des dentures. ‘

Puis le domaine -expérimental a connu un développement continu avec les
développements des procédés, des-dispositif‘s de mesure et des méthodes capables de mieux

traduire les phénomenes de déformation [4],[5],[6].

BELLHANACHE [3] a étudi¢ le comportement statique d’engrenages a axes paralléles
a denture droite par ‘Ia méthode optique de granularité « Speckle» et I'interférométrie
holographique par réflexion. Il a mesuré les déplacements et a déterminé la raideur statique
d’une dent, les résultats obtenus sont trés proches aux résultats numériques.

Plusieurs méthodes bptiques sont applicables a la mesure des déplacements des prdﬁls
des dents. Elles sont apparues avec ’apparition des instruments de mesure optiques et elles
sont peu utilisées dans les mesures sur des pic¢ces réelles [7],[8]. Cependant, ces méthodes
n’ont pas donné pleinement satisfaction qu’a‘,partir de 1980 ol on est arrivé & des résultats en

accord avec ceux obtenus par les methodes numériques [9],[10],[1 1],[12]'.

1.2.2. APPROCHES ANALYTIQUES

Le probléme complexe de I’étude théorique des déformations des dents d’engrenages,
qui nécessite d’une part I'introduction de la géométrie particuliére des dents ( profil en
deéveloppante de cercle, raccordement, trochoidaux,...) et d’autre part, ils résultent d’une.
combinaison d’effets globaux tel que la déformée au voisinage du point de contact a éié
largement abordé. - '

La plus part des travaux eflectués dans la mé'thode analytique du probléme [13], [14], [15],
- [16] consistent 2 utiliser des modéles comme des plaques, poutre, masses-ressorts, ces anélyses
faites en bidimensionnel en ne tenant pas compte des paramétres suivant la largeur des

engrenages, ni ceux de fabrication, de montage ou de fonctionnement.

Dans le domaine dynamique , on mentionne les travaux de LIN HUSTON et COY
[17] et de CORNELL [18}, ils ont modélisé ’engrenage par des éléments composés d’une
partie rigide massive qui représente la masse de I’arbre de la jante et la denture et d’une partie

flexible qui traduit la flexibilité globale de ’engrenage.

™
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CORNELL [18] a examiné I'effet de la modification de profil, des défauts de

fabrication sur les contraintes.

Notons les études deWEBER [5] et CORNELL [18] qui ont traité le probleme de

. déformation et la répartition des charges par la méthode de résistances des matériaux en

bidimensionnel.

TOBE [19] a utilisé la théorie des plaques d’épaisseurs variables, mais cette méthode
appliquée au calcul des engrenages reste trés limitée a cause des grandes difficultés pour des
structures de géométrie variables ou les charges appliquées sont irréguliéres.

D’autres méthodes ont été utilisées comme celle du potentiel complexe [20].

1.2.3. LES METHODES NUMERIQUES

De nombreux travaux ont été par contre effectués dans le domaine numérique surtout
avec la méthode des éléments finis [9],[10],[11],[21],[22],[231,[24] et par I’application des,

équations intégrales (rhéthodes des éléments frontiéres ) par BREBIA [25].

Par la suite plusieurs €tudes sont apparues dont on peut citer celles de WILCOX et
COLEMAN [10], Ph. VELEX [11] et Ph . SAINSOT]2] qui ont utilisé la méthode mixte
de résolution par couplage de deux méthodes numériques (méthode de NEWMARK et

éléments finis d’effet global et local) avec différents types de modélisation.
L3. CONCLUSION.

Vu l"import_ance a Péchelle industrielle du calcul des déformations des dents
d’engrenages a axes paralléles, il serait judicieux d’approfondir ce genre d’étude en tenant
compte de touts les phénoménes qui peuvent parvenir que se soit en statique ou en

dynamique.

- En résumé, I’étude bibliographique nous a conduit a faire un bilan sur les principaux résultats.
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Insuffisance des modéles analytiques révélés par les résuitats expérimentaux.

B L’influence de la longueur de la modification du profil sur la charge et les
défor;mations, est importante autant en statique qu’en dynamique.

@ [es méthodes de calcul doivent donc tepir éompte de la géométrie précise des
dentures.

B Le souci est de ne pas abouttr 4 des équations différentielles, ou aux dérivées
partielles irﬁpossible a résoudre par I’approche analytique, exigent une étude sur le

cadre d’un probléme plane
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CHAPITRE 11

ETUDE CINEMATIQUE

1L1. INTRODUCTION

Dans I’analyse de la cinématique des engrenages [26],[27), les corps solides définissent
I’état de réference, pour lequel on peut calculer les déformations élastiques et les différentes
erreurs géométriques. _ -

Pour bien modéliser notre étude, il est nécessaire de poser quelques hypothéses‘au
préalable.
a- L’erreﬁr de montage ( erreur d’excentricité ) est négligeable donc les axes géométriques
coincident avec les axes instantanés de rotation.
b - Les paliers sont rigides{pﬁ (;griséquent) la flexion des arbres moteur et récepteur est
négligeable.
c- Les contacts entre les profils actifs se font dans le plan d’action.
d - Les erreurs géométriques sont spatiales.
e - Les normales aux diﬁ'érents point de contact entre profils actifs font un angle d’hélice de

base avec I’axe li¢ aux largeurs des dents.

Pour cette étude, on choisit les repéres suivants(fig.I1. ).

- -

- On choisit un repére fixe Ry (P1, X,,¥,,Z, ) pour lequel on calculera la vitesse du point de

contact appartenant aux deux solides ( 1) et ( 2), avec I’axe (P, X, ) passe par la ligne d’action
PP, .
- On lie au solide (1) (engrenage 1) le repére R; (O, f\j],f” 5 ).

1271

- On lie au solide( 2) (engrenage 2 } le repére R, (O, X s }ZZ—; ).
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- Le point( M} étant le point de contact appartenant en méme temps au solide( 1) et (2 ).

—=
7
. Za
o o
- —>
4, XT
,// ()1

P
. M ol U g !
"’& > o Q,>0
< 7 71: 4. \/ .
" M2 £ . '
' —
. X .

Z Zo ZT ZO
—
X —
/ g X’
‘Qz ? / B
Oz, PP, ° A \‘X‘_J/
= Y% 01,7 “
}; = 1 _9 _>
-Yo = )’2
fig I1.1; SCHEMATISATION DU CONTACT ENTRE DEUX ENGRENAGES
9
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1L.2. CINEMATIQUE DES ENGRENAGES SANS ERREURS GEOMETRIQUES

11.2.1. VITESSE DU POINT DE CONTACT APPARTENANT AU SOLIDE (1)

-0 o 3

ViM)=V (0)+Q A OM

0

Le point (O ) étant fixe d'ou : V' (O,)}= 0 d’apres I’hypothese (11-1-a)

OM = OP+PM

0 o X,
Q=0 . 0P =10 . PM=|7,
0 o =R ko Zut o
Le contact se fait dans le plan d’action d'oti : Z,, =0
. XM
OM =Y,
AT
. 0 X ~ Ry O
Donc: 1'(M)=|Q,| A |Yy =|0 . : (IL.1)
0 . “Rurfpe L= A2 RO

- ’ -0 —
La projection de ¥ () dans le plan d’action est définie par : ¥, (M) = -R,Q, X,

— Y -
La projection de V" (M) sur la normale au plan d’action est définie par : V,,(M) = - X OVA

)

V(M) : représente la vitesse de déplacement du point de contact M du sdlide (1) dans le

plan daction par rapport au repdie lise Ry,

V(M) : représente la vitesse tangentielle aux deux profils actifs, au point (M) du solide (1)

dans le repére fixe Ro.
La normale au profil du solide (1) est donnée par ;;1 = cosfi /?0— sinﬂb}jo

N . - R,,£), | cosf, -I N .
VAM)yn =0 |=sing | =V (M).n = -cosfR,Q, (11.2)
— X, |0

1 Ro RO

10
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V°(M).n : représente la composante normale de Ja vitesse au point de contact appartenant au

sohde (1).

I1L.2.2. VITESSE DU POINT DE CONTACT APPARTENANT AU SOLIDE (2)

Ll 50

VM) =V (0,)+Q° A OM
-0 -
Le point (02 ) étant fixe d'ou : V' ((),)= 0  d’aprés I’hypothése (11-1-a)

VaM)=Q A OM

O,M =O,P+ BE+FM

L[ . 0 . —T,Tz_l L [Xw
g)g = E)Z . OZP'Z =0 N PZP] =|0 N P1M: YM
O lro = Ra Jro 0 JRU : O P
, . 0 Xy—- 171 R,,Q,
Dou: W(M)={Q,| AlY, =0 (11.3)
0 RO Ry, RO ”Qz(XM - 1172) RO

- - ) . 40 - - 0
~ La projection de V(M) dans le plan d’action est définie par : V a2 (M) = +Ry, 2:\)’0

La projection de ¥a(M) sur la normale au plan d’action est définie par:

0 ’ -
Via(M) = -Q,(X,, - TT)Z,

N

Va2 (M) : représente la vitesse de déplacement du point de contact (M) du solide (2) dans le

repére fixe Ry.

0

V(M) : représente la vitesse tahgentieiie aux deux profils actifs, au point (M) du solide (2)

dans le repere fixe Ry,

— — Y
La normale au profil du solide (1) est donnée par :  #, = cosf3, X,~ sinfd, ¥,

N . Ry, €Y cos f3, 5 .
VS (M).ny =|0 d=sinfy | =V (M).n =cosf,R,,Q, (1L.4)

~ Xy 1) g 10 o

i
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— -
V., (M).n, : représente la composante normale de la vitesse au point de contact appartenant

au solide (2).
11.3. CINEMATIQUE DES ENGRENAGES AVEC ERREURS GEOMETRIQUES

11.3.1. VITESSE AU POINT DE CONTACT APPARTENANT AU SOLIDE (1)

40 40 40

- dl -
V(MY =V, (0)+Q) A 0,M+;[e,(M)}

oy

V (0,)= 0 d’aprés les hypothéses (I1-1-a) et (I1-1-b)

] o

» » ! »
Vi(M)=£y A OM+ :W[e, ( M)]

n 0 XM
Q;=9Q, ;. OP =10 . PM=|Y,
0 RO - 1%, RO 0 RO
OM=0,P +P M
_XM
OIM: Yy -
L R"‘ RO
-—R Q +i[e (M)]_
nid ol
- d
Vi(M) = ;[—[ely(M)] | (11.5)
=X MY
L Juo

eix.y : Tepresentent les erreurs géométriques au point de contact (M), relatives au pignon dans

le repére fixe R,.

o - Ry cos
o — i d|— -
V(M) =10 J—sinf, +Z[81(M)}n‘

~ Xk Ly 1O RO

e (M).n, =e (M)
~¢,(M) : représente I’écart géométrique relatif au pignon suivant la normale au point (M) du

proﬁl de solide (1).

{2
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-yl -

-V (MYyn =—cosB,R, Q) +e, (M)

N s

V1 (M).n, : représente la composante normale de la vitesse au point de contact du solide (1).

11.3.2. VITESSE DU POINT DE CONTACT APPARTENANT AU SOLIDE 2)
0 20 0 - di -
VoMY=V, (0;)+0; ~ 02M+E[82(A/f)jr

V; (0,)= 6 d’apres les hypothéses (11-1-a) et (I1-1-b)

»

S0, » Y - )
Va(M)=£2 A ()2M+g;[ez( M)jl

Lo |0 . 0 N -Ti T, L A
Q. =0, . 0,P,=|0 . PP =0 | P M=V,
0 g Rb2 Jpo 0 RO 0 o
-3 - - - X“ Il 17
O,M =0,P,+ LR+ PM=V,
. msz dro
i - o lexan]
, 0 Xy -7, a
- 2 d
Vo=, | Yy + E[ez,,(M)]
L0 Jre LRz dpo |0
L Ro

V(M) = i";[eﬂ (M)] - ' (11.6)

L -R0O

exx.y ¢ représentent les composantes de Pécart géométrique normal au point de contact (M),

relatif & la roue dans le repére fixe Ro.

Ny - RbZQQ . ] Cosﬂb 4= o
ValMYyn =0 J | —sing, +2?[22(M)}'"'
RO

SYOTG GV 1#-5) I [ I

<2 (Mg = es(M) =~y (M),

13
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¢, (M) : représente I’écart géométrique relatif a la roue suivant la normale au point (M) du

profil de solide (2).

0 -

V' (M), = c08 Ry, 82, — e, (M)

S0

Va(M ).n—: : représente la composante normale de la vitesse au point de contact du solide (2).

11.4. CONSEQUENCES
11.4.1. CONSEQUENCES DANS LE CAS SANS ERREURS GEOMETRIQUES
1.4.1.1. CONSEQUENCES SUR LA VITESSE DE DEPLACEMENT

D’aprés I’équation de compatibilité des corps rigides on a :

Sl o

Vo (M).n, =0 _ o (11.7)
' 0 — 0 -
alors : Va(M).n - Vi (M).n =0
cosf R, Q +cosfR.Q, =0
D’ou : RQ +R,Q, =0 (11.8)
0 N
Par la suite : Va(M)=V (M) (11.9)

14
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[1.4.1.2 CONSEQUENCES SUR LA VITESSE DE GLISSEMENT

1L4.1.2.1. VITESSE DE GLISSEMENT DU PROFIL DE SOLIDE (1) / AU PROFIL
DE SOLIDE (2)

. —r . 0 >0
g (M)=Va(M)-Va(M)
glz(M) :[(Q| __QZ)XM +7{Tzﬂz]20 ’ ' (II-IO)

11.4.1.2.2. VITESSE DE GLISSEMENT DU PROFIL DE SOLIDE (2) / AU PROFIL
DE SOLIDE (1)

(M) =P a (M) -V (M)
(M) = —[(Q, Q) X,, + [1,0,1Z, L

11.4.1.2.3. VITESSE DE GLISSEMENT DE POINT PRIMITIF DES DEUX PROFILS

Le point primitif (I) représente ’intersection des deux cercles pfimitifs de coordonnées

R Iy
PI=YI | avec Pl=tga,R, et tga,=—-—"——
0 Rb] +R62

RO

g]:(]): [(QI -Q R+ 171,Q,]1Z,

TT,
(Q -QVPI+ 118, = R, + 11,9,

+€2, X

: R,,, R, +R.
= QR+ R G )~ 1750, =0
D'ou : g (N=g(NH=0 (111.12)

15
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Au point de contact primitif, la vitesse de glissement de solide (1)/(2) ou de solide (2)/(1) est

nulle.
11.4.2. CONSEQUENCES DANS LE CAS AVEC ERREURS GEOMETRIQUES

D’apres ’équation de compatibilité des corps rigides, on peut écrire :

51 — -0 - =0 —
Vo (M).n =0 alors V,(M).n, - ¥ (M).n, =0

= — R, Q) cosf, +e,(M)-R,02, cos f, +e,(M)=0

Par suite : () = - fﬁLQl LerM)rer (M)
- : Ry Ry, cos i,
On pose : ' e, (M) = (e, +e,)(M)

O, () =0y, _e12(M)

Ry O Ry coshy ()

€. (r) : la vitesse de rotation de la roue menée. La variation de Q, provient de la variation de

erreur géométrique au cours du temps.

H.5. CONCLUSION

- En analysant ’expression de la vitesse de rotation de I’arbre de sortie, on constate que
dans le cas ou on n’a pas d’écart géométrique, le deuxieme terme de {’équation disparait et on

retrouve I'expression pour I'engrenage indéformable et géométriquement parfait.

Dans le cas avec erreurs géométriques on distingue deux types d’écarts :

16
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M les écarts de forme sont indépendants de la position sur la développante de cercle
théorique, donc du temps, par exemple les bombés ou “défauts d’angle d hélice.
Ce type d’écart de forme n’a pas d’influence sur la vitesse de rotation a la sortie, donc le

rapport de transmission est conserve,
Les €carts de forme sont fonctions du temps (par exemple erreurs sinusoidales de profils)

donc 2, dépend du temps. Par conséquent elle engendre une excitation supplémentaire qui

perturbe le systéme réducteur.

17
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CHAPITRE 111

MODELISATION DES ERREURS
GEOMETRIQUES ET
LA RAIDEUR DE LIAISON

ILL INTRODUCTION

Les engrenages tabriqués actuellement fonctionnent dans des conditions trés sévéres_

avec des tolérances de fabrication qui s’écartent sensiblement de celle prévue par la théorie. 1l
est donc indispensable  de rﬁodéliser les écarts géométriques, afin de parvenir a une
construction qui peut étre capable de leur résister et assurer le bon fonctionnement de la
sécurité aux différents usages.

Dans cette étude, on s’intéresse uniquement aux erreurs géoméiriques dans le plan

d’action.
111.2. ERREURS GEOMETRIQUES

Les erreurs géométriques sont des écarts de forme, dans le plan d’action et dans le sens
de la largeur des dents par rapport aux développantes de cercle théorique. Ce sont des erreurs
variables selon le procédé de fabrication et des traitements de surface. Les analyses de mesure

ont montrés que les écarts de forme sont couramment de ’ordre de 5 a 20 microns{11],[26].

Certains écarts peuvent étre conseillés puisqu’ils permettent [’amélioration du
comportement vibratoire du réducteur. Parmi ces écarts, on peut citer par exemple les
corrections de profils et les bombés, certains d’autres sont nuisibles et provoquent des

vibrations intenses, de bruit, et une durée de vie réduite du réducteur.

18
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Le travail présenté dans cette étude permet de mettre en évidence certains aspects
concernant les conditions de contacts, [’analyse de chargement réel sur les dentures et les effets

de raideur.
Pour mieux définir notre étude,on est amené a discrétiser les surfaces d’attaque.
111.3. DISCRITISATION DES SURFACES D’ATTAQUE

On considére que les écarts géométriques sont tridimensionnels. Dans le repére

Ry (P, X 0,l:'[,,Zn ) 'écart géométrique en un point matériel M (X, Yy, Zp) appartenant 4 la

surface d’attaque d’une dent est donné par :

b b d

>
e=e, X,+e, ¥

—_

R
avec ¢,,e, 1 sont les écarts géométriques suivant les directions XY, respectivement aug

/

i

- -

f

point M (X, Yo, Zy ) de la surface d’attaque.

Le procédé de discrétisation consiste a partager la surface d’attaque d’une dent en
petites surfaces élémentaires d’aires As = Av . AZ chaque surface élémentaire Sy, est

centrée en My, (fig.IT11.1).

Avec :
i : indice indiquant le numéro de la dent (numéro de ligne de contact ).
i : indice indiquant le numéro du segment suivant la largeur de la dent.

k : indice indiquant le numéro du segment suivant la développante de cercle.

19
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=

AZ

‘20 AU

—
2o

Fig. 111.1: surface d’attaque de la t éme dent
'
.Chaque surface élémentaire de la surface d’attaque est représentée par trois indices
permettant sa ocalisation.
Donc, chaque point matériel M (Xo, Yo, Zo) dans Ry est défini par les trois paramétres
ijetk.
On note M(Xy, Yo, Zo) par M.

Les lieux géométriques de contact (dans le plan d’action ) sont définis par les deux

paraméires t, j (points géométriques M(i, j) ).
L’indépendance proposee entre les écarts géométriques suivant la largeur de la denture
et les carts géométriques par rapport a la développante de cercle permetient une séparation de

variables dans I’expression de I'écart géométrique. Cette séparation conduit a écrire I’écart

géométrique normal comme Ie produit de deux termes indépendants ( Fig 111.2) et (Fig.111.3).

B(X(],Y(),Zu) 1 ET(XO,Y()) Zo(t) (]_Hl)

20
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Fg H1.3: ECARTS DANS LE PLAN D’ACTION er(Xo, Yo)

Le premier terme de ’équation (111.1) représente la variation normale des erreurs dans
le plan d’action (dans le sens de la largeur des dents ).

Le deuxiéme terme représente la variation normale des erreurs par rapport au profil en
développantes de cercle.

L’erreur par rapport & la normale du profil en un point M, dans le repere Ry s’écrit :

e

e=e¢, X,+e, ¥, ' : (111.2)

Pt
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- —
e=en

ou e : représente |’écart géométrique normal au point M

-

n : représente la normale extérieure au profil au point My,

(1M.3)

Le signe de ’erreur en un point M appartenant a une ligne de contact est déterminé - par les

normales extérieures aux deux profils au point considéré.

Pour le pignon

;, : La normale extérieure au profil (P} au point considéré.
L’écart géométrique normal au point (M) du pignon est donné par
e (Xo, Yo, t) = ery (Xo, Yo) Zo(t)

Pour raison de simplification on note :

e (1), t) = ery(1,])-Zo((t)

Pour la roue

b d

n, : La normale extérieure au profil (P2) au point considéré.

L’écart géométrique normal au point (M) de la roue est donné par :

€ (X(], Yo, t) =€ (Xo, Yo) Z()z (t)

de méme ;

e (i, §, ) = erz (i, j). Zoa (1) -

(111.4)

(111.5)
v

(111.6)

(111.7)

L’erreur totale en un point (M) appartenant aux deux engrenages a I’instant t est donnée par :

era (i, j) = e (i, )} + e (i, j)

La différence d’erreur entre deux points M, j) et M. & un instant donné (t ) :

o€, )= e {l,]) - e (’.AJ‘. v.er )

Si M, représentele point vérifiant, a ’instant t, la condition suivante :

€12 (ime, Jme)= f\jfcj_rx el 1)

On a . alors: dei(l, j) <0

~,

(111.8)

(111.9)

(111.10)
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1 C'est cette différence d’erreur qui va apparaitre dans la suite de nos calculs.

Théoriquement, le maximum de e2(i, j) peut étre atteint en plusieurs points, il suffit de prendre

=
} I 2 I’un de ces points.
=
’ . 11L4. RAIDEUR D’ENGRENEMENT
L'  L’étude statique‘. a p_(_)}lf but principal la détermination des raideurs permettant la
= représentation la plus fidéle du comportement dynamique des dents d’engrenages en prises; Le
‘ LQ calcul de ces térmes de r_{a‘i,deu‘\r passe évidement par une analyse des déformations de dentures
F‘; ~ sous différentes charges. |
- Dans notre €étude, la raideur d’engrénement est linéaire, elle constitue une donnée du probieme.
lll 4.1, RAIDEUR DE LIAISON
1
l_ On suppose que les contact% eptre flancs actifs ne 8 effectuent que sur le plan d action .
F tangent aux 'é);l‘lirsldres de base. Ce blaﬁ&denwlﬂéu?é fixe ’au cours du méavegeniié En eh‘;t-la f
w transmlssmn des c}fa}ée; Ipar r engréﬁefﬁgr;t ‘d’?fm ouhpl.us.-leur's(c.or:aples de d:ants se f'alt dangae

plan L’engrenement d’un ou plusseurs coup!es de dents entraine une vanatron de Ta’raideur au

.y

cours du temps. Vgt

Py e ons : X :
Cependant,ll est possxble de determmer les raldeurs 1nstantanees’§ans le plan d’action a

R PR S ’*.,!‘.J TR L

parur des valeurs 'des deplacements NOTMAaux sous dlfferentes charges.
©operfice et ge rotleseat oy peofts Lot o
Pour chaque engrenag,e on peut dlstmguer quatre raldeum dlstmctes[l 2] (Flg III 4).

e AT L X RPN (N AR

i -ke raideur de voile (raideur de la jante) f -

- kg raldeur de ﬂexlon des dent<;

%

I [ S -

P i1

R ra1deur hert71enne ou de contact llant deux dents en pnse

N

- ki - raideur du film lubrifiant

NI
~ \"“‘\,

— La raideur equwalente est donnee pa N
- . q,w,.
H .
1 v
{#
- 23
j 5

v
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PRI (I.11)

Kt.&'

K, Kfz
AN AN ANAN
engrenage n°i enigrenage mn°e

Fig 111.4 : ANALOGIE DE LA RAIDEUR DE LIAISON

111.4.2. INFLUENCE DU FILM LUBRIFIANT

Le contact de deux corps solides élastiques en mouvement, soumis a une charge,
séparé par un fluide est un probléme trés large sur le plan scientifique et trés utile d’un pomtr
de vue industriel. Les surfaces des deux solides sont caractérisées par leur géométrie et léur
-~

cinématique dans le voisinage du contact [11],[28]. ,

L

p
i '.«-‘/ .
~ Dans ce contexte, le contact entre profils adjacents entraine des:‘)‘éﬂ‘ons tangentiels sur
T,
les profils et des pertes de puissances conduisant a un dégagement de§ calories.
Pour réduire le coefﬁment de frottement entre profils actifs et’ par suite diminuer les eﬂ"orts

tangentiels et faciliter I’evacuation de la chaleur dégagée, 1esc contacts sont lubrifiés.

P . EI - . , -
En général, le fluide utilisé est un fluide visqueux, newtonien, isotherme en régime

permanent, il satisfait donc aux hypothéses de“linéarité, d’homogénéité et d’isotropie.

Vu que les surfaces de contacts subissent des déformations élastiques sous Ieffet de
fortes pressions, on est amené a.1a résolution exacte de I’analyse elastohydrodynamique de

.
DOWSON et HIGGINSON [28],[_29],[30] pour un contact hertzien lubrifié.

De point de vue analyse mathématique, le contact entre les deux cylindres de base de

rayon Ry, Ry peut étre décrite pafr,une équivalence galet-plan (Fig.I11.5).

r
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CHAPITRE 11 MODELISATION DES ERREURS GEOMETRIQUES ET LA RAIDEUR DE LIASON

Indéformable (T'L'g'r',rﬁr’._)
|

Plun &lastigue

{a) () :géométrie non déformée W=0  (c).géométriedéformée W= 0
Fig 111.5 : SIMULATION DU CONTACT DE DEUX CYLINDRES
1 1 1 -
avec : — = v

R R, R,
L’ épaisseur minimale du film d’huile au centre du contact hertzien lorsque les effc{;/ de

bord sont négligeables est donnée par : ot
K
ll o
H, =0,985U"7 .G™¢ w1 o~ (1L.12)
5
ou bien | * , * * s
Hn = 1,63U"7 G wHo 5 (111.13)
R

)

Les paramétres sans dimension utilisés sont :
U, +U,Y

U': Paramétre de vitesse = |1, iR
x

G’ : Parameétre de matériaux =o. . E’

™
. - W
W : Parameétre de charge normale = —
g CTER L |

-

H,, : Paramétre d’épaisseur du filmi = 7
{ X

.,

R, : rayon de courbure au point de-contact A {

J
s
J
{
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CHAPTTREE LT MODELISATION DES ERREURS GEOMETRIQUES T LA RAIDIEUR DE LIASON

Us, : vitesses tangentielles des deux surface S; et S,

E : Module d’élasticité équivalent défims a partir des modules d’ Young et coefficients de

. | i R AR
Poisson des deux matériaux . £ = (F—— + —7-L T
~“1 —2

o : Coeflicient de piézoviscosité p = g exp (aP)

Mo : Viscosité a pression relative nulle de 1"huile.

A1 : coefficients de poisson relatifs aux matériaux 1 et 2
| Ey, 2 : modules d’Young relatifs aux matériaux I et 2

W : La force normale constante appliquée au contact.
L Largeur de contact.

H  : Epasseur du film lubrifiant

Dans les conditions ou les vitesses tangentielles sont constantes et les matériaux sont
les mémes, Pépaisseur minimale du film lubrifiant est obtenue & partir d’une analyse
adimensionnelle donnée par la premiére formule.

* ‘-] 3 - . *® L
H, =C, W™ d’ou : W'=C;. H, 7 (111.14)
C,2 : sont des constantes.

La raideur du film d’huile est donnée par :

=7,692C, H, "% (N1.15)

nt

1z 14
KL = (?H*

L épaisseur du film d’huile (h) peut-Ctre calculée a partir de la théorie analytique ou

numérique, elle est de I'ordre de 0.01 p m a | p m, de méme pour H,, .

Pour les deux valeurs limites de H,, , on constate que la raideur Ky, est de {"ordre de 10 &
0™ N/m d’ou K , >>K ), K, qui sont de I"ordre de 10° N/m ( raideurs associées aux deux
engrenages ). |

| I 1

Dou: —<<—+—
K.L Kl KZ

La raideur du film est trés grande donc le film est trés peu déformable (fig.111.6).
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Ll LS

: ko

by
<

KL

g,

K2

e

 Fig IIL6: INFLUENCE DU FILM LUBRIFIANT

La raideur équivalente du systéme formée par les deux dents et le film d’huile est

donnée par :

+—+— : (111.16)

La lubrification modifie trés peu la raideur de liaison, donc on peut négliger son effet

sur le calcul de la raideur équivalente d’ou :

P
ko, k&,

g

(H1.17)

Ht

111.4.3. PRESENTAT]ON DE LA METHODE DE CALCUL DE LA RAIRDEUR

La méthode qu’on a adopté pour le calcul instantané de la raideur est d’effectuer une
discrétisation des lignes de contact dans le plan d’action. Cette méthodé consiste & subdiviser
chaque ligne de contact en plusieurs segments possédant chacun une raideur élémentaire [11]

voir (Fig 111.7).
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CHAPITRE 1l  MODELISATION DES ERREURS GEOMETRIQUES ET LA RAIDEUR DE LIASON

Connaissant la valeur de la raideur moyenne d’un couple de dents en prise et le nombre
de segments de la discrétisation par ligne de contact, une simple division de la raideur moyenne
" par Ié nombre des segments par ligne de contact compléte donne la valeur de la raideur
élémientaire. |

Une aﬁgmentation du nombre de ségments par ligne de contact entraine une meilleure
précision (plus coﬁtinues) de la valeur instantanée de la raideur d’engrénement. |

Vu que la valeur de la raideur varie d’un segment & un autre ( les raideurs des segments
e*trémes sont moins importantes que celles des segments milieux). Donc il est possible
d’introduire une fonction permettant de moduler la répartition de la raideur le long des lignes
de contact.

Pour assurer la continuité de I’engrénement, on a introduit des lignes de contact
fictives, pour mieux décrire le défilement des lignes de contact dans le plan d’action.

La fenétre d’engrénement est la surface rectangulaire appartenant au plan d’action de

largeur égale & la largeur minimale des deux engrenages et de longueur 7,7,. La fenétre

d’engrénement est donc le lieu géométrique ou les différents couples de dents adjacentes

entrent en engrenement [31],{32].

—_— . . .
Y Vitesse de défilemeni des lignes de contacl
V=R 0%
Tl e
——
! 4
/ / f !
’f ’r ; '
! ! ! !
’ / ! ’
7 / ! '
! / ! '
/ ; ! f
’ ! ,"
7 7 ——
i
4 .'I ; F; 1" XO
‘ / ! ]
J /
’ ; /
14 ! , ’
/ 4 : I
/ 4 ,,I ¢
/ i ; '
’.' ’f ; T e
e
rf ff

Lignes fictives

Fig I11.7:DEFILEMENT DES LIGNES DE CONTACT DANS LE PLAN D’ACTION
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Pour bien permettre de décrire le défilement des lignes de contact sur le plan d’action
dans notre outil numérique, nous avons introduit dans I’expression de la raideur €lémentaire,
un paramétre L qui vaut 1 si le segment de la discrétisation appartient a la fenétre

dengrénement et nulle dans le cas contraire. ' '

Vu‘ 'existence  des erreurs géométriques (écarts de forme ) par rapport aux
développante de cercle, le contact ne se fait pas en tout points des lignes de contact
appartenant & la fenétredéngrénement. Pour cet effet on a introdwit un nouveau paramétré P;
qui vaut I si le segment de la discrétisation considéré est en contact, et nul dans le cas

contraire .

L’expression finale des raideurs élémentaires est donnée par :

K
KU, j) =3 1), P : (111.18)

K,, : raideur moyenne d’un couple de dents en prise

N : nombre de segments par ligne de contact .

Fi(m;) : fonction associée a la i eme ligne permettant de-moduler la répartition de la raideur sur
la ligne de contact. -

L; : Paramétre permettant de décrire le défilement des lignes de contact sur le plan d’action,

donc de simuler I’engrénement par :

Ly =1 si [T} <Xo(My)< T}

Li = 0 dans le cas contraire

P, : paramétre permettant de décrire si on a contact au segment centré au point M;;, donc de
simuler le contact par :
P;; =1 Si on a contact au segment considéré.

P;=0 dans le cas contraire

29
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Avec:
i : indice indiquant le numéro de la ligne de contact.
i . indice indiquant le numéro du segment de la ligne de contact.
La raideur d’engrénement (raideur globale ) a 'instant (t) est la somme de toutes les

raideurs élémentaires.

Kty = Sk, | (I11.19)

[ILS. CONCLUSION

Le nombre de segments existants dans la fenétre d’engrénement varie en fonction du
temps, donc la raideur globale dépend du temps, et ['augmentation des nombres de

discritisation par ligne de contact entraine une continuité meilleure pour la raideur globale.

La condition de contact en un point M(i,j) causéepar I’existence des erreurs
géométriques dans le plan d’action peut faire intervenir les variables d’état du systéme, donc la
raideurdengrénement peut dépendre des variables d’état du systéme, dans ce cas le systéme

devenu non linéaire et la résolution subsiste toujours difficile.
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CHAPITRE 1V

" ETUDE DYNAMIQUE ET SIMULATION

IV.1. INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous proposons la construction d'un modéle feprésentatif des
différentes approches de l'analyse dynamique existantes dans la littérature[11],[12],[31],[27].

Pour une formulation exacte de notre modele, une série d'hypothéses est retenue :

1- Les perturbations dans les conditions du corps rigide sont caractérisées par de petites
rotations (vibrationsde torsion).

2- Les équations développées découlent de la modélisation masses-ressorts du systéme
mécanique. |

3- Il n'y a pas d'erreur de montage dans les engrenages qui fonctionnent en régime lubrifié.

La formulation du probléme dynamique par les  équations de lagrange sera

systématiquement utilisée.

Le modéle utilisé posséde quatre degrés de liberté de torsion,[33],[34],[38],[39] deux
rotations instantanées des cylindres de base des deux engrenages 6, et 6, par rapport a I'état
de référence et deux perturbations en torsion toujours par rapport a l'état de référence au

niveau du moteur et au niveau du frein Oe et Os.
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IV.2. ERREUR DE TRANSMISSION

Un engrenage sans erreurs de géométrie et de montage, parfaitement rigide sur des

supports indéformables transmet des mouvements de rotation uniformes[12].

En réalité, sous I'action des couples appliqués, les éléments constituant 'ensemble d’un
réducteur se déforment. Ces déplacement vont perturber la cinématique de l'engrénement et

introduisant des erreurs de transmission[11],{12].

L'erreur de transmission est donc un écart de rotation entre l'entrée et la sortie du

réducteur par rapport a la cinématique des corps rigides.

. 1l s'agit donc de la valeur de I'écrasement de matiere dans la direction normale au contact.

Elle est mesurée généralement comme étant I'écart linéatre, dans le plan d'action,
normale aux lignes de contact. Avec les conventions de signes utilisées, l'erreur de transmission
sera comptée positive lorsque le contact entre le couple de dent est maintenu (écrasement de

matiére) et négative si en perte de contact (séparation des deux dents adjacentes).

On défini alors, l'erreur de transmission 'en un point (M) appartenant aux deux solides par :
AM) =d° O,M.n+d* O,M.n, . av.1)

Tel que :

-, = -
d’ O, M .n, : représente la variation normale selon la normale », du point de contact (M)

(point de référence dans la condition des corps rigides sans erreurs géométriques) appartenant

au solide (S1) par rapport 4 I'état de référence dans le repere fixe Ry.

- — ' - ' ‘
d’ O,M n, : représente la variation normale selon la normale n, du poini de contact

(M) (point de référence dans la condition des corps rigides sans erreurs géométriques)

appartenant au solide (S2) par rapport a I'état de référence dans le repére fixe Ro.
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L'erreur de transmission pour chaque profil en fonction de Fangle de torsion et I'écart de

forme est donnée par :

P°OM-=,, JOM - -
L A gt T e, aveci=1,2 (Iv.2)

ALOMn =2
i nl a 91-! i i a e‘ _i i

etde, =e —e, ., ~e care;  ; = 0 aveci =12

‘Les perturbations totales de position angulaire (angle de torsion total:') pour une section
sont supposées linéaires. '
8 =0¢t+84 : (1V.3)
0 = QL+ 6, ' (1V.4)
Avec €}, Qles vitesses de rotation uniformes des engrenages rigides par la cinématique

classique de l'engrénement dans le cas sans erreurs géométriques.
J£4

L.a variation des angles de torsion suivant la géncratrice des cylindres de base est donnée
par :

do! =0/ (t+dt)-6/ (1) | (IV.5)
o =Q,(t+d)y+6,-Qt-6,, (Iv.6)

Par rapport 4 I'état de référence, considérons le cas ou les engrenages sont suffisamment

rigides, sans erreurs géométriques et ,,=0 -

On aura;
d0 I =Q,dt + 06, (IV.7)
d@'z =Q,dl + 0, (1V.8)

Une variation de 'angle total de torsion @& ,' ' entraine un déplacement du point (M)

appartenant au solide(S,) donnée par I’équation suivante:

FOM = —R,, cosB,00f n, . | (1V.9)
FOM -
0,,6‘), n, = ~R,, cosf, , (IV.10)
] .

Une variation de lerreur de forme Oe, entraine un déplacement du point (M)
appartenant au solide (S;) donnée par |’équation suivante :
8°0, M

o= 1 |
2 1 av.1n

2°0 M = de,.n dou
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En reportant les équations (1V.3), (IV.10) et (IV.11) dans (IV.2), il vient :

Pour la premiére roue :

d°OM.n, = —R, (6, + Qdi)cosf, +e, (IV.12)

de méme pour la deuxiéme roue :
" d°O,M.n, =—R,,(6, +Q,dl)cosf, +e, (IV.13)

Le point (M} .peut étre défini par les indices (1,}).
avec :
i: le numéro de ligne de contact contenant le point (M).

i: le numéro de segment contenant le point (M).

donc, on peut €crire :

A(M) = A, j) = = 008 By [ Ry €2, + Ry, it - cos B[ Rur6y + Ryp0, ]+ 13 f) (V.14)

avec: e, (i, ))= e, j)+e, (. ) ' avas)

Or, en un point de contact M., la variation de la vitesse de rotation de la roue menée est
donnée par : ' :

R e 12()
Q = _ bl ¢ LA St
2 (1) Ry, Qi Ry, cos g, (IV.16)
En introduisant (1V.16) dans (IV.14), il vient :
Al /) = =03 By (Riuby + Ry) + €13 (i) — ey (M) v
Soit :
Beyy (i, ])=e; (1, j)- e (M) : _ (1V.18)

Du fait de la déformation élastique des dents lors du contact d'un ou plusieurs couples de

dents, il est aisé d'écrire la relation cinématigue au point de contact (M) sous la forme :
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AG, /) = —cos B (Ry 0y + Riny ) + by G, 1) (1V.19)

L'erreur de transmission dépend donc de petites perturbationsl (torsion} du pignon et de la roue
ainsi que  l'erreur géométrique deys, tel que deya(i,}) représente l'erreur géométrique au point
M(i,j) par rapport & un point de contact Me{Ime, Jme). Donc, le paramétre important n'est pas
I'écart absolu du point (M) ‘par rapport a la développante de cercle théorique mais ~ !'écart

relatif 3 un point de contact dans les conditions des corpsrigides.
IV.3.ETUDE DYNAMIQUE
IV.3.1. EQUATION DU MOUVEMENT -

Les équations de LAGRANGE permettent 1’écriture systématique des équations du
mouvement d’un sysiéme. Elles sont particuliérement bien adaptées aux problémes de
vibrations ou les déplacements généralisés sont souvent indépendants ; cependant, un probléme
se pose lorsqu’il existe une liaison non holonome entre les variables du systéime qui ne se
7 présente pas dans notre cas[27],{35],[36],[37].[40]. \] ) Nw«?‘“ ‘9 o
P

Les équations de Lagrange qui donnent les équations du mouvement du systéme sont :

d ['57' | or_, oD LU ow

e[ ] - — = 1V .20
d’ ﬂq' é,q: (‘?qr a(;i (7qr . ( )
01‘1.

T : L’énergie cinétique

D : fonction de dissipation due au travail des forces visqueuses( amortissement).
U : L’énergie de déformation (¢énergie potentielle )

W : travail virtuel des forces extérieurs.

q; . coordonnées geénéralisées du systéme.

35



CHAPITRE IV LETUDE DYNAMIQUE ET SIMULATION

oL g
A A
MOTEUR [——] — !
k P/
e e £ ur ;
8, 8,
el )
— e 1 FREWN
: i by don
il
roue
Fig(IV.1): Modélisation du réducteur Fig(IV.2):Modélisation masses-ressorts de

I’engrénement

Notre systéme (fig.IV.1) posséde quatre degrés libertés de torsion 0, et 8,, rotation instantanée _
- de chacun des cylindres de base, 0, et 6, qui permettent d’introduire le couple moteur et

résistant.
1V.3.2. CALCUL DES ENERGIES CINETIQUES ET DE DEFORMATION

Pour la modélisation proprement dite de notre systéme, nous utilisons cing
types d’éléments constituant le réducteur, (arbre moteur, arbre récepteur, moteur, frein,
engrenages ).

1V.3.2.1. Arbre Moteur (fig.1V.3)

—=
i
pPLgnion
r'l
Méteu*r L
P g - _ 8, 1
| A L
s g N
: s — - ] N X
| > =0
R 1
1 I
[}
I 1
- Ly I
= N

Fig.1V.3: MOTEUR , ARBRE et PIGNION
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- Les conditions aux hmites sont :

8( x=0 ) =8,
6 x=L,) =0,

X
Doung'(x)= (1 - i—)oe + 7_0’ 0 X<,

L’énergie de déformation de I’arbre moteur en torsion sﬁ\p,l'é‘ s’exprime sous la forme :

2

56"
) dX

oX

] &
U, = —2—G,J1j(
V]

;
U,:LGMj%ﬂ;&ﬂdX
2 P
| A :
Uy = 577G { (6, - 0,) dx av.20.1)

L’énergie cinétique de I'arbre moteur est donnée par :

1L 20"
u:-;fzm ) dX
0
L 2
I 7 X_ o+ X
In="2110-"26+-—86|dx
24 L, L,
] ] . 2 . 2 . . .
7 = g‘w,+m+9]m) (1V.20.2)

On a pas introduit la vitesse de rotation de I’arbre moteur dans I’équation (1V.20.2) car elle

dispara?t aprés les dérivationsdans les équations de Lagrange.

37



CHAPITRE Y KTUDE DYNAMIQUE ET SIMULATION

IV.3.3.2. Arbre récepteur (fig.1V.4)

TN
La roue
-
L Charge ou frein
¥ o,
[ {
! : 7 / 1 5(‘:’
L T
1 1 r= | Q
. >t
[ @2 @s -
-
[
L
L, o
=== o

Fig.1V.4: ROUE, ARBRE et FREIN

Vu I’existence des écarts géométriques sur les dentures, la vitesse de rotation de Parbre
récepteur peut dépendre du temps.0; et O restent toujours des petites perturbations par rapport
a I’état de fonctionnement des corps rigides .

Les conditions aux limites sont :

9 (x=0)=0,
g_r,(x = -L.I) = gs
X X
0'(x)=(1--)0, + —0. | 0<x<L,
L, L, |
L’énergie de déformation de I’arbre récepteur est donnée par :
L 2
1 L 06¢
U, =—G,J —) dX
: = 56 zjo( )
U. = ._l._G J ‘!:[2 .?_—?___.0_7-_ de
z 2 v 2 5 ( ‘LZ )
1 " ’
U, = E-ETGZJZ-[(@ ~0,) dx ' - (Iv212)
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L’énergie cinétique de 'arbre récepteur esi donnée par :

2

1 380"
-2——_[12( =) dt
0
;" e : .
2:—‘2—-.[[(1———)9+1—-2—9+Q}dX S
]L . 2 « 2 . . IZL

T, = (8, +92+99)+

1v.3.2.3. Moteur

L’énergie cinétique du moteur est donnée par -

,)(u]f

o

- L. 8.

. . oA
[.»rr 2 —A/"li(’k/ e v

Le moteur est supposeé rigide par suite

Us =0
IV.3.2.4. Frein ( Charge résistante )

L’énergie cinétique du frein est donnée par :

T, :%fﬁ(aﬁng

de méme le frein est supposé indéformable par suite :

U|-' =0
IvV.3.2.5 Engrenages
L’¢énergte de déformation au niveau de I’engrénement est donnée par :

1 2
I, = "E"Z,: k, A%

. L3 1
Q0.+ 6:) + 1,1,0

2 (Iv212)

(IV.23.1)

(IV.23.2)

(IV.24.1)

(1v.24.2)

(IV 25.1)
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1o =t - !
Tt 2—2‘-144(9‘)2 +~2—~]z2(62)é

1 . 1 .
T, =_-2—!,,(Q, +6,)+ 5 1a(Q; +6, ) _ (1V.25.2)

IV.3.2.6. Réducteur
Pour tout le systéme mécanique :

L’énergie de déformation totale est donnée par :

" GIJI 2 GZJZ 2 1 f 2 |
U, = TR oL, (8,-9,) +2§kuau . (Iv.26.1)

L’énergie cinétique totale est donnée par :

IIL] . 2 . e . . LZ L,1, ]

T, = p (6.,+8.+8.:0.)+ 6 (9 +95+9295) + (92+0)Q
1] éz 11 é Q ‘2 1 l 2 l . 2 1
+5—m e+‘? F( .r+ 2) +~5_m9‘+?1f(9;+g2) +2_1‘|6|+5—]‘,2

-(é2+ﬂzr)'2

(1V.26.2)

Certains termes d’énergie cmetxque sont supprimés de 1’équation (IV 26. 2) carils

dlsparalssent au cours ‘de dérivations par rapport aux coordonnées genera]lsees et au temps

dans les equauons de lagrange.

40



CHAPITRE IV ETUDE DYNAMIQUE ET SIMULATION

Iv.3.3. AMORT!SSEMENT
I1V.3.3.1. Introduction de la matrice d’amortissement

Vue l'existence de dissipation d’énergie dans I’ensemble des éléments du réducteur, il
est nécessaire de prendre en compte les termes dissipatifs intervenant dans tous les
mouvements possibles, afin d’obtenir des déplacements et des efforts finis pour les vitesses
critiques[11]. |

En principe, ces termes d’amortissements pourraient étre calculés par des procédures
analogues a celles utilisées pour la détermination des raideurs et masses .

Malheureusement, les propriétés dissipatives de matériaux ne sont pas suffisamment
définies pour permettre ces calculs directs, ainsi que la répartition d’énergie dissipée par
frottement dans le mécanisme est inconnue. Par conséquent, 'amortissement  est introduit
d’une maniére globale dans les équations du mouvement .

Pour définir Pamortissement équivalent (raisonnable ) dans le réducteur, on pose deux

hypothéses suivantes :

- La méme énergie par cycle pour une excitation harmonique, dissipée par les efforts dissipatifs
tels que : les frottements, les effets d’amortissements visqueux équivalents..

- Nous proposons que la matrice d’amortissement visqueux équivalenteest orthogonale.

Il est possible de déterminer les modes propres réels {@i [ du réducteur a Parrét qui
correspondent a une matrice raideur constante (les termes de rigidité périodique

d’engrénement disparaissent).
1V.3.3.2. Matrice d’amortissement visqueux équivalente

On se basant aux conditions précédentes on peut écrire

G lel () =0 ixj - o vy
i MIcT{d) =264 Ko My} =2 &y M, i : (1v.28)
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avec : ,
Ke = {d }'[K] {¢:} raideur modale.
My= {0} [M]{¢;} massemodale

{¢i } - vecteurs propres {modes propres ).
©;, pulsationspropres
s . :facteur d’amortissement modal peut étre déterminé expérimentalement

[Csi ] : matrice d’amortissement visqueux équivalente (diagonale) exprimée dans la base

modale.

Dans la base modale la matrice d’amortissement s’écrit

[Co 1=[01"[C1 0] (v29)

par suite :

[C1=[41" [ColloT’ - | (1V.30)
M]=[4T" My][oT" | _‘ aviany
(6T~ MyT" [¢1'[M] | av 32)
[6] =MI[d1[M,]" IV 33)

remplagons (IV.32) et(1V.33) dans (IV.30), il vient :

[CI=MI[PTIMI")IC 1 (M, 1" [$1' M)

rel- > { %*}([M Ko JMim 1o, ) | (1V.34)

On constatesalors;qu’il est possible d’obtenir une matrice d’amortissement dans la base .
"modale et physique, a partir d’hypothése raisonnable sur 'orthogonalité de la matnce
d’amortissement par rapport aux modes propres de la structure connue sous le nom
d’hypothése de Basile [11], [36], [37].
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CHAPITRE IV

1V.3.4. UTILISATION DES EQUATIONS DE LAGRANGE

IV.3.4.1. Energie de déformation

ETUDE DYNAMIQUE ET SIMULATION

N, G, J

80, I,
U, G,J,

T D209 9y 4+ cos? BR,, (R0, + R,,0, )Zk
6, L,

U, G,

- 0, -6
20, L, — )
QUT (Jz
0 -
690.\‘ LZ ( 9 )

wit: 12Vl _[ouy auy 2V,
: 20, | T | ae, 20, a8,

(X} =1{0, 6, 0, 6,7

sU
{—55‘_—} = (k1{x ¥+ {F,}

ou )7
26,

avec @

Gy, G.J
} + cos ﬁ,,R,,IZkU cos® By Ry Ry D ky - ’} !

L _ 3

Gy, s
cos ﬂbRblezzkg ;. teos ﬂ,,lifqur_j 0
k)= i 2 P
) G/, G/,
- 0
I I
G,J
0 - 0

L,

et l{F|}= ‘cosﬂbz ke {Rm Ry, 0
i .

o}

—1"L(8, - 8,) + cos® B, R,,(R,,6, + R,,0, )Zk —cosﬂ,,R,,,Zk Se,

cosﬁb‘RMZ k,oe,
(IV.35)
0 !
Gyt s
o,
Gl
L, |
(1V.36)
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1V.3.4.2. Energie cinétique

T .
70 " 0 pour 1=1,2e,5s
i,ﬁj’“ H[Ll"l 7 j|' +L1]|é
a1l 54, 103 “ ’ 6 ¢
81 AT L7 . , . /L .
o . —[ 22+1Lz}92 LILES s4[1“12+17JQz
(91 (792 3 6 €=
2o | _ kd [L,I, s 13
ETR 6 7 3 w9
e | er L1, = L,1, » L1, .
o\ or 3T (e
‘O.J—I“[ . l— l: } = [M ]{X }+ {Iv“z} _ - (IV.37)
d 8, 28,
e ‘e am e [ X} ?
{\}={0|02 0595}
L, +1 0 L 0 _
3 ¢! 6
L23]2 v . Lzﬁlz
[M]: Lljl Llll
i ak 0 = I, 0
L1, LI, .
0 ; 0 23‘+1F
N . L1, Lyt !
{r}=0,10 —Eat, 0 e, 1V 38)
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IV.3.4.3. Travail des forces extérieures

Le travail virtuel des forces extérieures est :

Sw = ~¢,60, —¢,00, (1v.39)
oW . oow

a0, C e, ¢

PR .. ﬁw} . ' g :
dou.{W}: (Fa}= (0 0 oo -0 (IV 40)

- 1V.3.4.4. Energie dissipée

On propose une fonction de dissipation du travail des forces de viscosité équivalentes,

on a justifi¢ précédemment le choix de la matrice d’amortissement.

‘?{)‘ = [c]{ X } | | | | (IV.41)

[M]{X} + {Fz}+[c]{j(}+[k]{x} R} ={r)
[M]{X}+[C]{5(} +[&ltxy ={F}-{F}-{r) . (1V.42)

{]ﬂ',} : représente les couples nominaux transmissent.
{Fi } : représente un effort supplémentaire causé par les écarts de forme.

{Fz} : représente un effort supplémentaire causé par I"erreur cinématique.
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IV.4. CONCLUSION

Cette étude dynamique, nous a permis de modéliser le systéme physique étudié, a un
modéle mathématique qui découle de la formulation des équations de LAGRANGE. Cette
formulation nous a conduit a un systéme d’équations différentielles linéaires a quatre degrés de
liberté.

La résolution du systéme par des méthodes analytique et numérique sera présentée au
chapitre suivant.
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CHAPITRE V

PRESENTATION DES RESULTATS
ET
VALIDATION DU LOGICIEL

V.1. INTRODUCTION

Dans ce chapitre nous présentons les résultats numériques obtenus avec le code de
calcul GEARADOF, élaboré au cours de cette étude, pour les deux cas sans ou avec erreurs
géométriques en commengant par une ¢tude analytique basée sur la méthode approchée

appelée la méthode des perturbations [annexe I1].

V.2. DONNEES GEOMETRIQUES DU REDUCTEUR .

Pour faciliter la comparaison des résultats analytiques et numériques, on propose

I’étude du réducteur possédant les paramétres géométriques suivants:

- Nombre des dents du pignon et de la roue :_Z.: le =28

- Largeurs des dentures dur pignon et de la roue ‘Lan = Lin=004m

- Longueur de I’arbre moteur | Li=0.15m

- Longueur de I’arbre récepteur :L;=0.25m

- Masses volumiques du pignon et de la roue | : pi= Py = 7800 kg/m®
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. Masses volumiques des arbres moteur et récepteur | Par= Paz = 7800 Kg/m®
- Raideur d’un couple de dent’ Ke=7.10° N/m

.- Modules de cisaillement des arbres moteur et récepteur : G, =G, =8.10"" N/m

} - Rayon de arbre moteur ' : ‘R;=0.04m
- Rayon lde I’arbre récepteur R;=0.08 m
- Inertie de masse du moteur lm =3 Kgm?
- Inertie de masse du frein ' = éO Kg m?
|
- Module réel des engrenages Coimp = 410" m
- Coefﬁcier;ts des gail!ies | : 'Ha =Hg =1
’ - CoefTicients des creux : Ha=Hp=1
- Angle de pression réel en degrés B oy =20°
- - Angle d’inclinaison d’hélice de taillage en degrés " Bo (yariable)
- Couple moteur et couple résistant G =C;=700 N.m
- Vitesse de rotation du pignon : €3 (vaniable ) rd/s
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A partir des relations géométriques existantes entre les différents paramétres

- géométriques des engrenages parfaits et en tenant compte des références [206], et [annexe 17,

on donne le tableau suivant:

Tableau I: Caractéristiques des engrenages en fonction des différents angles

d’inclinaison primitif

[Bu{en degrés) 0 10 i8 22 30

Ry 2 [m] ' 5,262. 107 5,334.10° 5.499.10 5,622.10™ 5,961.10™
Ry [m] 5,600x107 5.686.107 5.888. 10~ 6,040. 10~ 6,466. 107
Ry [m) 6,000. 107 6.086. 107 6.288. 10~ 6,440. 10~ 6.866. 107
Poa[m] 1,181, 107 1.197. 10% 1,234, 107 1,262. 107 1.338. 107
T/T, [m] 3.831. 107 3,943 107 4.209. 107 4.414. 107 5,011, 107
T\ T2 (m] 1,934 102 | 1921107 | 1.889, 107 1.867. 1072 1.804. 107
T/, [m] 9,482, 107 1011, 107 1,159, 107 1,273, 107 1.603. 107
T, [m) 2.882.10° 2,932, 107 3.049. 107 3.140. 107 3.407. 107
& 1,638 2,157 2515 2,672 2,940
N 2 3 3 3 3

M;, (Kgl 2,714 2,788 2.964 3,098 3.483

I » [Kg.m?] 3,758.10°7 3.966. 107 4,482,107 4,482 107 6.189. 107

V.3. ANALYSE DES RESULTATS SANS ERREURS GEOMETRIQUES

V.3.1. PERIODICITE DE LA RAIDEUR D’ENGRENEMENT

Le développement des lignes de contact dans le plan d’action et particuliérement dans

la fenétre de contact entraine une variation de la longueur de contact en cours du temps, par

conséquent la raideur d’engrénement dépend du temps.

La raideur d’engrénement se présente sous forme d’une fonction périodique de période

d’engrenement (T,,).
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[.a raideur d’engrénement peut s’écrire sous la forme:

k
k()= K, K, 8(0) = b, (1+ 5 (1)

w

k() =k, (1 + ag(r) | (V.1)

avec

K., : raideur moyenne

Kn = Kmax - Km
__ k a _ k m ax 1
a - k L] N k m

d(t) . Fonction périodique de période T, , représente la vanation de la raideur d’engrénement
en cours du tempss(Elle indique I’allure de la raideur) ( fig. V.1).

m l

mo0.

1 Tlﬂ - .
k, == [ k(rydt ' - (V.2)

Fig.V.1: FONCTION PERIODIQUE
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k, = TLTk(r)dr = ——[:[ KLadt + ”i -d
0 i N 0

L.

k ' ! -~ dt |
_ f| (f - ’:) + Ikmi.n:ldl + .r mlxd’ + .r[’_m_.__.:(r - t.\) + kmﬂ-"]d’}

(vV.3)

dk = k ax kmin

t 1 i —1 t, -t t, - 1 | w
km=km'm?] Edkij““fu!—)-+kn\mg—2?'~!—-)-+‘[(mnx Q_T‘t—z)_..idk (_7;’?!:‘_)+Kmnx 7:)1" t_l

m m B m m m ‘ j;n

t t t 1 '
k= ‘2";::“ :ﬁf:ﬁt ié—;)dmkm (V4
Tableau Il : A[iplication numerique

Bu{degreé) Ko, (N/m) Eq £p £ o
0 11,55.10° 1,638 . 0 1,638 0,212
10 11,63. 10° 1,605 0,553 2,157 - 10,203
18 10,7. 10° 1,531 0,984 2,515 0,010
30 9,46. 10° 1,348 1,592 2,940 0,068
39 . 8,1. 10° 1,162 2,003 - 3,165 0
44 74.10° [1,045 2,21 13,256 0,015

: ) PAder . I~ . :
Le rapport de conduite total est proportionnel a I’angle d’hélice, une augmentation du

rapport de conduite entraine:

- Une diminution de la raideur moyenne.

- Une meilleure continuité de la raideur ( pas de variations brutales).‘ }
Pour les engrenages droits la variation de la raideur est en créneaux vue qu’il y a un ou
deux couples de dents en prise, la longueur de contact passe ‘brusquement d’une valeur

minimale & une valeur maximale égale a deux fois Ia largeur de 1a denture ( fig . V.1).

La fonction .¢ (t) dans ce cas est une fonction en creneaux Elle est dlscontmue en

cenams pOlIltS

st
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Pour les engrenages hélicoidaux ( & dentures droites inclinées), contrairement au

engrenages droits, La longueur de contact passe progressivement de sa valeur minimale a sa

" valeur maximale (fig V.2).

V.3.2. ETUDE ANALYTIQUE

Le systéme différentiel associ€ a notre modéle ( non amorti) est:

[m] {X} + (k)] {x} ={F()} ‘ (V.5)

Notre systéme est linéaire car la matrice masse est constante et la matrice raideur ne

dépend pas des variables d *états du systéme (0;, 1 = 1,2, e, s)[35].
On peut écrire que : [k (1)1 = [ke] +K(t) [k.]= [kel+ (Had {t) ) [kn] (V.6)
avec .
[K.]: Matrice raideur constante correspondante aux termes de rigidité torsionnelles des
arbres (moteur et récepteur).
K (t) : Fonction périodique de raideur d’engrénement
{F(t)y} ={Fo} + (F,(1) } +{F()} - (V.7)
{Fy} : vecteur des etforis extérieurs

{F1(t) } : Représente un effort supplémentaire causé par les écarts de forme

{F2(t) } : Représente un effort supplémentaire causé par ’erreur cinématique

Donc le systéme s’écrit :

a2
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[M]{}}+[kc]{,\(} +(1+ap(n[ie, J{x} = {Ff;}+ (R} +{mo} (V.8)

Dans ce cas (sans erreur géométrique) : on peut écrire {V.8)

[nﬂ{k}+hckx}+hﬁkl+amoﬂxﬁ={EJ (V.9)
. o 27 \
¢ (t) est une fonction périodique de période 7', = P ( période d’engrénement )
m

doncyelle peut se transformer en série de Fourier [36],{41].

+ o

p(r) = Z a, cos nw + 5 sinnw ! '(V-.IO)

Les équations différentielles a coefficients périodiques n’admettent pas de solution
analytique exacte, cependant, une solution approchée peut étre envisagée en utilisant des

méthodes approchées dite la méthode des perturbations [annexe I1] .

La solution approchée, d’ordre 1 s’écrit:

(xy={x,}+af{x,} (V.11)
soit: [k, ]= [k ]+ [8,] | (V.12)
En remplagant (V.11) dans (V.9) et en identifiant les termes de méme ordre il vient :
ordre o° : [M]{}n}+[kg]{X0}:{F} | (V.13)

La solution en régime permanent de cette équation coincide avec la solution statique

pour une raideur moyenne.
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Xo()={X,} (V.14
ordre o' : [M]{X'}'*“ [kg]{Xl} =gk, } X, (V.15)

La solution en régime permanent de cette équation différentielle & excitation périodique

est :
[ F)

X, (1) = Z A, cos(na;rmt +¢,)+ {ﬂn}s'in(na)mt + ¢, ) (V.16)

d’ou la solution générale en régime permanent sera ;

{X(t)} = {X“} +a§ {A”}cos(na)n,f + @) + {/j’”}_sin(ncoml+ $.) (v._]'/)

on peut écrire la solution comme suit :

“ {:\"(I)}= {Xs,}‘+a{X0(X“,km)}z ancos(tlwml+¢n)+_hnsin(lrlwzwmr+¢n) (V.18)
" km{il_(nwm)z:|
W

Si w; sont les fréquences propres du systémes, on constate la possibilité de résonance en

@, .
. Oy = — avec : i=123....
1 -1 N

L’erreur de transmission est donnée par :
A(t) = - €08 Bbl {Rhl L] ha 90 L] 0}] {x (t) }
Fy (t) = k(t). A(t) ' (V.19)

Fa(1) = k(1 + ad(t)A ()
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Fo(t) =~k (Lt ag(1)) cosPy (Ru.Ra0,01(X 0 )

Fy(l) = —kpcos By 48, R 0.0F(1+ ad (D ({x (0 )+a{x, ()

Fy(t) = —k,y 008 By {Rp1 R 43,0,0} [{Xu(t)} raf{X, (0} +ap)fx,(0)} + @ 2¢(:){X1(:)}] (V20)

L’ordre o® : Fyo ()= - k,, cos f, {R,,., Ry, .0,034x,(0}
Lordre o' : Fuy () = — &, cosf, {Ror Rip 0.0} [{x (0} + g0 {x, (0}

L’ordre o : Fy (t) = - &, cos f, {R,.Ry,.0,0} [gﬁ(:){){’](t)}]

Fd (t) = qu (t) +0x Fdl (t) + o2 Fdz (t)

Il y’a possibilité de résonance d’efforts pour les excitations vérifiant
nw, =0, — o, =— t=1,n

H m

n= 1 correspond a ’excitation d’engrénement fondamentale
n=2 correspond a I’excitation d’engrénement double

n=3 correspond a I’excitation d’engrénement triple

(v.21)

(V.22)

(V.23)

(V.24)
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Raideur (N/m)

1.6149 -
1.2F+9 —
8.O0LE+8 —
’ Temps {8}
4.0E+8 | ‘ B !
0.0 C 20 4.0

Fig.V.1: VARIATION EN CRENEAU DE LA RAIDEUR POUR LES
ENGRENAGES DROITS '

B Raideur (N/m}
1.2E+9 —
R o S TS S \
. B~=I&°
LOE+9 - r/v v\\ /r\r\\ /
\ “ B-30°
8 0E+8 — ‘ B=39°
T A T | T A I T
B 44°
Temps (10[7-35}
6.0E+8 —f—- B e !
0.00 2.00 _ 2.00

Fig.V.2: VARIATION DE LA RAIDEUR POUR DIFFERENTS ANGLES
D’HELICE
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V.3.3. ANALYSE DES RESULTATS NUMERIQUES

V.3.3.1. Effort dynamique

etude analytique des équations du mouvement (équ. V 8) donne une solution approchee
anﬂ‘\\”’("’%u iquemnertt, la réponse de cette équation est une fonction périodique de période Tmyqu’on
a développé en série de Fourrier (équ.V.18 ). :

Au début de cette étude,on a effectué une analyse fréquentielle [annexe 1V] de la
réponse pour avoir une idée de 'importance des harmoniques qui la constituent (Fig.V.3) et

(Fig.V .4).
- Atplitude {m)
Amplitude (m) L2E-5 -~
1565 —
4
ROE-G —
1OE-5 —
4.0E-0 ---
SOE-6 — :
| ‘
, | ‘ I ’ | | ‘ W/ Wm 00E+6 ' ‘ i ! l ' [, | |Wme
0GE+ — [ ‘ : -
‘ 0 10 20
0 20
fig.V.3: Les 20 prem:éres frcquences fig.V.4:Les 20 premiéres fréquences
pour f}, =0° pourf,=30°

Cette analyse est relative a une vitesse de rotation donnée. Un changement d’angle

d"hélice entraine un changement du spectre de la réponse.
1- Pour les engrenages droits (8, =0°) :

le spectre fréquentiel de la réponse montre Pimportance décroissante des amplitudes
pour om , 20w, 3 o etc.. (Fig.V.3). Ce qui explique 'apparition des pics plus ou moins
importants dans la courbe R(Q) (rapport de I'effort dynamique maximal sur Peffort statique

en fonction-de la vitesse de rotation du pignon) (Fig.V.5.a).

C
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Le pic apparait a une vitesse de rotation voisine de =80Qrd/s correspond a

e
Pexcitation d’engrenement fondamentale o ,, = 0; = 21424,285 rd/savec o ,, =0, Z, | é'd}(”’/
- ,&o, g
Dou: Q=0 n/Zl= 765,15 rd/s. fegr o g
wio@ e :
y
X
= Le pic qui apparait & une vitesse de rotation voisine de Q; =350rd/s correspond &
excitation d’engrénement double 2 o , = o; = 20633,878 rd /s par suite le pic apparait Q\o
, précisémenta .= 10316939 ¢d /s dou: ;= 738,92 rd/s. \

g 363,46 %
at Le pic qui apparait 4 une vitesse de rotation -voisine de O, ='p@rd/s correspond 2

Al

A Pexcitation d’engrénement triple de fréquenceﬂ,w m = & = 216,007 rd/s  par suite le pic :
A apparait précisément & © . = 72.002rd /s & ou : S,
‘ = 541004 v 41(42}\)?6

2- Pour les engrenages A denture hélicoidales ( 8, = 30°:

Le spectre fréquentiel de la réponse montre la domination de I’excitation fondamentale
® m Les amplitudes des fréquences 2w, et 3w, sont moing importantes que celle qui
correspond a @  contrairement aux engrenages droits ce qui explique Iexistence, seulement,
d’un pic nettement visible correspondant a Iexcitation f(')ndamentale. et la réduction

d’amplitudes des autres pics pour les autres harmoniques (fig. V.4).

La variation des pulsationspropres est due a la variation de la raideur moyenne suite a la
variation de I’angle d’hélice. (

R 3
oo - 150 ——

A

—

147 —

28 -~

1
i QM {rdds) 1 a6 ] \__ OMI(rdss)

e e

00 % 1500 50 50 1250
)] N 0G0 1000 0 500 E0GO 1500

S8
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(@) B=0° L) pr=18°

R
1.06 -—

1.28 - . \
105

126 -4

| .04 —f P \

1.20 —
1.03 —

118 -4

OMi (rd/s) OMI (rdfs)
i.lo | | ! ‘ ! F L2 —f e e | ‘ T

250 750 ‘ 1250 250 ) 750 1250
0 5000 . 1600 1500 n 50 1006 1500

@) B =30° ) By =44°

Fig.V.5: Rapport de I’effort dynamique maximal sur I’effort statique en fonction du

rapport de conduite (angle d’hélice)
La figure(V.5) présente les courbes de réponse en vitesse de rotation pour différents
angles d’hélice.On reléve I'importance de I'angle d’hélice sur I’effort dynamique. Les valeurs

théoriques ainsi obtenues sont présentées dans le tableau suivant :

Tableau III : Influence des angles d’hélices sur le rapport maximal.

Engrenages By £1 Raax
Droits 0 ‘ 1.638 3.27
18 2515 1.50

Hélicoidaux 30 2.940 1.25
44 3256 1.065

En passant des engrenages droits aux engrenages hélicoidaux, le rapport de conduite
total augmente. Grace au phénoméne de recouvrement, le nombre maximal de couple de dents

en prise passe de 2 & 3 et la continuité de la longueur de contact est assurée. Les efforts
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dynamiques par conséquent. diminuent, On note que P’augmentation du rapport de conduite se
traduit par une meilleure continuité de la raideur, le contact entre un couple de dents adjacents
se fait d’une maniére progreésive, et par conséquent une réduction des perturbations du
systéme ceci explique la réduction de I’effort dynamiqﬁe quand le rapport de conduite total

croit.

Cette figure montre également qu’il ne suffit pas d’augmenter ’angle d’hélice pour
améliorer le comportement dynamique du réducteur mais, pour un engrenage sans défauts la
situation souhaitée est d’avoir un rapport de conduite voisin d’un nombre entier et une valeur
moyenné&ﬁfpoﬁante de 'erreur de transmission. Un rapport de conduite entier lmphque une
longueur de contact constante par conséquent une matrice raideur indépendante du temps et le

systéme n’est plus perturbé.

Mais cect est beaucoup plus compliqué a réaliser car il faut tenir compte :

1- Des déformations €lastiques et des corrections qui modifient sensiblement le rapport
de conduite.

2- Des variations de couple en fonction de la vitesse (ou du temps).
La figure (V.6) présente les courbes de réponse temporelle pour différents

angles d’hélice. On constate I"influence de I'angle d’hélice sur Peffort dynamique. Ainsi, les
fonctions harmoniques du coefficients dynamiques ne sans plus périodiques.

Cocldyn R
Lo - (og . Covlehn
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ve — AV AV . N~ At 0.97 L
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@:  Po=10° B): By =18°

Cefl dyn R

140 _(|T¢|t'dynR(l) ’ ) : .10 —
1.05 —
120 - - o -
i ' LEC I o
LO0 — :/»r‘\l '
/’J ﬂ\ i /W\ / \ 095 .
pon - \ \\ /’ © Tenps Tcmps
[ : o : | I T
] ' ] ’ 4 ] 3
0 2 : 4
: B 30° . ): B 39

Fig.V.6: Variation du coefficient dynamique en fonction du

rapport de conduite (angle d’hélice)

V.3.3.2. Erreur de transmission

Dans le cas sans erreur géométrique, I’erreur de transmission représente la déformation
élastique (écrasement de matiere) due aux efforts dynamiques de contact entre les deux solides.
La figure(V.7) montre I'influence des couples extérieurs sur I’erreur de transmission.
Une augmentation des couples favorise I’écrasement de matiére au contact donc la déformation

élastique des deux solides.
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FErr de trans (m)

4.4E-? 5 DE-S l:f-r de trans {m)
4.0E-7 — 2 0E-5 —
T/Tm T/Tm
3.6E-7 I l 1.8E-5 ‘ . !
0.0 2.0 4.0 0.0 2.0 4.0
(a): Couple statigue C=100 N/m  (h): Couple statique C=500 N/m
4 4F-4 —— LT de trans(m) 3.2E-3 Err de trans(m)

| WW/‘”“{\NW U‘WM ?

T/Tin 1 m
3.6E-4 : 24E-3 , ;
| | | | |
0.0 2.0 4.0 0.0 2.0 4.0
(c): Couple statique C=1000 N/m (d): Couple statique CC=7000 Nim

Fig.V.7. Variation de P’erreur de transmission en fonction des couples statiques

La figure (V.8) montre I'influence du rapport de conduite total (angle d’hélice By) sur
la valeur moyenne de I’erreur de transmission. Une augmentation du rapport de conduite total

assure une continuité meilleure de I’erreur de transmission mais augmente sa valeur moyenne.
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Frr de trans (m)

326
0.0 —
3.0E-6 T e
0.0 — /\A
V I
28E-6 —
00 —
T/Tm
2.6E-6 , F |
1.0 3.0
0.0 . 2.0 4.0

Fig.V.8: Influence du rapport de conduite sur P'erreur de transmission

pour B, =0° et By=30°
V.3.3.3. Influence du coefficient d’amortissement sur I’effort dynamique
La figure(V.9) montre linfluence du coefficient d’amortissement sur I’effort
dynamique, on constate qu’une diminution du coefficient d’amortissement entraine une

augmentation de I'effort dynamique.

A la résonance les pics deviennent plus fins et plus importants. D’autres pics, qui

correspondent a d’autres harmoniques de moindre importance apparaissent.
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R
R
1o 70 —
I8
28 —
26 -~
GM1 (rdfs)
) OMI {rd's} S50 = — —
24 T 1 _ ; ) 250 750 1250 _l
N 500‘ 1000 1500 an0e 0 500 1000 1500
(): &=0.1 (h): E€=0.0/

Fig.V.9: Influence du coefficient d’amortissement sur I’effort dynamique
V.4. ANALYSE DES RESULTATS AVEC ERREURS GEOMETRIQULS
V.4.1. INTRODUCTION DES ERREURS GEOMETRIQUES

Dans cette étude, nous choisissons une erreur constante dans le plan d’action variant

sinusoidalement suivant le profil.

La forme générale des erreurs géométriques retenue est la suivante :
e (i, /) =en(i,7).Z,(1) =510  sin(w, ¢ + p,) (V.25)

@i : déphasage du i eme ligne de contact (1 éme coupie de dents en prise )

ey (i, ) =er(i.j).Z5(1) = 0 '
V.26

e (1) = e, )+ ey () (V.26)

On aalors: ey, (7,7) = 5107 sin(w 1 + 9,) (V.27)

Suite au type d’erreur qu’on a choisi deux cas différents sont présentés :

® Erreur géométrique constante (w, =0 ¢l ¢, =p = —’«2{-)

Dans ce cas il ya un jeu entre les couples de dents adjacents, (translation d’erreur par rapport a

la développante de cercle théorique).
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Les résultats numériques et analytiques sont 1dentiques au cas sans erreur géometrigue car le

contact s’effectue dans le plan d’action.

On suppose que le déphasage entre lignes de contacts est nul.
¢ =0 Perreur géométrique s’écrit :

e, (i.)=a sinaw/t
el ey(ij)=0

Dou: e 6.j)=a sin(bﬂl
avec
a=510°m
ey, 7) =€ j)—epn(i,.Jn) =0
dans ce cas on aura :

> k(i jYe, (i, ) = 0

iJ

S 2
Le cas le plus général est de prendre », = 1. —ff;—-

On choisi Perreur géométrique pour 4 =4

@, = 8—” el r[-.'=:ll'_T7‘ ( figV.2)

£ ] '[' *

sprg !"I T] . . , '

{11 = : le temps du début jusqu'a la fin de I’engrénement.
RbIQl
2z . . , \

©, == Z.Q, : pulsation d’engrénement.

g 271. ]Jh[l P 3

1 : la période d’engrénement.

" 7,9, R, Q,

2

w , = '-'I' : pulsation d’erreurs géométriques.

I3

T. : période d’erreurs géométriques.
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3

Fig.V.2: ERREUR GEOMETRIQUE 4P (T

TANANA /\

'\',

\4 \/ W/ \/T-w 1”

-

[
=17
=T

Tableau IV :Engrenage a denture droite avec erreur sinusoidale (T | = %— 7T )
O, (rd/s) 100 s00 10000
TT (s) 3,67563.107 7.3513.107 3.67567.107
T. (s) 0,91892.10° 1,8378.10° 0,91892.107
T (s) 2,24399.107 ‘ 4.4879.10* 2.24399.10%
w.( rd/s) 6837,5892 34188.624 68375,890
o (rd /) 2800 14000 28000
N 2.44199 2.44199 2.44199
0./ 68,37589 68,37589 68,37589
Tableau V : Engrenage i denture hélicoidale avec erreur: sinusoidale
(Pr=10%) Lir
Oy (rd/s) 100 500 1000
TT (s) 3,60140.107 . 7,2028..10'4 3.60140.10°
T.(s) 0,90035.10° 1,8007.10° 0,90035.107
T (s) 2,24399.10% 4,4379. 10 2.24399 10"
oc( rd/s) 6978,603 134393,016 69786,031
o (rd /5 ) 2800 14000 28000
0/ 69,7860 69,7860 69,7860
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' V.4.2. RAIDEUR D’ENGRENEMENT

Pour les conditions de faibles couples nominaux et de fortes amplitudes d’erreur
géométrique et pour les grandes vitesses de rotation du pignon, le systéme différentiel associ€ a

_notre modeéle n’est plus linéaire[42]. La raideur d’engrénement dépend des variables 0, et 0,.

Le systeme différentiel s’écrit sous la forme suivante :

[M]{BP} s AxIHx Y= {7 )+ 1 o) (V28)

Pour les valeurs des couples et des erreurs choisies et pour des faibles vitesses de
rotation des engrenages , -{a partie déformation élastique domine lés erreurs géométriques.
L erreur de transmission restera touwjours positive. Par conséquent la raideur d’engrénement
instantanée est indépendante des variables du systéme 0, et 0,

Le systéme différentiel est linéaire et les raideurs k(t) sont celles données dans le cas

sans erreurs géométriques.

V.4.3. ETUDE ANALYTIQUE

Dans ce cas, le systéme associé & notre modéle (non amorti) est :

MY X+ e Jo ek, Jo = {2} + (R0} + (0 (v.29)

Pour bien envisager la comparaison entre les résultats analytiques de ceux obtenus

numeriquement [17], on adopte un type d’erreur géométrique de la forme suivante :

e (i, j)=a sinw,t

e, (i, )H)=0 - e,=asinwt avec a=510"m
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L erreur géomeétrique est la méme en tout point de la discrétisation a un instant donné,
par suite : 56[2 (lﬁ .]) = el2 (l‘? .]) - el2 (_im '»‘jm ) = 0 V]; J

D ki, j)Fe, (i, j) =0
i

D'ou: {F(n} =0

Le systéme non amorti peut s’ écrire :

[M]{:k"} +la+agnlr, ]+ [£.]{x}={F}+{F}sino. (V.30)

Le systéme est linéaire a coefficients périodiques et a excitation harmonique de

pulsation @, . La solution exacte du systéme est analytiquement indéterminée.

En utilisant une méthode approchée de perturbations (développée au annexe il)la

solution approchée est donnée sous la forme :
()= {x}+efx }+at{x )5 : | (V31)
On se limite a I"ordre 1, il vient :
{x}={x,}+a{x} | (V 32)

soit - [kl = [ka*{k.] | (V.33)

En remplagant (V-39) dans(V-30) et identifiant les termes de méme ordre, il vient :
Ordre a©: m{x}+[k {x.} = {R )+ {7 }sina,s (V34)

la solution en régime permanent (systéme non amorti } est :

{Xu(’)} = {‘er } + {Xm(f)} (V.35)
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avec: {X,.(10}={G }sina.s

{X S,} : déformée statique du réducteur avec raideur de liaison moyenne.

{X Lot )} : déformée temporelle supplémentaire introduite par I’erreur géométrique.

Ordre o .-[M]{,i’, } e Jlx} = —pene Jx.0} | (V.36)
avec: ¢(r) = Z a,cos(nw t)+h, siﬁ(rr(un,f) (V.37

BOIX (M} = {_Xﬂ }Zan coshaw, f+b sin(nw,t)+ {G‘l }Z[Cn cos(w, +nw t)+d sin(w, +naw, t)
' n=1

n=4

+e, cos{w, —nw, 1)+ f,sin{w, —nw, )] (V.38)

La solution en régime permanent est :

{}L (r) = i[ cos(nm )+ {qn}qm(nw r)] z“’: [{ }cos((o + ne r) + { }sm((u +nw, )+ { }cos(w‘, —-nw,l)
=l n=1
{ }sm(w - e, Y] ©(VY.39)

La solution totale s’écrira finalement :

+0

{X{t)} { }+{G}}smw { +a[2[ P, cos(rnw, 1) +{qn}cm(nw !}] Z[{,\ }cos(nw f+a,) +{} }‘;m(mu {+@,)

n=1 n=l

' + {Z,,} cos{e, — nay,t) + {ln} sin(e, - rrw,,,r)l] _ (V.40)

- Pour la simplification on utilise la notation suivante :

Folw, * jo, t)=3% [{X:f}co’s(iwE t jw, )+ {Y”""}sin(ia)c + ja)mr)]
iy
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l'ﬂ

C (iw, ¥ jo,0) =) [a,";" cos(iw, = jw, )+ b sinio, t _,ia)mt)]

D’on:

{X(I)} { }+ F o (w,)+ a[f (nw, Y+ I (w0, j(um)]

. L’erreur de transmission est donnée par :

Al = —cos (R Ry 00} {X (1)} (V.41)

A1) =B+ Foolo, )+a[ ,,(nw,,,)urz(w + jw,)]

F, ) = by (L4 ag((DA)
Fy(t) =k, [\ + aF yiw,)} [A‘, + Folw,) +allh(ne,) + Fale, ,rwm)]]

(w,) + o, + jo,))+ a*[F.tiw,) + Fale, +no, ) (V.42) |

Pordrea®: I 0 (1)'= Fyy + K, Foo(o.)” (V.43)
Pordrea' : F (1) =‘Fr4 (iw,)+ F (o, t jo,) (V.44)
Pordre o : Fy(1) = Fglio,)+ Fale, tne,) (V.45)

I (1) = Fpo (1) + ofF 4 (1) + 2* Fyp (1) (V.46)

F,(f) : est une combinaison des harmoniques de pulsations {(w, t j,,)

1’étude analytique par la méthode de perturbation montre la domination de la

pulsation de Verreur @, surtout pour o petit.

On peut envisagé la domination de o, a partir des résultats numériques donnés

ultéricurement .

Pour le cas ol I’angle d’hélice §, =39° (@ =0) Ueffort dynamique s’écrit :

Fop) =1y +k, o (0,) (V.47)
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'V.4.4. ANALYSE DES RESULTATS NUM ERIQUE .

1 analyse. de influence des différents types d’écarts sur le .comportement dynamique
du réducteur, et les modifications de formerencontrés dans I'industrie de I’engrenage est I’objet

de plusieurs études approfondies au cours des dernieres décennies.

Les résultats présentés permettent d’analyser les effets négatifs et positifs sur le
comportement dynamique du réducteur causé par les écarts de forme.

Dans cette partie d’étude, Ierreur géométrique est de la forme :

¢, (i, J)=asin (@)
V.4.4.1. Erreur cinématique

La figure (V.10} présente la variation temporelle de I’erreur cinématique.

L erreur cinématique 2x(t) est sinusoidale de période T..

oMz
20—

AN
o

,
16— \

0 ——t T___ e o Temps(s)

0g+0 E-3

.5‘ - ]

4E-3

20 -

Fig'V.10: Variation de (Qu(t) e, (7, j) = a sin (@ 1), a=5F-6, B,=10°
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Vv.4.4.2, Effort dynamique

On constate 'influence de I'amplitude des erreurs sur I'allure de Ieffort dynamique
R(t) fig(V.11). La diminution de I'amplitude de Derreur défavorise la domination de
l’harfnonique de pulsation w, On constate aussi, que I’effort dynamique est voisin de 1’effort

statique ( R{t) < 1.5 ) donc il n’y a pas de ri;que efforts dynamique sur les dentures.
¢ forta

__I_{(l ) i ety

1.1 104

Tus - Loz -

o (\ ]\\ o

098

ufm ps ’ L
! ‘ 0.96 T i - :—--—‘—--—‘-|

0 : 2 4 0 2 | 3

(a): a=5E-6 (b): a=1E-05m
FigV_11: Variation de R(t} avec £, - /8% ¢l ¢\, (i, j)=a sin (@D

V.4.3. Erreur de transmission

Dans ce cas, avec erreurs géométriques, [erreur de transmission represente la
déviation de la position des engrenages au cours du fonctionnement, relative a la position
qu’occuperaient les deux engrenages s’ils étaient indéformables et géométriquement parfaits.
- Lerreur de transmission est une conséquence des déformations et des erreurs géométriques.

La figure V.12, montre I’influence du rapport de conduitepour un couple nominal donné
sur ’erreur de transmission. Une augmentation du rapport de conduite(angle d’hélice) favorise

I’écrasement de matiére (la valeur moyenne augmente) donc elle évite les pertes de contacts.
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Brr de trans
5.0E-5 —

BVAVAY

Temps(s)

10E-5 ‘ o I I ‘

0 ' 2 4

Fig.V.12: variation de I’erreur de transmission en fonction du rapport

de conduite ( angle d’hélice), avece,, (0, j) =a sin {w t), a=51-6

V.5. CONCLUSION

L’existence des erreurs de ce type entraine une amplification des efforts dynamiques
existants entre un couple de dents en contact. Dans le cas sans erreur géométrique |’effort
dynamique maximal peut atteindre, pour certaine pulsation d’engrénement une fois et demie
de V’effort statiqué. Mais avec ce type d’erreurs géométriques I’effort dynamique dépasse deux
fois et demie Peffort statique (Figure.V. 13). De méme on constate I’existence de fortes

amplitudes. e/ . | JoiM, -

73



CHAPITREE YV PRIESENTATION DES RESULTATS 1T VALIDATION DU LOGICHEL,

30 R

20 —
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OMI (r/sy
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v
R
1.50 —
/\
!
ot
, /o
149 : ] 1
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Fig. V.13: Rapport de I’effort dynamique maximal en fonction des
pulsations d’engrenement pour [, - /&°
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" ORGAN “IGRAMME DU LOGICIEL [GEAR4DOF]

Entrée des données et
des crreurs géométriguces

&

Conditions initiales (=0
résolution statigue

X():Xﬂt. Xo=Xu=0

Calcul des nouvelles position -
des'lignes de contact

Non érification ' Oui
M, € ou galafenéire

‘engrénemen

K,'J' =(

la condition des corps rigides |

L

Calcul de I'erreur cinématique

Recherche du point de contact Mc dans 1‘

.(22(’.‘.1 Q2

~J
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t=1+Al

Calcul de I'écart géométrique total
alinstant t ; de;(t)

¥

Calcul de la raideur d’engrénement

K=k,
i
Calcul des matrices ¢t vecteurs
dépendants du temps K(1), {F (I)}

Ny
Résolution pas i pas par la _mélhodcl
de NEWMARK — A et F,

Ouwi

Qui

b
Récupération des résultats

Résultats : i
K1) : Raidcur instantanée
r(t) : Coeflicicnl dynamigue
A erreur de transmission

Q2(r). Q5 (N : erreurs cinématique
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CONCLUSION GENERALE ET PERSPECTIVE

Les vibrations sont sensibles au comportement dynamique des engrenages, bien
que ce comportement a été largement étudie dans la littérature, par utilisations des différentes

approches.

Notons que, I"objectif principal de ce travail est d’élaborer un logiciel de calcul
permettant la simulation du comportement dynamique des réducteurs a engrenages, a axes
paralieles, avec et sans 'présence des écarts de forme par rapport a la développante de cercle
théorique. Ce logiciel doit permettre une meilleure conception et conduire a I’élimination des
essais sur prototypes souvent effectués avant chaque conception, cela suppose une facilité

d’emploi et une large utilisation surtout au niveau du bureau d’étude.

Le code de calcul que nous avons développé aux prix d’un effort de conception
important permet de traiter une grande variété le contact des engrenages a dentures droites et
hélicoidales par une simple modification des données et peut s’intégrer efficacement dans des

togiciels d’études dynamiques ou de dimensionement industriel.

Le modele représentatif des différentes approches de I’analyse dynamique qu’on a

. adopté nous a permet d’aboutir aux résultats suivants :

W Les vitesses critiques de fbnctionnement.
- L’influence du coefficient d’amortissement.
B Les charges dynamiques instantanées sur les dentures.
W Les déformations élastiques (erreurs de transmission) instantanées des dents en
contact.
B L’influence du rapport de conduite sur fa raideur et les efforts dynamiques.

f,amﬁ"”""_‘h '“ T B

la comparaison des 'résultats, obtenus par notre approche nous a révélé la

concordance presque parfaite avec ceux obtenus par différentes approches citées dans la
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bibliographie, plus particuliérement ceux obtenus par le docteur VELEX [11},[31] dans le

méme cadre.

Avec la présence des écarts de forme par rapport a la développante de cercle
théorique, nous avons analysé l'eflet de ces erreurs sur le comportement dynamique du

réducteur et particuliérement sur :

M 1’effort dynamique.

M- I’erreur de transmission.

A aesemle
Cette étude a montré la possibilité plus ou moins importante ‘des pertes de contact

suivies par des chocs, ce qui est en accord avec les constatations expérimentales.

Au début de cette analyse on a supposé que les contacts entre profils adjacents se font
dans le plan d’action ( les dents corrigées), mais réellement !e contact se fait hors du plan

d’action ( dents non corrigées).

La c¢orrection des dents d’engrenages est un probléme de plusieurs recherches notamment
celles faites par les bureaux d’études au cours des derniéres décennies.

I serait judicieux d’approfondir ce genre d’étude en tenant compte des hypothéses
citées au début, et de la déformation due a la flexion des dents, donc il serait nécessaire en
plus, de procéder au développement de ce programme de calcul [GEAR4DOF].

Notons, "qu'a I'échelle industrielle des observations montrent qu‘il y a un manque

d’outils numériques, qui auraient pu nous servir dans notre étude.

Ce travail peut étre complété par une analyse plus détatliée sur la correction des profils

que nous proposons pour une éventuelle étude.

Enfin, Pour valider les résultats obtenus, il est indispensable d’envisager une analyse

* expérimentale.
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ANNEXET

GEOMETRIE DES ENGRENAGES CYLINDRIQUES
A DENTURE DROITE ET HELICOIDALE A PROFILS
EN DEVELOPPANTE DE CERCLE

I. ENGRENAGES CYLINDRIQUES A DENTURE DROITE

En chaque'point de Iengrénement, les géométries et les vitesses des surfaces de
dentures ainsi que la charge transmise varient. 1l a été montré que p'our des engrenages
cylindriques droits a axes paralléles, on peut représenter un point donné de ’engrénement en
régime pei"manent par le contact entre deux cylindres d’axes paralléles munis des mémes

' charges, géométrie et vitesses [26], figure (I1.1).

Les paramétres de contact utilisé pour la simulation de ’engrénement sont

geénéralement cing points :

T, : Premier point de I’engrénement en pied de pignon avec deux couples de dent en prise.

T'l' : Point de transition entre pied de pignon et primitif, de deux 4 un couple de dents en

prise, la charge normale étant supposée transmise par un seul couple de dents.

1 : Point de contact confondu avec le primitif,

T, : Point de transition entre primitif et sommet de pignon, de un a deux couples de dents en

prise, ici encore la charge normale est supposée transmise par un seul couple de dents.

7’,: Demier point de I’engrénement au sommet du pignon avec deux couples de dents en

prise.
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En chaque point du profil, il faut définir :

- Les rayons de courbure des deux dents au point de contact R,, R».

- Les vitesses respectives des deux massifs U, Uy

- La charge par unité de longueur (normale en contact) w/l fig(Al).

w
‘R1= TNM
w/L R=TM
U =Rw
W2l : ! U,= R0,
f S
~ S A N e
T, [P 1, Ty 1

Fig(Al): Digramme . de charge
Afin de déterminer la géométrie d’un engrenage, i faut conmaitre les parameétres de
taillages et de fonctionnement sutvants :

- Le nombre de dents Z,, 7.

- Les coeflicients de déports x;, X2

- L’angle de pression de taillage o.

- Le module de taillage mg,.

- La largeur de Pengrénement le plus étroit 1.

- L’entraxe a.
‘- Les saillies des dents hy, h?.z.

- Les creux des dents hyy, hp.

- La vitesse d’entrée .
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Ainsi que les caractéristiques du matériaux ct du lubrifiant :
- Les coefﬁciénts de poissonvy, va.
- La viscosité a ’entrée du contact W
- Le coefficient de piézoviscosité o
- Le coefficient dé frottement f.
- Les masses volumiques pi, P2
Avec ces données, nous pouvons définir [26] :
- Les rayons primitifs nominaux :

m, /. .
,;:___nzz . lfl,Z

- Les rayons de base :
- Les rayons de téte :

Fai = 1+ x;mg + hy,

- Le pas de base +

P, = mmgygcosa
- L angle de pression de fonctionnement :

. BETEN,
@ = ar cos(—w—"' ”2]
. a
- Le module de fonctionnement :

. cosag
m = m

CoOs x

~ - Les rayons primitifs de fonctionnement :
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- L’effort normal aux dentures :

Q

: i=1,2
Fpi Wi ‘

- Les longueurs :

(Tsz ‘/az ~ () - "bz)2
17 Tl' = N7 - \J"azz “.’"bzz
T, Tzl =NT - razl - "b2|
nt,=nn-nMn-"nr

- Le module d’Young équivalent :

| l[l—vf‘l—z)fj
- = - + =
E, 2\ E, E,

On peut calculer les caractéristiques de ’engrénement en n + | points du profil.

gy . , e | T,
Pour cela, nous divisons la ligne d’action entrefet'f;en n segments de longueur P = -2

n
Nous avons alors en chaque point :

R, =T, T, +ip

R, = T\T, - R,

U, = w R, =12

U, = wyR, |

- Le rayon de courbure équivalent est :

_ _RR,
- L’épaisseur minimale est donnée par la formule de Dowson-Higginson :
h, = 0’986{0,6153‘}03#0,7 (U, + UZ)OJ.RB(}“,(%)_O’B
- Le glissement spécifique : hoal ﬁ'édo&u_ . J
Uy - U,
& Uy + U,
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" I1. ENGRENAGES CYLINDRIQUES A DENTURE HELICOIDALE

Le contact entre deux dents d’engrenage hélicoidal ne sera plus représenté par le

contact entre deux cylindres, mais par le contact entre deux cones de méme conicité £, .
Pour connaitre les caractéristiques de ’engrenage, il faut connaitre :

- Le nombre de dents des roues 1 et 2 : Zy, Za.
- Les coefficients de déport des roues 1 et 2 : x;, Xz,
- L’angle de pression normal dey: @,
l—a.i\,k%a .
- Le module normal de taillage : my0.
- L’inclinaison d’hélice : 3,,.
- La largeur de I’engrenage : 1.
- L’entraxe : a.
- Les saillies des roues 1 et 2 : hy;, hyy.
- Les créux desroues 1 et 2 ; hq, hy.
- La vitesse d’entrée de la roue 1 : ;.
- La puissance transmise : Q.
- Les modules d’Young des roues 1 et 2 . E,E .
- La viscosité a I’entrée du contact : |

- Le coefficient de frottement : f.

- Le coefficient de piezoviscosité : o
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Nous pouvons alors calculer :

- L’angle de pression apparent de taillage :

lgox

a,, = arcig E%n0
cos f3,

- L.’angle d’hélice de base : .

B = qrctg[lgﬂn.cosam]

- Le module apparent de taillage :

m
Mg = == nl__
. cos fi
- Les rayons primitifs nominaux :
_myy. Z
r"‘, = r—
2

- Les rayons de base :
i T €08
- Les rayons de téte :
Foi = i ¥ Xty + Hyi
- Le pas de base réel :
| P,
- Le pas de base apparent :
Py = 7m 5 €08 g

n = Tm,q Cosa

- Le pas axial :

P = _&__
. X .
sin A,
- L’angle de pression apparent de fonctionnement :
' Foy o+ F
@, = arcos M
a
- L’angle d’hélice de fonctionnement :
ﬁ - arcitg _’..'E.‘,...EL'_
: cosa,

- L’angle de pression normal de fonctionnement :
a, = arctg[tga; .COS ﬁ']

- Le module apparent de fonctionnement :

*

- m
m ) — H .
cos f3
- Les rayons primitifs de fonctionnement :
m, 7,

F,o=
2

i=1,2

i=1,2
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- Les longueurs :

| nr, = \/02 - (1 = 72)°

. 71 2 2
I = 1T, — Aty = 2

~rr 1' al 2 2
15Ty, = T\Ty — Altyy — 1

_Ti‘Tzl = N1, - TlTll - T2T2|

- Le rapport de conduite :

T, T,
£ = ——

. o Py
- Le rapport de recouvrement :
) :
. g8
Tm,
- Le rapport de conduite total : :
TITI . tg 1
§ =6, +E5=—"+ 'B
Pbi ﬂm,

- Le module d’Young équivalent :

I 1[1—03 1—1)22}
~ = o—_ + -
E, 2\ E, i,

Nous pouvons déterminer les caractéristiques de I’engrénement en n + 1 points

' i
du profil. Pour cela, nous divisons la ligne d’action entre 7, et 7; en segments de longueur
T,
n

P =

Nous avons alors en chaque point :

R, = (I,T, + ip)/ cosp,
R, = T\T, / cos BB, — R,
U, = wR, cosf

U, =w3;R, cosf3

=0,n

- Le rayon de courbure équivalent est :
| RiR,

R =— =
9 R +R,
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Ainsi on peut déterminer :
- L’épaisseur minimale du film fluide (DOWSON-HIGGINSON).
h, = 0’98050,6}53&03#0,7 W, + U, )0.'7 .RS,;“ (_f_;’ﬁ)-o,m

- La pression de Hertz au centre du contact :

2w
_ - 8 R
Py = avec a4 = g W
7 Ta L nE,, L
- Le glissement spécifique :

& U, +U,
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ANNEXE 1

ETUDE VIBRATOIRE
METHODE DES PERTURBATIONS

On s’intéresse au systéme différentiel suivant :

X el H ) e KD - o)

1. Recherche des fréquences et des modes propres

L’amortissement est supposé négligeable de telle fagon qu’il ne modifie pas beaucoup
les fréquences propres.

Les valeurs propres sont déduites de I’annulation du déterminant de la matrice
[K ]—&-[M ] . On suppose que toute les valeurs propres sont distinctes et réelles positives ce

qui est le cas de la majorité des systémes réels,

Les fréquences propres sont déduites des relations suivantes :

2
A, = o]

Les modes propres {¢f}associés aux fréquences propres @; sont obtenus i partir des

équations suivantes :
(Lk 1- 4,[m Dig, } = {0}
On norme les vecteurs propres par : "{¢ 1 }" = ]

Soit [¢] = [{qﬁl } {¢2 } , {¢,, }] matrice de passage de.la base de I'espace physique a la base

modale.

(X} =[#)a) = {a) = [o]" (%)
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Dans la base modale le systéme différentiel devient : 7
SRR A IR GAC SRRt T FARN O RAT
[MM{?;'}+[C¢]{c}}+[f<¢]{q}: {r¢} |

[Mo¢)[Colet[Ko] sont des matrices diagonales,
Pour résoudre une équation différentielle d’ordre N, il suffit de résoudre N équalions

différentielles de 2 éme ordre indépendamment (N équations découplées ).

Le retour 4 la base de ’espace physique s obtient facilement par Iexploitation de I"équation :

(-l

Remarques :

® Dans le cas ou les valeurs propres sont des réels positifs mais pas tous distincts le probléme

sera le méme sauf que la dimension du systéme sera réduite.

B Dans le cas ou les valeurs propres sont des réels négatifs, ce qui est plus rare & rencontrer,

les solutions ne sont pas sinusoidales avec risque d’instabilité.

Dans le cas ou la matrice [M]7'[&]n’est pas diagonalisable on effectue une

« Jordanisation » puis résolution analytique pas a pas en commengant du bas vers le haut.

2. Equation de 2eme ordre :
mX 4+ cX + kX = F (1) (1)
2-1) Excitation Harmonique

F{t) = Fy sin (€2t)

La solution en régime permanent est cherchée sous la forme :
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X = Asin(Qt + ) - | @)

A : est ’amplitude de la réponse

@ : est le déphasage de la réponse par rapport a la force d’excitation.

En identifiant les termes en sin (Q t) et en cos(Qt)
CQ cos (@) - (k-mQ7) sin (@) =0 ‘ (3)
" [(k-m&%) cos (@)+ C Qsin (P)]A-Fo=0 4

(3) permet d’exprimer sin (¢ ) en fonction de cos( )

CpQ cos(e)
k- mQ?

sin (¢) =

R k-mQ?
A (K- mOP)? + CP?

cos (p)=

en utilisant I’identité : cos? (¢)+sin® (¢)=1, il vient :

. F, ' cO
X = ,G 172 glp) = ————
[(K—sz)" +(_?2£'2"] S K-m'Q
Soit w, =(k/ n_r)”2 fréquence naturelle du systéme
soit £=c/(2mw, ) facteur d’amortissement
F 26(Q 1 w,)

X = te(p) =

k[[i—(Q/(u,,)2]+[2r§§2/wn]2]”2 ]_(Q/Qn)z

On peut démontrer que I"amplitude est maximale pour :

Qlw,=(1-2&H"2
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dans ce cas on obtient :

Fy | [ o]
X = TV ’ h &
21(;[1 iy ]

En effet pour un systéme réel on a couramment £ < 0,1 auquel cas on obtient :

In

O /w, =1 - ¢

I -

F , o
T+ €7 12))= Forake)

iglpy=1/¢

La résonance de phase et la résonance d’amplitude sont pratiquement confondues.

On peut voir les cas quand 2 << @, , Q=@, et Q>> @,

2-2) Excitation périodique

La force d’excitation périodique, de période T=2x /Q), peut se transformer en série de
Fourrier.

F(t) = "2—0+ 3 a, cos(nQi) + b, sin(nQ1)
. n=1

ro
2
a, = -I—f F(t)ycos(nQit)dt
0 -

T
b, = f—j F (1) sin(nQ1)dt
Q0

En régime permanent, on calcule la réponse correspondante & chaque harmonique et on
reconstruit la réponse par simple superposition.

Prenant un cas simple ou F(t) est une fonction en créneau
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F(y=1 s t<n(T/2), n impair
F()=0 dans le cas contraire

Tous calculs conduit a :

Fy 2Fy «— sin(nQt)
F(r)= S5+ — > —

n=1

Par suite la solution en régime permanent est :

a0

Fy 2 F, sin(nQ t)
T Z 172

2K n=1n([k_m(ng)2]2+[(_’nQ]2)

On voit apparaitre la possibilité de résonance pour :

K-mn’Q2=0 ==== =%

2-3) Equation différentielle a coefficients périodiques

On prend le cas ou la matrice raideur est & coefficients périodiques dans le temps ( de

[r ]{ X } + [kH{x 3= {FU} (F» = constante )

On se place dans le cas ou ¢

[K(D]=(1+ad())Km)

M ]{ .'x"} +KmI v agn)ix Y= {r,}

méme période T=2n /0, ) et on néglige I’amortissement. La matrice masse est constante.

(5)
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$(t) est une fonction périodique de période T= 27/, donc transformable en série de

Fourrier.

$(1)= a,cos(nw,!)+b,sin(nw,t)

n
Il a été prouvé que les équations différentielles a coefficients périodiques n’admettent
pas de solutions exactes cependant une solution approchée peut étre envisagée par I'utilisation

des méthodes de perturbations.

En formulant ["hypothése d’un o petit devant I'unité, ce qui est la cas des engrenages, i
est possible de décomposer la solution de I’équation en une partie principale et une somme de
perturbations de poids décroissants, sott :

' 2
{x}={X} +a{x}+a{x,}+
On se limite & I"ordre 1

{X) ={x,}+a{x} _ (6)

En introduisant (6) dans I’équation du mouvement (5) il vient :

-

[M]{}Eu} + a[M]{:\;l} +[Km](1+ ag){x,} + alkml( + a¢j{X|}: {F)

Ml o} [K@]{XO Ve a[[M ]{35 , } +lkml{x Jo Ikmlp{x, }} a?[Tkmlp{x,})= {Fo}

En négligeant les termes en o’ ( o petit), en identifiant les termes de méme ordre il

vient :
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Ordre al:

[v ]{Xo} +[KmR X} ={Fo}
La solution en régime permanent de cette équation coincide avec la solution 7

statique pour raideur moyenﬁ’X o

[ ] -Ordre o
[ 11 ]{321} ckml{ X, ) = —[kmlpy{x )

Posons {4} =[&km]{x,,

H

e F e kml{x = (4} 3 0y cosna ) + b, sin(na 1)

On revient 4 une équation différentielle a excitation périodique dont on connait la

solution.

{Xl(t)} = Z {A,,}cos(ncomt +@,)+ {Bn}sin(na)ml +@,)

avec o
an

)= {A}[(K -~ m(nw,)*)?]"
b

{Bn}: {A} “ 1/2

T [k - m(nw,)*)?]

! B La solution générale en régime permanent sera :

{X (t)} = ‘{Xs,}+ a) {A, }cos(na)mtf 9,)+{B, }sin(nw,1+¢,)
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- 8i Q,0,,. .. .0, sont les fréquences propres du systéme on constate la possibilité de
résonance en 0, = ;/n =12, ...
Remarque ;

Cela est trés important pour expliquer les résonances (pics) pour les résultats

obtenus par la méthode numérique.
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ANNEXE III

ALGORITHME DE LA METHODE IMPLICITE
DE
NEWMARK

¢ Résolution pas a pas

e Méthode implicite de NEWMARK

Soit le systéme du seconde ordre :

X=F(X,X.t)

Le schéma implicite de NEWMARK [24] est construit & partir de développement de

Taylor de vecteurs déplacement. et vitesse a I'instant ¢, =¢, + A
X }={x,}+ At{Xo} + %Ar"—{xo} + %(6&)At3{Xo} +O(A?)

{)}1} - {XU} . Ar{}o} + %2&3:2{}}'0} + O(AF)
E
o et & sont des facteurs de pondération utilisés dans le but de stabiliser la solution.

1
En utilisant le fait que {X 1 } SRRven—

(X, }={X,}+ Af{).(o} + Arz[(;—— a){:\;o} + a{ifl}]

(i fiefe [eof ool

(1)
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Le systéme (I) présenté sous la forme générale de NEWMARK. Nous utilisons son
I -
|

; expression la plus connu « Loi Trapezoidale ». Dans ce cas on prend « :% et & :%

S il vient :

1

. {Xl}z{XO}+At{Xo}+0,25Ar2({Xo}+{X1})
] ’

e R R )

L’étude dynamique conduit & une équation différentielle de la forme suiivante :

) e+ ey = o) | am

A Pinstant t = t; on remplace dans ( III) {X 1} et {X 1} par leurs valeurs, il vient :

b St {fof e bt [ f St | aw

L1

Les conditions initiales sont : {X 0 }, {X o} et {X o} , on calcule {X,}et en remplagant {X; }dans

(IT), on trouve {X]} et {X1}

,ﬂ_jl __ﬂ
|
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' ORGANNIGRAMME DE NEWMARK

Introduction des conditions initiales

afife 1)

—»
y
Calcul de {X;}
b . ‘
L Calcul de {X!} {Xl}
kﬂ_ t=t+ At
< L
AN
td
i{,-
g N} {x}
{ {zi’t}—){)}o}
|7 Wy (-
; fi)o i)
F‘L}
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ANNEXE IV
ANALYSE FREQUENTIEL
DEVELOPPEMENT EN SERIE DE FOURIER

. GAMME DE FREQUENCES

4

{’ensemble des fréquences est divisé arbitrairement en gammes dont les dénominations

peuvent changer suivant les domaines physiques concernés par exemple:

BF: bases fréquences < 300 khz.

HF : Hautes fréquences.

il. DEVELOPPEMENT EN SERIE DE FOURIER ’ _
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Toute fonction périodique de période T ( @ = ——;1 A= T ) peut étre exprimee CoOmne

une somme finie ou infinie de fonctions sinusoidales de p

’

série de Fourner : - )

Y
)
ulsation ©, 20, 3o....no,..appelée é
5
—
“

” _
f(n=>. a,cos(nwt) +b, sin(net) Z
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ANNEXT IV

Les différentes fonctions sinusoidales portent le nom d’harmoniques de rang (d’ordre)

1.2,....,n,..; les harmoniques de rang 1 et 2 sont dites successivement fondamental et double.

Le développement de Fourier représente la fonction f{t) avec une précision croissant

avec le nombre de termes considérés.

I1i. SPECTRE FREQUENTIEL DE f(t)

On appelle le spectre discontinu de f{t) I"ensemble des coefficients de Fourier a, et b,

considéré comme fonction des pulsations w, (fréquences A, ) ou de entier n.

Le spectre de fréquences ( analyse fréquentiel ) d’une fonction périodique f(t) montre

Fimportance relative des différents harmonigques qui conatitnent 171)
1

On peut superposer des différentes harmo:iiqucs de f{t) ¢t on compare la courbe

obtenue avec celle de f{t). Ce procédé permet de savoir I'importance des différentes
harmoniques et ’ordre ou on peut s’arréter dans le développement de Fourier. 3
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