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INTRODUCTION

Les problémes d'écoulements sont généralement dJifficiles a
résoudre car les équations de base sont non linéaires. Il est donc,
mis & part quelques cas trés simples, impossible de trouver des
solutions, exactes. |

L'évolution remérquable dans le domaine d'écoulement est due
aux échanges étroits entre la théorie et 1'expérience.cependant,
beaucoup de problémes subsistent.Les plus importants 1résident
dans le choix des données nécéssaires & la détermination d'un
profil.Rien, sinon l'éxpérience de l'utilisateur ne permet de
connaitre au deépart:

~quelles caractéristiques physiques de 1l'écoulement doivent
étre imposées plutot que d'autres. '

- comment ces donneées doivent étre réparties pour obtenir une
solution acceptable en pratique.

- comment choisir & la fois, la nature, et la répartition de
ces données pour obtenir une solution optimale.Ce qui pose un réel
prcbléme quant au choix des hypothéses du problame 3 résoudre.

Dans le cas de notre travail, on aura & traiter deux
problémes: ‘

* le premier consistera en l'utilisation de la méthode inverse
gui aura pour but, la détermination de 1la  distribution du
squelette sachant connues une loi d'épaisseur de 1l'aube et une
répartition de la composante verticale de la vitesse moyenne.

Dans ce cas, les hypothéses qui seront posées sont - les
suivantes:

l1- écoulement égquipotentiel et stationnaire.
2-fluide idéal et incompréssible.
3~-écoulement plan.

4~-régime subsonique

5-on néglige la couche limite.

Dans le second probléme, on déterminera l'épaisseur de la
couche limite en chaque point du profil obtenu dans le



premier probléme.On assimilera ensuite le profil engraissé(par la
couche limite) & un profill fictif auquel on appliquera la méme

procédure que celle utilisée dans le premier probléme pour
détérminer la distribution de sa ligne moyenne.




CHAPITRE 1

PROPRIETES D'UNJ ECOULEMENT DANS UN ESFACE

PERIODIQUE




1EINTRODUCTION

Les méthodes numériques de calcul d'écoulement pour les

grilles d'aubes introduisent généralement le caractére
périodique de 1l'écoulement.lLe domaine de calcul est fermé et
corréspond & un pas avec une extension amont et aval aussi large
que possible pour pouvoir considérer 1l'écoulement uniforme aux
limites corréspondantes.la condition de périodicité est
automatiquement remplie par 1'introduction de conditions
identiques sur les limites latérales.

Ainsi, dans 1l'étude qui suivra, on utilisera ce caractére
périodique pour dévelpopper une méthode de calcul qui sera
applicable aussi bien pour les problémes directs que pour les
problémes invérses.

1.2EQUATIONS DU MOUVEMENT

Considérons un écoulement bidimensionnel dans le plan
de symétie(x,y}) du canal limité par deux solides distants de
h{x) (Fig l).L'écoulement est isentropique et non visgueux.Son
énérgie totale est constante. ' '

Fia-1-

Dans ce cas, les égquations du mouvement sont les suivantes:

a—Eguation de continutte

d-ivgv(x,y) = Q(x,y) (1.2.1)




b-Eguation de guantité de mouvemsnt

rotv=R{x,¥) (1.2.2)

ce~Eguation Jd'énérgie

so7 = H(x,¥) (1.2.3)
La divergence Q et le rotationnel R caractérisent l'éffet

des obstacles placés dans 1'écoulement (ref [5] ).

(1.2.1) peut s'écrire sous la forme:
. - = dive _

div v + v—3— = Q{x,y)

ou bien div v =Q(x,y) + F(x,y) (1.2.4)

(1.2.2) et (1.2.4) s'écrivent dans un repére cartésien

& 8~

S * e = QX YIHF(R,Y) (1.2.5)
%‘:’i - % = R(x%,¥) (1.2.6)

o F(x,y) est une fonction s'écrit tenant compte de (1.2.3)

é
F(x,y)=—},3—1 [u%; [ln(l--%) + "%y” (1- ._;.’_2..)]

2 2
2 + Vv . .
avec V = L ) terme adimensionnel

13 CAS D'UN ECOULEMENT PERIODIQUE DANS LA DIRECTION Y

N.B: Dans les développements qui suivront,on ne donnera pas
les détails des démonstrations.Le lecteur intéresséd par celles
¢i pourra consulter la référence [5].

Dans le cas d'un éspace périodique dans la direction y, toutes
les caractéristiques de l'écoulenent dans cette direction



peuvent &tre exprimées a partir des séries de Fourier.Donc
U, v, @, R et F peuvent se mettre sous la forme:

Uix,y) = L u(k,x)e™”
k

Vix,y) = £ vik,x)e""”
k

Q(x,y) = E a(k,x)e™”

R(x,y) = L r(k,x)e™”
k

F(x,y) = £ f(k,x)e™*"”
k

Les équations (1.2.5) et (1.2.6) se transforment en un
systéme de deux équations différentielles:

Jg%ﬁ?jg*ikwv(er)-q(k:x)-f(k,x)=0 (1.3.1.a)
QLX) i kwuk, x)+x (K, %) =0 (1.3.1.b)

Ces équations peuvent &tre résolues pour toute valeur
significative de k,en utilisant la périocde de 1l'éspace le long de
oy comme unité de longueur. '

=4 CALCUL DE L'ECOULEMENT MOYEN (HARMONIQUE D'ORDRE ZERQ)

Pour k=0,les valeurs moyennes dans la direction y de u et v
sont telles que:

du!ngX! _q(o’x)-f(o’x)::o (1.4.1.a)
8Y(0, %) _r(0,%)=0 (1.4.1.b)

qui donnent immédiatement:




u(0,x)=u(0,x0)+f_(q(0,7)+£(0,7))dr
v(O,x):v(O,xo)+f:°r(0,T)dT

u(0,x0) et v(0,x0) etant les composantes du vecteur vitesse
moyen & l'abscisse xo représentant par éxemple,;la frontidre amont
du domaine de calcul.(dans le développement qui suit on prendra

x0=0).

1-5 CALCUL DES HARMONIQUES D°ORDRE SUPERIEUR A 1

Le systéme des deux équations (1.3.l1.a) et (1.3.1.b) donne

par transformation de Laplace: '

p u(k,x)+ike v(k,x) = q(k,x)+£(k,x)+u(k,0)

p V(k,x)~ike u(k,x) = r(k,x)+v(k,0)

ot u, v, a, r et f représentent les transformées de Laplace
des fonctions regpéctives u , v , g , r et £, et p la variable
de Laplace.u(k,x) et v(k,x) sont donc données par:

u(k,x)=r> Zu(k,x,7)dr+u(k,0)ch{kwx)-iv(k, 0)sh(kwx)

v(k,x):f;Zv(k,x,T)dT+v(k,O)Ch(kwx)+iu(k,0)sh(kwx)

avec
Zu(k,x,7)=[q(k,7)+f(k,7)]ch(ke(x-7))+ir(k,7)sh(ke(x-7))
zv(k,x,7)=—r(k,7)ch(ke(x=-7))+i{q(k,7)+£(k,7)]18h(kw(x-7))

Ces solutions sont valables en toute rigueur pour x>0 et pour
x<0 il suffit de faire le changement de variable x'=-x).

1-6 ETUDE DU COMPORTEMENT DES SOLUTION A L INFINI

En général, u(k,x) et v(k,x) sont illimitées quand x tend
vers 1'infini amont et 1'infini aval.Cependant, si q(k,x), r(k,x)
et f(k,x) prennent des valeurs constantes a partir d'une



distance D donnée de l'origine,il éxiste des conditions
initiales u(k,0) et v(k,0) telles gue u(k,x) et v{k,x) raestent

bornées & l'infini,

Cette hypothése signifie que:
-pour x2D
g(k,x)=q(k,D)
f(k,x)=f(k,D)
r{k,x)=r(k,D)

-pour x=-D
a(k,x)=q(k,-D)
f(k,x)=£f(k,-D)
r{k,x)=r(k,~D).

Ces conditions initiales ont & vérifier les corrélatiocns
suivantes:

Z1(k,D)+22(k,D)

u(k,0)-iv(k,0)=- =

d
. L[Zi(k,”r)+22(kﬁ)]d1‘

Ce qui donne une solution finie pour x>D (infini aval).

Z4(k,-D)-22(k,-D)

u(k,0)+iv(k,0)= =

d
_ f [Za(k,T)+22(k,7)1dr
(a3

Ce qui donne une solution finie pour x<D (infini amont).
avec

Zs (k,7)=[q(k,7)+f(k,7)Ich(ket )~-ir(k,7)sh(kwt)
Z2(k,7)=-[a(k,7}+£(k,7}]sh(kwT )+ir(k,T )ch(kwr)

Les éxpression de u(k,x) et v(k,x) se reduisent donc aux
relations trés simples:

X(k,zx,-D)-X(k,x,D)
uf{k,x)= %y

d
__[ 5(x,7).X(k,%x,7)dr
-d



X(k,x,D)+X(k,x,-D) d
v(ik,x)=-1i %o -if_d X(k,x,7)dr

avec x(k.x,T)=-%-[q(k,7)+f(k,r)+ié(x,r).r(k,r)]ekalT“"l

et &(x,7) fonction étagée telle que:
S{x,7)=1 s8i T>x
S$(x,7)=-1 8i T<x

Les solutions introduisent des intégrales couvfant le
domaine [-D,D], ol 1les solutions varient avec X, et gqui est
ainsi pris comme domaine de calcul.Du point de vue des calculs
numériques, ce domaine devraient &tre le plus petit possibla.
Tenant compte de (1.6.1.a) et (1.6.1.b) 1les composantes .du
vecteur vitesse deviennent:

o

® X (x,-D)-X_(x,D) L kwy
U(x,y)=Uo(x)+L = et KOy 6(x T)f;ox (x,7)edr
k*0 -b
® x {(x, -D)-X, (x,D) L ® i kWy
V(x,y)=Vo (x)-iL i kawy_ j L X, (x,7)e " Var
k=0 l

du,,
avec xk(x,T)z——%--[ (T)+i[2ftkv (T)+<5(x T).x (T)] ZTtle-xl



17 APPLICATION AUX GRILLES D AUBES

Comme il a é€té signalé précédemment, la divergence Q et le
rotationnel R caractérisent 1l'effet des obstacles placés dans
1'écoulement.Il sont donc indépendants des caractéristiques de cet
écoulement, et sont nuls & 1l'éxterieur de ces obstacles.Leurs
valeurs et leur domaine de variation peuvent donc &tre parfaitement
définis dans le champ de calcul.

A 1'opposé, la fonction F définie en (1.2.5) representative de
la compréssibilité, dépend de la vitesse en chagque point du champ
de calcul.Ses valeurs ne peuvent donc etre déterminées
explicitement a partir des données du probléme.Par conséquent, une
téchnique de calcul basée sur le modéle théorique proposé ici doit
donc @&@tre itérative en partant d'une solution de type
incompréssible (F=0).Le domaine de variation de F doit cependant
&tre au moins éstimé pour pouvoir mettre en oeuvre la présente
méthode. '

Dans un écoulement autour d'une grille de profils, & partir d'u-
ne certaine distance, en amont du bord d'attagque et en aval du bord
de fuite, les pérturbation de l'écoulement deviennent
indépendantes et la distance axiale (étant nulle si 1'é&coulement
est subsonique, ce qui représente notre cas).On considére générale-
ment que cette distance est inférieure & deux fois la corde.

Ce critére (arbitraire mais éffectivement vérifié en pratique)
permet de fixer une distance D, au dela de laquelle les fluctuatio~
ns de F sont indépendantes de la distance axiale, situation corrés-
pondant & la 1l'hypothése proposée au paragraphe précédant qui cond-
uit & l'expréssion des composantes de la vitesse établies en (1.6.-
l.a) et (1.6.1.b).Notons que cette distance D fixe l'extension mag-
imale du champ de calcul, la vitesse en un point quelconque compris
entre 1'infini amont et 1l'infini aval ne dépendant que des
quantités définies dans 1l'intervalle [-D,D].



1-8 FORME DES SOLUTIONS DANS LE LE CAS D'UNE GRILLE D AUBES

Compte tenu des considérations précédentes, les fonctions gi{k,x)
et r(k,x) ont leur support limité & 1'intervalle [~c/2,¢c/2](c
représentant la corde des profils) et sont nulles au dela.

Les relations (l1.6.1l.a) et (1.6.1.b) péuvent s'écrire dans ce

cas:
n

f(k,~-D)~-£f(k,D) _ _
U(k,x)= o —J &(x,t)E(k,T)e koo | 7] g0

-D
c

Ve

2
[‘5(317)-Q(k,T)*ir(k;T) ]E_kw[T“xl .ar

e (1.8.1.a)
£(k,D)+£(k,-D) ° koo | T x| i
v(k, %) =mf —_if ERT).e .ar
)

co 2

“J [Q(k:7)+ié(x,r),r(k’T)]e"kwIT—x| 5

| T
mesz (1.8.1.b)

f(k,-D) et £(k,D) représentent les coéfficients de Fourier de F sur
les frontiéres amont et avale du champ de calcul (nuls dans le cas
d'un écoulement localement subsonique).

Il convient alors d'éxaminer comment peuvent &tre définies les
fonctions q(k,*) et r(k,r), caractéristiques des profils de la
grille.

Les aubes localisées entre -c¢/2 et c/2 sont définies par leur
ligne moyenne s(z), et par la distribution de leur épaisseur «(x),
qui est symétrique par rapport a s(x) (fig.2).

Le profil d'une aube est ainsi défini par:

P(x)}=8(x)+X.e(x).

avec x=1 sur l'éxtrados et, -1 sur l'intrados.



La tangente au profil pour x=+c/2 est paralléle & oy et la diverge-
nce et le rotationnel sont nuls en dehors du profil.Q(x,y) et r(x,y
donnés par (1.2.1) et (1.2.2) sont définis par desfonctions de

la forme, «(x).T(x,y), A(x).T(x,y), réspectivement, ol T(x,y) est
une fonction périocdique, qui est nulle & l'éxterieur du profil, et
coincide avec une fonction T{(x%,y) choisie arbitrairement & l'inter-
ieur du profil, mais qui est nulle pour y=s+ec (£fig.3).

P(X)z9(X)4 F(X)

Y, -

Pxiz §(x1-F(R)

frg-2.

Les series de Fourier correspondant a T peuvent s'écrire:

— ik (y-8(x))
T(X'Y)=E t.(e(x))e (1.8.2)

ol tk(E(x)) est nul pour £ (x)=0.

ikooy ]
Ainsi Q(x,v)=L q (x)e  =a(x).E tk(suo)etwk(Y-S(x))
) g (1.8.3.a)

Lkwy

R(x,y)=L ry ()Y =6(x).L t, (son)e™(¥78))
k .

(1.8.3.Db)



19 CALCUL DES COEFFICIENTS DE FOURIER DE LA FONCTfaN TCyd

- £ sin(2rnke) L2mk '
. . _ Y - B(x)
Soit tk(x)— r— [}os(ana) -u—iﬁiz—-{} e

T

on aura

- £ sin(2rke)
Rtk(x)= N C°5(2"k5)“7§ﬁ§?—_ cos{2nnks(x))

2,2 2nke

-2 sin(2nke) .
1t (%)= [EOS(ZHks)-____#ww__:}31n(2ﬂks(x))
LI 14

donc

at, (x).cos(2mky)+bt, (x).sin(2nky)=

2s

" a{%os(Zka)-
n kK

sin{(2nke

{]cos(an(y—s(x))

2nke

avec to=--%—sz, on peut écrire:

- 4 2 2e sin(2nkes)
T(x,y}=-—5¢& +L = 2 cos{Zﬂkﬂ)—-—EEE;——- cos(2nk{y~s(x))

k=4 m k

et donc

2

2& Sin(2ﬂks)
Q(X;Y)="'%-52a(x)+“(x)z —7 Co8(2nks )~ — 57— | cOB(2nk(y-5(x))
. k=1 1Tk

ou d'aprés (l.4.1.a) et (1.4.1.b),on peut écrire:

duo

Tdxe T (%)

a(x). t (x)=qo(x)=-

10



ﬁ(x).t$x)=réx)=-

dx

Dans le cas d'un écoulement incompressible, on a f,(x)=0

La relation précédente devient donc

1 . duo
X)=- XY Tax
ou bien
=-duo _3_
a(x)=- ax e
D'oti:
Q(x.y)=-g-,%° [1+E 2E(k,£)c08(2ﬂk(y-s(x)))]
K=1
ROx,¥)="43® [1+L 2E(k,=)cos (2nk(y-5(x)))]
K=1
avec E(k,x)= 4€z:zkz [Slgrgizks)"COS(ZﬂkS)]

On démontre({voir

ref5) que:

q(k,x)= du(o!x)_f(o’x) 51n§2nke)e—tznks<x> (1.9.1.a)
dx 2T ke
_ dv(o,x) sin(2nke) ~izmkaex> .
R(k,x)= dxl 3TkE e (1.9.1.h)
Dans le cas d'un écoulement incompréssible, f(k,x) est identiqu-

ement nul dans tout
de la vitesse s'écr

le domaine de calcul.lLes composantes d'ordre k

ivent dans ces conditions:

11



~2

-] cs/2
u(k,x)=-f __,6(x,7) LD g,x,v)ar-if DO gy, 0, 7 )ar

er2 At

cr2 crz
. d T
vik,x)=-if__,, 98 gk, x, 7 )drs [ sgx, ) TUOTL g(k,x,7)ar

Les deux composantes u et v de la vitesse s'écrivent donc:

c~2
u(x,y)=u(o,x)-f &(x,7) ST (y,x,7)ar-

-crz

folod -
-J 'gzégiz)Gz(y,x,f)dr (1.9.2.a)

-0 2

sz
V(x,y)=v(o,x)+f &(x,7) 2T (y,x,7)ar-

-c 2

cr2
-f 2oTe (y,x,T)dr (1.9.2.b)
-c-2

avec: ©

G (y,x,7)=L g(k,x,T)e
K™®O

2kiy

o0}

Gz (y,x,7)=L ig(k,x,T)e
K®O

2Nk iy

et

g(k,x,r):E(k,T)e‘aﬂk(|T-x|+té(f))

1~10 CONDITION A IMPOSER POQUR COURBE y=g{x) SOIT LIGNE DE COURANT

Cette condition s'écrit:

X

X, v) (1.10.1)

g'(x)= g(

En introduisant (1.9.2.a) et (1.9.2.b) dans (1.10.1) on obtient

: cr2
v(o,x)-g'(x)u(o,x)-[
-2

I: Qé%i) (Gz-eg'Ga )~ iv—(%‘—t) (eG1-Gz2 ):| dr=0
(1.10.2)
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Cette équation doit étre vérifiée en tout point (x,y) le long de
la ligne de courant.

111 ECRITURE DES RELATIONS UTILISEES DANS LE PROGRAMME

En prenant en la partie réelle de (1.9.2.a) et (1.9.2.b),
obtient:

‘ cr2 duo¢T: cr2 dvo(T>
U(x,y)=ue(-crz)-f —a— Cu(x,y,7)dr-f o Cv(x,y,7)dr
—csz —coz (1.11.1.a)

c-2 dvo<(T: c-z duc(t:
V(x,y)=ve(-crz)-[ =g Culx,y,7)ar+f -—=g——Cv(x,y,7)dr
—co# —eoz (1.11.2.a)

ol Cu(x,y,"z‘)=c5(x,‘r)C1(x,y,‘r)-1/2
Cv(x,y,7)=Ce(x,y,7)
avec.;

Ca(x,y,T)=1/2+F E(k,e¢1> )e—zrrk |7-x| coszmk {y-8(T) )
k=1

Cz (x,y,7)=L E(k,ectr)e 2™ |7 Xl

sinznk (yv-sgt1r>y)
k=4

| Maintenant, en utilisant la méthode d'intégration de Gauss, les

intégrales figurant dans (1.11.1.a) et (1.11.1.b) sont transformées

d'aprés:
cr2

N
_f F(r)dr= —%—E W(i).F(ui) (pi=tioer2) (1.11.2)
-cr2 i=1

ou W(i), t(i) sont des coéfficients dépendant du nombre de points

le long de la corde axiale C.Ils sont donnés par des tables.
Donc les équations (1.11.1.a) et (1.11.1.b) deviennent:

U(x,y)=uo(-cr2)~ 5 L w(i)Cu(x,y,n ) S8 (4 )-

L=d dr

c o dvo
-T}:w(i)CV(x,y,uL) ar (.ui_) (1.11.3.a)

=1
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N
V(x,y)=vo (- C/z)-—g—zw(l)Cu(x,y,u) g¥o (K )+

L=1

c N duo
+ 5 D w(1)Cv{X,v,1) o (1) (1.11.3.b)
i =1

1111 ECRITURE DE LA CONDITION DE GLISSEMENT EN CHAQUE POINT DU

PROFIL.

vix X

. , c ..
Cette condition s'écrit: w(x.p(x))

=P' (x) (1.11.4)

Compte tenu de (1.11.3.a) et (1.11.3.b), (1.11.4) s'écrit:

E WP 00U, .k )+Cv(x, v, 4, 1] S (k)4
N C
+ L W1 P' (x)Cv(x,y,u )-Cu(x,y,u, i] Yk, )=
i=1
=P' (x)uo(=~c/2)-vo(-c/2) (1.11.5)

En posant:

Hu(x,y,u )= P'(x)Cu(x,y,ui)+CVCx,y,#Li]w(i)

Hv(x,y,u )= P'(x)CV(x,y.ﬂi)-Cu(x,y,uti]w(i)

B(x)=-%—[%'(x)uo(—C/z)—vo(-C/z{}

T Hu(x,7,4, )220 )+ L B(x,y,1,) S20(1 )=B(x) (1.11.6)

i=1 L=1
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112 ECRITURE DES CONDITIONS AU BORD D'ATTAQUE ET AU BORD DE
FUITECPoints NA et NF).

Au bord d'attagque et au bord de fuite, les relations précéderntes
ne peuvent pas s'appliquer, car P'(x) tend vers l'infini.

D'autre part, des relations supplémentaires doivent &tre utilis-
ées pour imposer une vitesse finie au bord de fuite(condition de
KUTTA JOUKOVSK1), puis les relations suivantes sont utilisées. |

Au points NA et NF (FIG 4), la conservation du moment peut
s'écrire:

av _ v

én - R

ol V représente le module de la vitesse, R le rayon de courbure de
la paroi, et n la diréction normale a la paroi.

En plus, la composante axiale de la vitesse, u,, s'annule en ces
points:

-up(:c/z)-_-o

Maintenant, tenant compte de la diréction de la paroi en NA et
NF, les équations précédentes peuvent s'écrire sous la forme
suivante: '

dve _ Sup _wvep(+cr2)
ax =~ a8y -~ R

(1.12.1)

La derivée -%%9 est évaluée pour x=%c/2, y=s8(¥c/2), telle queﬁ

u(-c/2,y,+Ay)-u(-¢/2,y,-Ay) v _(~c/2)
due| A A = B (1.12.2.a)
dy A 24y RA
pour le bord d'attaque (yA=P(-c/2)).
u(c/2,y +ay)~u(c/2,y.-4y) v_(c/2)
dup| _ F F = B (1.12.2.a)
dy |A 24y RF
pour le bord de fuite (yF=P(c/2)).
0 =-v
NA :
‘ NF . _f.i_jq._.
—
R.F
Bord dattaque Bord de fule
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Ces relations s'écrivent, compte tenu de (1.11.3.a) et (1.11.3.b)
- C
}:~—-W(1)[ (Cu(- C/Z,YAMYI# )-Cu(-c/2,y,-Ay,n, )+
duo

+Cv(-c/2,¥p.0; )_I (1 )+

+ LW | SRR (ov(-c/2,v,+8y,0 )-Cv(-C/2,y,~Ay, b ))+
= 2 ZAY IYA Yl L .I‘YA ¥ i

+Cu{-c/2, 1Yk i} dvo(“ J=vo(-c/2) (1.12.3.a)

La relation (1.12.a) donne par ailleurs

! |
5 W(Cu(-/2,y,,0,) 920 )+ L5 W(D)Cv(-c/2,y,,0,) IO )=

l.-—d.

zuo(-c/2) (1.12.3.b)

Des relations équivalentes a (1.12.3.a) et (1.12.3.b) peuvent
étre obtenues pour le bord de fuite (x=c/2,yF=P(c/2)) en changeant
le signe du rayon de courbure.

113 POSSIBILITE D'APPLICATION POUR L'ECOULEMENT DANS UNE GRILLE
D AUBES.

Les equations (1.11l.1.a) et (1.11.1.b) éxprimées sur la paroi du
profil relient:

a~les composantes up et vp du vecteur vitesse en chaque point du
profil.

b-les vitesses moyennes uo(x) et vo(x) sur le domaine {~c/2,c/2)}

c-les caractéristiques géométriques complétes de la grille, a sa-
voir la courbure s(x) et 1l'épaisseur du profil e(x).

En partant de l'un des trois groupes d'informations ci dessus,
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la solution de (1.11.1.a) et (1.11l.1.b) en chaque point du profil
nous donne les autres informations.

Par exemple, partant de la vitesse en chagque point du profil,
les caractéristiques géométriques du profil peuvent &tre obtenues,
ce qui corréspond au mode inverse 1.

Au contraire, connaissant la géométrie du profil, il est possib-
le d'obtenir et les vitesses, et les vitesses locales (méthode dir-
ecte). _

Une autre possibilité peut &tre envisagée, elle consiste & donner
la répartition de vo et une loi d'épaisseur et obtenir la distrib-
ution de la courbure s(x).Ce qui corréspond au mode inverse2.

A7




CHAPITRE 2

APPLICATION DE LA METHODE EN MODE INVERSE 2.

Considérons la relation représentant la condition de glissement:

HU(1,9) S22 (3)+Hv(d,3) B2 (3)=B(i) (2.1)

avec:

Hu(i,j):[:Pl(xL)Cu(i,j)+Cv(i,ji]W(j) (2.2)

Hu(i,j){P'(xi)Cu(i,j)wv(i,j)]wcj) (2.3)
2 o,

B(x):—a-[% (xi)uo(-c/Z)-vo(—c/Zi} (2.4)

L'équation (2.1) écrite en chaque point X, le long de la corde
(i=1,N), nous donne un systéme de 2N équations non linéaires:

N points sur 1l'éxtrados

[Hue}{duo/dz }+[Hve] {dvo/dr }={Be} {2.5)

N points sur 1'intrados
[(Huij{duo/dr }+[Hvi]{dvo/dr}={Bi} {2.6)

Pour mettre en evidence le mode inverse 2 on s'imposera une répart-
ition de vo, et une loi d'épaisseur pour le profil.

Dans le systéme (2.5) et (2.6), exprimons {duo/7} en fonction de
tous les autres termes. On obtient ainsi:

{duo/dT}=[Hue}—1E:Be}-[Hve]{dvo/d'r}:l (2.7)
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{duo/dT}={Hui]—1[;Bi}—[Hvi]{dvo/dTiJ (2.8)

En égalant (2.7) et (2.8), on obtient un systéme non linéaire
 de dimension N, de la forme:

{F} = {0} (2.9)
avec F(i)=fi(s1,82,...,8n) i=1l,n
ou s1,82,...,8n désignent respectivement S(x1),s(x2),...,s(xn).

2-1 RESOLUTION DU RPOBLEME.

La résolution d'un systéme tel que (2.9) peut se faire par plus-
ieurs méthodes(ref[$]).

Pour notre part, on a opté pour la méthode de Newton-Raphson qui
permet le passage d'un systéme non linéaire tel que (2.9) a un sys-
téme linéaire de la forme:

a¥. axK_gk (2.10)
lequel se résoud facilement par la méthode d'élimination de Gauss
(par éxemple)

- 2-2 DEVELLOPEMENT

Le systeme (2.9) comporte des matrices inverses alors gque le calcul
de celles ci n'est pas trés toleré vu l'enorme temps de calcul que
cela nécéssite.Pour contourner ce probléme, on a adopté
la méthode suivante:

Ecrivons le systéme (2.9) sous sa forme développé.

d'oln:

[huel *{Be}-[Hui] *{Bi}- [{Hui]"[ﬁve]—[Hui]"[Hvi]] {dvo/dr}={0}
(2.9.a)




En multipliant les deux termes par [Hue] a droite, on obtient
{Be}-[Hve]{dvo/df}—[HueJ[Hui]_i[:{Bi}—[Hvi]{dvo/dTi]={0} (2.9.b)

avec:
{x}={Be}~-[Hve]l{dvo/dT}

{y}={Bi}-[Hvi]{dvo/dr}

1'équation (2.9.b) devient:
{x}-[Hue][Hui] " {y}={0} (2.9.¢)

Ecrivons {y} en fonction de [Hui] tel que:
{y}=[Hui]{z} (2.10)
ol {y} et [Hui) sont connus et {z} est obtenu par la résolution du
systéme (3.10).
Le systéme (2.9.c) devient alors:
{x}-[Hue]{z}={0} (2.11)

ou sous une forme plus compacte
{F2}={0} (2.11.a)

Ainsi on a contourné le probléme d'inversion de matrices.

Pour pouvoir remplir la matrice Ak, il faut deriver 1les termes
du vecteur {Fz}.

D'aprés ce qui précéde {Fz} s'écrit:

{Fz}={Be}-[Hve]{dvo/dT}—[Hue]{z} (2.12)

Soit {Fz} le vecteur des derivées des é&lements de {Fz}, {Fz}
s'écrit:

{F2}={Be'}—[Hve']{dvo/df}-[ﬂue']{z}—[Hue]{z’} (2.13)

La derivation de (2.10) donne:
{y'}=[Hui']{z}+[Hui]{z'} (2.14)
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L'equation (2.10) nous donne {z} et (2.14) peut s'écrire sous la
forme:

{W}=[Huil{z'} (2.15)

L'équation (2.15) est un systéme linéaire qui donne{z'}.

Finallement, on peut remplir la matrice Ak.

2-3 RESOLUTION NUMERIQUE DU PROBLEME

L'organigramme simplifié de la méthode est donné a la page 23
La méthode de résolution du systéme non linéaire (2.9) que l'on va
utiliser est la méthode de Newton-Raphson(annexe 2) qui est une mé-
thode iterative nécéssitant un choix judicieux de 1a 8olution init-
iale.Trés souvent, si cet estimé initial n'est pPas trés proche de
la racine réelle, la méthode ne converge pas.En fait, le domaine de
convergence de la méthode est trés réduit.

Ce qui & donc poussé a choisir une solution initiale tres proche
de la solution éxacte afin de verifier l'applicabilité de 1a
méthode.

2-4 RESULTATS ET COMMENTAIRES

aprés avoir lancé le bProgramme avec une solution initiale trés
proche de la solution éxacte et les données nécéssaires a savoir:
-le nombre de points choisisg, N=20 points
-la corde c=60mm
-la répartition de 1'épaisseur de 1'aube donnée dans le tableau 4
-les distributions de vitesses sur l'intrados et sur l'éxtardos de
l'aube données dans 1la fig.5. ala page 26
on a remarqué gue la méthode commencait & converger & partir de 1la
bieme itération.La solution éxacte etant donnée dans le tableau 2
Le profil obtenu sera utilise dans la 2iéme partie de notre tra-
vail afin de calculer l'épaisseur de la couche limite autour de

celui ci..




On a en plus lancé le programme avec 3 profils de naca et on a
relevé gue la methode converge en general au bout de 3 a 6
iterations tout dépend de la solution initiale injectée. on trouve
dans l'annexe 3} les profils utilisées avec leur distribution de
vitesse et les solutions obtenues par notre programme

I1 faut noter que la méthode du mode inverse 2 permet la
conception des profils d'aubes qui répondent & des utilisations
bien déterminées par le concepteur .La difficulté réside dans le
choix d'une solution approchée, ce n'est que l'expérience du
concepteur qui peut trancher cette difficulté.

La convergence de la méthode du mode inverse dépend de. la
meéthode choisie pour la résolution de systémes d'dquations non
linéaire,

Le concepteur peut choisir la méthode de newton quand il estime
que sa solution approchée est trés proche de 1la solution exacte,
parce que la méthode de newton exige une solution initiale proche
de la solution exacte sinon elle diverge.Mais elle présente
l'avantage de converger plus vite que les autres méthodes.

Les autres methodes de résolutions telles que les méthodes de
gradient convergent lentement mais surement et n'exigent pas une
solution initiale trés proche.
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Toblear 1 : /?g/oa,pfff/'on cle l'ejga/'ss ed i~

b Je vitesse sur laube
caractéristiques caractéristiques
sur éxtrados sur intrados

i |x(1)

() |Yomy | (/) W[ ) | (e e

(8 7)) (s )

110 11.0 |1.316]1908.20| 11 1.316;1908.20
2 10.54 |12.0 |22.90{1835.40} 10 7.894|1444.03
3 13.79 |15.0 |24.72|1397.28| 7.2 14.3211091.11
4 |7.11 |17.0 {42.36|950.4 5.5 |16.06|514.64
5 110.66/18.0 [46.32(852.6 3.5 |17.621404.11
6 |14.21({17.8 |48.94|669.4 1.5 [18.36]293.62
7 |18.00]/16.8 {50.94|459.6 -1.2 [18.841134.72
8 [21.32|15.2 |52.10[290.6 -3.0 (19.20(67.62
9 |24.71|13.5 [52.90}129.6 -5.4 |20.00|54.43
10128.42110.8 [53.26(-26.0 -8.5 |20.90|93.81
11|31.58]07.7 |53.06}{-273.6 |-11.5/22.06]160.39
12135.52|~3.0 |51.78[-120.8 |-15.0]23.20|268.51
13/38.68]-1.5 |50.42|-189.0 |-18.5]|24.74|344.22
14{42.24|-6.0 149.36(-173.2 |-22.8/27.10|438.67
15|45.80|~13.0]48.42]-147.6 |-27.5[29.74|522.90
16149.34|-21.5]47.10|-144.8 |-32.5(32.00(608.41
17152.90|-29.0{45.62}-168.72 -37.5(33.74|629.02
181/56.21|-36.0{44.48|-167.0 |~-43.5|38.16|792.34
19|60.00|~46.5|48.95 -46.5(47.37
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CHAPITRE 3

ETUDE DE LA COUCHE LIMITE AUTOUR DE L'AUBE

INTRODUCTION

A 1'aube de 1'apparition de la science de la mécanique des fluides,
les écoulements de fluides visqueux causaient énormeément de problé-
mes aux scientifiques de l'époque.En effet, méme si les équations
de NAVIER-STOKES furent connues bien avant, il n'y avait pas de
bagage mathématique suffisant pour la résolution de celles ci.Ainsi
le chemin vers un traitement théorique des mouvements de fluides
visqueux était barré.

Dans  l'article "mouvement de fluides  a faible
frottement",L.Prandtl a montré comment il etait possible d'analyser
les écoulements de fluides visqueux précisemment dans les cas ayant
une grande importance pratique.

I1 a montré gque l'écoulement autour d'un solide pouvait &tre
divisé en deux régions.Une trés fine couche au voisinage du solide-
(couche limite) ol le frottement joue un rdle trés important, et
une région extérieure a cette couche ot le frottement peut &tre
néglige.

Ainsi Prandtl a clarifié l'essentiel de l'influence de viscosité
dans les écoulements & grands nombre de Reynolds et a montré que
les &quations de NAVIER-STOKES pouvaient &tre simplifiées et
conduire a des solutions approchées.

Si l'on considére, par exemple, l'écoulement bidimensionnel d'un
fluide avec une faible viscosité autour d'un corps cylindrique, al-
ors, & l'exception du voisinage immédiat de 1la surface, les
vitesses sont de l'ordre de la vitesse de 1l'écoulement libre.
Cependant, des recherches détaillées reveélent que,
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contrairement a l'écoulement potentiel,le fluide ne glisse pas' sur
la paroi,mais adhére a celle ci.

La transistion de la vitesse nulle au niveau da la parci & celle
de pleine magnitude A une certaine distance de celle ci prend place
dans une fine couche appelée :couche limite.Comme on la signalé pr-
ecedemment, il y a deux régions a considérer: : _

1- une trés fine couche dans le voisinage immédiat du corps dans
lagquelle le gradient de vitesse, no;mal 4 la paroi, du/dy, est trés
grand (couche limite).Dans cette région, la faible viscosité x du
fluide excerce une influence telle que 1la contrainte de
cisaillement(du/dy) prend une grande valeur .

2- une autre région oll le gradient de vitesse est trés faible et
ol l'influence de la viscosité n’est pas importante.Dans cette
région, 1'écoulemnt est potentiel et sans frottement.

L R LT L I
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3-1 EQUATIONS DYNAMIQUES DE LA COUCHE LIMITE

Pour étudier l'écoulement dans la couche limite aux grands nombres
de Reynolds, on utilise le systéme de coordonnées curvilignes
représenté dans la figure.6-

fLg9- 6~

La position d'un point M dans la couche limite est définie par son
ordonnée y comptée sur la normale PM a la paroi et par 1l'abscisse
curviligne x du pied P de la normale, comptée suivant le périmetre
de la section droite de 1'obstacle.La projection du vecteur vitesse
U en M sur la tangente & 1la surface de 1l'cobstacle(située dans le
plan de séction droite) est designée par u et la projection de U
sur PM est designée par v.

Les équations dynamiques de la couche limite ne seront autres
gue les égquations de NAVIER-STOKES concernant l'écoulement
laminaire tenant compte de certaines hypothéses apellées:hypotéses
de couche limite, et l'équation de continuité.

Les hypothéses de couche limite sont les suivantes:

a-1'épaisseur de la couche limite étant trés petite devant les

dimensions de 1l'obstacle, c'est & dire que 1l'on néglige
l'épaisseur de la couche limite devant le rayon de courbure
de 1la surface de l'obstacle en P.
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b-on admet que la composante v est partout u
c-les derivées par rapport & x sont petites devant les derivées
correspondantes par rapport a y

Le lecteur intéréssé par les détails de ces hypothéses pourra
consulter les références [B] et (2] et 1l'annexe[l].

Ces hypothéses conduisent aux équations suivantes de
l'écoulement laminaire permanent d'un fluide incompréssible dans la
couche limite:

4
L] du (i} a
p(u_.a%i.v-w):——a-%i-pa—yy- (3.1-1)
a
5 G- =0 (3.1.2)
ay v _
jﬁrup?ﬁr_o (3.1.3)

D'aprés 1'équation (3.1.2), la préssion p est constante le long
d'une normale PM et par conséquent la préssion dans la couche
limite est égale & la préssion dans le fluide libre a la frontiere
de la couche limite. ‘

En assimilant le fluide libre & un fluide parfait, l'équation de
BERNOUILLI écrite le long de la frontiere de la couche donne:

P+-%-pU§=const (3.1.4)

ol o et Ue sont réspectivement la masse volumigque et la vitesse du
fluide libre.
En derivant l'éxpression (3.1.4) par rapport a x, on obtient:

%; ~p.Ue, 2Ue. (3.1.5)

Ce qui nous donne le gradient de préssion dans la couche limite.
En repartant 1l'équation (3.1.5) dans l'équation (3.1.1), 1le
systéme d'éguation (s) devient:
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(3.1.6)

(3.1.7)

La solution des équations (3.1.6) et (3.1.7) peut &tre calculée
numériquement & l'aide d'un ordinateur en remplacant les derivées
partiellés par des équatiens de differences finies.

Elle peut atre calculée aussi par des méthodes approchées qui
utilisent 1'équation de Karman obtenue en 1ntégrant les deux
membres de l'équation dynamique (3.1.6) entre 0 et H(distance a la
paroi, supérieure & l'épaisseur de la couche limite). on obtient:

ax

H
§ (ugt sy g ove G ay= L[ ob-ay (3.1.8)
y..-..D (e} b4

Le second membre de 1'éguation (3.1.8) s'exprime ainsi:

o

désigne la force de frottement par unité de

du

H
2 1 )
B[ 2 (aujay)ay= L+ [k 52 yen~H By

Py OY e D 9y

Le terme M. 'g‘y— ,y_H
surface en un p01nt y=H du fluide qui est nulle dans ce cas.
(e ]
de surface sur la paroi.
Ainsi, l'équation (3.1.8) devient:

Le terme u-gﬁ;ly=°=7 désigne la force de frottement par unite

9 o i
f (u ax v a; ~Ue gﬂ ydy=- —>— (3.1.9)

L'équation (3.1.9) peut @&tre valide aussi bien pour un
&coulement laminaire gue pour un é&coulement turbulent a condition
que u et v désignent les moyennes des composantes réspectives de
vitesse.La composante normale v peut &tre remplacée d'aprés
l'équation (3.1.7) par:
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¥
v=-[ (du/ox)dy.
o

Par conséquent, on a:

T
O

)dy=- ‘—p—

H 4
g oy ] Gy av-ue g
Pour intégrer cette équation on doit poser les cdnditions aux
limites sur les vitesses u et v, qui sont:
u=0 , wv=0 ‘ pour y=0
uzUe , pour y=H
Ainsi en intégrant par parties, on obtient pour le second terme:

H 8 H
N 7§}J; 55 dyddy= Uof dy f u E dy

b ou: T
du du au ___o
JoC2u g Uy =0 g 2dy=-

gui peut étre simplifiée en

H ‘T

J;-fL- u(Us-u) dy+ f (ue-u)d =

- (3.1.9.a)

On peut maintenant faire tendre H vers 1l'infini et ‘introduire
pour plus de commodité les épaisseurs:

51 (1-% ya
_ID( 'ﬁé) y (3.1.10)
appelée épaisseur de déplacement

*(3.1.11)

appelée épaisseur de quaptité de mouvement.
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Ol sous une autre forme:

[o 0]
%
& Ua:J;zo(Ue«u)dy (3.1.10.a)
o0

eu§=1;=ou(ue—u)dy (3.1.11.a)

Maintenant en reportant les équations (3.1.10.a) et (3.1.11.a)
dans 1l'équation (3.1.9.a), on aboutit a:

T

o_ d 2 * dUe
7 = ax (Us 8)+0 Ue 5y
To 2z de * d
ou bien  —¥=Ue® o (20467 JUs 527 (3.1.12)

Cette équation est appelée :équation intégrale du moment pour
une couche 1limite incompréssible et bidimensionnelle.L'é&quation
(5.1.12) s'applique aussi bien pour une couche limite laminaire que
pour une couche limite turbulente.

3-2 METHODE APPROXIMATIVE DUE A THVON KARMAN ET KPOHLHAUSSEN
POUR DES ECOULEMENTS BIDIMENSSIONNELS.

Suivant K.Pohlhaussen, pour intégrer l'équation (3.1.12) on doit
se donner par éxemple la forme de la fonction vitesse u:

A

2 - | 4
Ue=an+bn +cn +dn

avec n=y/é(x) la distance adimensionnelle a partir de la paroi et
&(x) l'épaisseur de la couche limite au point considéré.

Dans le but de déterminer les quatres constantes a,b,c et d nous
allons poser les 4 conditions aux limites suivantes:

F4
_ . - Sy _1 dp __, dUse
y=0 5 ws0 ., v gt Gy TtUe a5y
, 2 (3.2.1)
y:é ; u=Ue ’ -——-—;—— =0 P --5;&1- =0
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On obtient:

a=2+A/6 ; b==3A/2 ; - C¢=-2+A/2 ' d=1-A/6
et pour le profil de vitesse:

o =F(M+R.G(M)=(2n-20" ")+ —%—A(n-ﬁmzﬁna-n‘) (3.2.3)

ot F(n)=2n-2n"+n*=1-(1-n)%(1+n)
G(n)=%(n—3n2+3n5-n4)=—é—n(1—n)3 (3.2.4)

En combinant les équations (3.1.10.a) et (3.1.1l1.a) avec
l'équation (3.2.2), on obtient:

é* 1
= =J‘n=o[1-F(n)-A.G(n)]dn

i
gg.=fn=o[F(n)+A.G(n)][1—F(n)-A-G(n)]dn

en remplacant F(n) et G(n) d'aprés (3.2.4), on aura:

i

*

=]
%}:3/10-A/120 , - 5 =(37/315-A/945-A"/9072) (3.2.4.a)

La force de frottement par unité de surface sur la paroi est:
U
T =k (0u/8y) _ =457 (2+8/6) (3.2.5)

Dans le but de déterminer 1le facteur de forme A(x) et par
conséquent la fonction é(x) & partir de (3.2.2), il est nécéssaire
de se reférer a l'équation du moment(3.1.12).En multipliant les
deux membres de celle ci par &€/vUs on obtient:

Us .8 .8 5% Ue®

709
Y +{2+

&) v =T (3.2.6)
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Introduisons un second facteur de forme K défini par:

dUe

‘K= —=— . ax (3.2.7)

62
et posons Z= —— (3.2.8)
donc K=2Z gg‘ (3.2.9)

Des équations (3.2.2) (3.2.7) et (3.2.4.a) on deduit:

K=(37/315-A/945-A%/9072)°a (3.2.10)
”*
dod o= 3/10-3/220 =£1(K) (3.2.11)
37/315-A/945-A% /9072
Toe 2
2 —=(2+A/6)(37/315-A/945-R"/9072) =2 (K) (3.2.12)

En combinant les équations (3.2.7) et (3.2.8) ensemble avec les
équations (3.2.11) et (3.2.12), on obtient a partir de 1l'équation

e.6' dz

du moment (3.2.5) avec —— =€% ax 1'équation:

v

-;Tuo—g-}z?+[2+f1(x)]x=fz(x) (3.2.13)

Finalement, on introduit 1l'abréviation:
2£2(K)-4K-2K£1 (K) =F (K) (3.2.14)
En substituant les éxpéssions de K, f1(K) et f2(K) dans
l'équation (3.2.14), on obtient:
s
F(K)=2(37/315—A/945-A2/9072)[:2-116A/315+(2/945+1/120)Az+~%%7§
' - (3.215)

Avec toutes ces abréviations et substitutions, 1l'équation du
moment (3.2.13) peut &tre réecrite sous la forme condensée

sulvante:
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|
4z BB RezUe (3.2.16)

Ce qui représente une équa;ion différentielle non linéaire du
premier ordre d'inconnue Z={%— fonction de 1l'abscisse curviligne
x.Le fait que la fonction F(K) soit complexe ne constitue pas une
réelle difficulté pour la résolution de 1'éguation (3.2.16).Les
fonctions K(A) de l'équation(3.2.10) aussi bien gque 1les équations
fi(K), f2(K) et F(K) données réspectivement par les équations
(3.2.11), (3.2.12) et (3.2.15) sont données dans le tableau-3-

3-2-a SOLUTION DE L'EQUATION (3.2.16)

En ce qui concerne la solution de l'équation (3.2.16), il est
possible de faire les remargues suivantes:

Le calcul commencera & partir du point d'arret x=0 ol Ue=0 et
dlUe

dx
(3.2.16), la valeur initiale de la pente 4dZ/dx sera infinie en ce

point et de ce fait, F(K) tendra a s'annuler.Le zéro de F(K)
apparait pour des valeurs de A pour lesquelles le second terme a

est fini et est différent de zero.Donc d'aprés 1l'équation

droite et entre parenthéses de l'équation (3.2.15) s'annule.Ainsi:
F(K)=0 pour K=Ko=0.0770 ou pour A=RAo=7,052,
De cette maniere, la pente initiale (dZ/dx)c au point d'arrét se
présente sous une forme indéterminée —%—, mais sa valeur peut é&tre
calculée par un simple passage a la limite. On obtient:

Ua n

__Ke _ 0.0770 _ 0
Z‘“-"ae‘;- Gol , (dZ/dx)e=-0.0652 Tou?

ot 1'indice zéro fait réference au point d'arrét.

Avec ces valeurs initiales, l'égquation (3.2.16) peut facilement
8tre intégrée, par exemple, par la méthode des isoclines.
Le calcul commence & partir du point d'arrét pour lequel Ao=7.052
et Ko=0.0770.0n poursuit l'intégration jusqu'a atteindre 1le point
de décollement, correspendant a te=0, c'est a dire pour A=-12 ou
K=-0.1567 et F(K)=1.7241.
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La fonction de vitesse Ue(x) et leurs dérivées premieres -%%f

sont données par la solution de 1l'écoulement potentiel.
La procédure de calcul peut &@tre résumée comme suit:

1- la reépartition de vitesses Us(x) et leurs derivées gg° sont

données en fonction de l'abscisse curviligne x.

2- l'intégration de l'équation (3.2.16) donne Z(x) et le second
facteur K(x).Ce qui conduit au calcul de ©(x) d'aprés 1'équation
(3.2.7). '

3- la variation du premier facteur de forme A(x) est obtenu de
l'équation (3.2.10) et du tableau (2.1).

4- l'epaisseur de la couche limite &(x) est finalement obtenue &
partir de l'équation (3.2.4.a). ,

En pratique, l'intégration de l'équation (3.2.16) peut étre peut
étre éffectuée par une simple quadrature, pour les valeurs
positives de K.Pour cela, A.WALZ a introduit une approximation sans
perte appréciable dans la précision.Il a trouvé que la fonction
F(K) peut é&tre approximée par la loi linéaire:

F(K)=a-bK
avec a=0.470 et b=6. L'approximation est particulierment valable
entre le point d'arrét et le point de vitesse maximale.L'égquation
(3.2.16) se réduit a:

dz

ax =a-bK

Ue

En substituant les éxpressions de Z et de K, on aboutit a:

2 2
d Ue .8 _ _ Ue& 1 dUe
dx v ] = a-(b-1) 5= 1 ax

’ Cette équation différentielle peut étre intégrée explicitement
pour Ueéz/v pour obtenir:

a R
5 = b1 j; Ue dx
Ue
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Ou bien en utilisant les valeurs numériques de a et b données

précédemment, on trouve:

Ue 92

e

x
- 0470 [ yd.ax (3.2.17)
Ue

En ce gqui concerne notre travail, on essayera de résoudre
1'équation (3.2.16) par la méthode des différences finies.

3-3 RESOLUTION DU PROBLEME

L'organigramme pour la résolution de l'équation (3.2.16) est
donné a la page ¥%4¢f. Le profil d'aube utilisé est celui obtenu dans
la premiére partie par le mode inverse 2,

Les données du probléme sont les suivantes:

1~ corde c=60mm

2- N=19 nombre de points choisis le long de la corde axiale.
3- Ve répartition de vitesse sur 1'éxtrados de 1'aube.

4- Vi répartition de vitesse sur l'intrados de 1l'aube.

5- Xi position d'un point quelconque i sur l'axe des Xx.

6- Ye ordonnées des points choisis sur 1'éxtrados.

7- ¥Yi ordonnées des points choisis sur l'intrados.

Le cacul des derivées de vitesses le long de 1'abscisse
curviligne s'est fait par la méthode de spline cubique (ref(40)).0n
note dve/dx les derivées sur 1'éxtrados, et dvi/dx celles sur
1'intrados.Le profil étant donné 2 la page &6, et les données du
probléme a la page 2. '

4—3~A RESULTATS

A partir de l'organigramme donné & la page#%Vf,on a construit un
programme Fortran.Les résultats obtenus sont ceux donnés dans la

pagef?.
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Eb/m 3.’ Auxiliney functions for the approximate enleulation of laminar houndary layers
alter Holstein and Bohlen 8]

N , . 4" 0,
4 K P ) == iK)= o
15 0-0884 00858 2-270 0-346
14 S 0-008K 00845 2-262 0351
13 0-1H)4 ] — (0014 2-253 0-354
12 00348 —(-0948 2250 0:356
11 0-0941 —0-(0012 2-253 0-355
10 0-0919 —0-081%) 2260 0-351
] 014K —(-(HiDR 2273 0-347
B [SEILRY| —0:5335 2288 0-340
78 00814 ~—0-0271 2:203 0:338
7-0 0-08(y7 —0-0203 2297 0337
74 00704 —0{}32 pLfe{i] ] 0-336
72 00781 —(r0051 2:305 0-333
7052 00770 0 2-308 0332
7 0-0767 0-0021 2-309 0-331
({0 00752 00102 2-314 0-330
1} 0-0737 00186 2318 0-328
i-4 00721 0274 2.323 0-326
fiB 0-07006 0-0:383 2-328 0-324
1) 0-068 004549 . 2:333 - (321
0 007540 0979 2-361 0:310
4 00407 0-1579 2.392 0-287
ki O-01R5 (-2300 2427 0-283
2 002434 3004 2-466 0268
1 0135 0-3820 2:508 0-252
0 0 0-4098 2554 0-235
— 1 —0-0140 (-5833 28604, 0217
2 —3-0244 660D 2647 0-169
— 3 424 0-7640 2:716 0179
— 4 —-0575 0-8698 2770 - 160 .
—-— 5 —~A)-0720 09780 2-447 0-140 -
— B —N0562 1-0877 20921 0-120
—_ L 0-0000 1-1981 2999 , 0100
— N (-1 1330 1-3080 3085 0-079
—_— —Ar 1254 1-4167 3176 0-0h9
—10 — (-1 15289 3276 039
11 -0 1474 16257 3-383 . 0-019
—12 -~ 1567 1-7241 3500 4]
—-13 -0 16548 1-8149 3827 —0-010-
— 14 — 1715 1-9033 3785 —0-007
—-1d —0- 1747 10820 306 —0-054




xx4 % gpaisseur de la couche limite sur 1l'éxtrados
*wx4 gyec un point de decollement atteint au
xRk k% point d'abscisse %x=52.89mm et une vitesse

xx vk yvinf=20m/s

1 x(m) delta{m)

1 0.000000E+QO (0.000000E+CO
2 . 5.400009E-04 3.645828E-04
3 3.790001E-03 3.665764E-04
4 7.105000E-03 4.226466E-04
5 1.0698B00E-02 4.,633288E-04
6 1.421000E-02 4,809885E-04
7 i.800000E-02 5.061904E~-04
8 2.131600E-02 5.396336E-04
g 2.471100E~02 5.816219E-04
10 2.842100E~02 &6.3859779E~04
11 3.157900E-02 7.017993E~-04
12 3.552600E~02 8,525285E-04
13 3.868400B8-02 9.788378E-04
14 4,223700E-02 1.128916E-03
15 4.579000E~02 1.289174E-073
16 4,.934200E-02 1.4857368E-03

x***x gpaisseur de la couche limite sur 1'intrados

*x%%x sans point de décollement et pour une

xxk yitesse vint=20m/s

delta{m)

i x(m)
1 0.0000C0E+00 0.000000E+00
2 5.400009E-04 3.506209E~04
3 3.79%0001E-03 5.602272E-04
4 7.105000E-03 £.519583E-04
5 1.065800E~02 6.657277E-04
6 1.421000E-02 7.077490E-04
7 1.800000E-02 7.619624E~-04
8 2.131600E-02 8.574684E-04
4 2.471100E-02 9.680900E~04
10 2.842100E~-02 1.103326E-03
11 3.157900E-02 1.247664E-03
iz 3.552600E-02 1.250895E~03
13 3.868400E-02 1.253434E-03
14 4.223700E-02 1.2560G39E~03
15 4.5790600E-02 1.258840E-03
16 4.934200E-02 1.261509E-03
17 5.289500E-02 1.264036E-03
18 5.021000E~02 1.266476E-03




4-3 FERMETURE DU PROFIL ENGRAISSE

Le développement de couche limite se traduit par la présence
d'un sillage sur une distance plus ou moins grande & 1l'aval du
profil qui doit étre représenté notamment par une épaisseur de
déplacement de part et d'autre du bord de fuite.

Or les méthodes de calcul de l'écoulement de fluide parfait sup-
pose un écoulement uniforme a 1'infini aval.Il est donc nécéssaire
de refermer le profil "engraissé" en définissant un bord de fuite
fictif. Ceci étant illustré dans la figure ci dessous.

fig- -

Le bord de fuite est ensuite affiné en définissant 1l'arc de
cercle centré sur la ligne moyenne du profil fictif et de rayon RO
défini par (voir fig-1-).

81
Ro=-§-cosﬁzg (4.4.1)
ou ﬁég est l'angle de sortie géométrique défini par la tangente a
la ligne moyenne en o'.

§, est l'épaisseur du profil fictif calculée le 1long de la
verticale précédent celle qui passe par o'.
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K-3 APPLICATION : Couplage entre mode inverse 2 et couche limite

Pour pouvoir faire le couplage entre le mode inverse 2 et le
calcul de couche limite il faudrait déterminer les caracteristigques
géometriques du profil engraissé, a savoir la corde et 1'épaisseur
de celui-ci.

pour cela, on neglige le décollement de couche limite ayant
apparu sur l'extradls de 1'aube. L'epaisseur de la couche limite en
aval du point de décollement est obtenue par extrapolation
linéaire.

la détermination de la position du bord de fuite fictif se fera
par un procédé graphique tel que ce point est déterminé par
l'intersection des courbes definissant l'intrados et l'extrados du
profil fictif.

Les resultats obtenus sont

-corde du profilfictif: c¢=64 mm

—angle de sortie géometrique 32g=63.43"

-rayon du bord de fuite fictif RO=0.61 mm
avec ces nouvelles données (corde et épaisseur curviligne) on va
relancer le programme du mode inverse 2 pour déterminer la nouvelle
répaftition du squelette. Le resultat obtenu ne diffare pas
beaucoup du squelette du profil réel de fait de 1la trés faible
épaisseur de la couche limite, voir pagc-QG-.
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Tableaw - 6- st"J.I.LQLH’.c . Gl 7JLaﬁaJ
‘—&4.8/15&»44-4/
x S(x)
en (mm) <L (m)
_ 2%, 46 0,0 44D
46,28 0,014y
-22.90 0,041 F
- 44,34 0, 0413 |
-15,%9 o,0104
_12,00 0, 0o0&s
- 8,6Y¥ 06,0069
_5,¢9 0.00 49
A0 5% 0,00 2%
5,9% - 0,004
8,69 -0, 006%F
Al - 0,0 406
A5,19 _0,0456
A3, 34 ~ 0,024
1230 -0,0280
26,2/ - 0,03y%
24,95 -0,0455%
<24,%49 - 0,0ut4A
3%, 00 _0,05%09
Yy, o0 .8, 05634
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CONCLUSION

Parmi tout les problémes gqu'on a rencontré durant toute la
période de préparation du projet, on peut citer celui relatif au
manque de moyens informatiques, en occurence des ordinateurs
puissants, qui a eu une influence considérable lors du lancement du
programme traitant le mode inverse 2.Cette influence apparait
egssentiellement dans le temps 4d'éxecution du programme, car celui
ci étant un programme basé sur une méthode itérative,or pour
obtenir des résultats consistants, il faut travailler avec beaucoup
d'iterations et d'exemples possibles.

Malgré tout ces problémes, on a pu gquand méme obtenir d'assez
bons résultats pour les deux parties de notre projet.

On ne manguera pas de noter que l'on a établi un programme qui
traite le mode inverse 1, mais faute de temps on n'a pas pu achever

ce travail.

Enfin nous éstimons que l'on a tiré bénéfice de ce travail
puigu'entre autre, on a eu a faire plusieur programmes
intermédiaires moyennant des méthodes numériques adéquates pour
pouvoir établir les données nécéssaires pour le programme principal

Et c'est ainsi que nous ésperons que ce modeste travail servira
de base solide pour ceux qui auront & s'intéresser & des problémes
relatifs aux écoulements de fluides autour d'une aube.
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ANNEXE-1:

SIMPLIFICATION DES EQUATIONS DE NAVIER-STOKES POUR L'ETUDE
DE LA COUCHE LIMITE.

En général, il est possible d'avancer que l'épaisseur de la
couche limite décroit avec la viscosité, ou plus généralement, que
celle ci décroit quand le nombre de Reynolds augmente.

I1 a 6té démontré d'aprés beaucoup de solutions éxactes des
équations de NAVIER-STOKES que l'épaisseur de-la couche limite est
proportionnelle & la racine carrée de la viscositeé cinématique:

Parmi les simplifications qui sont & introduire dans les
équations de NAVIER-STOKES figurera celle relative a l'épaisseur de
la couche limite qui est considérée comme trés petite comparée a la
longueur caractéristique L du corps:

& « L

Nous allons maintenant procéder a la discussion des
simplifications des équations de NAVIER-STOKES. Nous éstimerons
1'ordre de grandeur de chaque terme.Dans le probléme bidimensionnel
ijllustré dans la figure ci dessous, nous commencerons par
supposer la paroi comme ayant une forme plate et coincidant
avec la direction x,la direction y sera perpondiculaire a celle ci.
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On réecrit maintenant les équations de NAVIER-STOKES sous la fo-
rme adimensionnelle, en reférant toutes les vitesses 3 la vitesse V
de l'écoulement libre et les dimensioﬁs linéaires a 1la longueur
caracteéristique L du corps qui est choisie de telle sorte a ce que
la derivée adimensionnelle #u/dx ne depasse pas 1l'unité dans la
région considérée.lLa préssion est rendue adimensionnelle avec pvz,
et le temps est referé & L/V. Ainsi, 1l'éxpréssion:

R=VLe/u=VL /v
représente le nombre de Reynolds qui est considéré trés grand.Avec
ces suppositions, et en retenant les mémes symboles pour les
guantités adimensionnelles, les équations de NAVIER-STOKES pour un
écoulement plan deviennent:

. . . du fu du __ 8P 1
direction x: 3t +u ox TV 3y =" Ox + 3

2 2
c-g-;c-k‘-a,—g;k‘) (1)

, a é 8 )
directiony: az +u a: +v a; = 85 +.%%

8 a°
<"5;¥'+Ta‘§¥'3(2)
L'équation de continuité s'écrit alors:

du  dv _ (3)
ax * oy =0

Les conditions aux limites sont:

abscence de glissement entr le fluide et la paroi.

i.e : u=v=0 pour y=0, et u=U pour tendant vers l'infini

Nous retenons le symbole & pour 1l'épaisseur de la couche 1limite
adimensionnelle /L.

On a &,

Nous allons maintenant estimer l'ordre de grandeur de chaque
terme pour pouvoir négliger certains termes.Puisque du/dx est
d'ordre 1, nous vovant d'aprés l'équation de continuité que J&v/8y
est aussi d'ordre l.Puisque & la paroi, v=0, alors dans la couche
limite, v est d'ordre €. Aingi dv/dx et Ozvfaxz sont aussi d'ordre
$,.1I1 en est donc de mé&me pour 02u/6xz.
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Nous supposerons que l'accélération instationnaire du/9t est de
méme ordre gue le terme convectif udu/dx.

Puisgqgue la composante de la vitesse paralléle a la paroi croit
de zéro au niveau de la paroi & la valeur 1 dans le courant libre a
travers l'épaisseur & de la couche, nous avons:

au 1 2 2 1
Sy T & et duoy ~
v & 2 2 1
By & T 1 et dw/joy ~ &

La premiére égquation peut &tre simplifiée maintenant en
négligeant azv/axz devant azu/ayz.De la seconde équation, nous
déduisons gque 9P/dy est d'ordre 6.

L'acroissement de la préssion & travers la couche limite,
pouvant &tre obtenu par intégration de la seconde équation, est de
l'ordre de 62, i.e trés petit.Ainsi la préssion dans la direction
normale a la couche limite est pratiquemént constante.

Au bord éxterieur de la couche limite, la composante paralléle u
devient égale a celle du flux exterieur, u(x,t).

Puisque le gradient de vitesse n'est pas grand, les termes
visqueux de l'équation (1) s'annulent pour de grandes valeurs de R,
et par conséguent, pour l'écoulement externe, on aboutit a:

du du

__ .1 9F
at *Vax = o dx (4)

oli les symboles représentent des quantités dimensionnelles.

Dans le cas g8'un ecoulement stationnaire, 1l'éguation ast
simplifiée considérablement et la préssion ne dépend que de x. Nous
aurons alors:

P+—%-pU2=Const.
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nous sommes maintenant en mesure d'écrire les équations de
NAVIER-STOKES simplifiées, connues sous le nom de "équations de
Prandtl pour la couche limite”.

Nous revenons aux quantités dimensionnelles et on obtient:

2

du . du . du 1 oP . oy

3T +Uu % +v dy =- > Ox +12 6y2 (3)
du dv

dx T By =0 (6)

avec les conditions aux limites suivantes:
y=0 ; u=v=0 ’ y=® : u=U(x,t) (7)

Dans le cas d'un écoulement stationnaire, le systéme c¢i dessus

devient:
2
du du 1 ap a
u-—~—ax +V—a—y"'-- “"'p % + _8y (8)
du av
ox t oy 0 (3)
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ANNEXE(2)

METHODE DE NEWTON RAPHSON

*Principes:
* * * *
Notons X =[ X ;X ;...;X ] le vecteur
linéaire:
ft(x}=0 i=1,2,...,n (1)

solution du systéme non linéaire

Si chaque fonction fL est continue et continiiment
différentiable, alors, par développement en series de Taylor dans
le voisinage d'un estimé x proche de x* {obtenu a 1la k-iéme
itération), on obtient:

£ () =£ () x* =g, (2 )L S5

i=1 J

1 o n * (k> * k) 62ft§x)
+"_2—1‘§: E(x,i-xj )(xr_xr ) Ix Ix <k>+""’+_0
J=1 r=1 ] r X=X (2)

pour i=l,...,n
, * *
Si fk) est un estimé proche de x , les elements (xt-x?ﬂ)z sont
négligeables, ainsi que les termes de degré supérieur, le systéme

(2) s'écrira donc:
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—\._,._,‘

(%] %7y =g (27 (3)

. k . .
Definissons la matrice E'° des derivées premiéres telle que:

-,n
j=1,2,...,n

L.Il

g5 -—(—M‘ l i=1,2,..

Le vecteur d'erreur ax'®’ est défini par:

(k» * (k)
Ax =X, -X .
i ] J

. (k>
puis le vecteur F par:

F”"=-f (x*") (6)

L

Alors la relation matricielle (3) s'écrit:

(973 143 (4'9)
E .Ax =F

L'équation (7) est un systéme linéaire qui peut étre facilement
résolu.

<k . . . . *
Ax est un estimé de l'erreur commise en approximant x par
(k> . . . (k+1) (k)
x .0On peut donc obtenir un meilleur estimé x de x par:
(k+1> tky tk»
X =X +Ax

On continu jusqu'a ce que:

* (o
X =X
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*# Arret des itérations
*
En pratique, x etant l'inconnue, on arrete les opérations par
le test suivant:

(k+4) ko

X -X.
1

1

ou £, est l'erreur fixée & priori.
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ANNEXE 3

CARACTERISTIQUES GEOMETRIQUES ET CINEMATIQUES

DES PROFILS NACA
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