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RESUME

Plusieurs méthodes numériques ont été développées pour I'étude de
champ de contrainte et de déformation dans les solides isotropes. La presente
étude est consacrée a l'application de la méthode des contraintes fictives pour la
modélisation de matériaux anisotropes et homogénes. Un code de calcul a été
développé en deux dimensions pour les problémes en état de contrainte et de
déformation planes. Des tests de validation ont ¢té faits pour le cas de plaques
de sapin. de contre plaqué et de graphite/époxvde. Les résultats obtenus sont
trés satsfaisants. L'influence de certains paramétres tels que I'axe des fibres
(grain). le rapport des modules de Young sur la valeur de la contrainte
tangentielle maximale sont discutés.

ABSTRACT

Many numerical methods for determination of the stresses and
displacements ficld was developed to resolve problems of isotropic materials,

This work consists to develop onc of the boundary integral methods
(The Fictious Stress Method) in order to resolve problems of anisotropic

materials.
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INTRODUCTION

Le développement de l'économie d'un pays nécessite le regroupement et
l'application d'idées diverses de techniciens travaillant dans tous les secteurs de
l'industrie. L'ingénieur bien formé est considéré comme une source d'idées qui tend
toujours & rendre efficaces et performantes les richesses naturelles qui l'entourent en
exploitant au mieux celles-ci avec les techniques les plus avancées qui existent.

En effet, c'est cet esprit créatif qui a fait de l'industrie la colonne vertébrale de
I'économie de tout pays développé dans ce siécle. Avec des applications trés délicates,
l'industrie moderne se montre plus exigeante, surtout dans les domaines ou le droit &
l'erreur est impardonnable, comme l'aéronautique, l'espace, la navigation et tous les
domaines ou 'erreur met en danger la vie de I'homme.

Pour toutes ces considérations les techniciens ont introduit les matériaux
anisotropes dans les applications qui traitent des problémes de l'aéronautique, les
mines, la géophysique, etc. Il est possible de produire une anisotropie artificielle, par
exemple, les milieux multicouches qui représente une anisotropie particuliére produite
a partir de milieux isotropes, ou des tdle ondulée et membranes produites & partir des
matériaux de bases qui sont 1sotrope.

Cela dit, nous allons consacrer notre €étude a la modélisation de ce type de
matériaux, et aux problémes pratiques qu'ils rencontrent.

A cette fin, on a choisi la méthode des contraintes fictives comme outils
numeérique pour la résolution de ces problémes en essayant d'approximer au mieux
leurs solutions analytiques pour ceux qui ont une solution analytique et de donner des

solutions pour des problémes plus complexes.
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En effet, plusieurs problémes pratiques rencontrés par l'ingénieur, tel que,
mécanique des fluides, I'élastostatique, I'élasticité et autre, peuvent étre représentés par
des équations aux dérivées partielles régissant F'intérieur d'un domaine Q délimité par
un contour o€} sur lequel des conditions aux limites sont prescrites. De tels problémes
sont appelés problémes aux limites.

Pour approcher la solution analytique de ces problémes, souvent difficile a
obtenir directement, plusieurs méthodes numériques ont été développées. On peut
noter la popularité de la M.EF et de la méthode des différences finis dans la
modélisation au cours de ces derniéres années, une technique nouvelle est venue
enrichir le domaine des méthodes numériques. Elle s'appelle méthode des équations
intégrales aux frontiéres. Cette méthode s'illustre par sa simplicité et sa variété
d'application. Elle se base sur la solution analytique d'un probleme singulier simple,
qui une fois obtenue (la solution), sera utilisée pour construire la solution numérique
pour des problémes plus complexes.

Le principe de cette méthode est Ia transformation des équations de volume en
relations intégrales reliant les paramétres connus & ceux inconnus, et donc réduction
d'un probléme tridimensionnel en un autre bidimensionnel (ou dun probléme
bidimensionnel en un autre unidimensionnel), et ainsi l'obtention de systémes
d'équations algébrique d'ordre inférieur (de plus en plus petit) facile a résoudre. Ce
principe peut étre structuré dans l'organigramme présenté sur la figure (1).

Le but de notre étude est de présenté un code de calcul qui nous permet de
trouver les contraintes et les déplacements dans un milieu quelconque en utilisant une
méthode numérique qui la méthode des contraintes fictives. C’est 'une des méthodes
intégrales au frontiére qui ressemble a la méthode déja étudié (discontinuité des
déplacements) mais elle ne traite pas les probléme liés 4 la mécanique de rupture. Les
matériaux utilisés dans notre étude sont les matériaux anisotropes qui sont étulisé dans
de multiple application industrielle parcequ’il nous donnes différentes caracténistiques

dans des directions différentes.
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( Systéme Physique. ]
Formulation
des |
¢ quations
Equations aux derivées
| . partiélles.
Transformation
des Formulation intégrale.
é quations
[ Systéme d'équations
algébriques.
Ré solution
numeé rique;
du systéme
| Solution approchée.

Figure 1 organigramme simplifier des méthodes intégrales au frontiére.

Ce document contient cing chapitres. Dans le premier chapitre nous
introduisons les équations de base de la mécanique des milieux continue. Ensuite, nous
présenterons dans le deuxiéme chapitre la méthode des contraintes fictives pour le cas
d’un milieu isotrope. Le troisiéme chapitre décrit le comportement élastique des
milieux anisotropes. Le chapitre suivant traite 12 méthode des contraintes fictives pour
le cas de milieux anisotropes. Enfin, dans le dernier chapitre consacré aux applications
nous illustrons par le code de calcul les principes présentés dans les' chapitres

précédents.
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CHAPITRE 1
GENERALITES

1.1 Contrainte

Le concept de contrainte est utilisé pour spécifier la fagcon par laquelle les
forces sont transmises & travers un solide continu. Les contraintes agissantes sur les
plans dont les normales sont paralleles aux axes du repére sont appelées les
composantes du tenseur de contrainte o;. Le premier indice (i) se rapporte a la
direction de la normale au plan sur lequel la contrainte agit, le second (j) se rapporte &
la direction de la contrainte. Les contraintes de traction sont comptées positives.
1.1.1 Equation d'équilibre

Un solide est en équilibre s'il satisfait les conditions:

- le tenseur de contrainte est symétrique 6, =G .

- les composantes du tenseur de contrainte satisfait 1'équation d'équilibre

suivante:

6,,+F =0 (1.1.1)

00,
ou o, = 3 jj et F;sont les forces de volumes.

1.1.2 contrainte plane
Les composantes du tenseur de contrainte pour le cas de I'état de contrainte
plane (pour un plan x,y) sont illustrées sur la figure (1.1). Pour ce cas nous avons

c,=0,=0,=0.
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Figure 1.1 Contrainte plane.

1.1.3 Vecteur contrainte
Les contraintes peuvent étre représentées par un vecteur appelé vecteur

contrainte donneé par t=(ty.ty,t;). Voir figure (1.2).

X

Figure 1.2 Vecteur contrainte t;; Contrainte plane

Les composantes du vecteur contrainte sont reliées aux composantes de la

contrainte et la normale a la facette considérée par:

1, =0,.n, (1.1.2)
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1.2 Déformation 4
Le concept de déformation est utilisé pour spécifier la fagon par laquelle un

solide continu se déforme quand il est soumis & des contraintes. Dans plusieurs
problémes pratiques, les déformations sont des quantités infinitésimales. L'état de
déformation en un point du solide est donné par les composantes du tenseur de
déformation. Elles sont définies en termes des déplacements u;=(uyuy,u;) en un point

(x,y,2) par les relations suivantes:

_du, _auy _duy,
€= =% E‘-"—_ay £ =3z
1{ou, Odu, 1{du, Ju, 1{0u, Ju,
8"":5(8)) * axJ €x 25(82 +8_xj & _E(az +—8—)7J (1.2.1)
£,.=€, &, =E, g =€,

Soit: €, = %(uu + uj_,.)

1.2.1 Déformation plane
Un solide est en état de déformation plane paralléele au plan x,y si les

composantes du tenseur de déformation sont telles que €5,=€,=€,=0. Des relations
(1.2.1), on peut vérifier facilement qu'il existe une relation entre les composantes du

tenseur de déformation qui est:

d*e,, 9'e, 29d%¢,
+ = .
dx*  oJdy* dxdy

(1.2.2)

Cette équation est appelée équation de compatibilité (Sokolnikoff 1956, p. 28).

1.3 Lois de Hooke généralisée
Le comportement d'un solide est élastique s'il y a une comrespondance

biunivoque entre les contraintes et les déformations. Un solide est linéairement

élastique si chacune des composantes des contraintes peuvent étre exprimées par une



Chapitrel / Généralités

combinaison linéaire de toutes les composantes de déformations. La lo1 de

comportement dans ce cas est appelée loi de Hooke généralisée est telle que:

1+v v =
g, :Tog—ftraceﬁﬁu (1.3.1)
. : : 1 E
ou E est le module de Young, v le coeffictent de poisson et G = 20Ev):

Une relation inverse peut étre trouvé pour ¢ en fonction de e

La notation indicielle d'un probléme d'élasticité peut étre exprimé par:

v 1
0, =0, = ?.G[e,j 12y ekkSU.J (1.3.2)

_jd,=1pour i=j
ou d,=0 pouri#j

1.4 Transformation de coordonnées

En pratique, on travaille souvent avec deux systtmes de coordonnées
cartésiens ou plus. Pour cela il est nécessaire d'introduire les relations qui permettent

de passer d'un systéme & un autre. Prenons par exemple les systémes x, ef X, illustrés

sur la figure 1.3.



Chapitre! / Généralités 10

Y
y
. X
o
s
T Uy
s,
-" }
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P T
4 X .
_ {uz 5in
ug cosf 7 < 5in P
Z 7
X
o
uj sin B uzcosP

Figure 1.3 Transformation des déplacements.

En utilisant les relations géométriques indiquées sur la figure on aura les

systémes suivants pour les déplacements;

U, =u,cosP —u. sinf
, : (14.1)
u, =u:sinP +u; cosf
et
u. =u_cospP +u, sin
. B+u, sinp (1.4.2)
u, =—u, sinP +u, cosP

Les équations de transformations pour les contraintes peuvent étre trouvées en

cherchant les contraintes tangentielles et normales sur un plan dont la normale sortante

fait un angle o, avec l'axe ¥ (voir figure 1.4):
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®i

Figure 1.4 Transformation des contraintes.

Les contraintes tangentielle et normale dans le plan seront:

= (oﬂ —oﬁ)sina cosal —oﬁ(cosza —sin*q ) (1.4.3)

OS
0, =0 C0s* O + 20, sina coso —0; sin* a,

Pour les deux cas particuliers ot la normale sortante est paralléle aux axes x

ou y on aura le schéma suivant:
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Figure 1.5 Cas pariculiers.

On aura les relations suivantes:

(On )a=—B = +on

(0,)q=p =0y
En combinant les équations (1.4.3) et (1.4.4), nous trouvons:

0, =0_cos’ B —20, sinP cosP +0, sin? B

0, =(0; —0;)sin B cosB +o_(cos? B —sin? B )
Pour le deuxiéme cas on aura les relations suivantes:

(On)arn:.’l—ﬁ = +0_w
(os)ﬂ.=1t1"2—B = +oync

Des équations (1.4.3) et (1.4.6), on trouve:

G, =0 sin? B +20, sin B cosP +ocos? B

o, = (0 -0,)sin P cosP +0(cos® B —sin’ B)

12

(1.4.4)

(1.4.5)

(1.4.6)

(1.4.7)
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Les relations de changement de repére pour les contraintes seront alors:

0. =0, cos’ B +20, sinP cosp +o,, sin’ B

XX

0, =0, sin’ B —20,, sinB cosp +a,, cos’ B (1.4.8)

Oy =0y = —(o,_, —o”,)sinB cos P +c:,y(cos2 B —sin? B)
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CHAPITRE 2

METHODE DES CONTRAINTES FICTIVES

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons considérer différentes solutions singuliéres, et
nous présenterons une méthode des éléments aux frontieres pour l'analyse des
problémes plans en élasticité linéaire. La solution singuliere en question provient de la
résolution du probléme d'une ligne de force concentrée appliquée dans un solide

élastique infini. Dans ce chapitre nous présenterons la méthode dans le cas de milieux

isotropes.

2.2 Probiéme de Flamant

C'est le probléme d'une ligne de force concentrée appliquée le long de l'axe z
perpendiculairement 4 la surface d'un demi- plan élastique isotropique et dont la

solution est un exemple de solution singuliére en élasticité.
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Figure 2.1 Probiéme de Flamant.

On voit que les contraintes sont nulles sur la surface du plan (x,y), exceptée au

point zéro ou elles sont indéterminées. Les contraintes sont singuli¢res en ce point.

2.3 Probléme de Kelvin en déformation plane

Le probléme de Kelvin ((Sokolnikoff 1956, pp.336-9) Crouch 1983) pour des
conditions de déformation plane est illustré sur la figure (2.2) ou la force Fi=(Fy.Fy)
représente une ligne de force concentrée appliquée le long de l'axe (0z) dans un solide

élastique infini.

Figure 2.2 Probléme de Kelvin, déformation plane.

La solution de ce probléme est donnée par une combinaison de la fonction

g(x,y) définie par:

-1 24112
glx,y) = mln(f +y°) (2.3.1)
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Les déplacements, par exemple, peuvent étre écrits comme suit:

F F,
u, = 55[(3 —4v)g—xg, ]+ E[-yg,x ]

F

. (2.3.2)
u, = ﬁ[—xg,yh 2& [(3- 4V)g—yg,_v]

ol g et g. représentent dg/dx et dg/dy. De la méme fagon, les contraintes en

déformation plane pour le probléme de Kelvin sont:

o, = Fl20-v)g, —xg. |+ F[2vg, - g . ]
o, =F|2vg, -xg, ]+ F[20-v)g, -yg,,] (2.3.3)

o, =F[1-2v)g, -xg |+ F[0-2v)g, -y, ]

Les dérivées des fonctions g(x,y) dans les expressions précédentes sont

obtenues directement de 1'équation (2.3.1) et sont:

-1 x
Ex7 an(l1-v) x> +y?
N 2y (2.3.4)
8y Tan(1-v) (2* +3*)’
+1 x*=y?

g,.a:c ="g,yy = 411: (1—'\?) (x2 +y2)2

On peut vérifier aisément que les contraintes (2.3.3) satisfont les équations
d'équilibre en absence de forces de volume, c'est-a-dire, 0;;=0. Les contraintes sont

singuliéres au point x=y=0 comme on peut le vérifier en inspectant (2.3.4).
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Les équations (2.3.2) indiquent que les déplacements uy et u, sont illimités a

de larges distances de l'origine & cause de la présence de la fonction logarithmique

g(x.y).

2.4 Traction simple sur un segment de droite
Ce probléme peut étre résolu en intégrant la solution de Kelvin.

La solution peut étre écrite par une combinaison de la fonction:

(24.1)
Figure 2.3 Intégration de la solution de Kelvin.
On écrit alors:
fy) = g —E )k (242)
P P
u, ===[G-4v)f - of, |+ =5[]
2G 2G
- » (2.4.3)
u, =5[]+ 55 [6-4v)1 -1, ]
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c_= Px[(3-—2v)f.x +yfw]+ Py[2vf‘}, +yf”,]
o, = P[-(1-2v)f, - 3f, |+ B[20-v)1, - ,,] (2.4.4)

o, = Px[z(l -V)f, +yf_J,‘]+ PJ.[(I—EV)f..\- -yf.»-]

Ou les fonction f(x,y).f,(x.).f,(x,y).f,(x.,y)etf (x,y) ont les valeurs

suivantes:

I Y y
Jx.y)= 4 (l—v)["{amtanx—a arctanx+aJ

—(r-a)ny[G—ay 7] (2.4.5)
+(x+a)ln\/[(x+a)2+y2]
fe= 41:(1 [lﬂ\/[(x ay +y] lﬂ\[[(“a)z*yz]]
-1 y Yy 1
f-*'ﬂn(l-v)[mtanx—a—mmij
4 I y Y 1 (249
fv*"“4n(1—v)L(x—a)2+y2—(X+a)2+y:J
+1 l- xX—a xX+a -I
Jo==Tw= an(1-v)L(x-a) +y* (x+a) +}”J

Ces équations forment la base de la méthode intégrale étudiée dans ce sujet.

Avant de détailler cette méthode, il faut mentionner d'importants aspects
mathématiques de la solution analytique donn¢e ci-dessus.

1°/ Les déplacements uy et uy ont des valeurs infinies a des points éloignés de

l'origine, les équations (2.4.3) donnent seulement les déplacements relatifs. Dans les

problémes particuliers, il faut définir un point de référence et calculer les déplacements

-

par rapport & ce pomt.
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2°/ Des équations (2.4.4) et (2.4.6), on voit que les contraintes ne sont pas définies

aux points limites du segment (x = ta,y = 0), en posant y=0 dans (2.4.4) et (2.4.6), on

trouve les relations:

(3-2v) h[x+aj

0 =————PIn—

g 8t (l-v) * \x-a

2v ) ¥y y }
__..._pl.,{ > _

4n(1-v) * 0 arctanx_a arctanx+a

__+ (1-2v) PeNELL i
O = 8n(l-v) * \x-a

1
—=—P i rarctanL—arc:tan Y } (2.4.7)
2m v xX—q x+a
I B y y }
o, =- > lim| arctan —arctan
- 2w ot x—a x+a

(1-2v) x+a)
T 8n(1-v) Pyl'{x—aJ

La limite est mentionnée parceque la fonction arctangente a plusieurs valeurs.

On définit alors deux angles 0, et 9, (figure 2.4):

Figure 2.4 Les angles  partir des extrémités du segment.
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0, = arctan
X-a

0, =arctan~y—
x+a

On aura alors les limites suivantes:

]im[arctan J Y }:
=40 x—a x+a

— arctan

20

(2.4.8)

lx|>a, y=0 ouy=0
l¥|<a, y=0, (2.4.9)

Ixl<a, y=0

Trois différents cas peuvent étre considérés pour évaluer les contraintes le long

de la ligne y=0.

(1) |x|>a,y=0,

. (3-2v) x+a)
CF’“"(x’o)—_iht(l—v) P"h{x—aj

o (1=2v) x+a
oyy(xﬂo)_+8n(1_v) xln(x__aJ (2410)
(1-2v) x+a)
0, (x,0)=-3 (I—V)P"h{x—aj
) kl<a,y=0,
0y__(3=29) Pm[”a]z LA
0. (%, +)__81t(1—v) Alx-a -2(1—v) Y
(1-2v) x+a) 1
0”(x’0*):+87c(1—v)})‘ln[x—a] _ZP’ (2.4.11)

0, (x0) =3 L~ gri=v) > " 5—a
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. (3-2v) x+a v
0"’(x’o‘)_-Sn(l—v) . x—arJl 2(1_1,)Py
1-2 P
0,(x,0.) =+§(R(—1_3%R lr(%%} +5 P, (2.4.12)

1 (1-2v) x+a)
0"(x’0‘)“+2p’_8n(1-—v) P-“I(.'—aj

La discontinuité de contrainte peut étre spécifié en calculant la différence

0,(x,0_.)—0,(x,0,) des deux faces du segment représente sur la figure (2.5):

v
o.(x,0.)~0,(x,0,)= m}))

o,(x,0)-0,(x,0)="P, (2.4.13)
0,(x,0))-0, (x,0)=2F

Figure 2.5 Ligne de discontinuité de contrainte dans un domaine infini.

2.5 Procédure numérique

La solution donnée antérieurement forme la base d'une méthode intégrale de
frontiére pour la recherche des solutions numériques pour des problémes aux limites
mixtes en élasticité. Les considérations physiques fondamentales de cette méthode sont
expliquées en prenant comme exemple le probléme d'une cavité dans un corps infini
(on verra aprés que cette méthode peut étre appliquée aux milieux finis (bornés)).

Le probléme d'une cavité soumise a des contraintes sur le contour  est
représenté sur la figure (2.6a). Le contour de la cavité est désigné par C et suppose

long pour qu'on puisse prendre une tranche représentative de profondeur unité
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perpendiculaire au pian de la figure. Les coordonnées locales (n,s) sont respectivement
perpendiculaires et tangentes au contour C.

On suppose que le contour de la cavité est partout soumis a une contrainte
normale uniforme o, =—P avec une contrainte de cisaillement nulle. On veut

déterminer les déplacements et les contraintes dus a ce chargement en chaque point du

corps.

(a) &
Figure 2.6 lllustration de la méthode des éléments aux frontiéres pour un probléme

de cavité; (a) probléme physique; (b) modéle numénque.

Pour résoudre ce probléme numériquement on suit la procédure suivante:

- premiérement: on divise le contour de la cavité en N segments de droites égales

i
dont la longueur élémentaire d'un segment de droite "1" est "2a".
- deuxiémement: on considére que chaque élément est soumis & une contrainte

normale o, = —P sur toute sa longueur et qu'il est libre en cisaillement.
o, =—-P,0, =0 pour i=LN (2.5.1)
Le probléme spécifié par ces conditions peut étre résolu par I'intermédiaire du

modele représenté sur la figure (2.6b). Le contour C' représente sur cette figure a la

méme forme que le contour C qui définit la limite de la cavite.
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Le contour C ne représente pas une limite; il indique seulement I'emplacement
des segments de droite dans un domaine infini qui coincident avec les éléments sur le
contour de la cavité C.

-Troisiémement: On imagine maintenant qu'une contrainte normale et une contrainte
de cisaillement soient appliquées sur chacun des N segments de droite tout le long du

contour C. On prendra par exemple le segment "j" et on désigne les deux contraintes,

i J
respectivement, par P, et P,.
Une importante remarque doit étre observé: les contraintes actuelles sur

, j j . _ :
I'élément "j" du contour C ne sont pas P, et P, (a moins qu'il n'y aurait aucune

contrainte sur les autres éléments). Il est nécessaire, en effet, de faire la différence

ente deux types de contraintes appliquées sur chaque €lément du contour C. Sur
7 J
I'élément "j", par exemple, on a les contraintes appliquées £, et F,, et les contraintes

J J
actuelles o, et o,, qui sont la résultante des contraintes appliquées sur tous les

éléments du contour C.
En utilisant la solution donnée dans le paragraphe précédent avec des

/ J
transformations appropriées, on peut calculer les contraintes actuelles o, et o, au
milieu de chaque €élément du contour C 4 partir du systeme d'équations algébriques

suivant :

(6, -S4 A+SA. 5
~ = ., i=LN (2.5.2)

i i H i
0, = YA, P+ A, P,
J=1 =1

¥ . . . y
oil A, ... etc., sont les coefficients d'influences. Le coefficient 4, par exemple,

"i“

donne la contrainte de cisaillement actuelle au milieu de 1'élément due a une

o

J
contrainte normale appliquée (P, =1) sur I'é1ément "}".
Pour notre exemple, en introduisant les conditions aux limites (2.5.1) sur le

systéme (2.5.2), on aura résolu le probléme physique décrit sur la figure (2.6a).
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Il est important d'admettre que les contraintes }5 et f}’; dans les équations
précédentes sont des quantités fictives. Elles sont introduites pour faciliter la solution
numérique a des problémes particuliers et elles n'ont pas de signification physique pour
notre probléme. Les combinaisons linéaires des contraintes fictives spécifiées par
(2.5.2), par contre, ont une signification physique pour le probléme en question.

Nous avons pris l'avantage de ce fait pour établir le systeme d'équations (2.5.3)
(c;s = O,C;n = —p ). Une fois ces équations résolues, on peut exprimer les déplacements

et les contraintes en chaque point du domaine par d'autres combinaisons linéaires des

7 7
contraintes fictives #, et £,, )=LN.

YA, b+3 A,
J=1 =1

n

p=YA, P34, P,
=i J=1

0

i=1LN (2.5.3)

2.6 Relations de transformation
La méthode des contraintes fictives est basée sur la solution analytique du
probléme d'un chargement normal et tangentiel appliqué sur un segment de droite fini
d'orientation arbitraire dans un domaine infini.
Comme le montre la figure (2.7), les coordonnées d'un point quelconque dans
le repére local (7, 7) sont données par le systéme
¥=Xx-c )cosp +{y—¢, )sin
{y - (—(x _,c)x)sf B M v -"cicofa @6
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e, x

Figure 2.7 Contrainte sur un segment d'orientation arbitraire.

Les déplacements et les contraintes dans le repére local (¥, ¥) dus au

chargement P,, P, sur le segment [¥| < @,y = 0 sont donnés par les relations:

P, P,
ue = 5= [G-4v)f + 37, |+ 55 [57]

T 2G
(2.6.2)
P P ]
4 = 2[5+ 55 (G- 4v)f -5,
et

0 = P[3-2V)fs + 75 |+ B2V, + 75 ]

o, = P[-(1-2v)f, - 35 |+ B, 20-v)f; -7 5] (2.6.3)

05 = PL[20-V)f; + 35 |+ B[0-29)f5 -3 5 ]

Les fonctions f(%,7) dans ces équations sont:
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a
—(x-a)ln|[(x-a) +7] (2.6.4)
+(J?+a)ln\/[(f+a)2 +51]

-1 = -
S(Z.9) =E(fs7)=m{7(arctan;+a—arctanxi J

fe=F(X.y)= pry v)[hl\/[(x a) +y]- an[(x+a) +y? ]]
e S y_ y }
fj_Fl(x’y)_4n(l—v)|:amtanf—a A g
e [y v ] 263)
f.ry - 4(x’y)_4ﬂ(l‘-'\/)l_(f—a)2+)_)2 (f+a)2+yzj
7 7 F(%.5) +1 !— X—a X+a ]
=] _ = X =
o U5 dn(1-v)| (F—a) + y? “(F+a) +ﬁJ
Si on pose F,a la place de 7,(z,7).k =15, on aura les systemes suivants:
u, =51 4v)F+yF]+ 5 [E]
(2.6.6)
_B )t
=266
et
0= = B[(3-2v)F, + JF, |+ B[2vF, - JE]]
o5 = RI-(1-2V)F, - yF,]+ P,[201-)F, + 3F] (2.6.7)

o, = B[2(-v)F, - yE ]+ B[(1-2v)F, - JF]]

*»

Les déplacements et les contraintes en un point arbitraire de coordonnées (X,y)

peuvent étre calculés en utilisant les relations (2.6.1), (2.6.4)-(2.6.7). s sont calculés
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par rapport au repére local (%.7) et donc ne peuvent étre utilisé pour un calcul plus
général. On peut revenir au repére global (r,») en utilisant les formules de

transformations données dans le premier chapitre, en posant (2.6.6) dans (1.4.1), et

(2.6.7) dans (1.4.5) et (1.4.7). On aura les relations suivantes:

u, =2—%—[(3-—4v)cos[3 F+5GinB E +cosB F;)]

+?% ~(3—4v)sinB F - j(cosp F, —sinB F,)]

b (2.6.8)
u = 2(;; [(3-4v)sinB F, ~ ¥(cosB F, —sin B F)]
+ 2% [(3-4v)cosB F,—y(sin B F, +cosP )]
o_ = P|F, +2(1-v)(cos2p F, —sin2P E)+y(cos2P F,+sin2p F,)]
+ P,[F,—(1-2v)(sin2p F, +cos2B F)+ p(sin2P F, —cos2P )
o, = B[F, —2(1-v)(cos2B F, - sin2B F)- ji(cos2B F, +sin2B F)] 2.69)

+P[F, +(1-2v)(sin2p F, +cos2P F) - F(sin2B F, —cos2p E)]
o, = P.[2(1-v)(sin2B F, +cos2B F)) +y(sin2p F, —cos2p )]
+ P[(1-2v)(cos2B F,—sin2B F))—y(cos2PB F, +sin2p F)]

Ces équations peuvent étre utilisées maintenant pour le calcul des coefficients

d'influences de la méthode des contraintes fictives.

2.7 Coefficients d'influences

Les coefficients diinfluences de la méthode des contraintes fictives sont
obtenus des résultats précédents en considérant un domaine infini contenant N
segments de droites orientés arbitrairement par rapport au repére global (x,y).(voir

fig.2.8)
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Y

-

Figure 2.8 Position et orientation des éléments limites.

Les coordonnees locales ¥, dans les équations { 2.6.8) ¢t (2.6.9) représentent

-eme

celles du point (x,y) par rapport au milieu du j**° élément:

= (x A)COS,@’-E—())—V)Smﬁ 271)
=—(x—x)smﬂ+(y y)cosﬁ

Les déplacements et les contraintes en ce point dus aux contraintes fictives
appliquées sur les N éléments sont obtenus par la sommation des contributions de

chaque élément.
Les coefficients d'influences des éléments aux fronticres pour la méthode des

contraintes fictives sont obtenus en choisissant le point (x,y) comme étant le milieu du

i ¢lément, c'est- -dire, x= v et y—\- Les équations (2.7.1) deviennent:

X m(,\—,\)cos[H(y—y)smﬁ’ | (2.7.2)
= —(,\ .)\) sm[J’ +(y— V) 00“/)’

Les composantes des déplacements et des contraintes au point 1 relativement

au repere local (¥,¥) au point j sont données directement par:
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lllx [ yF]
(2.7.3)

b A

u; =5 [-VF, ]+ [(3 av)F —yF,]

et
i —_ — J — _
0w = P.[(3-2V)F, +JF, |+ B,[2vF;, - 7F]
i 7 e — J — —
o, = P.{-(1-2v)F, - 3F, |+ P, [2(0 - v)F, + JF}] (2.7.4)

1 / — — J — -
Oz = 2{2(1_\’)}‘3 _?Il‘s]'FP)—,[(l*ZV)}'z —_F[*4]

Nous sommes intéressés par les composantes des déplacements et des
contraintes relativement au repére local au point i (x\y" indiqué sur la figure 2.8 ). Les

deux repéres locaux sont reliés par les relations suivantes:

X'=Xcosy + ysiny

(2.7.5)
y'=-Xsiny + ycosy
ol y = é -é . Les déplacements s'écriront:
l'lg' = lrlf cosy + éiy SlIl'Y
(2.7.6)

i i i

. = — Uz SINY + Uy COSY

=
b

et les contraintes seront:
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(ir;-;. cirﬁ cos’y +20n siny cosy +0 s sin’y
(iL—.,—.' c;,: sin®y - 20,\ SINY COSY +6vy cos® vy (2.7.7)
(;fr —(on Gm )ysiny cosy +o*xv(cos y —sin’y)

Les coefficients d'influences pour les déplacements et les contraintes sont

obtenus des systémes d'équations (2.7.3), (2.7.6), (2.7.4) et (2.7.7) apres avoir posé

i J_ i i A . :
p.=P. et p, =p. et en notant que ». et », sont équivalent a «_ et », et que o, =0, €t

i
" ¥y

-
U :?[(3 4v)cosy I, — y(siny F, — cosy F)]

F)]

(2.7.8)
u, :—[ —(3—4v)siny F, - y(cosy F, +siny F)]
P
+ 26 [3-av)cosy F + y(siny F, —cosy Fy)]
o, = ;’s[—Z(l-v)(smzy F, ~cos2y F,)-y(sin2y F, +cos2y F)]
+ P.[(1-2v)(cos2y F, +sin2y F.) - y(cos2y F, —sin2y F] 279
G, = 1135[1?2 —2(1-v)(cos2y F, +sin2y F,) - J(cos2y F, —sin2y F)]
+ }J’[Tf3 —(1-2v)(sin2y F, —cos2y F,)+ J(sin2y F, +cos2y F,)]
On peut écrire les équations (2.7.8) et (2.7.9) sous la forme:
i i - J ¥ J
BSS PS + -B.ﬂ‘l PH
=t = .
(2.7.10)

XB }5 + B,,,, }J’
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et

XA P+ A P
Q2.7.11)

zA P+ A,m})’

Elément ' auto-influence " Les termes diagonaux de la matrice des coefficients
d'influences.

L'influence de ’élément sur lui méme est appelée I’auto-influence. Elle est

obtenue en évaluant (2.7.8) et (2.7.9) pour le cas ou ¥,7 et y= [i —f; sont tous nuls (
voir fig 2.8).

Nous aurons dans ce cas;

i (3-4v) :
(2.7.12)
_ (3-4v) i
Up = ZG F;(O’O) Pﬂ
et
&, = 2(1=V)F,(0,0) .+ (1- 2v)F, (0,0) P,
(2.7.13)

G, =—(1-2V)F,(0,0) P+ 2(1-V)F, (0.0) £,

En se référant aux équations (2.6.4) et (2.6.5), les fonctions Fy,F; et F; ont les

valeurs suivantes: .
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1
i

F(0,0) = ————In(a)

4n(l1-v)
F,{0,0)=0. (2.7.14)
- +1
F.(00, )= F.(0,0.)=
3( b +) 4(1—V) E] 3( bl _) 4(1*‘\,)
cf (2.4.9):
i —(3-4v) i i
s=—————aln
Ue = g G-yt @, .
G-y G (2.7.15)
n = aln
an G(1—v) "
et
| I _ 1 _
i _E 5 y=0+ i _EPn y=0+
G, = ,On= (2.7.16)
1 i 1 i
+5p, =0 b y=0

Les termes diagonaux de la matrice des coefficients d'influences sont donnés
par:
B _B 0. B,=B =—0-2V) 1 In(ar) (2.7.17
sm = =0, s = =T o a .
w "= 4 G(1-v) )
(2.7.18)

if ji ii if 1
A_m :AMZO; ASS=AHH=$5 pou'ryzot

On remarque des équations (2.6.18) que les coefficients A et i;m, dépendent

de la fagon avec laquelle le contour C est approché.
Nous pouvons imaginer une coupe tout au long du contour et définir deux

limites C. et C. comme des limites de la région intérieure et extérieure du contour C'
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respectivement comme indiqué sur la figure (2.9). Il en résulte qu'il faut utiliser

. . R i i . Cas .
différentes valeurs des coefficients 4, et 4., selon la région considérée.

m—————

N\
\\\
W
A Y
\
o’/
T

" 1\
7 G 4
rJ |l
Vi i
y ,’;’ ',l
Y/ INTERIEUR J
i/
,"r'/
i
[}
i
X \‘:\\
. -=*""  EXTERIEUR

e e i et

Figure 2.9 Région intérieur et extérieur du cotour C.

On adoptera la convention suivante : /a limite d'un domaine fini est traversée
dans le sens des aiguilles d'une montre alors que la limite d'une cavité est traversée

dans le sens contraire. Cette convention conduit a quelques simplifications dans la

programmation par ordinateur car les coefficients A € A, sont tout égaux a +1/2

pour les deus types de problémes.

Calcul de la contrainte tangentielle sur le contour:
La composante du tenseur ors est appelée contrainte tangentielle et est notée

o, sur la figure (2.10). La détermination de la contrainte tangentielle le long du contour
est I'un des principaux objectifs de la résolution des problemes d'élasticité. Les

coefficients d'influences pour ce cas sont calculés a partir de (2.7.4) et (2.7.7):

0. = P.[F, - 2(1-v)(cos2y F +sin2y F)+F(cos2y F, —sin2y F)] 2.7.19)

+}JJ[1‘_7_3 +(1-2v)(sin2y F, —cos2y F,)-y(sin2y F, +cos2y F)] .
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Figure 2.10 Contraite normale, de cisaillement et tangentielle.

On peut €crire par exemple:

i

ofuzA P+ A,,,Pn

34

(2.7.20)

ol A, et 4, sont les coefficients d'influences pour les contraintes tangentielles.
Les termes diagonaux de la matrice des coefficients d'influences des

contraintes tangentielles sont calculés en posant x,y et y égales a zéro, les équations

(2.7.14) et (2.7.19) donnent alors:

|<

B | —
—
}
<
3

b =

ol

i ’<

<

a
|
]
o

de telle fagon que:

An=0, Au=TF

(2.7.21)

(2.7.22)
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. . ., ii . ii 1
En appliquant la convention précédente, 4, devient A =+§v/ (1-v).

(valeur unique)
2.8 Probléme intérieur / extérieur
Trois exemples illustrent la convention de signe adoptée dans le paragraphe

(2.6) pour différencier entre les problémes intérieurs et extérieurs (vorr fig.2.11).

=

n

(@) () (c)

Figure 2.11 La convention pour la traversée des contours: (a) cavitée; (b) disque; (c) anneau.

Les figures (2.11a) et (2.11b) définissent des contours circulaires pour,
respectivement, un trou dans un domaine infini et un disque.

Le premier exige que le contour soit traversé dans le sens contraire des
aiguilles d'une montre alors que le second exige le contraire. Le troisiéme exemple
(fig.2.11c) montre un disque circulaire avec un trou circulaire concentrique dont les
limites intérieures et extérieures doivent étre traversées en sens opposes.

Finalement, dans le cas des problémes intérieurs, on notera que quelques

précautions doivent étre prises pour éviter le mouvement de corps rigide.

2.9 Conditions de symétrie
On dit quun axe de symétrie existe pour certains problémes quand les
propriétés élastiques des matériaux, la configuration géométrique des limites et les

conditions de chargement sont tout symétriques par rapport a cet axe.
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Deux conséquences physiques d'un axe de symétrie doivent étre notées.
Premiérement, aucun déplacement normal ne se produit a travers l'axe de symétrie.
Deuxiémement, aucune contrainte de cisaillement n'agit le long de l'axe de symétrie.

L'axe de symétrie agit comme un miroir et les contraintes qui s'appliquent sur
'image de 'élément se calculent en réfléchissant ceux qui s'appliquent sur I'élément a
travers cet axe. Le résultat est:

- les composantes tangentielles des contraintes fictives qui s'appliquent sur I’élément
actuel et son image sont égaux en grandeur et de signes opposes.
- les composantes normales sont toujours égales.

L'axe de symétrie peul éue incorporé en incluant les effets de l'image des
éléments dans les expressions des coefficients d'influences. En pratique, ceci est
accompli par la génération de limage des éléments et le calcul de leurs effets
automatiquement par un programme informatique.

Pour expliquer cette procédure nous allons examiner le cas particulier pour

lequel la droite x=x_ est un axe de symétrie. Ce cas est illustré dans la figure 2.12.

Yi
-
j J n = n
Py=-P,
»
(image) e
J oo
y=y
. . g
. .« , \
L x=2x -x R -
x* S .

o J
x

Figure 2.12 Condition de symétrie pour la droite X=X
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L'élément actuel est supposé centrer au point x=i, y= sz ol >x, et orienté
selon un angle +é par rapport a la direction x. Les contraintes fictives liées a cet
élément sont f), et 115”. Le milieu de 1'é1ément image est localisé au point x =5§', y:;i-'.
L'abscisse de I'élément image est obtenue en notant que les éléments actuels et leurs
images sont équidistant de I'axe de symétrie x=x". En se référant a la figure 2.12 on

écrit:

o
]

'=x' ~(;c—x')22x' _x
| (2.9.1)

.
=Yy

i

s i i . i i f . !
Les déplacements (u, et u, ) et les contraintes (o, , 6. et o, } au point x=x,

j , : J s . 1 : .
y=y dus aux contraintes fictives 7', et »', appliquées sur I'élément image peuvent étre

calculées maintenant en fonction des coordonnées locales:

X'= (JIC-* ;')COS I.S) '“*‘(.;’_.;')Sm é '
= (;C: 2{ +ch) ?OS(T é 3 + (Jf" JJ_j’) stn(~ é ) (2.9.2)
¥'=—(x—x")sin B '+(y- y')cos B

= —(x=2x" +X)sin(~ B )+ (- y)cos(- B )

et les fonctions Fi(7',7") de (2.6.4) et (2.6.5).

; ; )
Les coefficients d'influences B, etc., dans (2.7.10), A[J“ etc, dans (2.7.11) et Ajﬂ
etc., dans (2.7.20), qui incorporent les effets de I'élément image sont alors calculés des

équations (2.7.8), (2.7.9) et (2.7.19).
Une procédure similaire peut étre suivie dans le cas ou la droite y=y* est un

axe de symétrie. Ce cas est illustré dans la figure 2.13. Les coordonnees X,y du milieu

de I'élément image sont:
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F 7
x'=x
} ) } (2.9.3)
y=y —0-y)=2y -y
Yi
!
}
Lo
b s
J Voox
¥ i
)
y‘
;
yl
Y ¥ -
X

H o~

o~

Figure 2.13 Condition de symétrie pour la droite y=y".

L'élément image est orienté selon un angle é '= -é +7 par rapport 4 la direction

J J J
—P, et P',=+P,. Les coordonnées locales

;
X, et a comme contraintes fictives P',

du point X=x, y= ¥ par rapport a cet élément sont:

J?':(ch—;)cos(nmé)+(j)—2y'+;)sm(n —é) (2.9.4)
§'=—(x—x)sin( — B )+ (3-2y" +y)cos(x — B)

Les coefficients d'influences maintenant peuvent étre calculés par la procédure

-

décrite précédemment.
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Si les droites x=x et y=y sont des axes de symétrie alors les coefficients
d'influences sont calculés en ajoutant trois images de I'élément actuel. Cette situation
est montrée sur la figure 2.14. Les coordonnées locales associées a chacun des
éléments images peuvent étre écrites de la méme maniére qui a €té expliquée au-

dessus.

5 |

H
+

Figure 2.13 Conditions de symétrie pour les droites x=x" et y=y".

Remarque: les figures 2.11-2.13 ont été tracée en supposant un probleme
intérieur. Il est facile de vérifier que les mémes résultats peuvent étre obtenus pour un
probléme extérieur. Donc la procédure donnée dans ce paragraphe est valable pour

1'étude des deux types de problémes.



LES MILIEUX

- ANISOTROPES




CHAPITRE 3

LES MILIEUX ANISOTROPES

3.1 Introduction

Dans le passé, plusieurs matériaux, vu leur composition, ont €t€ simplement
considérés comme homogénes et isotropes, ce qui conduisait a plusieurs
stmplifications dans le calcul. Aujourd’hui, par contre, ces hypotheses simplificatrices
conduisent a des résultats inappropriés ou carrément fausses. La technologie moderne
exige de prendre en considération I’anisotropie des matériaux, qui est la vanation des

propriétés élastiques du matériau suivant la direction.

3.2 Equations de la théorie d’élasticité d’un milieu anisotrope.

Quand il n’existe aucun élément qui a une symétrie élastique dans le cas
général d’un milieu homogeéne anisotrope, la loi de Hooke généralisée en coordonnées

cartésiennes est:

€ = 510, +5,0,, 5,0 +5,T,, +85T,, +5T,,
£ =5,0, +5,0, +. 48T .,
i = ? o (3.2.1)

2&-:9 =YV =860 2 T 500, +.. 86T -
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O, T € + €, +OE, +CY,, +65Y o +c167ry’]

O, = Cy€p + Ot OV L,

(3.2.2)

T, = Co€ e + Coa o HCeY

Ces équations contiennent 36 coefficients s; qui sont appelés les constantes

¢lastiques.

Si un potentiel élastique existe, le nombre de constantes élastiques contenues
dans (3.2.1) et (3.2.2) se réduit a 21. Un potentiel élastique existe quand la variation du
milieu sous I’influence de la déformation se produit adiabatiquement ou & température

constante.

On considére seulement le cas ou les variations pour la déformation se
produisent & température constante, c’est-a-dire, la température de chaque €lément

reste constante, donc les constantes s; et ¢; seront les constantes ¢lastiques isothermes.

On notera par w le potentiel élastique (énergie de déformation €lastique par

unité de volume), on aura les relations suivantes:

ow ow ow
O’n='é'g— , 0».=-é'é— s e Txy:_@ (3.2.3)

En différentiant les expressions (3.2.3) par rapporta €, ,€ ,,..., on obtient:

d
99, _ 9%, 00, _ 99, (3.2.4)

de, O, og,, O€,

et ainsi de suite, on peut montrer la symétrie:

Ci2 = €12, €31 = €13, ..., Cg5 = Cx
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et en général c; = ¢; (ij = 1.2,...,6). Des relations similaires peuvent étre trouvées
pour les coefficients de déformation, tel que, s = s; (i,) = 1,2....,6).
En prenant en considérations les résultats précédents, on peut écrire les

systemes:

=5,,0, +8,0,, + 5,0, +8,T,. +5:T, +5,T, s]

E

xx

€, =8,0_ 45,0 +..+57T, ,
»ooon » » (3.2.5)

Vo = 5160x + 8§60 1 +.. 86T, s

Oa:r = Cllexx +C12£_\;v + cl3£:: +cl4'Yy: +clSY:: + C]G‘Y.\;" .']

G, =CpE,, TC6LE .. 4C0Y .
¥ . > (3.2.6)

Ty = Cie€p + Coe€ y+HCoe¥ o,

Dans le cas général l'expression du potentiel élastique est:

1 .
W= Esllou + 58,00, +5830,0,, +5,0,T, + 80T,

1 2
+ 80T + 5550, +540,0.,. + 50,7,

1
+ 8,40, T, +5,0,T,, +§s330222 + 83,0, r(3.2.7)

2
+ 5350.22‘E Xz + 5350221 xy + E 44’t yz + S451: sz xz
1

2 = 2
+ 54T, Ty T3 8T + 85T Ty + 35T

Sur la base des équations (3.2.5), on peut écrire cette expression plus

briévement par:
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1
w= -Z-(G#en +0,€ +.+T.Y,) (3.2.8)

En considérant les composantes de déformation, on obtient une expression

analogue a (3.2.7) :

1 1 2
W= €t FOELE R AGE LY, S CnE

2 2 (3.2.9)

1 2
+ € ¥+ F 5 CosY e
2

On trouve le potentiel d’énergie de déformation pour tout le volume par une

intégration sur son volume V:

W =)} wav (3.2.10)

I

On notera que le potentiel élastique est toujours positif.

Quand on étudie les problémes de déformation et de stabilité des milieux qui
ont une forme particuliere d’anisotropie (par exemple, plaques orthotropiques),
certains auteurs N.G.Chentsov et Ia. I.Sekerzhzenkovich (S.G.Lekhnitskii 1963)
utilisent les constantes techniques qui sont une combinaison entre s;; et c;;, les modules
de Young, les coefficients de Poisson et les modules de cisaillement. A.L.Rabinovich
(S5.G.Lekhnitskii 1963) a proposé un systéme de constantes techniques pour le cas
général d’anisotropie. En utilisant ce systeme les relations de Hooke genéralisées du

systéme (3.2.5) deviennent:
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[o.tx - vyxoxv - v:roz: +lez,xt v +T| a,xT xz -’-Tl.v:y.x‘r Xy ] !

m
!
1]

m

1 = E‘ [_vrygrx + 0_\;\' - v:yoz: +n y:._vT A +n :x“t 4 +n J.:"._‘L"r v ] 2

»

1
E:: = E [—vxcn - v_“:o_\a- +0:: +n}-:.:‘t 3z +TI .-.:r,:‘t xz +TI xjv.:‘t xv ] N

i ' (3.2.11)
YYZ = "‘é""‘ .‘nx.yzo-n +TI,V.}‘=0.W +T|2-)’20H +T}’-’ + l“"rx,yz'txz + uzy-.‘ft-‘?] ?

»

1 r
’Yx'.' = G _T] x,zzox +ny.zg}' +TI z,zro: + p’y:,n‘t ¥ +Tx: + ”',ry,u-r x_\-] >

xz

1
Vo = el N, 00, +M, .0, N, ,C. + U, T+ U, T, +‘tg_] .

ot Ex , Ey , E sont les modules de Young (pour tension - compression) suivant les

directions x,y,z; Gyz, Gy, Gy sont les modules de cisaillement pour les plans paralleles

aux cordonnées yOz, x0z, X0y ; Vyx, Vzy, Vi, Vxy, Viz, Vzx Sont les coefficients de

Poisson.
On appelle les constantes Mryz, Wayyz - - - » Ryzxy l€s coefficients de Chentsov.
Finalement, les coefficients Ny, x, Nzx - - - » Txyz Sont appelés les coefficients
d’influence mutuelle de premiére espéce, €t Tixyz » Mysyz » - - - » Tlxx €S coefficients

d’influences mutuelles de deuxiéme espéce.

Les équations du systeme (3.2.11) contiennent 36 constantes €lastiques et 21
seulement sont indépendantes. P.Bekhterev a groupé les formules qui lient les

constantes techniques aux coefficients de déformation comme suit:
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1 1 1
I S“=E—', S2,=E ,533=E*—,
V_\':.- V.\_‘I‘ V;\- v_\':
II Slzzﬁ'E_:—E 813:—E :-—E—,
xr n %% Z:
vI: v:r
WETE, TTE,
1 i ]
OLs, =5, 8&s=G » Sa =g
vz = X
IV.s, = ‘é""-“ - ‘;”" ,
xz Xy
¢ — uxy.y: — uJ’Z.l’.“
R CR € L
I‘l‘:r.r_v u_vz.:x
=G TG
_lex_nx.y: _n._x\ _T]}:x
Ves=F =G, 7E, G,
_T]xy.z _lexv .
38 Ezz - ny ]
TI yz.y T] Y. TI 2 T] 2.2
L N P L - B 13 3.2.12
VL.s,, E -G, % E "G, ( )
5 _nxy: _nx,xy s _le:,. _nzy
IG_E“—GW’ 34 . _Gyz,
s _T]ztx __nx,zx s _nxy._\ _lezy
T E. G, E, G,

3.3 Symétrie élastique
Si la composition interne d’un matériau posscde une symétrie quelcongue,
alors une symétrie de ces propriétés élastiques peut étre observée. Cela provient quand

les propriétés élastiques sont identiques par rapport aux directions de symeétrie

développées dans le corps.
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3.4 L’orthotropie et Pisotropie transverse

Les deux cas simples de l’anisotropie sont connus par 1’orthotropie et
I’isotropie transverse. Plusieurs types de bois, matériaux composites et roches peuvent
étre considérés comme des maténaux homogénes orthotropiques ou isotropiques

transverses.

Pour expliquer la différence entre 1’orthotropie et l'isotropie transverse,
considérons un prisme d’axe de base (x,y,z). L’orthotropie se manifeste quand on
considére trois plans orthogonaux de symétrie élastique qui passent en chaque point de

ce prisme comme indiqué sur la figure (3.1).
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Figure 3.1 Matériau orthotropique

Cette représentation d’un milieu orthotropique est fictive. C’est une maniére
simple de représenter un matériau qui a des constantes élastiques dans différentes
directions. Il apparait de la figure qu’un milieu orthotropique répondra différemment a
une contrainte normale et tangentielle appliquée aux faces du prisme qui ont les
normales x,y et z. Par exemple, la déformation €, associée avec la contrainte G, sera
différente de la déformation &, associée avec la contrainte Oy Similairement, la
déformation tangentielle €,, due & la contrainte tangentielle oy, sera différente de la

déformation tangentielle €., due & la contrainte tangentielle Oyy. .
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Un matériau orthotrope posséde 9 constantes élastiques indépendantes, trois de
ces constantes relient les déformations normales €, &,, €t € respectivement aux

contraintes normales Oy, Oyy €t O et sont appelées les modules de Young. Trois autres
constantes sont appelées coefficients de Poisson, ils relient entre une déformation
normale dans une direction et une déformation normale, dans une direction différente.
Les autres constantes sont appelées les modules de cisaillements, ils relient entre les

déformations tangentielles et les contraintes tangentielles qui les produisent.

Un matériau isotrope transverse peut étre représenté sur la figure (3.2), il est
parfois appelé isotrope dans le plan (sur la figure c’est le plan x,y) parce que les
constantes élastiques sont indépendantes dans le plan considéré. Le cas de I'isotropie
est considéré comme le cas limite de I’orthotropie ou I'isotropie transverse, c’est le cas

ol les trois plans sont identiques.
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Figure 3.2 Matériau isotrope transverse

3.5 Relations contraintes-déformations

Le cas de l'isotropie transverse est considéré comme un cas spécial de

I’orthotropie. Nous allons seulement donner les relations génerales de I’orthdtropie.



Chapitre 3 / Les milieux anisotropes 49

Les relations contraintes-déformations pour un matériau €lastique orthotrope

peuvent €tre €crites comme suit:

Ly Ve Ve
€ = EF 0=~ E. Cn~F O
vV, 1 v,
8”’=_E o“+§:0)" —?0,
e o Ye Ve L
P » T Y.
1]5* E,7 0k (3.5.1)
£, ZEOF
21
eﬂ—szzO’xz
L
SW—ZG,‘},O"’

ou E, Ey et E, sont les modules de Young par rapport aux directions x,y et z ;

Vyy , . . . ,Vx sont les coefficients de Poisson ; Gy , Gy, , Gz sont les modules de

cisaillement.

Dans le cas général les constantes v et v; ne sont pas égales, les relations
(3.5.1), par contre, sont symétriques (vi/E=Vi/E; (i #j )) et donc seulement trois

coefficients de poisson dans ces équations sont indépendants.

Dans la littérature (3.5.1) est écrit sous la forme:
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€. =80, +t5,0,, +5,0,

€,, =50, +5,,0,, +5,0.;
8:: = S3 lom‘ + SSIO.W +S}30::

1

E_v: = 55446)': (352)
1

€. = ESSSOI:
i

Sxy = 536600

3.6 Contrainte plane et déformation plane

Les relations contraintes-déformations pour un matériau orthotrope dans 1I’état
de contrainte plane par rapport au plan (x,y) sont obtenues en posant. 6,=0,=0,=0

dans (3.5.2), on aura donc :

€ =8,,0,, +5,0,
€, =5,0, +5,0, (3.6.1)

€y =550,

avec le résultat auxiliaire £,,=€,,=0 et £,=5130x*+5230yy .

Ces équations peuvent étre inversées et donneront:

L —S]EEW) (8,8, — 5122)
G, = (—5)2€ +Sl]eyy) /(81152 _5122) (3.6.2)

o, =2€_ /5

Les relations contraintes-déformations dans I’état de contrainte plane

contiennent seulement 4 constantes €lastiques.

L’état de déformation plane est défini par les conditions €,=€,,~¢,,=0.
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On trouve de (3.5.2) dans ce cas :

.—..0_:0

xz Vo

(4]
0. = (5,0, +5230_‘:\-) /83,

et
2
E.‘:‘.‘ = (S'I] Sl? /SN )03'.\' +(SIZ _SIRSZ,‘ /S‘l )0\'\
2
E.= (512 — 81355 /Saa)oxx (S = 85" /853 )0_‘_1.
1
€n = Esﬁﬁcw
La forme inverse de ces €équations est:
on = CIIExx + Clzsyy
O, =CpEq +CuE,
O, =2¢4E,,
ou

=(S,, =5, / /s’

¢ = (8, —8y" /53) /8,
2
Cx ==(8); = Si35n / $33)/ 8,
2 2
Cp = (8 = 83" /833) /'8,
Cos = 1/ 8¢5
avec

s 2 2 2
So- =815y — 8yy" T(28),5,380 — 550" — 508157 ) /855

51

(3.6.3)

(3.6.4)

(3.6.5)

(3.6.6)

(3.6.7)
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Comme dans 1’état de contrainte plane, les relations contraintes-déformations
pour le plan x,y peuvent étre exprimées en fonction de 4 constantes élastiques
seulement ¢y, ¢j3, C», Ce. Pour calculer ces constantes pour un probleme en
déformation plane, la connaissance des neufs constantes élastiques indépendantes du

matériau est nécessaire.

Les résultats précédents montrent qu’il y a une équivalence formelle entre les
conditions en contrainte plane et en déformation plane pour un maténau orthotrope. Si,
par exemple, on pose s13=s3=0 dans (3.6.4), alors ces équations sont formellement
équivalentes & (3.6.1). En conséquence, il n’est pas nécessaire de considérer
séparément les problemes d’élasticité pour les cas de contramntes planes et de
déformations planes, mais on passera d’un cas a un autre par de simples modifications
des constantes élastiques. Il apparait, en effet, qu'on peut représenter les résultats des
deux cas par (3.6.5). Les constantes cjj, ¢j» €t ¢ pour un probleme de contrainte
plane sont calculées a partir des définitions (3.6.6) et (3.6.7) en posant s13=513=0. C’est

ce que nous adopterons pour notre étude.

Le cas de I'isotropie transverse est inclus dans ces équations comme un cas

particulier.
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CHAPITRE 4

APPLICATION DE LA METHODE DES CONTRAINTES
FICTIVES AUX MILIEUX ANISOTROPES

4.1 Introduction

Dans le chapitre 2 nous avons présenté la méthode des contraintes fictives
dans sa forme la plus simple. Dans ce chapitre, nous présentons cette méthode pour
résoudre des problémes qui traitent des problémes dans le cas de la théorie des

milieux élastiques anisotropes.

4.2 Probléme de Kelvin en déformation plane

La solution du probléme d'une ligne de force concentrée appliquée a un solide
élastique orthotrope est donnée par Green (1943)(S.L Crouch 1983), et par Rizzo et
Shippy (1970b). Les résultats peuvent €tre mis sous la forme :

+4.,4, l:'Y] 2 1z Y2 2 2 uz:’
= F|—In + ——=In(x* +
I oa(q, ) g, T TN g )

-1
21 (9, — q,)

F;,[arctany1 / x —arctany, /x]

(4.2.1)
y = —4,4.
Y 2n Ces (‘L "qz)

-1 q, 2 q- 2 }
F|:—1nx2+ v o2 4y,
21 c6s(q, —q,) LY, SEREC Y. 452

F, [arctany1 / x — arctany, /x]
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et
. = +4,4, [(1+Q1) X _(l'*'qg) X —I
= (g, -9.) "L 19 x2+y12 Y29 x2+y22J
+1 F[(Hq,) o U+g) }
2“(91_‘]2) ! 'le x:+y12 722 x2+y2:
G = —4,9, Y,(1+4q,) X _72(I+Q2) X -'
¥ 2m(g,-9,) L 4 352"')/12 q, x2+y22J
-1 y] yz :|
—F | (1+ -(1+ 422
Pt ) | 422)
G = +4.4, (1+q,) _(1+Q2) Y2 ]
» 2rn(g,-9.) "L 4 x* +y;2 q, x° +y22
- F[(qu) x (49  x ]
2n(q1_q2) g Y x:+y1: Y. x2+y22

ou Fyet Fy sont les deux composantes de Ia force F, (voir figure 2.2), et y), y2 les deux

coordonnées définies par:

y=yly, et y,=yly,

(4.2.3)

Les paramétres v,, ¥,, ¢, et g, dans les équations précédentes sont le résultat

de certaines combinaisons des constantes élastiques du matériau. En particulier

v.>, v, sont les deux racines de I'équation caractéristique suivante:

Cnsz Y f+ [CIZ (C,+ 2C55) - Cnczz ]IY P4 szcss =0

(4.2.4)

Les constantes g, et g, sont reliées 4 y,” et y,” par les définitions suivantes

q, = (Cn'le _Css)/(cn +C66)
q, = (Cu"fzz "Css)/(clz +C66)

(4.2.5)
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1l apparait de ces résultats que les constantes y,° ety,” sont toutes les deux
soit des réelles positives, soit des complexes conjuguées avec des parties réelles
positives. Les équations (4.2.1) et (4.2.2) sont écrites avec I'hypothése que les deux
constantes y,” et?y,’ sont toutes les deux réelles et positives.

Des équations similatres peuvent'étre écrites dans le cas o1l les deux constantes
sont des nombres complexes comjugués (Green 1943)(Crouch 1983), mais cette
situation & une signification physique particuliére et tres limitée. On ne va pas la

considérer dans notre étude. Le cas particulier de l'isotropie apparait quand on a

v, =Y.=1

4.3 Méthode des contraintes fictives

Pour développer la méthode des contraintes fictives pour un solide élastique
anisotrope, on va chercher la solution du probléme illustré sur la figure (4.1). La
solution est obtenue en intégrant le résultat donné ci-dessus pour 1'état de déformation
plane (ou contrainte plane) du probleme de Kelvin. La géométrie utilisée pour cette

intégration est montrée sur la méme figure.

Figure 4.1 Contraintes constantes sur le segment |7| < a,7 = 0.

Les deux repéres mentionnés sur la figure sont reliés entre eux par les relations

suivantes; .
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x=XcosP —ysin
y=fsin§+;cos[§ (4.3.1)
et le segment de droite en question est défini par les conditions |¥|<a , 7=0.
Les contraintes appliquées sur ce segment peuvent étre données dans l'un des deux
reperes indiqués sur la figure. Initialement on va les donner dans le repére global. On
notera qu'on peut les spécifier par rapport au repére local en utilisant les

transformations suivantes:

P, =P,cosP ~P sinf

P =P.sinfB + P, cosP (4.3.2)

Les systémes (4.2.1) et (4.2.2) indiquent que les déplacements et les
contraintes pour l'état de contrainte plane du probléme de Kelvin dépendent des
fonctions In(x* +y.*)"?, arctan(y, /x),x/(x*+y?*) et y, /(x*+y?) oni= 12

En utilisant (4.3.1), on exprime ces fonctions par rapport au repére local par:

In(x’ +y")"”? =In(4,%* + Bxy+C.7°)"”

¥, 1 xsinf +ycosP
arctan — = arctan —— —
x Y, XcosP —¥sinf

(4.3.3)
x  XcosB -ysinf
x*+y?  AX*+B¥+CY’

4y, 4%

y, 1 ¥sinP +ycosB

ou

A =y cos’ B +sin* B )/7,’
B =(1-y,)sin2pB /v, (4.3.4)
C, ={y,>sin> B +cos* B )/v,

pour i= 1.2
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Les déplacements et les contraintes dus aux contraintes constantes Py et Py
appliquées sur le segment de droite {X| <a, =0 peuvent étre maintenant calculés de la
méme maniére utilisée dans le paragraphe 2.3. Clest, en résumé, la somme des effets
des "forces" Fy = Py d§ et Fy = P, dE sur une série d'éléments infinitésimaux du

segment |X| <a,7=0. Sans mentionner les étapes intermédiaires les déplacements sont:

g, [ Yo, o -
T () qul(r”) ](x”)}

_1
ST — PL(E.5v) - L(Z.5.7,)]

(4.3.5)

—4,49, = = - —
= Pl NO)-L(X,Y,
uy zn Cﬁﬁ(ql—qz) _1:[ Z(x’y ’Yl) Z(x yYZ)]

-1 [ qs ;o -
P -LI (xs H )__2'1 (x’ys‘Y ):!
2 el -a) Ly, T Ty, i

Et les contraintes sont:

+4,4. (1+q1) - _( ‘I) X jl
)Px{ (’ ’ 1) syleZ)

o, =
2n (g, — ¢, Y4, Y29 _|

+1 (1+ql) _ (1+q,) qz) - -

P 2z ) y x: £
2n(q,—-q.) L v)° L ' y%)J

—4,49 [71(1""]1) - — v.(+q,) ]
- P, 1.(%.7, EREALRE 1Y S0 S 436
¥ 2rn(q,-q,) 1 ’ ) q, ’ J"Yz)J ( )

2n(q, —4,) P+ (%.7,7,) -1+, *,7.7,)]

+qq, |Q+q) __ _ (+q) . __
o, = Px I (x’y’y )_ I (xsy’v )
i 2“‘(‘11—42) L ql ) E 2 ¢ ?
-1 (49, oo A48, oo )]
3 ’ > 42

-

P L(X,7.v,)—
2n(q1*qz) y- Y1 : i Y2
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Les fonctions 1,(¥,7,y,) jusqu'a I,(X,¥,y,) dans ces équations sont définies
par;

By _ B;?
L&y =27 [6 (1) =6,(v,)]- {x a+ngnr,(v,-)+(x+a+g]1nrz(v.)

B By
I,(%, 9.y, )_[x a+ &) - [x'*‘a"'g}z(y ) - ln[rl('\’f)/rz(?f)] (43.7)

l

cos P

ln[r PUXBIE ~—-——[e w)-8,(, )]
osB
A

Ia(f:ya?;‘)“_‘

l

14<f,r»,v,->=—Y y D v 1))+ &

i H

[6,v)-8.(v)]
ol nous avons utilisé les notations :
5 b2
ny)=[4(E-a) +B(E-a)y+C5°]
_ ” . 7112
n(,)=[4(F+a) +B(T+a)7+CF’]

0. (y.)= arctan —2 i) (4.3.8)

1
(F-a)+BY/ 4,

y/(v )
(f+a)+EBi)7/A,.

8,(y,) = arctan

ou A;, B;, C; sont données par (4.3.4).

Finalement, on notera que les équations (4.3.5) et (4.3.6) peuvent étre écrites
en fonction des contraintes appliquées P, et FP;, paralléles et perpendiculaires au
segment, en utilisant (4.3.2). Dans cette forme, les équations sont comparables a
(2.5.8) et (2.5.9) et donc peuvent étre utilisées pour calculer les coefficients
d'influences de la méthode des contraintes fictives pour un solide <¢lastique

orthotropique. On utilise la méme procédure que dans la section 2.6.

4.4 L'organigramme du programme réalisé :
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Lecture des données I

du probléme

|
Discrétisation
Definition des localisations,
longueurs et conditions limrtes des
éléments du contour

Ajustement des valeurs

des contraintes au contour

en tenant compte des
contraintes initiales

'

Calcul des coéfficients d'influences

et mise en systeme des équations algébrique

l

Solution du systéme des
équations algébriques

Calcul des déplacements et des contraintes
au contour

Calcul des déplacements et des
contraintes aux points spécifiques du domaine

Fin
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CHAPITRE 5

RESULTATS ET INTERPRETATIONS

Remarque: Les exemples traités dans ce chapitre se limitent a 1'état de
contrainte plane. Le micro-ordinateur utilisé dans la partie numérique est un 80386
DX33 muni d'un coprocesseur mathématique. Le compilateur fortran utilisé est

LAHEY (version 1990). Le temps d'exécution des exemples varie entre 3 secondes et 5

minutes.
Exemple 1: Plaque percée soumise a une traction a I'infini.

Cet exemple traite le probléme d'une plaque orthotrope infinie percée d'un trou
circulaire au centre de rayon R, et soumise a une fraction rsimple P (pression
hydrostatique) a l'infin: (figure 5.1).

Les caractéristiques physiques de la plaque sont:

-E1=6.45X10> KPa
-E»=1.70X10" KPa
-v15=0.021
-G1,=8.70X10% Kpa.

Ces constantes sont données par Green et Taylor.1945 (S.L.Crouch 1983) pour
une planche a sapin.

Le rayon du trou est pris comme étant l'unité.

La valeur du chargement est P=100 Kpa. *

La plaque est chargée perpendiculairement & I'axe des fibres (axe majeur

d’anisotropie) qui est I'axe y dans cet exemple.
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Figure 5.1 Plaque percée chargée a l'infini.

La solution analytique de ce probléme pour la contrainte tangentielle

(S.G.Lekhnitskii 1963) est donnée par la relation:
_pke : -
C, —PE [u,uzcos 0 + (1+n)sin 9] (5.1.1)
1
oll W, et li; sont les solutions imaginaires pures de 1'équation quadratique suivante:

R ATE
E, +(Gn “F, J"‘ *E " 12

Pour le cas de plaques orthotropes les nombres pjus, 2y et n=-i(p+p) sont

toujours réels. Iis sont reliés aux constantes élastiques par les relations suivantes:

__|E
T
E
l-l'lz + u—f =2V, -= f (5.1.3)

3
GIZ

. E, E,
=i+ ) = G 2V H 2 E

12
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51 R est le rayon du cercle et 0 'angle polaire mesuré a partir de 1'axe x alors le

module de Young E, selon I’axe X, sera calculé a partir de I'équation:

cos'@
E

(5.1.4)

1
EB El

E

12 1 2

sin* @ 1 2v, ).,
. +[G - 'ZJsm‘Bcosze-k

E, est positif pour toutes les valeurs de 6.

La distribution de la contrainte tangentielle est symétrique par rapport a l'axe
de symétrie x et elle s'annule pour les valeurs suivantes 0=1730", 6=16230,,
8=197"30" et 6=342"30". Pour 6=0 la valeur de la contrainte tangentielle est maximale
en valeur absolue et vaut og= -5.14X10% Kpa. Dans le ca isotrope nous avons
O, ... / P = 3. Dans notre exemple nous trouvons g, ., / p=5.14. Par conséquent nous
pouvons conclure que le degré d’anisotropie joue un rdle important dans I’évolution de
O, ... C’est un parametre dont il faut tenir compte si nous nous intéressons au facteur
de concentration de contrainte.

Pour résoudre ce probléme numériquement on a utilisé le fichier de données
suivant:

-une double symétrie.

-nombre d'arc de cercle égal a 1 et son angle d'ouverture égale & 180",
-nombre d'éléments  la frontiére N=50.

-type du probléme extérieur.

L'avantage de la double symétrie est de réduire d'un quart le nombre
d'équations algébriques a résoudre (réduire le temps d'exécution du programme).

Le résultat donné par le code de calcul que nous avons construit est illustré sur la

figure (5.2).
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o, /
a.oo-'”p

2.00 =

0.00 +—r——ppr—r—-—"1p"—"7r" V1" """
¢ % 45 80 75 05 120 135 150 %5 180

90
angle (degrée)
-1.00

200 - {0 résultat numérique

solution analytique

.00 -

S00 -

£.00 ~

Figure 5.2 Contrainte tangentielle sur le contour d'un trou circulaire dans

une plaque chargée a l'infim.

On voit de la figure (5.2) qu'il y a une trés bonne convergence de la solution

numérique vers la solution analytique. La variation de la contrainte tangentielle sur le

contour est périodique et de période =.

Exemple 2: Influence des paramétres physiques.

Dans cet exemple nous allons illustrer I'influence du changement des
parameétres physiques sur la variation de la contrainte tangentielle sur le contour. Pour
cela, nous prenons la méme plaque étudiée dans l'exemple précédent avec les
paramétres physiques correspondants suivants:

- E;=0.6X10° KPa
- E;~1.2X10° KPa
-v1,=0.036
-G1=0.07X10° Kpa.
La valeur du chargement est P=100 Kpa.
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Ces constantes élastiques sont données par S.G.Lekhnitskii 1963 (Handbook
of airplane construction, vol.Ill, "The stability of airplane," Ts.AGI,1939.) pour une

planche de contre-plaqué.

Le résultat obtenu a partir du programme numeérique élaboré est illustré sur la

figure (5.3).

Oge / P

800 =

O résultat numérique

400 —

solution analytique

200 —

0.00

s
") &
7 W
o2 S
3 —r—TTrTr7T T T T T T T ™
¢ 45 80 75 90 105 120 138 150 1 180
angle {degrée)

Figure 5.3 Contrainte tangentielle sur le contour d'un trou circulaire dans

200 -

une plaque chargée a l'infini.

La méme conclusion peut étre faite en ce qui concerne la convergence de la
solution numérique vers la solution analytique. Avec le changement des paramétres
physiques, on remarque que la contrainte tangentielle maximale est une contrainte de

traction alors qu'elle était une contrainte de compression dans l'exemple précédent. On

peut noter aussi que G, . /p=4 est a 6=90" alors que dans 1’exemple précédent
Oy e | P=5.14 était 2 6=0". La facette ou la contrainte tangentielle s'annule s'est
déplacée. Par exemple, pour le premier quart de cercle de I'exemple 1, la section ot la
contrainte tangentielle s'annule se situe a 8=17"30" alors que pour cet exemple elle se

situe 4 8=22"30". La variation de la contrainte tangentielle est périodique et.de période

m.
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Exemple 3: Influence de ’ortentation de l'axe des fibres.

67

Dans cet exemple, nous allons illustrer I'mfluence du changement de 'axe des

fibres sur la variation de la contrainte tangentielie sur le contour. Nous allons prendre

comme axe de fibres I’axe x. Les paramétres physiques changeront alors et seront:

- E=1.2%10° Kpa
- E2=0.6X10" Kpa
- v12=0.071
- G12=0.07X10° Kpa
La valeur du chargement est P=100 Kpa.

Le résultat obtenu a partir du programme numérique €laboré est illustré sur la

figure (5.4).
800 90y / p
4.00
— résultat analytiqua

2.00 -

0.00 T - T T T T —

€ a0 a5 0 7 80 105 120 135
angle (degrée)
-2.00 -

Figure 5.4 Contrainte tangentielle sur le contour d'un trou circulaire dans

une plague chargée a l'infini.

La méme conclusion peut étre faite en ce qui concerne la convergence de la

solution numérique vers la solution analytique. De la figure (5.4) on peut faire les
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remarques suivantes: la contrainte tangentielle maximale a augmenté pour atteindre

G, ... / p=5.5 mais elle est toujours obtenue pour 6=90". La section o la contrainte
sannule s'est déplacée et se situe maintenant 4 6=27". La variation de la contrainte

tangentielle est périodique et de période .

Conclusion: Des trois exemples étudiés pour une plaque infinie percée et soumise a
une traction simple a l'infini, on peut dire que le changement des paramétres physiques
influe considérablement sur l'allure de la courbe, sur le signe et la valeur de la
contrainte tangentielle maximale. Le changement de I’orientation de l'axe des fibres
n'influe pas sur l'allure de la courbe mais sur la grandeur de la contrainte tangentielle
maximale. Sur les trois exemples étudiés nous remarquons que le point ou la contrainte

s'annule dépend du probléme spécifié.
Exemple 4: Etude d’un chargement quelconque.

Nous avons vu dans les exemples précédents l'influence des parametres
physiques et de I'axe de grain sur la contrainte tangentielle qui agit sur le contour.

Dans cet exemple nous allons voir l'influence de l'orientation des axes principaux sur
la contrainte et cela en prenant un chargement incliné d'un angle ¢ par rapport a un axe

principal comme le montre la figure (5.5).

///
P

Figure 5.5 Plaque soumise a un chargement incling a
l'infini.
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Les paramétres physiques sont:
- E=1.2X10° Kpa
- E;=0.6X10° Kpa
- v12=0.071
- G12=0.07X10° Kpa
La valeur du chargement est P=100 Kpa.
La distribution des contraintes n’est pas symétrique dans une plaque
orthotrope par rapport a la direction du chargement, par contre, elle est symétrique par
rapport au centre de la cavité. La solution analytique pour le cas d'une plaque isotrope

est donnée par (S.G.Lekhnitskii 1963);
G, = P[l— 2cos2(0 — ¢ )] (5.4.1)

500 5

Ow /P

O mosultat numérique
400 =

3.00

2.00 -

1.00 -

0.00

Figure 5.6 Contrainte tangentielle sur le contour d'un trou circulatre dans
une plaque chargée a I'infini & 45 par rapport a Iaxe x.

La solution numérique est obtenue en prenant @=45", un chargem'ent P=100

Kpa, nombre d'éléments sur la frontiére N=100 (pas de symetrie).
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La figure (5.6) montre la variation de la contrainte tangentielle le long du
contour; la valeur maximale du rapport cy/P est 4.55 alors que pour une plaque
isotrope elle est 3.

Les points ol O s'annule sont situés a: 6=13°, 82", 193" et 262",
Exemple 5: Plaque percée soumise a un chargement tangentiel a l'infini.

Nous allons prendre dans cet exemple la méme plaque que dans l'exemple
précédent en gardant les mémes caractéristiques physiques, mais avec un chargement a
I'infim tangentiel égal & Po=s.(figure 5.7). Les parameétres physiques sont:

-E;=1.2X10° Kpa
- E;=0.6X10° Kpa
- v12=0.071
- G12=0.07X10° Kpa
La valeur du chargement est s=100 Kpa.

Figure 5.7 plaque infinie chargée
tangenticllement a 1'infini

La solution analytique de ce probléme (S.G.Lekhnitskii 1963) est:

E
0, = —S=—=n(l+n— pu,1,)sin20 * (55.1)
2E,
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Dans le cas ou la plaque est isotrope la contrainte tangentielle est:

o, = —4s sin20 (5.5.2)

La distribution de la contrainte tangentielle n'est pas symétrique par rapport
aux axes principaux, par contre, la contrainte tangentielle atteigne sa valeur absolue
maximale en quatre points du contour situés symétriquement par rapport a ces axes.
Elle s'annule aux points d'intersection du contour avec les axes principaux.

Le résultat obtenu a partir du programme numérique élaboré est illustré sur la
figure (5.8). Le probleme étudié dans cet exemple ne requiert aucune symétrie. Pour le
résoudre numériquement on a divisé l'arc de cercle d'angle d'ouverture 360° -le

contour- en 100 éléments.

400 0y, /s

3.00

2.00

1.00

0.00

— solution analytique
(O résultat numérigue

= = = gas isotrope

-3.00

-4.00

Figure 5.8 Contrainte tangentielle sur le contour d'un trou circulaire dans
une plaque chargée tangentiellement a I'infini.
La solution numérique est clairement une bonne approximation de 'expression

(5.5.1) sur tous les éléments du contour. La valeur maximale du rapport cgls'vaut 3.95,

elle est approximativement égale a la valeur du méme rapport pour le cas d'une plaque
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isotrope qui est égaie a 4. La variation de la contrainte tangentielle sur le contour est
périodique, de période ® et s'alterne sur ‘chaque quart de cercle une fois de

compression et une fois de traction.

Exemple 6: Plaque infinie percée au centre et chargée radialement sur le contour.

On va reprendre la méme plaque étudiée dans P'exemple 3 et on changera
seulement le chargement qui sera maintenant radial et‘ uniforme sur le .contdur comme
le montre la figure (5.9). Les parametres physiques sont: |

- E;=1.2X10° Kpa
- Ex=0.6X10° Kpa
- v12=0.071
- G1p=0.07X10’ Kpa.
La valeur du chargement est P=100 Kpa.

Figure 5.9 Plaque percée chargée radialement et uniformément.

La solution analytique (S.G.Lekhnitskii 1963) est donnée par la relation

suivante:
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o, E . .
_13- =?°[Lh i, +n(sm2 0 -1, U, cos’O )+(1+ TN )(1+ Thy )sm2 0 cos’ B] (5.6.1)
1
ou W, Ko, n et Eg sont donnés par les relations (5.1.3) et (5.1.4). La vanation de la
contrainte tangentielle est symétrique par rapport aux axes de symétrie x et y. La

£,

contrainte tangentielle maximale est obtenue pour 6=90" égal a P(n “\E ]
2

Le résultat obtenu montre que la distribution de la contrainte tangentielle sur le

contour n'est pas uniforme pour une plaque orthotrope, alors qu'elle l'est pour une

plaque isotrope et est constante 0g=P.
La limite de la cavité se déforme apres application de la charge et se

transforme en une €lipse de semi-axes principaux a' et b' égaux a:

d=d1-P 1 _n+V12
1/ElE2 E,
?

l-n v
b'=H1-P ——==
A2

Le résultat obtenu a partir du programme numérique élaboré est illustré sur la

figure (5.10).

(5.6.2)
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400 = Cgy /p
® (O solution numérique

solution analytique

— — = casisotrope

3.00 =

200 =

1.00 -

0.00 4—~—r1r—7—+ r—l—r—————

T
a 15 30 45 60 75 80 105 120 135 150 165 180
angle (degrée)

Figure 5,10 Contrainte tangentielle sur le contour d'un trou circulaire dans

une plaque chargée radialement.

La figure 5.10 montre la distribution de la contrainte tangentielle le long du
contour de la cavité dans une plaque infinie (I'axe de grain est parallele a I'axe des x).
La valeur maximale du rapport o¢/P est égale a 3.04 et est obtenue pour 6=90" et
=270,

On voit aussi qu'il y a une trés bonne convergence de la solution numérique
vers la solution analytique. La variation de la contrainte tangentielle sur le contour est
périodique et de période m. Dans cet exemple, on remarque quiil n'existe pas une
section ou la contrainte tangentielle s'annule et que celle-ci est toujours de traction.
Enfin on notera que la valeur minimale du rapport oy/P est de l'ordre de 1/10. Le
changement des parameétres physiques et de l'axe d'orientation des fibres conduiront

aux mémes conclusions que dans les exemples précédents.
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Exemple 7: Plaque infinie percée et chargée tangentiellement sur le contour.9
On va reprendre la méme plaque étudi¢e dans l'exemple 3 et on changera
seulement le chargement qui sera maintenant tangentiel au contour comme le montre
la figure (5.11).
Les paramétres physiques sont:
- E;=1.2X10° Kpa
- E;=0.6X10° Kpa
- v13=0.071
- G12=0.07X10° Kpa.
La valeur du chargement est Pe=t =100 Kpa.

Figure 5.11 Plaque percée chargée tangentieliement sur

le contour.

La solution analytique du probléme (S.G.Lekhnitskii 1963) est donnée par la

relation suivante:

O, = t%sinze [p.f [TRgES 1+n(1+ 1L, 1L, )+(1+ Thy )(1+ Thy )cosZB ] (5.7.1)
1

ou t est la contrainte tangentielle. .

Pour une plaque isotrope og=0. La courbe de la variation de la contrainte

tangentielle sur le contour est illustrée sur la figure (5.12). Elle montre que ©, change
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de signe plusieurs fois sur la période qui est &. La valeur maximale de la contrainte sur
le contour dépasse le chargement appliqué et est égale a 1.5t.

Pour résoudre le probléme numériquement on prend en considération tout le
contour parce qu'il n'y a pas de symétrie. On a divisé le contour en N=100 éléments.

Le résultat obtenu a partir du programme élaboré est 1illustré sur la figure 5.12.

Goa /1

200 4

1.00 — A A

0.00 — T T — T T T T T
5 30 b5 60 75 185 150 165 180

angleYdagrée)

-1.00 —
O resultat numérigue

—— solution analytigue

-2.00 -~

Figure 5.12 Contrainte tangentielle sur le contour d'un trou circulaire dans

une plaque chargée tangentiellement.

La figure (5.12) montre que la solution numérique du probléme converge vers

la solution analytique. Les sections ou la contrainte tangentielle s'annule sont situces
en des points symétriques par rapport au centre du trou, 8=0, 47, 90", 133", 180°, 227,
270°, 313", 360",
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Exemple 8: L'influence du rapport ry/r, d'un anneau circulaire encastré et chargé

tangentiellement sur le rayon inténeur.

Soit l'anneau circulaire illustré sur la figure (5.13). Les conditions aux himites
sur cet anneau sont (F.J.Rizzo et D.J.Shippy 17 octobre 1969):
- un encastrement 1Impos€ sur le rayon extérieur us=u,=0
- un chargement tangentiel sur le rayon intérieur P.=100 Kpa, P,=0
- Chaque contour est divisé en 100 éléments égaux.
Les paramétres physiques sont:
-E;=1.2X10" Kpa
- E;=0.6X10° Kpa
- v12=0.071
- G12=0.07x10° Kpa
La valeur du chargement est P,=t =100 Kpa.

-

Figure (5.13) probleme mixte pour un annean circulaire

Avec cet exemple nous allons illustrer l'influence du rapport ri/r. (rayon
intérieur/rayon extérieur) sur la contrainte tangentielle op qui agit sug la limite
intérieure. Pour cela on va prendre comme exemple trois valeurs du rapport indiqué en

maintenant le rayon intérieur constant. Ces valeurs sont:
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- /1. =1/1.25
-1/, =1/2
- 1;/1. =1/1000.

Le dernier rapport r/r. =1/1000 approche le probléme d'une plaque infini
percée soumise & un chargement tangentielle sur le contour. La solution analytique de
ce probléme est donnée dans I'exemple 7.

La distribution de Ia contrainte tangentielle sur le contour intérieur de I'anneau
obtenue numériquement pour chaque valeur du rapport r/r. est illustrée sur la figure
(5.14). On observe qu'elle (la distnbution de la contrainte) approche le cas limite
(r/r=1/1000).

gy /1

3.00

2.00

1.00

0.00

-1.00

O plague Infini
-2.00 —— Ri/Re=1/1000
= Ri/Re=1/1.25
e RifRem1/2

-3.00 -

Figure 5.14 distribution de la contrainte tangentielle sur le contour

intérieur d'un anneau circulaire.

Le résultat du cas limite converge vers la solution analytique du probiéme
d'une plaque infinie percée et chargée tangentiellement sur le contour. On remarque

que la contrainte tangentielle varie proportionnellement avec le rapport ry/r. ( quand le
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rapport diminue la contrainte diminue). Les points d'intersection du contour avec les
axes X,y (Oo, 900, 1800, 2700) sont les points communs ou la contrainte s'annule. IL

existe d'autre points ot la contrainte s'annule mais ils varient d'un rapport a un autre.

Exemple 9: Influence du rapport /b d'une plaque finie percée.

Soit une plaque fimie de largeur b percée d'un trou circulaire de rayon r et
soumise a une traction selon I'axe x a l'extrémité. Voir figure (5.15). Les parametres
physiques sont:

- E;=1.2X10° Kpa
- E;=0.6X10° Kpa
- v12=0.071
- G12=0.07X10° Kpa
La valeur du chargement est P=100 Kpa.

bi2

T

Figure 5.15 Plaque finie percée.

Pour résoudre ce probléme numériquement on a introduit le fichier de donnée:

- Une double symétrie.

- Deux segments de droite définissant le contour extérieur de la plaque.

- Nombre d'éléments dans un segment Ng=5.

- Un arc de cercle d'angle d'ouverture 90 définissant le contour intérieur de la
plaque. .

- Nombre d'éléments de 1'arc de cercle N.=25.

- Les rapports r/b sont:  /b=1/5, 1/b=1/10, r/b=1/1000.
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Les résultats obtenus sont illustrés sur la figure (5.16).

— =15
— a1/
Q plaque infinig

b= 1/1000

lllillllrllll]lll!l]r

30 45 60 75 80 105 120 135
angle (degrée)

De la figure (5.16) on observe qu'il existe deux zones de contrainte pour un
quart de cercle. La premicre est une zone de compression ou la contrainte varie
proportionnellement avec le rapport r/b ( /b diminue = la contrainte diminue). La
deuxiéme est une zone de traction ou la contrainte varie inversement proportionnelle
avec le rapport jusqu'a un point spécifique 6=34.2", et proportionnellement dans le
reste de la zone. Il n'existe pas de points communs ou la contrainte s'annule. Enfin, on
voit bien que Le résultat du cas limite converge vers la solution analytique du

probleme d'une plaque infinie percée au centre et soumise a une traction selon I’axe x

a l'infini.

Figure 5.16 distribution de la contrainte tangentielle sur le contour

mtérieur d'une plaque infinie.

80
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Exemple 10: Essai Brésilien

Cet exemple traite 1’essai Brésilien qui consiste a soumettre un disque plein de
rayon r a une compression radiale sur un arc de cercle d’angle d’ouverture o comme le

montre la figure (5.17).

Figure 5.17 Essai Brésilien.

Pour illustrer la variation des contraintes Oy et Gy, agissantes sur ’axe y nous
allons prendre deux matériaux différents. Le premier isotrope de caracténstiques
physiques suivantes {S.L.Crouch, A.M.Samerfield 1981):

- E=0.7x10° Mpa
-v=0.2
- G=0.29x10° Mpa.
Le deuxiéme orthotrope de caractéristiques physiques suivantes:
- E;=21x10° Kpa
- E>=1.7x10° Kpa
- G1=1.4x10° Kpa
-vp=0.21
Ces derniers paramétres sont celles de graphite epoxy (M.D.Snyder, , T.A.Cruse

1974).
La valeur du chargement est P=100 Kpa.
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La solution analytique de ce probleme est appelée (Hondros 1959). Le code de
calcul numérique que nous avons construit est utilisé pour obtenir deux solutions

numériques par la méthode des contraintes fictives. En premier lieu, un quart du
contour du disque est divisé en 25 éléments de longueur R/50 chacun et la contrainte
normale ¢,=-p est appliquée sur un seul élément. Dans la seconde approximation, la
méme portion du contour est divisée en 50 éléments et la contrainte normale o,=-p est

appliquée sur deux éléments,
On divise le segment de droite & étudier en 22 éléments. Les résultats obtenus

sont illustrés sur la figure (5.18).

- = - o - - L

"~ - Q - - e -
O  N=25
@® N30

=~ = = |sotropique: solution analytiqua

—  Anisotropic: solution analylique

f - - 1 - - 1
-1.00 -0.80 -0.60 -0.40 -0.20 0.00 0.20
Contraintes normalisées, Gy/p €t Gy,/p

Figure 5.18 variatton des contraintes Ox et Oyy sur ’axe y d’un disque

plein de rayon 1.

La figure (5.18) montre les comparaisons entre les valeurs approximatives et

les valeurs exactes des contraintes Oy €t Oy aux points le long de l'axe y du disque.

Les résultats numériques sont en bonne exactitude prés du centre du disque Pour les
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deux approximations N=25 et N=50, Les contraintes caiculées dévient légérement des
valeurs exactes quand y/R est entre 0.6 et 1.0. La méthode est plus précise en
augmentant le nombre d'éléments du contour.

La figure (5.18) montre aussi une comparaison entre la solution d’un probléme
1sotrope et celle d’un probléme anisotrope pour le calcul des contraintes Oy, €t Oy, sur
I’axe y. La remarque importante pour cet essai est que la nature du milieu étudié
n’influe pas sur I’allure de la courbe des deux rapports de contraintes O,/p €t Oy/p. On
remarque que les deux milieux réagissent presque de la méme fagon prés du centre
pour le cas de Oy, €t que Gy est toujours de traction sauf pour le dernier point en

isotropie. La contrainte o,y est toujours de compression. Pour cet exemple on remarque

que la contrainte oy, pour le cas isotrope est supénieure a celle pour le cas anisotrope

alors qu’on avait toujours le contraire dans les exemples précédents.

Exemple 11; Probléme de fissure.
LSS
Dans cet exemple, nous allons calculer les contraintes c,c,\zj qui agissent sur un

segment de droite dans une plaque finie soumise 4 une traction uniforme sur son
extrémité. La plaque comporte une fissure parallélogramme de dimension imposée
dans la région centrale. Les dimensions de la plaque et de la fissure sont sur la figure
(5.19). On prend les valeurs suivantes pour résoudre ce probléme numénquement:

- 2L*/W=3

- 2a/W=0.8
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-

On a divisé le contour en 3 segments: (8,0)-(8,12) 225 éléments, (8,12)-(0,12)
75 éléments et (0,0.32)-(3.2,0) 100 éléments.

A,
2); )

2 b

L*

1
i
[}
i
i
[
1
i
i

a

i

/2

Figure 5.19 Plaque finie comportant une fissure parallélogramme

au centre.

Les caractéristiques de la plaque sont (M.D.Snyder, T.A.Cruse 1974):
-E,;=1.5x10° Kpa
- E;=0.12x10° Kpa
- G12=0.1x10° Kpa
- vi=0.21
L’axe d’orientation des fibres est I’axe x. Le nombre d’éléments sur le
segment de droite est N=1000. Le probléme a une double symétrie.
Les caractéristiques d’une plaque isotrope sont (8.1.Crouch, A M.Samerfield
1981):
- E=0.7x10° Mpa
-v=0.2
- G=0.29x10° Mpa
La valeur du chargement est P=100 Kpa.
Le résultat obtenu a partir du code de caleul élaboré est illustré sur la figure

(5.20).
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Figure 5.20 Varation de la contrainte o,y le long du segment

de droite (3.2,0)-(8,0}.
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Figure 5.20bis Variation de la contrainte o le long du segment

de droite (3.2,0)-(8,0).

85bis
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Des figures (5.20) et (5.20bis) on rcmarque que la variation des contraintes oy
et 6,y sont continues et qu’elles tendent vers I’infini en s’approchant du point limite de
la fissure. Ce résultat était prévisible puisqu'une fissure ce produit quand la contrainte
appliquée sur la portion ou la fissure se produit devient trés grande et dépasse la
contrainte maximale admise pour le matériau utilisé. On remarque aussi des figures
(5.20) et (5.20bis) que l'alture des courbes des contraintes oy et Gy qui agissent sur un
milieu isotrope sont similaires celles des contraintes Gy et Gy, qui agissent un milieu

anisofrope. Les contraintes o,y €t 6, sont toujours de traction.
Exemple 12: étude d'une poutre sur appuis simple.

Dans cet exemple nous allons calculer la contrainte axiale qui agit sur deux segments

de droite dans une poutre (d'¢épaisseur umté et de  rapport
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longueur/hauteur=10/1) sur appuis, portant une charge uniformément répartie p=500

Kpa/m, comme le montre la figure (5.21).
y

1
|
llHlllllldHlllHllll

e i

Figure 5.21 Poutre sur appuis.

1m

Les paramétres physiques de la poutre sont:
Pour un matérniau anisotrope (S.G.Lekhnitskii 1963)
-E=1.2X10° Kpa
- E;=0.6X10° Kpa
- v12=0.071
- G1=0.07x10° Kpa.
Pour un matériau isotrope (S.L.Crouch 1983)
- E=0.7x10° Mpa
-v=0.2
- G=0.29x10° Mpa.

Les réactions aux appuis sont: R;=R,=250 Kpa.

Pour la résolution numérique on divise le contour constitué de 10 segments de
droites en 110 éléments de longueur 0.2m chacun. La surface supérieure de la poutre
(60-110 éléments) est chargée par une force normale de compression Py= -10 KN/m?;
Les deux éléments 6 et 55 sont soumis a une traction (réaction) Py= +250 KN/m? pour
assurer 1'équilibre de la poutre. Le mouvement de corps rigide (translation) est
empéché en fixant les deux éléments 3 et 58 en déplacement selon y (notant que le
déplacement uy est nul le long de l'axe x). Les coordonnées des deux segments de
droite oul la contrainte Oy est calculée sont:

- (0,-0.5) (0,+0.5) divisé en 22 éléments.
- (-5,0)_(+5,0) divisé en 50 éléments.
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Les résultats obtenus par le code de calcul élaboré sont illustrés sur la figure

(5.22). (pour le premier segment)

Pour le deuxiéme segment on a trouvé que la contrainte Oy est presque nul

(Ox varie entre -0.003 et -0.011 KN/m?) pour tous les €lements.

0.50 ~yY(m)
0.40 -

0.30

O
®

Poutre isotrope

Poutre anisotrope

Théorie des poutres isotropes

o, (MPa)

020 A

-0.30 =

-0.40

050

T T T
6.00

1
8.00

Figure 5.22 Varation de la contrainte 0y le long du segment

de droite (0,-0.5)-(0,+0.5).

La variation de la contrainte Oy, est lin¢aire le long du segment considéré. Ce

résultat est cohérent avec la théorie élémentaire de la poutre.

Pour le deuxiéme segment le résultat obtenu est en bonne approximation a la

solution théorique (0=0 sur 1'axe neutre de la poutre).

L'erreur de la méthode des contraintes fictives est bien illustrée dans cet
exemple. En effet, Cruse (1974) et Riccardella (1973) (S.L Crouch 1981) ont démontré

que la méthode des contraintes fictives donne de grandes erreurs (57%) dans le calcul

des poutres en flexion. Pour cela ils ont suggéré l'utilisation d'une méthode intégrale

aux frontiéres directe d'ordre supérieur.
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Conclusion: En conclusion générale pour ce chapitre, on peut dire que les
résultats obtenus pour les différents exemples étudiés démontrent I’efficacité de la
méthode des contraintes fictives dans la recherche des solutions des problémes
d’élasticités linéaires. Pour les problémes qui ont des solutions analytiques on a vu la
trés bonne convergence de la solution numérique vers la solution analytique et de ce
fait on peut dire que les résultats obtenus pour les problémes qui n’ont pas de solutions
analytiques (les problémes pratiques en générale) représentent des données valables

pour le dimensionnement des milieux étudiés.






CONCLUSION

Cette €tude nous a permis d'apprendre deux notions importantes utiles
pour l'ingénieur pour résoudre certains problémes pratiques . La premiére
concerne la méthode des contraintes fictives qui est une méthode efficace pour
la résolution de problémes en mécanique des solides. La seconde discipline
porte sur la théorie des milieux élastiques anisotropes.

Nous avons pu grice a ces deux aquis, construire un code de calcul pour
la modélisation des milieux élastiques anisotropes en utilisant la méthode des
contraintes fictives. Nous pouvons grice a ce code traiter le cas de problémes
en deux dimensions, soit 1'état de contrainte et de déformation planes. Le
passage de 1'un des problémes a 'autre se fait aisément en introduisant certains
parametres. Nous sommes arrivés aussi a traiter un probléeme de la mécanique
de la rupture en utilisant une plaque fissurée.

Pour tester la validité de notre code de calcul, nous avons lancé une série
d'exemples. Par soucis de donner un caractére pratique a notre travail, nous
avons choisi des matéraiux tels que le bois de sapin, des plaques de contre
plaqué et des plaques en graphite/époxyde. De méme, et comme paramétres a
étudier, nous avons opté pour I'étude du champ de contrainte étant donné que
cette grandeur reste une préoccupation majeure pour ' ingénieur pour le
dimensionnement. Nous avons pu mettre en évidence I'influence de paramétres
tels que la direction des fibres ( grain ) et le rapport des modules de Young
dans les directions principales d'amisotropie sur la valeur et la position de la
contrainte tangentielle maximale calculée autour du contour du domaine. Cette
contrainte a son importance puisqu'elle permet de faire apparaitre le phénomeéne
de concentration de contrainte. 11 suffit pour cela de calculer le facteur de
concentration de contrainte . La comparaison avec les résultats d'un matériau

¢lastique 1sotrope montre que le rapport des modules de Young fait apparaitre



que le facteur de concentration de contrainte ' peut étre trés important. Nous
avons réalisé un test pour montrer l'influence de singularité géométriques dans
la structure. Cet exemple a concerne le cas d'une plaque fissurée . Ce probléme
a été chotst pour montrer que nous pouvons traiter le cas d'un milieu élastique
amsotrope fissuré . Cela peut étre une introduction a la mécanique de la rupture
a travers le calcul du facteur d'intensité de contrainte .

L'utilisation de la méthode des contraintes fictives nous a permis
l'obtention d'excellents résultats en comparaison avec les solutions analytiques
correspondantes pour la plupart des problemes. Ceci confirme une fois de plus
la précision de cette méthode (qualité de la solution, convergenée). Néanmoins,
cette méthode ne peut étre exploitée dans certains problémes comme c'est le cas
pour les problémes des poutres en flexion et ceci a cause des grandes erreurs
survenants dans les calculs numériques. Ceci nous rameéne a chercher d'utiliser
d'autres méthodes d'intégrales aux frontieres directes et d'ordre supérieur pour
résoudre ces problémes numériquement.

Nous espérons qu'avce ce modeste travail , avoir pu dégager un champ de
travail pour ceux de nos camarades qui powrraient s'interesser a la modélisation
des milieux €lastiques anisotropes et les methodes des équations intégrales de

frontiére.
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