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Resume:

Le but de ce projet consiste en l‘utilisation d‘une méthode des
éguations intégrales de frontiére indirecte, la méthode des
discontinuités de déplacements, dans la résolution des probiemes
viscoélastiques 1linéaires, en se basant sur le principe de

corréspondance.

Abstract:

This workhk consists in - the study of linear vi-.coelastic
problems using the correspondance priciple and orie af
the indirect bondary integral equations methods .

the displacement discontinuity method
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INTRODUCTION

~ g 7 .
L'etude de problemes reels en mecanique du  solide nous  améne
parfols a considerer le matériau ayant un comportement

4 <
viscoelastique.

En effet,l'utilisation des polymeres, du bois etc...,necessite
’ . -
une prevision du comportement des materilaux non seulement au debut
- -
de l'utilisation mais de nombreuses journnees ,volre annees, dpres

la mise en service.

4 . s . .
La theorie de la viscoelasticite permet de rendre compte du

s 7 5 - ; 5
comportement différe du matériau du a la viscosite

L'etude que nous avons entreprise avalt précisément comme
objetif 1'utilisation de la méthodes des discontinuites de
déeplacements pour la résolution des prublémes VLHcoélashlqueR.A
cet effet,des programmes ont éte développés et  testés  sur dew
problemes de fluage et de relaxation .

rd
Cette etude comporte:

Une introduction a la methode des equations 1ntegrales de
.~ 2y ’ ; ’
frontiere et precisemment a la methode des discontinuites de

deplacements.

’ s ; 2 ’ ; :
Une etude theorique de la viscoelasticite,qul nous a permis
d'introduire le principe de correspondance ainsi gu'une famille de
’ Vs o ’
schemas rheologiques permettant de representer le comportement de

’ .
ces materiaux

7/ ’,
Vient apres l'application de la methode des discontinuités de

- . , -
deplacements aux problemes viscoelastiques.

L'intérprétation des résultats nous permet de conclure sur

|'fficacité de cette méthode. .



I RAPPELS D'ELASTICITE:
I.1 EQUATION GENERALE DE L'ELASTOSTATIQUE:

. , . . .
Etant donne un solide ‘elastique,lineaire,homogene,occupant,une

région R et ayant comme frontiére de domaine C (fig:I.1)

C
313
L)

Yel
x,4 o : -
fig:T.1
/! s ’ u -~ . g -
LLes equations necessaires a la resolution d'un probleme

d'élastostastique sont en tout point de la rédion ,en notation

inditielle:

. . r) . .’
]l -Equations déformations-deplacements: (equations cinema-

t iques)
E;_j = -12— (Ui,i 4 U;},L) (1)

2-Equations contraintes-déformations:
. . . 2
g = A Egp iy 4 20 G =

- = r
coeficients de Lame

A= Q'P/e/ E: module de Young
-1

E v+ coellicient de Poisson (3)

g(14?)

r -



3-Equations diquilibre:

Gria. A % - o (4)
i il

on a donc en tout 15 equations a 15 inconnues(3 deplacements— 6
cont raintes-6deformations) Les problémes d'élastostatique sont

7 . . : . . % 7z \
class€s suivant les conditions aux limites en trois categories.

1 Problémes de type 1 ou problemes de Dirichlet:
On a des conditions aux limites de type deplacements, le champs
de déplacement (3 composantes) est donné en chaque po%} de la

frontiere.

VT, ow Ui = Ui Sur C

Les 1nconnues sont

. 7’ . - F £ i
~TI.e champs de contraintes el de déformations a 1'interieui
du domaine et sur la froftiere.

- ; L
~1,e champs de deplacements a l'interieur du domaiLne

2 Probléme de type 2 ou probleme de Newman:

Les trols composantes du vecteur contrainte sont donnees on

tout point de la frontiere
t- & kL= G54 W (6)
ow L ..9.“}

Les inconnues sont :- g, U dans R et sur C

Gt} dans R

3 Probléme de type 3 ou probleme mixte:
On a deux cas
1% cas:-probléme de type 1 sur C

-probléme de type 2 sur C (7)

avec C, U Ct = C et q‘f] Cb =0 (fig:1.2)



Cu

fig:1.2
rEme . . .
2 =cas: En chaque point de la frontiere on choisit un
7 I . 4
systeme de cordonnees (en generale,l'un des axes,le lorng de la
2 ’ . s
normale 4 la surface au point donne ) et on fixe les elememt s

sulvants:

ou t

U, 5
- ﬁ;’ ou 1-:; avec jt-;": 0’,-,} F{? (ou exclusif) (8)
5, o |
Un problame d'élastostatique comprend donc un sysL;mv de 15
equations a 15 inconnues,en tenant compte des conditions aux
limites.
I1 est certainement plus avantagieux de recourir a une

- ol - ¥ .
formulation du méme probléme en fonction d'un nombre infericur
P
| l, s
d' inconnues et d'equations.
- . ’ - - . .
On arrive,avec quelques transformations mathematiques,a redui re

ce systéme suivant deux aproches.
a/ Aproche base sur les déplacements:
les inconnues principales sont les composantes du champs de
deplacement.
En substituant: (I.2) dans (I.4) on obtient:
Afpp,y 5i3+2t’£w,1+’?£'—0 (91

(10)

Mppi x2pEig, 3 +Fi =0



(r.1) dans (1.10) On obtient:

avec E??= UT'P = EPP,L: UPIPL (11)
et PR _1_ s o v oae (12)
E“M 7 ( Yrgt U?l"?)= % (Ui, pe +UP,LP)
L . (13)
AUp pt 4 I"(UHPP & Up,ip) + 4 =0
(14)

(d4 P) Up/pL + Vv (Ui,Py)-y fo-o

/ . . - . .
Ce systeme s'ecrit aussl SoOusS la forme suivante:

~

— - f =P
(_(\.\.P)?I‘ﬂd..emr\l-k‘oﬁu-f‘;':o (15)

Le systeme (I.15) est connue sous le nom de 1'equation de

LAME-NANTER. (Par la suite en utilisera cette aproche)

’ i
b/ Aproche base sur les contraintes:
[Les inconnues principales sont les contraintes.

On aboutit au systeme suivant:

: >
vt Gtt b G;?,Li =

TR RSP
(1) oy fup -t

(16)

Gt%lé’ + ;i =0

L'equation (I.16 a) est connue SOus le npm de J'gquation de
BELTRAMI -MICHEL.Elle repréesente les equatiens d- compatibil ite  en

terme de contraintes

Dans les deux aproches,une fois les 1nconnues principales
’ V. ” . . 5 s
calculees,on détérmine les autres inconnues en utilisant les

. ’ / s
‘equations adequates découlant du systeme generale.



I 2 REPRESENTATION DE NEWBER-PAPKOVITCH:

La notion de potentiel enflasticite bidimentionnelle nous est
familiaire,avec le potentiel de contraintes decrit par la fonction
d'AIRY.

La representation de Papkovitch n'est autre gqu'une maniere
d'ecrire le champs de déplacements U solution de 1'equation de
Lamé en fonction de certaines fonctions verifiant des conditions

/ .
precises.

Fn effet Cherchant la solution de l'équation de Lamé sous la
forme suivante:

-
B

b
8]

- T
t Uy (17)
ou B est la solution de 1'équation de Poisson vectorielle:

-
AB + P f =0 (18)
e ' k
et U, un vecteur correctif.
: . 2 ’
En 1mposant a U, d'avances certalnes propr]etés,on obt itendra
g : z ’ . - . &
pour celul-ci1 différentes equmations a verifier.

-
Cherchons dans notre cas Ugsous la forme suivante:
= grad F (19)

Pour trouver l'equation a lagquelle satisfait f,portons:

- - —_—
U = B

+ grad F ' (20)
* - -
En tenant compte que B est solution de (I.18),compte tenu de:
e -4 e - -
Au = -p f + grad AF , divU = divB +OF {21

L'équation (1.15) devient,avec 0 (¥ ¢ 0.5 (ce qui est le cas

pour les materiaux usuels):

—_— A -\ —r
gradl A F + 5(1—9 ) divB1=0 (22)



.
Puisqu'on ne cherche point la solution generale de (1.22); L}

suffit qu'on ait
1 A -
A F—-E(L~Y) divB (23)
/ —_— >
Commencons par ‘evaluer 8 (OM.B), on a d'abord:

— - —
A(OM.B)=( FjuBy + KBy o), = 2 divB + OM. aB. (24)

t),:
d'ou en tenant compte de (I.18) on a:

N ==

—
A (OM.B) + p (OM.f) (25)

Nl

En remplacant maintenant (I.25) dans (I.23).on obtient:
e I -4 -
AL Fr =Y (OM.B) ] -fa-» P—‘(c?ﬁ.f) (26)

d'ou en notant:

A - » -1
Fe L1-Y) (om.B)- -1 (1-Y) B, (275
4 4
En obtient en fin de compte:
—_— P
AB :P“l(()m.f_) (28}
o
et 1'on a:
A -1 —_— —»
F:—z(l-9) (OM.B + B) (29

. . . / : -
Le terme correctif est ainggi trouve,et la solution U admet o

/ 3 .
representation suivante:

Uu =18 - —4(1—3‘) grad (OM.B + B) (30
- — —
avec: AB = -p'f , A -y (OM.f) (1)

. . . N - - Fs
Bn verifie aisaiment que tout vecteur U de la forme donnee par

(1.38) est solution de l'équation de Lame.Par consequant , la



Llrepresentation (1.30-31) est une condition suffisante mais non
necessaire pour que U soit une solution des fquations de Lamé.
Cette représentation est connue sous le nom de représentatinn

de PAPKOVITCH.

Dans le cas de forces volumiques nulles elle s PPrlt

U= _:: (2-¥) %ra,el,LOH ® 4 B) (32)

AB, = 0 ; A% -0 (33)



IT METHODE DES EQUATIONS INTEGRALES DE FRONTIERE: (M.E.I.F)

INTRODUCTION:
La M.E.I.F est une technique de calcul qui accuse un retard de
devel lopement par rapport aux methodes des tlements finis et de
différences finies.Pour 1'instant elle a un champ d'agljcatlon
plus restreint et le nombre de ses utiliateurs et encore modeste.
Elle traite des problémes régits par :
-Des équations aux derrivees partielles linéaires a

coefficientyconstants a 1'intérieur du domailine.

-et par des conditions aux limites aux frontieres du domaline.

IT.1 HYSTORIQUE:

Du point de vu hystorique, les fondement © mathgmatiques de la
M.E.T.F se trouvent dans les travaux de Fredholm(1903) et dans
ceux de |"école russe,MikhIin(lQS?),MuskhpliHhVL11(1953)91
Kupradze(1964).

Les premi;res publications sur le traitement numerique de
| 'equation de Laplace sont celles de Sym(1963) et,Jawson et
Ponter(1963). Le contour est apprnché par des ségments de droites
et la solution suposée constante par ségments ,la met hode  directe

est emploliyer.

C'est a Rizzo(1967) que revient les premiéres approches
numeriques de l'elasticite par la methode directe.Les fonctions
sont d'abord constantes par ségment de droite.Cruse(1969) etend le
procédéde aux domalines tridimensinnels.Ricarde]la(1972) introduit
une variation linéaire des déplacements et des tentions entre ”les

LA / . e ’ : ;
extremites de chague segment,ce quil améliore la solution et diminu

3



le nombre de s@gments necessaires.Cruse(1974) adapte alors la
variation linéaire au tridimentionnel.En fin Lachat et
Watson(1975),en utilisant la representat ion isuparamf&t rique
courante en ‘elements finis,ont devellope la resolution de
]'élasticite bi et tridimentionnelle, apparition du premier

programme de calcul utilisable industrielement basé sur la M.E.I.F

Dans le cas de la formulation indirecte,on remarque les noms de
Watson(1972) de Butterfield en mecanique des roches et
Baner jee(1976) . Crouch(1976) devel lope la . methode des
discontinuites de deplacments, Crawford et Curran(1983) 1'utilisenl
on viscoblasticite. Wills et A11(1984) devellopent la méthode des
discontinuites de déplacements pour le cas tridimentionnel. Unc
voie tres interessante s'est d;gdgén en constiderant fa formula
tion de cette methode en champs complexe.On trouve les travaux do
Parton(1984)et de Bouhaddane(1987).Des “lements d'ordre sappéricur
ont Hte dével lope pour la resolut ion de problémes de propagal ion

de fissure par Belkacemi et Al11(1988).

IT 2 PHYLOSOPHIE DE LA METHODE:

/ A
Le principe de la M.E.I.F consiste a transformer les equations
’ ’ - Y ) ’ ) s )
d'evolution des phenomenes considens(eguations aux derrives
»h' o g = ® ... - %
partielles dans le volume et condition aux limites sur la
.- . . £ 3 ’
frontiere) en relations integrales liant les fonctions connues et
inconnues sur la frontiere du domaine exclusivement. On a ainssi

. - . . . s / 7
une diminution de la dimension de 1'espage ou 1l'on resout les

/ 3 2 L b . > H > -
équations,puisqu'on remplace un problemme tridimensionnel pai

40



-~ /7 = -

exemple,par un probleme pose uniquement  sur la frontiere. La
7 i . 7’ i

resolution ou le traitement numerique en sont grandement

simplifies.

IT 3 PROBLEMES EXTERIEURS ET PROBLEMES INTERIEURS:

b / ; - 3 i
On appelle probleme exterieur,un probléme dans un miliecu
'I ~ P . . x s /s .
s'etendant a 1'infini,mais pouvant presenter des regions
. - - - . 4 .
creuses,des cavites etc... par opposition aux problemes interieurs
5 . g il ’ . Y 3 7’
limites dans 1'espase (fig:II.1) La technique intégrale est
: / - .. ; ;
pleinement appropriee aux problemes exterieurs pulsqu’on
. s 3 = 2 . rd
discretise seulement la surface limitant la cavite.
Dans d'autre techniques,il y aurait besoiln d'ettendre e
i - . s
maillage suffisament loin de la cavite pour que les conditions

. ) 1 - o v
imposees aux noeuds exterieurs n'influent pas sur la solution «u

voisinage de celle c1.

a)

b)

fig ITI l1:a)probléme intérieur

b)probléme extérieur

11



11 4 methodes directes et methodes indirectes:

la M.E.T.F a 4to dévellope suivant deux approches,donnant lien

a des methodes directes et des methodes indiréctes.

/ . < z 5 ~ . 5 ’
Les methodes inditrectes consistentaimaginer le corps plonge
dans un domaine infini (fig:11.2).0n distribu en suite dans ce
< r’ . - . rd
domaine des sources,tels que;forces concentrees,discontinuites de
deplagements ...ect
F . -~ ’ Fl

La solution analytique du probleme pose par la presence d'une
source dans ua-domaine un domailne infini est connue,elle est dite
solution fondamentale ou singuliere(La connaissance de cette

: ’ v . . ’
solution est la cle des méthodes indirectes) .Elle depend de la
puissance de la source (module de la force ,valeure de la
. . 4
discontinuite ...ect.).
- . ~ ’ .
Le probleme revient a chercher la puissanse de c©es  sources
. . ’ .~ . .
distri buces de maniere que la supperposition de leurs efféts
produise des valeurs sur le contour fictif C' approximativement
‘egales a celles prescrites comme conditions aux limites sur le
I'd
contour reel C.
5 . - . .
Une fois, les puissances des sources déterminees, les solutions
’ . 2
fondamentalles nous permettent,par le principe de supperposition,
. S

de trouver les solutions du probleme dans R et sur C.

Parceque les valeurs aux limites non speciffiees comme

. . . . L4 : - b

conditions -aux limites- sont calculeas indirectement,cette

/
approche est dite methode intégrale INDIRECTE.



b))

Dans la
fondament aux

/
creant. un sy

/
met

sont

steme

limites connues

approche est

dite

fig:11.2 a)modele physique

b)modale de la methode indirecte

. N = ’ ~
‘hode integrale directe,certains theoremes

3 . P 7’ s . ! g s
utilises pour ‘eliminer 1"etape intermediaire,en
rd s ' o -
d'equations algébriques reliant les valeurs dux
a celles inconnues,pour cette raison cette

methode intégrale INDIRECTE.

le calcul 4 I1'interieur du corps se fait par une relation dite:

IDENTITE DE SOMIGLIANA.

Par la

indirectes:

suilite

’ - -
on etudiera une des methodes integrales

La methode des discontinuites de deplacements.



II1I METHODE DES DISCONTINUITES DE DEPLACEMENTS:

INTRODUCTION:

La methode des discontinuités de déplacements (M.D.D) est une
des méthodes des équations intégrales de frontieres indirectes.
Elle consiste a introduire comme source, une discontinuité de de
deplacement (D.D) le long d'un segment de droite. La solution
analytique du probleme posé par un corps 1infini1 contenant cette
source est exploitée pour construire un algorithme numer ique
permettant de resoudre des probléhes couplexes en mecanique du
solide, tels que les problémes de fissures, etc...

Bien que la méthode présentee ici ne soit utilisable que pour
les problémes bidimensionnels, elle a ete devqllopé, actuel lement

en tridimentionnel (Wiles et all. 1984).
TII.153= SOLUTION ANALYTIQUE :

ITII.1.1)- POSITION DU PROBLEME :
On va chercher une solution (déplacements, contraintes) At

problgme sulvant:
-Un plan infini contenant une D.D le long d'un segment de droite,

sous les hypothéses suivantes :

- Vs " .
-Corps homogene, elastique, 1sotrope.
-Forces volumques nulles ; f{ = 0

-Hypothese de deformation plane.

” ~

REMARQUE: En presence de forces volumiques, on sera amene d

y ‘ . ;M / : s’
ajouter une solution particuliere, plus de details seront donnes a

la fin de de ce chapitre.

14



line disrnntinuitg de déﬁ]anement comme son nom 1'indique
signifie que le champ de deplacement est discontinu -au niveau du
segement-.

On peut schématiser ceci par une fissure ou il y a deplacement

~ . Ve

relatif d'une levre par rapport a l'autre. En deformations planes,
ce mouvement peut etre décomposé suivant deux directions. La
prpmigre est normale au plan de la fissure et correspond au mode I
d'ouverture en mecanique de la rupture, la deuxleme est tangente

au plan de la fissure et correspond au mode TII. (Fig. 3.1)

Mode 1 Mnde 11

Fig. 3.1 : Schema d'une DD.

. [ i s ~
kn prenant notre repere au milien de la discontinuite, repere

locale, le champ de déplavements sera continu partout, sauf pour

v=0 x<a . Entre -a et a, y=0, en passant d'une levre (y:O_) ; une
/

autre (yrU*), le deplacement presente un saut ,qu'on quantifie par:

be = Ux (2,07 - U (0% = Un _ Uns
(1)

D:’: U-g (x,07) - U-.a_ L‘!., O"’) = U‘f .._ U,V

ces deux expressions definissent la D.D et sont dppﬁligPﬁ

15



Dx : Discontinulite de deplacement tangentielle.

Dy : Discontinuite de deplacement normale.

REMARQUE

1) En mode I, si D, est positive, alors les deux levres vont se
chevaucher, ce quil est impossible physiquement. Aucune restriction
mathématique ne prévoit d'objection a cet effet. Pour eviter toute
consideration conceptuelle, on supposera que notre D.D posséde une

certaine épalsseur est que D,lui est toujours inferieur.(Fig.3.2).

Fig. 3.2 : Schema d'une DD en mode T.

2) Dans la suite du probJEme, les D.D introduites comme sources

; 2 T ’
seront prisent constantes sur le segment considere

i

Dx Cte.
Dy = Cte.

(2)

III.1.2)=- SOLUTION DU PROBLEME :

Vs
pPour resoudre ce probleme, on considere 1'effet de chaque
. . g v 2 2 ;
discontinuite -normale ou tangentielle- a part, puils, en utilisant
le principe de supperposition, on retrouve la solution pour une

discontinuite de deplacement quelconque.

16



Dans les deux cas, on utilise une representation du

champs
deplacement de Newber-Papkovitch, qui en déformations planes,
en supposant les forces volumiques‘nulles; donne : (Cf T1.3.2)
? > ¢
U;tsx..i-_l— — Lx.'%x,* %%?439 Q)
4(43) 2x
G Bine & — = & x%-&’}%*%,,) b
1= 5y <t >
b (A_ ) 'b‘?

— ()
. Avec A% -0 . AR =0 |

» /

er

12Cas : Mode 1 : (F1g. 3.3)

Fig. 3.3 Schéma d'une DD en mode I.

Les conditions a respecter pour avoir un mode d'ouverture de

type sont

"

G.x? (x,0)

(@
o —00 { X 400

Uy (x10) =0 \z-j > a ® 4)

%-3_ = B-Qi,m_ U\# (uy) - Lim U\}Lx,?) |xl¢a @
—0 '\}—-bo*

17
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Les fonctions de Papkovitch sont choisi comme suit

(Crouch 1976)

Bx:O e
B - b Lﬁ_.»> .EifL (b)
! 7

k(a-v) (-2 7

avee A= 0 (Car ABp=0) &

Ccherchons la fonction ¢ verifiant les conditions (111.4) et

(II1.5.d).

Les expression des composantes du vecteur deplacement en

fonction de ¢, compte tenu de (IT1.3) sont

%,
x '::-.(4-2,)’> ‘b¢_ - _?L__é_-
o Lt @)

Uy = 2 (a-¥ )W-ns. g

LLes expressions des contraintes en fonction de 9§, compte tenu

des relations (I1.1), (I.2) ecrites en deformations planes sont

> ’a5¢
o (% 29)
23
0:32 = 26} (T}a-i - ?'83) (7
2 ovee G= B (8)
2(4>»

Oxy= -26 ¥ ——



: : i
Pour que la condition U;Y_-_.o sur l'axe x soit verifiee ; 11 fauf

que : ?! ¢ g,o.[; .f..'nie (9)
?XBy‘ }zo

La fonction g5 est obtenue a l'aide de Uy, de la D.D Dy et en

int roduisant la fonction harmonique :

Ar-c,\:% —z-

On a ; de (I1II.4) et (I11.6)

X
UJ=?-(4->‘)%?—;—-“}_§§I (10)
) D Li ; (44)
y= Lim Uy- Lxm+ Uy \x|<a
y—0" y—»0
cad D - [%} P (x'?)l"r’" " T;T& ¢ (x'?)\\}-.o*:l ; ke
- ¥ . (z)
© ; I>a
SR MY
G ?;f\ _ D9 o 4 (13)
7 ‘}:0' ) “)=o* o ; \x\>_¢

On cherchera alors une fonction ¢ harmonigque verifiant cette

relation.

Soit la fonction : ArctgY/X definie par :

13



CU‘C;\:% !ir. A\"C,‘h(z-_yi 4 kW (4:-;—)

T T - |
avec -i- 4 M&k% .\./- \('1’ 2 Argqument de ‘M-ck%—z: U5)

+1 A x{0 >0
o ; \(-: 0 A‘ x 30 (1t)
=14 Al % <o \&40

o ; x>0 ‘3=°
alors Mbt? i___ 0 ;/ Lpo "}7-0‘; ,52”
; x.<o ; '?:.0
-1 ) X0 ; 1}:.0

Ve -
On voilt gqu'il y a presence d'une discontinuite en passant de
- N +
-0 a y = 0, pour x<U.
On construilt a partir de cette fonction, une fonction hix.v)

definie par

(x,y) = Y ¥
hix,v) wwl:%,____, . M?ﬁ U?’)

w+

En remarquant que :

~T 56 w{-@ = 07 (),

~N-
'

arctg

= /&N 5L = (-0 fB;o* (b) (49)

Xt

0 5% x>-a V}:Ot ©

20



T s, O %-—O' (d)

S e w K W s x<o om0t © (20
-
h _ gt 15
0 & mya N B
on a: 0; wra %=0% (a)-W)
0; A{-& 17=0* (V- : 0; \x\va \3-.oi

W y)- 1P
g o, et =T O-B oo b= 1 g
? @

s 0o p0” (6)-()
_“’,- -l(y(,{ﬂ' 1&;0* (C)_(e) -1 {2l <o ‘-&:0

on forme alors la difference suivante :

0; Ix|>»a

\~ Urva)\\a__o- -k Q’W)\ = (23)

=o*
L _am: x|

/

En 1'i1dentifiant S 1'expression (IT1.13), on obtient 1'eqalite

suivante

A [kbu, w)\?zo_ -k u.\a)\\&w} 1@;-\!)
Y

YAt

8
%‘% e o o) &

On en tire alors notre fonction (¢ : tel que :

LI R BN ALY (25)
v AT (4-Y)

En remarquant que :
J W{;‘f% dy =Y Md’?_\i_ -« Ln [(p(’q. y&>4/”‘] ’LZ.G)
21



. y
La fonction ¢est donnee par :

A ) :
Bluy) = —— L &L?(M“t%l“)"m{z?

A
4T (4-¥)

- (x-0) Ln Q \/ (- 09’;.31 ) + (x4n) Ln (\/ ("’*“)y“' Y3 )}

27)

5 s s
Verifions que ¢5 respecte les conditions 1mposees :

2 9 ( ] "
» o A (e-a)” — g x4d) - W
S | T A == (28)
A e
, 2 o
pour y=U0 - ? ¢ =() ST
Ty
qui est bien finie : la condition (ITI.9) est vérifiée,
- Y > b B
On a aussi A = ¢ + = o LQ‘ )
2 x> A .
2 2 -0 x 4 &
fn effet : 2@ _ _ 2@ _ D _t"' L) _ t b«) 1 (30)
= a Y e AT (1Y) |Gyt (e R

T e S
L'harmonicite est donc verifiee.

- e
Ayant trouve la fonction gb ., le probleme est resolu, la

/ e - -
solution trouve est exacte, elle verifie 1'equation homogene de

~ . -
Lame et elle respecte les conditions i1mposees en mode I.

En prenant la fonction f comme suit :

x - ~1 v - " '; 24
o+ = Ty oty 2 - sy 28 - )
b (eaw) Lo ((Com)?y y«)”"} (51)
d 4 ecrit

Gl = By - fley) )

2%



Ve .
Les déplacements et les contraintes en mode I s'ecraivent

by [ (=29 £% - 35 (33)
Dy [zu-v) fy - Y5 ]

Ux

n

Uy

Oxx = 2G Dy [_g}yy + 35 'ﬂ’?_]
2G by [ﬁn‘ - ¢ }:”3]
26 by [-y- §ovy ]

(34)

<2
~
1\

B3

Iemd
il . Mode I1 : (Firg. 3.4) :

’
Fig. 3.4 : Schema d'une DD en mode I1

~ . Vi
Les conditions a respecter pour avolr un mode de deplacement de

ce qgenre sont :

Uyy (jt,o):;o —00 L L+ )

Ux (x,°)=o0 |x| >a ) 35)

bx - Lfm Ux - Lim U)’\ \114‘1 (.(_')

Y=o~ y — o*

23



Les fonctions de Papkovitch sont choisis comme suit:

(CROUCH.1976)

Bx =0 (&)
- _y) 2%

By = 4(1-7) % ®)

Bo= (-0 | 59 ©

(3e)

Avec : A X =0 (car .&BOZU) (d)

D'apres (TI1.3), les composantes du vecteur deplacement sont :

U = 2 (A=) 'DX 4 \3 0‘9’

U 2) ?x "3 ’}x??

37

En utilisant les relations (I.1) et (I.2) en deformation plane,

on obtient les contraintes en fonction de X :

2%
xx“ZQU' ~ 93 +V&§:T}-:3;,
3
Oyy= - 29-% ,}r‘);; (58)

ey = 24 (q\ﬁ;*% f}-as
nant la meme procedure que pour le mode I,
nous permet de respecter les

En repre on arrive A
construir la fonction X qui

- . 3 7

conditions d'harmonicit et celles imposees en mode IT.

On trouve :
@b

bw-y)# —_— 2B i\} Lw\,&}x Z %d} ot )+ Lwa)l.{(xm)w}] -
—(x-a) [(b—ﬂ.) +yb]%’} (39) |



qui s'ecrit simplement en fonction de f(x,y) de (IT.31).

X (uy) = D - §Guy) (40)

On a alors immediatement, pulisque Dx est constante.

Ay = 0 ( car Af = 0 ) ¥ est harmonique . (&4)
3
0 )b_ =0 est fini : la condition (III.35a) est
v
27y Y=o verifiée. (42)

’ . ’
Les deplacements ainsi que les contraintes s'ecrivent en fonction

de f(x,y) par

Uy = Dy [_2 U—‘J) 5-1'33_\. ’V} glw (45)
Uy= b [U-LV) fx - s,vﬂ
Tix =

- 2.@, Dx [2 f-,xy +Y S'Ix,yy] B
= 2G by [-—'_‘J - £ XYY ] L‘l"l-)
_ 265 [ 49+ S

Jecas : Mode mixte

R
~ ~
u /

Le mode mixte est la cohexistance des deux modes I et 11, en

utilisant le principe de

supperposition (volr Annexe B), on
. ; L7

obtient directement la solution pour une discontinuilte de

deplacement D de composantes Dx, Dy dans le repere (0,x,y). (Fie.

3.5). Sl

Fig. 3.5 Schéma d'une DD en mode mixte.

24



1‘"[-1'

De (I1T.33) et (III.43) on a :

ifh:ﬁxX}th)hv+?.£Tﬂ+byEUJvﬂn;3&mﬂ
Uy = Dy [(.4_23) J;';z" '?' },x?:‘ + DY 12(_1—\’) 5’,? -y ‘S‘,,,ml (4'5)

De (TI1I1.34) et (III.44) on a :

Boc = 26 0 [ 28 4 gy ]+ 260 [Sigy 44 by
Uy = 26 D [‘Y gfxyyj t 24y U,w -y &W&} (46)
U'u,v} = Q/C" b,( [4’“ +’\j {»,W%J + 2@ by L—'ﬂ -‘}, -yﬂ.]

7 /
Les derivees de la fonction f uti1lisees dans les expressions

dﬁp]acwmpntg et des contraintes sont :
a
)= Frley) W

A @i1
'f',l = ‘}_'F_ - Fz (_k,]g’.) = + 4 ILn L(x-a)”+ V}”] /1’_. Lh"'(li'ﬂ.,‘;"l'?b} JQ&)

. '};“ 41(4-)
M= 3 F(am) _ 1 Yy y |
V) ™ 3 (n T = _——--”(4_” Ltro’cao.;-_u. - w@, ;,&_d} ©
P L [ ; .
‘}n’;z 4T (1-V) (w-n) !-+ ‘)w - ™ a)v+ ?g,] kél
‘F,u, = =t Lv.,\,,) 6. X-L A4k i g
7’:” b (1Y) Lx-n.)”+71' (x4n) 4t ]— “d1y ©)
w R [ (e )
s SRy 1 [ ) (1) T
) 4 (1-y) ((x-a.)’i ,,)b‘ s (
% Qua).} ?") %)

15



/
on peut verifier que les deplacements sont continus dans | e

’ Ve
domaine sauf pourlxl(a, y=0, ou 1l y a presence des discontinuites
Dx et Dv.

En effet, en utilisant la fonction arctg defina par

: /
(111.14,15,16), les expressions des deplacements pour y=0 sont

Al >e Y= 0!
|%-a

ke (x,0) = - (1-2V) by e 777 (&)
4T (1Y) |w +a)

Uy (h0) = _(1-29)  p o1, Ix-al (V)
W (4-Y) (x4 8

2/ |x}¢ %= o
(x/ 0+): =1 D (1 L\J) b be be- l\ ) @S)

2 q"n'(l[ y) \X-#*l

by (,0%) o Y-y g, Ixeal A b, (&)
47 (1-Y) \xm\ 2

3/ ‘X‘<ﬁ. \'}::0"

(A-2V) \x-al (s
T by bn = (@)
Ux (1,0)_+E b, 4T (A=) ,Y \x44)
On a \o\e.ﬂ
Ups o ys = By |xl¢a (49)
y- _ Uy+ = B, x| <

26



Pour ce qui est des contraintes le long de l'axe x, elles onl
pour expression

Oxx (xi10) = - 4 1 3 1 ="“I¥_ )
o (0 am(1-Y) 1 (’L-a M‘l) m(4-y) Y

Y=ot

x> at

VYY(1.0)= L Dy 1 ,9_03
T(4-V) LAty

(50)

U; -(x,o = -0 q ) 1 < t
A T(1-v) SETCHE

REMARQUE

-LLes contraintes ne presentent pas de discontinuites, méme anu

niveau du segment.

-Les d;plabements et les containtes presentent une sinqnlararﬁ

pour x=%a, y=0 ; nous avons donc obtenu wune solution singuliere

(cf 11.4) gqur se comporte bien dans tout le domaine sauf pour x-
34, v=0 ou elle n'est pas definie.

LL'algorithme numérique devel lope a partir de cette soluticn sera

explolite hors de ces points.
111 2 PROCEDURE NUMERIQUE :

On va maintenant utiliser la solution analytique dévellope au
s

/ : 3 a
para graphe precedent pour construire un algorithme numerique cnui

~ £ . 2
puisse resoudre des problemes de mecanique du solide.

2%



DISCONTINUITTE DE DEPLACEMENT ARBI TRAIREMENT ORIENTEE

I11.2.1
Fig. 3.6 : DD arbitrairement orientee
=
Un point M du domaine ayant les coordonnees (x,y) dans |l
repere globale(0,X,Y) aura pour coordonnees dans le repere locale

de la DD.i-(1,s8,n) ; (?‘ﬁ?”l tel que

= o (ko) - Sinf (3-9)

w}i in gy (X-%) + Cos Bi Lv)-m)

1"

Ou Xy &' represente les coordonnees du milieu de la DD-i- dans | e

repere globale.

7/ : / —_—
Les deplacements et les contraintes sont donnees dans le repere

locale par les relations (III.45) et (ITI.46),0n a

e - e [20-Fs - T B 2 [R5
Y [(uy) 3 -ﬁJ L 8 [209) +F Fs]
265 [oR ey R ] 28 B[R]

(52)

Bz =
Wy =29 [*‘?L Eg-] 420, L—%—T E?J (53)
%y =264 [-F +\'a'if-5{[+ze,b}‘ HLE‘]

29



F, o= B (%, V) k=1,7 .

K
Dn : DD normale ; Ds : DD tangentielle.

avec .

/ "
Les deplacements et les contraintes, dans le repere globale

sont obtenues en utilisant les relations (A.6,24;Annexe B ) ¢ On

trouve .
Ue = D, [_ (4-23) 4in i By + (1Y) s §i 5+ (oin Bi Fa - CosBi Es)]-}-
V[ g § 20 g (g b))

5 b; [(ﬁ-w) co.;ﬁ; f—'; ) :,(4-3!) e‘mﬁi'-:; _ac (wﬁE-F_-:, 1B Fs)]f

L0 [— (1 19) 4in Bi By + 2(a-) tos 3 & - (o BB i )|

G = 26 B [z oS Bi By + %nbpi§+§l(usvﬁ;§-$inz$a E?)]Jr

(26 O [.. AT (An b o 4 tos g =)

Wy = 26 1)'; [a, ‘yinz'r,; Fy - 5in LB; 55 _“3""(@5 LQIE. - M z?}F-F)]J“
+3G D} L Fs -yt (Hinthify + e 2F E*)] - 55

U}y = 24 b [‘n‘n 2B - E; _ (ot bP'tEg +;}'L (4in b[’a}-fu%&p} f—';)] "

+ 3G 0 [—7‘ (ot 2pi By - 4in 281+ F2)]

29



Ces expressions peuvent et

Ux = 05 (Bcu) + D, (Bl';.n>

5 pol Y pot @)
Uy ""bs (ggb) + D, (g\an

o1
x
i

X
oy = 0 (Ah) + 5 (Ay) W
by < B (Aega)+ O (Aagn)

b (Aks) + D% (A;;n)

= -
Le passage du repere locale au rnfprv globale nous

d'uti1liser

I111.3.2 CAS DE &2 DISCONTINUITEES DE

ORIENTEES :

facilement le principe de superposition .

Fig. 3.7 plan infini contenant 2 DD.

En appliquant la DD -.i-toute seule,

données par (III1.56).

En appliquant la DD.j-toute seule,

- [ y
donnees par les memes relations

relatifs a j dans ces relations.

3o

en obtient

en obtient

en ajustant

res mises sous la forme sulvante

(56)

pvrmptlvrd

DEPLACEMENTS ARBITRAIREMENT

solutions

solutions

parametres



S1 maintenant on applique les deux DD simultanement, la
solution sera obtenue en supperposant les deux solutions

precedentes.Soit :

ux = B (Bhg)+ BY (8%,) + b7 (8% 7,) + (81,

dy = 0§ (BYe) + D} (B,n) 4 02 (’8?5) o 05 (%)

s By (A%,) + B (Ain) 4 B (a1 5)+1> () 57

= 35 ()4 03 (4ga)s 24 (h4) 403 (430)

Dy = D (Ahgs) + B (An.'an)'*b? (“wb)*b (Aw")
I11.3.3 CAS DE N DD ARBITRAIREMENT ORIENTEES :

Le resultat obtenu pour deux DD peut etre généralisé a N DD .

Fig. 3.8 : Plan infini contenant N DD

La snlutlnn s PCrlt N

e S O (870) 4 2 bﬁr“’*—“)

91"‘ . N . UU
Uy = 2_4 bz (E;k> + Z‘ : (g\;n)
= i
N . . N . (58)
g‘rn . .5-, DZ (Axs) + 5_4 b, (Axn)
! e
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L
LA LU
5 07 () 5, ey
el =
Ces relations nous permettent de calculer les deplacement en

n'importe quel point du corps.

III.2.4 COEFFICIENTS D’ INFLUENCES :

A partir des relations (I1I1.58) on peut calculer les
les contraintes @i milieu de chagque DD dans le

déplacements et
repere globale.
En utilisant les relations de changement de repere (Annexe B),
locale de la DD ou en les

/
on peut les ecrire dans le repere

calcul .On obtient:

N _ . = -
£ 8 [l i 08 4 2l) s BT L )] o

i:

N
+)
!

N .
un - z Y [(1-2») CosY By = ¥ (A-Nmnt By - M (s 8 F - Miny 'F;)] 4

A

N {59

b: 1- (2-2) tos VF, +2(1-) bnY 5 --;g‘b (cas ¥y - Bm¥ %)] s

};4
.
¥ 2 N [(4-:») FnY L, 4 2 (4-9) s By 4 B (A8 F stos¥ E)J
£

\J\L": G Df [-.Min -L‘o’f —Co.swﬁ; _ ‘?L(Hnb)‘ -F_' - Cay &‘5'5)]+

+ 26 D) [_?(cosu‘rfﬁmumj

i=1,N (60)

-
-—

TL-_&' .L[ -24""‘ . ot —_
I R AP TIN P P

£ 26 Dy [_"F',,- + (A«‘n L2 Y mﬁ)}
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Avec Y= }L,F} Donne 1'inclinaison de 1'élement 1 par rapport A

|'"élément 7

Ces deux svstemes sont mis sous la forme suivante:

R R T
W = 5_ bs 8 4 ) dy ¥en
izu

=1 . B ,
0N o Y i=1,N (61)
. A >bn Ban
Up = 5 Vns ¢
ne n w
N " L
. v
0" - blg Ags * 1b" Agn
B“‘ 654
N - L N s =1,N (62)
. hq | D? ' 1
W’-‘b: 4 Ahs 3 K P
}-.'4 7'-4
Les coefficints Ass...etc, sont appel lés coefficients

d'influences -relatifs aux contraintes sur la frontiere—.:ii donne
par exemple la contrainte de cisaillement au milieu de la DD 1 due
5 une DD normale J unitaire.

Les coefficints Bgs...etc, sont appellés coefficilents
d'influences -relatifs aux déplacements sur la frontiere-. lﬁﬁ

donne le deplacement tangentiel au milieu de la DD 1 du a une DD

normale unitaire Jj.

IITI.2.4.1 TERMES DIAGONAUX DES COEFFICIENTS D’ INFLUENCES:

L'influence d'une DD 1 sur les déplacements et les contraintes
5z : A ’

an milieu du segment 1 de la meme DD est donnee par les elements

-self-effects-ou les termes diagonaux des coefficients

ES

d'inf luences.
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Ces elements sont obtenus en evaluant (IT1I1.61) et (II1.62) pour

N=1 , X1 = X7 , Y1 = Yy} , on a:

ug = D;L Eb (1-¥) E?,(o,o)}+ b 1— (1-2Y) K, (o,o)]
u.f: b§ [(4-3») Ez(o,o)] + b.: [z (1-9) ?s(o,o))

(63)
e ag0) 15 00)] + 2635 1
. . . - (64)
o- 2G0iTo] + 2605 [-Ble®)]
Sachant que : FZ(U,U) = 0 (65)
F (0,07) = R I (66)
? 4(1-9)
_ A
F(0,07) = —— (67)
4(1-Y)
_A
E‘S((),U+) . . (68)
m(a-y)a
On a
,'_.;_;_1 L U(-— _ i b\.
Uy 2, D 1T =g D
U:::.-... D: ' Up = -\'l b;
v _ (69)
v L
MY G
T (2-v) al
. L
Q;‘:._Ji_ELﬂ?
T U-y)a
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On voit alors que les termes self-effects sont

v Lt i w
?Jen': ?ﬁne =A5n = Ah& =0

L o

B = Ay, = . _

Ty
€ 5 (70)
L A _
= ou =
5% 2 pour ? o
T = g
6 = - = pour Y=o
Vi
REMARQUE
D'un point de vu numerique, la carracteristique critique de

n'importe quelle M.E.I.F est la determination des ‘element s

self-effect.

I11I.2.5 APPLICATION DE LA PEOﬁPURE NUMERIQUE :

. ’ 7 ~ - /
On va appliquee la procedure numerique a un probleme de cavite

soumise a une presion uniforme P (Fig. 3.9a).

o

Fig. 3.9 : probleme de cavite
a):modele physique

~
b):modele numerique

On a les hypotheses suivantes :-Forces volumiques nulles

-Hypothese de deformations planes
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T -»
En un point du contoure C, on définik les vecteurs s et n,

tangent et normale au contoure (Fig. 3.9%a)

Les conditions aux limites sont
0 = -P

(71)

En tout point de la frontiere C.

/ . - .
Pour resoudre ce probleme par la M.D.D on procede comme suilt

1- On aproxime la frontiere C par N segment de droites,

v s -~
adjacents. Ce sont les elements de frontiere.

- ’ ~
2- On consldere que chaque segment est soumis a une
contrainte normale constanteﬁ}--P et une contrainte tangentielle

constante Ua: b .

l.es conditions aux limites devienent
W= -P
. t=4, N (72)
v
|
REMARQUE

Meme s1 la pression n'est pas uniforme on supposera que chaque

/ Ve . - "
element est soumls a des contraintes constantes.

-

3- On considgfe alors une COURBE C' (Fig. 3.9b) identique a
C, dans un plan i1nfini.Il1 faut remarquer que C' n'est pas une
frontiere, maigelke nous permet seulement de localiser dans un
domaine 1nfini, des segments de droites Coimeidant avec -les

éldments de frontieres du probleme reel.
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4- Appliquons sur chaque segment de C' une discontinuite de

deplacement constante telle que pour chaque segment j on ait :

. A e A .
Dr? = U“? - Ur,’-l-
i iU

D{, = U ;—- - Usi-

5- On va maintenant falre une remarque critique, c¢'est

(72

- 4 J 9 A

que-dans ce cas;contoure ferme-les deplacements Un*, Un, Ugs Ug-
Ay ~) A Ry

pour chaque DD de C' ne sont pas les memes que Up+ , Un- , Ugt , Ug-
respect ivement .11 faut distinguer entre deux differentes sortes de
deplacements pour chaque DD de C'.Sur le segment j par exenple,

nous avont les dép]acements APPLIQUES sous forme de DD et les de

placements ACTUELS qui sont induit par l'application de N ,DD.

REMARQUE

Dans cet exemple les DD sont FICTIVES d'ou la nuance entre l1e/s
deux deplacements.Dans le cas d'un contoure ouvert (fissure
courbe) les discontinuites de deplacements representes le
deplacement RFEEL d'une levre par rapport 1l'autre,ainsi les

g 7
deplacements actuels et appliques sont les memes.

b- Ikn utilisant les relatirons (111.62), on peut exprimer loes
n .
cont —raintes ACTUELLES UE ek 0;* au milieu de chaque DD, induites

par les N.DD.
) ) . 5 /
7 S1 maintenant on arrive a trouver les DD appliquees de
a: .
. G~L €5L . 4
fagon que les contraintes actuellesVUg¢ et Vy soient les memes que
/7

celles specifies comme conditions aux limites par (III.72), on
aura reso-lu le probleme NUMERIQUEMENT, puisque les contraintes et
les déplacements en n'importe quel point du corps peuvent etre

cajculé a partir de (IIT1.58), une fois les DD calculées.
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- / . 4 : L
Pour cela on aura a resoudre le systeme d'equations algebriques

suivant : N .. .
L
5_ A bs }_ s?w 53
=4 =4
L " : 5 (74)
DRI

324

Qu'on met SOUb la forme suivante:

(75)
{r}- 1] ol
Ou [A] est la matrice des coefficients d'influences-relatifs

aux contraintes sur la frontiere-.

REMARQUE

~
- Dans le cas ou l'on prescrit sur la frontiere des deplacements,

tels gue : 0
Sur C
°
Uh= Un (76)
UZ ; U: peuvent ne pas étré constante sur C.

Ce qui se traduit dans le modele numerigque par:
L o\
u‘, = Us
: U°L L=A, N sur C (77)
Up = Un
(les déplncementssont constants sur chagque segment de C)

-
Pour toutes les DD on aura a resoudre le systeme sulvant

N .

o 1 %‘zf

1 - e 5
e 1% i%il b;,‘,

n=4

1=1,N (78)
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Qu'on met sous la forme suivante:
9
{o} - =) {o}
-dans le cas d'un probleme mixte, les DD seront determinces

a partir des equations de (III.61) et (IIT.62) approprieés.

On obtient un systeme de 2 N equations a 2 N inconnues

qu'on met sous la forme suivante:

(=Y crol LS

1]

-37: | = s Ay (80)
. 2 : Ly N
o = C:Z D] + 2 Con On

‘I)‘, . &:4

Ou, b; et by sont les conditions aux limites ( 0y ek y, ou(j‘;"& us")

eht%?..etc, les coefficients d'influences correspondants.

III.2.6 MOUVEMENT DE CORPS RIGIDE :

Oon entend par mouvement de corps rigide, le deplacement

d'ensemble de toute la structure dans |'espace.Prenons [|'exemple

de la Fig. 3.10.

b
o) )
Fig. 3.10: cavite assymetrique.
a) Modéle physique.

~ s
b) Modele numerigue.
-
On voilt que la pressionP oblige le corps a ge déplacet dans un
mouvement d'ensemble vers le bas, ni les contraintes ni les

deplacements ne vont apparaltre dans R.
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En realite, ce mouvement est 1mpossible, parcequ'a des
5 B ~ ~
distances considerables de la cavite se trouvent des obstacles
naturels qui empechent ce mouvement. Il se trouve que ceux-cl sont
; / ‘ — ,
tel lement 6101qnes par rapport aux dimensions de la cavite qu'ils
n'influent pas sur la solution du probleme d'une fagon
rd g .
conciderable, ce pourquoil, on n'en tient pas compte .
Neamamoins, 1l faudrait empecher ce mouvement quil risquerait de
y . . 7 .
se tradulire par une singularité de la matrice [C] comme s'est le
cas de la M.E.F.
~ . / . -
Pour les problemes interieurs l'application des conditions aux
7/ : A 2 ;
temites bien posées suffit a eliminer € mouvement .
~ s R " 7 -
Pour les problemes extérleurs, 11 faudrait ajouter des élements
- - P
(DD) a I'interieur du contour C',et leur impaoser des deplacements
nuls au niveau de |'une de leur faces.(F1g9. 31.10b).
- 7 / ~
Un minimum de 2 elements orientés differament doit etre pris
/ . , i
pour eviter la rotation et la translation de la region extédrieure.
3 4 - - ” .
Apres resolution du probleme, on va trouver que les “elements
additionnels sont soumis a des contraintes, il se trouve que ces

contraintes n'influent pas sur la qualite des sn]utinn&.((RDUClﬁﬂg%g}

N - /
REMARQUE :Pour un probleme presentant une double symetrie, celle

c1 enpeche le mouvement de corps rigide.

IIT.2.7 CONVENTION DE SIGNE :

7 .
On a vue que les % 1ement s SELF-EFFETS dependaient du fait que
/ i ) /
y=0 so1t approchee par valeures suppfrieures ou inferieures.
-~
Dans le cas d'un probleme exteriaur (respectivement interieur),

i / ; . ;
s1 le contour est traversé dans le sens trigonometrique (respecti

- ’ - .
vement horaire) n sera une normale éxterieure (pour les deux
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problemes) et le contour reel C correspondra au contour fictif C'.

frg(3.11)

& b)

Fig. 3.11 :a)probl@me extérieur, sens de traversee trigonmetrique.

~ 7 ' 4 #
b)probleme interieur, sens de traversee horaire.

/ ]
Dans les deux cas, y=0 sera approchee par valeures negatives, et

Ly iy i ' B
Bgg = Bam = Agy = Apy =+0.5 (81)
On prendra alors comme convention de traverser le contour d'une

. 4 ~ ’ - z ’ 4
cavite (probleme exterieur) dans le sens trigonometrique et celul
4 . .
d'un probléme 1nterieur dans le sens horaire.
Vs n . ~ L4
Les deplacements devront etre prescrit sur la levre negative de

la DD .
III.2.8 UTILISATION DE LA SYMETRIE :

On dit gqu'un probléme préesente un axe de symetrie si les
L/ ’ 4 7 § i : ’ #
proprietés elastique du materiau, la configuration geometrique et

. . - . / . ~
les conditions aux limites sont symetriques par rapport a cet axe.

Considerons un probléhe presentant une symetrie par rapport a

un axe d'equation x:Q .(Fig. 3.14)
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Fig. 3.14 :probleme symetrique par rapport a l'axe x=X.

! -~ -
L'elément j a pour 1image par rapport a 1'axe de symetrie

7/ / 7/
1'élement iy'. La principale consequance de la symetrie pour la

M.D.D est:
> ; 3 ol . 1
oJ = b} (a) 0, =6 (o) oy = u¥ (9
‘ :| 3 1 (82)
- |
T 9 7 __6v7 I |
b =-p] (b 0 =-057 (ay Uy =-Ug (f)
De plus, ;
F!:—%’ (a)
()
W :\3’ (b) (83)
“ - A -
x, = ; - ( x¥- ; ) = 2 x - xq (c)

X » .. ! ’ : ~
Ces relations peuvent etre exploite pour reduire le systeme
, . i .
d'equations de moitier, en formulant de nouveaux coefficients

d'influences faisant intervenir automatiguement les effets des

/ ’ .
elements 1mages.
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Le systeme peut encore etre reduit de moitier si le problene

presentait deux axes de symétrie.(Fig. 3.15).

Fﬂ . i J
D:’-D; A f

L] ]

b, -}

»
; s‘\é\’ >/{' 2
D, ,Ds {

Sy X

Fig. 3.15 : probleme donhlement symetrique.

REMARQUE :
On ne discretise que la moitier ou le quart de la structure
selon qu'on ait un ou deux axes de symetrie,sans avoir besoin de

S
mettre des elements sur ces axes.

ITI. 2.9 EFFORTS VOLUMIQUES :

’ 'd
Les devellopements qui precedes ont suppose les forces
’ ’
volumiques nulles.En presence d'efforts volumiques on decompose en

solution homogéne et solution particuliére.

Le probleme & resoudre est

*
A U::-—; %quations de Lamé-Navier avec terme volumique
(84)

U= U 4Aur Gy
t: E Sur C conditions aux limites.

.

On sailt calculer les solutions ert 0; du problgme homoqghe
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- (85)
0o =0 Sur Cp

Suposons que l'on connaisse une solution polynomiale (U4,G:} de

’
l'equation de Lame.
A" Uo = _f (86)
Cependant ll‘ + -lj.‘ sur G el l,‘ * -l_q sur (‘E (87)
P 4 . )
Car generalement, les conditions aux

limites ne sont pas

/ : ;
respect ées par les solutions polynomiales.

Resolvons alors le probléme homoqéne en injectant pour

conditions aux limites fictives.

U°='U-Uq sur C

(88)

—

t - t4 sur C

to

Soit U, ,0o le resultat obtenu

La solution du probleme avec forces volumiques est alors en

tout point

(89)

q
ot
4+
IS

+4



En effet
- f=-f (90)

o3
=

"
B
=¥
+]
.

AL-\-
|
o

Au frontlgres:
Uv-U+U:U-L'J-‘+-[-J;=E sur Cy
(91)

F o

=

- 0. 0

:6: sur q:

CONCLUSION: pour traiter des problemes avec chargement
volumique ou des contraintes, 11 suffit de corriger les conditions

aux limites et d'ajouter la solution particuliere a la solution du

- /
probleme corrige.

G
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[IT.3 EXEMPLES

7
L'organigramme suivant resume le programme MDD ut 1 lisant I a

ra . V4
M.D.D enelasticite.

P4
Z €c ;f/fr oes o/wwr;s

0/'-" cfe'/L/:g;//‘za;v o/? /o f;‘mﬁf\r(

Calenl ofes cow/"/f’c/:zﬁé o//;y/’@ﬂce
«F  Formalton e .r)u/e'/rfe

- (717

/?C‘:‘ o/u/fan Vo or

e Gawss s s pivols.

o

C'q/cu/ A () ek o

Sur /' /"0# '/bf;r c'/ a/44.( /( w&z:.r.

e o

Fig. 3.16 :Organigramme MDD.
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Les exemples suivants permettent de tester le programme.

-

EXEMPLE 1 Fissure droite dans un domaine infini1 soumlise 4 une

pression uniforme.(F1g. 3.4

olution analytique donnant la DD normale est (Sneddon 1951)

(- Y
._(i_l)_ P.b (4— -E:)”m:z)

La s

Uv(x,l)-)-Uy(x,O"') = Dy =

solutions

Les courbes de la riqurl(.?.lﬁ)‘ representes—ﬂ; les

s .
analyfigques et numerlgques.

axe€ de ryrntf‘rr'c

Y

. )

[ P O |

/
'l \/e’/e/m m/_:' /

L
rd

I

/

Ff!j. 3.1 : Fissure Jroi\‘c dans un domaine 1n :f:'m':

a) Modele physique .
b) Mod ¢ e numc’r\'qu.c )
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E x/b
0.0 ¥ 4 ; - ek @ o.of!
/
—0.10 3 / L
o / <
N
c A B o
\Evo.zn E / é
E ~0.30
0303
=
]
~0.40 ] -0.40
~0.50 3 a) =R

_F,-ﬁ, 3.18: Fissure Jroihr 50us

Pfl.ﬂ'l"”‘- a). b elémants

b) - 10 é’lc{m enf‘;

¢)- 20 €lémenk

Solu’?c:n anquh.c’ue
~0.40 } _H Soluht;n num "'1'1 ue,

~0.50 2 e)

L= 100 E: #8800 , v- 0 2

On remar gu e guc les valeures num r’r/'fae.r wn ver(jarﬁ/ vers

la solutson uneclt f”a’”/ on  aupm enle Jo rombre a//?'/ﬂ:ﬂ?ﬂé.



EXEMPLE 2 : Tqul sous pression.(Fig. 3.19).

/
La solution analytigque du deplacement

PL¥ [ A+ |

(94)

radiales est

Les courbes de la Fig. tS.lo) représentemtjles solutions

analytiques et numeriques.

Q)

Fr'j. 3.19 : Tunnel sous frc.rtl'orl
q)Pﬂo&i‘t #kyifqu”
M) Moaé le numé f“i“‘

On ne ieretre gue A’fﬂcr/ o confour.
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0.00393

- -
Z00025 4 3
l&, b
= 2 \
= 2 I U #
&~ £.0020 7 \
] S solution analytique

ti‘ 3 \ 8 € elements
g b o 12 elements
2 0.0015 3 8 25 elements
b =
N3] ]
© :
,.Ec-.omo =
N ]
Y 3
= ]

2.0005 7

COUOO —I'II]T'II'II[TI!IIII'II]lI!‘l'l]ll][!lll!III||’IIIT'I'I‘I‘FTI'T1"-_'_|—'|

1.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.C 12.0
rayon

F.'?. 3.20 H Tumcl $Sous Pr¢_{;,o',,.

ayd&e ! P- 100 . E-= 48000 . b= i |

’, 0
la corr as rwdaucc enfre las va leurss num xF §ués

mére r(’p’c’a'/ a/;/emeo/_é_

Oﬂ rem an.1u¢

ab axackas pour un ne
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EXEMPLE 3 : Eprouvette en traction simple.(Fig. 3.24)

la solution analytique du deplacement suivant Y est

v
g Uy = ¢ 4 ¥ Y (deformation plane)
| . 'Y p’ E e,/e;ﬂfl?/}
3wl O o I
I'——-h-.
|
1otm | |
|
!
0 =X L : :
: |
| ' :
! I
) !
! |
TTe y 40T Lo

Fig. 3.24 : Eprouvette en traction simple.
Q) Modele physique B) Mode) r numérique.

Les courbes de la Fig. 3.2% donnent le graph.des solutions analy

tiques et numeriques.
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0.020

]
~ :
= ]
) ]
S 0015 4 !
~ ]
QL ]
& 1
-qé ]
& 0.010
S ]
Q .
Q ]
(o] ]
H —
Q,0.005 A
Q b solution analytique
Q 1 ¥ 5-1C elements
] © 15-20 elements

Eprouvette en fraction

avee ' e =100 E = 48000 V= 0.2.

On discilice le comiouwr par 5 Sl ants Sur /9 /n ce superieare
J 70 Wliment SurJe ol faFirefe , Purs por 15-20 , puis por W-30
0707;4»/5.

0""—“”’"’7“" Jee /a fo&//é/; ”"”"!If’}”ﬂ converge bien vers

la tohloom exacle.
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IV VISCOELASTICITE LINEAIRE :

La théorie de la viscoélasticite permet de rendre compte des
phéroménes de déformation différds et de relaxation 11€s o de-
phénoménes dissipatifs que 1'on traduit globalement par une viscosité,

On distinque qénéralement trols grandes méthodes de formulation des
lois de comportement, 1'aproche microscopique, 1'aproche
thermodynamique et 1'aproche ' fonctionnelle.Cette derniere est comp
letement appropriée au matériaux viscoelastiques,elle sera utilisce

par la suite.
IV.1 LOT DE COMPORTEMENT VISCOELASTIQUE UNIAXTALE :

IV.1.1 EXPERIENCES FONDAMENTALES :
En pratique les lols de comportement representent {a mise on
’ . ’
Lquatlnn deresultats et interpretations decoulant des expirrences
s
fondamentales telle que l'experience de traction .JLes exper pen o
fondamentales qui mettent en évidence le comportement viscodlast rque

sont :

IV.1.1.1 EXPERIENCE DE FLUAGE :

Elle consiste a soumettre une éprouvette ahune histoire de charge
o(t) = oo H{t=£ ) (1) (Fig. IV.la)
Ou H dg51qne la fonction de Heaviside
0 x<0
H(x) = (29
1 x 30

/ - / .
et a observer 1'evolution de la deformation & en fonction do temps:

(Fig. IV.2b).
-— s ’

Nulle pour t<t_,, elle subit un saut correspondant a l'elasticiti:

s M ’ .
instantanee du materiau et croit enadu temps pour t;g’.
fone hion

(1).Certaint materiaux ne presentes pas d'elasticitee instantance.
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(H i(h’ (R

e ——
]
|
. "
]
|
? :
' 1]
! '
e # 5 ! — ¥ »
F. k k, | o k f"
a) b <)
Fig. 1V.1: Expérience de f luage
A)Fchelon de contrainte
b)RPPOhSP eP d&fnrm4r1nn,avpn lasticité instantanc
¢ i e s
c)Reponse en® d@fnrmarlnn sans elasticite instant ano
/7 . A /
L'évolution de € en fonction du temps peut ‘etre decrite par
E(t) = J(ag,t,t ) (3)
7 7/
J est appellee fonction de fluage.
IV.1.1.2 EXPERIENCE DE RELAXATION :
’ s s
C'est ]'experience duale de la precedente.
On 1mpose a trfbun échelon de déformation d'amplitude Ebz(FlQ. IvV.2a)
E(t) = E H(t,t , ) (4
On observe la réponse en contrainte.(Fi1g. IV.2b,c).
(4] rp = ()

|*’ 1 T

|

| :

i :

; b b ,
b kW) hoo©)

Fig. IV.2 :Experience de relaxation.
a)Echelon de deformation
’ ’ .
b)Reponse en contrainte,avec elasticite instantane

/ . / v s 7 -
c)Reponse en contrainte,sans elasticite 1. stantane

’ - -
De maniere analoque 1'evolution de 0 en fonction de t est decrite

par:

/ . .
R est appellee fonetion de relaxation
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REMARQUE

I'd -~
- Le niveau de charge appligque est quelconque-inferieur .o

; = _
limite de rupture-contralrement aux materiaux viscoplastigques ou

| e

fluage n'apparait qu'a partir d'une certaine charge g
’ i i 7
2- L'existance de deformations différees ne depend pas de
l'"histoire de charge (charge,decharge,vitesse de charqe

etc...) precedent la charge actuelle.

CONCLUSION

/ . ¢ .
Un matériau est viscoelastique si1  sous l'action d'une charqg

; ; . e " . ” -
constante il manifeste 1'existance de deformations differees et ceca

quelque soit le niveau de charge-inferieur a la limite de rupture-

quelque soit 1'histoire de charge précédent le palier actuel.
Iv.1.2 LINEARITE :
IV.1.2.1 DEFINITION : "_j

En qén;rale, la lo1 de comportement d'un matériau exprime
correspondance fonctionnelle entre 1'hestoire des contraintes
l'histoire des deformations.

A chaque 1instant t, la déformation E(F) dépend de l'histoire

contraintes jusqu'a cet 1nstant.
3

EH - g [r(®) (6).
o

F est une fonctionnelle (voir annexe A).

Alors; le comportement d'un materiau est lineaire s1

correspondance fonctionnelle entre 1'histoire de 0 et ~lle de €

de laforme (IV.6) est lineaire. c.a.d:

v, b em

E[XO"'({) + /\‘OA(()} = A'F;[VJ(U} ¥ ’\‘E thH} (7)
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IV.1.2.2 CONSEQUENCES DE LA LINEARITE :

4) La fonction de fluage doit etre proportionnelle U: 3
J(G ,t,ty) = 0O J(t,te) (8)
La fonction de relaxation doit etre proportionnelle a £o a
Ri Egutnt | = E,RIE, 5, (9)
On appelera aussi J(t,t,) et R(t,t,) fonction de fluage et fonction

de relaxation

b)Principe de supperposition
! L
S1 on prend dans (ILV.7) A = A = 1,on obtient directement le principe
de supperposition gui stipule que
rd

' Si 1l'on supperpose deux histoires de solicitation, la repense est

i . /
la supperposition des repenses '.

REMARQIULES

a) La plus part des matéridux montrent un comportement Lindasre
pour de petites sollicitations et un comportement non lin€aire pour de
qrandes sollicitations.

On peut voire cecl en appliquant le test de supperposition avec des
histoires de charge de type (IV.1) avec differentes valeures de 0o
(Fig. IV. 5a).

En utilisnt les répenhps obtenues pour chaque test, on pent
construlre des courbes 1sochroniques (iso=egale;chronique=temps) dqu1*
peuvent Btre considéré- comme pseudo-relations contraintes

déformat 1ons, correspondant a 1'équation (IV.2) pour t-0, ko cre.
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i 1
4 G
i A [
[ | |
L : 3i".
| I (
| |
| | ! 2%
i .
| | |
[ ! '
¢ - L Go
BE
_— ! » F
a) (c)
EWT
Fig. IV.3 :Test de supperposifion.
\
! alfEchellon de contraintes.
b)R€pense en déformation
: c)Courbes 1sochronigues.,
(
i I
l 1 |
l 1 L 4__/'
(b)
Dans le cas de la Fi1qg. V.32, le comportement linfaire est

envisageable jusgu'a 26 .
b) Quand Lim J(t,t,) = M es¥ifinie (109
rd **” rd
le matoeriau est dit assvmptotiquement stable, ces malerians Goand
dit solides, ceux gui ont une fonction de fluage qui  augmente’

indéfiniment aveclsont dit fluides,
IV.1.3 MATERIAUX VISCOELASTIQUES NON VIEILLISSANTS :

Un matériau est non vieillissant si ses propriétes mﬁvanlqnws
n'évolues pas avec le temps.Ceci se traduit par la proprieté d'in
variance par translation dans le temps:

La répence 4 l'instant t & une sollicitation appliquee a t est la
meme que la répense a l'instant t + At a la méme sol!icituzronA.i

op ‘naIUSG'
["instant t_+ At. 18

Dans ce cas, les fonctionsde fluage et de relaxation ne dependent
pas de t , elle ne sont fonction que d'une seule variable.

Jit,t ) J(0,t-t )=J(t-t ) (11)
o o o

R(t,t ) R(O,t-t_ J)=R(t-t ) (12)
o o o

Ty
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IV.1.4 INTEGRALE HEREDITAIRE :

3 -

La linearite du comportement nous permet d'écr:re la repense
toute sollicitation a partir de la connaissance des fonctions de
fluage ou de rP]axation.' -

Concidérons un matériau vishnélastique,linéaire, non viellissant

soumis a la sollicitation étaqé représenté par la Fig. IV.4a.

R ' cen T !

I
|
; — 1

v
e psipie—iy ¥ I {1 i3 ad
a) b)
Fig. 1V.4 :a)Sollicitation en contraintes.
b)R;pense en déformation
At ty on applique un echellon de contrainte
A0, (t) = AG,H(t-t ) (13)
La repense est:
viyk o, £ (t) = AG, J(t-t ) - (14)
At - Lton ajoute un échellon de contrainte
AC(t) = AR H(t-t ) (15)
La déformat ion ajoutee est:
AE (t) = D% Hit-t ) (16)
ecteee

- % Z & ’ s . s
Le principe de supperposition nous permet d'ecrire la repense on
P P p

' .
deformat ion, on trouve

L)
- T (tts (1
£(t) - %;1 a%J(t-t;) £t 17)
Pour une sollicitation, quelconque, elle peut @tre reprosvnt? par

une fonction continue par morceaw presentant des sauts.(Fig. IV.5)
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o 1

1 -4--
|
/ |
\ I
i |
[ |
: |
| ; —¢F
0o h .

Fig. V.5 : Sollicitation quelconque

Pl
Une telle fonction peut %®tre considere comme la supperposition

7 r'd
d'echel lons infinitesimaux

d§F . Ht=-T) = Ji}_:m dt.mt—t;:ﬂﬂ AT H(L-F ). (18)

et d'echellons finis : k% o t1ay,
A0

La r;pense £ s'éxprime sous la forme d'une intégrale de Rieman a

laquelle 11 faut ajouter les térmes de sauts.

F h
5“)=f 7ty TV L X T Fj)ac] (20)
) Jt d:-.-‘l

RFMAROQUE :

-Meme 51 on applique la contrainte a t>0,

£(t) sous cette forme.

on peut toujour ecrire
-L'"1tegrale dans (IV.20) est appellee inteqrale héréditaira,

L'expression (IV.20) peut etre ecrite avec la notation du produit

L~ D
de convolution avec la derivee Bt Prise au sens des distributions

pour tenir copmte des termes de sauts.(voir annexe A).

el = T(E) 4 2T®
DT

Ou bien ﬁ(b) = b I * 0“&?)
bt

LS

A - ! ] i
De la meme maniere, la repense a une sollicitation i(ﬁg gue ]l congue

I .
s'ecrit:

DR () x £(&) (23)
D

LR

(%) =




Les relations (IV.22) ou (IV.23) constituent les expressions mathe
”, g
mat 1ques de la lo1r de comportement pour un matériau viscoelastique

dans le cas uniaxial.
IV.2 LOI DE COMPORTEMENT VISCOELASTIQUE TRIDIMENTIONNELLE :
IV.2.1 MATRICE DE FLUAGE ET MATRICE DE RELAXATION :

On se place dans le cas d'un matériau viscoélastique, llnéﬁire, non
viellissant .

L'experience de fluage ou de relaxation appliquéés a un  cas de
sollicitations tridimentionnelles amene a definir

-Une matrice de fonctions de fluage [J] tel que

pour une sollicitation tridimentionnelle definie par

U?é-@ﬂ~; f} *‘(ﬁ ~'E) (24

LLa repense est
Ecs (€)= Jighe (£-F) 0 o

Ve e e
(avec sommat 1on sur les 1ndices repetes)

-Une matrice de fonctions de relaxation [R] tel que

pour une sollicitation tridimentionnelle definie par

) ey (&) < €54 W (£-E) (26)
La repense est :

0ip () = Rijhe (£- B) €,
(avec sommation sur les indices répétés)

A 5 . Fd .
De meme que pour le cas uniaxial, la repense a une sollicitarion
s ¥
que lconque s'ecrit

EC,}U;) = ‘b 3'£§LL {t) 5 “\LLU:) pour une sollicitation contrainte (28)
Dt

ﬁi(k): D'p\i}h +) " gh-

Dt .

(#) pour une sollicitation déformation (29)
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IV.2.2 MATERIAU ISOTROPE :
S1 on fait l'hypothese d'isotropie, un raisonnement analogue a
celul de l'élasticite permet de ramener a 2 le nombre de fonctions

indépendates définissant les composantés des matrices [J] et [R].

REMARQUE
A la difference de ce qui est obtenu en elasticitée linéaire, la

symetrie par rapport aux groupements (1j) et (hk) n'est pas obtenue on

% E e
s'appulyant sur l'existance du potentiel, mais, elle est pose par le
principe de symétrie de Osager,celui ci se base sur la therdynamique
des milieux continues. (LEPrAITRE . 1885)

A% .
On peut alors choisir deux fonctions L(t) et M(T) aul jotent lex
role equivalent des coeffiocints de Lamé A et o .
La repense a une  sollicitation quelconque s'ecrit, en  notal ion

indiciel le:

bM |
m%('\:) < b: (&) * t Lt) 5 ? 42 DL{?) "a' UC> (20)

7 .
Cette relation represente 1'"égquation mathemathue de la loi de com
s > s 3 ¥ e i :
portement pour un materiau viscoelastique lineaire,non viellissant et
1sot rope.

IV.3 EQUATIONS DES PROBLEMES VISCOELASTIQUES :

”
Appliquons la transforme de Laplace definie par

£(4)= o 95

L »]

£ &?(—)t’) dt (31)

0

0
a la relation (30), on obtient: (voir annexe A pour les proprietes

o, )

U_{é(;&)‘: .A.ILA). é'_b} (4).511}.*2,5 'ﬁ(‘s)o{’d.a(-d) A 32
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Posons

I(ﬁ) =4 I-QA)

;"(6): A M (8)

(30) s'ecrat

W5 ()2 40 By () 55+ 25 W Ey)

VFd -~
Cotte coriture est similaire a celle de la loil de

] . /
|'alasticite lineailre.

(33)

(o4

B

de

comportement

Ferinvons maintenant  1'ensemble des équations d'un probléme
viscoélastique en transformée de Laplace.
Données et 1Lnconnues
—-Forces volumigques f(t) - f(s) (36)
-Conditions aux limites
~ — =
Ug (t) = Uy () R— UL(S)—%fS) sur Cu (17
v —- =
ILH) L‘-(t) S t"_(s)-“l(s) sur Ct
avec £t = n" . n: (38)
I.3 ?
-Fquations :Dans le cas de ploblemes statiques, les ‘equations en

t ransformeéee de

—

Gﬁ!} + ?L':O

L]

E.‘_:}

%

- . n . - . =
Ces equations sont tout a fait similaires a celles d'un

Laplace sont

i(mh+ﬂbt)

A B -

Gy + 2P &G

) +

/ X ’ . 3 . 3 i
d'elasticite linéaire,si le type de conditions aux

pas au cours du temps.Dans le cas contraire, on

en periodes successives

Aau cours

limites restent du meme type.
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decompose
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(40)

(41)

probleme
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IV.4 PRINCIPE DE CORRESPONDANCE :

o ~ - /
Lanalogie formelle entre le probleme viscoelastique transformé o

lead'élasticité conduit a la ﬁéthode de
preblimye

ci-dessous dans laquelle on a :

ré solution schématisée

-3 résoudre un probleme d'élasticité classique (probléme

élastique
équivalent).
-puils a prendre 1'écriture transposée, en remplacant dans
l1'expression de la solution elastique
A par X(®) (42)
7 par  u(») (423)
f par fgg (44)
F par F (§) (45)
etCese
-On obtent ainsi la transformé de Laplace de la solution

4 7/ g
viscoelastique, en prenant son 1nverse, on trouve Jla soluticn dans

|'éspace temps.
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robléeme vr’sco(’f:sh'rfur

l w

. | T e
Eemture Des Equabons en | PP"B"‘MC;
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Eransforme be Laplace { elastique |
) : e/qL!l‘V&1ei\E|
H |
~ - l l
calcul Bes Transformeés ! ;
Des Donneées L ___,___1'
=5 — — J
F ! U / S
6o‘uHO'l"l
Uy
solubon Viscoelastique &{3'

Ui (©) (l\ig
{:ij ® l

073 ®©
Ecr‘\lrurf: H‘ahf;pﬂ‘né
Ui
04
Ty

|

Tnversion

Fi1g. IV.6:Schéma du principe de correspondance.

Cette methode est connue sous le nom de principe de corréspondance
La difficulté est rejetée sur I'"inversion, les calculs des

trasformées inverse de Laplace sont délicats, en particulier =1 le

probleme n'a de solution que numérique approchée.
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VI.5S MODELES ANALOGIQUES POUR LE COMPORTEMENT VISCOELATIQUE LINEAIRE :

Les modéles analogiques sont des groupements d'éléments mécaniques
dont les répenses a des sollicitations sont similaires a celles des
s - ' '
matérraux.! s sont uti1lisés pour donner une image concrefo lers

equat 1ons de comportement .

IV.5.1 MODELES DE BASE EN VISCOELASTICITE LINEAIRE :

e
Les elements mécaniques utilises en viscodlasticite linéalre sont

a) Le ressort gqui schématise |'élasticité linéaire .(Fig. IV.7).

E o
— A N ANAN———» E:"odule d'Younqg.

Fig. IV.7 :Ressort.

-Sa lo1 de comportement est : o(t) = E £(t) (46)
-sa fonction de fluage est 2 Jit) = —El— H(t) {47)
-Sa fonction de relaxation est : R(t) = E H(t) (48)

b) L'amortisseur quil shématise la viscosité linéaire .(Fiqg. [V.4)

V i P
e L'_ — >

n Coefficirient de viscosité

Fig. TV.8 :Amortisseur.

-Sa lo1 de comportement est : olt) = n e(t) (49)
-Sa fonction de fluage est : J(t) =1§- H(t) (50)
-Sa fongtion de relaxation est R(t) = n &(t) (51)
S(t) :impulsion de Dirac

R est obtenu par La transformé de Laplace.

IV.5.2 ETUDE DE MODELES COMPOSES :
IV.5.2.1 MODELE DE MAXWELL :CFig. IV.8)
v E - r

Fig. IV.8 :Modele de Maxwell.
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7/ "
-5a lo1 de comportement est regit par l'ﬁquarlon differntielle

sulvante | . .
2:5524- E:SEE = E;(?) (52)
E l

qu'on met sous la forme suilvant o

04 B8 = qErgEe 50 avee {7

-Sa fonction de fluage s'obtient en appliquant  la transforme
Laplace a (IV.52)

Y AE‘:' 0_‘" - A 1 =
AL = — 4+ — & E£=|2L +— |V ({55
E ' E E M4 :
or d'apres (IV.22) on a
é:. A'JT. F (c-)fl)
donce: -:]_": 1 4 A (57
AE A"?]
En prenant la transforme Inverse, on obtient
Jitl =1 L+ Eepyt, (58)
E E
-De meme,sa fonction de relaxation est
R{t) = E.exp(-E t/ »n) .H(t) (59)

e

A partir de (IV.58), on voit que la répense en déformation pour

l'éssai de fluage est

tH = 0% [.‘.‘é 3 t“t"_] H(t-bo) (60)
Sur la figure (IV.10) on voit que & augmente indéfiniment,

modéle de Maxwell decrit un comportement fluide.
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Fi1g. IV.10:Répeéense en déformation pour 1'éssai de fluage

du modéle de Maxwell!.

IV.5.2.2 MODELE DE KELVIN :(Fig. IV.113

. 3
W Vo V4 " g S
e ¥
Gt
L
L
R

Fig. iV.11 : Modéle de Kélvin.

~5a loi de comportement est régit par
v = EEM) 4+ e (®) (61)

gu‘on met sous la forme suivante

?°=1 ‘
= qcé 4 qq%' avec .= E (62)

g

(1}
~

-Sa fonction de fluace est :

R{t) = {1- exp(=-E.t/ m)) H(t) (63)

-Sa fonction de relaxation est

(64)

1"
m
=
o
S
+
-
LS N
F e
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-Sa répense en déformation pour |'essail de fluage est

R(t) = E.H(E) +fl 2 (%) (65)
ew!

o
F--

» ¥

>

. fo
Fig. IV.12 :Essal de fluage pour le modéle de Kelvin

On  remarque que ce modéle ne présente pas de | "élasticité

instantané mais qu'il est assymptotiguement stable, 11 represente un

comportement solide,

IV.5.2.3 MODELE DU SOLIDE A 3 PARAMETRES :(Fig. IVv.13)
E,
A—

r E. p———"

—a— AN
: 14

Fig. IV.13 :Modele du solide a 3 paramétres

-Sa loil de comportement est régit par

G,(Enﬁv)_{,._'.z_o“':vl.ﬁ*EqE (66)
Ev Ey
qu'on met sous la forme sulvante : P n
ﬂ:
Ex4 E2
avec EqEq (67)
® 4 h o = q,E ¢ 4, LS
Er4 E2
-S5a fonction de f[luage est : NEq
1T T El

Eq4+ En

-E, b
Jt) [ (4- z /rl) . H(t) (68)
Eq Ez

-Sa fonction de relaxation est

Eq
RUE) =

| EsaE, ex\o( E”E" ’c> H(E) (69)
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Les essals standards appllquéé au modéle donnent :(Fig. IV.14) .

&
LGN £CH
e | €o.E L
1 1
EE 1
E| -7
; = — F ) _F
ko a) K b)
’ . )
Fieg. IV.14 : Fssals standards appliques au modele a 2 parametres
a) Fluage b)Relaxation
REMARQUES
. - 4 v ! . 2 s
-Le mode le montre une elasticite instantane et Pst
assyvmpt ol igquement stable, 11 repescente un modele standard dua o solaide

/
viscoe lastique linéaire.

-L'élastic1té instantanné est due a la présence du ressort en ser:s
avec le modéle de Kelvin.

ME
IV.5.2.4 MODELES GERALISES :

11 v a deux methodes systématiques pour la construction de mode | e
plus develloper pouvant approcher plus fidelement le comportement du
mat@riau.

NE
a)MODELES DE KELVIN GERALISE :

On met en serie plusieurs modéles de Kelvin, avec 'la possibilite
d'inclure:

-Un ressort pour décrire un comportement solide .

Un amortisseur pour décrire un comportement fluide .

R — P A e\ A AP el
[ v

4__._fv\~l-—-—4——- - —— . | . —

- — —}— ———‘}—J

a)
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5 e i i '_fy_‘_z*
l';n, — L_———a}————# —;ﬁ—

=

b)

Fig. IV.15 : Modéle de Kelvin généralisé.
a) Solide b) Fluide
g
Le modele fluide peut comporter un ressort en série pour

l1'élasticité instantané .

bDIMODELE DE MAXWELL GENERALISE :
On met plusieurs modéles de Maxwell en parallele, avec possibilité

d'inclure un ressort ou un amort isseur .

r J_ Tt oTTTTTTTT -]

L
3
L{ ?J L i

a)

I T TTTTTeor _IT

b)

Ay

Fig. IV.16 : Modéle généralisé de Maxwel)
al) Solide b) Fluide
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I.'équation différentielle régissant le comportement de n'importe
quel modéle peut étre écrite sous la forme suivante
. - (m) _ : (») o
I54 o o v P~ £ 49 ¢ w & % oareow ¥l & (703
+Pp T 4p +, ‘L ‘11 + 9
Qu'on peut écrire aussi
-, e
PR Z ‘1
- (71
ko4tk k d.k“
k=0
Ou encore : Ple) = Qle). (72)

i L
avec P: Z Pk j'ék_i (a) et Q 2-0 qk ib" (b)) (74

n utilisant la transformé de Laplace on a:
P.o = 0. (74)

m n
k
on F -Z PkAk (a) et 6 :Z qkA (L) (75)
k:o L'—O

lLa transformé de Laplace de la fonction de Fluage est daone, de

(IV.56):

- 3 P
J —_— = (76)
Y '
Pour la fonction de relaxation, on a
t77)

=|
&
'vllDI

IV.6 IDENTIFICATION :
Les modéles mecaniques cites precedemment donnent 1'expression

analytique des lois de comportement, mals restent jusgque la

inutilisables, parceque les coefficients qui les definissent sont
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1NConnus.

On appelle identification tout le travail qui consiste a  preciser
les fonctions gui interviennent dans les modéles et & trouver les
valeures des coefficients qui les definissent, pour chaque materiau.

Prenons par exemple la fonction M(t) jouant le mgme role que le
coefficient de Lamé g .

Le probleme est de trouver un modéle mécanique guil approcherai le
comportement du materiau en cisaillement avec la précision voulue.

On effectu un essail de relaxation en cisailllement ; £, =cte.

o(t) = 2 MU:) i £ (78)

2., 12

M (+) 5__13—57 (79)

"

On ebtient une serie de couples (t ,M(t)) et dﬁgfait, on peut tracer
la courbe expérimentale de M(t) par lissaqge dirécte des points
expérimentaux.

On adopte ensuite un modéle analogique simple pour representer la
fonction M(t), par exemple, un solide a4 3 parametres.

Fn donnant differentes valeures a ces parametres, on va tracer a
chaque foi1s la courbe Lhéortquekﬂ(t), on fera varier les paramétres de
facon a ajuster au mieu les deux courbes.

$1 l'ajustement ne peut etre obtenu selon la précision désirée, on
adopte un modéle plus compliqué, avec 5 paramétres par exemple, et
ainsi de suite, jusqu'a obtenir la précision voulue.

L'appréciation de l'ajustement peut etre fait graphiquement (sur
ordinateur) ou bien numériquement (méthode des moidres carrés oo

exemple).
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V APPLICATION DE LA M.D.D AUX PROBLEMES VISCOELASTIQUES :

Les probl&mes vxsuuélasthues sont d'une grande vartete  selon

la lo1 de comportement du matériau et les conditions aux limites.,

On a pu utiliser la M.D.D por résoudre certains de ces

problemes, concernant les materiaux preséntant une élasticité

instantané,en fluage, et ceux présentant un coefficient
"’

3 Ll
viscoelastique de Poilsson constant.

- ~ -
La M.D.D se prete mal a la résolution de problémes mixtes

v.1 PROBLEMES DE FLUAGE :
g

On entend par probl&me de fluage, les probl&mes viscoélastiges

dont les conditions aux limites sont décrit par
- o
te (t) = t.(t) = [H(E)] . tLen tout point de C (1)

Ceux 1 se traduident dans le modele numérique par

i ; _ . ,
!i(t) - [H(t) ] !oc .23
avec [H(t)lr[Il.ﬁ(t) et [I] : Matrice 1i1dentité. t3)

pPour reésoudre un tel probléme, on va utiliser le principe de
crrespon dance.

Le probléme élastique correspondant nous améne a résoudre un

systéme du type.

fel 1.0

ou [A], est la matrice des coefficients d'influences,dependant

de la géométrie et des propriétes élastiques du matériau.

. A . .
La matrice [AL peut etre écrite sous la forme sulvante

Ge »

[A]a = T (l"'L’e) [A] (%)
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»
-~ N . "
ou |Al est une matrice a coefficients géométriques seulement .

-
Fn supposant que la matrice [A] soit inversible, les DD

s'éorivent:

2N (1-Ve » -
IDl, = ( ) [A] 1\0‘;} (6)
Ge e
I,'eécriture transposé est donc
- -
- 4 "
_ 2T (1 y()) (Al ‘T (s)} (7

Fn appliquant la transformé 1nverse de Laplace a (7)), on

D}

obt 1ent les DD en fonction du temps, soient

&lb(a} = 27T [A]*-d X\ - 3’((_‘;) . G-:c(ﬂ)% (8)
A
or 'apres (V.2) ¥Tm} % ] T

- 1-9 (8) .
L e e 2]

REMARQUE : Lis) et Gi(s) dépendent du modéle considere.

On peut maintenant entamer le calcul a l1'"interieur du corps.

a) Pour les contraintes, on a
% / - .
Dans le probleme é&lastique corréspondant, les contrailntes dans

le milieu sont données par, de (TIT.58h)

* SLG'“‘}J :.u(a Ye) ! } o

ou [K] est une matrice a coefficients géométriques seulement.

En remplacant (V.6) dans (V.11), on obtient
* ,
e [97 140 )
e e
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L'écriture transposé et 1'inversion conduisent a

ot [+]° [ {0}

Les contraintes a l'interieur du corps ne dépendent pas du

-+ A
mataéerian - *

vu que [Kl et [A]l ne dépendent pas des coefficients élast iques.
Elles sont les memes que celles du probléme elastique

corréspondant.

{0’.,(—9}: 1%% | (14)
. 8

bh)Pour les déplacements, ona
Dans le probléﬁe élastique corréspondant,de (II1.54), pour une

DD 1 seule les déplacements a l'intérieur du corps sont donné:
F

iuke’: L [M} s {D“Be —_—

, 4 (1-Ve)
et [0 e b T U] - (12) e i F 8- 2043,
FE AR GRS - g P YR (g Sy
- s i F 8%) \ +JMPLE1’J§>
|

par:

-

(16)

IMI=| o —m = L e — = = e = e e ———
1-3) Cos T 2(0Y) ,l— (A-29) win g A ()
Kogy T8y -t (@RiFEH o i Ta) -l (pn b F 5 _
T L. | L=
A Bk F A7) - G B TR
|

L k
- -
et FB, = 4T (1-Jo) §  k=1,5
Ce sont des fonctione détuites de {IIT1.47) et ne font

intérvenir que des coefficients geométriques
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REMARQUE
On voil que [ M ] ne peut ftre décomposée en produit d'un terme
farsant itntérvenir les coefficients élastiques ot d'une matrice ne

falsant intérvenir que les paramétres géométriques.

En remplacant (V.6) dans (V.15), on obtient

oo [ (207 R,

L'écriture transposé est donc

o s FOL [T e

n remplacant (v.9) dans (V.19), on obtient

RPREN (1% I Gk L R

-

gsoit alorg @ [W(s)]= _f:—— IM(H)I (21)
A Q)

La transformé 1nverse de Laplace de (V.,20) est

Lﬁu«i - iz— £ [W(n)L [A]’;-i {U‘oiok .

Selon la forme de la matice [Wl, on voit gque l'lnverser-au sens

de la transformé de Laplace-revient a trouver les expreésions

inverses des termes suivants

4- 2 Y(a) .
4§ ()
1— Y (4) (b) (23)
4 5(4)
1 ()

A g (4)
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En effet, en prenant:

AL A= 2V ()
F11 - K %m} (a)
BTl = ﬂchi 51 4_?(4)} (b)
,oq(A)

FI3- "5l / (c
¢ 45(»&)& |

|
on aura :{ [Wis)]y = LW(E) 1.
L

3 | ]
_ET1 pnpi F8Y 4 2F12 c.q PN G i FBG - IFI2.

Fiy 4 FI3 (4 ans,,—: npi F 8 - FI3 fi-
(os B gg;) | .(_coo]; FBL, LR F ;)
(

!W(i’)il” ___________________’,_________.___._-_..

FTH oo F 8% 4 2FLD pnpi) T2 A F o aLil
FE - FI&'?L ("M% FS" .t fi Fs%'naﬁ?
‘*M;F%) ’L pvsk_usf.Fag)

i

L
4
et U(t) =..[Wtr)l 1f\t
’} } 2 %q“'}

Le principe de superposifion reste applicable
t

viscoélasticité linéaire car la transformée de Laplace e

inverse sont li1néalres

Dans le cas de N DD, on peut montrer que les déplacements

s'éerivent sous la forme sulvante

P

{U(’r_)} = [W(t) g [A] {rf}

oq [\x/(y)-)g an;/oé.ﬂ ’an{;[ﬂ [W]‘_ .
77
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Le probléme maintenant est de trouver [A]

On voit d'apres (V.6) que

» =i
(A] {5}',} - Ge %D} (24)
e 2T (4-Ye) e

qui est calculable numériquement , une fois les DD élasftiques

calculées. Ceux ci peuvent etre déterminé de (V.4).

lLe probléme se pose alors pour les coefficients Ge-t ve,vns
derniers , a prioris ne représentes pas des grandeures phyvsiques,
mais sont utilisé juste pour avoire une forme d'écriture identigue
a celle d'un probl&éme élastique.

A ce stade, on va devolire réstreindre notre étude aux matéryans

viscoélast iques présentant une élasticité instantané (la majorite

des materiau peuvent etres considéré comme tels).

-

-1
L )
Pour ce genre de matériaux, 11 est possible de calculer LA {ﬁ&

=

numériquement a partir d'une exprésion similaire a (V.29).Ep
effet, a t=0, on a un comportement elastique, on peut alors écraire

les éauat tons physiques suilvantes
%n‘,_h: %B},} = [A] %Lb\fo (30)
P15 1Y

2T (A-Ys)

REMARQUES

-I.a matrice 1Ar ne dépend que des coefficients géomét riaques,
elles ne varient pas avec le temps.

-L'indice 0 indique t=0 .

-Les coefficients G, , Yo etc..., sont donnés par les
fonctions de relaxation et de fluage.

-pour le calcul des déplacements seulement, la relation
(V.28) reste valable pour les matériaux ne présentant pas
d'élasticité instantané.

Les relations (V.10),(Vv.13),(Vv.28) s'écrivent alors:

fowf - P12 (4.6;,) le}o (32

78



o) - [e]* {0} « ——

2T (4-Yo)

iu.(_k)& = [W(*)]s_-f—;: {D}o (14)

La relation (V,28) peut etre mise sous une forme analogue a

(TT1.58a), soit

N ’ N .

" ) T % y

ux‘*) Z 81 : G’) b?s + 3_ %xn U:) bun
=t

i
N {35)
: '}*J ' 7% ?
Y v D
Um@: 1 E"ﬁ (-b) " Dvs % 3 B‘Bn (') =
5-! i:*
V.2 PROBLEMES DE RELAXATION :
On entend par problémes de relaxation les problenes

viscoélast iques dont les conditions aux limites sont décrit par

U (t) = Ui(t) = H(t).U0® en tout point de C (36)
L

L

o et
avec U constant
1

Cenux 1 se traduisent dans le modéle numérique par

Hue)] - [ve]- fu:

Pour résoudre ce genre de probléme on utilise aussi le praincipe

de corréspondance.

Le probléme élastique corréspondant nous améne a4 résoudre le

systéme suivant

{uc}; (5] %b}e (38)

les solutions élastiques sont
-A
ol [
e 2 e
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La mairice (B} ne peut etre décomposé en un produit d'un terme
faisant 1ntervenir les coefficients élastiques et une autre
matrice ne faisant intérvenir que les coefficients géométriques,
comme on l'a vu pour le fluage.

Neapmoins, on remaraue dque (Bl ne fait intérvenir que le
coefficient v

| *ecriture tranpuse ettant
1 """ h
(?'\3: - -'- (40)

A ce stade. on va encore restreindre notre étude aux atériaux
présntant une fonction v(s), corrésporndante de ve ,constante.Cecl

ovient a avoire des fonctions M(t) =t E(t) jouant le role de G et

£, constamment proportionnelles.
Cn aura vz, = wis) =cte. _ (41)

Dans ce cas la transformé inverse s'écrat

‘J‘wa\f\,: [% Y’. 2{ UcL“)& (42)

ou bien A )
&b} = [5] 2Uilr:§l§} (43)
L oy L t) 7 Ule

~Catcul des déplacements

Le probieme élastigua éguivalent donne, pour N DD
A 7 TaaT %
11— LU I (44)
Ude  anu-Y) '
Liscriture tLvansposé est o

L\,—,L ) 1 ['97\_] %S(UE (45)

v 47 (4_ §@g)

Pussaue LMI one dépend que de »i{s), alors

\iu @:)}_ ! LM}V %\0]5\/ (46)

20



REMARQUE :
on voit gue les DD et les déformations sont obtenus de la meme
maniere qu'en élasticité, en remplacant ve par v .Ils sont

constants dans le temps.

-Calcul des contraintes

La solution élastique est:

{0"}; .UTCE:.. %) (‘A]* {Dke (47)

L.'écriture transposée est
N

SM ) G DT;\BE .

2T (1-3(®)

L'inversion donne :

o} (21"} 4 a0y

REMARQUE

Dans le cas ou le matériau présente un 3% dépendant du tepmns,

. R = . ~
on décomposera l'histoire en périodes successives ou 1o
supposera qu'il est constant.Les inconnues seront déterminées par

la méthode précédente dans chaque période.
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V.3 EXEMPLES :

L'organigramme suilvant résume le programme VMDD utilisant la M.D.D

en viscoélasticité.(Fig. V.1)

7 .
Zﬁf.'ufe' O/O’-f 0/01?/‘7(/15-' ’e'aé/(’??f V/kcae/a//;}y(

et problesy e f//pﬂ/‘/éae e'fw?/a/efr/.(

obldme |

K ' o Fom '
s. q;::" ,:Or_rcr://'.ra//épp e [y Fronkerd
urva '

[
Calew/ Aos cogz//r'aba/f- 9/,/;;/&/!’/?

z/ /?rm.v?fa'/; a/c.’r}"féfwo /6_}{,: [C_Z [0/,

[
R esolulon por G ovrs /941/015/-/;}5}3..,

[
oblem e f (al !/ oo [AJ*“' ‘(U:O} pour 1g -f(«a&f
lcot’]a(h'ﬁ“' r
Calew) das  Fouchone F I
1 [

Caleul dag Jt/f:’ac'(menha g}- p‘]u (Dnh‘ain
- h-f PN t—l‘la 7u¢ ng }—on F

r

LI

- ¢hd.

Fiqg. V.l: Organigramme VMDD.

Les exemples suivants permettent de tester le programme.
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; 4
Pour les deux premiers exemples, on considere un materiau

viscoélastigne présentant un comportement flastique en  dilatation
et un comportement de solide a 3 parametres en cisailllement.

On a alors

K = cte (K : Module de dilatation volumiqgque) (50)

La fonction corréspondante a G est

_ Ty
En élasticité on a: G = (51)
LEx
% =
i fe (1V.77) (s) (52) Q(® B
() ¢ nce de 5 : Gis =(52 = e—
n 1 aon 1€ y z} P(‘)
Pour un solide a 3 paraméetres, de (IV.17) et (IV.I8) . on
P LiRs W @ - dias (v
4 5 A
lLa fonct 1on corréspondant e av est .
L 3K- 26
En o elasticité on oa: w = E K (% (54
d'"on o {sg) = JL I — LQ(‘G) (l.z:k.) { 5%
3K+ G (8)

Les fonetions FI sont alors :(voir annex C).

- i( %)&__ E%??;HMP (.ct)+g (1- e (-ct))}

FI20t) ,('1§ l-§[4)%:(ﬂ_ i)@XPL—DQ&E‘-—(\M \(’,.".)
%

A G o) A o | (6xPya 9%
: 2B . (8-0)* exp (-0%) M exp (—c'c)k

b Dd(v-¢) ¢(c-b)

F1l(it)

FI3(t) - aé‘ﬁ ; - _&_4(_{3_ *{’)U‘P(—Dt) 53
Y %

B3



avec ql=s ———— (a) B — (d)
E'QQ'EL P1
pl= 1 (h) - do4EK (e) (60)
Eat Ey qq-&""‘P‘l
ql-= n (c) D= ﬁﬂ (f)
Ear By "
E
De plus, on a: G(t)= = EKP -X +1 A- &x -t (b1)
v Pa 2" Pa
D'ou G, = G(O) = 0.5 El/2 (62)
y = w0 =23 SR (63)
o 2 %Kq-gl
2

On prendra donc dans le probleme élastique
E = E, (_‘\+ )’n) ()
» = vo (b) ( ”14 )

E

a2y

lLes paramétres suivant sont utilisés dant les deux premiers exemp |l es:

E=4800 v =0.2 , pour l'élasticiteée instantané (65)

F1-=4000 E2=1000 n=1000 , pour le modéle analogigque

FXEMPLE 1 : Tunel sous pression.
n

La solution analytigue du déplacement radiale est:

e - Bl i) gabEy e

La fiqure(V.2) donne leq(%ntes des solutions exactes et numeriques

g4



=
>

; - I} ] a £l - E' )
= 0.12 3 ‘))/
B E %
Bewd F
0.10 4
~ ] =
- E
2 0.08 3
E ]
o e solution exacly
g 0.06 A e 6 elements
3 o 12 elements
E 3 4 25 elements
,0.04 4
o 3
Q_ ]
0.02 -;
D.00 Ewwwn'mwmﬂwmmmnmmwrrrrmwﬁm
Q.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0 12.0
temps

‘ P <
Oh !'fmarfud 7“ ,‘//v @ wavereence Vg /a fd/lfﬁ’n ¢"‘ff.

85



sous pression . (F,'gure 7.4)

EXEMPLE 2 @ Tube
a4 solution analitigue du.déplacement radiale est donnée par

Ph2 % 30 | 3hn
L em— . _oexpl-ct) s 22— —(.t) + (67)
glbt {i}% +Cuby & 1 ; P( )4(qi+cu&) s

1
s

Uir,t?}

les courbes des solutions analytiques et

La figure (V.§) donne

numerigues & { 2
n 14 i~ o> ’\‘lw a?(—bt}) + ,&L 4xp k—Bt)

m
4 r
: %
0.20 -
1 N .
] e
s /” 9 Z i % 5 ; ; ‘-’ 5
o] ] il
L | ] .f ;
oy 4 fo.
[ - | /
~ (.70 3 /2
e 1 /
s i & /' v - -
~3 ! ‘Hg #
£ 1/
P e
&~ 9 40 - |
::J)f;;; ,a88 F & @ o & 3
ST S
! oo
e |y &
!"_ 1‘; ! T - —— - fp 43 ~f Sy
= i . sclution analitique
© 0.05 4 ¢ & 20 olements
o §f S 12-40 clements
- @ 20—4% plerments
H
!
1
0. {‘)0”‘-1‘:?1':‘: T T'I;TTT‘T‘!"!T:ETTT?‘TTFT‘!‘T‘TFTTFH‘MTT‘-‘- TITTIT
0.0 2.0 4.0 5.0 8.0 10.¢ 12.0
temrips
’I" 2 - - . e . £
fuehe en fluage
b)
Fig . X . -1
‘.l -3 F-Ij Y.4: Tube.
. ) Modela physigue
:fx'.-‘: FEMEr FUE Fe /{7 F-::.-'{:rf;"ﬂ-: '.'umlﬁ'?aﬂ -y [
F 8 D) Modé le numerigus

. . - i -
i«’sza'r';fz wers wun @ foflom ;?i-‘é‘/ﬂ ‘zq’r/,l

/ x p
e /g tolalion exac’e.
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EXEMPLE 3 Eprovette en fluage

"

Pour cet exemple,et les exemples suivants

avant un coefficient

de solide a 3

Ve s .
matériau viscoelastique

const ant et un comportement
c1salllement .

On aura

<
I

vig)

1l

G(0) 0.5 El

F13 est donnéedpar (V.55)

Il = :(,J Sl 4-1&,} =(1-2Y,)
0
- "3 4=, } =(1-Y,) FI3
quto)

On utilisera les paramétres suivants

et R

FI3

FT.2

E=6250 » = 0,25
v

E1=5000 E2=5000 n=5000

en prendra un

de 'Polisson’
paramétres en
(64
(b9)
(70)
(71)

LLa solution analytique donnant le déplacement verticale est

4 A
(1- »2 +
y v2)p [ &

Uy =

-(1- exp(-E2 n t))]

(73}

La fiqure (V.§) donne les courbes des résultats analytiques !

numeriques.
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1
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=
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e
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[ 1]
»a
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"

soluticn exacte
518 elemerts
15-20 elements
20-30 elemenis

)
R
<

a
-]
&

Deplacement vertical
£ 0
o <&

o
(]
J o
bt b bt b L d i it b gaaa b g g
\

D.10 irmwm‘rﬂﬂmmm
0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0 12.0

Temps

Fs:5 4 Fprouvotte en Sfluage

Deplucziment vertficale de la face superieure

' 7
Dans c<¢ caf Gu-ﬂ'r. on rzmof,lft 7:4 on A q’r.pr/é -{f /q

Solulion axack .
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Exempled:Eprouvette en relaxation
On 1mpose un déplacement de A:0,375 a t = 0, qu'on
maintient constant par la suite.

La solution analytique donnant la contrainte -:ry est
A
m,a o &
10 (E4+4 Ey) (1-9)

La figure (V. B ) donne les courbes des solutions analytique

( Eg 4+ € exp L_j'-l (eqez) e (74)

et numérique de ay .

240

S

“'Eeooé.

C_S | i solution analitique

: 1l # 515 elements

3 j\ ~15-25 elements

P 160 \ ¢ 20—30 elements
4 a

o 1l

] \ a

< S

g 120 “-._ ® 2 aao : = N . ™ .
] \

~ 1 ¥

)

e

C a0

)
3

LS
<

Tll!I1T1111I|[ll!lr]!Ir¥Tll|1|||lrlll|l]IIIIrIITP[IIIlrrrrﬂ
a. 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0 12.0
temps

Fig:v.5 . Eprouvetle en relaxation

De m;mc, e, onk ;Ccré fa-;/;»r e /a ""/““" txa;fe,
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Exemple” : Cavil? en relaxation.
On impose un déy scement radial 4 = 0.001 au contour intérieur.

La solution anaivtique donnant la contrainte radiale sur le

contour 1ntérieur
. _ A 9 qo t
M- =2 \ Q, + —.E4 &xp (-3 :l
r (14 9) ° Ey, ?L P)

La figure (V. & ) donne les courbes des solutions analytiques

el numeriques de la contrainte radiale.

.
o

3
j
Q) 1
=]
B30
it p e Solution analytique
o 3 X 5-15 elements
T ] © 15—-20 elements

7 a 20-30 elements

[ac

S

o
R .

Contrainte

i
it
1.0 1%
:15 "o 2 0 @ @ @ a & ® - M 0
:jj
0.0 o T T T T T T T O T T I T T T T YT
Q. 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0 12.0
Temps

F‘S‘I-"-’ Cavite enn relaxation

4/:“"/! Ur/g'-f /a do m; oxacle 6/ /a foAf/‘/'.ﬁ
o-vmén';wg C’:/ /oz'u.' 7"&1'6'/7',;“' nv/c/aﬂ.f/ Qux a,uffc:

QXcm/o/u .
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{NTERPRETATION DES RESULTATS

Dans le ;as élastique, les résultats obtenus ,par la M.D.D, pour
les exemples traités, sont trés satisfalsant.On arrive a converdger
voers I solution exacte aveoe  un nombre  rdéduant d'élement s. i
discretisation est trés simple & réaliser, contrairement a ce oy
Aurait 6té pour la MJ.E.F,surtout pour les exemples de la fissure et de
la cavite.

On remarque aussi la maniére pratique dont la symétrie est prise en
compte, on ne discrétise qu'une partie (la moitie ou le quart) de la
st riucture sans mettre des éléments sur les axes de symétrie .

Lo prrogramme de chleal oot sample 3 metbre au o poanl, ol glenouaty
Lrées rapidement . On peut conclure de tout ceci que la M.D.D se prete
bien a la resolution des problémes élastiques et présentant dews
fissures .

Dans le cas viscoélastigque on a:

Pour L'esemple du tunnel en fluage, les résultats obtenus sont tres

bons, on voit bien la covergence des résultats numériques vers b

soluti1on exacte quand on affine la discrétisation

Pour les autres exemples(tube sous pression et plague en fla o1
relaxat 1on), les résultats s'écartent de 25 sde la solution  exacto .

Nous pensons qu'il y a une erreur dans . le logiciel qgue nous  avans

elabore.,
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CONCLUSION

Cette étude avalt pour objet 1'adaptation de la méthode des
discont inuités pour les milieux viscoélastiques linéaires.

L' inlerel de celle methode numet vopue penenl Ge dans ce travaa l
ostl gqutelle se prete facilement a 1o saimulation de ce type de
comportement. Le résultat de cette étude permet de connaitre
|'évolution des contraintes et des déplacements au cours du temps
pour ce type de matériaux.

Nous pensons que i'objectif de ce travail a été concrétisé en
partie par le développement d'un logiciel pour la modélisation des
milieux viscoélastigues linéaires par la méthode des
discontinuités de déplacement. Ce logiciel permet de traiter les
probléemes de  fluage et de relaxation. Sur certalns cas les
resnltats obtenus sont satisfaisants. Quelques exemples présentes
restent néanmoins a verifier.

Ce travail peut étre aussi exploite pour une etude des milieux
stratifiés ( é_astique-Viscoélastique ) et par l'utilisation
d'éléments de discrétisation plus performants pour pouvolr traiter

des problémes plus géneraux et améliorer les résultats.
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ANNEXE A
RAPPELS MATHEMATIQUES:

1 Graradient divergence

Considerons l'operateur differentiel, appele NABLA, defini par:

- - 2 k. A2 (1)
Y=L'3‘;‘:)')J 3}

-- E .
ainsl que les champs vectoriel A(mmﬂ et sclaire ﬂs(xajg).
A l'airde de ceci;on definit les grandeures suilvantes

a Gradient
Y

= =1 - ﬁ
- * ) ,k2)g. 22,722, 25 ()
v da:(l.si +J 3y *+ fp ) s *)

2x 1] g

C'est un vecteur appele gradient de et qui s'ecrit auss: qrad
b Divergence: "
- -2 > -2 - -
_Z.x;-[f: _?_4- J'___)_--vi .~ )\, (Axg-a- AVJJ- A}}):
b £ % :
2 Ax A .
- — s ?—_Z +-—a;A-.,— . A‘}‘-.
x 2y 23
C'est un scalaire appel® divergence dwaA et qui s'éerit anssi divA

(3

2 laplaciren:

e Laplacien est definit par:

Vlg- " »” - " (no"c’ ouss1 : D ) (4)

_— o -

nt v it

line fonction ,@'(*;_'1151 dont le Laplacien est nul (V"ﬁ-’o) est dite
—harmonicpue—

F .
en notation rtndiciel e, 1l g ace )t v ,dr. Q,,c'o. (5')

Remarques: 2
x oév.‘yrao( g -V (©)
-
-pour un vecteur; AA represente le vecteur:
- —- -
AAx.C 4 DAY T« BAyK ®
S/ Analyvse Fonctionnel le:
Les notions presentos 1ol sont loin d'etre pourvae de |a
viguenre mathemt igue neécessalre.Neammoins ol les nous servont creatnme:
support d'esprirt pour comprendre les relatiomgutilisédes dans e

Travail
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3.1/ fonctionnelle:

Une  fonctionnelle estwmoperatear failsant correspondre e

scalaire a~ une fonction:

F: C

» R

fonct1on

C: ensemble

3.2/ distribution

on appelle distribution toute
sur l'espace D.L'espace D est
fonctions (complexe), x

support borne.

!

Soit une fonction discaontinue

—> scalaire

de fonctions

. .
fonctionnelle lineaire

(8

conti1nue

un espace vectoriel,forme des

indefiniments

3.3/ derive au sens des distributions:

on o un point Xoa.

/
La dérivee au sens des distribution de f(x) est :

{050 (£}

- _ _ » P
'l faut ajouter a la derivee,prise aun sens des

distribation de DIRAC U;Yﬁ-q)!wHanrtlmnnpltv au saut 0o,

0o = f’/ﬂ'}- //E-),

.4 Produit de convolution:
L

On appelle produilt de convol_ution de deux fonctions

gix),la fonction hix) definie par:

hix)= f(t).qlx-t).

et 1'on ecrit symboliquement :

hix) f{x)*qg(x),

L'operation du "produit" de

convolution est

distributive par rapport a~ l'addition.

Remarque :

fix)* & (x)-Fix),

La distribution de DIRAC est |'&lement neutre

convolution.

On va essaver de donner une sorte d'explication

(oI -21) et ceux du meme qenre:

onas ECH = 718 4 __,_"%f-“’

pour la fonction 0 (@) discontinue)

Q4

derivables, a

fanot tons L ine

{(‘\) exf

commutbtat ive it

du

a>

produit e

la

relat 1on



N
e, o) » 5 ISIE) e [aihemer de cads
O} J7
Alors :

’ . V). AG’.
e = T0 £ {00 4 Y Tme T L )

J:"l

£ {0+ 2T(REIATY
J;I

on retrouve |'expression (  -20). C.QuFsDs

4 3
4/ Transforeme de Laplace:

Lea trasforme de Laplace est definit par:
A R IO R A Pl
o

’ e
Proprifttés de la transforme de Laplace:

Pd rd
1 Lincarite:

LUCa A1+ G AP)= ¢ /é{_ﬂ)),ﬁ c; 2H4W)
Transformé de laplace de derrivees:
.///a)j . /'/,a),
alors: <[ 40)= 4 Za). fro)
OB s s fA L
,(’/ 7;%]}_. /J”/-ﬂ),_/"d-//a)-..... - ,»"vf (o).

Dans notre “tude,on prendra comme limite inferieur

d'inteqration 0,dans ce cas

/(')/0)” </ ("/-/ mfo)/: 4" ,//).
3/ Transformé d'un produit de convolution:
£ (O )= A ).

/s
4 Transforme 1nverse de Laplace:

i Ale) 2 C{JB) alrs  L(H) SVATO)

-~
elle est linearre.
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T 3 ol W Ae _
Le Tableau montre les transformées de Laplace de gue lgues

’
fonct 1ons courament uta b sees:

L) S )

H(+) 1/ 4

(v 1

exp (- a.£) ey,

~ ] .
= (1= Q(pf- 4.5

A (av+0)
F @bz
F avp(- a. 9] 1/(p+ 4)

TABLE . A.1.

7~
Ces tables servent a~ calculer les transformees inverses Jdes
Y

solutions dans le principe de correspondance.
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ANNEXE B

ELASTICITE
1 Contraintes sur une facette d’orientation quelconque: Les
composantes de 1'était de contraintes sur une facette d'orientation

quelconque (fig 1. 1) sont données par:

_ —
""-
31 3

2, 2 5
v

figil.l):contra:rntes sur une facette

t = o n (1.1)

N - cosinus directeurs

o : composanteag du tenscur de contraintes
L
Dans !e casdl'élasticité plane fig(l.2) , (1.1) s'écrit:

{f £ = o0 cosa + o sina

[ » M Hy

y (1.3)

I

Lt=zo cosa + o sina
Yy X Yy

A 2
Y

bq?
figil.2):cag biaimentionnel

Dans le repere de directions pérpendiculaire et normale
a la facette, les composantes de 1'état de contraintes sur cellile

c1 s'écerit



{ o =t sino - t cosa
8 v

{ (1.4)
{ o =t cosa + t s1ina
L X Y

En mettant (1.3) dans (1.4) on obtient:

- o ={o
2 (<] »

a Y
-0 )sina cosa-o (cos a-sin o)
b ¥y Xy

,....
5]

‘\ 2 i . 2
o =(o cos a+20 sina cosa+o sin a
n X My Yy

Dans notre travail ,on est ameneé 4 utiliser un angle autre
yue o ,c'est j'angle 3 de la figure (1.3)

fig (1.3):angle 3
Dans ce ¢as :cosx=s1nf3 et sina=cos3 , (1.5) devient:
; = 2 .2
( o = -o )Slnr’? COss o @ ({Cos [3—5] n 1‘?‘
@ wxyy 2%
4 (1.6)
L . 2 o _ 2
o =o s51n 3 + 2o si1n3 cosf + o cos 3
Xy ®y 3%

LA K

< Changement de repere:
En elasticité bidimentionnelle,les rvelations de changement de

repére sont données par:
ailbeplacements: f1g(2.1)

'.i! ol - =) w3
l’ UM L o083 U“ 51Ny

v oman® o+ U casgd
= »n




En invérsant ce systéme on obtient:

U =U cosf? + U sing3
( s Y vy
1 (2.2
U =-U sin@ + U cosf3
% v

LA

—

2 Principe de superposition des effets:

Conciderons  pour  un  méme corps,deux systemesde  solicitations
catericures(iorces voijumigues ot donnces aux limiLes) .,

Designons les gquantitésrelatives a ces deux états par (*; pour le
premier et par (**)pour le second. Considérons mintenant les

donneées suivantes:

£ 2] 4
( b‘JaL.F +az.F {forces volumiques)
L
| » e w
j u=a wo ta, u (c.a.1 déplacement.s) (3.1)
L E L
(]
! * an
{ t=a & #g t (c.a.l contraintes)
N\ L i 1 2 L
Compte tenu de c¢c2 gque le systéme (1,2,3.1),tout comme les
conditions (5,%,7.1) contliennent seulement des oppérateurs
lin#aires.On volt gue les guantités
= o” = =” N » e N ;
u=au +au , £ “a& +ta £ . o Faeo ta_ o . (3.2)
i 1 2 v 1) i 1) 2 1 L] 1 L) zZ
forment el les-memes un systeme cohérent de grandeures
caractérisant un etat élastigque(c.a.d,les sommes € . sont
justement les déformations qul corréspondent aux déplacements somme
u ,les sommes o sont  iles renslons gui  corrésponuent aux
L [

deformations sonmesg ) ,et ce systéme décrit l'état élastique du
l._; %
corps soum:is aux solicitations sommes (3.1) Cerésultat s'appelle

ie theorems de suppérposition des effets,
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ANNEXE C
Viscoélastic ll:e’

Calcul des fonctions FI.

- 1.V ) ()
kil = & f e ) ]
2 A G (o)
/ - ‘-'_OS) & ’ 3
On a : Gis) —Q,, 3(5‘=‘E'— ki 1: avec I-‘-‘ "+ r;'b / 6?.-10"'?"‘
22 Ik + G(®) (%
(L) (3
AL (4er,a) o5
- : ..__———'-"-_—"_-_--
d'ou :‘0*’:(&) /‘]'(q-;-éu‘r;f(si-i-okl’)j
6 P
____f/""-—— * )
= (q 46K Jo___+4|
» (9 *“""’)lq_——-—“ ! +»J 2 [q-rﬁfr]
L % + 6
(6)
+ 6K
So1t: I —!— §-5) C= q° ®
Pd 0"1-& kaa
Alors d'apres la tahle Al ,ona
FIt: & [ Luml} - 6P if’l-cx.p(- C-I—)).BZ + flxp(-c-}')} (9
= _—AEH') qa* oK (

- 29" [’ 1. o) } ' | (10)
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1. %(a) 1 (3kP- @)V (6xp's &) v
AD ‘E‘FQ
_ ;_f'[bk?’+ Q' - 3k°P +6?] (v
T s (oRPr &)
a1 KP _
g 2Q (6kP'+ @)
() @)

/ 4/4+P1A)_ e 4. /3,

(1%

(4

Mm = ﬂ:—?: T —
A9 /g(tfo-;cj‘zﬂ) ,4()‘-9' %’:) {i‘.’.;-d)
i %
En posant D qa (15)
1
<z { ﬂl}: 4 b exp o) + = [ 1. eap(-DH) z
AQ ? ' 1 9o
9
*P" - .i- Zxr r- D.l')+ __4_'_',
- 9 Yo 9
1
(D= . P
/O[Q:kfh B,A) + f?o+ ‘14”) ] (ﬁo %

-
-—

-’_3_&_)_1,//
1g K (44 P2 (““71)*(“*1,\]

» 19,%9,) |
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(1Q)

(19)

0w

()



2
1
1% K ?17' ('0'* -f’:)
P {2

41 {qo A-PM\ / ék?d,{-'..'.\".
7 4 * H {\ !’1,1
l wKF|‘ q;.’]l 1
2
"____.__-—--'%kp'z . e & {Z1)
9 (Ckt¢q) A (0 +C) (04 D)
4 o
,/na';
- § [ &=/
rsong, s AE o L e v 20
Alrt )P+D) A M +D
\ ¢AY)
1 7 & . )
ona: (3 xpo = () - a4+ A (af’ a0/
U+C) (4 D)
(2%)
fﬂﬂ' Aa o ' 8 : S
J
? ) (28D
/ 9 . z/ ; \ 4 J
L syt »
’ 8 J # a?"i)‘ ‘) » /
Dy (p+ C)= —"‘LL" % / 2HD
,(A+D) ﬁ
o ¢ (Lk)
Pﬂu‘f AS'C/‘ ,@;’D)-': [
- C(C+ . 4 } (L},}
et 2 de 0D T )
(3)x(/°f0) A ! &) /
(,wl)
‘28
. -9 _ J (
pour o0, ——
5(0-¢)
f'ﬁ D) 7 ;s } I ) . )
4 - - N - » a l/ iﬂ'-‘_ - - )
0/0 ) e“:ﬁ i qxp (-0 1
- {} oc¢ O(p-¢) clc-p
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On a finalement.

sy { _vc)} (%;1'

/Lfnu)
16 K. Pa }_lf,, (8.0 ap(orh
{1(Gkr’+7“) i D(D-C)
-1 { 1 }
H RV,
] 2P 2 (M f/af‘) 2/9, +
3 w sy : o Go o
76:‘(.») f_a” Y4 /5(7*7 ) ﬁ(q, )
A ¢KP(-‘D-)')
RN )j_fﬁfxf(-ok)"-g- *_‘"1"———_
—_— ©
R P T /
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