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"...Ce que l'on congoit bien s'enonce clairement. Et les mots pour

le dire arrivent aisément.”

Botlleau.
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"En réalité la conception politique moderne du monde musulman
est elle-méme un élément hétérogéne, un emprunt qui ne s'adapte

pas & sa situation...

On peut étudier le degré de civilisation en obseruvant la

maniere dont L'homme s’adapte & son milieu.

Au stade de la vie végétative, L'homme é’adapte par un
moindre effort, Pour réagir ccm.t.re le froid, 1 garde ses
calories, en dépense le moins possible, fait par conséquent un
mininum de mouvement, se blottit, se recroqueville... 4 ce stede

de l'évolution on s’adapte par une sorte de Sous-effort.

Au stade de la vie active, par contre, !'homme s’adapte par
un Sureffort., Il s’organise. Contre le frdid, il crée tout un
systéme de chauffage; et quand il ne peut en disposer en certaines
circonstances de sa vte, Il réagit d'une maniére differente, en

dépensant des calories, en exécutant des mouvements. ..

Or c'est le puassage de la vie végétative & la vie active gul

nmargue le début d’une cilvilisation ou d'une renaissance.”

Malek BENNABI
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Le developpement extraordinaire de la micro-électronique et
de 1Minformatigue, a provogque Jdes changements importants  dans la

conception des systemes de contrdle, pour des procedes

industriels. Ces changements ont eu lieu aussi bien sur le plan .

des éguipements, gue suf le plan méthodologie. Le contrfle
adaptétif en général, et le contrdle auto-ajustable en particulier
constituent les vecteurs de pénétration privilégiés des méthodes
modernes de controle, Ces méthodes sont utilisées effectivement

dans des applications industrielles.

Le contrdle de procédés multi-bleocs, en particulier la
configuration en cascade, se hase sur une conception modulaire du
schéma de commande. Dans certains procédés industriels, pouvant

etre représentés par un modéle en cascade, il est possible de

recueillir des 1informations, en effectuant des mesures a
différents niveaux du proceédé, Les methodes de contr®le auto-
ajustable mono-boucle ne pouvant pas utiliser de telles

informations, un contréle en cascade de ces systémes permet
d’exploiter ces informations, et . contribue. & une améelioration

certaine des performances de ces systémes.

A l’exception des travaux de Anbumani, Sarma et Patnaik [1]
et de Gawthrop [15,16], une importance minime a été donnée au
contrdle auto-ajustable appliqué a des systémes représentés par un
modéle en. cascade. Cette Thése présente une extension des méthodes

de contrdle auto-ajustable mono-boutle & des systémes en cascade.

Il est developpé une nouvelle approche, utilisant des modules de

contrdle auto-ajustable mono-boucle comme de simples  composants
d'un schéma global de contréle en cascade. L'approche . développée

par Gawthrop [15], concerne des systémes en cascades continus,




non-perturbés et ayant un temps de retard nul. Nous propoéons dans
cette étude un algorithme pour des systemes en cascade discrets,
pouvant ©tre perturbés et ayant un temps de retard qui peut e&tre
non-nul. Cette nouvelle approche basee sur 1’'algorithme du
prédicteur recursif, permet d‘utiiiser des 'contréleurs 'auto—
ajustables pour des gsystemes mono-boucle, comme de simples
eléments d’un schema de contrdle de systemes en cascade. Les
résultats obténus par cette nouvelle approche sont comparés a ceux

des approches conventionnelles.

Le présent meémoire se compose de quatre chapitres. Lé premier
introduit des généralités sur la théorie du contréle adaptatif.
Alors gque le second, traite de la théorie de base sur laguelle
s‘articulie notre étude,. La_ modelisation,‘ l'’estimation récursive
des paraméetres et la stfategle‘de commande a variance minimale
généralisée y sont traitées. Dans le troisieme chapitre, nous
developpons les différentes approches du controle auto~ajus£able,
appliquées 3 des systémes en cascade. Les résultats de simulation
et leur analyse sont présentés au gquatriéme chapitre. Une
conclusion genérale ou les resultats obtenus sont mis’ en valeurs
et ou les éventuelles perspectives y sont présentées. Termine

cette theése.




CHAPITEE 1

INTRODUCTION A LA THEORIE DU CONTROLE ADAPTATIF

1.1 INTRODUCTION ET BREF HISTORIQUE .
Le contrale adaptatif @st (P ensenble des techﬁiques ut Ll {sées

pour L'ajustement en temps reet des régulateurs de boucles . de

3
D

commande, afin de réaliser ou de maintenir un &ertatn nivegu de
performance guand les parametires du procédé & commander sont  solt
rincannus, solt vartables dans le temps [19]. De tels procédés
étant treés répandus dans l’industrie (machine & papier, fours de
séchage de minerais, reacteurs chimiques,..etc..J. Le champ‘

d’application du contr2le adaptatif est donc des plus etendu.

Les premiers articles concernant le contrile ‘adaptatif sont
apparus durant les- années ciﬁquante,.Ces articles contenaient en
. géneral des rappofts concernant des travaux qui avaient pour but
la conception de systemes de pilotage automatique pour avions

[18]. Mais le support théorique de ces travaux &tait relativement

insuffisant. Durant les qnnées soixgnte, beaucoup de- travaux en
théorie du coqtréle ont contribué au développement du contrdle
adaptatif‘en particulier i’espace d’état, 1la stabilite et le
contré&le stochastique. La programmation dynamique introduite par
Bellman (5], et les travaux fondamentaux de Tsypkin [25] ont aussi

contribuer énormément a la compréhension des systémes adaptatifs.

La renaissance du contr®le adaptatif s’est effectuée dufqéxf//’
les annees soixante-dix, grice a une combinaison entre di%férentes
méthodes d’estimation des parametres en temps réel et diversés
stratégies de contrCle [3]. Ce n’estIQue vers le début des années
gquatre-vingts gu’apparurent des démoﬁ;trations correctes et
rigoureuses concernant la stabilité des systémes adaptatifs. Ces

demonstrations reposaient sur des hypothéses trés restrictives,

bans le but de Justifier la nécessité de ces hypothéses,



d’intéreséants travaux de recherche en ‘'robustesse desr systémes
adaptatifs sont apparus'[é,7].
)
1.2 TECHNIQUES DE CONTROLE ADAPTATIF
En contréle adaptatif, deux apprbches ont été essentiellement

considérées pour le developpement des strategies de commande
destinées aux procédés A& paramétres inconnus et/ou variables dans
ie temps {20]5
= Les systémes de contrCle auto-ajustable C(Self-Tuning Control:

STC) | '
= Le contrdle adaptatif avec modéle de référence (Model Reference

Adaptive Control: MRAC) |
Cette classification est une séparation entre . problémes d’auto-
ajustage et problémes d’'adaptation. Dans des problémes d;autOH
ajustage, les parametres du procédé a contriler sont supposés
constants mais inconnus; alors qué dans des problémes d’'adaptation
ils sont supposeés variables dans le  temps [4,7]. Ces deux
techﬁique; relativement simple & mettre en oeuvre, sont les élus

. utilisées en pratique.

1.2.1 Contréle adaptatit avec modele de reférence

L'idée de base de cette technique est illustrée par la

Fig.1.1. Les performances désirées sont exXprimees par
. ym
4 Modéle
Parametres . .
— Mecanisme e -} -
‘du;contrﬁleur . -
i d'ajustement +—0
© _(Adaptation) +T
y e e i ;
—a . u_ | ‘ L iy
N Contrlleur Procede |+

iBoucle de retour {boucle interne)

P

Fig.1.1 : 3ystéme adaptatif aveec modéle de référence



l1’intermédiaire d’'un modele de référence, qui donne la répoase
desireée ym(t] au signal d’entrée w(t). Le systéeme posséde aussi
une boucle de retour composée du procédé et du contrdleur.
L’erreur e(t) est la différencé entre la sortlie y(t) du systeme et
celle- du modele de référence. Les paramét;es du contrdleur
changent en fonction de cette erreur. Le contrdle gdaptatif :avec
modele de référence est une approche générale qui permet de faire
varier les pafamétres du contrdleur de fagon a ramener la fonction

de -transfert en boucle fermee a celle décrite par le modéle.

Le schéma original d'un systeme adaptaﬁif avec modéle de
reférence proposé dans [21] est celui de la Fig.1.1, dans ce
'schéma, deux nouvelles idees ont été inffoduites. La premieére est
qgue les performances du systéme sont spécifiées par un modéle. La
deuxiéme concerne l’ajustage des paramétres du contrdleur gui se

fait de fagon a éliminer 1'erreur e(t).

1.2.2 Contréle auto-ajustable

Dans un systéme adaptatif, il est supposé que les péramétres
du contréleur soﬁt éjustés continuellement. Ces parametres
changeant selon les variations de la dynamigue du procédé, il est
difficile d’analyser la stabilité et 1la convergence d’'un tel
systeme. Pour simplifier le probléme, il e§t supposer que ig;,//
procédé a des parametres constants mais inconnus. Avec un procédeé
connu, la-procédure de synthése de la commande donne des Qaleurs
fixes aux parametres du contrdleur, Les paramétres aq contrdleur
adaptatif deoivent donc converger vers ces valeurs gquand le procéde
est inconnu. Un contrdleur possédant cette propriété est dit auto-

ajustable du moment qu'il ajuste automatiquement le systéme aux

performances desirées. .

L’idée de base d’'un contrdleur auto-ajustable (STC) est  de
séparer la phase d’'estimation des paramétres inconnus de la phase

de synthese de la commande. Cette idée est illustrée par le schéma

(#2]



fonctionnel ée la ' Fig.1.2. Les paramétres inconnus sont estiméség,ffJ
temps réel, en utilisant une méthqde d’estimation recursive. Les
paramétres estimés sont traités comme s'ils étaient vrais. Les
incertitudes sur ces parametres estimés ne sont pas considérées.
C'est ce gu’'on appelle le principe d'é@uivalgnce certaine [4].
Plusieurs méthodes d’'estimation peuvent €tre utilisées, on peut
citer les methodes des moindres carres, des moindres carrés
récursives, dés moindres carreés. géneralisees et étendues et la

méthode du maximum de vraisemblance [4,7,10].

L’approche la plué'simple est d’estimer les paramétres de la
fonction de transfert du procédé. Les parametres du contrdleur ne
sont pas mis' a Jjour directement, mais indirectement via
l'estimation du modéle du procédé, Cette approche donne un
algorithme adaptatif indirect_

Il est scuvent possible de reparametriser le modéie en fonction
des parametres du Contrﬁleuf, ces derniers peuvent €tre estimés

directement,; et gui conduisent alors a un algorithme adaptatif

direct .
’ Paramétres du
l procédé
Synthese 1 Estimationf+
. Parametres
Trxjecloire du contréleur :
SBortie
w
— . u . R y
Controleur —] Procede |—F+——
> , Commande :

Fig.1.2: Schéma bloc d’un contrdleur auto-ajustable
Plusieurs stratégies de commande peuvent ©Stre adoptées. Deux
approches polynomiales sont le plus éouvent utilisees, il é’agit
de la commande & variance minimale et de la commande par placement

de péles. De ce fait, les contr®leurs auto-ajustables sont divisés



en‘deux'catégories principales. La premiére'catégorie comprend des
ajusteurs gqui minimisent une fonction de coat quadratique des
variables du proceéedé. Les ajusteurs de la deuxiéme catégorie
essayent de placer les'bﬁles de la fonction de transfert en boucle

fermée dans des positions pré-speécifiées.

Le premier algorithme adaptatif, basé sur wune combinaison
entre une méthode d’estimation et'une'stratégie de contrdle, é ete
décrit par Kalman [19], mais sans donner d‘analyse sur les
propriétés du systéme en boucle fermée. L’analyse des pfopriétés
asymptotiques d’'un régulateur autb—ajustable a été faite péur la
premiére fois par AstrOm et Wittenmark (3], de méme que le terme
Self-tuning (Auto-ajustage) a été utilisé pour la  premieére fois.
Le régulateur d’AstrOm et Wittenmark est basé sur une estimation
par la méthode des moindres carrés ép un contrdle & variance
minimale. Clarke et Gawthrop [8,9] ont développé une approche
similaire, basée sur une estimation par la méthode des moindres
carrés étendue et un contrdle a variance minimale généeralisée.
Cette derniére approche, sur laguelle s’articule essentiellement
le travail gue nous présenterons dans cette thése, a dopné lieu &
d’intenées travaux de recherche et & un développement de plusieurs

types de contrdleurs auto-ajustables [4,7,8].



CHAPITRE 2

CONTROLE AUTC-AJUSTABLE MONO-BOUCLE
A VARIANCE MINIMALE GENERALISEE

2.1 INTRODUCTION

Dans cette partie, nous développerons les éléments théorigues
de base sur lesquels s’articule notre travail. i1 s’agit d’'abord
de présenter la classe des modeéles de éystémes mcno-boucle,
auxguels un cont®le auto-ajustable est envisageable. Ces systémes
pouvant €tre les composants d’un systéme multi;boucle,en cascade.
Une methode d’'estimation récursive des paramétres du proceédé, sera
cholisie pour le développement‘ d’'algorithmes d’auto—éjustage. la
stratégie de contrdle  auto-ajustable a variance  minimale

généralisée sera ensuite traitee.

2.2 MODELISATION

La modélisation paramétrique d’un procédeé est une techniéue
gqui consiste a déterminer un mpdéie méthématique simulant le
comportement externe du processus de génération du signal de
sortie du procedé., Sans tout fois prétendre a 1’exactitude pour
son comportemeﬁt interne. Ce modele est déefini a 1’aide d’un

certain nombre de paramétres a déterminer.

2.2.1 Classe des modeéles

Bien gu’'en pratique tous les procédés sont non-linéaires, un
bon contréle peut €tre réalisé en utilisant des modeéles gui sont
des fonctions de transfert issues d’une linéarisation du systéeme

autour du point de fonctionnement. De m&me nous savons qu’en




général les algorithmes de contrdle sont implémentés autour de
calculateurs numériques. Alors la classe des modéles discrets de
systemes linéaires mono-boucle wmono-variable, liant la sortie-

mesuree y{t) a 1’entrée de commande u(t), donneée par l’'équation de

récurrence suivante

n : n ®
yity = = zaiy{tf—l) + EbLLa(t—k—i] (2.1)
. = i =

semble appropriée pour une représentation des dynamiques de ce
type de systemes,
t: Instant d’échantillonnage
n: Nombre entier, représen£ant l'ordre du systéme.
k: Nombre entier, représentant le retard du systéme.
Si id est 1'opérateur retard tel que: f(t—1)=£1f(t). Alors,

1’équation (2.1) péut 2tre écrite sous la forme- polynomiale

suivante
-1
_ Bz )
y(t}) = 2 ) u(t) (2.2)
A(z )
avec:
. al "
-4 -1 -1 -i
Alz ) = 1 + Eatz ; Bi{z } = zbﬁz (2.3)
1z4 10 ' ’
Dans le cas ou un systéme évolue dans un environnement perturbe,

1’effet des perturbations  est represente par un signal d(tj)

~agissant sur la sortie au point de fonctionnement. En utilisant le

]

théoreme de superposition, d(t) peut 2tre considéré comme étant la

somme de trois composantes

M [
~ Une composante continue, due au fait gqu’un signal

de commande

nul ne donne pas toujours une sortie du systeme nulle,

=~ Une composante représentant toutes les perturbations mesurables.

= Une composante représentant toutes les perturbations non-

,_.-—«-/



mesurables (stochastiques) .

Les composantes continues et celles représentant les perturbations
mesurables, peuvent €tre éliminées par lﬂinclusioh de compens
ateurs appropries dans la boucle directe Jdu - systéme. DNous nous
limiterons donc & considérer la compésaﬁte stochastique., Ce duil
donneg un modeéle du systéme perturbé de la forme:
-1
Bz ) :

y(t) = z ~———— u(t) + d{t) (2.4)

Alz )
d(t) est une perturbation stochastique (aleatoire) donnée par le

modele

d(t) =———{(t) (2.5)

Ou:
E(t) est un bruit blanc discret, de moyenne nulle et de variance
finie.

- 1 '
C{z ) est un polynéme en z gui caractérise la perturbation, il

est donné par

C(z ) =1+ ZCLZ- E (2.6)

. : . . ) , -1 . .
D'aprés le théoréme de repreésentation {4], C(z ) deit avoir

toutes ses racines a l’intérieur du cercle unité.

2.2.2 Modeles predictifs

Plusieurs stratégies auto-ajustables, particulierement les
méthodes implicites, sont basees sur une syntheése Qrédictiye de la
commande, au sens des moindres carreés, Lzhonizon de prediction est'
le temps de retard du systéame k. Le choix de cette “largeur ‘est
motivé par le Eéit que la commande u@t) a l’'instant t n’aura
d’influence sur la sortie qu’a l’instant t+k, c’'est a dire sur

Yyit+k).

10



Le modéle prédictifi est  une reparamétrisation du modéle,
faisant apparaitre les parametres du contrdleur dans 1’équation du
prédicteur de la sortie. Ce qui fait que ceux-ci. peuvent ©&tre

estimés directement. La sortie a 1l’instant t+k est

-1
Biz ) -
y(t+k) = ——— utt) + d(t+k) (2.7)
A(z )
avec ;
-1
Ciz ) -
d(t+k) = flt+k) (2.8)
Alz )

Le signal de perturbation d(t+k) peut 2tre considéré . comme étant

la somme de deux termes, 1°’un représentant les perturbations
futures (£(t+1), ... ,f(t+k)), qui sont indépendantes des vyit),
y(t-l), e poou(ty, u{t—ij, e ., l’autre représentant les

pertubations passées, guili peuvent £tre calculées. Pour expliciter

ceci, on introduit l’'identité suivante

C(Z ) 2y -} F(Z ) T
o - Bz ) vz~ (2.9)
A(z ) A(z )
-1 -1 . . -1 - .
E(z ) et F(z ) sont des polyndmes en 2 de degres (k—-1) et
(n-1) respectivement, qui sont donnés pg}
k-1 n-1
-t -t -1 -t
E(z ) = 1 «+ $eLz ; F(z ) = zftz (2.10)
Tt 150

: -4 -1 . :
Les coefficients de E(z ) et F(z ) peuvent &tre obtenus en

L -1 -1 -1
divisant C(z ) par A(z-.), E(z ) correspondra au guotient et

k -1
z F{(z ) au reste. Une autre méthode pour determiner ces

" . . . a = M . - ]
coefficients, consiste a identifier les coefficients - des

différentes puissances de z

r

Les equations (2.7) et (2.9) peuvent €tre reécrites comme suit

1 -1 4
A(z ")y(t+k) = B(z ju(t) + A(z )d(t+k) (2.11}

11
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i | -1 -1 k -4 ' .
E(z )A(z } = C{z ) -z F(z ) {(2.12)

Quand on multiplie (2.11) par E{(z ) on trouve

-1 -1 -1 -1 R
E(z )A{z }y(t+k) = E(z 1B{z )u(t) + E(z )A(z )d(t+k)

- -1 . -1
C(zi)y(t+k) - F(z Jy(t) = G(z Ju(t) + D(z )d(t+k)

Avec

-1 -1 -1 -1 -1 ' o
G(z } = E(z Bz ) H Dz )} = E{z )A(z ) {2.13)

Ce qui donne

-1 -1 -1
F{z ) G(z ) bz )

y(tek) = ——y(t) ———jr-u(tf + —— d(trk) (2.14)
C(z ) C(z ) . C(z )
* . —
On définit la prédiction de y(t+k} & 1'instant t par y (t+k/t), et—"

l’erreur de prédiction par y(t+k), nous aurons alors:

* ~ '
Y(t+k} = y (t+k/t} + y(t+k) - (2.15)
avec
-1 I O
* F(z ) G(z )
y (t+k/t}) = . Y(e) + . ult) (2.16)
Ciz ) C({z )
-1
- Dz ) 4 .
y{t+k) = - dit+k) = E({z. )& (t+k) (2.17)
Ctz )

Les équations (2.15), (2:16),- et (2.17) donnent un modele
prédictif du systéme donnée par (2.7) et (2.86).

Notant que y*(t+k/t) et ;(t+k) sont orthogonaux, ceci est q4u
au fait que les séqguences { (t+i) sont incorrélées avec les y(t-i)

‘ *
et les u(t-i) pour i 2 0. Donc y (t+k/t) est un prédicteur optimal

au sens des moindres carrés de y(t+k) a 1’instant t.

iz



2.3 ESTIMATION DES PARAMETRES PAR LA METHODE DES MOINDRES 'CARRES
ETENDUE

L'estimation (identification) des parametres inconnus du
modéle du procédé, représente une étape trés importante Dans la
mise en ceuvre d'un systeéeme de contrdle auto-ajustable. Cette
opératfon consiste a ajuster les paramétres du modéle choisi de
maniére a representer le mieux possible le systéme réel, dans des
conditions de fonctionnement données., -

Une approche naturelle de 1l’identification est de recueillir
toutes les mesures nécessaires et ensuite de déterminer par }eur
étude statistique les paramétres du modele. L'idenﬁificatidn est
alors dite en temps différé (OFF LINE) | Un algorithme comme celui
des moindres carrés peut étre adopté pour ce genre de traitement.
Cette approche est socuvent mise en défaut, lorsgque les parametres
du systéme sont variable; dans le temps. De mEme, ia gquantite ‘de
donnees & stocker ainsi que le nombre dJd’opérations a effectuer
deviennent trés importants. Ce qui est indésirable lors de 1a mise
en oeuvre d’un algorithme de contréle auto=ajustable Ces
inconVénienps peuvent €tre contournés par une reformulation des
éguations de l’'estimateur sous formé récursive. ce gui perme£ une
réactualisation a cﬁaque .instant des -paramétres identifiés.
L’identification est alors dite en temps réel (ON LINE) . Un algo-
rithme c¢omme celui des moindres carrés récursif (MCR) peut
résoudre ce probléme.

Considérons le modele décrit par 1'éguation de récurrence

issue de (2.7) et (2.8)

n ' n
Y(t) = - EaL‘y(t—i) + Ebtu(t:—k-'i') + 2w | (2.18)
L=1 LTO
T
£(t) = Z(¢) +2c§’{t~i) (2.19)
1=1

£(t) est 1l’erreur.
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Prenons le cas oa £(t) = £ (t} (c,=0 i=1,...,n). L’équation
(2.18) s’écrit alors sous la forme

yit) = x ()% + £(t) -~ (2.20)
Ou:
= & est un vecteur de paramétres inconnus (supposeés constants).

© 9 = [a,..,a ;b ,..fbn]t : C(2.21)

0
T ; ,
= %X (t) est un vecteur de donnees connues,

X (t) = [-y(t=1),..,-y(t-n);u(t=k),..,u(t-k=-n)] (2.22)

- s(i) est dans ce cas, une erreur statistiquement indépendante
des u(t-1) et y(t-1i) pour i Q.

= yv(t) est une sortie observable.

~

. L'estimation #(t) du vecteur ¥ a 1’instant t par la méthode des
moindres carres récursive (MCR), (voir Annexe A), est obtenue en
minimisant une fonction perte, définie comme étant 1’énergie de
l1'erreur: '

L = Ebla (t-i) pour 1i20 ' (2.23)
1

3 est le facteur d’oubli positif, inférieur a 1’uniteé, _
Lalgorithme des MCR est donné par le systéme d’équétions suivant

(10]1:

[ S(it) = §(t-1y + K(t)[y(t) - xT(t)é(t—l)l  (2.24a)

P(t-1)x(t)

4 K(t) ({2.24b)

3 + xT{tJP(tuljx(t)

1 .
P(t) = -—-[I- K(t)x (t)]P(t-l} ¢ P(O) = pO.I > 0 (2.24c)
L 3

~

Dans ce cas P(t) est un estimateur nohk-biaisé,

(Pour les détails et les démonstrations voir Annexe A) .

Considérons maintenant le cas général, ou 'l’erreur €£(t)

contient des valeurs precédentes de £(t) (¢# 0 pour i=1,...,n).
. L .

14



De Ce fait l’applrcation de 1l'algorithme des MCR donne une
estimation biaisée du vecteur & définit par (2.21).7D’une manieére
génerale, cé biais affecte tres souvent les propriétés
d'auﬁo—ajustage surtout guand le rapport:éignal/bruit est faible
f10]).

On redefinit les vectéurs etendus & et xT(t) comme suit

g = (a,..,a ;b ,..,bjc,..c ] . (2.25)

xT(t)=[—y(t—1),..,—y(t—n);u(t—k),..,u(t—k—n);

F(t-1),..,%(t-n)] _ . (2.26)

L'algorithme des MCR peut €tre utilise pour estimer le vecteur &
définit par (2.25) seulement quand les variables & (t-i) pour i21
sont connus; ce gqui n'est pas le cas.

La méthode des moindres carrés etendue (MCE) [10], consiste a

”~

approximer les & (t-i) par des estimation e(t-i),du résidu e(t-i)

donné par -

s

(2.27)

i

e(t) = yit) - x (t)9(t)

puis & utiliser par la suite 1l ’algorithme des MCR.

L’algorithme des MCE est donné par le systeéme d’équations suivant

[10]1: '

e ‘
r x (t) = [-y{t-1),..,-y(t-nj};u(t-k),..,u(t-k-n); _
e(t-1),..,e{t-n)] (2.28a)
F(t) = B(t-1) + K(E)[y(t) ~ x (£)F(t=1)] (2.28b)
. P{t-1)x(t})
K{t) = o ~ ' (2.28¢)
T+ x (t)P(t—-1)x(t)
1 o . ,
P(t) = ——-[I— K(t)x“(tj]p(t—iq i P(0) = p .1 >0 (2.28d)
5
~ AT o~
Lett) = y(t) - x (£)8(t) | (2.28e)
Les valeurs initiales #(0), e(o),e{(1),.. sont en général nulles.



2.4 CONTROLE AUTO-AJUSTABLE A VARIANCE MINIMALE GENERALISEE

En Automatique, on cherche souvent a conduire un proceéde
industriel de fagon a avoir un produit fini de gualite a un colt

réduit. Compte tenu des perturbations gui agissent sur le systéme,

on ne peut pas maintenir ces performances. constantes, mais

seulement réduire leurs variations ou leurs fluctuations. Pour se

faire nous allons faire appel a la notion de wvariance qui

représente 1'écart guadratigue d’une variable aleatoire par

rapport a sa moyenne.

Un des premiers régulateurs auto-ajustables a variance
minimale qui a eu des applications industrielles est celui de

K.J.Astrom et B.Wittenmark [3]. Ce régulateur a éteé congu de facgon

a minimiser les fluctuations de la sortie d’'un systéme
aléatoirement perturbé autour de zéro. Néanmoins pour certains
systémes, quelques difficultes d’'ordre numérique et pratique

apparaissent (nécessité d'un effort de commande trés eéleve par
exemple}. Une autre faiblesse de ce régulateur provient du fait
gqu’'il ne concerne gue la régulation de la sortie du procédé sans
tenir compte de la réponse transitoire du systéme, quand son point

de fonctionnement change.

Pour pallier a 1l’ensemble de ces difficultés, D.W.Clarke et

P.J.Gawthrop [8,9] ont introduit le contr®leur auto—ajustable a

variance minimale généralisee, qui constitue un développement et
une généralisation du regulateur auto-ajustable a variance
minimale [3]. Dans la synthese de c¢e nouveau contrSleur, on
cherche a minimiser une fonction colt quadratigue qui incorpore
les fluctuations de l’entrée, de la sprtie et de la trajectoire
desirée. Ce qui revient a determiner une commande qui minimise les

fluctuations autour de zéro, non-pas de la sortie du systéme mais

d’une sortie auxiliaire (Pour plus de détails voir Annexe B).
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2.4.1 Prediction au sens des moindres carrés et commande
Le contr®leur auto-ajustable est congu de fagon a miniﬁiser
la variance d’'une fonction colt ¢, Cette fonction est une sortie
auxiliaire, du systéme donne par 1’équation (2.4). Cette sortie
auxiliaire (Fig.2.1) est définit par:
Pty = S(z )y(t) + @iz Jult-k) - Riz Jw(t-k) (2.29)
w(t) est la trajectoire désirée.

P, Q et R des fonction de transfert en z , choisies par

l’utilisateur et spécifiées par

Perturbation

———) e
(v A 1d(t)

Sortie } Modéle du procédé

Commande ' + effective
B i _
-k +
> 1z _— y O ' '
uft) A j yit)
l S b
+|@ (t)
¥ LY P(t) :
=4z Q > > . . e
N Sorti } Modele auxiliaire-
- b?r_1§
Trajectoire [ raux111a1;e .
k |
—1 2 R
w(t) . e

Fig.2.1: Structure du procédé et du modéle auxiliaire

Remarque:

Pans la suite de notre eétude nous omettercons volontairement

l’opérateur retard {z“ ), et ceci pour alléger 1’écriture -des
-1

expressions faisant intervenir des polynémes en z
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A 1’instant t-k les signaux Qu{t-k) et Rw(t-k) sont connus.
Alors le probléme de preédiction de la sortie auxiliaire @(t) se
réduit alors a4 la prédiction, au sens des moindres carrés, de la—"

guantité:

3.

v(tl = 5.y(t) ‘ . (2.30)

En tenant compte de (2.4) et de (2,30}, a l'instant t+k, on a

5. B S
N N
u(t) +——dit) (2.31)

S A S
D D

@ (t+k) =
Y

. -1 . Ly
E et F sont des polyndmes en z et des solutions de 1’'identité

C-' ) ) .
,bN -k i , (2.32)
—_— = E 4.2 —_
AS AS
D D
avec
nee nf
-1 -t 1 -
E(z ) = 1 +—§elz ; F(z ) = £z {2.33)
":'1- 7 ifo
ne = bDeg(E) = k-1 ' (2.34)
£t =D £y = 5 n-k+beqg (s —-1+Deg (5
oc = Degie) - suo [poeonasy) foorvescsy)] L)
alors, ¢y(t+k) s"écrit sous la forme prédictive suivante
. ‘ ~
@ (t+k) = @ (t+k/t) + @ (t+k) (2.36)
Y ¥ ‘ ¥

E 2 . ~
¢y(t+k/t) est la prédiction a ! ’instant t de ¢y(t+k); ¢y(t+k) . est
l’erreur de prédiction.

F G

* ‘
@ (t+k/t) = — y(t) + —u(t) (2.37)
Y -
C5 C
D
-~ D
¢y(t+k) = — d(t+k) = Ef (t+k) . (2.38)
C
' ' - 1 ¢
G et D sont des polyndmes en z définis par (2.13). On remargue

#»* ~
alsément que @y(t+k/t) et ¢y(t+k) sont orthogonaux. 'Alors la

prediction est optimale au sens des moindres carrés. De mEme,

l’eguation (2.37}) donne la raison poﬁr'laquelle le polyndme C doit

18



avoir toutes ces racines a l'intérieur du cercle unité. C'est dans
le cas ou il y a des erreurs dans les 'conditions initiales des
~ équations du predicteur. L'effet de ces erreurs - tend
asymptotiquement vers zéro a une vitesse qui dépend des -positions
de ces racines.

De weme, d'aprés les équations (2.29), (2.30) et (2.31),
$(t+k) peut étre donné par la forme prédictive suivante:

C p(tek) = @ (takst) + B(tek) (2.39)
¢*(t+k/t) est la prédiction a l’instaﬁt‘t de #(t+k}, %Lt+k} est
l'erfeur de preédiction.

'Avec
¢*(t+k/t] = @z(t+k/t) + Qu(t) —'Rw(t) (2.20)

.

Pltek) = ¢ (t+k) | : (2.41)

Dans ce cas aussi (voir Annexe B), ¢*(t+k(t) et 5(t+k] _sont
orthogodaux. Alors la prédiction est optimale au sens des_moindres
carreés.

La loi de contrdle est spécifiée en choisissant le signal de
commande u(t) de fagon & minimiser une fpnciioh collt qui n’est

autre que la variance de ¢(t+k), cetie variance est deéfinit par
) .
I = Eiﬁ(t+k)] _ - (2.42}

La fonction I est minimale (voir annexe B), gquand la ‘prédiction
de $(t+k) & l’instant t est nulle; ce gui signifie que

¥

P (t+k/t) = © (2.43)

Alors

* .
¢y(t+k/t) = Rw(t}) — Qu(t) . (2.44)

Tenant compte des equations (2.40) et (2.37), la commande retour
qui satisfait les équations (2.43) et (2.44) est donné par
CRwW(t) - Fy(t)/SD

u{t) = . . (2.45)
: G + CQ ' g

19 "



La fonction de transfert en boucle fermée est obtenu en combinant
les équations (2.45) concernant la 1loi de commande et '(2.4)

concernant la sortie. Nous aurons donc, pour la sortie

A(G+QC) BR

y(t) = ———d(t) + —— w(t-k) :  (2.a6)
: C(SB+QA) SB+QA '
. G+QC BR _
y(t) = ——¥f(t) + ——w(t-k) . (2.47)

SB+QA ‘ SB+QA

et pour le signal de commande

FA A : e

u(t) = - d(t) + —— w(t-k) (2.48)
CS_ (SB+QA) SB+QA -
F/s A
u(t) = ~——¥ (t) + ' ~w(t-k) ‘ (2.49)
SB+QA SB+QA

De ce fait, l’équation caractéristiqueren boucle fermée est donnée
par

SB + QA = 0 ‘ (2.50)
D'apres 1’equation (2.45%), Le systeme en boﬁcle fermée peut: etre

illustre par la Fiq.2.2:

£(t) C d(t)
__—)_ [RS—
A
w(t) CR u(t) _k B ++¢ ¥Yit)
» +>o oz . » O >
G + CQ —T A
|
| F
- I o .

SD(G + CH)

Fig.c.2 ¢ Schéma bloc du systeme en boucle fermé.
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2.4.2 Auto-ajustage

La loi de'contnﬁle déterminée & partir de 1’équatibn 2.45% est

donnée en fonction des polyndmes G, F et C. Les coefficients de
ces polyndémes sont les paramétres du modéle prédictif du ‘systéme
ayant pour sortie ¢y(t). (ég.2.30). Le <calicul de la commande
nécessite la Connalssance préalable de ces coefficients.

Les methodes auto-ajutables sont appliquées en général a des
systémes ayant une structure connue avec parametres inconnus. Ce
qui fait gue la gonnaissance de la borne supérieure des degres des
polynomes A, B et C ainsi que le tembs de retard du systeme k est
nécessaire. 7
L’équation du prédicteur de ¢y(t) a l’instant (t-k) est

- F G
¢y(t/t—k)_z — y(t-k) + —u{t-k) (2.51)
Ccs C
D .
La forme reécurrente de (2.51) est
nf ng
¢ /5 '
y(t/t——k) -iszY(t“k“l)/bn +_§gLu{t—k—1)
=0 LEO
N
|* "
—2c¢¢(t~i/t—k—i) (2.52)
Ly
L=1 )
avec
ng = Deg(G) = n+kf1 (2.53]
Définissons les vecteurs
T
& = Ego,--,gng;to,..,thf;—ci. ,~C ] (2.54)
T : _ - _
X (t) = [u(t),-.,u(t-ng):y(b)/SDI--,y(t—nf)/Sn;
¥ #*
@y(t+k—1/t—1),._,¢y(t+k—n/t—n)] {2,55)

Alors, il convient d’écrire
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w:(t/t—k) = xT(ﬁ—k)ﬁ ‘ (2.56)

o

¢ (L) = xT(t—krS* + % (t) . S {(2.57)
Y b

Si le vecteur x(tfkl contient des donnees connues a l’'instant t,
et si1 1'erreur de p;édiction 5y(t} est blanche'alors, le vecteur &
peut €tre estimé par la méthode des MCR (voir Annexe A et 52.3),
Seulement, les donnees ¢;‘du vecteur x(t-K) sont ‘lnconnues (saul
si.% est connu ou ¥ est nul); et gquarnnd (k >15, 1’erreur de

prediction n’est plus blanche.

L’'approche d’auto-ajustage que nous adopterons (inspirée de
la méthode des MCE, voir %2.3), remplace les ¢: du vecteur xX(t)
par des approximations %y qui peuvent étre calculées. Ensuite, on
utilise la methode des MCR pour estimer le vecteur ¥ comme si

l'erreur de prédiction est blanche.

L*algorithme d’auto-ajustage récursif est donnée par le

systéme d’'équations suivant [8,9]:

('xh(t) = [u(t),--,u(t*nq);y(t)/SD...,Ytt—nf)/SD;
~ ¥ . ~ 3%
¢U(t+k~1/t~1),..,¢Q(t+k~n/t-n) 1 (2.58a)
. T
Sty = P (t-1) + K(t-k)[@y(t) - xT{t—k)S(t-l)] (2.58b)
* P(t-1)X(t) 7 ’
Kit) = — : — (2.58¢)
T .
7+ x (L)P(t-1)x(t) ) ~
1 ~r
P(t) ='——-[I- K(t)x‘(t)]?{t-l) ; P(O) = p_.I>0 (2.58d)
3 '
] ¢y(t+k/t) = x (t)yF(t) (2.58e)

L'equation (2.58b) nécessite 1'utilisation de 1’éguation (2.30)
pour générer @?{t). 3 est un facteur d’oubli exponentiel,

La loi de commande correspondant a 1’'équation (2.45) est :
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CRw(t) - Fy(t]/SD
- - ' ‘ (2.59)
G + CQ :

ity

-

ou les coefficients des polyndmes C, F et G sont des élements du

~

vecteur ¥ (t).

©.4.3 Controle auto-ajustable avec modele de reference

Selon le choix des_polynémes.s,'Q et R, les éguations (2.47)
et (2.49) presentent plusieurs interprétations. Dans ce parégraphe
nous choisirons ces polyndémes de fagon a développer un contrdleur
auto-ajustable particulier gqui sera a la base du travail gui suit

dans la présente étude.

Ce contr®leur est présenté comme étant un nouveau type de
contrdileurs adaptatifs avec modéle de référence. Ce contrdleur
n‘est pas congu en utiliéant les technigques standards du contréle
adaptatif avec modele de référence [4], mais en utilisant 1la
technique du contrdle auto-ajustable a variance minimale
généralisee,

Considérons la classe particuliére des lois de contrdle,

~définie par l’'équation (2.42), avec

5 =— ; Q

1
o

R = 1 (2.60)

. . : L -t
ou M est une fonction de transfert rationnelle en =z

D’aprés les éqﬁations (2.44) et (2.45), la foﬁction colt I donnée
par l’éQuaﬁion (2.42) es£ minimale quand la prédiction de ¢y(t+k]
4 l’instant t est égaie a la valeur de la trajectoire désirée au
m&me instant, ce qui signifie que ;

| ¢:(t+k/t1 = W(t) : (2.61)
ou w(t) est la trajectoire désirée.

La loi de commande est donné par -
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Cw(it) - Fy(t)/SD
u(t) = — : ' (2.62)
G :

Quand les paramétres du systeme sont inconnus, on utilise -alors
l’algorithme d’auto-ajustage donné par le systéme d’égquations
{2.58) afin de les estimer. La loi de commandé est alors donné

par:

Cw(t) - Fy(t)/S,

H

u(t) o (2.63)
Les coefficients de C, F et G sont des élements du vecteur Sty

donné par 1’équation (2.58b). $(t) est une estimation du vecteur &

donne par (2.54).

L'’éguation de la sortie en boucle fermée est:

—%

Y(t) = z Mw(t) + MEZ(t) , (2.64)

De 1’équation (2.64)}, on remarqﬁe aisément gque non seulement cette
classe de lois de cbntréle-améne la sortie du systéme & suivre
celle d’un modéle définit paf la fonction de transfert M, .ayant
pour entrée w(t) et un retard k, mais aussi que le processus de
perturbation en boucle fermé suit la sortie d’un modéle M ayant
pour entrée.EE(t) Cette . entree est‘-un processus & -mOYGnne
glissaﬁte d’ordre k-1. Ce résu;tat impligque en outre gue la  forme
du spectre des perturbations en régime .permanent sait aussi

fonction du modele M.

2.5 STABILITE ET CONVERGENCE (13,26, 27, 28]

La stabilité dans le sens entrée;bornée, sortie bornee et 'TE/
convergence sont les propriétés feéherchées d’un .COntréleur
auto-ajustable. L’analyse de ces propriétes néceséite de faire
guelgques hypothéses sur le systéme a coq£r61er. Les hypotheses les

plus prépondérantes sont:
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- L'existance d’un modéle.

-‘Connaissance de la structure de ce modéle.

=~ Les signaux de perturbation doivent étre bornés avec une densite

spectrale de puissance-rationnelle.
Ces hypothéses doivent é£re limitées au maximum et facilement
vérifiables‘dans la pratique.
L’algorithme de contrdle auto-ajustable est représenté pa{//,

" une connéxion, avec retour, d'un certain nombre de blocs.

L'analyse de la stabilité et de la convergence du systéme giobale,

consiste & étudier séparément chacun des blocs constitutifs de cet

algorithme, deduire les propriétes gue présentent ces blocs, et

finalement juxtaposer ces propriétes pour étudier la stabilité et

la convergence dell’ensemble.

L'utilistion du critére standard de stabilité ‘“entrée bofné -

sortie bornée", de 1l ’opeéerateur conique et du théoréeme dJdu gain

faible [26,27,28]} est nécessaire pour tirer les conditioﬁs de

stabilité et de. convergence de  1l’algorithme de contréle

auto-justable du systéme globale.

b’apres les'paragraphes precédents, on considére 1la ciasse
des systémes, donnée par le modéle suivant
A.y{t) = B.u(t-k) + C.E(t)
on définit la sortie auxiliaire

t) = S.
¢y( ) S.y(t}

¢y(t+k) peut s’ecrire sous la forme prédictive sulvante

E 3 e
t+k = t+k/t
¢>y( + .) ¢>y( +k/t) + ¢ry(t+k)

avec

F G
E 3 . T
P (t+k/t) = — y(t) + —u(t) = x (t).9&
¥ e

CS C

3]
% (t) = E.f(t)
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T ’ .
X (t)=[U(t);--pU(t”ng]£Y(tJ/5Dp--:Y(t"ﬂf)/sn;

* *
‘¢y(t+k-1/t—1},..,¢y(t+k—n/t-n)]
" le vecteur § est estimé par 1’algorithme suivant

~ " , ~T o
() = S(t-1) + K(t—k)[¢y(t) - X (t-k)&(t-1)]

P[t—l);(t)

K(t) = P = .
£+ x (t)P(t-1)x(t)
1 o
P(t) = —;-[I— K(t]x'(t]]P(t~1) i P(0) = p .10
{? . .
P (t) = H(t) = B.H(t-1) + x(t).x (t) ; H(0) = h,.I > 0 (2.65)
x (t) = [u(tJ,..,u(t—ngJ;y{tJ/SD,,-,y{tvnf)/SD;
~% i ’
@”(t+k—1/;—1),..,¢y(t+k—n/t—n) }
-

¢§(t+k/t) = ;T(t)ﬁ(t)

La 1oi de commande u(t) est choisie de fagon a ce gue

¢;(t+k/t} + Q.u(t) - R.w(t) = O

w(t) est la trajectoire désirée.
5i les parametres -du systeme sont connus, alors 1’'entrée et la

sortie en boucle fermée sont donnés par

Frs5 &
D -k
u (t) = -———{(t) + 2 ———w(t)
SB+QA ‘ SB+QA
G+QC . BR
Y,(t) = ——{(t) + z ———w(t)

SB+0QA SB+QA
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2.5.1 Systeme en boucle fermeée [13]

L’'algorithme de contrdle auto-ajustable decrit dans le

paragraphe precedant, peut étre représenté par 1'interconnexion de
*

trois systémes, Une classe d’estimateurs de ¢y[t/t—k) est définit

comme suit:

~ -‘\-T ':\ - .
¢L(t) = x (t-k)].9(t-i1) pour 0<i<k : C(2.66)
alors
~ ~T N
¢1(t) = x (t-k).%(t-1) (2.67)
Définissons: ' -
e(t) = @Y(tJ (2.68)
= f - f;‘v | '
e{t) ry(t) P () (2.69)
Fit) = H(e) - & (2.70)
"-T ' ’ ':.
v (t) = x (t-k).F(t-1) (2.71)
e (t) = e(t) _ _ (2.72)

L’equation (2.69) est représentée par un systéeme Ei, éyant pour
entrée e1(t) 2t pour sortie vi(tJ. Le systéme ?1 est alors donne
par: | .

S(t) = F(t-1) = K(t-k).e (t) (2.73)

-

v it) = x (t-k).B(t-1) -
Definissons:
-~ ’ » .~
Vzit)’~ e{t) T.¢y(t/t*k] - @1(t)

~

v,(t) = e(t) - e(t)

v,(t) = e (t) - e(t) | (2.74&)

‘De ce fait, l’équation du prédic£eur (eq.(2.56)) combinée avec

celle de l’estimation du preédicteur (89.(2.67)), donnera

T -~

v,(t) = X (t-k).® - xT[twk).S[t—l}
= x“(t—k).ﬁ(t—i) - [xT(t—k) - xT(t—k)].ﬁ
* -
= V(8 - (G IR (t/t-k) - @ ()]
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valt) = v () - (C-)v, + i) - A ()] (2.75)

' 1 N - .
V3(t) = -[1 - “E*][¢i(t) - ¢k(p)] _ §2.76)
ez(t) = ~[v1(t) + va(t)] “ (2.77)
() - = t | 2.78 |
v, (t) = 62('1. _ ‘ (2.78)

En utilisant les equations (2.68), (2.69) et (2.65), on aura

va[t) = 0 pour k=1, o {2.79)
. k-1 7
1 T -1 Porr _ , '

va(t)=[1—~6~].x (t-k}. z H (t-k-i).x (t—k—l).vz(t~1) pour k>1
11 s
(2.80)
.0n définit aussi:
e (t) = e(t) = v (t) | ' (2.81)

Il s’en suit que'l’équation (2.56) du, prédicteur, est traduite par
une interconnexion du sysféme Sz' ayant pour entrée eztt) et bour
sortie vz(t), et le systéme 23’ ayvant pour en?;ée ea(t) et - pour
sortie vy(t). Les trois systémes 21’ Y et Za forment un systéme

2
interconecteé, ayant pour entrée l'erredr de prédiction optimale

e(t) et pour sortie e(t). 'Ce systeme est représenté par la
Fig.2.3. N
v e
3 3
z ——
a
= [<] v e
h 4 z 2
o—4 Z >
L 2 i
- . ¢
v e. + e
£l - 4 W
> & ey
L T L€
1 +

Fig.2.3 !Le systeme en boucle fermée.
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Le systéme 21 dépend de la séquence x(t), le systeme 22 depend du
polyndéme C, alors gue le systéme za depend de x{t) et de C a la

fois.

L'analyse des proprietes de stabilité de ces trois systémes
interconnectés, est basée sur la notion de -systéme dissipatif
t26,27,28]. En particulier, les systémes 21 et Zz sont senses

“avoir les propriétés de conicité, et E; doit avoir un gain faible.

<

as Conicité de 2

Llemme 2.1 [13,27]:

On definit un scalaire @(t) tel gue:

b ~

"1 ~1 '
o{t) = x (t}.H (t).x(t) (2.82)
I;.est possible de choisir go’ tel gue
0= (t)<e =1
0
de fagon & ce que le systéme 21' soit un opérateur extérieur au

céne de centre

C = -1 .83
) (2.83)
et de rayon
.i‘
r = Yi-o - {2.84)
o 1 4]
brs Stabilite de 21 et de Ez
Considerant le systéme 212, ayant pour entreée e et pour
sortie Vit formé -par | interconnexion de 12 et de ZZ tel
représente dans la Fig.2.4,
e + W
12 12
—_— O Ez >

A

Fig.2.4: sous-systéme en boucle fermée
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D'apreés la Fig.2.3, on peut constater dque:
= I .BF
12 Vs (2.85)
L'application du lemme 2.1 et du théoréme de 1’opérateur .conique

[27,28], donne lieu au lemme suivant:
: ‘/

Lemme 2.2 [13]:

Le systeme Ixz' donné par la Fig.2.4, est stable a gain fini, pour

t>t -, si
0

g o '
(a) (t)~ o’ pour t>t0.

(b) Le lieu de Nyquist, dans le plan complexe,. de:
pour 0= 2n |

se trouve strictement a l’'intérieur du cercle, de centre:

c = 1/¢ : (2.886)
%] . . .
et de rayon:
= - ) /o ' 5 g
r=7%7 (1 o)/, (2.87)

Le gain, g _,du systeéme 21? , @st borné par

Nt
z 2 2172
v
t:to12 (1+c/r)
ZERE SR el B T TS Y2 (2.88)
RN (1-d(c))/x
2
[=]
. 12
1=t0
avec
1 : :
[ d(c) = sup ——a | - ¢ (2.89)
0wz C(eJ ) -
c/ Propriétés de I, .

Des équations qui définissent Ea’ on tire le lemme suivant:

Lemme 2.3 [13]:

Si, au moinsg, une des conditions suivantes est satisfaite:
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(a) C =1
(b)Y k = 1
alors:

v (t) = 0 | (2.90)

Si, aucune de ces conditions n'est satisfaite, 1'analyse du
systéme 33 nécessite 1l’introduction du lemme suivant: ‘
Lemme 2.4 [13]f

On definit

~

(t,i) = x (t+i).H “(t).x(t) . (2.91)

2

Si:

(a) 3 = 1, {pAS d'oubli)

(b) 0<i<m (i constante positive finie)

(c) Lim @(t) = 0
t=» @ :
Alors
Lim 2 (t,i) = 0 (2.92)
s W o )

En utilisant la définition de ]l ’égquation (2.91),'et les eéquations
(2.80) et (2.81), le systéme Ea’ est donné par:
‘ ' I -1

1 .. . . | ' -
va(t)-[l——E-]_ZLH(t—k—1,1)e3(F—1) . (2.93})

LTL
Le lemme suivant donne une propriétd du gain du systéme Ea

temme 2.5 [13]:

On definit le gain du systéme ng par:

Mt
2 1-2
v
3 .
t=tQ g
=, 511 —— ) .
g, =.. sup — (2.94)
{e |+, Nt . ‘
3 2
e
t=t0

Nt est le nombre d’échantillons.
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Si:

(a) Lim 2(t) = 0 | R

t+ @
(b) C(z ) # 0, pour lz| = 1
alors:
Lim qa(tm} =0
t 3+ @
0
Les lemmes de.2.2 4 2.5 sont suffisants pour déduire la Stabilité
du systeme interconnecté de la Fig.2.3. Le lemme suivant résume
ces reésultats,
Lemme 2.6 [13]:
5i
(a) Les conditions du lemme 2.2 sont satisfaiteé.
(b) Les conditions du lemme 2,3- ou celles du lemme 2.5 sont
satisfaites. |
Alors; le systéme interconnecté de la Fig.2.3, est stable au sens
entrée bornée-sortie bornée, pour t > to'
On aura en particulier:
Nt Nt

~2 2 -
E e (t) < Gi'E e (t) + G, . (2.95)
LSS t=t : '
0 0

Gi.et G3 sont des constantes positives finies.

2.5.2 Stabilisation et convergence

A partir des résultats du lemme 2.6 et des expressions de
l’entreée et de la sortie du systeme en boucle fermée (éqs.(2.49)
et (2.47)), les résultats concernant la stabilité du systéme sont

resumés dans le théoreéme suivant ;

Théorme 2.1 [13):

Si:



Avoz
(b) Tt E w(t) <
t=t1

(c) sap @(t) < 1
bt '
0

»

(d} Le polyndéme caractéristigue du systéme en boucle ouverte, n’a

pas de racines a l'extérieur du cercle unitée.

S.B + Q.A# 0, pour lz|l = 1.

Alors, le contrdleur auto-ajustable a les

stabilisation suivantes:

Nk

2 .
- ) oy ) <
t=1 .

_ 2
- [u(t)—uott1] < W

T . _H(Nt)
2’““'" (t) =
t=1

propriétés de

(2.96)

(2.97)

(2.98)

De méme les conditions de convergence sont résumées dans le

théaréme suivant

Theoreme 2_2 (13 ]:

Si, les conditions suivantes
{a) Lim ¢(t) = 0

t» @

(b)

ale

i .- C s
- est strictement réelle positive

sont satisfaites, alors:
F‘

LA
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Nt+tO
~2

1 ’ ‘
Lim — E e (t) = 0 {2.99)
Nt
Nits L=t
5i, en plus:
{c) Le polyndme caractéristique du systéme en boucle ouverte, n’'a
pas de racines a 1l’'extérieur du cercle unité,

5.B + Q.A# 0, pour lz| 2 1.

alors:
Nt
Li 1z[£ £)1° = 0 (2.100)
. Lim —— ) Ly(t)-y (t) :
Nt=> X t=1
et:
Nt
Li i E i t t ]2 = 0 2,101)
1m‘ Nt uq ]—uo( } | (2.
Nt @ L=

Il est a noter gque la stabilité des ~méthodes auto-ajustables,
dépend de 1'interaction des propriétés de la séquence scalaire,
o(t) (ég.(2.82)), et des propriétés, dans le domaine fréquentiél,

de la fonction de transfert C du bruit.

2.6 CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons présenté des élements de 1a
théorie du contrdle auto-ajustable a variance minimale généralisée
de systemes mono-boucle. PDe mme nous avons developpe un
contrdleur auto-ajustable particulier, qui est présenté comme
étant un nouveau type de contr®leurs adaptatifs avec modele de
référence, congu en utilisant des techniques de contxrdle
auto-ajustable a variance minimale. Ce qui nous permettra de
profiter des avantages des deux te&hniduesq. Dans la derniere
partie de ce chapitre nous avons présenté une analyse de la

stabilite et de 1la convergence des systéemes de controle

auto-ajustables,.
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connue sous le nom de systeme de contréle en cascade (Fig.3.2).

Procéede E

w u =w i
2, HE——1L—+ Yy Yy i ¥g
gpé‘Contr 2 ; Contr 1|——]*|Syst 1 —+|Syst 2 T

d i

Fig.3.2 : Systéme de contrdle en cascade

Le schéma représenté sur la Fig.3.2 peut &tre simplifié si les
contrdleurs sont dans un Systéme a retour unitaire (Fig.3.3). La

plupart des applications se retrouvent dans cette configurétion.

w . u u Yy

Y
2 2 1 1 2
——0—» | Contr 2p——30—3|Contr 1p——|Syst 1 |——|Syst 2 |1

+.“__ | +_T |

Fig.3.3 : "Configuration en cascade

Cette configuration est partiéuliérement commode quand la Qaleur
de la variable intermédiaire influe sur la conduite de 1la sortie
du procédé. De ce fait et pour des raisons de sécurité du systéme,
la wvariable intermédiaire et la sortie doivent étre
impérativement contrdlées. Le schéma du systéme de contrdle en
cascade pour deux-boucles est extensible a un réseau de N-boucle
en cascade. _

La classe de sYstémes auxquels un contrdle en cascade peut
.étre deétiné est caractérisée par la connexion d’une série de N
sous—-systemes ayant la forme décrite au paragraphe 2.2 et 1la

figure 3.4. Chaque sous-systéme est donné par 1’équation :
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B -
1% . :
Y (t) = —u(t-k ) + d(t) pour i=i,...,N. (3.1)
A
L
L’inter-connexion de ces sous-systémes est spécifiée par :

ut(t)=y;1(t) pour i=2,...,N, ) (3.2)
di dz dN .
ui '*1—81 +ly1=uz "kz Bz +ly2=ua Y “kN BN +J""N
— |z 0 »| 2 — [ ...z — [
-Ai ' . Az v AN

Fig.3.4 : systéme de N-boucles en cascade

yN(t):'sortie a contrdler.
ul(t]:'entrée de commande disponible,
Yi(t)' i=1,...,NL1 t sorties intermédiaires mesurables.

<{(t)= perturbation aléatoire,

Cetie-perturbation est donnée par le modele :

' c _
d(t) = — ¥(t) ) (3.3)
: A

t
E(t) : bruit blanc discret.
. -1
Ai' Bi’ Ci’ i=1,...,N: polynémes en z , "ayant des coefficients

supposés constants mais inconnus. .

Les racines de C.L doivent étre & l’intérieur du cercle unite,

Ces polyndmes sont donnés par

n. ™. ' n,
i , i , L .
A=1+Ea_ z' ; B-= Eb. z! c.=1+2c. z 7. (3.4)
1 . 1,) I . \.,J 19 . L,J
1=t . 150 J=1

ki et n sont respectivement le temps de retard et 1’ordre de de

chague sous-systéme i.

Le but de ce contrble en cascade est de donner un systeme glocbale

en boucle fermée de la forme (voir §2.4.3) :
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Y (t) = z = Mw(t) ~(3.5)

ou k est le temps de retard total du systéme:

k = k1 , (3.6)
avec:
y i
'kltfzkj“ | _ (3.7)
ey

M eétant le modéle par lequel les -performances désirées du
systeme sont  spécifiées. M est Jne fonction - de transfert

. -1 L. -
rationnelle en z° choisie de sorte que :

1 o
M=—"; s=1L : B o (3.8)
s .
avec
LN, i SN, , L
L_L=——-—-—_=nsj P = S (3.9)
LD =t SD. : -

L J
Cet objectif doit étre atteint par une extension du contréle

auto-ajustable avec modéle de référence des systémes mono~boucle
développé au paragraphe 2.4.3, a des systémés en cascade.
Plusieurs . méniéres de faire l'extgnéion des méthodes
.auto-ajustables mono-boucle pour contrdler des systémes en cascade
sont envisageables, Certaines d’entre elles sont prises eﬁ compte

pour leur simplicité, d’autres pour leurs performances.

3.3 CONTROLE MONO-BOUCLE

La fagon la plus simple de commander Qn systéme ‘'en cascade
est d’adopter une stratégie de contrdle auto-ajustable gui ignore
les signaﬁx intermédiaires yt(t), pour i-1,...,N~1.'Le_Systéme est
considéré comme étant mono—boucle,'de sortie yN(t} et Ad’entrée
‘uift). Compte tenu de 1’équation (3.2), . ce systém§ -peut étre
représenté par les équations (2.4) et {2.5), avec : 7

yit) =y (t) ; u(t) = w(t) & d(t) =.d1 (t) {3.10}
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C1 : = {3.11)

i 4

M
>
[y

z
y
(v]
-
@]
13

ou

L L
Al = nA..; Bli= ”Bj‘ ' (3.12)
=1 j=t '

dlt[t] est un signal de perturbation issu de tous les sous-systeémes
éme . .
précédant le i , et qui s’ajoute au signal Yi(t)'

Ce signal est donné par la forme récursive suivante :

di(t) « pour i=1
At = '
() B, (3.13)
] ~—-d1L1(tfki)+di(t) pour i=2,...,N
A. .
18
-4 . . :
Cl est un polyndme en 2z  gui caractérise la perturbation

L

d1£(t); il est donné par la forme récursive suivante :

C; ~ pour i=1

c1 = N | , (3.12)

i -k. .
z v BC1 +C A1l pour 1i=2,...,N
1 1-1 1 [Red § )

Le polyndme C défini par (3.11) et (3.14}) doit aveoir toutes ses:

racines a 1’intérieur du cercle unité [1].

‘D’aprés (3.6) et (3.7), le temps de retard du systéme est donne

par :
‘ N
k1=2 k. , (3.19)
=
alors gue son ordre est :
‘ N N o
n=sup[deg(A),deg(B),deg(C)] = E}k+ ZRi . } {3.16)
a i=4 1=2

L’auto-ajustage des paramétres du contr@leur et le calcul de
la commande, gui rameéne la sortie du systéme au modéle donné par
1’équation (3.5), se fait alors par les m®émes procédures que dans

le cas MOno—boucle, décrit en détail au paragraphe 2.4.
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L*algorithme utilisé est le suivant :

- A 1*instant t°= 0, Initialisation
» 6‘(0] ‘/1[0!-"{0.]‘

B - P(O) = p, I , Py |

- A chaque instant d'échantillonnage t > to

> 0.

1. Mesure de la sortie du systéme y(t).

2. calcul de la sortie éukiliai;e ¢y(t) = Sy(t). .

3. Estimation des. parametres dg qontréleur, donnés par le
" modéle prédictif (équations (2!56) et (2.57)), en utilisant

la méthode des MCE:

ity = 8(t—1)+K(t—k){¢(t)—xT(t—k)Q(t¥1)]'

;»ci,..,wcn]

87 - (g £ £
= [gor--rgngr 0.---: hf

~ ~ . ~

coefficients de GL' FL et Ci

4. Calcul de la commande

Cw(t) — Fy(t)/SD

~

u(t) =
A G

- 8. Envoi de la commande u(t) & l’entrée du systéme.
F ]

6. Mise a jour et sauvegarde des vecteurs et matrices de

donnees; pour les utiliser dans les futures itérations :

T ‘ . ' ~
- X (L) = [u(t),..,u(t—ng);ys(t],..,ys(t—nf);

A* N A* .
¢y(t+k—1/t~1),..,¢y(t+k—n/t—n)]

-~

P(t-1)x(t)

. K(t) =

-~ ~

I+ x (L)P(t-1)x(t)

1 -~
. P(t) = --[1— K(t)xT(t)]P(t—l)
o , ~r R
. ¢y(t+k/t = x (t)8(t).

7q‘Refaire les'étapes (1) Jjusqu’a (6).
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3.4 CONTROLE EN CASCADE

La fagon la plus sdre et la plus performante:de commander un
systéhe en cascade est d’'adopter un schéma de contrfle qui tient
compte deé variahles intermédiaires *}t) pour i=1,...,N-1 et quir
raméne la sortie du systeme yN(t) au modéle donne Par 1’équation
(3.5).

D’apreés l'éequation (2.64), Iorsequ'on considére Q=0, R=1 et

3 .
5=1/M, la (i~-1)_me boucle fermée en cascade donne le systéme :

o ~k1 “ ,
. it -
vy, (t) = z M1 _w o (t) + M1.L_15L_1If(t) ‘ (3.17)
. . - .éme
M1.L etant le modele par lequel les performances de la i boucle
: eme : y
sont.sPécifiées.-uk(t) est la trajectoire du i contrSleur;
avec:
1
M1L= — (3.18)
L

Le contréle de la iéme boucle, qui est considéré comme boucle
extefne, se fait selon l'importanée de la dyhamiqué de la (i-l)éme
bduéle, considérée élle, comme boucle interne. Cette dynamique,
caractérisée par le modéle Mlbq,'peut gtre négligée devant celle

de la boucle externe.

- gty |
....................................................................... . .
£(t) l _*
Ai
’ H .\ E H
o — a (t
W (b)) i (4)
i N e Y | B "
—i |z i=4 ——0— M1 _ piee—p {2 | ~— 30—
H = H +

Fig.3.5: systeme en boucle ouverte

. . . .ame
- La synthese de la commande pour la i boucle de contrdle est

congue sur la base du systéme en boucle ouverte, représenté dans

. 1la fiqgqure 3.5,
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3.4.1 Contréle avec dynamique de boucle interne négligée

Dans le cas ou les dynamiques des boucles internes sont

négligeables devant celles des boucles externes, ce qui est le cas

quand les sous-systemes sont ordonnés tels que leurs constantes de

. éme
temps augmentent. La synthése de la commande pour la i boucle

est faite comme si I‘-Jli.t__1 ~ 1,

Compte tenu des equations (3.1), (3.2), (3.3) et (3.17), 1le

systeme en boucle ouverte est donné par:
B2, ez
yo(t) = —w (t-ki.) + — {(t). . . {(3.19)

A2, A2,
i i

AZL et th sont des polyndmes en z , dounnés par :

A2, = A ; B2, = B, . . (3.20)

2 -1 . i : . '
Cz.L est un polynéme en z , gui caractérise la perturbation., Il

est donne par la forme récursive suivante:

C pour i=1

c2, = A (3.21)
z LE2 .B + C_L pour i=2,...,N

Le polyndme C2i doit avoir toutes ses racines a 1'intérieur du

. cercle unite.
. -1 :
Le polyndme en z , Ei donné en (3.17), est égal a Ezt,‘avec :

ne.L
Ea = 1 + Zezi_j z“J (3.22)
i=e

Le polynéme Ezi est solution de 1l'identité :
‘ i

(C .5, . -k F2,
1 1 1 1
T = E2 +z . — pour i=1
a A .SD
i i
) ‘
C2. .L ~k1 F2. (3.23)
L 1 L . :
= E2+ z ———— pour i=2,...,N
\ A2 A2 .LD
L L L
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et de dégré

ne = deg(E2 ) = k1-1. (3.2%)
L’ordre de chaque systéme i est

nlL = sup[deg(Azi),deg(Bzi),deg(CZi)] = n1+k1L—1. (3.25)

ars Prédiction‘

: éme .
On définit la sortie auxiliaire ¢yt(t} du i sous-systeéme
par : - o ‘, '
_ |
¢,yi.{t')‘_ Ly (t) _ , . (3.26)
d’abrés le paragraphe 2.4.1, la sortie auxiliaire, ¢yi(t)‘ peut
€tre écrite sous la forme prédictive suivante | 7
* ~
¢yi(t+k1t) = qby_L (t.+k1,t/t.) + ¢yi(t+k1i-) (3.27)

- .
¢yi(t+k1i/t) est la prédiction & 1’'instant t de ¢yi(t+k1i);

~

¢yi(t+k1i) est 1l’erreur de prédiction.

* F2, G2,
¢ . (t+kl /t) = Y. (t) + —w _(t) :
L -1 .
Y ' c2. .LD, cz. (3.28)
L L L
¢yi(t+k1i) = Ezi_f(tﬁkli_) (3.29)
" o
= = T3 .. = = -
GZt— BZith jZEzi'j-z i ngL deg(GZt) n1l+k1L 1. (3.30)

Les polynOmes Eztet F2tsont des solutions de 1’identité (3.23). E2.
L

 est donné par (3.22), alors que, F2, est donné par

nf
L . . \ .
F2. = sz_. z - - (3.31)
L L]
}=0
avec
nfi=deg(Ft)~sup [nlt—k1i+deg([mﬁ)],[nlt—1+deg(LDi)] . (3.32)
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L’équation du prédicteur de ¢yt[t) a 1’instant’ (t-ki ) est :

F2. G2,

* L L
-— R e——— - ———— _— . . _33
¢>yt(t/t._ k1. ) Y, (t-k1 )+~ wt—_z“f k1) (3 )

. C2i.LDt . C2i

La forme récurrente de (3.33) est :
nf “gi

i
* - : ]
¢yi(t/t~—k1‘,.) “jZfﬂ,jYL (t-k1 -3)/LD + ‘222.‘ iYiea (t-k1 -3)
= J=

* _ .
-Yecz. ¢ yi(t—.J/t—k1_L--J) ;3.34)

Péfinissons les vecteurs :

T

o - : s £2 2. ;-c2. ,..,-c2. . .35)
i [gzi,o""gzi.,ngi.'fi_,o""f.',nfi.' e cL,hiL]_ (3. 35)

- :
x.L(t,) = [wi_i(t),..,wi’_i(t-—ngi);yi‘(t)_/LD.L,._.,tht—nF.L)/LD.‘,
* * _ ’ ‘
@ (t+kt —-1/t-1),..,¢  (t+k1l -n1 /t-n1._)) (3.36)
P Lo VAS L L L : ‘ :
Aiors, il convient d'écrire :-
% T s .
¢yi(t/t—k1L) = xt(t—nkli) . (3.37)

' T ~ : o '
¢yi.(t.).-= xt(t“klt 114 + ¢>yi'(t) | .. (3.38)

b/ Génération de la cbmmande et auto-ajustage -

Dans un schéma de contréle en cascade. (voir paragréphe 3.2),
chaque contréleur i, i=1,...,N; génére une ‘commande ut(t) gui
‘ ame
'servira de trajectoire a la (i-1) boucle de contréle. Ce qui

signifie que :.

w_ (t) = u(t) pour i=1,...,N. (3.39)

: . . © o éme . ' .
La loi de commande, pour la i boucle de contrdle, est spécifiée
en choisissant le signal de commande, ul(t) *‘ﬂ-i{t)' de fagon a

minimiser la variance de ¢vi(t+kii} autour de la trajectoire
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%}t). Cette variance est définie par

2 .
Ii. = E[[¢yi(t+k1i) - wi(t)] ] (3.40)

D'aprés (2.61), la fonction I,L est minimale gquand
W
P (t+kl /t) = w(t). - (3.41)
yi t L _

Tenant compte des équations (3.28) et de (3.39) le signal de

commande est donné par

L

C2.w.{t) - F2.y (t)/LD, - :
. L L L L L
wo_ (t) = ) _ (3.42)

i
G2,
1

Quand les paramétres -du systéme sont inconnus, on les estime

par l’'algorithme d’auto-ajustage suivant [8,9]:

[T -
xi(t)=[wi_1(t),-..wi_i(t—ngi);yt(t)/LDt,--,yi(t—nfi)/LDi,
% ~¥
¢yi(t+k1L~1/t’1),..,¢yi(t+k1t~n1£/t-n1t)] (3.43a)
~ ~ . AT . ] ~ )
ﬁi(t) = St(t—1)+Ki(t—k1L)[$y£(t)-xt(t—k1L]§i(tfl)] (3.43b)
{ PL(t*l)xitt)
K. (t} = - — {3.43c)
ot B+ x (£)P (t-1)x. (t) '
i i N
1 ~r .
pi(t) = —u-[x- Ki(t}xi{t)]PL(t—l); PL(O)=pi'0 I >0 (3.434d)
3
A_* ' A.T § ’ 4
| ¢yt(t+kli/t) = % (t) L () (3.43e)

La loi de commande est alors donnée par 1’équation:

Czw (t) - F2y (t)/LD, : :
T L L L L
wo_ (t) = ~ ; 7 (3.44)

G2,
i

~

ou les coefficients des polyndmes C2i, in et G2 sont des
L
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éléments du vecteur ﬁi(t).

¢/ Algorithme

-~ A 1’instant t0= 0, initialisation
De i=1,...,N ¢ (N étant le nombre de sous-systémes)
» 9.(0) = [0,...,0}.
.+ P.(0) = P , p > 0.

L,OI L0 .
- A chaque instant d’échantillonnage t > to

1. Estimation des paramétres des N contrdleurs

be i=1,...,N
. Mesure de la sortie du systéme i, Yt(t}'
. Calcul de la sortie auxiliaire ¢yi(t) = Loy (t).

. éme
- Estimation des parametres du i contréleur, donnés par
le modéle prédictif (équations (3.37) et (3.38)), de
éme

la i sortie auxiliaire, en utilisant la méthode daes

MCE

~

~ ' l I\pr -~ . '
si(t], = Si(t-—1)+Kt{t—k1L)[¢yt(t)_-xi_ (t.-.-kl,L )8{( t—1)]

~

[St(t), contient les coefficients de €2, F2 et GZ.L]

2. Calcul de la commande

. wh(t)‘- w(t).

« De i = N,...,1 :

, Czw (t) - F2,y (£)/LD,
Wiog (V)

~

G2.
1
« u(t) = ui(t) = qo(t).
3. Envoi de la commande u(t) & l’entrée du systéme.

4. Mise a jour et sauvegarde des vecteurs et matrices de.. -

données; pour les prochaines itérations

-
H
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De i = &1,...,N

T . .

3

_ . . .
| c,tby,L (t+k1i—1/t—1 P '¢yi (t+k1'._ —nii /t.—n1_L )]

~

: P (t-1)x (t)
i L
« K (t) = . py
3+ xi(t)pi(t-nxi(t)
1 ~y .
- P (t) = wr;— [1— KL(t.)xi(t.)]P_L(t—l)

~

~r -
. ¢yt(t+k1i/t) = xt(t)ﬁi(t)

5. Refaire les étapes (1) jusqu’a (4).

3.4.2 ContrSle avec dynamique de boucle interne non-négligée

Dans le cas ou les dynamiques des boucles internes ne sont
pas négligeables devant celles des boucles externes, l'utilisation
de 1’approche précédente risque de donner de mauvais résultats et
méme des divergences. Ces problémes peuvent €tre évités en tenant
compte de la dynamique de la boucle interne lors de la synthése de
la commande pour la boucle externe. Dans ce cas la iéme boucle de

contréle est congue sur la base du systeme en boucle ouverte

suivant

—kli- B3L CBL
y (t) = z — w_ (t) + — L(t) . (3.45)

A3, A3’
i i

. , -1
A;i,Bsi et C3Lsont des polynémes en z donnés par

A. LN,
L 1-1 .
A3 = ———— (3.46)
LN, __ (0}
. B, LD, )
1 L-1 -~
B3, = ——— . ©(3.47)
LN __(0) :
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('Ci . B pour i

L -k

'z LD E. B.+ C LN
-1 1-1 ¢ L -1

1

(3.48)

pour i=2,.,..,N

L w,o

Le polyndme C3_L doit avoir toutes ses racines & 1’intérieur du
cercle uniteé. '

. -1 e ‘ . .
Le polyndome en z , % defini dans (3.17), est égal dans ce cas a

E3i, avec :

E3 =1+ zea_”_ z . ‘ - (3.49)
: =

Le polyndme EBt est solution de 1'identité :

[ C,.s -k F3
1771 1 : .
= E31+ z pour i=1
a A .SD
1 1
1 .50
CBt.L ~k1 F3L (3 )
- E%+ Z pour i=2,...,N
A3, : . A3 ,LD.
L L 1 1
et de‘degré :
ne- = deg(E3 ) = ki -1. .(3.51)
L’ordre de chague systéme i est :
n1L = sup[deg(ABi),deg(B3i),deg(Cat)]
n1;= n1+ sup[deg(LNL_i),deg(LDi_i) + kit—i] (3.52)

as Prédiction
On définit la sortie auxiliaire ¢yi(tJ du sous-systéme i par:

¢ (t) = Ly (t) (3.53)

b A

d'aprés le paragraphe 2.4.1, la sortie auxiliaire, ¢yi(t) peut

€tre écrite sous la forme prédictive suivante :
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~

- * ~ : ' _
¢yt(t+!‘1;) = ¢yi(t+k1t/t) + ¢yi(t+k1i) (3.54)

*. : ' _ .
¢yi.(t+k1i./t) est la preédiction a 1l'instant t de ¢yt(t+k1i.);

T e

¢yi(t+kli) est 1’erreur de prédiction,

x F3, _ G3. -
¢  (t+kl /t) = —————y (L) + —w - (t) (3.55)
yi 1 L . 1-1 : :
C3 .LD, C3.
t i L
¢>y.L(t+k1.L) = P.?3if(t+k1i.) : g (3.56)
- - v4
ng,
1 g _
G3.L= ‘E3LB3i =_223i.,j z .; ng, = deg{GSt ) = nli- +k1i—1 (3.57)
J= '

Les polyndmes E3iet F3isont des solutions de 1’identité (3,23).

E3 est donné par (3.22), alors que F3, est .donné par

nf .
L L N T
F3 =zf3_ z ' ‘ (3.58)
L L o
avec
nfi-deg(FL)-sup [nltﬁkli+deg(@Nt{],[nli-1+deg(LDi)] . {3.59)

L'équation du prédicteur de ¢}i(t) 4 1'instant (t-ki ) est

F3, : G3,
yt(t-k1i}+~—wi_1(tfk1i) | (3.60)

Cc3 .LD . C3.
i i ' i

*
cﬁyi( t/t-k1 )=

‘La forme recurrente de (3.60) est

nf ng .
. L i .
¢yi. (t/t.--kli‘) = _Efai.,_iyi(t_kli—j)/LDL+,Egsi ] jwi—i (t.—kli -3)
. j=0 =0 ‘
ni

) *
- Yes -i/t=- -3

c3 . 3¢ yi_(t i/t klt J) (3.61)
Définissons les vecteurs :

T
ais[gaiaor--rga ; £3. !‘l'ffa

i ngif S0 .,-c3 } . (3.62)
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!}

. .
x (t) = [w_ (t),..,w _ (t-ng )iy (t)/LD, ,..,y, (t-nf )/LD ;

»* * ' : ‘
Iqby.L (t+k1 -1/t-1),.. ,qby.L( t+k1i._n1,i. /t-n1. )] (3.63)
Alors, il convient d’écrire : R .
* T
¢ . (t/t-k1l. ) = x (t-k1 )2 (3.64)
SRR TAY L L L L : ‘
T . ~
¢yt(t}-= xi(t—kli“)ﬁiﬁ— ¢YL(t) , (3.65)

[

b’/ Génération de la commande et auto-ajustage

Dans un schéma de contrdle en cascade (voir paragraphe. 3.2,
chague contréleur i, 141,.;.,N, génére une commande ui(t) qui
servira de trajectoire a la (i—1)éme boucle de <contrdle. <Ce qui
signifie que :

W () - u.L(tj pour -i=1,...,N. . (3.66)

. eme - P
La lci de commande, pour la i boucle de contréle, est spécifiée
en choisissant le signal de commande, ul(t) =~%’1(t), de fagon a

minimiser la variance de ¢}tft+k1i) autour de la trajectoire

W}t). cette variance est définie par :

2
Ii = B[[¢yt{t+kii) - hﬁ(t)] ]. ' (3.67)

D’aprés (2.61), la fonction Ii est minimale quand
LY

.\ :
¢yi(.t+k1i/t) =W (). - (3.68)

En tenant compte de (3.28) et de (3.39) le signal de coOmmande est

donné par

C3i_w.L( t) - F‘Siyt(t-] /LD.l :
W (t) = . (3.69)
L-1 ]
GBi

Quand les parameétres du systéme sont inconnus, on les estime

par l’algorithme d’auto-ajustage suivant [8,9]:
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. 1 | ,
xi(t)=[wt_1(t),.-,wb_i{t—ngi);yi(t)/LDi,--wYL{t:nff)/LDt;
¢>y.L (t+ki -1/t-1),.. ,<3‘§y.L (t+k1 -n1 /t-n1 )] (3.70a)
~ ~ . . AT ) ~ .
‘Sigt) = 8L(tw1)+Ki(t—kli}[@yt(t)—xt(t—klt)ﬁt(;—1)] (3.70b)
3 P (t-1)x (t) - |
K. (t) = — - (3.70c)
- B+ x (£)P. (t-1)x. (t)
i i i,
1 ~y , . .
P (t) = -—-[1~ KL(t)xL(t)]Pi(t—i); pi(0)=pi'01 >0 (3.704)
8. |
~% - oA ~ . 7 . )
L ¢ . (t+k1. /t) = x (t)}8 (t) : . (3.70e)
VAS L L L ] :
La'ioi de commande est alors donnée par l’egution:
C3w (t) - F3y (t)/LD,
wo_ (1) = = = ; - (3.71)

G3.
1

~ ~

ou les coefficients  des polyndmes CBL' F3i et G3L sont des

éléments du vecteur Si(t).

¢/ Algorithme

- A 1’instant t0= 0, initialisation

De i=1,...,N :

. 9L(0) = [0,...,0].
. Pi(O) =P ol v gﬂ0> 0.

= A chaque instant d’échantillonnage t » t,
1. Estimation des paramétres des N contrdleurs

De i=1,...,N :

+ Mesure de la sortie du systéme i, y. (t).
- L

+ Calcul de la sortie auxiliaire ¢yi(t) Liyi(t)'
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éme ‘ .
« Estimation des paramétres du i contréleur, donnés par
le modéle prédictif (équations (3.64) et (3.65)), de
s _ .
la i me sortie auxiliaire, en utilisant la méthode des

MCE

~ -~ AT -~ .
8k(t) = Si(t~1)+Ki(t—k1i)[¢YL(t)—xi(t-kit)ﬁi(t—;)]

~

fﬁ(t), contient les coefficients de C3L’ F% etGBJ
2. Calcul de la commande
. W (t) = w(t).
« De i = N,...,1

CS'Lwi(t) - Fai,yi.{t)/LDi.

~

G3.

L

Wi (b)) -

- t - t = .
u(t) ul( ) w,(t)
3. Envoi de la commande u(t) a l’'entrée du systéme.

4. Mise a jour et sauvegarde des vecteurs et matrices de

données; pour les utiliser dans les futures itérations :

De i = 1,...,N

T ‘ .

A,*, ) A* ) . s ’
¢yi(t+k1i—1/t-1),..,¢yi(t+kli—nli/t—n1t)]

~

P (t-1)x, (t)

- Ki(t) = = . P
' B+ x ()P (t-1)x (t)
- % i ]
1 ~t
. P (%) ---—-[I— Kl(t)xi(t)]Pt(twl)
3
. ¢}1(t+klt/t) = X (t) ()

S. Refaire les étapes (1) jusqu’'a (4).
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3,5 CONTROLE PAR "LA METHODE DU PREDICTEUR RECURSIF"

Si- des cas particuliers de systémes en cascade se présentent
dans 1a pratique, il est préférable d’adopter ' des méthodes de
contréle qui tienneﬁt compte des particularités de ces systémes,
et qui améliorent leurs performances, comparées a celles obtenues
par des méthodes standards.,

Considérons un cas particulier du systéme défini par les
équatiéns (3.1) a4 (3.4); ou les temps de retard des sous-systémes
sont égaux : !
ki = d pour i=1,...,N. (3.72)
De méme, le systéme en boucle fermée doit étre amené a suivre le
modéle défini par l'équatioh (3.5), avec :

TN .
Si = T = — pour i=1,...,N. - (3.73)
TD .

De ce fait, et d'aprés les équations de (3.5) a (3.9), le systéeme
en boucle fermée, doit réaliser les performances spécifiées par le
modéle ‘

~N.d i
Y, (t) = z ) - wit). (3.72)

N
T

Le contrdle de ce systeme particulier, peut étre réalisé par une
des méthodes précédemment présentées. Seulement pour ce cas, on
développera une nouvelle méthode, gui est moins complexe et,_ plus

-

"flexible gue les précédenies.

Cette nouvelle méthode, “Méthode du prédicteur récursif", est
une généralisation de celle de GAWTHROP [15]. En effet, la version
présentée dans [15], est destinée aux systémes en cascadé,
continus, non-perturbés et leurs sous systémes ont des temps de
retards nuls. Alors que celle gque nous présenterons ici est

destinée aux systémes en cascade, discrets, pouvant &tre perturbés

et dont les temps de retards peuvent é&tre non-nuls mais égaux.
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3.5.1 Prédiction

Soient les sorties auxiliaires définies par la fonction :

L . . . )
¢_Lj(t) =T.yj(t) pour j=1,...,N, et i < j. (3.75)

On remargque que

¢0J(§) = Yj(t) Qour j'l.---:Ni‘ ‘ : (3.76)
¢0p{t) = Yo(t) mu (). ‘ : | (3.77)

Pour i=1, on obtient la sortie auxiliaire de chague sous systéme

individuel, défini par (3.1) et (3.2)

@, (exd) = Toy (ted); T | (3.78).

D’aprés (%52.2.2) et (52.4.1) 1la sortie auxiliaire définie par

(3.78), peut étre réécrite.sous la forme prédictive suivante :
. * ) ~ :
¢1J(t+d] ¢1'j(t+d/t.) + ¢1,i(t+d}, (3.79)

»* : N S
ou ¢1j(t+d/t) est la prédiction de ¢Ej(t+dl 4 1l’instant t;

’

¢;j(t+d) est l'erreur de prédiction. Si Es et EG sont des

polyndémes en z |, solutions de 1'identité

= E + z — pour j=1,...,N (3.80)

qui sont donnés par

-] , | _ |
E. 1 + 2%.. z ; neL deg{Ei) kf—l,

, ni .
L .
. F = zf..,zlr;
L . L)
J=O

ni‘f,t -=deg(Fi Y=sup [ni' —ki+deg(TNi. )] R [nt-1+deg-( TD‘; )]
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alors

F G -
- . )
P (t+d/t) = —1— y (t)r—Ly (t) (3.81)
1.] ) -1 ‘
C..TD Cc
J J
&aj(t+d] = gﬁ(t+d) ' (3.82)
avec'
ng, ,
T \
-1
Q..Ek%. .EEi.j z ; ngi dgg(GL) nt+kt‘1' (3.83)
1=

' L’équation du prédicteur de ¢; j(tl a l'instant (t-4) est

F. G. o
! xﬁt~d)+fi*yri(t~d) (3.84)

C. .TD C
) J

#*
¢1J(t/t—d) =

La forme récurrente de (3.84) est :-

. nf ' ng .

»* J ‘ J
(t/t-d) = Z £ (t-d-k)/TD + 2 i . t-d-k
b, ;(t/t=a) 2 Fik Y )/ k=0gq'k_y4_1( )

n.
, ! » :
TE Cj,k ¢i’j(t—k/t~d~k) . (3.85)
1=1 : :
Definissons les vecteurs:
STl i ‘ - R f e —c. 1] : 73 86
i ng,O""gj,ngj ’ j,O“" jnfj ’ Cj,l'-” Cj,nj e ( . )

T .
(t) = [y (t},..,¥y _ (t-ng );y.(t)/TD,..,y (t-nf )/TD ;
¥ () = Ly (B, .y; , (t-ng )iy, (t)/ Y, (t-nf.)/

. _ . . : . _
¢1’j(t+d—1/t—1],..,¢1,j(t+d~njft—nj]] (3.87)

Alors, il convient d’écrire

* T .
. -d) = -4.)®
_ ¢1'J(t/t é) X, (t=a.)%, (3.88)
. B T ~
¢;'j(t) = xj(t-d)3j+ @ () | . (3.89)

1.1
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D’une maniere générale, la forme récursive de ¢1j(t+i.d] est

- donnée par :

. i . i-1 (i-13.d
¢Lj(t+1.d) = T .yj(t+1.d) =T z T.yi(t+d)
i-t “6-1. d F. G;
¢i_‘(t.+i.d) =7 z 2 yj(t)+——-J-yJ,_1(t]+Ejf(t.+d)
- CJ_.TD : . cj :

d’aprés (3.75), on a

: F. G. A
R o i .
¢k4{t+1.d)— - ¢b1,j[t+{1 1).4)+ ¢L1J-1[t+(1 1).d]
C .TD C.
J - J.
-1 -~ .
+T ¢1 J,('u-'i.d) : - T (3.90)

La sortie auxiliaire, définie par (3.87), peut étre réécrite

sous la forme prédictive suivante
Lok ~ . : :
¢>_Lj(t+i.d) = ¢ij(t+i.d/t) + ¢ij(t+l'd); (3.91)

ou :

*
¢ij(t+i'd/t) est la prédiction de ¢Lj(t+i'd) a l’instant t

-~

¢,

j(t.+i.d) est ]l’erreur de prédiction.

Il existe plusieurs'faqons de chéiéir l'expressiqn du prédicteur
| ¢tJ(t+ifd/tJ, mais pour que cette expression soit utilisable, il
faut que 1’erreur de prédiction dépende seulement des signaux de
perturbations, et non du signal de contrdle. De ce fait,
1’approximation par prédiction,'.de cette sortie auxiliaire,
n'affecte pas la stabilité du systéme en boucle fermée:

La maniere 1la plus originale de choisir 1'égquation du

prédicteur est de lui donner l’expression suivante:
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F

** N * .
@ (tei.dst) = b ¢ [t+(i-1).d/t]
L,J L"i,J
C..TD
J
+_E——¢i41.j—i[t+(1-1)'d/t] : (3.92)

. 3 _
L’'erreur de prédiction est alors définie par :

*
¢ (t+i.d) = ¢ (t+i.d) ~ @ (t+i.d/t); (3.93)
L L] L) .

la forme récursive de cette erreur est alors :

o

F. . G, : - ,
" . J Py . e .
¢i"j(t+1.‘d) : ¢i_1’j[t+(1-1).d]+ ¢L—i,j-1[t+(1—1)'d]
C..TD .
3 j
i-1 = ' ‘
+T ¢1 j(t+i.d) : : (3.94)

3.5.2 Génération de la commande et auto-ajustage

Dans lefbut d’amenef la sortie du systéme, en boucle fermée,
a la sortie du modéle donné par 1’éguation (3.74). La loi de
commande est générée, de fagon & minimiser la variance de la
sortie auxiliaire: ¢haq(t+N'd)’ autour de la. tfajectoire w{t).

Cette variance est définie par :

. 2 ‘
1N = E[[¢?N'N(t+N.d) - W (t)] ] _ (3.95)

D'aprés (2.61) IN est minimale quand :

. :
¢N’N(t+N.d/t) = w {t) - (3.96)

Ce qui nous permettra d’aprés (3.92), de calculer les signaux

donnés par :
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C

* - ' Lo o .
¢bdi_1[t+(1—1).d/t] == @ (erildsey
G,
1
F. . _ _
- - @, _,  [t+(i-1).d/t] pour i=N,...,1. (3.97)
G .TD ’

1

Les signaux: ¢b1t[t+(i%1).d/t], i*N,...,1; de 1’équation (3.97)
sont obtenus a partir de 1'eéquation (3.92) du prédicteur, pour
i<3.

Enfin, le signal de commande est:

C . F
* 1 #* i 1 #»* - .
u(t) = @t = — @ (tedsey - P (t) . (3.98)
. G G .TD : :
1 1
Le calcul de la commande nécessite, au bréalgble, la

connaissance des coefficients des polynémes F;, Gi et Qf Comme

ces coefficients sont inconnus, on les estimera alors par

1’algorithme d'auto-ajustage suivant

T ) : .
xL(t)-[yiui(t),...yt_i(t-ngi).yi(t)/TD,.-.yi(t—nfi)/TD ;
~% -‘ ' ~ -'
¢1'L(t+d—1/tri},..,¢1'i(t+d—ni/t—ni)] (3.99a)
: (’; . ~ o -_. _ . -AT- _ - _ | s ‘
& (t) Gi(t_1)+KL(t d)[¢1't(t) x (t-a )8i(; 1)] (3.99b)
{ ' Pi(t—l)xi(t) .
K. (t) = — — . (3.99¢c)
' B+ x (L)P. (t-1)x, (t) -
(SR i
1 ~y
Pi(t)_g -"-[I- Ki(t)xi(t)]Pi(t—1) ; Pi(O)l? Pi'61>0 (3.994)
3
\ ¢1'i(t+d/t).= x;(t) L () o (3.99e)

appliqué-au;syStéme défini par 1’équation (3.89).
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3.5.3 Algorithme

- A l'instant t_= 0, initialisation
De i=1,...,N i
St(O) = (0,...,0].

P(O) =p T, P 4’ O

- A chaque instant d° échantillonnage t > t

1. Estlmatlon des coeff1c1ents des polynomes F Gi et C:

De71=1,...,N

w

+ Mesure de la sortie du systéme i, yi(tf.
. Calcul de la sortie auxiliaire: ¢, (L) = Ty (t).

+ Estimation des paramétres du modéle prédictif, donné par

les équations (3.37) et (3.38), en utilisant 1la méthode
des MCE

~ i ~ . ' .AT ~ ’
ﬁk(t) = 9i(t—1)+Ki(tr-d)[¢1ﬂ(t)—xi(t—d )3i(t-1)]

~ ”~ ~ -~ -~ ~ ~
8T=[ ;=C c ]
i 9,07 T gt B0 B i TS

~

Coefficients des polynémes Ci. R FL et Gi.

3. Calcul de la commande:

~

.  Calcul ' des prédictions ¢ij(t+i.d/t), ‘pour i<j, en
utilisant 1l’expression (3.92) :-

~

A*. ’ F

. ~ .
¢1j(t+i'd/t) = —:—i- ¢-4 [t+ ( i-1). ast ]
' . C..TD !
i
G.
+c—¢‘ 1“[t+ (i 1).d/ t}

: *
d’ou, on obtient N valeurs ¢Lﬁi[t+(i-1)'d/t]' pour
i=1,...,N.
) #*
. ¢>N N(t+N'q/t) = w (t}

r
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« De i,zN,'...,].

. G . o B
¢ C [t+(i-1).d/t] = — @  (t+i.d/t)
T - 1 ,t-1 Lt
. G
L
F, ~x .
- ¢i-1,i[t+““”'d/t]
G, .TD ‘

1

~

: *
ou(t) T u(e) =R (t).

4. Envoi de la commande u(t) a 1’entrée du systeme, -

5. Mise & jour et sauvegarde des vecteurs et matrices de
données; pour les utiliser dans les futures itérations

Dei =-1’.n.'N.: . -- _- D LI

T . L. ‘ .5 » .
- X (e)=ly, (), .. ,)(‘L_i(t—nrq.L )iy () /TD, . ..,y.t(tl-t}f.t)/*ro i

P, (t+d-1/t-1), .., ((t+d-n /t-n )]

~

Pi. (t-l)xi (t)

« K(t) = = -
v B + x (t)P. (t-1)x (t)
i i L

1 - o -

. B(t) = ——-[1-. K_L(t)xi(t)]pt(t—:u .
B s

~ . ,\T' é
. ¢~1’L (t+d/t) = x (£)8 ()

6. Refaire les étapes de (1) jusqu’a (5).

- 3.6 CONCLUSION

Dans ce chapitre{ nous avons deéveloppé la partie la plus
importante de notre étude, 4 savoir, l’application du contréle
auto-ajustable i des systémes en cascade. pPour atteindre ce but,

nous avons envisagé plusieurs approches.

La premiere approche que nous avons présenté, considere le

systéme comme étant mono-boucle. Cette approche est simple, son
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application ne nécessite pas un algorithme spécial. Néanmoins,
1’auto-ajusteur qui est utilisé doit correspondre & un systéme
d’ordre supérieur a la somme des ordres de tous les sous—-systeémes,

ce qui peut étre éleve.

bans notre seconde approche, les informations issues des
portles lntormédlaires sonl prises en conéldéraLlon)_ce gqul donne
un systéme de contréle en cascade. Seulement lors de la synthése
de la commande, la dynamique de ia ‘boucle interne ..est fnégligée
devant celle dé la boucle externe.” be ce fait, chaque- auto-
ajusteur individuél a une struqture destinée & son sous-systéme
correspondan£. L’ordre de chague sous-systéme est trés inférieur a

l’ordre du systéme en entier.

~Les problémes rencontrés dans 1’approche précédenfe, - peuvent
‘@tre évités en tenant compte de la dynamique des boucles- internes
lors de la synthése de la comﬁande pour les boucles externes. Ce
qui a éfé 1'objet dé notre troisieme approche. Cette approche a
les mémes avantages que la précédente, De plus elle permet d’'avoir
Qne meilleure stabilité et une meilleure.précision. Toutefois, 1a
.complexité de la synthése de la commande augmente avec 1'indexe i
de chague boucle. La synthése de 1la commande pour la derniere

boucle est aussi complexe que celle du cas mono boucle,.

ﬁa derﬁiéfe Aaéproche que nous avons présentée es£ une
nouvellg approche én contrdle autg-ajustable des systémes en
cascade . Son avantage majeur est qu’elle permet de contr®ler un
systéme de N-boucles (sous-systémes) en cascade en utilisant N
. contrdleurs, chacun de ceux-ci est destiné a son'sous~systéme et a
une complexité qui 1lui ?orréspond; l'effet des'-boucles internes
est pris en compte sans qu’il ait:intéraction.entre les boucles.
La restriction faite pour cette approche est que les temps de
retard doivent. étre égaux, et 1e'modé1e, que devra suivre chaque
sous-systéme, est le méme. | ' -
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CHAPITRE 4

SIMULATION & RESULTATS

4.1 INTRODUCTION

Dans les chapitres précédénts, nous évons développé plusieurs
approches de contrdle auto-ajustable pour des systémes en cascade.
Quelques exemples illustrant l1'utilisation de ces méthodes sont
présentées. Une partie de ces exemples est & caratére pédagogique,
son role est‘ de contribuer a la compréhension des methodes
pfésentées. L’autre partie présente un exemple d’application.

4.2 EXEMPLE 1 : SYSTEME A DEUX BOUCLES

Considérons le systéme a deux boucles en cascade, représenté

par le modele donné par les éguations suivantes :

_ 0.105 1
y,(t) = 2 Y (t) + ————— T(t) (4.1)
1-6.606z 1-0.6062z
- g -1
_, 1+0.833z 1+0.264z . _ )
v,(t) = z o Y (8 () (4.2)

© 1-0.951z . 1-0.951z

E(t): bruit blanc discret de moyenne nulle et de variance finie._
Ty(t) = yz(t) est la sortie du systéme, u(t) = ui(t) est l’entree

de commande.
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Pour le sous-systeme 1, on a

 n =1
1
.=k =2
o1 s
-1 -1
- Ai(z }=1-0.6062
)
- Bi(z 1=0.105%

1[z y=1.

Pour le sous-systéme 2, on a

= n_=1
2
- k_=2
2
-1 -1
- Aé(z 1=1-0.951z2

-1 -1
- Bz(z )=1+0.8332

3

-1 -1
- Cz(z 1=1+0.264z

4.2.1 Régulation

il est souhaifable gue la sortie du sysﬁéme en boucle fermeée
suit une consigne w(t) (Courbes en pointillé sur toutes les
figures). Les différentes approches de contréle’ enr cascade sont
rappliquées'ici, pour : '

s,(z) = S,(z ) = 1.

La figure 4.1, donpe les signaux de sortie et de_commaﬁae; et
celui de l’'erreur :e(t)=|y(£)~w(t)|, dans le cas ou le systéme est
non-perturbeé (E(t} = 0}, et ceci, pour une consigne constante.

Les fiqures 4.2 a 4.5 illustrent le cas ou le gystéme est
perturbé par un bruit blanc de moyenne nulle et de variance. égale
a 0.01 (var[{(t)] = 0.01), pour une consigne constante.

Les figures 4.6 A 4.21' illustrent la méme chose que

précédemment pour des consignes triangulaires et rectangulaires.
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Exemple 1

-1m lll’lfll[l]]TllllFll||llI'[llII‘Illll‘lrlltlltllllfllllllll'lI]lll'l'"lllll!ll‘

0

40 60 80 100
Temnps efhanhuonne (t)

120 140

Fig41a Signaux de Sortie

Figd.! :

Contrele d'un systeme non~perturbe,

2.00
T H““ “ .
000‘{ :"l“ i |li’=u| au. Prakren ot el ..‘. !‘ ‘ " 8 i .
-0.04 I mru ";"”u;‘| ‘7 P e s
1IN Y !
1 w '
—2um Ll l‘r']l'r'll"ll'll'llllllf'l[I]'I!l'[ll[]ll"l"ll'l'lll|||rlll'tll'|l]ll"
0 40.. . 600 2on 80, ., 400 .. o120 140
cmpccchlionm (t)
Fig41b signaux de Commande’
4.00 T
3 .
1 r
> 1
N
S .
4
féz.ooj
£
"“ ]

Tempa echantillonne (&)
Fg4.1.0c Signaux d’Erreur

a 2-boucles en cmade

Regulation autour d'une consigne conuhnu

866686 Mono—boucle
@68a80 [n ignoront lo boucle inteme

statvects 1y tenant compte de le houcle interns
ek Prodiciow cacursi

£5



Exemple 1
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Exemple 4
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Exemple 1
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4.2.2 Poursuite
Dans ce cas, il est souhaitable que la sortie du systéme

en boucle fermée suit une trajectoire donnée par le modéle :

0.16
M(z ) = —0z - (4.3)
{1-0.6z )

D'aﬁréé les relations (3.8) et (3.9) on a:

.1 1
M(z ) =

S 1 ‘g -1

1(2 e 1(Z )

De ce fait, les differentes approches de contrdle en cascade sont
appliquées pour : o - .

-1 ' -1 -1, '
Si(z ) = sz(z ) = 2.5(1-0.62 ). (4.4)

Les figures 4.22 a 4.25 donnent les signaux de sortie, de
14 ) ! - .

commande et de 1'erreur, pour une consigne w(t}) (en pointillé),

~

" rectangulaire, dans le cas ol le systéme est non-perturbeé

(£(t)=0).
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4.2.3 Interpretation des résultats

D’aprés les courbés données par les figures 4.1 a 4.21,. on

remarque que les quatres approches adoptées pour le contrdle,

conduisent le systéme aux performances désirées, a savoir, la
réeqgulation de la sortie du systéme autour d’'une consigne donnée
(constante, Lriangulaire, el rectangulaire),

Maintenant, si on compare la gualité des résultats, donné par
chague approche, on voit gque le contrdle en cascade en tenant

compte de la boucle interne conduit, én'général, a de meilleures

performances. C’'est ce gue montrent les figureé 4.1, 4.3, 4&4.16,

4.20 et 4.24, pour les cas ou les consignes sont‘ constantes ou
rectanqulaires. Néanmoins poﬁr le cas d’une consigne triangulaire
les meilleurs résultats sont donnés par le contrdle en iénorant la
boucle interne. C’est ce gue montrent les figﬁres 4.7 et 4,12,
Ceci est di, a notre avis, & la nature de la consigne triangulaire
qui varie continuellement avec le temps. Alors que le contrdle du
systéme par la "Méthode du  Prédicteur Récurssif"”, nécessite .le
plﬁs faible effort de commande.

L’introduction des polyndémes de pondération donnés par
l’équation (4.4), dans la fonction colt a minimiser, améliore
nettement les performances du'systéme, ce gui est illustré par les

figures 4.22 a 4.25,
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4.3.EXEMPLE 2 : ETUDE DE L’EFFET DE LA BOUCLE INTERNE

Un systéme en cascade peut étre contrélé, tout en négligeént
la dynamiqué de la ‘boucle interne devant celle de la boucle
externe. Cette approximation est justifiée, quand ta constarite de
témps de la boucle interne est faible devant celle 'de 1la boucle
externe. o o ' -

Dans l’exemble précédent (exemple 1), et dans le cas ou le
systéme poursuit le modéle donné par 1'équation (4.3), les
eéquations de la boucle interne et de,ia boucile extefne, et d”apréé
les relations (3.8), (3.9), (3.17) et (3.18), sont données,

respectivement, par:

‘ -1
., 0.2 0.6+0.0062
vty =z ———— w (t) + ()
1-0.6z 1-0.6062
-1 . ' . -1
_, 1+0.833z ‘ 1+0.264z2
Yp(t) =z ey () e L ()

1-0.951z 1-0.951¢z2

On remarque gque la constante de temps (temps necessaire pour 'que
la sortie du systéme atteint les deux tiers du ;égime
permanent) ,de la boucle. interne (Tbi=0.019556C) est inférieure a
celle de 1la boucle externe (Tbe=0.1995ec). De ce fait les
resultats relatifs a cette approche et qui sont donnés par . la
figure 4.23, sont trés satifaisants. Ces résultats sont aussi bons
que ceux donnés par 1l’approche qui tient compte de 1la dynamiéue de
la boucle interne.

Considérons le systéme a deux boucles en cascade, représenté

par le modele donné par les équations suivantes :

_ 0.1 1 .
Y lt) =z —————— u (t) + - Sty (4.5)
-. 1-0.4 z 1-0.4 =z
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. -1
1+0.7 =z 1

Y, (t) ¢ ————— () (4.6)
1-0.1 2z 1-0.1 =z )

Y, (t) =z

£(t): bruit blanc discret de moyenne nulle et de variance finie.
y(t) = yé(t) est la sortie du systéme, u(t) = ui(t) est 1l’entreée

de commande .

Pour le sous-systéme 'l, on a
- n =1
1

i

- k Fz . L
-1 ’ -1 '
- A(z )=1-0.az
-1
B (z )=0.1

C 1
z . .

Pour le sous-systéme 2, on a
- n2=1
- k =2
2
-1 -1
= A(z ):=1-0.1z
-1 -1
- Bz(z y=1+0.72

C(z =1
2(2 ) . .

Dans ce cas, il est souhaitable que la sortie du systéme en

boucle fermée suive une trajectoire donnée par le modeéle

6.04

. M(z ) = .______i;_;' (2.7)
' (1-0.8z )

D'aprés les relations (3.8) et (3.9), les différentes approches de

contrdle en cascade sont appliquées pour

-1 -1 -1 ’
S,(z ) = S,(z ) = 5(1-0.8z ). (2.8)

Les fiqures 4.26 a 4.29 donnent les signaux de sortie, de
commande et de 1’erreur, pour une consigne w(t) (en pointille),
rectangulaire, dans le cas ou le systéme est perturhbé paf un bruit

blanc de moyenne nulle et de variance égale a 0.01

(varf€(t)J1=0.01).
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Fig.4.26 : Controle mono-boucle, d'un systeme perturbe ‘

a 2-boucles en cascade,
Poursuite d'un modele.
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Fig.4.27 : Controle en ignorant la boucle interne
d'un systeme perturbe de 2-boucles en cascade.

Poursuiter d'un modele,
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Fig.4.28 : Controle en tenant compte de la boucle interne

d'un systeme periurbe de 2-boucles en cascade,
Poursuite d'un modele.
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97



Dans ce cas, les équations de la boucle interne et de la
boucle externe, et d’aprés les relations (3.8), (3.9),(3.17) et

(3.18), sont données, respectivement, par:

-1
_ 0.4 : 0.6+0.006z2
v (t) = 2 ———— w(t) + — sy
1-0.6z 1-0.606z
-1 -1
‘ . _, 1+0.833z 1+0.264z
Y,(t) =z ————— y (t) + — { ()
1-0.951z 1-0.9512

w

On remargue que la constaﬁte de temps de la boucle interne
(TbL=0.04485ec) est supérieure a _cglle de 1la boucle externe
(Tbe-0.0043sec). La dynamique de la boucle externe est plus rapide
éue celle de la boucle interne. Ceci rend impossible le contréle
du systéme en ignorant La‘dynamique de la boucle interne (systeme
instable en boucle fermée). Ceci est illustré par la figure 4.27.
Par contre 1’application des autres approches donne de bons"

résultats. Ce qui est illustré par les figures 4,26, 4.28 et 4.29.
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4.4 EXEMPLE 3: SYSTEME A QUATKE BOUCLES

Considérons le systéme & quatre boucle en cascade, représente

par les égquations suivantes

_ 0.202 ‘ ‘ 1
y (t) = z ——— u(t) + —— () (4.9)
; 1-0.4122 1-0.412z2
.o ' - -1
1+0.744z2 1+0.363z
v,(t) = 2 - Y, (t) + ———— L) (4.10)
1-0.9332 1-0.9332 .
_ 0.481 1 _
v (t) = z o Y, (t) + - S(t) (4.11)
1-0.784z 1-0.784z )
" 1 1
vy (t) = 2z - Y (t) + —— L) (4.12)
' 1-0.677z2 1-0.677z .

£(t): bruit blanc discret de moyenne nulle et de variance finie.
yit) = y4(t) est la sortie du systéme, u(t) = ui(t} est ° 1'entrée

de commande.

Pour le sous-systéme 1, on a :
- n =1
1
- k =1
1
-1 -1
- A(z +)=1-0.4122
-1
- B (z )=0.202

—C -1_
1(z )=1.

Pour le sous—systéme 2, on a :
- n =1
4
= k =1
2
-1 -1
- Aé(z }J=1-0,933z
-1 T-1
- BE(Z J=1+0,744z

-1 ~1
- C,(z )=1+0.993z .
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Pour le sous-systéme 3, on a
- n =1
3

= k =1
-3

-1 -1
= A(z )=1-0.784z

-1
- B, (z )=0.481

- ¢ (z )=t
L (2 )=1.

'Pour le sous-systéme 4, on a
- n =1

4
- k =1

4 .

- -t -1

- A4(z 1=1-0.677z2
- B (z ')=1

L (Z2 )

- C _1 =
(2 =1,

Il est souhaitable que la sortie du systéme en boucle fermée
suit une consigne w(t), rectangulaire (Courbes en pofntiilé sur
toutes les figures). Les différentes approches de contrdle en

cascade sont appliguées pour :
s s (z) =s(zY) +s (2" =1
(z ) = S,(z7) =8z ) =5/(z ) =1.

Les figures 4.30 & 4.33, illustrent les résultats obtenus
pour chacune des quatre approcheé utiliséés, dans le cas ou le
systéme, donné par les équations (4.9) &a (4.12), est perturbé pér
un brui£ blanc de moyenne nulle et de variance égale é 0.01

(varff (t)1=0.01).
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Fig.4.30 : Controle mono—boucle, d'un systems perturbe

a 4-boucles en cascade. )
Regulation autour d'une consigne rectangulaire.
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Fig.4.32: Controle en tenant compte de la boucle interne
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On remarque que .les  guatres approches adoptées pour Ile
contrdle, conduisent le systéme aux performances désirées, a
‘'savoir, la reégulation de la sortie du systéme autour d’une

consigne rectangulaire.

Si on comparé la gqualité des résultats,‘ donne par' chaque
approche par rapport a l'autpc, on aboutit &4 la méme conclusion
que celle tiréde de 1’ axemple i. A savoir que - le contrdle en
cascade, en considérant la dynamique dé la boucle interne, donne
une meilleure précisiqn et une convergence trés rapide par répport
aux autre approches. Alors que le contrdle du systéme par 1la
"méthode du préd}cteur récursif“; necessite le plus faible effort
de commande.

De méme, et d’aprés les résultats obtenus de cet exemple, il
est a noter, gque l'utilisation du contréle en cascade (en tenant
compte de la boucle interne ou en 1’ignorant), et du contréle par
la “méthode du prédicteur récursif', quand le nombre de boucle gui
constituent ie systeéeme dévient important (trois boucles et plus),
facilite 1le contréle du systeme (réduction de 1'effort de
commande) et permet une meilleure rejection des perturbations., Par
contre l’utilisation de la ﬁéthode mono-boucle donne des résultats
médiocrés (contrdle difficile du systeme, faible rejection des

perturbations, convergence lente et mauvaise précision).
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4.5 COMMANDE AUTO-AJUSTABLE EN CASCADE D’UN MOTEUR A COURANT
CONTINU | |
Plusieurs approches de contréle adaptatif en cascade
appliquées a la commande des moteurs 3 courant continu, existent
déja [6,24]. Dans ce paragraphe, nous présenterons les reésultats
concernant l'applicatiéh des différentes approﬁhes de contréle

auto-ajustable en cascade, développées au Chapitre précédent, a la

.commande d4'un moteur a courant continu.

«

4.5.1 Modélisation

Suivant la nature de la commande qu’on veut appliquer,
plusieurs types de modéles du moteur a courant continu peuvent
étre utilisés. Dans notre cas, le modéle gue nous avons adopté est
celui donné par P.C.Sen [23]. |

Soit un mdteur_ 4 courant continu & excitation séparée,

commandé par la tensioq aux bornes de 1’inducteur (voir'Fig.4,34).

i:constant

i(t)
e B i
' , ()
| L R | _ ( )
V{t-) . ‘ E(t‘} cerrve -
Inducteur Induit Inertie Frottement

Fig.4.34: Moteur a courant continu
Les lois de l’électricité et de 1la mécanique permettent d’écrire

les équations suivantes :

di(t)

V(t) = e(t) + R.i(t) + L (4.13)
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e(t) = K.Q(t) | (4.14)

v{t) et i{t) : Tension et courant a 1l’entrée de 1"inducteur,
e(t) : Force contre électro-motrice équivalente.

{0(t) : vitesse de rotation du moteur.

L : Induction total du circuit;

R : Résistance total du circuit.

K : Coefficient constant.

L’équation du couple mécanique absorhé est :

() :
r =T f.0 J — .15
m(t) B+ (t) + ac (4 )
Fm(t) : Couple mécanique’ absorbé.
rc(t) : Couple de charge (couple résistani).

f : Coefficient de frottement .

J ! Inertie totale.

Le couple électrique disponible (re(t)} est proportionnél au

cecurant d’entrée de 1’inducteur
I = K.1i
. e(t] K.oi(t)
L'égalité des couples électrique et mécanique, donne :
P rt) =T (t) = 'ty ' - (4.16)
- e ™m .

L’application de 1’opérateur Laplacien aux équations (4.13) a
(4.15), en tenant compte de 1’équation (2.16), donne les équations

suivantes

[vit}~e(t}](1/R) .
i(t) = . (4.17)
1 + Tes

Te : Constante de temps électrique du moteur.
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(M e)-T_()1(1/€)

Qt) = . (4.18)

1 + T s
m

Tm : Constante de temps mécanique du moteur.

Les équations (4.17) et (4.18) sont representées par le schéma

fonctionnel de la figure 4.35.

£

Une maniere pratique pour simplifier le modéle du moteur a courant
continu, donné par les équations (4.17) et (4.18), est de

considérer le couple résistant proportionnel a la vitesse :

-Fc =I%_Q(t)_ | 3(4.19)

KE‘: Coefficient constant.

‘Alors l’'équation (4.18) s’écrit comme suit

Feey(ise)
Qt) = (4.20)
1 + T's
. m ]
Avec : .. : . ' .
£’ = f+Kc , ' {4.21.a)
T
m
T = (4.21.b)
m .
1 + K /f
[
Fo(e)
v(t) . 1/R ity [ ' r(t)l_ T o1ye 1 0wy
—“—1_—")0—'-*'—)- > K —-——+-)O—-——)- »
-  1+T s 1+7 s
=] ) ' m
e(t)
‘K e

Fig.4.35 : schéma fonctionnel d’un moteur a courant continu.
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Pour le modéle donné dans [23], on a :

- R=0.4 Q

= L=76 mH

£f=0.612 N.m.sec/rad

2
J=21,17 Kg.m

~ K=2.05% N.m/A (V.sec/rad)

_xcao.oz N.m.sec/rad

d’ou on aura

T =0.19 sec
=]

f’=0.614 N.m.sec/rad

T =1.91 secC.
m

= T' =1 _8% sec. . -
m . .

La fonction de transfert entre le courant i(t) et la tension v{(t)

est :

i(t) 1+1.85s - ,
H(s) = —— = 0.144 — > S (a.22)
v(t) : 140.114s54+0.02s

De méme la fonction de transfert entre la vitesse et 1le courant

i(t) est

Q(t) 3.33 _
H,(s) = = ' (4.23)
i(t) 1+1,85s

La discrétisation du systéme est faite par un échantillonneur
bloqueur d’ordre zero avec une périocde d’'échantillonnage

. ._1 _1 N
T9=3.33ms. Si f&(z ) -et Hz(z ) sont les transformées en Z de

Hi(s) et de H (s), alors on aura:

s

' -1
i(t) 4.393(1-0.999%z )
H(z )= —— =z ) prall (4.24)
v(t) 1-1.980z +0.9812
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Qi) 0.006 .
H(z ) = = — (4.25)
i(t) 1-0.9982

Pour que le modéle du moteur & courant continu soit conforme a la
configuration donnée par les équations (3.1) et {3.3), le modéle

donné par les équations (4.24) et (4,.25) est reécrit. comme suit :

_k:l B71 Ci
i(t) =z ——v(t) + — ¥ (t) - (4.26)
A ' A
i 1
= —kz 13.2 c2
Q(t) = 2 —i(t) + — E(t) , (4.27)
AZ AZ
avec @
-§(t)=0
“ n=2
1
- k1=1

-1 -1 -2
- Ai(z '}J=1-1.980z +0.981z
-1 . !
™ B (z )=0.042(1-0.998z )
c(z ty=1
1(z )J=1.
- n =1
2
- k_=1
2
-1 -1
~ A (z )=1-0.398z
-1
- B.(z )=0.006
2
- c (2 Y)=1
Lz )=1.
4.5.2 Régulation

Dans ce cas il est souhaitable que la vitesse du moteur soit
regulee autour d’'une consigne constante eégale a 200 rad/sec. Les

différentes approches de contréle sont alors appligquées pour :

I N -1 _
S(z) =5S.(z ) =1.

La fiqgure 4.36 donne les variations de 1la vitesse et du courant,

en fonction du temps. Et ceci pour les différentes approches

developpées,
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Commande d’un moteur a courant continu
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n *iark Controle en Lenant compte de la boucle interne
] e¢e26 Controle par la methode du predicteur recursif
p ~~- Valeure de consigne ]
0.'li.lll'lllI|lll'llIl'll|lllllllll[lIl’lllllF|.ll'lllI!llllllllll
0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 ‘ 2.50 _ 3.00

Temps ¢ (3ec) |
Fig.4.36.a : caractéristique de Vitesse

Courant i(t) (4)

68850 Controle mono—boucle

At Controle en ignorant la boucle interne

workrk Controle en tenant compte de la boucle lnterne
@94+0 Controle par la methode du predicteur recursif

TrTT T rrrrr ] FrTITrrrrr FTTrTrrrrrrt T TTITrrTrrroT JTrFrTTTI T Y TrTrTrITrrT
0.00 0.50 1.00 1.50 . 2.00 . 2.50 3.00
: : Temps ¢ (gec)

Fig.4.36.b : Caractéristique de Courant

Fig.4.368 : Controle auto—ajustablé d'un moteur a courant continu.

Regulation de la vitesse autour d'une consigne "constante.
a) Vitesse,

b) Courant.
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- 4.5.3 Interpretation des résultats

Les résultats donnés par la figure 4.36 montrent que le-
contréle du moteur a courant continu par 1’approche mono-boucle
est quasiment impossible, vu la médiocrité des résultats obtenus

en utilisant cette approche. Par contre le contrdle du moteur en

"utilisant les autres approches a donné  de bons résultats, Les

meilleures performances sont obtenues. en utilisant le contréle.par
la méthode du prédicteur récursif, Par 1’utilisation de - cette
derniére méthode on a obtenu le depassement, le temps de montée
(de la sortie du systéme Q(t)) et le courant d’entrée les plus
faibles. Comparé au contréle en cascade en ignorant la boucle
interne, lg contréle en Eascade en teﬁaqt compte de la boucle
interne donne un temps de montée . plus faible, alors que 'le

dépassement et le courant d’entrée sont plus importants.

4.6 CONCLUSION

Le premier constat qQqu'on a tiré des résultats de. cette
simulation est'que les guatres approches développées conduisent le
systéme aux performances désirées. Que ce soit la réegulation de 1la
sortie du systéme autour d’une consigne donnée, ou la poﬁrsuite
d’une trajectoire donnée. Il est a noter que pour la "deuxieéme
approche, la condition pour négliger 1la dynamique' de la boucle
interne deQra étre satisfaite.’

Maintenant si on éompare les résultéﬁs obtenus par chacune
des méthodes, on remarque que dans le cas d’un contrdle mono-
boﬁcle du systéme, le fait d’ignorer ies informations -issues des
sorties intermédiaires, rend le contréle d&u systéme difficile
(effort de commande considérable). Ce qui pose des problemes de
sécurité du systéme. De méme, on a une faible réjection des
perturbations, | ‘ . _ o .7 .

Dans le cas d’'un contréle en cascade, 1'utilisation des

informations issues des sorties intermédiaires facilite le
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contréle et permet une meilleure réjection des perturbations et
une meilleure sécurité du systéme. Neéanmoins dans le. cas d’un
contrdle en cascade en ignorant la dynamique de la boucle interne,
les résultats n’étaient satisfaisants, que lorsque les sous-
systémes sont ordonnés de fagon a voir leu;s constantes de temps
augmentér. Dans le cas contraire, les berformances obtenues bar
cette approche étaien£ médiocres et trés souvent des instabilites
surgissent. De ce fait, l’utilisation du contrdle en cascade en
tenant compte de la boucle interne oq par la méthode du prédicteur
reécursif, garantit un bon niveau de performance, sans toutefois
imposer des‘contraintes supplémentaires sur 1la structure et la

configuration du. systéme a contréler.
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CONCLUSION GENERALE

Dans cette thése nous avons développé plusieurs approches de
contréle auto-ajustable pour une classe de systémes en cascade.
Nous avons aussi élaboré des programmes qui simulent ces
différentes approches,

Dans la premiére approche nous avons considére le systeme
comme etant mono-boucle. Les informations issues des sorties
intermédiaires sont alors ignorées. Ceci permet d’avoir un
algorithme de commande simplifie. En contre partie les résultats
qui en sont déduits ne sont pas toujours satisfaisants, Quand le
nombre de boucles est important, 1’ordre du systéme devient alors
élevé et le contrdle du systéme par 1 ’approche mono-boucle
difficile. Une de ces difficultés est 1'importance de 1’'effort de
commande, cette inconvénient pose des problemes de fiabilité du
systéme. Par ailleurs la convergence est lente et la réjection des
‘perturbations est faible.

Dans la deuxiéme et la troisieéme approche, une extension du
contrdle auto-ajustable mono-boucle a des systémes en cascade est
présentée. Les informations issues des sorties intermédiaires sont
alors prises en considération. L'utilisation de ces informations
facilite le contrdle du systéme et permet une meilleure réjection
des perturbations et une meilleure fiabilité du systéeme. Toutefois
la synthése de la commande néglige la dynamique de la boucle
interne quand la’' constante de temps de - cette boucle est
relativement faible, chaque auto-ajusteur , ‘(Algorithme
d’auto-ajustage) individuel est destiné a son sous-systeme
correspondant. L’ordre de chaque sous-systéme est, évidement,
inférieur ‘a 1’ordre du systéme global

Quand la condition suscitée n’est pas satisfaite, les performances
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obtenues par cette approche "sont donc médiocres et conduisant
souvent des divergences importantes.

Dans la troisieme approche, la dynamique de la boucle interne
est prise en compte. Une meilleure stabilité et une meilleure
précision sont alors obtenues au dépend d’une complexigé de
synthésé de la commande,

La derniere approche présente une généralisation des travaux
de Gawthrop ([15,16]. Elle est considérée comme une nouvelle
approche en contrdle auto-ajustable appligué a des systémes en
cascade. S5on avantage majeur est qu’elle permet de contrdoler un
systéme de N-boucles (N-sous systémes) en cascade en utilisant
N-contréleurs, chacun de ceux-ci est destiné a son sous—-systeme
avec une complexité relative. L'effet dqs boucles internes est
pris en considération sans qu’'il y ait interaction entre les
boucles. La restriction faite pour cette approche est que le
modéle, que devra suivre chague sous systéme est le méme. Comparée
aux autre approches, les tests de simulation sur différentes
applications, ont montré que cette approche donne des résultats
plus que satisfaisants.

Il est important de noter que malgré les bons résultats des
essais de simulation, des problémes d’ordre pratigue peuvent
surgir lors de 1’implémentation de ces algorithmes auto-
ajustables. -

En effet, le systéme de contréle doit fonctionner en temps réel.
Il est important alors de réduire le nombre d’opérations pour
chague itération. Dans ce cas il est préeférable 4’ implémenter
1’algorithme des Moindres Carrés Rapide [11], au lieu de celui des
Moindres Carrés Etendu. $i 1’ implémentation s’'effectue autour de
processeurs qui manipulent des mots courts (moins de 4 bits}), des
ihstabilités numériques apparaissent dans 1’algorithme
d’estimation des parametres. Ces instabilités sont dues a 1la
négativité dé la matrice P(t}) (ég.(2.58.d)). Dans ce cas,

l1’utilisation de la forme "Racine Carrée"” des Moindres Carrés
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négativiteé de 1a matrice P(t) (¢q.(2.58.4)). Dans ce cas,
l'utilisation de la forme ‘“Racine Carrée"” des Moindres_ Carrés
Récursive {221, pour estimer les parametres du contrédleur garantie-
la non-négativité de la matrice P(t).

Notre travail peut étre enrichi, en faisant l’extension de
Cou niothodes a des syslémes multi-variables en cascade. Ce Lype de
modeles est plus approprié pour- simuler le comportement de
'procédés réels. |

L3
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Annexe A
ESTIMATION RECURSIVE DES PARAMETRES

A.1 METHODE DES MOINDRES CARRES
Considérons le modéle donné par 1’'équation :
np

BCE) = IOk (t) w et (a.1)
' LS

cette equation peut s’écrire sous la .forme suivante
’ . _
Plt) = x (£).§ + £(t) (A.2)
"9 est un vecteur de np parametres inconnus‘ X(t) est un vecteur de

données connues. £(t) est une erreur statistiquement

independante des xi(t). $(t) est une sortie observable.

8., ... 1"

8=[‘3 P P) .
1" 2 np . :

-
x(t) = fxi(t)pxz(t), ‘e ,an(t)]

Supposons gu’on ait N observations, avec N » np. La collection
d'informations telle 1’équation (A.1), donne 1le systéme suivant
& - R S '
N xN' M N (A.3)

@N et £N sont des vecteurs d’ordre N, x; est une matrice d’ordre

Nenp.
& = [#(t-N+1),P(t-N+2), ... P (t-1),¢(t))
sN = [£(t-N+1),£(t=-N+2), ... ,5(t—1),s(t)]T'
—~ -
xi(t—N+1),x2(t—N+1), . - ,xnp(t—N+1)
xi(t_.-N+2),x2 (t-N+2), ... ,:-:,_‘p (t-N+2)
X -
M
xi(t-ij,xz(t—1), ,xnp(t-—l)
_xi(t),xz{t_), ,xnp(t)_
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L'estimation &, du vecteur © est obtenue ' en minimisant une

fonction perte :

N-1
L = 2%2 t—-i) = sT £
- (t=1) = £,-%
iTo.
D'aprés la relation (A3), on a :
£ =% - x &
N N
alors
T T T v T 7T
L=¢ & - 206 x &"+8 x .x .8
N N N~ N NN

l’estimation &, est obtenu de fagon a ce que

aL ' T T
— = ﬂsz.iN + 2xN.xN_:9 = 0
a8

on obtient alors

a T -1 T
o= (X X ) X .® (A.3%)
. NN N° N

en remplacant (A3) dans (A4) on a:

" T -1 T
§ =% + (X X)) .X .&
N N N

N
L'’erreur d’estimation est définie par
- o T -1 T
& =% -8 = —(x .X ) X &
NN N’ N
= Propriéteés
z_
aL d L
P1: — = 0, représente un minimum, car 2' = XN.XN est
ad . , a9 :

strictement positif.

P2: Comme les xL(t) et £(t) sont statistiquement indépendants (par
hypothése) et si , en plus, le bruit £(t) A une moyenne nulle,
alors :

"o ~

E[®] = 0 et E[8] = &.
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Ce qui veut dire que 1l’estimation est non-biaise,

LY

P3: La matrice de covariance de & est :

XTEsr e 1% L (x x )t
N L N N N'( N N)

Si_EN est un vecteur aléatoire dont les élements sont
‘ ‘ 2
non- correles, de moyenne nulle (E[s l] = 0) et de variance ¢

2 , : .
(E[S 5 l] = ¢ 1), alors : . LT

i z ¥ -1
E(®.8 1 = ¢ (X -X,) .

A.2 METHODE DES MOINDRES CARRES RECURSIVE

D’aprés les équations troﬁvées ci-dessus (éq. (A.Q)), on
remarque gque 1 algorithme des moindres carrés est mieux adapté a
un traltement en .temps differé. Et lorsque le nombre d’observation
N, augmente la guantité de données a stocker ainsi que le nombre
d’opérations & effectuer dévient trés important. Ce qui est
indésirable lors de la mise en oeuvre d"un algorithme de contrdlg
auto-ajustable. cet inconvenient peut é&tre contourné par une
‘reformulation de ces équations sous une forme récursive,

On remarque que l’ordre de la matrice XNTXN ne dépend pés de
N. On définit : |

' H(t) = x x

x est la matr1ce de données connues acquisent 'a i’instant t.

-'Avec un petit abus de notation, écrivons 1’équation (A.3) sous une

forme partitionnée :

Qt—i . x:.—-i 8 . Sl-—i
P(t) X (t) L E(t)
avec :
§L-1 = [@(t-N+1) ,d(t-N+2), ... ,¢(t-1)}7’
'st_f = [‘s(t—N+1),;(t—N+2), ,as“.(t—lllT
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x1(t—N+1),x2(t—N+1), . ,xnp(t—N+1)
xi(t—N+2),x2(t4N+2), A ,xnp(t-N+2)
X =
t~1
Xi(t'ﬁ"l),xz(t"l), - .. rxnp{t_l)

Soit ®(t) une estimation du vecteur €, obtenue en utilisant toutes

les donnees acquisent jusqu’a 1’instant t. L équation (A.4) peut

étre alors écrite comme suit

S(t) - Hd(t).xf.ét
. : 3
.- T -
Bty = HO(L).[X _ ,x(t)).|
: : L~
(L)
() = H—(t).[H(t~1).8(t-1) + i(t).¢(t)] -

Notons que

T T T
MO = X = XX % X0 (8) = H(E-1) v x(4).x (8)

Ce qui donne :

é(t) = é(t-l) + H_1(1’-J-X(t)-{@(*’-) - XT(t)-é(t-l)]

-

Enfin on obtient

é(t) = é(t—l) + K(t).[P(t) - xT(t).é(thi)]. " (A.5a)

avec :

K(t) = H‘(t).xrt)

~

L’equation (A.S5a) tfaduit une mise a jour .récurgive de &,
K(t) est un vecteur d’ordre np (appelé souvent "Gain de Kalman").
Cette équation n’est p&s ~trés commode pour 1’analyse de 1la
convergence, parce qu’elle invogque 1'inversion de la matrice H(t)
a chague fois qgu’on fait une nouvelle estimation. Pour Y remedier,
on peut utiliser le "Lemme &’inversion matricielle”, qui introduit

la matrice P(t), inverse de H(t) :
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' -1 3 -1
P(t) = H (t) = [H(t-1) + x(t).x (t))
Pour calculer cette expression, nous aurons a utiliser le lemme
d'inversion d’une matrice qui se présente sous la forme suivante
T
A =B+ .C.D

...1 .
la matrice A , inverse de A, quand elle existe est donnée par la
relation :

-1 —1 -

1 T -1 LT -1 -1
A = B - B .C.D .B [1 +'D .B .CJ]

si on pose, B = H{t-1), C = D = x(t), l’application de ce lemme

donne :

P(t—i).x(t).xT(t).P(tul)

P(t) = P(t-1) - =
1 + x (t).P(t-1).x(t)

CK{t) = P(t).x(t) "
P(t-1).x(t)

K(t) = - (A.S5b)
1 + X (t).P(t-1).x(t)

d’ol on aura
P(t) = [I ~ K(t).x(t)].P(t-1) o (A.5c)

En definiﬁif, 1’algorithme des moindres carrés recursifs est donné
par les équqtions (A.5a), (AS5.b) et (AS5.c). On remarque aisément
qu’aucune opéraiion d’inversion matricielle n’'est effectué.
Néanmoins, il faut'noter que la matrice ﬁd(t) n'existera gu’aprés
la présence de np observations. De ce fait, il convient
d'initialiser 1’algorithme par un choix approprié de P(O}.
Généralement, P(0) est considérée comme étant une matrice
diagonale: A.I, ol & est une constante positive. Une grande 'valeur
de & (de 1’ordre ae 104); donne une estimation 5(0)'trés éloignée
de la valeur réelle et des variations initiales trés rapides a

&(t). Alors qu'une petite valeur de ¢ {de 1’ordre de 1), donne une
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A~

estimation raisonable de &, et des variations trés lentes a 9(t).

D'autre part, il est important d’attirer 1'attention _du
lecteur sur un probléme d’ordre pratique 1ié a la mise & jour de
la matrice P(t). En effet, lors de 1’'implémentation de méthodes
auto-ajustables autour de microprocesseurs qgui manipuient deé mots
courts, des instabilités, dues a des calculs numétiques,
surgissent dans 1’algorithme d’estimation des parameétres. Ces
instabilités apparaissent quand la matrice P(t) devient définie
négative, De ce fait P(t) doit resté; toujours symetrique, définie
positive. La solution & cette forme d’instabilité numérique est,
de remplacer la mise a jour de P(t) donnée par la relation (A.S5b),
pPar la mise & jour d’un facteur de P(t). Ce qui garantit 1la non-
‘négativité de P(t). PETERKA [22] a élaboré un algorithme ldans

legquel P({t) est factorisée comme suit:

P(t) = M(t).Mr(t)

T ‘ . . ‘ L
M (t) est une matrice +triangulaire supérieure appelée ‘'racine
_carreé" de P(t). M(t) est mise & jour a chaque itération {pour plus

de détails voir [221).

A.2.1 Iniroduction du facteur d’oubli

L’algorithme des moindres carrés récursifs- est un algorithme
& gain décroiséant. Ceci est di au fait que la norme HH" de 1la
matrice H(t) est initialemeﬁ£ petite, mais tendra vers 1’'infini
par la suite, pourvu gque x(t) soit "suffisament .exitée".l Ce qui
fait que la norme "K“-du vecteur K(t) tend vers zéro et é(tj tend
vers uﬁ vecteur constant &. Ceci est valable gquand les paramétres
‘a estimer sont constants. Dans le cas ou ces paramétres varient
dans. le temps, 1’algorithme des moindres carrés récufsifs,,défini
paf les équations (A.5a), (A.S5b) et (A;Sc) ne peut pas suivre ces
variations. Car d’aprés 1’'expression de 1la fonction perte, cet

algorithme donne aux récentes mesures le méme degré d’'importance
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qu‘au# anciennes quand 1’'horizon d’identification devient grand.
Une maniére d’obtenir un algorithme capable de suivre les

variatiorns des paramétres est de reformuler ;'expression de 1la

fonction perte de fagon & introduire un ‘oubli" des .ancienne'

mesures par une séquence de pondération appropriee, Selon la

nature de la séquence de pondération on aboutit a des schémas

divers de l’'algorithme des moindres cérrés récﬁrsifs:

= ‘Algorithme a gain constant.

= Algorithme a facteur d’oubli variable.

"= Algorithme a facteur d’oubli fixe.

= Algorithme a-trace constante.

Le choix de la nature de cette séquence-dépend de‘ 1a, nature du
systéme a identifier. vu gque le contrdle auto-ajustablé convient
aux systémes a paramétres constants ou trés lentement variables
dans le temps, nous avons choisit l;algo;ithme a facteur d’oubli
fixe, car il convient parfaitement pour 1’identification de tels

systemes. Dans ce cas la fonction perte est redéfinit comme suit :

N-1 . .
L=ZﬁL£2[ti=£TB£
) : ) N N N
L.=0 .
avec:
[ N-1 N
3 .0, .. ,0
N-2
o,/3 ~,o0, ,0
_ ﬁ’.BN_jL , O
B = : =
N
o, , 1
0, . ,0,(3,0
1 O, . ,0,1]
‘aloré _
T T T T 7T
L=%& B & - 206 .x-. ] o
N N XN BN N T ‘XN‘BN'SN'G
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1’estimation &, est obtenu de fagon a ce que :

-~

aL

T . T
— = —2xN.BN.§N+ 2xN.BN.xN.8 =0
ad

on obtient alors :

- - .
9 = .X_ .B .%
: (XN By - XN} "B ®n

~

pour mettre 1’expression de ® sous une forme récursive, on
définit : S o
' T T
H(t) = XL'BN'XL = 3LH(t-1) + x{t).x (t)
Ce qgui donne :
~ ~ . T ~
F(t) = 8(t-1) + K(t).(P(t) - x (t).9(t-1)] : (A.6a)
"TP(t-1)y.x(t)

K(t} = = (A.6b)
7+ x (t).P(t-1).x(t)

© Pet) =B LI - K(t).x(t)1.P(t-1) (A.6c)

Dans ce cas, on remarque gue les normes "P” et "K" ne tendent pas
vers zéro. Donc ﬁ(t) peut suivre les variations de & dans le
temps. Les valeurs typigues de ﬁ sont de 1'ordre de 0.95 (pour des

variations rapides) et de 0.999 (pour dés varitions lentes).

A.2.2 Application aux modeles dynamiqués_

En affectant differentes variables aux ﬁﬁt) et differentes
interpretations aux élements de &, une varieté de structures de
modeles peut étre formulée. Considérant le modeéle donné par

l1’equation suivante :

B C
yit) = z — u(t) + — £(t)
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prenant le cas ou le polynome C = 1. L’équation aux récurences

aura la forme suivante:

n . ’ n

y(t) = -Ea_t'y(t—i) + zb.Lu(t.—k-i) + Z(t) (A7)
1=1 L=0

En posant : :

T
& = [aifazr e 'an;b_o’--'bn]

T ’ " :
X (t) = [—y(t—lj,-.,~y(t-n);u(t-k),.-,u(t—k—n)l
£(t) = € (1)

‘l’algorithme‘des moindres carrés récursifs peut étre utiliseé bour
estimer les paramétres du modéle dynamique donné par (A.7). Et
comme { (t) est une séquence aléatoire incorrélée, de méme qu’elle
n’‘est pas corrélée avec les u(£—f) et y(t-i), 1’algorithme des
moindres carrés récursif donne une estimﬁion optimale et non

biaisée de ces parametres.
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Annexe B

- CONTROLEUR A VARIANCE MINIMALE GENERALISEE

Lors de la synthése d’uﬁ contréleur a variance minimale
géneralisée, on cherche a minimiser une fonction colt guadratigue,
qui incorpore Ies fluctuations de l1'éntrée de commande u(t)}, de la
éortie ¥Y(t), du systeéme donné par_les'équation (2.4) et (2.%5), et
de la trajectoire désirée. Ce qui revient a determiner une comande
gui minimise les fluctuations autour de zéro, non pas de }a sortie
du systéme. comme é'est le cas de (3], mais d’une sortie auxiliaire

f81].
Soit le systéme donné par le modeéle:

. B C
y(t) =z —u(t) + —Z(¢)
a B .
‘ -1 : '
A, B et C polyndémes en z ', de degré n. £(t) est un bruit blanc
discrét (séquences de ' variables aléatoires, ihdépendantes), de
- moyenne nulle et de variance finie. La fonction cout a minimiser -

est de la forme :

ne : nr 2 ng z

J = E Es_y(t+k-—i) - Er,w(t.—i) + zq_'u(t-—i) . (B.1)
. L . 1 ) L
150 1L=0 LZ0

Cette fonction s’écrit sous la forme polynomiale suivante :

2 2] |
J = E [S.y(t+k) —R.w(t)] - [Q'.u(t)] (B.2)

R L —-— 1
S, R et Q', sont des polynémes en z

D'aprés #%2.2.2,on peut écrire :
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.o * . e )
y(t+k} = y (t+k/t) + y(t+k) : (B.3)
Avec '
" F’ G’
Y (t+k/t) = — Y(t) + — u(t)
C C

;(t+k)

E'Z (t+k)

~1
E'et F’' 'sont des polynbmes en 2z , de degrés k-1 et n-1

respectivement, et sont des. solutions de 1l’'identitée

En substituant fB.S) dans (B.é){ on obtient

2 2

+ [Q'.u(t)]

comme y(t+i) incorrelé avec y(t-i) et u(t-i) pour izo, de méme
* .
Y (t+k/t), u(t) et w(t) sont connus a l’instant t, alors

()

- ¥ . ~ ‘
J = E [S_[y (t+k/t)+y(t+k)] - R.w(t)]

‘ 2 2
. * . ,
J = [S.y (t+k/t) ~-R.w(t)] + [Q'u(t)]

alors
2

2
J = [s.y*(t+k/t) - R.w(t)] + [Q'u(t)] + o

J est minimisé en choisissant la commande u(t) de fagon & avoir

a7
#* .
= 29'[5-Y (t+k/t) - R-W(t)] + 2q$.0'.u(t) = 0
(4]
du(ty) : ,
Sachant que : gb = QD, ‘la  loi de _comménde est donnée par 1la

relation
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. * T
S.y (t+k/t) + Q.u(t) - R.w(t) = 0 {B.4)
avec

’

qé.Q

b
0

*
Si @ (t+ks/t) est une fonction donnée par
* o '
¢ (t+k/t) = S.y (t+k/t) + Q.u(t) - R.w(t) (B.5)

L

alors la loi de commande donnée par la relation (B.4) est donnée

par
¢ (tekst) = 0 B (B.6)

de méme on peut définir la fonction ¢(t+k) par :
P(t+k) = S.y(t+k) + Q.u(t) - R.w(t) . (B.7)

il suit gue : |

| Pltek) = ¢ (tak/t) + (tek) (B.8)

avec |
P(t+k) = 5.¥(t+k)

5i maintenant on définit une autre fonction colt

. , .
1= EE¢2(t+k)] = [¢*(t+k/t)] + & (B.9)

le calcul de u{t) qui minimise I, est fait de fagon & ce que

a1

»*
= 2(q; + G, )¢ (t+k/r) = 0
du(t) '

la loi de commande est alors donnée par la relation :

* *
@ (t+k/t) = S,y (t+k/t} + Q.u(t) - R.w(t) = 0

qui est la méme que celle donnée par la relation (B.4).
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En conclusion, faire la synthese d’un contrdleur qui minimise
la fonction colGt définit par la relation (B.1), revient a
minimiser la fonction coit définit par- la relation E(B.Q), qgui
traduit les flﬁctuations autour de zéro d’une sortie auxiliaire du

. systéme, donnée par la relation (B.7).
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