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RESUME

Le but de notre travail est d étudier la lubrification
thermohydrodynamique des paliers lisses en régime laminaire par
éléments finis et 1°élaboration d‘un logiciel permettant 1la dé-

~termination des champs de température, de pression et les carac-~
téristiques statiques

ABSTRACT

| The object of our work is to study the thermohydrodynamic
lubrication in the case of laminar problems on smooth Journal
bearings by the finite elements method and elaboration of compu-
ter program allowing to comput the temperature, pressure fields
and static chérécteristics
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INTRODUCTION -1

INTRODUCTION

Le nom "tribologie” crée en 1968 vient du grec Tribein
frotter et logos :parole, étude ou. science ;ainsi la tribologie
regroupe 1'étude de la lubrification,du frottement. Plus général-
ement, la tribologie regroupe 1 étude de la lubrification, du
frottement et de 1'usure des éléments de machine
Elle a pour objet de faire fonctionner les liaisons qui existent
aussi blen dans les systémes vivants que dans les machines .Ci-
tons a titre d'exemples toutes les articulations du éorps humain,
les mécanismes des satellites, et les contacts dans les trans-
ports, dans les ordinateurs, dans presque toutes les étﬁpes de la
fabrication, dans la génération d énergie, dans 1 agro-alimentsi-
re etc .Elle se doit d’'élucider les aspects statiques et dynami-
ques des contacts gui existent dans tous ces domaines

La tribologie a peu intéressé les scientifiques, car la
matiére est complexe et pluridisciplinaire .Elle se situe au
carrefour de la mécanique et de la physique des surfaces et des
volumes .Elle n offre pas de perspectives de percées foudroyantes
qui font la une des journaux .Mais, actueéllement, 1la pression
économique fait que quelqueS“Scieﬁtifiques viennent a4 la tribolo-
gie . : ! l
Il a été estimé par 1A 5. M.F+ (Americain Society of Mécanical
Enginners) que‘ 11% de . la consommatibn * énergétique total des
Etatﬂ—unis pouvaill étre économisée  par des actions de recherche
et de développement dans le domaine de la tribologie
Les cofits-des indisponibilités associés aux inecidents de compo-
sants tels que les paliers peuvent &tre considérables

Sur le plan industriel, la tribologie regroupe trois grands

secteurs : - : L
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1Y le frottement <<non lubrifié >> qdi comprend les paliers secs,
les assemblages, ete ;
£) la lubrification haute pression, ou lubrification elastohydro-
dynamique, qui comprend les engrenages, les roulements, etc ;
3) la lubrification basse pression, ou lubrification hydrodynami-
gue qul comprend les palilers, les butées, ete

En ce qul concerne le 1e* secteur qui est le frottement, il
ne presente que des aspects -négatifs, ainsi 1la tenue de route
d'une antomobile dépend directement du frottement entre les pneu-
matiques gL la route

Cependant, dés la construction des premiers mécanismes, les
constructeurs ont toujours essayé d éviter le contact sec entre
des pléces en mouvement relatif, car ce contact est caractérisé
par une usure rapide des surfaces frottantes et des pertes consi-
dérables d énergie sous forme de chaleur, ce qui éléve ls tempé-
rature en entrainant une diminution des propriétés mécaniques des
matériaux qul constituent les revétements internes de ces surfa-

ces en contact .Ailnsi le risque d avaries est accru

En introduisant une coache flﬁidé entre les deux surfaces
du contact, on atténue les frottements en créant une portance
dans le contact . Cette portance assure la séparation de ces deux
surfaces tout en gardant leurs caractéristiques fonctionnelles
On aurait ainsi, substituer - 'le frottement sec par un frottement
dit fluide .Il1 s"asgit alors de la lubrification i
Selon la grandeur de la charge appliquée sur les surfaces du
mécanisme on distingue deux sortes de lubrification -

-1a lubrification haute pression ou elastohydrodynamique,

gqui tient compte des déformations des surfaces et de 1 aug-
mentation de la viscosité avec la pression, et plus générale-
ment du comportement rhéologique des lubrifiants, sur la por-
tance et le frottement des mécanismes

-la lubrification basse pression o0 la pression dans le film
fluide peut étre. créée soit par un systéme extérieure au
contact, une: pompe ou un compresseur par exemple c’'est le cas
des glissiéres des machines-outils et certains paliers ete,

ce type de lubrification est dite "hydrostatique™, soit par



IRTRODUCTION S -3

le deplacement relatif des surfaces ;c’est le cas des butées
et des psliers fluides .0On parlera alors de lubrification
“hydrodynamique" )

Dans le cadre de cette étude, nous déterminerons les carac-
téristiques statiques d un contsct thermohydrodynamique fonction-
nant dans des conditions données, aprés un bref rappel dés équa-
tions de comportement d un écoulement thermohydrodynamique, le
principe de minimisation de fonctionnelle est appliqué & 1" équa-
tion de reynolds généralisée alors que la méthode de GALERKINE
est utilisée pour résoudre conjointement l1égquation de 1'énergie
dans le film ainsi que celle de la chaleur dans les massifs -.
Ainsi, gréce a cette modélisation 1"étude du comportement d’un
palier lisse en régime laminaire estrfaite .une modélisation de
type éléments finis st 'appliquée pour la recherche des carscté-—

ristiques statiques du palier
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CHAPITRE I

ETUDE BIBLIOGRAPHIQUE

Depuis des temps trés ancieﬁﬁ,ljﬁbmme s ‘est passionné pour
1a creation de mechines et a dés lors,compris que la lubrifica-
tion des surfaces en mouvement relatif était 1°une des ¢clés de sa
démarche inventive.Le savoir en cette matiére a d abord lentement
progressé juéqu’é ce gue se dégagent au 19¢ et au début du 20
siécles les lois essentielles  qui constituent la base méme des
théories modernes, cetté progression est présentée ci-dessous,en
se basant essentiellement sur les references(1},(21,{3},{15],(171.

Le debut de la révolution industrielle est marqué dans le
domaine de la tribologie par CHARLES AUGUSTIN COULOMB qui pré-
sente en 1780 un mémoire intitulé <<théorie des machines simples
en ayant égard au frottement‘de leurs parties et a la raideur des
cordages>>.I1 a étudié 1 influence des c¢ing paramétres sui-
vants,sur le frottement de glissement et dans certains cas sur le
frottement de roulement:

1) nature des matérisgux,

2) effet d un lubrifiant,

3) étendue de la:surface'delcontact,

4) charge appllquee,_ )

5) temps de repos pendant lequel les surfaces restent

en contact avant 1 expériernce.

En 1780,. SAMUEL VINCE présente devant la <<royal society>>’
anglaise un article intitulé << on the motion of bodies affected
by friction>>.Ce travail . tralte essentlellement des problémes de
frottement dynamlque

- Le XIXe siécle a été marqué par des développements dans tout
les domaines et en particulier en tribologie.Des expériences trés
precises ont £té réalisdes tant en frottement sec qu'en frotte-

ment lubrifié.
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En 1835, ARTHUKR JULES MARIN a fait des travaux sur les
frottements sec qui ont €éclipsé pendant plus dun demi siéole les
études de COULOMB

En 1840 et 1846, JEAN LUIS MARIE POISEUILLE établis les

équations qui gouvernent 1’'écoulement d'un fluide dans un tube de
faible diamétre afin décrire 1'écoulement du sang dans les vais-
Seaux. ces lois trés wutilisées en lubrification,on parle d écou-
lement de type poiseuille,ont été confirmées indépendamment quel-
ques années plus tard par HAGEN en Allemagne .Elles sont usuelle-
ment connues sous le nom.de leis de HAGEN—POISEUILLRE.\L& nom de
poiseuille a d ailleurs ¢té donné. . a 1l unité de viscosité dynami-
que dans. le . systéme M.K.S.A.De méme,, depuis 1913, la poise est
utilisée pour designer 1 unité de ‘viscosité dynamique dans le
systéme C.G.5. - _ e
Les premieres expériences de Jubrification hydrodynamique ont été
reéalisé en 1847 par GUSTAVE ADOLPH HIRN .Ces essais lui ont per-
mis,en 1l absence du labrifiant de retrouver les lois de COULOMB
HIRN constate que pour une. . charge donnée, le couple de frottement
présente des fluctuations et est relativement élevé & de faibles
vitesses et ce couple devient stable lorsque la vitesse augmente,
1l passe par un minimum puis, est proportionnelle a la vitesse de
rotation a4 température constante
Il montre aUséi que le couple dépend directement de . la viscosité
du fluide ,
Il constate que pour de faibles charges 1 eau et méme l1"air peu-
vent &tre .de trés bon-lubrifiants ".Mais ces résultats ne furent
publiés qu’en 1854 dans le bulletin de la société industrielle de
MULHOUSE parce qu’ 'ils. étaient en- totale opposition avec les lois
de COULOMB

En 1879: ROBERT HENRY. THURSTON:- a montré dans ses études sur
le frottement et la lubrification-quilorsque la vitesse augmente
le coefficient de Ffrottement d'un palier lubrifié décroit au
deséOUSwde.la,valeur statique, passe .par un minimum pPuis augmente
ensulte-.-avec la : vitesse .Il remarque aussi que -la vitesse qui
correspond au-minimum de frottement dépend de la charge appliquée

au palier
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En 1883, NICOLAI PAVLOVIPH PETROV montre aprés ses études
et essais sur le frottement des pallers lubrlfles que parmi toute
ies caractprlathues physiques -d° unP huile seunle la viscosité
Joue un role preponderant sur le f;ottement des paliers
i1 précise Qu ‘un film liquide sépare totalement les surfaces de
1l arbre et du COUSCIHEL .la pression qui régne dans ce film est
constante .58 contribution ia pius importante est sa loi dite
"loi de PETROV " qui démontre que le frottement F du palier est
proportionnel &4 la vitesse v, & la surface de contact Q et & la

iscosite w ;il propose la relation

p=__BVva
B b
A S

ot € est 1 épaisseur moyenne du lubrifisnt et Ai, A2 des coeffi-
clents introduits pour prendre en compte un éventuel glissement
du fluide aux parois .En ocutre; il .a démontré a 1 side d'une ana-
lyse thermique globale que pour un ﬁalier, une vitesse et un
lubrifiant donnés le frottemént dépend directement de la tempé-

rature s1 1°on connait la courbe viscosité_température donnée .

Dés 1883 BEAUCHAMP TOWER réalise des essais sur la lubri-
fication des - paliers et présente ' dans un premier rapport les
résultas déja‘obtenus sar le frottement .Il1 montre par ailleurs
la présence d un film de lubrifiant entre les surfaces de 1 'arbre
et du coussinet et 1 existence d une génération de pression dans
le film, - ainsi I'Pxistenée d’une pression hydrodynamique était
prouve pour la premlcre f01s par pur hasard durant une expérience
de labos .A la suite de ces observations, B.TOWER montre que,
pour assurer de bonnes conditions de fonctionnement,. il fallait
placer des rainures dans les zones non chargées du palier et
laisser 1’arbre entrainer 1 huile dans la zone de pression
Dans un second rapport, en 1885, B.TOWER donne 1lsa répartition de
pression mesurée a4 la surface du coussinet. Les études eXpérimen-
tales de B.TOWER ont servi de base & la mise au point de ls théo-

rie de la lubrification .En effet, ¢ est au XIXe siécle que les

[ S
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bases de la lubrification moderne ont été établies.

En 1886, OSBORNE REYNOLDS (1842-1912) établit les bases de
ia lubrification hydrodynamique actuelle dans 1le but d expliquer
les travaux de B.TOWER dans son ouvrage célébre <<On the theory
of lubrication and its application to Mr. B.TOWER's experiments
>

Dans la premiére partie de cette étude, O.REYNOLDS montre
que lorsqu’un film de lubrifiant sépare totslement les surfaces,
le frottement n’'est pas proportionnel & la vitesse car 1 éleva-
tion de température dans le film entraine une diminution de vis-
casité donc du ﬁrottement.ngr ailleurs, il note que lorsque la
charge augmente, la pression dans la zone de sortie du film de-

vient négative ce qui entraine la rupture du film

Dans la seconde partie, il analyse les écoulements simples
entre deux plagues paralléles puis inclinées. Il donne une expli-
cation physique du phénoméne de portance dii 4 ‘ls conservation du
débit dans le coin d huile. Enfin, il explique la nécessité du
rodage par 1’existence des rugosités qui Jouent un réle dans la

zone ou 1l épaisseur du film est la plus faible.

Dans la troisiéme partie de son travail, O.REYNOLDS pré-
sente les hypothéses de base  de 1la lubrification hydrodynamique.
Compte tenu, de ces hypothéses, et aprés un développement théori-

que, on obtient 1l 'équation suivante

B w39y, 8 139py, h
ax P ax) *az g el Ul G2e2v)

Cette équa%%onﬁ egg.é;nnge depuis sous le nom d équation de
REYROLDS, c'est 1’ éguation d;Fbasé{dé la lubrification hydrodyna-
miqua . o '

Dans la derniére partie de son mémoire O.REYNOLDS a intégré:
cette équation dans le cas du coin Qipgilg infiniment long

(oP/dz=0) .1l a BuUSS1 proposé une solution dans le cas du palier
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infiniment long en utilissnt des développements en série. cepen-
dant l'intégration &5t trés laborieuse et la solution n‘est ac-

ceptable que dans le cas des paliers peu chargés

~En 1804, ARNOLD JOHANES WILHEM SOMMERFELD utilise un cha-
ngement de varisble judicieux et présente une solution analytique
] l’éguation de REYNOLDS dans le cas du palier infiniment long
Cependant les conditions aux limites proposées ne tiennent pas
complte de la rupture du film dans rlg palier et la pression obte-
nue ainsi est négative_daﬁs- la zone divergente, ce quil ne cor-

respond pas a la réaljté physigue

En 1305, ANTHONY GEORGE MALDON MICHELL obtient & 1 aide de
développements limités la solution de 1 'équation de REYNOLDS dans
le cas d une butée de largeur finie .Il montre aussi la diminu-

tion de portance dii aux fuites latérales du fluide

En 1814, LUDWIG KARL FREIDRICH GUMBEL propose par le cal-
cul dé la charge dans le palier de ne prendre en compte que la
partie positive de la pression et de négliger toute la zone on la
pression  est négative .La charge ainsi obtenue est évidement

erroneée

.En 1817, LORD RAYLEIGH fut 1le premier a présenter 1 ansa-
lyse d'un systéme hydrostatique et a calculé la charge et le
couple de frottement d une butée hydrostatique axiale

Ly PYRI PR

En 1918, JHON WILLIAH STRUT 'a proposé un autre type de
butée échelon formée de deux parties paralléles décalées

En 1931, ALBERT KINGSBURY obtient une solution approchée de
l"éguation de REYNOLDS en utilisant une méthode analogique basée
sur la similitude-existante entne‘l'équation de reynolds et 1 é-
quation .qui déerit la loi de variatioh=de la tension électrique

dans un milieu résistible
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En 1932, HERBERT WALKER SWIFT puis W.steiber en 1933 pré-
sentent indépendamment des conditions aux limites & la sortie du
film plus rébfésentatif.de la réalité .Ils écrivent que dans la
zone inergente du palier le film se rompt le long d’une fron-
tigre détermihée par les conditions supplémentaires suivantes :le
long de la frontiére 1a pression prend la valeur de la pression
saturante du fluide et le dradient de pression s’annule .Ces
conditions qui respectent la continuité du débit & la sortie du
film sont dites conditions asux limites de REYNOLDS et sont uni-
versellement utilisées sujourd hui pour le calcul des paliers

soumis 3 des charges constantes

Durant, toutes ces .années, la théorie isotherme a été ls
senle utilisée, et lesg études‘lthéoriques entreprises entre les
annees 1900 et 1940 portérent seulement d une part sur les métho-
des de résolution, et d autre part sur les conditions aux limites
assoclées a 1 équation dite de REYNOLDS
Ce n'est qu au début des années 1930 que 1l hypothése de 1 écoule-
ment 1sotherme.émise par REYNOLDS fut réellement remise en ques-
tion car malgré quelques extensions qui consistent & évaluer de
facon globale 1'énergierdissipée daps‘le film, cette hypothése
¢st lmpuissante a analyser précisément les phénoménes thermiques.
C'est pourquoi  deés le début du XXe siécle, les chercheurs ont
essayeé de mettre an point des méthodes pPrécises pour calculer le

champ de tempérsature dans le contact lubrifieé

Cependant, en 1833, KINGSBURY & publié une 4tude remarqua-
ble intitulée <<heat effects in Iubrication films >> qui contient
les concepts essentiels du probléme thermique dans le film
Dans cette étude, KINGSBURY a pris.en compte la wvariation de la
temperature et donc de la viscosité suivant 1 épaisseur du film.
Il a déduit que 1l échauffement.du film provoque une réduction de
la charge supportée par 1 arbre-de 60 % par rapport & la charge
calculée par la théorie isotherme.pour des conditions de fonec-

tionnement semblables

- .

* gi-s"en},-ﬂ .

o




CHAPITRE I ' o -10-

En 1937, SWIFT constate 1l insuffisance de la théorie iso-
therme et préne 1 usage d une viscosité moyenne effective aqui
permettrait selon lul de calculer de Ffacon satisfaisante les

grandeurs caractéristiques d un palier

"En 1944, HAGG apporte une solution analytique au probléme
de KINGSBURY:en admettant un coefficient de conduction K indépen-
dant de la température et une loi simplifiée de variation de la

viscosité avec la température

En 1846, FOGG attribue les phénoménes de portance observes
entre faces paralléles a la dilatation du fluide sous 1'effet de
1 échauffement, on parle alors de “coin thermique ", ce qui ne
pouvait étre expliqué par i'utilisation de 1 égquation de REYNOLDS
pour l'analyse‘du systéme B

Ainsi, CAMERON eﬁ' WOOD en 1946,SHAW en 1947 et CHARNES en
1953 étudient la variation de densité avec la température .les
investigations montrent Ila‘réalité du eoin thermigue, mais la
faiblesse de la portance mise En"éVidence est telle gque cette
notion ne permet pas d’expliquef iegf charges non négligeables

mnesurées par FOGG

En 1944, COPE fait intervenir 1 équation de 1 énergie sous
une forme sihplifiée pour obtenir 15 température du film
quelgues snnées plus tard, GULLINGER et saibl en 1858, et zienki-
vies en 1957 et HUNTER et ZIENKIVICS en 1960sont les premlers a
présenter une méthnde pour résoudre simultanément 1"équation de
REYNOLDS et 1 équation de 1 énergie dans le film. De plus ces
avteurs tiennent compte de facon approchée de la variation de

température suivant 1 épaisseur du film

CHRISTOPHERTSON ,CAMERON ,et WOOD ,SHARE et COPE contribue-
rent largement a 1 évaluation de 1 importance de 1'effet thermi-
que dans le film lubrifiant, ainsi dans les années 1950, on essail

par des voles différentes de prendre en compte 1’ influence de la
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température sur les caractéristiques d un contact lubrifie.

VOGELPHGL remarqué éxpérimeptglement l’existence d'un  im-
portant gradient de température a“tféﬁefs 1 épaisseur du film
[1 a eu le mérite de rappeler que lalseule approche scientifique
possible pour calculer la température 'aans un contact lubrifié
est de faife une anal&se thermiqué compléte d 'un systéme formé
par le fluide et les solides délimitant le contact

La premiére modélisation tridimensionnelle est due a DAWSON
et HUDSON en 1963 gui prennent €n considération ls conduction de

la chaleur & travers les solides

STROMBERG en 1971 utilise les conditions aux limites de
type adiabatique pour 1 étude d’un palier & patins oscillants
infiniment long en tenant compte de la variation de 1la viscosité

dans le sens de 1l écoulement et & travers 1l épaisseur du film

En 1874, TIEU obtient la répartition du champ de tempéra-
ture dans un palier a patins oscillants grace & des conditions

aux limites en température déterminées exXpérimentalement

HUBNER en 1974, éprés Jgne analyse thermohydrodynamique
compléte a noté gu’une hypothésevd;aQiabatité pour les gradients
de températures aux interfaces flﬁiae~solide—peut étre utilisée
dans la plupart des cas pour détermiqerJla charge,le débit et le

couple de frottement dans. un palier ., .

HC'CALLIQN et AL font 1l analyse thermohydrodynamique d’un
palier lisse - sans cavitation .Ils désaccouplent l"équation de
pression et celle de la température dans le film en négligeant_
1'inf.luence du gradient de pression sur le champ de vitesse dans
1"équation de 1 énergie .Les auteurs font remarquer que les pré-
sultas obtenues sont valsbles pour les paliers dont le rapport

L/D est inférieur a 0.5, et 1l'excentricité n’excédant pas 0.8

Plus récemment, une  étude numeérique par différence finis
est faite par BONCOMPAIN en 1984 pour modéliser 1°écoulement
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‘thermohydrodynamique dans un paligr lisse .1 auteur tient compte
du transfert. de chaleur entre différent corps en Présence Il
montre que ces conditions aux limites de type adiabatique, dans
le cas de figure étudiédes peuvent étre en prémiére spproximation
utiligées_poqr le calcul des grandeurs globales telles que 1la
charge,le débit ou le couple de frottement, mais qu’elles ne
permettent pas de connaitre la température réelle dans le palier.
L'étude bibliographique présentée ici montre gue depuis le
déebut du siécle et Jusqu’en 1950, 1 influence des prhénoméne
thermiques en lubrification a &té pProgressivement mis en éviden-
ce. Dés  les années 1955 a4 1985 , on a écrit de facon de plus en
plus précise, les équations descriptives du probléme et sculigné
les difficultés qu’'il v ‘avait a poser des conditions aux limites
convenables .Depuis 1965, on a formulé des conditions aux limites
qui-repfésentent de mieux en mieux les phénoménes physiques et
mit en ouvre des méthodes de calcule de plus en plus sophisti~
quéeé, prenant en compite pour les géométries de complexités croi~
ssantes les déformations élastiques et le régime turbulent..Ces
développements ont été rendu possibles grice & 1 'spparition de

calculateurs de plus en plus puissants

(28




CHAPITRE II ~13-

CHAPITRE II

DEFINITION DES EQUATIONS DE BASE UTILISEES
EN LUBRIFICATION THRMOHYDRODYNAMIQUE

IT.1-INTRODUCTION

1"analyse thermohydredynamique d un contact lubrifié s ef-
fectue & partir des équations qui“ décrivent le comportement des
milieux continus .Ces relations Sbhﬁ'jtrés générales, nous les
présenterons succinctement puis a la sﬁite d "hypothéses plus res-
trictives nous en déduirens des formes simplifiées spécifiques a
1 étude de broblémes particuliers en lubfification, ce qui permet
d aboutir & un systéme d‘équations sux dérivées partielles qui
permet de prédire le eomportémént du mécanisme
-1"équation de REYNOLDS généralisée,
-l1"équation de 1 énergie dans le film,

-1"équation de la chaleur dans le massif
IT1.2-EQUATIONS DE LA MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS
Le comportement d un fluide est décrit par 4]

-la 1loi de conservation de la masse

_a..E.k _El.'i = | -
at+a(axi) 0 (II-1)

i 1

[N )

~la loi fondamentale de la dynamiqqe

ii
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aui do (II_2)
epf,+ 20
p‘ac*“i'a )Pl 5,

-la loi de comportement rhéologique qui pour un fluide newtonien
s dcrit

-et la loi de conservation de l"énergie pour un fluide newtonien:

du ‘, ou,
ax, ox,

dT_chp Jd (KaT)'Pl(gui)zﬂ-laui

PCae =T aE " o, ax, |

4) (11-4)

dans ces expressions xi1 et t sont les variables d’'espace et du
temps, . u1 les composantes de la vitesse, pla masse volumique du
fluide, f1 les forees massiques extérieures,oiy le tenseur de
contraintes, K le coefficient de conductibilité thermique  du
fluide, t sa ‘température, P la pression, éij le tenseur des taux
de déformations, 6 le taux de diiatation cubique, &i3 le symbole
de kronecker et ou A et u,rcoefficients.de NAVIER, sont des fonec-
tions de 1° espace et du'pemps,w;‘pp est la chaleur massique a

pPression consfante

I1.3-EQUATIONS GENERALES DE LA MECANIQUE DES FILMS HINCES
VISQUEUX - -.,7 =¥ -,

En reportant 1" éqgudation de comportement rheologlque (II-3)
dans 1° equatlon de lz dynamique (II -2) et en négligeant les for-

ces massiques exterleures, on obtient les éguations de NAVIER qui

-

] ecr1vent




CHAPITRE 1I ‘ -15-

p(aui auj)__ ap o Fu, o 6“1.:1‘l Fu, " du; 33 (6111 du,; . au
at ax; = ox;0x, a;fﬁibg&g, ax,axi ax, ox; ax,

(II.5)

En mécanique des films minces. visqueux, la dimension sui-

P B . i - .
vant l'épaisseur du film (0,x2) est trés faible par rapport aux
deux autres, ce qul permet, pour déterminer 1 ordre de grandeur

des différents termes de 1 équation (II- 5) d’écrire en variables
adlmen810nnees ' '

xi=xa/L . Xz=xa/H  , Xa=xa/L , T=tV/L

Uiz=Ua/v UazUzL/VH Uaz=Ua/V

et d ajouter pour cette étude

U =u/po et X =A/1o

Dans cette expression L et V'sontrrespectivement la dimen-
) . . . —>
Sion et la vitesse caracterlsthges selon les axes (0,x1) et
(0,x3) ,H et VH/L celles suivant (o,x2) ;5 L/V,uo ,30 définissent
1 ordre de grandeur du temps et des coefficients de NAVIER . Nous
Supposons que ces deux coefficients: sont' du méme ordre de gran-
deur .Ce changement de variables conduit' a poser P = PH2Z/uaVL

Compte tenue de ces changements de variables 1 équation
(II-5) s éerit
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3P aa Ao, 3,0, _ ¥T FE.. _ou
L -R(—_1 1 I’_ A Bt ) 1 1 1
% el (aE +u; arj)w(;u no’ag(ascjm"(w*ag*” Eb?+

+32[_A'__9_ dx au_j.,.z al—‘: aE;,,, a-II( _,_aﬁ;)],,_ (Euzfﬂ—g)'

Bo O, Ox,  Ox, Ok, OK

Pt (T o FTL O xRy 3 T, O
ol (6E+ujaxj)ﬂp(3"x?+63§’”+(p+ b O A%, P
103[ 3ﬁ;)+zaﬁau_,+£(£+e,£: E(E+az@;)}’

Po Ox, 6&; ox, dx; ox, ox, ox, dx, o, ox;

o 35, 5 0y 8 (Fg, - FG FG . _FG

2= e [-R(=23 -3 y Phtd- LN Shuter' 3
o e[ (ﬁ+ja§;)+e(u+ u)ak;(ai;)"“azfa;;” azg
+g2 [_%E.éx_gz...z.ai ﬂ-ﬁ;_'_ I (aﬁ:+ 8—6;)]+ dp (6-6;4_::6“_2) .
0 O Ox; | Ox, 0%, 0%, ax, ax,  O% A% a@
' (II-6)
ou RzpoVH/ueo est le nombre de REYNOLDS relatif g 1 épais-

seur de l’éooulemeﬁt et ou e-H/L parametre d’ echelle, est en

meﬁan1que deq fllms m1nces v1squeux de l ordre de 10-3 |

F 8
En nﬁ«gllgeant lps termés multlplles 501t . par e;.., soit par ExR il

reste ‘
¥ _ R du, __aa; —du, du, Ip i1 of 3
& Rl '.-‘fasc;]+“a;?z=+a'gasr,‘ (1=1 et 31,
. ' ‘ (II_7)
@—“0
dx,

Les termes en ER ou termes' d inertie, de 1"équation (II-7)

seront négligés devant le° termes de viscosité quand ER<< 1; ce

qui est verlfle&danq la plUpart“ des écoulements rencontrés en
-

lubrification
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Si PAr hybothése on néglige les forces d inertie il vient

b _ - Fu U g .
el =1 et 3),
& ' Ee i o (1=1 ot 3)
(11.8)
ap
L -0
dx,

et en revenant aux variables dimensionnées, on obtient les équa-
tions de NAVIER '

gp _ 9 . 9u
ox, axi(péhg)
=0 II-9
E: i
g _ 8 ,, 9y
ax, - ox P ax)

Les équations (11—92 auxguelles s ‘ajoutent 1 égquation de
conservation de la masse kfi-i}iEt 1l "équation de conservation de
1 énergie (IT-4) permettent fbrmellement de connaitre, compte
tenue des conditions aux limites ¢t aprés intégration, le champ
de vitesse, la breséion et les contraintes de c¢isaillement dans
le film .Pour intégrer les équations (II-8), il faut se donner

les conditions aux limites sur les vitesses (fig.II-1)
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%yt
¥ad
Upg
i
X3

FIG.TI-1 : systéme dﬂaxes

si on suppose gu’il n'y a pas de glissement entre le fluide et

les parois du contact, ces conditions peuvent. s écrire

—sur la paroi 1, boﬁr vy=Hi(x,z,t):
' U1=u11 , u2Tuiz ,uacuia

(IT-10)
-sur la paroi Z, péur y=Ha(x,2z,t):

Bi1=uz21 , Uu2=uzz ,u3Su2a

le choix d'un systéme d axe tel qQue 1l épaisseur du film
501t toujours mesurée selon (O,EZ} impose pour certains contacts,
le palier cylindrique par‘égemgje,’ de négliger la courbure géné-
rale du film s R

BV ti

Pour des raisons de commodité-on pose
ok . .

(II-11)
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—— .

ou & est une varisble d intégration; on a

pour x2=Hi = I=J=z0

Pour xo=Ho

Hy xz
2 = ,{u(ﬁg,xz,xyt)
R (11-12)
'3 ax,
2" ;[1“("1-"2:*::‘_7)

Il vient slors. :

ap JI, Ugi~ty,y
u = - J
1 ax, ( I, )+ dJd, i
(IT.13)
u 2 du
u, =. faldx f ’dx+u12
I -~
u, = op (I- J. 2y, Y u13J+u13

dx, I, I,

La vitesse uz selon 1 axe Y a é&té obtenue. & partir de 1 équation
de conservation de la masse
L’ equatlon de conservatlon de 1= masse (II-1) s’'écrit aprés inté-

gration & travers 1 Ppalsseur du fllm

f‘éﬂd"‘? fapuid"ﬂ'w (II.14)

on peut transformer cette equatlon en se servant de la formule de

PEATE .

d9r1Vat10n de= intégrales qui s écrit

o
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5 9%

= i
2 JH, OH,
'_‘_' F F( H,X,t "'"'_+F H' 't
}.[a fd-"z X Hy Xy, £) (x,, 8y, %, ’axi (1I-15)
avec i=1 pu 3
par ailleurs pour i=2 on peut intéérer directement
" .
d ' :
,f o dx, = Palyz-pily, \ . | - (1I-18)

ol p1 et pv sont respectivement les valeurs de la masse volumique
sur les parois 1 et 2
compte tenue deg relat10n° (II- 10), (II-14) , (II-15), (II-186) i1l

vient

H, I "y ‘
s 3 : H,  am, oH, 3K,
a—}&'}{f?uldxz“a-gl_’{i’%dxn quugl quza'a;S*PluugZ*qun"a};*

.OH, 0
+p2un plulz'*a-t-fpdxg pz Bt p1 a]zl (II-].?)

B

les deux premiers termes peuvent étre explicités gréce aux termes
de v1tesse u1 et ua donnes par (II-3) et en posant au préalable

Hy
R = fp(xlfi,x,.t)dﬁ
Hy
lﬂ:
|

dx, J _' (I1-18)

Tin oo

HZ . P B Ha . B

R I, Rx, .
G= [S(x-2)dx, = [2ax -1 F
;!:u 2 g, ;[ m :
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il vient alors
RS

Hy

opP '

pPu X, = R, ——=—G (U, ~u,,) F
}[ 1 axl 21‘ 11‘
(II-19)
Hy
_ or

fpu_,‘dx, = Rzuna‘a G“(Uzs uy3) F
R,

ou Rz est la valeur que prend la fonction R & la paroi 2, ou
Rz=R(xz2=Hz2)
En regroupant les différents termes, on obtient 1°équation de la

mécanique des films minces visqueux généralisée qui s’ éecrit

T(C or,, aa (G gf) = 8?:1 [y, (Ry~F) +u,, F 'quu'gxﬁ*muug%*
a [u“(R —F) +U,, F] Pa”zagi*muuai‘ 3R: z%fé
+P1'%%"’qun“91u1z (II-20)

Les contraintes de cisaillément dans le fluide s écrivent

< pau1

12 - —————
aX-‘ (I1-21)

du,

Taz 255

B PUE

Soit en tenant compte des relations (I1-13)
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ﬁ) 9P & Uy -uy,
J, ox, J,

T = (x,- . 7
(II-22)
_{3) 9P , Upy-Uyy

132 = {xR- Ja axa 'J’z

L équation (II-20) est la forme 1la plus générale de l'équation de
REYNOLDS .pour 1l obtenir il a été nécessaire de poser que

~le milien est continue, c'est-a-dire que les équsations des
milieux continues ne siappliquent pPas dans les zones og il
¥y 'a rupture du film de fluide,

-le fluide est néwtonien,c’est—a-dire que les contraintes
de cisaillement sont proportionnelles aux gradients de
Vitesses (eq II-21),

-1 écoulement est laminaire, ce qui est réalisé pour autant
que 1l épaisseur du film soit suffisamment faible,

~“les forces massiques extérieures sont négligeables,

-les forces d’inertie sont négligeables devant les forces
de pression et de viscosité .Ce qui est vérifié pour
autant que 1 écoulement est laminaire,

-le glissement entre le fluide et les parois du contact
n'existe pas .Autrement dit, sur les parois, la vitesse du
fluide est égale a celle des parois,

-la courbure générale du film est négligée,

~1"épaisseur du film mesurée dans la direction oxz est
toujours trés faible devant les autres dimensions du
contact; c’est 1 hypothése de base de la lubrification

IT.3.1-EQUATION DE REYNOLDS GENERALISEE :

Lorsque'la vitesse d’une parol du contact est tangente &
cette paroi (cas fréquent en lubrifieation), 1’équation des films
minces visqueux généralisée (1I-20) se simplifie car en placant

l'origine du systéme d axes sur cette paroi on peut poser:
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Hi1=0 et Hazph (fi1g.11-2)
s1 par ailleurs, on utilise les coordonnées cartésiennes (x,y,2),
les conditions aux limites sur la vitesse s“éerivent |

O I ~

fig.II~2 ! systéme d axes

Sur la paroi 1, pour y=0 u=ui - v=0 ; WEW1

Sur la paroi 2, pour y-h u=uz ; - vEva ; W=W2

Remarquons que le choix du systéme d axes impose & la vitessge vi
de la paroi 1 dans la direction Y d &tre identiquement nulle .Les

vitesses u,v et w du fluide s "écrivent alors
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‘ oP 2™ Uy
U= e - e IV L T
Y au'-aw
- - : . I1-23
v f‘ax az)dy ¢ )
=i’-—a£ - wi
W az(I' QU Ji J) +w,
Dans ces relations
¥ 4
T = fidz J = ]‘2(
o o B
(1I-24)
[ [y
= Y -
I, {pdy J, _[ -
Des expressions prééédeﬁtesl€II;2é) on deéduit
ui ‘ BP ‘h u,
Tay {y- )ax 7
e N ' (II-25)
’ P Wy~ Wi '
Tye = (¥- ) -——-——-
ye oz g,

LA

L équation (II-20) s appelle alors equatlon de REYNOLDS générali-

sée elle s écrit



CHAPITRE II

-25-

2 (62F )+3—(c-£) £ [, (R, F) +u, Pl p,u,%+
(II-286)
3 ah , 9R,
+‘a"E[W2(R2'F) +w, F] “Pa¥a gt 5 P2 at"'pavz
ou les fonctions R, ¥, G et R= sont définis par
y A
R a_[p(X.f.z,t)dE
A .
' ile
Feglye
0
b
G = ff-‘-’dy-rf'
o M
h
R, = [pdy
o
Ces relations doivent Qétre!dtiiisées‘ pour 1°étude des contacts

dans lequel on tient compté de 1'effet thermigue

11.3.2-INTERPRETATION PHYSIQUE DES DIFFERENTS TERMES DE

L "EQUATION
Dans cette équation (II-26):

~le terme
"""" [u3 (RZ F) +U11"'] -""a— (G“‘a‘)“

représente la wvariation du deblt ma551que dans la direction

Pour une section de d1men51on h sulvant Yy et unité suivant :z
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-le terme

i

représente la variation du débit massique dans la direction =z
pour une section de dlmen31on h su1vant ¥ et unité suivant x.

Dans les deux expressions ci- dessus, le premier terme correspond
au debit di au déplacement des parois (écoulement de couette) .
Le second terme au débit dii au gradient de pression (écoulement
de poiseuille)

P

~le terme

—P2 (u gh'”"z'g" V)

represente la variation du débit massique dans la direction y
les trois termes de cette expression caractérisent respectivement
l’effet de 1 inclinailson dans la direction X, de 1°inclinsaison

dans la direction z et de ls-vitesse dans la direction v

-le terme

an,_
at pz a::

caractérise 1 effet transitoire dii a la compressibilité du
fluide ' B '

La résolution de 1 équation (II-26) nécessite la connais-
sance da la distribution de la masse volumique et de la viscositeé
a l'inﬁérieure du film, il faut par ailleurs connaitre avec pré-
cision les conditions aux limites sur 1l1a température, ce qui

n'est généralement pas le cas



B
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IT.3.3-EQUATION DE L "ENERGIE DANS LE FILM :

Pour un fluide newtonien, la -loi de conservation de 1 éner-
Bie s écrit [5], compte tenu de la loi de comportement rhéologi-
que du fluide : '

dE= a aT au_.[ auia' aui a

) (II-27)

Dans cette expression E représente 1 énergie 1nterne, K le
coefficient de conductibilité thermique du fluide, T sa tempéra-’
ture, P la pression

On introduit habituellement 1la fonction de dissipation d :

¢ = A(QU1ya,, (U, (a“‘ 94y, (11-28)

axi aXJ axi

par ailleurs, le“fluide.obéit'ahla loi de stokes on =

C3A+2u=0 e T

——=) 2] (I11-29)

L équation de. l"énergie pour  un fluide visqueux newtonien

devient:

dE . _p0uy . 3 . ar, i
p'E'E . Paxi*¢+a 1 (K 1) (II 30)
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En utilisant 1’équation de continuité (II-1), on peut ex-
primer le terme P Ousi/0x1

Le terme dE/dt peut étre également transformé en introdui-
sant les coefficients calorimétriques Cp et H

. dB = C,dT+HdP-Pd (—:-)

ol cex est la chaleur spécifique & pression constante et H peut

s'exprimer a 1l 'aide des deux principes de la thermodynamique
H=-T[5 (1)1 -a%"

e

ou a est le coefficient de dilatation thermique (a =0 pour un
fluide incompressible) .Dans ces. conditions, 1 équation (II-30)

s éorit

E S S

pc, 8T dr _

a oT dp
P HE ax“( 1)+¢+aT (11—31)_

Dans le cadre de la mécanique des films minces visqueux,
l épaisseur du film selon oy (fig 1I1.2) étant trés faible devant

les sautres dimensions de 1 écoulement; 1 équation (II-31) se
réduit & ’

daT _ ap__ ap _
T 3 )+¢ uT( +u§;*wa ) (II-32)
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aved
= du 2
¢“|‘-[(—a})z ( ) 1

et

dr _ 8T, T, aT

dt at ax+vay

Cette derniére formulation de 1" éguation de 1 °énergie est
commode lorsqu’on veut.tenir compte de la variation de la masse
volumique & 1l intérieure du film, car elle fait apparaitre le

terme

1
% 6'1')’,.

qui est un terme connu

Dans le cas d'un écoulement isovolume et en régime permsa-

nent nous retiendrons 1 égquation suivante

pC[uaT vaT, BT]

3,9 )
axVay y(K3;)+¢ (II-33)

la signification des differents termes de cette équation est la

suivante
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e ™

pcp(ui—%—; : Laux de chaleur emmené par convection.

chaleur emmené par conduction.

% (;cg_yT ) ¢ taux de

¢ = u[(—gﬁ)“(%)’]' : production de taux de chaleur

- par dissipation visqueuse.

I1.3.4-EQUATION DE LA CHALEUR DANS LES MASSIFS

.. ) . [P ' - ' . P s ;
l"équation de la chaleur dans un solide s écrit sous la

forme générale suivante (6]

O (x,,-9Ty a 9T g Gy -
aXI (K.'U axj) pcﬁdt Tpi.f dt (I1 34?

oa K1y représente le tenseur symétrique de conductivité thermique
du milieu, ¢.*y sa capacité calorifique, 8134 les coefficients de

dilatation du matériau

Le terme

-9 (k. 8Ty ..
o, K5

correspond & la conduction de chaleur dans un milieu fixe en

régime permanent !. - - -

Le terme

dr
T
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[, g

prend en compte le transport de la chaleur dit au déplscement de

la matiére en-régime transitoire .- -

Le terme !

de,
gt

Correspond a une partie de la puissance dissipée pour échauffer
le solide, qui est récupérée sous forme mécanique par les contra-
intes de dilatation

L équation (II-34) rassemble la théorie de 1 élasticité et
celle de 1a conduction de la chaleur .Les problémes faisant in-
tervenir ces deux théories sont en général difficiles & résoudre.
Cependant, dans la plupart des applications, nous pouvons omettre
le terme de couplage entre élasticité et conduction de la chaleur
{61, sans pour cela introduire d erreur appréciable .Avec cette
hypothése, les problémes de conduction de la chaleur et de ther-
moelasticité devient distincts Ainsi, nous n’ surons pas besoin
des équations de 1 élasticité pour obtenir la répartition des

températures dans les solides

lféquapion de la chaleur devient

g
'a}:(xﬁ'aTj PCTE (II.35)

Dans cette étude, les matériaux sont considérés@nﬁotropes

.

4.
e

o0 K est la conductivité thermique du wmsatérisu .0On supposers

également que les caractéristiques des matériaux telles que 1la

conductivité K,. la capacité. calorifique C:» et la masse volumique
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p sont indépernidants de la température et du point du solide cons-
idéré, en se plagant en régime permanent 1°équation de la chaleur
dans les massifs se réduit dans un référentiel (o,;,f,z)

#T, FT, FT, . ar, ar, ar
K( + + ) pC';_f,(uaq-v-a-—;d-w-a-E) (I1.37)

ax* R oz

I1.4-PROPRIETES THERMIQUES DES LUBRIFIANTS :

La formulation des équétions régissant le comportement du
lubrifiant a 1 intérieur du contact doit inclure les fonctions de
"dépendance de la masse volumique et de la viscosité vis-a-vis de

"la température et de la pression

I1.4.1-HASSE VOLUMIQUE :

Le fluide étant supposé incompressible .La masse volumique
ne dépend que de la température, d aprés les travaux de DAWSON et
HUDSON, la wvaristion de la densité du lubrifiant avec la tempéra-
ture est nég.igeable comparée & celle de la viscosité .
nous supposerons donc pour la suite Qe cette étude que la masse

volumique est constante . o ,
IT1.4_2-VISCOSITE

De toutes les propriétés physiques a considérer en lubri-
fication hydrodynamique,la viscosité est lﬁ plus importante.
la wviscosité caractérise 1 aptitude physique d’'un fluide 4 assu-
rer la lubrification sous des conditions définies de vitesse, de
charge et de température . ‘

Dans les contacts faiblement chargés, tels que paliers et
butées, les variations de la wviscosité avec la pression (effet
piezovisqueux) sont négligeables devant les effets de

température
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Différentes formules ont été . proposé pour décrire cette
variation de la viscosité. avec la température .Nous citerons pour
memoire la formule de BARR -,la formule de HUGEL et CLAIRBOIS

La formule de MAC.COULL et WALTHER a été retenue par 1 ASTH

(American Society of Testing Materials) .Elle s exprime sous la

forme
loglog (v+a) = m logT + n
Dans: cette relation v est la viscosité cinématique en cen-
tistokes (mmz/s), T est la température sbsolue et m,n sont des

constantes spécifigues du lubrifiant .Le paramétre s dépend de ls

viscosité v, 1l prend les valeurs suivantes

: -pour Vv supérieur a.1.5 centistokes a=0.6,
-pour Vv comprise entre 1 et 1.5 centistokes a=0.65,
-pour Vv comprise entre 0.75 et 1.5 centistokes a=0.70,
-pour v comprise entre 0.4 et 0.7 centistokes a=0.75,

IT.5~-CONCLUSION

Les. éguations de: la - thermohydrodynamique des films minces
visqueux gue mous venons de présenter peuvent s appliquer 4 n’im-
porte quel type de contact lubrifié pour un fluide newtonien.
Ainsi, muni de 1 éguation de REYNOLDS généralisée, de 1 éguation
de 1'énergie dans le film, de 1 équation de la chaleur dans les
massifs, et en tenant compte de la variation des propriétés du
lubrifiant ‘avec la température, nous sommes en mesure d étudier
le comportement thermohydrodynamique d un contact lubrifié

" Le probléeme 'général fait ‘intervenir un grand nombre de
paramétres qu’'il est difficilelde prendre en compte dans toute
leur Hénéralité : gZéométrie et cinématigue du contact, conditions
aux limites, propriétés-physigques des composants
Aussi, nous Yimiterons 1 étude au c¢as partienlier important du
palier lisse
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CHAPITRE III

THERMOHYDRODYNAMIQUE D UN PALIER LISSE

ITI.1-INTRODUCTION

;Les paliers lisses les plus simples sont constitués d un
arbre tournant dans un alésage en présence d un lubrifiant .Dans
un palier lisse hydrodynamique, un film Fluide sépare totalement
l"arbre du coussinet .Ainsi, ce palier peut étre schematisé par
deux cercles de rayons voisins .La tfigure (II1.1) présente les
trois phases observées lors de la mise en route sous charge du
palier .A 1l arrét (fig III.1.a), 1 arbre et le coussinet sont en
contact . Au démarrage (fig IIT.1.b), 1 arbre roule en glissant a
l1"intérieur du coussinet, le régime de lubrification est dit
mixte, le lubrifiant est entraine dans un espace convergent formé
par l’arbre et le coussinet .Dés que .la vitesse de rotation
devient suffisante, il y ‘a création d un champ de pression
hydrodyﬁamique qui s ' oppose & la charge ﬁ.et assure 1°équilibre

Dans cette étude, nous nous limiterons sau régime hydrodyna-
mique pur établi et nous supposerons que 1 écoulement du fluide
a4 travers le palier est laminaire et permanent

Par ailieurs, nous prendrons en compte la variation de la
viscosité en fonetion de 1la température mais nous négligerons

celle de la masse volumique
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(o) | ‘7 o) ©

fig T1I1.1 : schématisation d'un palier lisse

111 .2-GEOMETRIE ET CINEMATIQUE DES SURFACES -:

Un palier lisse (fig II1.2) est constitué d‘un coussinet,
de centre Oc, de rayon Re, et d'un arbre de centre Osa et de rayon
Re .Sous 1l action de la charge, 1les centres Oec et Oa ne coineci-

dent pas .La distance 0-0a est 1 excentricité e

L'gngle que fait la. ligne 0c0s avec la direction de la
charge est 1 angle de calage ¢ .Si - les axes du coussinet et de
l'arbre sont paralléles (palier aligné) et si 1°on néglige les
déformations élastiques dgs surfaces sous 1l 'effet de la tempéra-
ture et de la pression, ces deuX parasmétres sont suffisants pour

repérer le positionnement de 1 arbre & 1 intérieur du coussinet
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fig 111.2 : section droite du palier

Compte tenu de ces hypothéses, 1 épaisseur du film a pour
expression {(annexe A)

h = e(l+€ cos8) (111.1)
L o
¢ = Re-Ra @ le jeu radial imposé par lgusinage ,
= e/c : l'excentricité relative, élle varie de 0 a 1 ,
= x/Ra @ la cpordonnée angulaire . ’

Les rayons Ra et Rs étant ~trés voisins (Re/(Re-Re) =103),
on peut négliger'la courbure du film et développer 1 arbre et
l’assimiler a un plan (fig'III.3) .51 seul 1l arbre est animé d un
nouvement de rotatlion uniforme de vitesse @ ; dans le repére
assoclé a la figure (II1.3), dont le plan xoz est confondu avec
la surface développée de 1 arbre et en considérant qu'il n ° ysa
pas de glissement entre le fluide et les parois,‘les conditions

cinématiques relatives aux surfaces s écrivent
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Ui = 0 = @Ra . v = 0 ;.w1 = O
(II1.2)

+1/

fig II1.3 :palier développé

ITI.3-DETERMINATION DES. CARACTERISTIQUES STATIQUES DU PALIER:
IIT.3.1-LA CHARGE

la valeur de la charge W que peut supporter le contact
cylindrique est obtenue par intégration du champ de pression
Comme le palier n’'est pas un contact plan, on projete la pression

sur les axes ox1 et oxz (fig III.4)
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fig III.4:schématisation des composantes de la charge

Les composantes Wxi et Wxz de la charge sont ainsi données

par

Wx, = ((P sin@ ds Wx,= -IP cos@ ds
&) [l

L intégration se fait sur, 1 enveloppe (s) d’un eylindre tel

gque S$=2NRL,

ds=dx d#Z; est un élément.de surface de cette enve-

loppe et B=x./R la coordonnée angulaire déja mentionnée

La valeur de la pression :étant nulle dans la zone inactive

du film, on écrit

BB:XE-‘;/R

On en tire

TCI11.3)

Wx, = —RffP cosf cﬁdz

'
Y
5

L4, s

g a

étant 1 sngle de rupture.

immédiatement la charge
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W= (Wx1 2 + Wxz 2) 1r2 (III.4)

et 1l 'angle de calage

¢ = arctg (Wx1i / Wxsa)

La resolution de 1'éqdation de Reynolds étant numérique, le
champ de pression est 'discret; par conséquent, son-“iﬁfégféfion
est  numérique :on appligquera dans ce cas, deux fois une méthode
d intégration dite méthode composite :une fois en discrétisant en
z puis une fois en x ‘

501t une fonction f(x) considerée entre deux points d abs-

cisse a 2t b (fig 111.5)

AL BN

&

EJ F

n

sl s
o .
]
- | >
Xzg X, X, X1 x"h:b X

fig .5

la méthode composite consiste & faire passer un polyndme dit de
lagrange, par les valeurs de la fonction f(xi1) définies aux
points xi puls d integrer ce polyndme .L intégration totale de la

somme des éléments d aire AS: .On =
b
[£(x) ax = Q;Asi.
a

a &tant le pas entre deux points xi et xi+1

Ta o

P

o :

ks
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Ainzi, en'approchant la fonction f(x) sur chaque intervalle
[x1,X1+1} par un polyndme de degré 5, on aboutit &

b
i 1 : ' 1
E{f(x) dx = Z frEfy 4 v 2,

Par suite, en discrétisant et en utilisant cette méthode,

1l éguation (I1I.3) devient

o, : 1
Wx, = asin(0,) [ P(i,7)]
= Jyesin(®) (BY P(LJ
-, n—l! e _‘_'_E n
Wx, = —?;2 acos (8,) [ﬁ;;z P(i,7)] - 2 ZJ:P(I:J)

avec a4 pas en X, B pas en z, Biz(iwl)ﬁa, me valeur maximale de 1
correspondant & 1 abscisse de rupture” 8s (ou Xa), n valeur
maximale maximale de J. . ,\

La preséion étant nulle sur les deux cotes latérales du

palief, 1l intégration du champ de pression se fait pour j=2,n-1
I11Y.3.2-LE DEBIT AXIAL

On cherche & déterminer le débit sortant des deux faces -
latérales du palier .Ce débit trouve son importance dans le fait
que sa valeur est lz mémé gque celle du débit alimentant le
palier ' :

Vi la symétrie do. mécanisme, les débits volumiques qi1 et az
sortants des deux‘ faces' du'palier 'sont égaux .Ainsi, on ne
détermine que le déhit gz sortant de la face correspondant a
Ll abscisse Q{}: L/2- .En intégrant la cémposante W de la vitesse
du fluide suivant la surface ;[ Zy= L/2, on obtient
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2%R h t
d¢ = f fwls-r./z dydx
o o -

Le débit axial total q vaut donc, le double de gz et va qu’il n~

va pas d’écoulement sxial au dela de 1 abscisse de rupture x=,

on a
Xs B
@ = 2 [Wl 0y, dydx
6o
Ainsi, en utilisant la méthode composite d intégration, on
obtient ' )

q-= 2«?; [Big W(x;,¥4,2=L/2)] ' (III.5)

.a le pas suivant %, Bi le pas suivant y fonection de x
On définit un débit sans dimensionua, qui s écrit

- L
g umCR’q-

I1I.3.3~-LE COUPLE DE FROTTEHENT

Cn s intéresse particuliérement au couple de frottement sur
l'arbre,lpuisqu'il nous permet de déterminer la puissance dissi-
pée par le palier

L état de contraintes de cissillement permettant le calcul
du couple de frottement sur 1 arbre s 'obtient &4 partir des équa-
tions (I1.25) .En remsarquant que la somme des contraintes tangen-—
tielles Tyz est nulle, en raison de la symétrie du contact et en

tenant compte des conditions aux limites sur la vitesse du fluide
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(111.2) il vient
T (¥=0) =-(h af: h)

Dans la partie asctive du fiim, c’est & dire jusqu’a 1 abs-
cisse 8=0a 00 ls répartition devient nulle, le couple résistant
s’ écrit ‘

L 9,
' = - i aP .E
Care = [ [ R oyy=0). ds - [1o0 SheuL1R Bl
region Ly 00
active

A
Py

on x=RB

I1 faut donc calculer deux intégrales

ol h=e(l+€cosB) _
La premiére integrale li se calcule analytiquement par
parties

— =

R
I 2

s,
{ 9Py ®dz

O"——-‘h

f[(pmlo fp d®) dz
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Comme F=0 sux frontiéres de la partie active, il vient

=—~——ffP aﬁfz

CeHX,

8,
f P 8inb d8dz =
[#]

D""-—.h

L6,
car Wx, = Rf |P 8inb d0dz
_ [

La deuxiléme intégrale 12 est immédiate & partir de [7]

T 2

L 8,
- kR?u 1
12 c .{ -!‘ 1+s.cosﬁdadz

6, _
I =_ER’uLf do
2 c 4 1+ecoshd

2
I, = “RCUL 2 2.211:ct:_o:1(«| r:g--f)
Y1-e

On s donc

“

.{M Arct:g(,' cg.e_!!) +-_Wx1)
J"“-I

Cyi-g

Dans la partie inactive du film, 1la pression est nulle et
par consequent dP/9@=0 ;toutefois, on ne peut pas considérer que
la relation tiz=pu/h car cela suppose le film est complet dans la
partie inactive ce quil n’'est vérifié expérimentalement que pour

des pressions d alimentation 1mportante .Dans cette portion de
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L' écoulement le gradient de pression circonférentiel est nul; le
débit est di & la rotation de 1 arbre .Vu qu’il n'y a bas d écou-
lement axial, ce débit est supposé constant .0On peut donc poser
selon [8] .

uhl’= uh*L

0d h* est la hauteur du film d huile su début de la zone inacti-
ve, et la longueur équivalente du coussinet L = L{(h*/h)

Le coﬁple de frottement dans cette partie s écrit

L ax L 2x
R? R*nuh®
Cimt*-ff—}fﬂ oﬁdz={!—-—-5';z— dBdz
0 [ 2

. 0

Dans 1 expression de Cineet seul h dépend de 8 .D o0 on a

in
1
Cin.lct = PRauh.L!'})_QCB

Cette intégrale est immédiate & partir de [7]

pRPub'L __esind, 5
¥ (e-1) (1+ecos8) (g2-1) (J1-¢2)

Cinac't: -

l-¢ e'
;u:ctg( E—:Etg-?))

Etant -la somme de Cact et Cineece, le couple de frottement

sur 1 arbre g écrit

-_2pRiuL ‘ i1-e 8,,, pRr2ub'L e 8in@, _
C, Arctgl( T7e U9 )+ ((62—1)(1+c Y

1-g2 2 c?

Arctg(y 1% !:g%’) )-_"-_j-gmi (IIX.6)

2
(e*-1) Y1 €2 | Tee
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IIT.4-CONDITIONS AUX LIMITES SUR LA TEHPERATURE

III.4.1—LES‘DIFFERENTS HODES DE TRANSFERT DE CHALEUR

Dans un palier, il v “a production de chaleur & 1 intérieur
du film par dissipation visqueuse .Le probléme qui se pose alors
est de savoir comment cette chaleur est évacuée du palier .On

distingue trois modes de transfert de chaleur

-1la conduction,
-la convection,

-le rayonnement

Une combinaison de ces trois modes de transfert peut avoir
lieu simultanément sur les differents interfaces rencontrés dans

le palier

-la conduction obéit & la loi de fourrier, elle exprime le
| flux de chaleur qini qui traverse un €lément de surface unité
sous la forme ' 7' .
aq1n+=-K 'T,4 ns - CITT TS

-le rayonnement obéit & la loi deSTEFAN-BOLTZMANN, le flux

de chaleur émis par une surface d’aire unité s écrit
'gini1=€:1 g T4

oiu T représente la température absolue de la surface ravonnante,
€1 le facteur d’émission et o la constante de STEFAN-BOLTZMANN
(0=5,67.10-8 w/m2 . °K<)

5i 1°on considére une masse gazeuse & une température T2
qul échange de la chaleur avec une paroi plane rayonnante & tem-

peérature Ti, on peut écrire le flux de chaleur sous la forme



|
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o (Ti-T3)
101 (III.B)

— e =]
g, ¢,

qini = ‘hI(Tl_Tz) =

he est le coefficient d échange par ravonnement et s exprime en
@/m#.k .I1 dépend fortement de T1 et Tz .L€ ga% est Tromsparent .

-La convection est un mode de transfert d énergie qu} cor-~
respond 4 l’'action combinée de la conduction et du mouvement du
fluide .Ce mécanisme a lieu & 1 intérieur d une couche limite
thermique et son étude est trés délicate .Cependant on peut ap-
procher la quantité de chaleur évacuée par convection & 1 aide dg

la loi de NEWTON qui s exprime sous la forme

gqin1=he(T1-T2) (ITII.9)

he le coefficient de convection, qui-Wari€ - avec

-la vitesse V du fluide,
-sa masse volumique p,
-sa chaleur massique Cp,

-son coefficient de conductibilité K,

-la viscosité cinématique v-if:;:

On a 1 habitude de regrouper les lois de rayonnement ther-

migue et de convection..Ainsi, étant donné une - paroi de tempéra-
ture de surface Ti, de facteur total- d émission €1 en contact
avec un fluide de température Tz de facteur d émission €2, he et
he étant les 'coefficients d échange -superficiels par convection

et rayonnement, on peut écrire pour le flux de chaleur
qing = hé(Tl—T2)+hc(T1‘T2) = (he+he)(T1-T2z) = h(T2-T2)
h érant 1le 'coefficient globai d "échange superficiel, il est es-

sentiellement fonction de 1la vitesse du fluide et des tempéra-

Lturaes Ti1 et T2
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Les différentes frontiéres 4 considérer lors des échanges

les différents éléments constituant le
lisse sont représentdées sur la figure (II1.8)

tLhermiques entre palier

tig IT1.6

différentes surfaces du palier

ITI.4.2-SURFACES EXTERNES DU PALIER

sur les surfaces externes du coussinet Se Sie (fig 1I11.8)

trois types de conditions aux limites ont été envisagées
a) la surface est & température fixée Te
sur Se

T,I'Rm = T.f

SUr Sie

Tl zetryjz = Tg

C'est le cas idéal qui suppose la température connue et

maintenue constante par un élément extérieur au palier



S
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by il v "a POHVPCtlon et rayonnement sSur ces deux surfaces

sur Sr on peut écrire

2O

<ar Ir-R.zt = ~h( Tl I=R o= Ty)

o encore

BT
ar ,znkaxt: = -—1—? (Tlr-Raxt— Ta) :
c

Dans ces relations

h : le coefficient globale d "échange considéré constant
Ke @ le coefficient de conduction du coussinet

Rext : le rayon externe du coussinet

Le : la longueur du coussinet

Ta : la température ambiante

T : la température de la paroi

Te : la température fixée

Pe méme sur Siec on écrira

LIPRR B

aT h
lz-tL o2 5 -7(" (Tlr-tLJz-Ta)
c

A I3

c) les surfaces Si1e et S» peuvent étre isolées; c est le

cas limite de by 1nr5qup h -+ (0. Et on a par conséquent

.

oT

—_— =

dn

ol n est la normale & la paroi : ¢ 'est la condition de type

adizbsatique
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111.4.3-INTERFACE FILM-COUSSINET OU FILM-ARBRE

Les interfaces

Sfc et Sra entre le film et le coussinet ou
le film et 1’arbre sont baignés - par .le.film lubrifiant : totale-
ment dans la zone active du film et en. partie

seulement dans 1ls
zone inasctive

.5ur . ces deux interfaces notre modélisation nous
permet de tenir compte de trois types de conditions aux limites

a) 5Sur Sre ou Sra la température est imposée a une valeur Ts

Tlp, = Ty
ou
) le’-R1 = T.i .

De telles conditions aux limites éliminent par
la participation des solides dans le bilsan

conséquent

thermique globai.
Elles se justifient difficilement d un point de vue physique .

b} sur Sfe ou Sra le gradient de température est nul

SUr Sre i
Lhano

sur Sfc L
’%5Lmb= 0

Ce sont des conditions aux limites de type adiabatiques
Elles excluent aussi les solides

¢} Sur Sre et Sra il y ‘& continuité du champ de températu-
re. Le type d’élément choisi (approximation de lagrange) permet

une identification nodale du champ thermique entre 1le fluide et
les massifs en présence
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Les trois types de conditions aux limites énoncées en
(II1.7.2) peuvent &tre ntiliseées .Par conséquent on peut écrire
temperature connue

QWSM =T

conditlon adiabatique

aT
Elsu =0

condition d échange avec 1 extérieur

arT h
Bz Iz-gsz = “k"! (le-lez-Ta)
(- 4

Dans cette relation

Ka : le coefficient de conduction de 1 arbre

he : le coefficient d échange considéré constant
La : la longueur de l'agbre

Ta : la tempérsature ambisnte

T : la tempérsture de la paroi

Ts : la température connue

I'T1.4.5-FORME PARTICULIERE DE L EQUATION DE L ENERGIE DANS
LA ZONE DE RUPTURE DU FILM

Dans 1s zone diverdente du film de la plupart dao palier, il
existe un domaine on le film lubrifiant n’'est pas complet .Ceci

se traduit dans cette partie du palier par une pression et un
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gradient normal de pression nuols

Nous supposons que dans la région inactive, le film est
complet et la pression nulle [ équation de 1 énergie s éerit
donc

T, aT, . FT _
pcp(u-é;-“"‘VT}’) + KE; p.(

Bu

2 =
ay) o

Cette hypothése permef de traiter de la méme facon la ré-

gion inactive et la région active
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CHAPITRE 1V

APPLICATION DE LA METHODE DES ELEMENTS FINIS
A LA LUBRIFICATION THERMOHYDRODYNAMIQUE

IV.l—INTRODUCTIONl:

Si. le ééé de la lubrifiéation en régime 1isotherme a été
largement traité au moyen de la methode des éléments finis (ARGY-
RIS, et SCHARPF, REDDI et CHU, WADA et AL, ALLAN REINHOUDRT, BOO-
KER ‘et HURBNER et NILSSON), peu .de travaux relatifs au régime
thermohydrodynamigque ont été publiés a ce jour .Deux auteurs TIEU
et HUEBNER ont contribué 4 la maitrise de cette technique de
‘calcul dans son application au régime de lubrification thermchy-
drodynamique . .Ainsi, muni de 1 °équation REYNOLDS généralisée, de
l eéquation de 1l énergie dans le film et de 1 équation de la cha-
leur dans les massifs, nous sommes en mesure d’ étudier le compor-
tement thermohydrodynamique d un contact lubrifié .Ces équations
aux dérivées partielles n 'admettant pas de solutions analytiques,
nous sommes amenés A appliguer la méthode numérique de type é€lé-

ments finis pour résoudre ce probléme

1V.2-SYNTHESE DES PRINCIPES VARIATIOKNELS
IV.2 1~-INTRODUCTION

La méthode des éléments finis discrétise une formulation
intégrale (ou variationnelle) des éguations de comportements des
systemes physiques pour conduire’ ' d un systéme d équations algé-
brique guil fournit une solution approchée du probléme
Cette formulation intégrale est obtenue par' 1l utilisation de la
methode des résidus pondérés, et selon le choix des fonctions de
pondération. tout un ensemble de formulations intégrales est obte-
nae

~formulation de type GALERKINE, ou de ritz si 1°on utilise

la notion de fonctionnelle .Celle-ci est la plus utilisée,
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-formulation de type collocation par points ou par sous-
domaines,
-formulation de type moindres carrés,

-formulation de type éguations intégrales de contour

La notion de fonctionnelle est souvent unutilisée pour construire
" directement une formulation intégrale en utilisant le principe de
stationnarité de la fonctionnelle, cette méthode n est gu'un cas

particulier de la méthode des résidus pondérés
IV.2_ 2-METHODE DES RESIDUS PONbERES :

Soit un systéme physique continue stationnaire dont le

comportement est représenté par un systéme d équations sux déri-

vées partielles, linéaire ou non linéaire d ordre m

$(u) + £,=0 sur le domaine V (IV.1)

Les conditions sux limites s’ éerivent

C(u) = £,  sgur la frontiére S (IV.2)

ai Z et C sont des operateurs différentiels indépendants de u
fv 2t ts sont des fanctions connues dites sollicitations

Nous appelons résidus la quantité R(u) définis par

R{u) = @(u) « £, (IV.3)

Des fonctions u sont une - solution du probléme si il satisfont a
la fois a4 (IV.1) et (IV.2), dans.ce cas R(u) est nul
La méthode des résidus pondérés consiste a rechercher des

fonctions u qui annulent la forme .intégrale
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Wiu) = f y> R(u)} dv = f <> {L(u)+f} dv =0 (IV.4)

v

Toute solution u qui veérifie {IV.l)'et (IV.2) vérifie également

" (IV.d) quel gue soit le choix de la fonétion de pondératioh |

Par contre la solution u de (IV.4) dépend du choix de ¥ .

IV.2.2.1-FORKE INTEGRALE FAIBLE :

L intégration par parties de (IV.4). fournit des formes
intégrales dites faibles gﬁi présentent les avantages sulvants

-1 ordre maximum des dérivées de u qui apparaissent dans la
forme_intégrale diminue .Les conditions de dérivabilité de u sont
done moins fortes

—certaines des conditions aux limites qui apparaissent dans
la forme faible peuvent étre prises en compte dans la formulation

intégrale, au lieu d étre satisfaites identiquement par u
IV.3-APPLICATION DE LA H.E.F A L EQUATION DE REYROLDS :

Pour un fluide incompressible, dans le cadre de la lubrifi-
cation thermohydrodynamique, il existe une fonctionnelle associée

au probléme qui s écrit selon (9]
dh
J(p) = f (-G vP.vP + 2 (hil;+F(i,-&,)) .vP + 2PT£:} dv
. D

+ 2[P..d-ﬁ al (IV.S)
_ .

ou V représentg' l'dpérateﬁf grédient, 31 le vecteur vitesse
relatif a4 la surface ‘i;'(ui, ﬁi) ées'composantes dans les direc-
tions x,z, D le domaine de résolutioﬁ ddnt la ffontiére T qui se
décompose en deux parties . .

-T'e oﬁ'lé pression est connue,

-T'q of le débit est imposé
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o etant la normsle unitaire & e et a'le débit normal a 1la

frontiére T4

Cette forncticnnelle est obtenue par 1l applicstion du
théoréme d Helmotz et Korteweg [9] et elle s'écrit (Annexe B)

= - i{, 2 aP
J(p) ‘[f G5 G( 2 +2hu1-5—+2hw1Tz+

+'2F(u2~u1)g)—1: + 2F{w,~ wl)-B— + 2P—§%} dv - (IV.6)
-2-1[ g p dl

2
4

ou A = D-¥

et I'z :1la frontiéré ou le champ de vitesse est connue
IV.3.1-STATIONNARITE DE J(p)

En régime quradynamique etablie laminaire, lorsque seule
la surface infériecure est animée d une vitesse de translation u

(fig IV.1), la fonctionnelle J(p) se réduit a la forme suivante

Jip) = f{c(ap (aP)2+2bugP zm-‘g-glda~

CIV.7)
-2[qu1
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fig IV.1 :systéme d axes

J est une fonction de P, Px, Pz avec
P=P , Px=dP/9x , P-:=dP/az

La premiére variation de J est définie par

. _ag a7 3y
dJ(P,P,, P,) = 5;;“’" _aI::MP*) + ap,a (pg) +

ou 8F,5Px et &P. sont les variations quelconques de P, Px et

Fe
oJ 4Jg et OJ :
ap‘ap; oP, sont obtenus par dérivation formelle de J par

rapport P, Px et Pz .0n a
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o _
— o zl[qdl

f( 2G——+2hu-2Fu)dA

87 _ [ 2 3
BPZ‘.‘[‘ 26 az)dA

L expression de la variation de J s écrit alors

3J(P,P,, P,) -f{ -26G ap“ ) + 2u(h-£) a(a")

(IV.8)

—2g OP 4 0P -
ZG—a—EG(az)}dA 2f(q6pd1

J{p) devant étre stationnaire [10]), 8J(P,Px,P=) = O

0J(P,Px,P=) représente également la forme intégrale faible W(p),
dite de type Galerkine, de 1"équation de Reynolds généralisée
appliguée & notre cas .Lérséﬁeqlea contour est constitué de seg-
ments "1, paralléles 3 1’axe zret I''2 paralléles a 1 axe x, le
dernier terme de 1 équation (IV: 8) peut s écrire

[g&Pdlmedez+fQ&de
2 ["

tel que:
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d ol 1 expression (IV.8) ‘peut étre formulée de 1a maniére
suivante '

W(p) _f {c-__ - u(h f)} (ap) dxdz +

0z

,,f( oP 3 (ap)) dxdz + (1V.9)
A

' 9p _ - > dz ap
+L(G3x u(hf))ﬁpdz+r];GaZBde

IV.3.2-DISCRETISATION DE LA FORME INTEGRALE

L expression (IV.9) représente le comportement d’un systéme
physique continun n admettant pas de solutions directes, il est
nécessaire pour obtenir une solution approchée du probléme de

discrétiser le domaine ainsi que la fonction pression
TV.3.2.1-PRINCIPE DE DISCRETISATIOR

La methode des .éléments firis est une methode d approxima-
tion nodale par sous domaines .Elle consiste tout d "abord & iden-
tifier 1le domalne D a un ensemble de. Sous- domaines ou éléments
ve | Dans Phaque elpment on effectue uré approximation nodale gui
ne fait intervenir que les noeuds situés dans ve ou sur la fron-
tidre de ve ' ‘

Les fonctions approchées Pe(x,z) sur chaque élément ve sont
construltes de maniére a étre continues sur ve et entre les dif-

férents éléments .On désigne done par
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-élément :sous-domaine ve |

~polnts nodaux :les points pour lesquels la fonction appro-
cheée colnecide mvec la fonection exacte |,

-coordonnees nodales :les coordonnées des noeuds :X1,vi,21 ,

-variables nodaies ‘les valeurs Pi=Pe(x1,y1,21)
IV.3.2.2-DISCRETISATION DE W

Il est nécessaire pour opérer sur un élément de remplacer
la forme intégrale globale W (IV.9) par une somme de formes
intégrales We dites élémentaires .Ceci est le principe de base de
la methode des éleéments finis

Soit NELT le nombre total d éléments du domaine, on peut écrire

NELT
Wip) = ¥ we(pP®) =0 (IV.10)
e=1

aveo .
wepe) = [-ia %P;' - u(h-H) -‘%(ape) dxdz +
+ f(~G-%-Pz—a %(5?’;),).(1}“’2 + (IV.11)
ve Tope -

ape® _ - o OP%y 5o
‘ +(pj:f(c_‘9; u(h-£))3P° dz + (Pch =—8P° dx
1. ale

Si 1 élément n est pas adjacent a une alvéole, les deux

intégrales curvilignes sont nulles .nous poserons

P® = < N >(P%
(IV.12)

$pe = < N>{8P7)
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o <N> représente 1 ensemble des fonctions de forme permet-
tant 1l approximation de la fonction P sur 1l élément

We(Fe) paut s écrire . i

We(P® = —<8pf...8P] >f(G{aN}(3—) G{'é_k'é')) dxdz { .}

. o e
+ <8R8, .a-p;>fu(h—f) {.gg} dxdz +
- (IV.13)

+<opf.. 880 [ (6 2 - uh-n)N) dz +
NYie

+ <8pf...800> | G%P?'{N}dx

@,

Cette expression est valable gquelle que soit 1a variation vir-
tuelle &F1 .La relation (IV.13) permet d aboutir a

o WO(P®) = (KPR + (£ + (£ (IV.14)
avec
N, AN 3N, 8N
Ky =.f‘{Ga—;'§‘j : 75—‘—1) dxdz (IV.15)

terme (1,3) de la matrice fluidité élémentaire [K) équivalent a
un débilt dd & 1 écoulement de poiseuille sur 1 élément

3

fu(h-f) aNi dxdz (IV.16)
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composante 1 du vecteur sollicitation de volume équivalent & up

débit dil & 1 écoulement de couette sur 1 élément

3

a= [ (6 %’ - u(b-H)N; dz + | G%‘;Ni dx  (1V.17)
T, )

composante 1 du vecteur sollicitation de surface équivalent au
débit imposé a la frontiére de 1 élément

La forme intégrale globale se construit par addition des
formes élémentaires .

W(P) = )‘_: We (Pe) aE[K]{P'}-r{f'}-r{f'}- 0 (IV.18)

a=1

Cette somme est organisée sons la forme matricielle suivante
wW(pP) = {KI{.Pn}+lf,}+{f,}=0 . (IV.19)

avee

(Kl: matrice fluidits globale équivalente au débit sur le

domaine D di & 1 écoulement de poiseunille
{fv]: débit global da a l"écoulement de couette sur le domaine

[fe) représente le débit qu1 sort dP toutes les alvéoles (c.a.d
ie débit qu1 sort du paller)

La résolution de 1 équation de Reynolds par éléments finis
sur le domaine D revient & écrire la copservation du débit sur ce

I

domaine

Le passage de (IV.18) a (IV.19) se fait par 1l assemblage des
éléments
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IV.3.2.3-ELEMENT D APPROXIMATION DE LA FONCTION P :

L équation (IV.19) devant &tre résolue simultanément aveec
1 éguation de 1 énergie, la connaissance du champ de vitesse donc
!a valeur des gradients de pression en chaque noeud est intéres-
sante, donc le choix de 1°élément de base doit permettre de faire
apparalitre comme inconnues: nodales la pression ainsi que ses
dérivées dans les deux directions
L ¢lément d approximation de la fonction P que nous avons‘bhoisi,
est 1 élément cubique de type Hermite (fig IV.2) (quadrllatere, 4

noeuds, semi-C1) (annexe C)

deu Co ' Ui
:\2%2 R dndi Ty U =) deUi
AR VY AT u3 dy\d;
e Y3 =443y
| € ul
Uip U =
eyt A . 7 x
a) tement f’& ' ' ' b) element - =
re.}ermca Via (;z_e\_ Ve

fig IV.2 :Klément d approximation de la fonction P

L approximation+nodale fait aihsi apparaitre douze fonctions de

forme N1 (annexe DY
IV_.3.2.4-ELEHMENT D APPROXTMATION GEOMETRIQUE -
Nous avons choisi pour 1 approximation géométrique du

probléme un élément de lagrange & quatre noeuds (fig IV.3)

(annexe ;D)
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A VAR
(-1,1> . | X X<
4 31 :
1 > Tt % X}
L _ 2]
-1,-1> D T %
4’ élément parent > élément réel

fig IV.3 : Elément d approximation géométrique

Les noeuds géométriqueé sont au“points choisis & priori dans et
sur le bord du domaine .Ils sont en coincidence  avec les noeuds
d’ 1nferpolat10n et dpflnlssent ‘ainsi les éléments constitutifs de
D, c'est-da-dire les é&léments flﬂls .Chagque élément est défini de

maniere analytique unique par ses noeuds géométriques

IV.4-APPLICATION DE LA H E. F A L’ EQUATIOH DE L ENERGIE DANS
- LE FILH

La répartition de'ftémpéréture dans le film fluide est
obtenue par la résolution de l7équation de 1 énergie (II.33)
L operateur n’ étant pas auto-adjoint, il n’'existe pas de fone-
tionnelle associée 4 1 équation de 1° energie .Pour construire une
equatlon intégrale nous utilisons la méthode des résidus pondérés

et plus particuliérement oelle de Galerkine
1V.4.1-METHODE DE GALERKINE

Considérons la quantité R(T) définie par

- oG 1wl 3T , BT
R(T) = ‘p_Cp[uaxFJ Vot waz] ay(Kay)

(IV.20)
_ OUuya ;0w
“[(_ay) + (—ay 1
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La methode des résidus.pondérés consiste & rechercher les
fonctions T qui annulent la forme intégrale définie sur un
domaine de résolution

'
‘4 % 1 @
A

: W(r)==f<¢>{RiT)Vdv (IV.21)
D

Les différents choix pn551bles des fonctions de pondération
T définissent des méthodes de resolutlon distinctes .La methode
de ualerkine'consiste a prendre comme fonction ¥ 1 ensemble des

variations 6T de T

L equation (1V.21) devient

or  _aT aT aT
W(T) = ‘L-(GT){pcp[U&‘*Vw ] a %)
(IV.22)

—p[(g;)2+ ( a“’)*]} dxdydz

Ces fonections T do{végf étféuaérivables deux fois et satis-
faire les conditions aux limites du probléme définie sur le
domaine D Arln de d1m1nuer 1l ordre de dérivabilité des fonctions
T, on construit 1la 101me 1ntegrale faible de (IV.22)

e dr . o
LS

IV.4 2-FORMULATION FATBLE

L= forme faible de "(IV.22) est obtenue en intégrant par

parties le terme de conduction .0On obtient ainsi

. or orT or oT _ 33T
W(T) = mj:m{pc:* (ua 6T+vay6T+wa 6T)+Kay %

e ' (IV.23)
-}1[( >=’+ (3—)’] 3T} dxdydz+fKaT5T dxdz
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I'* représente une partie du contour ' du domaine A .
Le terme du contour est nul si la température est imposée ou si
1 hypothése d adiabaticité est faite

1V.4.3-DISCRETISATION DE LA FORME INTEGRALE -

La forme intégrale totale W(T) est remplacée par une somme
de formes intégrales élémentaire .En appelant NELT1 le nombre

total d ' éléments dans le film, on peut écrire

T
NELTZ

W(T) = } Wo(T°) =0 - (IV.24)

@al

, R
avec L o ’ )

e = oé?_. & 6_31: 640 0T xme
we(T) M{m{pcp(u = o-r'“w 3y 8T+ we S 8T°)

OT® 3T _ 1 8U® 2., DW®, 21 5o -
+ 5 *_,35" .p[( 8y) +{ By) 13T°} dxdydz (1v.25)

are
+rf-x—é?6:r’ dxdz

s

{1 est a remarquer que les intégrales curvilignes sont
nulles si 1°élément rconsidéré n'est pas adjacent au contour
51 1 on pose

T = <N*>{T,°}

BT = <N>{8T,°)

u® = W% ' . (1V.28)

éAf)hQ'}

<
-3
B

<N*>{w?)

E
Y
K
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O <N*> 'sont les fonctions de forme utilisées & la fois
pour 1l approximation du champ de température et du champ de vi-

tesse .0n obtient ainsi

LI

e mesano [0 ar,.
WoT) = <8T,%.5.8T,%>. Lt{pcp<w>{u;}{-5;} <N+

+<N‘>{v:}{aN'}<N'>+<N'> {w °}{ }<N‘>+
Esd
+ K< %N’ {aN‘} wlr) [ (<O y>{u o2y ((IN y>{w o}pnaxdydm A
Tg
- oy
+<6T1°...6T:>f1(<—a-1—v:-) dxdz{ . } (IV.27)

T Iy
| Ta

Cette expression est valable pour toutes les variations
virtuelles &8T41 .L équation (IV.27) donne

we(Tey = [KMIZ+{£71+{£5} (IV.28)
aveoc
Py an; an;
(K,;p) = {pc ((N'>{u'} jz\v"+<1\r'>{v‘} 2 Ny +
7 cze'an ? * ox "oy

(IV.29)

SRR +<AP>{wa%g§AG)+J(aﬁr aN;

5 i} dxdydz

terme (i,3) de la matrice thermique du fluide qui représente
l"énergie transmise par transport dii au déplacement du fluide et

par convection
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Af, )8 = - f p.[(( >{u,,'})2+(< >!n,:})’]ﬂ;_dxdydz (Iv.30)

#lément

-

Composante i du vecteur sollicitation de volume equ1va1ente & une

énergié de dissipation visgueqse
ON;
(£,)° = fx_a—‘ dxdz (1V.31)
, r* Y ‘

Composante 1 du vecteur sollicitation de surface équivalente & un

flux de echaleur

Le calcul de 1l expression (IV.29) imposeila cennaissance du
champ de vitesse dans le film .Les composantes ue, ve et we de la
vitesse sont données par:la relation (I1.23) .Les calculs de u et
Ww ne presentent pas de problémes, vu que les gradients de pres-
sion suivant x et z sont connus .Par contre, le calcul de la
vitesse v du fluide dans la direcﬁ{onud@ 1 " épaisseur du film a

1 aide de la .relation siivante est ‘plus délicat

f(""’ °) dy

Le calcul de cette quantité se fait numériquement en utilisant la

méthode composite suivant la formule

VX, Y 2} = ?:1{ (x.yi.Z) + a; {x,¥;,2)]

¥ le-pas suivant vy .En utilisant 1 approximation (IV.2B) on a

Lt
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du?® aN‘>{u:}

= = (&

ox = ox

- owe. AN
By A PR

Un obtient pour une position donnée (x,v1,2)

du;

ox

mQJ

><|.?s
B

et

g

ow; o
‘9z 7§;‘ﬁ

(V.O-AFFLICATION DE tA M.E.F A L 'EQUATION DE LA CHALEUR
DANS LLES MASSIFS

e moddé i laation par élément finis de 1° equation de la cha-—
lewr dans 1o massife néecessiie la mime démarche que cellis utili-—
BEE |3 e 1 Eouatlion de 1 énergie ders le film .

La methode  de Saiorkine appligase A (I1.37) conduit & 1 a forme

antegrale sulvante rpow

&T . Fr_FT, _ ar, ar,  aT
W(T) = !:GT{K( o 5 +_az=)_ . _p}ct,,fua—x "'ay“”az)} dv (IV.32)

b roneme fYadibls o de (IVUERR) et obtenue par in tégration par par-

o e
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W) - [- (a)z"aw OT 38T, OT AT 4o

ox Ay By 9z oz

or

fpc(u—;+vay

ar :
-a—z) 37T dxdydz
. . (IV.33)
oT [ OT,
+[K—§;6T dydz+['KTy6T dxdz
2 2

T ,
+!KEGT dxdy

(F1 U T2 U ['a) représente. le contour total du massif .Ces -inté-
grales sont nulles =i 1s tempéfature est imposée ou si le flux de

chaleur est identiquement nul sur le conteour
IV_5.1-DISCRETISATION DE LA FORME INTEGRALE

Le méme principe de discrétisation de 1l équation de 1 éner-
gie est adopté pour 1 équation de 1la chaleur .En appelant NELT2
le nombre total d éléments dans le massif, on peut écrire

LT 2

NELT2
W(T) = E wWe{T?) = 0 (IV.34)
' 0-1 .
aveao .
s

Tt
-

ooy - 3T® 38T* IT® 38T° 3T IBT*

we(re) 4.1£ - K( 3% ox + 3 3y 35 oz ) dxdydz
- pC"(uaT'.-t- *+w3T%) 870 axdydz  (IV.35)
62 v ox dy 9z

fx “ 8T dydz+ fx%q; 3T dxdy+l[.l( 28T° dxdy
e
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1l est a remarguer que les 1ntegrales curv111gnes sont nulles si

1" élement LonolderP nest paa adJacent au contour

St 1'on pose

© el 9

3T = BT |

on obtient ainsi

=—(6T1 3T LK( >{aN'} OV, {aN'}
é1

We(T®)

“<6T1’- .

N® . (ON°

| éldment-

315> [ e, (u{T} + S} widEy axdydz] . }

(S

+CBTS. .. BT fzé"{ﬁ;N_"‘}»"éyau 1t

dy

+<077. . .6T,,°>IK(-%£:- dxdm

T,

o
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e
+<BTE. .. 8T .fxi Ydxdz {.} (1V.38)
A Se y . ..
2 L]
&
Cette expression est valable  pour toutes les variations

virtuelles §Tai L égquation-(IV.36) donne

We(T®) = [K1{TD+{£2° C(IV.37)
aveo )
(K;y) = f K< ZNE>{6N;}+}<6NE;18N;}+<aN;:»{aN;}]
4 ldone x  dx " dy'"" oy -7
(IV.38)

+pC"( (8 ’l w2 } {%I:E})N} dxdydz

dy

terme (1,3) de la matrice thermique du solide qui représente
l7énergie transmise par conduction et par convection due au dé-

placement du sclide

. oo, a; N
(£,))° = P.K——— dydz+ f,KW dxdz+rf.1(?; dxdy (1V.39)
1 2

Pk

terme 1 du vecteur de sollicitation de surface correspondant 4

1"énergie &changée & la frontiére du solide
IV.6-ELEMENT D'APPROXIHATIOH POUR LE CHAMP THERMIQUE -
Contrairpmenf A la reso]utlon de, l"équation de Reynolds

généralisée qui neneaa1te la oonnalssanﬁe du gradient de pression

pour connaitre le champ derv1tesse, la recherche du champ de
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[T

. ' o , cee e .
temperature dans le film ou dans le massif ne nécessite pas le
choix d'un élément particulier .Dans wun soucis de gain d espace

mémoire et de ftemps de calcul, nous avons choisi pour 1 approxi-

- mation du champ thermique un élément simple tridimensionnel iso-

parametrique 4 8 noeuds avec un degré de liberté par noeud
(fig IV.4)

Ly st z s
“Ismg 5
s 8 -1seg S e >
S VLT
R Bk )
,_‘:_\ RN 3 };
\‘3 ;E [RES-EEL YAN ,
element ' element X
parent ' | reel v e

fig IV.4 :éiément d approximation du champ thermique

L élément ainsi défini est un hexaédre a 8 noeuds qui as-
sure une continuité C9 . L'élément est donc complet et conforme

-Les fonctions de forme sont données en annexe E

IV.7-PRINCIPE..ET METHODE DE RESOLUTION
1V.7.1-STOCKAGE DES MATRICES ELEMENTAIRES -

La methode de stockage 1la plus efficace pour les matrices
globsles est la methode dite de "ligne de ciel” .Elle consiste a
stocker les termes de {K] par lignes et colonnes de longueurs
variables .La ligne de ciel est définie comme etant 1l enveloppe
des sommets des colonnes de hauteurs variables .Les termes nuls
de [K]} extérieures aunx deux enveloppes'ne sont pas stockés

Elle est symétrique par rapport a la diagonale de 1 enve-
loppe des extrémités Hauches -des lignes, que [K] soit symétrique
ou non .C’'est la méthode que 1 on adoptée pour stocker les matri-

ces glaobales
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IV.7.2-RESOLUTION

Le traitement des équatiqnsﬁggé Reynolds généralisée, de
l'energie dans le fluide et_ge la chaleur dans les massilifs par

elément finis permef d aboutir & un systéme linéaire a résoudre

[K]{u}={F} (IV.40)

ou {u} le vecteur qui comprend les .inconnues de pression et de
tempérsture, {F} le'vecteur sollicitation qui contient les compo-
santes de flux et de débit .La matrice (K] est donc obtenue par
assemblsge des matrices élémentaires de fluidité, d énergie dans

le film et de la chaleur dans le massif

La résolution du systéme d équations (IV.40) est une étape
importante de la méthode Qes éléments finis
Dans notre cas, pour un. probléme linéaire une méthode de résolu-
tion directe dite ‘“methode d élimination de Gauss” est choisis,
la matrice (K] est décomposée sous la forme dite de Doolitle,
[KJ=[L1(s] . v

Les éguations aux dérivées partielles étant liées implici-
tement ou explicitement, par | la température, seul un processus
1LLératif peut\permettre +la résolution .Ce principe est le sui-
vant:

partant d'une viscosité de référence po, les équations de
Reynolds généralisée, de 1 'énergie dans le film et de la chaleur
dans les massifs sont résolues .Ceci permet d obtenir un champ de
pression donc un champ de vitesse et un champ de température et
ainsi une nouvelle valeur de viscosité en tout point du domaine
de résolution .le systéme atteint son état d équilibre lorsque 1la
différence relative entre les températures obtenues pour deux
lterations successives est inférieure a 0.001 .L organigramme

schématique est donnée en figure IV.5
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IV.8-ETUDE DE LA CONVERGENCE -

Dans les méthodes d'approximation par sous-domaine, les
fonctions d interpolation sont uniquement définies par sous-
domaine ou élément .Le probiéme se pose quant aux conditions que
doivent remplir ces fonetions d’interpolation pour gue la conti-

nuite inter-élément soit garantie

Pour assurer une convergence monotone de la solution appro-
chée construite & partir des fonctions d interpolation vers 1la
solution .exacte lorsque la taille de- 1 élément tend vers zéro

»

les deux conditions suivantes doivent étres vérifiés

- &4 la frontiére de 1 élément, lesrfonctions d;interpolation
ainsi gue lear (m-1) uniémes dérivées doivent étre continues si
le probléme est de classe em-1 (c’est-a-dire, un probléme = ou
apparaissent des dérivées partielles d ordre m) .5i cette condi-

tion est remplie, les éléments sont dits conformes

- les fonctions d interpolation qul sont construites a partix
de bases polynomiales doivent utiliser des bases complétes .Si

cecl est vérifiée, les &léments sont dits conformes

Dans notre cas, grice -4 la formulation faible, 1 ordre de
dérivabilité de 1a fonction.a diminué et le probléme est devenue
de classe (O .Ceci signifie que la fonction doit étre continue
sur ]l'é€lément, ce qui est ‘vérifié pour les é&lément choisis .Les
élément$ sont donc conformes .Par contre, 1 élément du champ de
pression n’est pas complet car la “base compléte devrait faire
intervenir seize coefficients, or dans'rnotre représentation, nous
ne failsons intervenir que douze fonctions (annexe C) .Ceci ne
signifie pas qu’'il n'y aura paS"boﬁvergence, au contraire le
cholx d’élément non conforme ou incomplet présente 1 avantage de

converger plus 'rapidement vers une solution acceptable
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1V _8-COMPORTEMENT NUHERIQUE DU PROBLEME :

Le calcul des guantités élémentaires (matrice élémentaire,
second membre) est réalisé en €lément finis sur un élément de
référence sur lequel on définie des coordonnées locales unitai-
res .Le passage & 1 £lément réel se fait grice & une transforma-
tion géométrique (annexe F) - '

_Ces‘palculs se font numériquement par 1a mét@gﬂgw de Gauss
qui est trés utilisée en €lément finis .Les poids ®i1 ainsi que
les abscisses ¥i des v points d’ intégration (annexe F) sont dé-
terminés de maniére a-intégrer exactement des polynémes d ordre
m=(2r—1) ..,

Pour ~1'élément d hermite choisi, il faut 3x3 points de Gauss et

2x2xZ pour 1l élément trilinésire

IV.10-CONCLUSION

Les trois équations fondamentales caractérisant 1 étude
d'unjcontact_ thermehydrodynamique ont été établie .Elles permet-
tent de déterminer ie champ de pression dans le film, le champ de
tempeérature dans le lubrifiant ainsi que dans les solides en
contact .Le principe de minimisation de 1°'énergie de dissipation
visqeuse ainsi que la méthode de Galerkine ont été utilisé conjo-
intement pour aboutir & une modélisation par éléments finis du
probiémeAglobal
Les différents types d’ éléments utilisées pour ls modélisation
numérique ont &té présenté .Cette approche numérique permet ainsi
ls prédictien du comportement d 'un palier lisse lubrifieé fonec~

tionnant en régime thermohydrodynamique laminaire établie

j Sy
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CHAPITRE V

.

PRESENTATION ET VALIDATION DES RESULTATS

V.1-TINTRODUCTION

Dans ce chapitre nous confrontons dans un premier temps les
résultats théorigues relatifs au champ de pression et de tempéra-
ture ainsl gque les caractéristiques statiques d un palier lisse
obtenus par le programme éléments finis que nous avons élaboré a
seux obtenus par R.Boncompain [26] en utilisant la méthode des
différences finis, et d autres part ceux obtenus expérimentale-
ment par Ferron relatifs sux caractéristiques du méme
palier A

Dans un deuxiéme temps, nous présentons des résultats obte-
mies  par le programme M.E.F pour différentes données sur les
caractéristiques constructives du palier (jeux radial, excentri-
cité relative,.. ete) et les conditions de son fonctionnement

(vitesse de rotation, conditions .aux limites,...ete)

V.Z2-COMPARAISON THEORIE EXPERIENCE . .
V.2_.1-PALIER D ESSAL

Le palier d essai réalisé par Ferron et Fréne est constitué
de deux bagues, 1 une représentant 1l arbre 1 autre le coussinet
Ce systéme permet de modifier facilement le diamétre du palier, .
deu radial et la rapport L/D de la largeur au diamétre .Le palier
est alimenté en lubrifiant par 1 intermédiaire de trois orifices
qul débouchent dans une rainure axiale dont 1 amplitude cireconfé-
‘rencielle est de 18 degré et la largeur de 70 mnm

En vue d'établir la comparaison entre les résultats théori-
ques et expérimenftanlx, nous avons repris les caractéristiques du

ralier d essais qui sont
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~longueur du palier o+ L = 80 nnm
-rayon du palier : R =5 mm
-rayon extérieur du coussinet ! Re= 100 mm
~jeux radiaux t Ca= 145 pm et Co=123 um
~pression d alimentation : Pa= 760.108
-tem . érature d’ 'alimentation : Ta=+40 °C
-tewmpérature ambiante : Ta= 45 °C
-la conductivité thermique du

coussinet : Koz 45 W/m°C
-la conductivité thermique de

l1“arbre : Ke= 45 W/m°C

Pour tous les essais, 1le palier a été alimenté en huile dont la
variation’ de la viscosité avec la température est présenté en

variable logarithmigue sur la figure (Y.l),.

et R

o
8
I |

A

o
1

1

VISCOSITE CINEMATIQUE (ec¢st)

1

llllllfll|llIllIlIl[lf!ITT!!l]li!!]llll[Tllll[fiT

6G &0 100
T (degree celsius)

Fig V—1 :VARIATION DE LA VISCOSITE CINEMATIQUE EN
FONCTION DE LA TEMPERATURE ‘
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Dans la gamme de température utilisé, la viscosité suit la loi
sulivante

D
AT+ BT+ CT+1

uﬂ

ot T est la température en degré Celsius, A,B,C,D des constantes
qui dépendent du type d’'huile utilisé et # la viscosité en poi-
seuille (Pa.s) .Le lubrifiant utilisé est l"huile Total Preslta
32 pour laquelle les coefficients sont approchés par [26):

-1.13 10-8
1.6 10-3

-6.84 10-2
3.485 10-8

U 0w
H 1

I

A 40 °C, la viscosité u = 0.032 P1- _
Le calcul requiert d autres paramétres caractérisants le lubri-
fiants qui est ’
-la hasse volumigue du lubrifiant considéré constante
p = 860 Kg/m3 |
-la conductivité thermique du lubrifiant : Ko = 0.032 W/m°C
=la chaleur spécifique du lubrifisnt : Cy = 2000 J/Kg°C
V.2.2-CORDITIONS AUX LIMITES UTILISERS :

Différentes types de conditidns aux limites sur la tempéra-
ture (voir 1II1I.4) peuvent étre utilisées aux niveaux de chague
€lément constitutif du palier

Dans ce qui suis, nous avons considéré la surface extérieur
du coussinet & température constante .Des conditions de type
isotherme interviennent donc sur cette surface .La surface exté-
rieur de l'arbre est considéré aussi isotherme

V.2.3-RESULTATS THEORIQUES ET EXPERIMENTAUX :
Dans un premier temps, nous allonsrprésenter les résultats
théoriqpes obtenus & 1'aide du programme M.E.F pour excsntricité
relative imposée de 0.8 et une vitesse de rotation de 2000 tr/mn,

A
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nous COMPArerons ées resultats & 1la fois & ceux obtenus expéri-

} . mentalement par Ferron et Fréne et & ceux obtenus théoriquement
' par Boncompain en utilisant 1a méthode des différences finis, .
ceci pour le palier d’essai A dont le jeu radial est de 145 um

¥.2.3.1-REPARTITION DES TEMPERATURES :

La figure V.2 présente svec des échelles radiales différen-
tes pour le film et le coussinet, la carte des isothermes dans le
plan de symétrie du palier, dans le cas od la température sur 1ia
surface externe cylindrique du coussinet est imposée (45 °C)

On constate que le point de température maximale de63F ° se situe
" an sein du film en aval da la zone d épaisseur minimale du film
(8=430) c'est-a-dire dans la zone de rupture du film

D‘autres part, le point de température maximale du coussinet est
situé une dizaine de dedré en smont du précédent (0:=480°) et ce
maximum est légérement plus faible'ﬁ512.°C}.:

o t
‘ Ligne des |
centras :
\ 5
/" Rainure

; d'alimentation

45¢
g
Tmax dans ,
le film :63 ¢

—.— Tmax dans le )
coussinet :59.2 % “

V-2 Cartes des {sothermes dans je plan madian
Fa pglier A ( € =0 QP N=2000tr/mn

Temparature Imposée 45 %
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La figure (V.3) déduite de la figure (V.2), représente les
lignes de flux de chaleur .Ce sont les trajectoires orthogonales
des isothermes .La surface de 1l 'arbre étant une surface isother-
me, les lignes de flux le coupe orthogonalement .Deux zones ont
été mises en évidence .A la droite de 1la zone de température
maximale, le flux de chaleur est surtout radial .Une partie de 1la
chaleur est transférée vers 1 arbre et une autre vers le coussi-
net, cette derniére partie est d une part évacuée radialement par
la surface externe du coussinet et d autres part circonférenciel-
lement et va réchauffer les zones plus froides du film

""'.
-

. . 1

-

Ligne des g !
cenires \

zone de
Temp max

Fig V-3 .lignes de flux de cIL
emnperature impos

oleur (£=0.8 N=2000 tr/mn)
e 45°%

La zone de température minimale, en aval de 1la rainure
d’alimentation recoit de la chaleur par le film, 1 arbre et le
coussinet .On peut remarquer qu’'s partir de la rsinure d’alimen-
tation et jusqu-'a 420 ° environ le coussinet et 1°arbre donnent
de la chaleur su film, alors aque pour 1 'autre partie du palier
c’est le film qui distribue 1a chaleur sux solides .la rainure
d‘alimentation d’une part et 1 isotherme 49 °C d autre part, sé-
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parent ces deux régions .Ce fait est mis en évidence par la fi-
gure (V.4) qui montre 1les variations des températures suivant
1l épaisseur du film et pour différentes valeurs de la coordonnée
angulaire 8 .I1 fauﬁ tout dkabord noter le fart gradient thermi-
que suivant 1°épaisseur du film .En effet, pour (G:lmﬁ, la tempé-
rature passe de49 °C (arbre) aﬁGBJf}'C en 20 microns environ .De
plus vers (ezaxﬁ, le gradient thermique change de signe & la fois

sur la surface de 1l arbre et du coussinet .Ce phénoméne met en
évidence 1le r6le important posé par 1le film dans les transferts

thermigues

’ En effet, la zone de rupture du film prend naissance dans le film
| au voisinage de (6=i?63 et & partir de cette abscisse peu d éner-

gie est dissipée dans le film .C’est donc la chaleur transportée

par le fluide aqui revient réchauffer 1la partie du contact situé

au dhoit de la zone de rupture du film .

-]
T ( °c)es-
55~
i
-
(o)
2 g
a g
. 12
45...
~ Film
35 o R L L L B L L) I L AR B B L L I L L L R I L L L L
0.0 0.5 1.0

Y-Y/h

7 Fig V-4 TEMPERATURE SUIVANT L'EPAISSEUR DU FILM POUR
IFFERENTES POSJTIONS ANGULAIRES
. ?8-0.6 Tf=45 2¢ ;N=2000 tr/mn }
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La figure (V.S)‘montre la variation axial de la température
de 1la surface interne du coussinet pour 8=490°.0n peut noter la
faible variation de.la température suivant cette direction,de22°C
pour ce cas de foncﬁionnement '

60.0
59.0
_ ]
°0‘ - /
~ 58,0
]
L 3
57.0
-
]
-
]
56'0 r'll"llll‘lll‘ll]‘]llliillll}‘"‘"lllll TTTIrvnrytd
0 10 20 30 40 50
Z

Fig V-5 :Temperature de o surfoce intsrne du coussinet pour -
9 =180 en fonction de la coordonnse oxiole Z

Dans la figure (V.B8), nous avons représenté la variation de
la température interne du coussinet dans 1le plan de symétrie du
palier en fonction de la coordonnée circonférencielle 68 .Diffé-
rentes courbes sont tracées _

- la courbe (I) a été obtenue expérimentalement pour une ex-
centricité de 0.8 et un Jjeu radial de 145 pm .La température
maximale atteinte est de 5&55%“0 pour une abscisse B:@%ﬂ° .

- la courbe (II) provient des résultats obtenus numériquement
par Boncompain & 1°aide de son programme (T.E.H.D) Thermoelasto-
hydrodynamique quiﬁtient compte des déformations thermo-elasti-
ques des massifs en présence
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- la courbe (ITII) provient des résultats obtenus par Boncompain
d 1l’aide du programme (T.H.d) thermohydrodynamique .La tempéra-
ture maximale atteinte est voisine de B4y °C pour €=0.8 de la
courbe expérimentale

- la courbe (IV) est issue des calculs effectués & partir du
programme M.E.F .L excentricité € a été imposée .La température
maximal atteinte est de 53.2 °C et cette courbe se situe toujours

au dessvs de la courbe expérimentale

-Rous notons une différence assez sensible entre notre cal-
cul et 1 expérience qui provient de la non prise en compte de la

déformation thermoélasthue de 1l arbre et du coussinet

U S C e ey

65
. ERIMENTALE
:m%ﬁsgg (E)XB';ENLH: PAR BONCOMPAIN AVEC LE PROGRAMME TEHD
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V.2.3_2-REPARTITIOR DE PRESSION :
La figure (V.7) représente les courbes de pression au cas

mentionné ci-dessus
-la courbe (I) montre la répartition de pression obtenue expé-

rimentalement pour une excentricité calculée de 0.8 [28] .Le

maximum de pression est de 30 bars
-la courbe (II) provient des calculs effectués par Boncompsin

sur le méme cas avec le programme T.H.E.D
-la courbe (III) représente la courbe calculée par boncompain

a‘l'aide du programme T.H.D .Le maximum est de 46 bars .
-la courbe (IV) a été obtenue théoriquement par le programme

M.E.F .Le maximum de pression est de 30 bars

Les résultats obtenus par la méthode des éléments

finis sont en bon accord avec 1 expérience

-

3
&

ulnlulu]nunhulunul||nn!nlnl||unln||1n|:

- — COURBE EXPERIMENTALE
+s24¢ COURBE OHTBiUE PAR BONCOMPAIN AVEC LE PROGRAMME TE
wkime COURBE AR BONCOMPAIN AVEC LE PROGRAMME THD|
—— COURBE OBTENUE AVEC LE PROGRAMME MEF

50,00 ‘
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30.00
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0 45 80 135 180 225 270 3% 360
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Fig V=7 :VARITION DE LA PRESSION EN FONCTION DE LA
COORDONNEE CIRCONFERENCIELLE POUR N-ZOOO tr/mn
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V.2.4-COMPARAISON DES RESULTATS THEORIQUES ET EXPERIENTAUX SUR
LE PALIER B : _
Les paramétres caractériétiques du palier B sont identigues
a ceux du palier A, excepté le Jeu radial qui est Ceo = 123 Kkmn
alors que celui de A était de 145 um
Les résultats expérimentaux ont &té obtenus pour des vitesses de
rotation de 2000 tr/mn et 4000 tr/mn et L excentricité relative
de maniére & obtenir une plage de variations de charge allant de
2000 a 10.000 N [26]
: . V.2.4.1-PRESSION MAXIMALE
Les figures (V.8) et (V.9) montrent la variation de 1la
pression maximale en fonction de 1 'excentricité relative respec-
tivement pour deux valeurs de 1la vitesse de rotation (2000 tr/mn
et 4000 tr/mn) .On note 1 augmentation trés raplde de cette gran-
deur en fonction de 1°excentricité & vitesse constante .0On const-
ate une trés bonne concordance entre théorie et expérimentation
avec cependant des “valeurs théoriques aobtenues par la M.E.F sont
légérement inférieurs aux valeurs expérimentales & fortes excen-

tricité '
@ BE EXPERIMENTALE 403
Hesaee COUR
407" COuRBE OBTENUE PAR BONCOMPAN ! Jrove COURDE ExpErt e S ONCOMPAN
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30: 50:
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-~ ] -7
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2 203 A 207
S - - N
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: 1 :
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EXCENTRICITER ) : EXCENTRICITER
-8 PRESS IMALE DANS o V=0 PRESSION MAXIMALE DANS LE FILM EN
0 Y R T hNeLE oo VAVE POLR e 200 o R Fig oeusxcunammw:muuoooum




‘W (N)

CHAPITRE V | | | | -87-

2

3

g

Au contraire & ceux obtenues_par Boncompsain avec la théorie
T.E.H.D ou les valeurs obtenues sont situées légérement au dessus
des relevés expérimentaux & forte excentricités

V.2.4.2-CHARGE :

La méme tendance que pour la pression maximale est observée
sur la figure (V.10) et (V.11) qui donnent les variations de 1la
charge supportée par 1le palier en fonction de l’exceqpricité
relative .Nous notons en effet que pour des excentricités rela-
tives importantes, les résultats théoriques obtenus par la M.E.F
sont situés légérement au dessous des relevés expérimentaux pour
de fortes excentricités, contrairement & ceux obtenus par Boncom-
pain qui se situent légérement au dessus de ceux obtenus expéri-

mentalement

3 -u-counez EXPERIMENTALE E wshes COURBE £X ! ENTALE
1—~ SR XE 'E PM Bonoonmn 15000 4 - — COURBE OBTENUE PAR BONCOMPAN
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] ” s ] . .
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] 10000 ~
. A
] — -
4 - 4
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] e J
h Er
] 4
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-Illlllll!llii[fllllli'llll!lflll’l!!ll'llllilllllll o rlfllrllllllil'lll’l'llllfll!l[lrlllIil’!’"lllllll[f
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V.2.4.3-COUPLE SUR L ARBRE :

Le couple sur 1°srbre n’s pas &té mesuré expérimentalement,
nous 1’avons calculé et comparé aux valeurs théorigques obtenues
par Boncompain , :

La figure (&ilZ) montre la variation du couple en fonetion de

1 excentricité pour une vitesse de rotation de 4000 tr/mn

0

J 4228 COURBE ISOTHERME
14 _____ COURBE OBTENUE PAR BONCOMPAIN AVEC THED
e - COURBE OBTENUE PAR LA MEF
12 '
o~
% 103
(- 7
@
L
83 T
: -
8
4 ll'fl(lllijllllilllfilll'|'lllll!rll?lllill!i']’(lll‘l
0.0 0.2 0.4 0.8 0.8 1.0

EXCENTRICITEE
Fig.V—12 :COUPLE SUR UARBRE POUR N=4000 tr/mn

Nous obtenons une courbe (I) de méme tendance qu’en régime
isotherme avec des valeurs inférieurs slors que Boncompain (II)
observe une divergence importante lorsque 1 excentricité augmen-
te, l'écart constaté entre les deux théories peut provenir du
fait que notre approche prend en compte la contribution de 1la

zone inactive congidéré comme pleine de lubrifiant
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V.2.4.4-DEBIT DU LUBRIFIANT ALIMENTANT LE PALIER

Les figures (V.13) et (V.14) représentent les variations du
débit sans dimension du lubrifiant pour deux vitesses de rota-
tion de 1 arbre
Les'résultats expérimentaux sont en bon accord avee les calculs
théoriques par la M.E.F pour des excentricités relatives compri-
ses entre 0.3 et O0.5°.0n note de légéres différences a forte et
faibles excentricité de fonctionnement .
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1.0 1.0
oo rs e RESULTATS EXPERIMENTAUX Jensne RESULTATS EXPERIMENTAUX
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E 0.6 3
. o
04 04
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0-0 lliilllll]lIllll;lllf!lllllll'llIlllillllilllllll 0-0-l[ll[lill[llllllllllllllIllll|lll'llllll]llllIIIIT
0.0 0.2 0.4 ¥:! 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.8 0.8 14
EXCENTRICITER EXCENTRICITEE
Fig V—95.:DEBIT SANS DIMENSION EN FONCTION DE ‘ Fig V-RU:DEBIT SANS DIMENSION EN FONCTION DE
¢ L'EXCENTRICITEE RELATVE POUR Ne 2000 tr/mn 4 L'EXCENTRICITEE RELATIVE POUR N= 2000 tr/mn
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CHAPITRE V

CONCLUSION:

Dans ce chapitre, nous avons présenté les résultats que
nous avons jugé utiles a la compréhension des différents phénoma-
nes regissant un contact thermohydrodynamique dans le cas parti-
calier d'un palier lisse cylindrique avec une rainure axiale non
débouchante .Les conditions aux limites thermiques prises sur la
paroi externe du cbussinet sont du type isotherme avec une
température constante d une valeup de 45°C (voir III.4.2)

.

Dans un premier temps, nous avons présenté des résultats
relatifs au champ thermique et au chanp de pression Sur un cas
test (palier A) :une carte de température (fig V.2) dans le plan
médian du palier montrant la distribution de la température dans
celui~ci, ainsi que la position'dés points de température extré-
mes june carte des lignes de flux (fig V.3) déduite de la précé-
dente carte, montrant 1 évolution du flux de chaleur a travers
les différentes parties constituant la palier (arbre, film de
lubrifiant, coussinet) ;des figures (fig V.4) et (fig V.5) mon-
trants 1 'évolution du champ de. température a travers 1 épaisseur
du film et suivant 1 axe du palier respectivement, et mettant en
valeur le fort gradient thermigue suivant cette épaisseur et 1la
faible variation de la température suivant cette axe ;la figure

-90-

(fig V.S),pour constater 1 effet.d un phénoméne de recirculation

du fluide oQ une partie du lubrifiant entrant dans le convergent
n'est pas évacué latéralement mais fait le tour du palier en
s'échauffant et se mélange avec le lubrifiant froid d alimenta-
tion, ece& qui fait gue 13 température su niveaun du dispositif
d'aiimentation est plus élevée que celle du lubrifiant d° alimen-
tation et aussi pour montrer l'effet de 1'étude thermoélasthue
sur 1 'approche réelle du probléme de lubrification ;et enfin une
figure (fig Vv.7) montranf 1"évolution du champ de presszion sui-
. vant la circonférence du palier dans le film, aussi que 1'effet

des déformations €lastiques ne sont pas & négllger pour une bonne

approche de la réalité physique du probléme

"

3
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Dans un deuxiéme temps, nous présentons des résultats rela-
tifs aux variations des paramétres quil sont la pression maximale
dans le film, les caractéristiques statiqués du palier en fonc-
tion de 1l'excentricité relative tout en faisant varier la vitesse
de rotation de 1 arbre et cela avec les résultats expérimentaux
obtenus par Ferron, et -d’un autre coté avee ¢ceux obtenus par
R.Boncompain [26] sur ce cas test

~

Enfin, nous aﬁdns développé un programme de calcul qui peut
étre exploité industriellement, bien sur en luil apportant des
modifications nécessaires de fagon a i'adapter au probléme
désiré .Vu la puissance de 1 outil numérique utilisé dans ce code:
gul consiste en la méthode des éléments finis qui s adapte bien
aux problemes des discontinuités, que se soit au niveau de la
géométrie ou des propriétés de champs quand ceux-ci apparaissent
et qui présente un présente un avantage qui lui est propre qui
est sa géneralité, 1l'extension du programme & 1 étude d’ antre
variétés de problémes de lubrification (butées, paliers & patin
oscillants;...) ne présentent pas de.probléme majeur, elle néc-
esslite seulement une simple modification de donnses .11 est im-
portant de ne pas pefdre de vue que l’efficacité de ce type de

piogramme ne peut s’'obtenir qu’au prix d un effort de conception
important



CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

Suite & 1°étude menée par Mr AMARI.M [B] portant sur la
lubrification isotherme en régime laminaire‘ par la méthode des
différences finis et vu 1 impuissance de cette théorie & analyser
précisément les phénoménes thermiques, neus avons entrepris une
étude en 1lubrification thermohydrodynamique et en régime lami-

naire par la méthode des éléments finis qui met en évidence ceas

phénoménes

Dans ce travail, la modélisation a’un contact thermohydrody-
namique d'un palier lisse en régime laminaire établie a &té faite
Aprés avoir présenté les équations nécessaires a la détermina-
tion des différents champs‘dans le contact, une formulation inté-
grale sur ces mémes égusations & été réalisé .Le principe de mini-
misation de 1°énergie de dissipation visqueuse ainsi que la mé-
thode de Galerkine ont été appliquées pour obtenir la solution du
probléme par éléments-finis .Une validation du programme de cal-
cul a été faite en comparant les résultafs obtenus par H.E.F &
ceux obtenus expérimentalement par Ferron et Frene et ceux obte-

nus théoriquement par Boncompain sur un cas test

L influence de la température sur les performances du palier
lisse airsi que la distribution de chaleur dans celui-ci ont été
mises en évidence .Nous terminons notre étude par la présentation

de gquelques résultats particuliers

Ce travail nous a permet de constater que la méthode des
éléments finis est un puissant outil nupérique pour 1 analyse des

‘problémes de lubrification



Le complément logique a apporter a cette atude aﬁrait été
d insérer les conditions aux 1limites sur la température qui dé-
crivent au mieux la réalité physique, ainsi que de prendre en
compte 1l'effet du débit du fluide recyclé sur la température &

1'entrée du contact
.

Les extensions possibles & ce programme de calcul seraient
de prendre en compte les effets de température et de pression sur
la déformation des surfaces en contsact .D’autre part, 1 étude

peut s’'étendre pour le régime turbulent
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ANHEXE A

ANNEXE A
EPAISSEUR DU FILM LUBRIFIANT

Considérons une section droite du palier (fig A.1), un
point M appartenant & la surfsce du coussinet sera repéré par la

ceordonnée anguléire H=(0A,0cHM)

fig &@&.1 : Section droite du
+ palier . s '

I épaisseur du film d huile est

[}

h OCH - OCM’
h = Re - OcH’

En appligunant la régle des sinus au triangle Q0aM ' 0c il wvient

OQH' e . - Re Ra Ra

s5in {QeOcM ) sin o sin Ln'Oa0c) sin (m-9) sin 2]



ANNEXE A L . A.2

=]
d ou sin 8 = —— sin A
He
Ka
et OeM'= —— sin (OCO&M’)
sin ©
e
or (0c0aM’) = 86 - @ = B - aresin ( sin 8 )
Re
RE . e 7
done OcH™ = —— sin ( 8 arcsin ( sin B8))
51in8 ‘ Re’
en développant le sinus nous obtenons:':
‘/ e
Oz M = Ra 1 - {( <" 51in B8)2 - e cos O

Re

La guantité e/Ra est tres petite devant l'unité (de 1l 'ordre de
10-2) on peut donc négliger le terme ( e/Ra sin 0)2 devant 1

i1l vient alors

b= c(l + € cos B)

o 1l excentricité relative : € = e/¢c varie de 0 a 1



ANNEXE B

ANNEXE B
THEOREME D HELMHOLTZ ET KORTEWEK

Considérons (fig B.1) le wvolume fluide limité d’ une part
par deux plagues (A) et (A'}Vdont la cinématique est donnée, et
d’autre part par une sdrfacéll§térale, (S) .Les conditions aux

limites sont telles que la pression. sur (51), une partie de (5),

est. 1mposée tandis gue sur (SE);&le complément de (51) par

rapport a (5), le champ de vitesse est connu

y/x

/Kfi ’ S=5,us,
Ceanty=m
'\\\““ﬁﬂth___ =T, U [;

L/,

7

o

Ly =0l /A;;;; >
& et

fig b.1 : volume fluide de D

D aprés 'le théoréme d'Helmholtz et Korteweg, nous savons
gue 1l énergie représentée par l'intégrale

J(P) = f.p gv+2fpﬁ.a ds (B.1)
D ' 5

B S

3 -

Dans cette expression, T représente le vecteur unitaire
. . - — -
normal & la surface latérale Si, U le vecteur vitesse et ¢ la

foriction de dissipation qui, - en mécanique des films minces
visqueux st incompréssible s écrit
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= Ju 2 ow
‘b‘“{(—a—;) _',(?}_;)z}
avec

_ 6P, . . J, U-u
u ax(lTI}LE)-+ A J+u,

L oP, . g Wyow
ve Ern e Bt

J(P) peut également s écrire

J(P) = f¢ dv+2fPﬂ.ﬂ ds
D s

ou,apres intégration selon 1l epaisseur du film (annexe G)

‘ - . ] o
J(P) = f ¢ (9P, 9P)a, (-w)? (w-w)?
ox az

{D-F) Jz - Jz
(B.3)
+2[13'n".'0 dl—zl[ﬁn'.'o dl
2 z
avec
o — he _OP _
Qx~{u dy = hu, E—(G (u-u,) F »
[o X L (B.4)
e, = fw'dy = hw,—-giznc—(wz-wl)l?
| 0 ‘

P - oy - N .
La guantité n.q représente le débit normal a la frontiére.
Ce deébit est connu sur I'z est égal 4 g .Par ailleurs, on peut

transformer la deuxiéme intégrale de 1'éqhation (B.3) en inté-
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grale double par | intermédiaire de théoréme de Green

F;.écﬂa f{a(Po)+ (PQ,)} dv (B.5)
(D-I}

" L'intégration de 1 éguation de continuité selon 1 épaisseur du
film permet o écrire

90,,90. _ _3n
dx Oz T ot

(B.B)
Alnsl, en posant A=D-T

- OP, ; OP, 2, ap d oP
J(P) = {i-a(a)z-c(a)uzhyla +2hwy SF +2F (u-uy) F +

y 8P P (Uz‘ul)2+ (wy-w,) 2

+2F(w,-w.
(wymwi) 5t J, J,

+2p--} dv-2 'fqul (B.7)
-2

Les‘ guantites (uz-ui1)2/Jz , (w2-w1)2/Jz qui sont indépen-
dantes de 1la pression peuvent &tre ignorés lors de la minimisa-
tion de J(P)°

Cetté intégrale n'est valable que sur un domaine (A) ou
1l on peut appliguer les déquations de la mécanique des films
minces visqueux Il est possible toutefois d’etendre cd domaine
de validité & un domaine (A) contenant (A) tel que sur le complé-
ment de (A) par rapport a‘(ﬁp la pression soit identiquement
nulle (fig B.2) .Cette e%%ension permet d’ inclure les =zones
inactiﬁes gul existent dans certains écoulements en mécanique des
filme minces visgueux
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(A = (AUCAY)

>
X
fig b.2 :Domaine de-validité
de 1 éauation fonctionnelle

Compte tenue des remarques prédédentes, on peut écrire 1l expres-

sion (B.1) sous la forme suivante

3Py = [-6(35)7-6(3) 20 2mu, 22 opw, 2E .
A

(B.8)

ap

ax

oh

«2P(uy-uy) 9L+ 2w, - w)§f+2p§—} dv-2 [qul
2
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ANNEXE ¢ Ve
R . .1;.-

APPROXTHATION HERHITIENNE DANS -UN ELEMENT RECTANGULAIRE

L approximation d Hermite pour un €lément rectangulaire peut étre
aisement obtenue & 1 side des fonctions de base pour un élément

d'Hermite unidimensionnel & deux noeuds

Pour un élément carré D, (Fig C.1) les fonctions de base au

nivean de cette approximation unidimensionnelle développées au
n=1 =sont

P (§) = 1-3§2428% = (2§+1) (§-1)2
¥, (E) = E(E-1)2

o (C.1)
Pi(M) = 1-3n%+2n3 = (21-1) (n-1)2

R

¥, (n) =n(n-1)2

. e

Ces.éguations, sont identiques. aux autres noeuds .A partir
de «ceci, les fonctions d approximation d'Hermite en dimension
deux sont obtenues par les produits croisés .Par exemple, les

fonctions de base associées au noeud 1 sont

Hy(E,m) = p,(E) p, (1)
Hi (E,n) = ¥, (8) p, (n)

(C.2)
I{:(Elﬂ) = 91(5) '*1(“)

H(E,n) = ¢ (E) ¢, (n)
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on peut faire de méme pour les autres noeuds en utilisant les

propriéftes de symétrie de 1 élément

yA

¥lx)
fig c. L.
la représentation de deux de ces est donné en (fig C.1) les

variables nodales qui correspondent aux quatre fonctions de base

(C.2) sant

) du du Fu
u , gu A (C.3)
oF ' on ° od&om _
en chaque noeud, 1 expression de 1 approximation nodale de la

Fonetion u(x,y) dans D est la suivante

4 l l ‘ B
u = n;m:u,,m:(g—g;.,,m: () a?;‘n}_ (C.4)
du d o - :
ot u, ; Lﬁg)n i Lg#)g et (ﬁﬁéﬁ)n représentent la valeur de 1=s

fonction ainsi que ces dérivées

en chagque noeud n
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Le probléme est de savoir dans quelle classe de fonctions
d approximation rentre la fonction d?finie en (C.4), lorsque le

terme en 02u/d{dM est abandonné, c est-a-dire les fonctions H4n

L' approximation utilisee en (C.4) est de classe O* lorsque
les quatre degreés de liberté sont utilisées et de classe C@
lorsque le terme en aﬁu/afarl est abandonne .

Pour illustrer ceci, considérons une représentation hermi-
tienne utilisant W ; JU/9E et'auﬁh],_seulement en chaque sur
l1'elément défini sur la figure (C.1) ~sur le céte 1-2 on peut
remarﬂeer que | approximation de la fonction u est cubique .Ceci

necessite la recherche de quatre constantes en 1 occurrence :

,1-1._11 H (-3;]-)1 ¢ Uy ; (_ghg)g

p

Four permettre ce type d approximation .

Comme ces valeurs sont communes aux éléments adjacents, la

"

continuité C“ de u est vérifié a la jointure de 1 élément .

Un peut loEserver qu’ au niveau de chéque ligne n=cste ,en
particulier la ligne (1-2) 1la dérivée normale JU/dn présente une
variation cubique en fonction de % .Avec seulement la valeur aux
noeuds (1,2) de auzan;}a,représentatiun cubique n’'est pas possi-
ble et donc 1la fonction JUW/dnp présente une discontinuité aux

interfaces de 1 élément .

Four assurer upe continuité C* de M/dn, il est nécessaire

d'ajouter un quatrieme degre de libertée 9=U/9fdn en chaque noeud.
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ANNEXE D

/

ELEMENT QUADRILATERAL DE TYPE HERMITE

.u;‘
U3 ul'.:@u‘
dyU;
=123, 4
ug4 ua
Ul

n’# n U'i. y N
‘E_T {U}: 36\11
" A4 O U,
t
S 234
£
Uy upt
Nz4 ndtllz
vr
;‘ Fig d.1

a) Approximation geéometrique

Le pdlynﬁme d approximation choisi

S

T

P>=< 1 E n &g >

L approximation est donc bi-linéaire

<V

ve

est un polynéme complet

Les fonctions de forme et leur dérivées sont les suivantes

n 1/¢ [N} 1/c (2N/08 1/c {éu/aj} o
4 M—(l— O(i-1p ‘-1+n -1+E 1/4
2 (1+ Br1-1m, 1-n .- -1-§ 124
3 {1+ 5(1fn) 141 +1+§ 1/4
4 (1-®il+mp B ~-1-n 1-§ 1/4
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La matrice jacobienne s ' exprime ainsi

‘ X,
] - L -(1-1) (1-m) (1+9) ~(1+n) x, ¥,
T4 o x, ¥
-(1-8) -(1+&) (1+&) (1-E)J[|™* 73

H ¥,

'

La transformation d une ‘intégrale sur 1 élément s écrit

[£x) dxdy = fifh#m; |7 dEadn
ve. N R

b) Approximation de la fonection

L approximation est cubique (quadrilatére, 4 noeuds, semi

Cl) .Le polyndéme d approximation est

<P = <1,E,n, 82,80, 03, B B, it 0t B i



ANNEXE D D.3
1/e {N} 1/e {&N/3E} 1/e { &/ om} e
a(a-E-n) (1-(-3+3 E+ 2+ 1) (1- D(-3+ B+3 1+ D
a(1-§2) -a(1+3 &) 1 (-1+ H(1- &)
a{l-n2) (-1+(1-12) ~a(l+3 o
b(a+§-n) (1-9)(3-38-n2-n) (1+ B(-3- & B+3n2)
b(1-&2) -b(1-3E) (1+ D(1- &)
. b(1-n2) (1-m(1-92) -b(1+3 p
1/8
c(a++n) (1+M(3-3 2-n2+n) (1+ D(3+ & B-3m)
-c(1-£2) -c(1-3% (-1- D(1- &)
-c{1-02) (-1-m(1-9) ~c(1-3 p
d(a-E+q) (L+(-3+3 +n=2~-n) (1- (3- & 8&-3)
. d(1-§=) -d(1+3 %) (1- §(1- &) |
-d(1~-n2) (I+p(1l-92)- -d(1-3 ‘
avec . a=(1-£)(1-n) ; b=(1+€)(1-9) ; e=(1+§)(1+m)

d=(1-§)(1+q) ; a=2-§2-R*

Les fonctions <N> correspondent aux variables nodales {ui} .Sur
les cétés ;u et du/dt sont continues mais du/dmne 1 est pas .Par
contre les valeurs de Qu/dx et du/Q en cﬁaque noeud sont identi-~

ques pour tous les éléments reliés & ces noeuds .



ANNEXE E

ANNEXE E

ELEMENT D APPROXIMATION POUR LE CHAMP THERMIQUE

EIEMENT TRI-LINEAIRE (HEXAEDRE, 8 NOEUDS, Co)

o z g
A<ESH ] o sy
gy Dres= 1A 1
1<% <A ! \\‘i\‘\ i

Cet élément comporte une variable 11 en chacun de ses 8

noeuds .Les noeuds géométriques sont confondus avec les noeuds
d interpolation [10]

B> =<1 8n{&nnl{fEnd>

4

Les fonctions N sont les prodults de fonctions N de 1°'é&lément
linéaire & une dimension [10]



ANNEXE E E.2
1/c{N} 1/c{oN/08 1/c{ON/On 1/c{ON0 e
azhzca -bzecz - V153" -azbsz
aibzcz | hzea -azcgz -a1bza
aibaiceo bicz -azcz -aiba
azbica -biceo -azcz ~azb1
azbzey -bacy -azco azbz 1/8
aibzca bzec1 - V-151-] "aibsz
aibicy bicy —-az2cz aibi
azbhici -bieca —azcz azba

avec : g1=1+f ; a==1-E
- b1=1+49 bz=1-1
c1=1+{ ; cez1-

Le passage de 1°élément  parent & 1" élément réel se fait

d 'une maniére identique a celle présentée en annexe C

§

Voo



ANNEXE F ' | F.1

ANNEXE F

.i‘

PASSAGE DE L ELEMENT PARENT A L ELEMENT REEL
F.1-ELEMENT DE REFERENCE

Une maniére de générer des éléments en méme temps d'ail-
leurs que de simplifier leur définition est de partir d une forme
trés simple dans un espace dit de référence .L élément ginsi
definit est 1 élément de référence .Puis, 1l espace de référence
est transformé dans 1 espace réel en méme temps que 1l élément .Ls
transformation T (fig F.1) doit étre telle que

&y 11 y'a bijection sur (Ve) et 1ls frontiére,
b) il yv'ait correspendance des noeuds géométriques et des

frontiéres

Ainsi T est différente pour chaque €lément

A y A
X
~1,1) A1 Xe K
T4 3 T
i AT T
.IVE X XJ
l b4 _ -
(~1,-1> (L= g
G) élérment porent b élément réel

fig £.1 : transformation T

On peut écrire par conséquent
T€.n) = Nl(ff'n)x1+N2(E:"'I)Xj+N3(E.1I)Xxd-N‘(E:TI)xl (F.1)

avee T=<x,z>



ANNEXE F * F.2

Les éléments " de référence sont appelés éléments “parents"”
L' ensemble des variables E,n peut étre considéré comme systéme de
coordonnées locales .Les fonections N définies en annexe ¢ sont
les fonctions d approximation geometrlques ,

Les quantités définies en CCIV.15),(IV.16),(IV.17) sont
toutes calculées sur 1°élément de référence .0n utilise 1a
itransformation T pour passer sur 1 élément réel

F.2-PASSAGE DE L ELEMENT PARENT A L "ELEMENT REEL

Nous =zlions illustrer cette technique en prenant 1l exemple
de la relation (IV.15) '

_ oN, aN, aN; ON,
= [ eglgds ot dxdz (F.2)

En éléments finis, 1 approximation sur 1°élément réel est
remplacée [10)] par 1 approximstion correspondance sur 1 élément

de véférence, c ' est-a-dire
.

| P<E,n> = <N(?.,uﬁ,)>{P,,} |
avec '
cx(E.n) = <N(E,n)>ix,}
z(E.n) = <N(E,n)>(z)
on peut écrire que
N, _ 9Ny 35 ON, n o
oN; ~ aN, af ON, gn



ANNEXE F ' F.3

ou matriciellement

o] ek ][
ox dx ax{| of
aN, o8 on || an;

ou encore

18, = {uligy}

La relation (F.1) permet d’obtenir [J] _par transformation inver-
' . ' o T ' cere e
se. .

D avtre part [10]
dxdz = det ([J]!) dEah .

ce qui nous permet de transformer (F.2) qui devient

Kag = ff-( Iy N g+ Tua Ny, g Ty Ny 4 T30y > 4
o ) (F.3)

+ Gl Ny o+ Ty, Ny Iy, Ny g+ J32 Ny, o) det ([J]71) dE dn

51 1'on appelle 1 expression entre parenthéses f(E.n) alors (F.3)
sera calculée en utilisant une intégration numérigue de type
GAUSS (méthode produit) {10] .Ceci nous permet d écrire

11

[ [£&.n) det (171 dEan ?: ): wyivy £E S, m,)
=]

-1=1 7=1
ri1 et r2 représentent le nombre de p01nts d- 1ntegrqt10n dans les
deux directions E,q o

Wi,w3 les poids des points d intégration,

E1,M1 leurs coordonnées sur 1 élément parent



ANNEXE G . G.

ANNEXE G

INTEGRATION DE LA FONCTION DE DISSIPATION A TRAVERS L EPAISSEUR

DU FTLM
h
soit & calculer : fd) dy
o
oG
¢ = u[(—%’f)’ﬂ Wy
et
uzn—
u = (I IzJ) le"ﬂul
W= -QE(I—-Iz-g-)+ w2—w1J+w
2
avec

occupons nous du premier terme p(du/dy)2

du _ dp oI _IEBJ)+uz'u1_§£
dy ox dy J; oy J dy

ar

Ly
L.t

tk




ANNEXE G B} - . G.2

et
, a7 dfdk . 1
By  dys p p
d ot
ou apP y Iz,21 I y u,-u,.‘ 2l
=)= )2+ (=2)2 22 L)+ (=)0 +
(aY (ax (tB [ J; ¢ ( J, B
+2 (——— J} )( Jﬁl‘ %
alors

ot i
Tl
Q

T éu | aP yyz I, hdy I,
Z=)? = {(==)2[}] L 2yal =¥ g2
{u(ay dy = (5°) ,[{p dy+ (F) f L2

+

uz ux)fd}' 2u2Ju" aP(fy dy- I;f%_y
J2

Le troisiéme terme de cette expression est nul pour un fluide in-

compressible .On obtient

(uz"ul) 2

9y Jz

T du oP r X* ' 12 '
——— 2 = — 2 [ —
{p( )? dy _(a ) [[ dy B]'*

aP)2+(u2_u1)2

=G(—a§ 7,

.

De méme, on utilisant la méwme démarche on peut écrire

- F
(wy-w,)

2 OPya2,
fp( 4 dy = GG ) e — 1

d on finalement

ap (up~uy)? (wy-wy) 2
f¢dy G( )2 )2 2J21. . 2J21




