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Sujet: Etude théorique et numérigue d 'un élément tiangulaire
plaque de flexion "DRM" (Discret Reissner-Mindlin).

—Resumé :
L 'objet de ce travail consiste & formuler en détail un
élément fini trisngulaire & six noeuds pour plague en flexion,
1 implanter dans un code de calcul "DLEARN" et & 1 étudier
numériquement afin d analyser ces caractéristiques et son

comportement dans le calcul des structures.

SubJect' Theorical and numerical stady of triangular plate
bending element "DRM" (Discret Reilssner- ~Mindlin).

~Abstraet:
' The purpose of this work is to formulate in details a
plate bending element, triangular of six nodes, implemant this
element in the software "DLEARN" and to study him numericaly in
ordre to analyse their caracteristics and his comportements in the

structural calculs.
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ABREVIATIONS

Dans notre. mémoire on a utiliser les notations données ci-
dessous et quelgues autres seront définis dés leur apparition.

DRM : Discret Reissner-Mindlin
DKT : Discret Kirchhoff Théorie
MEF : Méthode des Eléments Finis
'E : Module de Young

G Module de cisaillement transversal

v Coefficient de Poisson

{L] : Opérateur de dérivation !

h : Epaisseur de la plaque

T : Energie potentielle

W : Déplacement transversale

Bx : Rotation selon l’axe X

By : Rotation selon 1'axe Y !
€ : Vecteur Déformations

: Yecteur Contraintes
VW : Gradient de ¥
Mx : Moment selon 1 axe X
My : Moment selon 1 axe Y
Mxy : Moment dans le plan XY
Sx : Effort tranchant selon X

Sy : Effort tranchant selon Y

K- : Coefficient correcteur

Ueg : Energie de déformation de flexion
Ue : Energie de déformation de cisaillement
n* : Energie potentielle complémentaire
N+ : Fonctions de formes

[J] : Jacobienne

T : Déformation de cisaillement

F : Force concentrée

q : Charge repartie
[M] : Matrice masse

[K] : Matrice de rigidité

ERP/GM



P.F.E-94 INTRODUCTION - RECHERCHE BIBLIOGRAPHIQUE

INTRODUCTION:

La méthode des éléments finis,reste un trés bon o¢util dans
1 analyse des structures d'ingeneering, et surtout pour les
problémes qui n’'ont pas des approches analytiques. Cependant, les
praticiens de cette méthode dans le domaine des plaques en flexion,
ont rencontré une difficulté dans la sélection des éléments. Car
le non respect des conditions de convergence par élément, peut
induire &a des résultats erronés. Mais, ces conditions restent
difficiles & assurer, c ' est pourquoi des techniques numériques
(patch-test) ont été développées Pour vérifier si un élément peut
étre utilisé sans restriction.

L. "étude (par recherche bibliographique) de ces éléments, peut
étre trés bénéfique dans la compréhension de la formulation de ces
éléments, car, malgré qu’'ils ne respectent pas les conditions de
convergence donnent des résultats assez intéressants et des fois,
ils sont plus efficaces que c¢eux respectant les conditions de
convergence.

Dans notre étude, nous proposons de formuler un élément de
flexion utilisé sans considération de 1 épaisseur des plaques, et
de montrer son efficacité par rapport aux éléments existants dans
la bibliographie.

RECHERCHE BIBLIOGRAPHIQUE

Jusqu’a 1984,plus de 88 ¢éléments plaques triangulaires et
quadrilatéres de flexion ont été publiés =selon divers approches,
théories et principes variationnels [9]. Cela,montre la difficulté
rencontrée dans la recherche d un élément qui doit regrouper les
caractéristiques suivantes: ‘

— I1 ne se bloque pas dans le cas de plaque mince;

- I1 doit converger sans restriction de maillage, et

insensible aux distorsions géométriques; '

- La formulation ne doit pasr étre basé sur des facteurs

numériques adaptés;

- Bu il soit simple & implanter dans les codes de calcul et

simple & utiliser,
un tel é&lément est dit parfait.

ENP/GH ' : 1




P.F.E-94 ' INTRODUCTION - RECHERCHE BIBLIOGRAPHIQUE

Les éléments triangulaires présentent plus de souplesse dans
la déscritisation des structures complexes que les £léments
quadrilatéres, cependant, leurs formulations est plus difficiles
(type d’intégration, ccordeonnées d’aire ). .0On peut citer (dans
l’ordre chronologique) certains éléments triangulaires de classe

C° et C* qui ont été laissé au profit d autres é&léments plus
efficace.

1- Eléments triangulaires pour la modélisation des plaques minces:

Les premiers éléments developpés, sont basés sur la théorie de
Kirchhoff et le principe de minimisation de 1 énergie potentielle,
ayant 3ddl (W, Bx=W.x, Oy=W,y),00 la continuité inter-éléments
(compatibilité) exige une continuité C., Les éléments (A) de Adini
a 8ddl, (T) de Tocher & 9ddl et (T10) de Clough-Tocher & 10ddl
sont basés sur une interpolation cubique, leurs échecs sont dis

2

aux divers raisons:

Le premier (A) : pourVgaﬂincomplétude, incompatibilité et la
non-isotropie géométrique;
Le deuxiéme (T) : pour 1 incompatibilité, singularité dans

certains orientations de 1°élément;

Le troisiéme (T10): L’ incompatibilité etleViole du Patch-Test Car
il ne vérifie’ pas la condition de
déformation constante.

Le premier élément triangulaire compatible est le "HCT" a
9ddl, développé par Clough et Tocher. Cet élément est subdivisé en
trois sous éléments, 1l a été pris comme un élément de référence
pour sa convergdence, mais, sa formulation nécessite des

manipulations algébriqgues fatigantes et un: calecul volumineux

"dans la partie numérique, en plus,il est trés rigide.

L°élément BCIZ1 & 9ddl, développé par Bazely et al, ils ont
utilisé les coordonnés d aire afin d éliminer le probléme
d isotropie géométrigue, mais,il n’'est pas conforme. Cet élément a
été repris avec d’autres fonctions de formes donnant BCIZ2Z,

conforme, mais,il est trés rigide et nécessite un ordre trés élevé
d intégration numérique (18 points ).

ENP/GM : 2



P.F.E-94 INTRODUCTION - RECHERCHE BIBLIOGRAPHIQUE

Afin d'éliminer le probléme de conformité, d sutre éléments
triangulaires dits hybrides, ont été développés, basé sur la
théorie de Kirchhoff { Héthode mixte ). Le plus efficace est le
"HSHM" "Hybride Stress Model”, proposé par plusieuyrs éuteurs, il
donne des résultats accéptables,et il est sinmple & formuler.

Un autre élément remarquable, le “DKT" développé par Batoz et
al (1980) & Sddl, basé sur la méme théorie de Kirchhoff imposée
d’une fagon discréte au noeuds. Il donne de trés bons résultats
dans la modélisation des plaque minces, ¢ est pourquoi,il devenu
une référence bibliographique [8].

2- Eléments triangulaires pour 1la- ﬁmodéliSation des plaques
épaisses:

- Les éléments wvus suparavant,bssés sur la théorie 'des plaques
minces de Kirchhoff, ' ne convergeaient malheureusement pas dans le
cas des plaques épaisses.

Pour celd,des éléments basés sur la théorie de Mindlin-Reissner, o
leffet de cisaillement devient important,ont €té développés.

Un élément triangulaire de cette catégorie,est T1e “"SRI" a 8ddl de
Hughes et al, basé sur l'ihtégration sélective réduite, afin
d'éliminer 1l effet de blocage en cisaillement transversal, mais il
donne des résultats inaccéptables.

Derniérement,une. série d 'éléments basés sur la méme théorie
des plaques épaisses, et des hypothéses discrétes de Kirchhoff en
des points particuliers, comme les points d intégration ou sous
forme d 'intégrale ont été développés. Cette idée a été introduite
par Wempner et al, elle n'avait psas beauvcoup de succes et la
continuité C° n’est pas toujours préservée.

Suite a ces travaux, Zienkiwicz et al ont décidé de relier
les hypothéses discrétes de Kirchhoff & une formulation mixte [7].
Il ont développé trois éléments triangulaire

TRI-6 a six noeuds, 15ddl;

TRI-6R & six noeuds, 12ddl;

DRM &4 six noeuds et 12ddl.

ENP/GM - : 3



P.F.E-94 INTRODUCTION - RECHERCHE BIBLIOGRAPHIQUE

Ces éléments passaient le Patch-Test avec succeés, ainsi, ils
ne se blogquent pas dans le cas des plaques minces.
L’élément "DRM" est le plus efficace, le plus fiable et qu’'il se
comporte exactement comme le "DKT" dans le cas des plaques minces.

But du travail:

Le but de notre travail est de faire une étude détaillée,

théorique et numérique de ce dernier élément "DRM" “Discret
Reissner—MindlinZ développé en 1890 par Zeinkiwicz et al, de
montrer ces caractéristique et d'éclairecir son succés.
Pour cela,nous avons formulé et implanté cet élément dans le code
de calcul des structures “DLEARN" utilisant la  technique de
stockage dynamique, permettant ainsi, le traitement dexemples assez
grandes tailles,

Pour atteindre ce but notre mémoire est structurée comme suit:

* CHAPITRE I : Présentation de 1la Méthode dos Eléments Finis
Une présentation globale de la méthode des elements finis,
ces approches, ces conditions de convergence, les Patch-Tests
et 1'intédration numérique.

* CHAPITRE II : Théories des Plaques
Donne un rappel des deux théories des plaques, minces et
‘epaisses et leurs particularités.

* CHAPITRE III: Formulation de L élément "DRH™
Présente 1z formulation détaillée de 1 élément “"DRM™,
accompagné par les annexes A,B et C. '

* CHAPITRE IV : Résultats Numériques
On présente les résultats des différents tests:
En premiere partie, les Patch-Tests qui informent sur la
validité de 1°élément;
En déuxiéme partie,les tests de précision (des exemples de
plagques avec différentes géométries et différentes conditions
de chargement),

* CONCLUSION GENERALE

ENP/GHM 4




P.F.E-94 PRESENTATION DE LA H.E.F

I-1. INTRODUCTION - OBJECTIFS:

Le développement et 1°utilisation d un ¢lément fini,exigent
le savoir des notions propres a4 1la M.E.F. Ce chapitre a pour
objectifs de: °

- Définir la méthode des éléments finis comme étant une
méthode d’approximation des équations différentielles
ou E.D.P, et les versions utilisées en basant sur la
version mixte; _

- Donner les conditions de convergence sur un é&lément fina,
utilisé dans la discritisation d’un milieu continu;

- Présenter les tests de validation et de peﬂformance,
1"influence de 1’effet de bords. (Modéls Reissner_Mindlin);

- Présenter 1'utilité de 1°élément isoparamétrique et
lutilisation de 1 intégration numérique.

I-2. LA METHODE DES ELEMENTS FINIS:

La méthode des éléments finis, est un outil qui permet
d’étudier le comportement d un systéme physique (caractérisé par
un domaine et un contour ), géré le plus souvent par des équations
aux dérivées partielles associées &4 des conditions aux limites.

Aw=0" ., sur Q (1-1a)
B{u) =0 . sur I (1-1b)

u: variables inconnus

Elle consiste & faire une approximation simple des variables
inconnus pour transformer ses équations aux dérivées partielles en
équations algébriques,en passant par deux étapes:

- La formulstion intégralg {(Galerkin ou Rayleigh -Ritz )

ENP / G.M | | 5



P.F.E-984 PRESENTATION DE LA M.E.F

"L approximation du champ déplacement est donnée par:

U"E-Niui

ol ;
N; : sont les fonctions de formes définiés (1-2)
- localement par é§1ément ou rAr
goug dommaline .
u; : les paramétres inconnus .

le systéme algébriques sera de la forme:

[KI{U}={F} T (1-3)
ou
F : vecteur charge
K : matrice de rigidité

la solution de ce systéme est une approximation des équations

Alu) =0 . 8sur Q@ ‘
B{u) =0 . sur I

I-3. LES VERSIONS DANS LA M_E.F :

Pour traiter un -probléme donné,par éléments finis, il existe
trois versions possibles:

1~ version deplacement basée sur la minimisation de 1° ériergie
_ potentlelle totale (m);

S(w) = d(u+vw) = 0 {1-4)

o0 u : l'énergie de déformation du systéme.
W ! l°énergie potentielle des chargements externes.

2- Ver51on contrainte,basée sur 1s minimisation de 1" énergie
potentielle complémentaire { m* ),

3(x*) = 8 (u*+w*) = 0 ' (1-5)

ENP / G.NM 6



P.F.E-84 PRESENTATION DE LA H.E.F

3- Version mixte,cette version est un mélange des deux
premiéres,dont il y a différents principes variationnels. .
(par exemple celui de Reissner - Hellinger)

Parmis les formulations mixtes utilisées dans le développement des
é€léments sans modes parasites,blocage en cisaillement
transversal et permettant une évaluation précise des déplacements
et fréquences propres;celles basées sur la théorie de Reissner-
Mindlin.

Il v a deux approches qui semblent dominer actuellement:
- La premiére,est celle basée sur 1l utilisation des formes
variationnelles mixtes ou hybrides.

- La seconde est celle o0 l°on utilise des techniques de résidus
pondérés pour relier les efforts de cisaillement indépendants aux
variables cinématiques Hﬁ; C'est 1 approcche gque nous devons
utiliser dans le développement de notre élément DRM (Discret
‘Reissner-Hindlin ), 'car,elle permet de donner des éléments plus
robustesgque la premiére.[7]

t
I-4. CONDITIONS DE CONVERGENCES - TAUX DE CONVERGENCE:

Qu "entend t—on‘par convergence d’une approximation:C’est que
la solution approximative polynomiale (u) doit tendre vers la
solution exacte (u),quand 1la taille de 1°élément (h) tend vers
zéro et que l’erreur en un point donné,devienne:

u- ul = h9) < ch¥i-=a |

(1-6)
ge= k+ 1

ol constante positive dépend de la position

taille de 1l°élément

degré du polyndme d interpolation

ordre de dérivées apparaissant dans 1 expression des

variables nodales_(f pour C°, 2 pour C1),.

B o6

*

ceci doit étre vérifigl- aussi pour tous les dérivées de (u).
Pour assurer la convergence,il faut que 1l approximation accomplit
les conditions de conformité et de complétuds.

ENP / G.M 7



P.F.E-84 PREEENTATION DE LA M.E.F

La condition de conformité: assure que lorsque la taille de
l"élément (h) tend vers 2zéro,le syst<me algébrique (I-3)
représente le systéme différentiel (I-la,b). Elle est appelée
- aussi condition de complétude. '

La condition de s=stabilité: c¢’est une nécessité pour <que le
systéme algébrique (I-3), donnera une solution unique,afin
d’éliminer les modes parasites. 1ie : 1la matrice [K] est non
singuliére pour tous les assemblages d éléments. '

REMARQUE :

La condition de conformité est un probléme douteux. car, il
existe des éléments qui ne respectent pas cette condition et qui
convergent ( méme plus rapide ). Pour les versions mixtes, ol les
conditions de continuité sur les contraintes, sont prises sur les
limites de 1°élément d 'une maniére discréte,seul la continuité C°
est requise dans 1l interpolation.

I-5. TESTS DE CONVERGENCE ET DE PERFORMANCE:

I-5-1. Tests de convergence(Patch-Test):

Objectifs
L objectif des tests de convergence (Patch-test ), est de
vérifier la formulation théorique, et d"évaluer les
caractéristiques de convergence, d ' efficacits: et de‘précision. Il
sont importantes aussi pour vérifier la mise en oguvre

informatique des modéles.
Il y a plusieurs formes de  Patch-Test, et chacune a ces
particularités et ces limites, parmi eux,on cite:

I-5-1-1. Patch-test simple ( cinématique ):

Ce patch-test permet, d évaluer la condition de consistance
des équations aux dérivées partielles, qui est une condition
nécessaire, mais, pas suffisante,oll les conditions aux limites sont
introduites explicitement. Il existe deux formes de ce patch-test:

Forme A : on fixe 1les déplacements de tous les noeuds,et on
vérifier 1°équilibre s’il est atteini au noeud interne (i)
fig(I-1a). .

Forme B : on fixe les déplacements sur le contour, et on calculele
déplacement au noeud (i) fig(I-1b).

ENP / G.M ' 8



P.F.E-94 PRESENTATION DE LA M.E.F

Bien que ces tests ne doivent étre effectués que sur des
bloes infinitésimal,pour 1la plupart des éléments dans lesquéi% -
les équations aux dérivées partielles sont & coefficients constants
et (ol) des polyndmes d interpolation utilisés, sont & jacobien
constant,la taille du blec est indifférente. [ 9]

« o)
Forme A:déplacement fixé ] Forme B:déplacement
en touts > points fixé sur le contour
kijas-f1=0 en 1i. © aszkia{fi1-kigagz}.

Fig I-1: patch-test cinémstique

I-5-1-2. Patch-test forme C ( Dynamique ):

Ce test incluoe la  vérification des deux conditions;
consistance et stabilité, ainsi, sa vérification Fera une condition
suffisante de convergence. Le bloc d éléments est assemblé comme
précédemment,mais, en fixant le nombre minimum de degré de liberté
voir fig(l-2c¢) .

Un patch-test & un seul élément est possible fig(I-2d), maldré que,
sa satisfaction n"est pas une condition suffisante, elle reste
nécessaire, car il arrive qu’un bloc plus grand ne révéle pas les
instabilités inhérentes 4 un élément pris isolement, en outre, sa
vérification nous informe sur la robustesse de 1 élément fini.

Un é€élément est qualifié de robuste,si ses performances ne sont pas
gensible aux paramétres physiquesde 1 équation aux DP (par '
exemple la valeur du coefficient de Poisson au voisinage de 0.5 )

» | @
JEEAN
Patch-Test Dynamique Patch-Test & un seul élément

Fig I-2: Patch-Test dynamique

ENP / G.H . 3



P.F.E-84 PRESENTATION DE LA M.E.F

I-5-2. Tests de perfomance:

Les performances des éléments sont classiguement évaluées, en
comparant les solutions numériques obtenus par élément finis a des
solutions théoriques,ou & des résultats expérimentaux.

Les quantités comparées sont par exemple:
-Un déplacement (fléche au centre ; rotation maximum ... )
-Une norme en déplacement

of = [(W,e - W) da | (1-7)
J e

-Les efforts résultants en des points particuliers.
-~L énergie potentielle totale.
-Les modes est les frégquences propres °... =stc.
Parfois une fléche au centre,ne permet pas de juger sur la
performance de 1 élément.

On peut déterminer le taux de convergence d'un élément, en
utilisant une des deux méthodes suivantes:

¥ ler Héthode: ;

Dans ce test, il faut imposer une solution polynomiale de
degré plus élevé. Le degré 1le plus haut des polyndmes pour
lesquels le patch-test est complétement setisfait, fournit 1le taux
de convergence correspondant. '

¥ Z2eme Méthode:

Puisque, 1l°énergie interne suit la méme variation du
déplacement, et a4 partir de 1"équation (1-86), le taux de
convergence sera:

. @= Lnfuex~ucl/Ln(h)
ol Uax: 1l énergie interne .exacte.

Ue @ l'énergie interne calculée d= la forme
Ue= j;wdA _ avec aq: charge; w: déplacement
A

h: la taille de 1 élément.

ENP / G.M 10



P.F.E-94 PRESENTATION DE LA M.E.F

I-6. ELEMENTS ISOPARAMETRIQUES -

L ’objectif de ce paragraphe est de trouver une formulation
générale permettant de calculer tous les £léments d une structure
( qui sont engendrés par un élément de référesnce dit pére ) de
facon simple..

Mathématiquement,cette méthode est applicable & condition que 1la
transformation des coordonnées est une application ‘bijective
exprimée par la relation suivante.(repére adimentionnel)

X I —
yt=IF{s (1-8)
z . t - .
ol {r , 8 , t) : sont 1les coordonnéss naturelles dans le
repére loesal

(¥ , v, 2) : les coordonnées dans le repére global

La maniére 1la plus simple, pour déterminer 1 opérateur f, est
d'utiliserles fonctions de formes exprimées dans le repére local,
pour une transformation isoparametrique,on obtient:

X = ENI(I,S’, t)xi

y=zNi(rrsrc)Yi (1:é-)‘
ZzZ = 2 NI(I,S, t)zi

La bijection de (f) ne sera pas vérifiée, lors d 'une distorsion-

sccessive que nous devons 1l éviter.

Lorsque les gdrandeurs inconnus sont définis par les mémes
fonctions de: formes définition la géométrie,l élément est dit
isoparamétrique. '

On peut montrer que,dans le cas d une transformation bilinéaire,
la condition nécessaire de bijectivité revient & ce qui, aucun
angle interne ne soit supérieur & 180°.[86]

Afin de pouvoir caleuler les matrices élémentaires,on a' besoin
de trouver une relation entre les opérateurs - a9/9x.8/&, & az)

et (9/0r,0/&, dot).

ENP / G.M | ' 11
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D aprés la régle de différentiation générale,on a:

8 _990x &9y 99z 12105
o xar oy or 9z 0z (1-10)
0 3 ]
gimilairement pour -5-§et: 3¢ °° trouve:
(8] 1ox 8y 9z1{.8 ] (9 ]
ar dr 9r Or || ox ox
a | _ iox oz 31 _ ) K- FEBCTES
| |ox 3y oz(| 2 2
| 9t} |ot ot at) | oz | | Oz ]

od [J] est la matrice jacobienne.

On définit le jacobien J = det[J].
Le jacobien peut ne pas étre constant,et la transformation ne sera
possible que si J > 0.

I-7. INTEGRATION NUMERIQUE: y

Lorsque le calcul des matrices élémentaires est compliqué,on
fait recours & 1l 'intégration numérique.La méthode de gquadrature de
Gauss est la plus utilisée, car,elle nécessite 1le petit nombre
d’évaluation de 1la fonction a 1intégrer, et avec n points
d intégration,elle permet d intégrer exactement un polynime
jusgu’a 1 ordre (2n-1).

Ainsi, pour évaluer 1 intégral d’une fonction F(r,s) sur une
surface S,on écrit:

fF(r,s) drds = & faia_.,r-‘(ri,sj) (1-12)
s . 1l jwl

ol ;
F(r;, ay) :est la valeur de F(r,s) au point (r; s;)
«;,a; : coefficients ( ou fonctions poids )

m ; L'ordre d'intégration = nbre de points dintegration

Pour les éléments triangulaires,on utilise une variante de
quadrature de Gauss établie pour la premiére fois par Hammer et al
(19586).

ENP / G.H 12
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' Le choix de 1 ordre d intégration dépend du type d ' élément utilisé
et la matrice élémentaire que 1 on doit calculer{[k], [(m] ou {f}).
En pratique, on choisit un nombre de points aussi faible que
possible pour diminuer le volume de <calcul.Mais, il existe pour
chaque élément, un nombre minimum de points d’intégration,‘en
dessous duquel la matrice [k] reste singuliére, 'malgré,
l°introduction des conditions aux limites.

L erreur de calcul =sera de 1 'ordre h{(k+1l-m>
. 1 : classe C°
ol m=
2 : classe C3
k : degré du polyndme d interpolat n.
L avantage de 1 intégration numérique, réside dans 1le souplesse
d"emploi obtenue avec un seul programme de calcul,en outre la.

disponibilité des tables qui donnent les fonctions poids.

Apres cette présentation de la HEF, et vue le 5ut de notre sujet,
on va illustrer dans le preochain chapitre ls théorie des plaques.

ENP / G.M 13



P.F.E-94 THEORIES DES PLAQUES

IT-1.INTRODUCTION:

Avant d’ aborder le développement de 1°élément considéré, on
introduit 1la théorie des plagues, pour plus de détails voir les
Références [11,[4] et [5].

L 'épaisseur de 1ls plaque & une importance considérable dans
la formulation des plaques en flexion, ainsi, les plaques sont
classées en deux catégories: )

- Les plagues minces, ol on applique l’approche de ‘Kirchhoff;qui
neglige l'effet de cisaillement par rapport a celui de flexion.
(ie;: la rigidité en flexion et plus grande gue celle en
cisailllement)

- Les plagues épaisses, on utilise la théorie dé ‘Reissner-
Hindlin’, gqui tient en compte 1 'effet de cisaillement.

Dans ce qui suit,nous présentons la théorie de Reissner-Mindlin,
et on demontre ' que, la théorie de Kirchhoff n’est qu’un
cas particulier.

Fig II-1: Représentation d’ 'une plaque

En pratiqué on prend une valeur limite t/a=0.01
t/a > 0.01 plagque épaisse
t/a £ 0.01 plagque mince

avec t: 1’'épaisseur de la plaque.-
a: petite taille de la plague.
selon une étude faite par Babuska et Scapulla [11].
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P.F.E~-94 THEORIES DES PLAQUES

I¥-2. THEORIE DE REISSNER-MINDLIN:

Dans cetgﬁéparagraphe,on introduit les hypothéses de bases, et
on détermine les différentes relations qui seront utilisées dans
le développement de notre élément. (relations déformations-
déplacements; contraintes-déformations; les équations d’équilibre
et le principe variationnel utilisé).

I1-2-a. Hypothéses:

La théorie de Reissner-Mindlin est basée sur les hypothéses
suivantes:

1- Les surfaces planes perpendiculaires a la surface médiane avant
déformation, restent planes,mais,non nécessairement
perpendiculaires et leurs état peut &tre représenté par la
Fig(II-2a,b).

2- Le déplacement transversal est uniforme selon 1 épaisseur de la
plaque, ainsi,on écrit:

. OW ; . -
T 0 et W= W(x,y) , (2-1)

3- L état de contrainte plane ié:

G, =0
(@ ®)
.2Uh ’ 3?%
By By
> - G’V N i
ﬁk X V'

Fig II-2 Etat de déformation
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IT-2-b. Relation déformation~déplacement:

Le champ de déplacement est constitué de trois composantes:
- Une fléche transversale w = w(x,¥y).
- Deux rotations Bx(x,y) et By(x,y).

On peut écrire:
u = zf,(x,y}

v=zf, (x,¥) (22
W= W(xr.V)

et le champ de déformation dans la plaque est

gx:.ggazggnsz'x

ax

o .
ey = .@V‘ = zpy'y' ‘ /

oW -
g’ = _a_z = 0 (2 3)

Yo = Z( Bry*By.x )
Ve = 2 w.x"'p}' )
Yyz ™ z( W8, )

Les déformations peuvent étre classées en deux parties

* ﬁéformations de flexion

&) [ Bxx a
@ =1¢ =27 Byy = z[L}{p}
130" _ ﬁx-.v"'ﬂy.x

ENP/GH 16
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o
*

On [L]’%ﬁest un opérateur de dérivation défini par:
- a 1
e 0
3 i J (2-5)
L = 0 ’ B =
- ] Ay { } {p,,] |
9 3 '
dy oOx)|

(2-5)
W
ol : W1} = { 'x}
Wy
II-2~c. Relation contrainte-déformation:
A partir du Loi de Hooke généralisée,pour un matériau isotrope
et 1 hypothése (3),on a: '
— Les contraintes de flexion:
qx 1 v 0 ex ex
o, = E_|¥1 O e, t=|D|{e (2-7
1-v2 0 ¢ L=V
Ty 2 LS Yxy
- Les contraintes de cissaillement:
T 10 Y Y
Tys 01 \ Vys=
{2-8)
v : coefficient de poilsson

E : moduled’elasticité longitudinal (Yong)

G : module de cisalllement trasversal et G = g(lw)"‘

ENP/GHM
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P.F.E-94 THEORIES DES PLAQUES

IT-2-d. LES EQUATIONS D EQUILIBRE ET LE PRINCIPE VARIATIONNEL:

D abord,on doit définir les efforts résultants agissants

sur
la plaque: :

r 4

/N

: > Y

My My
l’ \
X 'M;VVVS’

Fig II-3 représentation des efforts résultants

* Les efforts de cisaillement sont définis par:

t/2
Se= K[ tdz = (KEG) (P + W)
-t/2 (2-9) .
‘ t/2
Sy = K [ tydz= (KEG) (B, + W, )
~t/2
od : K est un coefficient correcteur qui dépend de la forme
géométrique de la surface transversale, (po.r un rectangle,il est
pris- "~ égal a 5/6). [2]1, (8]

Si on pose a = K.G.t, on peut écrire:

{(st=eal{(p)+Hww}]

(2-98)
ot %{s}n{ph{vw}

(2-8b)
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¥ Les moments de flexion sont définis par:

t
2
M, Oqzdz ; M, = fa”,zdz,-

-t ' -£
1 2 (2-10)

H
ey B2¥er

-t
2
aprés intégration,on peut écrire
MZ
{M)=[pDI1lLI{6} ou {M}: M, (2-11)
M ‘

On peut maigtenant écrire deux équations d équilibre:
La premiéré relit les forces de cisaillement aux moments de

flexion.

[L]7{M)}+{S) =0 (2-12)
La deuxiéme donne 1 état de 1l équilibre laté:al:
(vIFF{8)+g=0 on (vF=(-2,2,28),
g | ox‘' oy’ oz (2-13)

g: charge exterieurs .

’ Les approximations sont faites a4 partir du systéme (2-39b),
(2-12) et (2-13). Différentes possibilités existes pour gdarder les

variables W, Bx,By et S.
Quand la forme du systéme obtenue est irréductible,; 1 équation

(2-9b ) peut étre utilisée pour éliminer par exemple la
variable S.

ENP/GH n - 19
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Le systéme précédent est interprété comme une minimisation de
1l énergie potentielle totale exprimée par:

x=U+ W . (2-14)

ol ‘
-U: Energie de déformation,qui est égale & la somme des
énergiesde flexion et de cisaillement (principe de

superposition).

U=Up+ U, = %{a‘cdﬂ

(2-15)
U, = -%f([L]{B})T[D]([L]{B})dQ
o
: (2-16)
u.!'.-. -1
U, 2_!;{1}'-"0; {yldQ
de 1 équation (2-9a),on peut écrire:
u, = %{fS}T a{ s }dQ (2-17)
- W: le travail des forces-extérieurs .
W -£quﬂ (2-18)
pour une charge distribuée q
Ainsi, 1'énergie potentielle s’écrit
x = %—!([L]{B})T [DI(LL){Phda
(2-19)

. %{ls}’-’ & S }d@ - £wd do
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II-3. THEORIE DE KIRCHHOFF:

Dans le‘cas des plaques minces, la valeur de a=K.G.t devient
tres large; (ie: résistance au cisaillement trés grande) et tend
vers 1°infini dans le cas parfait, 1 équation (2-9b) devient;

{pY+{vww}=o0 (2-20)

ce qui garanti que, pendant 1a déformation, la normal =au plan
médian de la plague reste normal. fig (I-7) c¢a donne la premiére
hypothése. Cependant,les deux hypothéses (2) et (3) présentées
auparavant,restent applicables.

Par conséquent, les relations constitutives et les équations
d’équilibre restent les mémes, en éliminant seulement les termes
qui contiennent 1l/a )

(@ | ()

7y

' Fig I1-4 Déformation de la normale -plague mince-

On conclut que la théorie de Kirchhoff est un cas particulier de
1a théorie de Reissner-Mindlin.
Le principe variationnel devient:

1:-—;-‘![[L]lp}]T[D][[L]{B}IdQ-{quﬂ (2-21)
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REMARQUE :
La présence des efforts de cisaillement font diminuer les

déformations angulaires, ceci est du fait, que les efforts internes
sont développés pour permettre s8u corps d’étre dans un état 1le
plus stable possible, c¢-8-d ayant la plus petite énergie de
déformation. :

ENP/GNM 22



P.F.E-84 FORMULATION DE L ELEMENT "DRM"

EORMUL,

IIT-1. INTRODUCTION:

Face au probléme de blocage en cisaillement transversal, qui
apparait dans les éléments basés sur la théorie de Reissner-
Mindlin, ils ont utilisé 1la technique d intégration réduite
sélective (IRS), qui a donné de bons résultats. Toute fois, elle
génére des modes parasites ou modes supérieunr d énergie nuls. Une
autre alternative de <cette technique,a &été utilisée; 1 utilisation
des hypothéses de Kirchhoff sous forme discrétes (formulation
déplacement), elle a donnéiﬁdes résultats comparatifs a la méthode
(IRS).

Dans ce chapitre, on & utilisé une extension de ces deux
techniques dans le développement de notre élément "DRM': C’est une
formulation mixte, bsasé sur la théorie des plsques épaisses
(Reissner~-Mindlin) et les hypothéses discrétes introduites par
intégrale sur les coOtés.

ITI-2. FORMULATION DE L ELEMENT "DRM": [7] )
On considére 1 élément triangulsasire "DRM", de cotés droitﬂ%,

représenté sur la fig [IIX-la,b} & 12 degrés de liberté (3ddl par

noeud de sommet et lddl par noeud médiasn ie;au milieu du coté).

Fig III-1a: Elément DRK
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Le vecfedr déplacement pour cet élément est:
UT = < ‘Yl' ﬁml BYJ' ng szl ﬂy)‘ Wa" Bx.?' ayJ'Aﬂl'Aﬂz'Ap3 >

Notations:
On utilise les notations spéciales suivantes:

1, = (X, 24y, °
Xyy = Xy = Xy

Yig =¥3 — ¥t
wyy = ( X, 8y )

Cp = +COBW4y = 24

Fig III-2 1,

ITI-2-a. Hypothéses:

La formulation de 1°élément “DRM" est basée sur les
considérations suivantes:

1- Les rotations 'Bx’, "By’ varient quadratifuement & 1l intérieur
de 1°élément tel gque: '

Bx = ‘glLini + 1%4L1L1A-Bk (3""18.)
8L L, Ler L a8, (3-1b)

ou Li : coordonnées d aire, les fonctions de forme.
(voir Annexe A)
(Exi) AE&: : Les paramétres hiérarchiques des rotations
tangentielles des nosuds médians.
Bxct Pye : Rolabions des vioeuds de sowmmets.
~et: 1=1,3
Jz=i-(i/3)%3+1 ' (3-2)
k=3-(3/3)%3+1
Ces interpolations conférent 1la continuité C° & 1 approximation.
voir 8(I-1) ‘
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2- Le déplacement transversal ‘W', varie linéairement sur

1"élément, on remargque par ailleurs,que son type de variation

n affecte pas sur la dérivation de la matrice de rigiditsé.
(volr remarques)

Je1

3- La composante du cisaillement transversal 'S’ supposée variée
lingzairement dans chadgue élément.

g g4 —
{s -{S"}n ﬁLi{_:}u 2,45, (3-4)
. v i=1 Sy im]l .
oid {s} est déterminé en fonction des résultantes tangentielle

de cisaillement sur le cdté "k° (k=1,2,3). (Voir Annexe B)

4- Les hypothéses discrétes, introduites par intégrale curvilgne,
sont imposées sur chagque c6té aux noeuds médians, (i,3,k) définis
auparavant. '

Aprés intégration,on obtient.

= dp.‘l’.z.i‘_'f.i. + Z0c By + BL+ ,(F) + BP1 + 24p,  (35a)
*k }

dp=%1,dépend du sens d intégration (+1; sens trigonométrique)
"ainsi, 1 équation (2-8b) sers approximée sous forme discréte comme:
25=101(F)= 10p) B+ (21 W (3-6)
ol tQB],[ij et [Q]: des opérateurs évalués en (Annexe cy.

Ceci,permet d éliminer le parasmétre 'S’ des équations d équilibre
(2-12) et (2-13) et 1 égquation de 1 énergie potentielle (2-19).
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Avant de commencer la dérivation de 1la matrice de rigidité,
on note que ces _considérations conduisent A& une variation
quadratique de Be, et linéaire de Bn, donnéespar;

ﬂ==(1~£)p%+£p§4£(1-£)A3k (3-7a)
= (1-6) B, +£B,, (3-7b)

‘Pour plus de détails voir (Annexe B).

III-2-b. Matrice de rigidité:

Pour dériver la matrice _de'rigidité, on utilise 1le principe
variationnel eq (2-19).

u=—%£(e)"(o)dv—j;(tf.)"( f,)dv-{( U )7( £, )ds

Ce qui conduit a la forme suivante de 1 énergie potentielle

uu%{( [L) [B] £{D) {L) m)dm%{m ‘et [s] dﬂ-£W4d0 (3-8)

On insert les équation (3-1a,b),(3-3),(3-6),qui peuvent étre
écrites sous la forme:

[B1=[,] [F)
(W] = [N, (%) (3-9)
[s)=[N,) [3)=a [N,] ([0p) [B]+(0,] (W)

avec:

[Bl1%= (P, .B, B, B, B..B,. AP, AP, AB,)
[W] &= (W1: Wzl Wg)
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Les matrices [Npl, [Ne], [Qw] sont déduites au (Annexe C)
On obtient:

n=-§-£( [Z1 (3] [B1) ¢[D] ([Z] (M) [F1) dR

+ > [ (I,] [Qp) [B1+ [N,] [Q,] [W1)® '
0 (3-10)

+a (1N,) (@] [B)+[Q,) [W)) dQ
-[ (9] 1#]) ca
Q

et én minimisant l'énergie potentielle (m), on obtient:

Ky Kpo [g)_(g) | (3-11)

ko Kw

avec

 (Kyg) w[( C(L] [Np]) TLD] ([L] [Np) )+ ([N,] [2]) 7a (IN,] [Q,))) dQ
(Kpa) = [ (LIN,] [Qp)) e ( [N,] [,]) 02
[+]
(Kpp) = £ (CIN] [0,1) T ([N,] [Q,1))dQ
On admet les notions suivantes :
' (L1 [N) =181

[N, 1 [Q) =1[Bg) (3-12)
[N, 1 [Q] = [5]

ainsi: ,
L5yp1=[ (5,1 7(D] (Bl + B, " [B,,) ) 0
[Kpy) -_£ [Bg,l Ta [B,] dQ=[K,s] T (3-19)
[Kyp] = !: [B,) e [B,] dQ

Les matrices [Brl,[Brel et [Be] seront développées en
(Annexe C). :
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Si 1l'épaisseur et les propriétés physiques du matériau sont
constantes, +trois points de Gauss conduisent & 1 intégration
exacte, car, les résultantes de flexion et de cisaillement
transversal varient linéairement dans chaque élément,

I11-2-c. Détermination du vecteur charge:

L énergie potentielle externe pour une charge .répartie
uniforme,est donnée par: '

We = P,dexdy = (U,)T(£*) | (3-14)
A" ‘

La variation linéaire de "W' prouve que

{ fﬁ) = P;A (11ol‘otllofolllotofovolo) (3-15)

k]

et de plus;l erreur dans 1°évaluation de 1 énergie est de 1 ordre
O(h®),h: la taille de 1 élément.

IIT-2~-d. Détermination de la matrice masse:

5i on néglige les inerties de rotation, l'énergie cinétique
est: '

W = [wp WdA
f
= (Up) (M (U,)

ce qui donne:

[ 41 = [(]7p,IN,] da | (3-16)
A

pour une interpolation linéaire de "W, la matrice masse est de la

forme:
0-- -0~} (F
| {3-17)

o
o
-
%]

ol : m la masse totale de 1°élément m = p.A.t

I11-2-e. Calculs des déformations, contraintes et efforts:

Une fois les différents déplacements sont connus, on peut
calculer:
- Les déformations de flexion:

[x] =[B,] [P] | (3-18)
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1

Les déformations de flexion:

[x]=1[B, [B] (3-18)

— Les Moments de flexion:
[M] = [D] [x] = [D) [B,) [B] (3-19)

- Les contraintes planes:
| [o)] =2 [M] {3-20)

- les forces de cisaillement:

III-

1-

] |

{5)=a{l B, P} + [BIF) =[

2-f. Remarques:

D‘autres formes existent pour introduire les hypothéses
discrétes, 1 une est la substitution & partir des équations

x} (3-21)

(2-12) et (2-13),et ainsi,la réduction des variables. L autre

est 1l'utilisation des paramétres de Lagrange discrets. Les
deux procédures donneraient les mémes résultats.[7]

Il vy 2 une autre forme semblable & celle utilisée, c’est la
technique de "collocation par points”. )
On peut supposer gue la variation de "W° est quadratique,
1" équation (3-5a) prouve gqu'elle n affecté pas sur
l"intégration de Stk, -ie: il y aura un changement seulement
dans l'évaluation du vecteur force et la matrice masse, et’
ainsi, l erreur dans 1 évaluation de 1 énergie potentielle
sera de 1 ordre d(h3).
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IV-1. INTRODUCTION

Ce chapitre regdroupe les différents résultats numériques des
tests, qui permettent de juger 1 aptitude de notre é&lément “DRM".
Ces tests ont été fréquemment utilisésdans la littérature, et
correspondent & des propositions de plusieurs spécilalistes:

- Dans la premiére partie,on présente les résultats des tests
de validation, "Patch-Tests”.
- Dans la deuxiéme partie, on présent ceux des tests de
performance, "Précision”.
Pour atteindre c¢e but, nous avons formulé® et implanté notre
€¢lément dans un code de calcul des structures "DLEARN”, ol les
calculs sont en double précision, en outre,nous avons utilisé le
compilateur "F7713" afin de pouvoir analyser des structures de
grandes tailles.( voir annexe D )

IV-2. TESTS DE VALIDATION:

Ce type de tests permet de vérifier 1la formulation théorigue
et d " évaluer les caractéristiquesde convergence. Dans la version
mixte il y a deux méthodes pour appliquer le Patch-Test:

— Patch-Test numérique,si la démonstration est numérique.
~ Patch-Test variationel,si la démonstration est théorique.

IV-2-a. Patch-Test numérique:

Cette méthode non seulement permet de vérifier 1la convergence
de 1°'élément, mais, de vérifier de plus 1la mise en oeuvre
informatique du modéle. Selon les sugdestions de "ROBINSON", pour
1’évaluation des éléments plaques en flexion, on considére le
probléme de Patch-Test (forme C), défini dasns la figure (IV-1), ou
quatre éléments "DRM" sont assemblés avec un noeud interne.

Le chardement et les conditions aux limites sont choisis de facon
qgue, théoriquement conduisent & un état de déformation constant
dans toute la structure. '
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- Conditions aux limites
(W=0, Bx=0, B8y=0) aux noeuds 1, 3 et 11
: . ¥
- Caractéristiques de la structure: )
E=10E+4, v=0.3, t=1 " e
. ] b,
61 ]
- Le‘chargement: 4 ¢
Mx = 10 aux noeuds 3., 13 | < 5 -
Mx = =10 —~— 1, 11 ‘
My = 20 — 11, 13
My = =20 ~ 1, 3
Pg = -2 aux noeud 13

-Résultats: .””fié-iviiz PatEE:Tégiff
Mx=My=Mxy = 1 constant dans la structuore
W =12,68 pour v =0.3 ; et W =8.51 pour v =10.0
Les moments Mx My Mxy sont trouvés constants dans toute la
structure,ceci,confirme gque 1'élément est compatible, en outre il
est robuste,car, la variation de v n’a pas d’'influence sur son
comportement.k

IV-2-b. Patch-Test variationel:
' Dans la formulation mixte qu’on a utilisé dans le
développement de notre élément, on a. approximé toutes les
variables pour que la solution soit capable de converger dans les
deux cas de plaques, minces et épaisses, aussi:
O=N,.0 ; W=N,.W; S=N,.8 (IV-1)
ou;
No,Nw,Ne: sont les fonctions de formes.
8 , W ,S5: sont les paramétres.
B, ﬁ, S: les variables nodales.
Le systéme d éguation sera toujours de la forme:

A A o] _
A, 0 F,
AQT T A‘ E = Fz ‘ (IV_Z)
— .
o Al o W :
avec:
Fi,F2,Fa: les composantes du vecteur charge.
As : des blocs de la matrice de rigidité.
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Il est nécesssire algébriquement gue

ne+na 2  no ' (IV-3a)
ne+nw 2 Ne (IV-3b)
Na = Nsw = (IV*3C)

oll; ne,nw,na représentent le nombre de variables pour chaque
paramétres 6,W,S5 respectivement.

La premiére inéquation est évidente, cependant, les

inéquations

(IV-3b) et (IV-3¢) doivent étres vérifiées comme une

condition nécessaire ( de stabilité ), pour les différentes
assemblages d éléments.
On présente par suite deux types de tests (mé&me forme C):

1- Testl:

2—- Test2:

sur la représentation des mouvements de corps rigide,
ol trecis ddl seulement sont éliminés:w1{e1,32

sur la représentation d un état de déformation
constant, ol tous les ddl de contour sont éliminés.

¥ Pour un seul élémenf, W1=0, Bx1=By1=0

ANWAVAWAN

Testl:
Test2:

ng = 86-2 =4 ; na-= 3; nw=3-1=2
ne = 0 ; na =0 ; nw =19

¥ Pour un assemblage d ' éléments:

A A A A

Testl: ne

Test2:

H
N Q@
N
i
[23]
=
]
"
m
7
1
=
A
t
w

ha
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Dans les deux cas d assemblage, les inéquations précédentes
sont vérifiées pour les deux tests, testl et test2, ce qui permet
de concluré, que 1°élément “DRM" posséde les caractéristiques
suivantes:

- Peut représenter les mouvements de corps rigide, et 17état de
déformation constant; '

— L’inexistdnce des modes parasites;

— 11 est robuste ie: les Caractéristiques de la structure
n’'affecte pas sur le comportement de l°élément.

IV-3. TESTS DE PERFORMANCE “PRECISION":

Aprés qu'on & assuré la conformité de 1'élément, par le
passage avec succés des patch-tests, il nous reste gqu’'a visualiser
sa performance en comparsalson avec d’autres éléments.Pour
atteindre c¢ce but, en wva traiter des exemples avec différentes
sollicitations et conditions aux limites. ‘

On cite les éléments de comparaison:
* DKT: Elément de Kirchhoff triangulaire a 3 noeuds et 3 ddl
par noeud. '
* DEKQ: Elément de Kirchhoff quadratigue & 4 noeuds
% TRI-B8: Elément triangulaire &8 6 noeuds avec. interpolation
quadratique des déplacements et rotations, et linéaire
pour 1 effort tranchant.
* TRI-6R: Le méme que TRI-6 sauf une interpolation quadratique
pour 1l effort tranchant
Différentessituations ont été considérées,selon plusieurs facteurs:
- La forme géométrique de la structure (carrée, circulaire,
losange...) ’
- L 'épaisseur de la plaque ( épaisse, mince et trés mince )
- Le type de chargement ( charge uniforme, concentrée)
- Le type des conditions aux limites ( encastrée, simplement
supportée souple W=0, simplement supportée rigide W=0 08,=0)
- Le type de maillage; il y a deux types (A) et (B) voir
_ fig(IvV-2)..
Néanmoins,on testera le comportement de 1°élément aux maillages
irréguliers et aux structures non standards.
Les quantités comparées dans ce gqui suit, sont le déplacement
transversale du centre de la plaque et 1 énergie de déformations,
pour faciliter la comparaison,on a présenté les résultats sous
formes de graphes.

ENP /GHM : 33



P.F.E-94 RESULTATS NUMERIQUES

Maillage A Maillage B

FIG 1V-2: types de maillages

IV-3-1. Plaque carrée:

A cause de la symétrie, un quart d ‘une plague carrée est
discritisé en différents maillages par 1°élément "DRM” FIG(IV-3)
et ayant les propriétés structurelles suivantes:

E=10.82; +%=0.3; a=10
t : épaisseur de la plaque variable.

a. Charge uniforme:

On testera en premier lieu,la convergence de 1 élément "DRM"
dans deux cas extrémes et standards, plaque mince et épaisse avec
des élancements (t/a =0.01 et 0.1) respectivement.

% Comparaison dans le cas d une plague mince:

les figures (IV-3) et (IV-4) montrent les résultats obtenuﬂﬁi
du déplacement transversal du centre d une plaque simplement.
supportée avee des conditions aux 1limites rigides et souples

respectivement.

Les résultats indiquent que 1°élément "DRM" converge plus
rapidement que les autres éléments, mais, la monotonité de
convergence n’'est pas stricte. On en déduit que 1 énerdie

potentielle suit le mé&me cheminement.
On remarque aussi, qu’'il est plus flexible dans le cas de CL
souples ce qui est évident, _guand " on - applique des CL rigides

1°élément devient plaus rigide.
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* Comparaison dans le cas d une plaque épaisse:

De méme facon que précédemment, on a fait une comparaison
dans le cas des plaques épaisses. Les résultats reportés sur les
figures (IV-5) et (IV-6) ( pour des conditions aux limites rigides
et souples respectivement ) indiquent bien 1 e¢ffet du cisaillement
transversal sur 17élément "DRM", cependant, sa compétence est
remarquable,car, il converge plus rapidement Fig(IV-8).

* Influence de type de maillage: 7

Dans ce test,on examine les deux types de maillsages
Fig(IV-2) afin d’illustrer leurs influences sur les résultats.
Pour celd,on a choisi une plagque carrée chargée uniformément avec
l application de divers conditions aux limites.
Comme il y a deux types de conditions aux limites, dans le cas
d‘une plaque simplement supportée, on a essayé en bénificant de ce
test de répendre a la question suivante: Avec quel type de
conditions aux limites (souples ou rigides),1"élément “DRM" se
comporte comme le "DKT"pour une plaque mince ?
Pour bien Jjuger,on doit considérer une plagque trés mince ol la
convergence de 1°élément "DKT" est assurée. On prend un élancement
t/a =0.001; c’est pratiquement un cas limite.

Les figures (IV-7) et (IV-8) regroupent les résultats pour les
cas socuples et rigides respectivement. La Fig (IV-2 ) pour le cas
d "encastrement.

Ces trois figures indiquent bien les gradients importants entre
les résultats correspondants aux deux types de maillage (A) et(B).
On remarque que le type (A) est plus convenable dans le cas d‘une
plagque simplement supportée.

Concernant le "“DKT", les résultats montrent qu’il est 'exaétemenf
atteind,en appliquant des conditions aux limites rigides ie:
DRM(S.S, rigide) = DKT(S.S).

b. Charge concentrée:

De méme fagon que précédemment, seulement ici, une charge
concentrée est appliquée aux centre de 1la plaque (Pz = 1.0). C’est
un probléme pour lequel 1la solution exacte selon la théorie des
plaques épaisses (Reissner-Mindlin) est infinie, cependant, selon
ila théorie des plaques minces est finie [7]. Pour cela,
l"élancement est pris (t/a = 0.01).
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Les figures (IV-10) et (IV-11l) montrent le déplacement
transversal du centre de la plaque obtenu dans 1le cas de CL
simplement supportée souple et rigide respectivement. Dans ces
deux tests, on montre la convergence de 1°élément "DRM"” en
1l absence des s=autres éléments, qui leurs résultats ne sont pas
disponibles. )

On remarque que le maillage de type (A) est 1le plus

convenable, mais, en général, 1'élément "DRH" a une bonne aptitude
pour les deux types de maillage, en outre, sa convergence est
monotone.
La figure (IV-12) montre le comportement de 1°élément “"DRM" dans .
le cas d'une plaque encastrée. On remarque ici de plus gue le type
de maillage (A) est 1le plus convenable et que 1 élément est.
flexible, mais, sa convergence n’'est pas monotone.

IV-3-2. Plaque circulaire:

4 cause de la symétrie un-
quart d une plagque circulaire est
~discritisée avec différents
maillages, la figure (IVJ}b
montre le modéle du maillage
utilisé. La structure a
les propriétés suivantes:

E = 10.82; v = 0.3; R=5

fig 1V-13: Modéle du maillage utilisé
pour une plagque circulaire

Les figures (IV-14) et (IV-15) montre le déplacement transversal

du centre d 'une plagque mince et épaisse respectivement, avec un
chargement uniforme et des conditions aux limites de type
simplement supportée (souples et rigides). Les résultats sont
comparés aux solutions analytiques.

On remarqgue bien la convergence monotone de 1 'élément dans les -
deux cas. .

Les figures (IV-18) et (IV-17) montrent le comportement de
l"élément “DRM" pour une plaque encastrée chargée uniformément
mince et épaisse respectivement. '

On remarque que ni la flexibilité ni la monotonité de convergence
est préservée, cependant,la convergence est assurée.
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IV-3-3. Plaque losande:

Deux tests ont été faitsg sur une
plague losange de 30° Fig (IV18)
discritisée en différents ¢
maillages réguliers et de méme type \\“/\\\/A\\/A\\
(ay, | ' AVAYAYANSE
simplement supportée de type souple, ‘\\J/\\V/\\V/\\\
soumise a une charge uniforme. 7 o
Les propriétés structurelles sont fig IV-18 Plaque losange’
comme suit: E = 10E+7; v = 0.3; a = 100

chargement q = 1.0

Ces tests,permettent de visualiser 1 influence de 1 élancement sur
le comportement de 1°élément, 1les résultats sont comparés sux
solution analytigques et aux autres éléments.

Pour cel#s,on considére deux cas;

plagque mince (t/a =0.01) et plaque épaisse (t/a =0.1). Les
résultats sont représentés sur les figures (IV-19) et (IV-ZU)
respectivement. ' ‘

On remarque que 1"élément "“DRM" a2 wune convergence et une
flexibilité plus meilleurs et plus monotone gue les autreséléments
et que ces propriétés ne sont pas inflvencées par 1 'effet de
1 élancement, =ainsi, on confirme une tois encore que, 1l effet de
blocage en cisaillement transversal n existe plus.

IV-4. Remarques:

* Taux de convergence:

Le taux de convergence d'un élément dans la M.E.F,est une
grandeur importante, il aide & estimer et localiser 1l erreur
commise dans 1 analyse de n importe qu’elle structure. Pour cela,
on a choisi une plaque carrée simplement supportée discritisée en
différents maillages de type (A), chargée uniformément avec des
conditions aux limites de type rigides.

Les figures (IV-22) et (IV~-23) montrent la convergence de
1l énergie de déformation pour les élancements t/a = 0.001 et 0.1
respectivement.
A partir de ces résultats, on peut calculer le taux de
convergence, c¢’'est la pente de Ln ( Uaex - Uecail ) en fonction de
Ln (h) ou:

- Uax: L énergie de déformation {(solution analytique)

- Ucar: L énergie de déformation calculég numériquement.
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On rappel que le calcul de 1l'énergie est fait & partir de 1la
formule suivante: : ,

U@u-£q;vdﬂ

La valeur calculée est légérement grande de (2) ; ¢ est
la valeur que donne 1la théorie. Ce résultat confirme une autre
fois la mise en oeuvre informatique du modéle.

¥ Influence du verouillage géométrique:

Dans ce test,on essaye de voir la sensibilité de 1 élément
aux distorsions géométriques. Pour celd, on choisi une plaque
carrée chargée uniformément, discrétisée e¢n quatres maillages,
figure (IV—2§L deux millages réguliers (a) et (b) et deux autres
irréguliers (c) et (d). Les déplacements transversales du centre
We de (c) et (d) sont comparés sux ceux de (a) et (b)
respectivement pour’ différents épaisseurs et conditions aux
limites.

() (C)

¢ b ()

Fig IV—bb'maillages irréguliers
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Le tableau (IV-1) donne le pourcentage de différents résultats qui
sont calculés & partir de la formule:
Wrdg - Hirré

Exr =

Wrag

t/a 0.001 . 0.01 0.1

CL |Rig Soup | Enca [[Rig Soup | Enc Rig Soup | Enc

Erx(c)}0.75 0.85 [0.99 [|0.786 0.84 |1.01 |{0.59 0.47 (0.49
y | . ;

Exrr(d)|0.68 0.80 (| 3.20 {{0.68 0.88 { 3.10 [|0.73 0.87 [2.90
y :

Tableau IV-1: Distorsion géométrique
les résultats montrent que 1 érreur est considérable
seulement, dans le cas des plaques encastrées (de 1 ordre de:
3%),qui reste une valeur acceptable,ainsi, l'éleément "DRM" est
insensible aux distorsions géometriques.

4

*Remargue sur 1l inflouence du type de maillagde:

Dans le paragraphe (IV{ﬁﬁfESion a vu que le type de maillage
influe de fagon importante sur les résultats. Au début, on a pensé
que cela peut étre du saux différences de longueurs de cétés des
éléments de facon que dans un maillage de type (A), la disposition
des éléments induit une flexibilité dans la ' structure. Alors,nous
avons pris une plagque losange de BD° simplement supportée de type
rigide avec un chargement uniforme et discritisée en 4%4 avec des
~éléments équilatéraux et en gardant les mémes conditions =&ux
limites les mé&me numérotations des noeuds et des éléments.

(fig IV-24D
ﬂT “i\\

\VAVAVAVAN
\VAVAVAVANE
\VAVAVAVANER

mp‘//’

Fig IV-24: Ifluence du type de maillage
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Le déplacement transversal du centre de la plaque selon les
repéres (x,y) et (x-,y:) sont reportés dans la table (IV-2).

0.01 0.1 : 1.0
(x,vy) 7.5980 105 7.9308 102 1.6867
(x:,¥-) 5.3717 108 5.4328 102 1.0214

Tableau IV-2: L’influence du type de maillage

On remarque  que les gradients restaient relativement
importants,ce qui permet de conclure que cet effet n'est pas di &
ce qu’'une cbte soit plus grande que 1 autre et le probléme reste
posé. :

IV-4. CONCLUSION

Les résultats des ‘différents tests vus auparavant, nous
permettent de conclure que:

- L"élément "DRM" est compatible avec un systéme d "équations
stable et aucun mode parasite existe.

- La convergence de 1°élément est assurée pour n’ ' importe quel
élancement, ¢ & d pas de blocage en cisaill~uent transversal.

-~ Le type de maillage (A) est le plus convenable pour les plagques
simplement supportée et le (B) pour les plagues encastrées,
cependant, cet effet est plus localisé lorsque cet élancement
tend vers zéro.

= La convergence de 1°élément n’est plus sensible aux distorsions
géqmétriques.

- L’ordre de convergence est (2) et il est plus meilleurs que
d “autres &léments TRI-B6, TRI-BR.

— On remarque aussi,éue l1°élément “DRM" est plus rigide dans le
cas d 'une plaque épaisse, ce aui est justifié par 1 existante
de l’effet de cisaillement qui augmenté avec 1’ épaisseur.
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CONCLUSION GENERALE

Dans cette thése, nous avons fait une étude théorique et
numérigue d un élément plaque de flexion & six noeuds,basé sur une
formulation mixte, on wutilisant la théorie des plagues épaisses de
Reissner-Mindlin et des hypothéses sous forme discrétes sur chaque
cdté.

De point de vue théorique, cet élément présente plus de
simplicité dans sa formulation (utilisation des fonctions de formes

standards) et une souplesse dans les manipulations algébriques.

De point de vue numérique, on peut conclure gque:
- Cet  élément converge plus gue d autres éléments compétents sans
considération de l’épaiséeur;
- I1 se comporte exactement comme le DKT dans le cas des plaques
minces;
- 11 est insensible aux distorsions géométrigues ;
- I1 est robuste;
- Des gradients importants apparaissent entre les résultats en
utilisant les deux types de maillages' (A) et (B), pour cela on
conseille d'utiliser le type (A) pour les plaques simplement
. supportées et le type (B) pour les plaques encastrées;'
- Un volume de calcul relativement faible que d autre élénents
utilisant 1l approche tridimensionnel;
- Un taux de convergenceﬁ%d'ordre deux , avec une interpolation

linéaire du déplacement transversale.

Nous proposons suite & ce modeste travail, de reformuler cet
élément en utilisant une interpolation quadratique des déplacements
transversals afin d augmenter sa précision. Néanmoins,de lui passer
des tests de précisions en dynamique. Nous pensions aussi que, cet

élément se comporte bien pour les problémes de plasticité.
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LES COORDONNEES D’AIRE.

Pour établir leg fonctions de forme des éléments
triangulaires et tétraédriques,il est commode dutiliser les
coordonnées d "aire (ou de surface) notées par L1,L2,L3. fig(A—l)

Le systéme relativement 4 un triangle,est défini par les relations
linéaires suivantes: '

(A-1) |
X =Lx + LX; + L X,

y=Ly + Ly, + Ly,

Lol + L+ L —
! 3
L1
\\ P
}\ 2
~

FEé“KfI?*ﬁgfiHIEEBH“HEé“EEEEHEHHEEs”aTAire
En résolvant ce systéme on obtient:
L = (& +bx+cy)/2A
L, = ( a; + byx + c;¥ ) /24 (A-2a)
Ly={a +bx+cy)/2A

avec:

1x ¥y
A = % det |1 X, ¥, | = Aire 123 (A-2b)
1 x ¥
et:

a = XYy - XV,
b, = y,-v, ‘ (A-3)
€ = X=X,
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Les autres paramétres sont
des indices ( 1-2~3=+1 ).

I1 est facile de voir que
série de droites paralléles
point "1" fig (A-~1). D’ une
point P tel que:

déterminés par permutation circulaire

les courbes Ll=cste représentent une
a (2-3),on L1=0 sur ce coté et L1=1 au
autre fagcon,elle consiste a définir un

Alre P33

L = Fire 123

Dans un repére local de référence fig(A-2), les

sont définis par:

L, = Alre P13
Aire 123

L = A.ire P12
Alre 123

L=1-r-8

(A-4)

coordonnées d aire

Ly=r (A-5)
Ly=8

Y

3
54 4
1 6 2 >
Fig A-2: Coordonnées d aire dans le Ie€P local
51
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INTRODUCTION DES HYPOTHESES DISCRETES:

La détermination de 1"effort tranchant, repose sur l=a
satisfaction de la condition que: la composante tangentielle est
constante sur le c8té "k". '

Alors la résultante tangentielle de cisaillement "St” sur le cHté
"k" du triangle, (ie: Lkx=0) est donnée par:

Sex = éﬁi
(5
Sy
ot
Cy .
ﬂz[ﬂ]
De méme facon:
fad
5y
Alors:
S Cy Bk] Sy
Ew S 8 | | 5,
et on a:
Sl 1| 7% S5 | ]S (B-1)
Sy4 A, | ¢ -cy Sy
od

Ay = CuSy - 5,0y

‘Il reste & trouver Sewx et Stz en fonction des paramétres des

noeuds de sommets, pour cels,on considére un élément de référence.
voir fig (B-1) o2 sont représentés les deux repéres: locale
(r,s) et (T,N) coincidant avec la tangente au coté (1-2).

52
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Fig B-1 Elément de reférence

D aprés 1 équation (3-1a,b) on a:

Boli= (1-8)B,, + th,, + 4t(1-t) A,

Byl = (1-8)B,; + tB,; + 4t(1-t) 8,AB,

+

Les rotations e (tangentielle) et Bn (normale)  dans le repére
(T,N) sont tel que: 7
\ B, g -c J\ By
ce qui donne: '
B, = (1-6)B,, + tB,y + 4t(1-L) AB,
B, = {1-t) B, + tB,;
En générale,sur le cdte "k" on a:
B = (1-£)P,, + tP,, + 4t(1-£) AP, (B-38)
pn = (1-t) pnj + tppj (B-3b)
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On remarque que,les variations de Bc et [Bn sont quadratique et
linéaire respectivement, figure sulvante:

Gn_ . i ®)

i

Fig B-2: variations des rotations Be et Bn

Les hypothéses discrétes sont imposées sur chaque coté de type
intégrale curviligne comme suit:

a
I 3 .

s, _ aw
= "ot P

By = cste .. sur Ty

A partir de 1 équation (B-1), on obtient:
Sy oW
1; p atdt
x
1 — —
+ L[1Q-6PBey + £Bey + 4£Q~E) AP dE
Q

= oe— £
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donc;

-~ it — 2—
= "Lt Ber B AR

1 ' .
e % I, + Y (e * skﬂyx + b + 8Byl + %Apx

Pour enlever 1 ambiguité de signe (t), on doit définir un sens
d’intégration sur chaque c&té.Pour celd,on choisit celui donné par
la croissance des numéros des noeuds extrémes et le sens
trigonométrique comme positif: o

B o MW Lo (B v By + 8i(Byg + Byy)) + ZAB,
« I 2 Txn 3

gens trigonométrique dp=+1
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DERIVATION DES DIFFERERTES MATRICES

A partir des équations (3-1la), (3-1b) et (3-9),on a les relations
suivantes:

Px 2:11'1?;1 + £4LiLjAFk (C-1a)
SR RN e
p_y ig:lLipyi + £4L1L1Apk

L, 0 L, 0 L, 0 4LL, 4L, 4L,

| 0Ly 0L, 0L 4L,L, 4LL, 4L1, d
0a | | | | |
(P YT = { Buzs By Puzr Byas P Il,,fdﬁyélluAﬂ; ) (Co1-b)
(B)=[M51(F)
On peut‘maintengﬁt calculer la natrice [Bel:
[B,1=1L] [N) (C-2a)

Ot [L]: opérateur de dérivation donné par l'éqqation (Z‘S)T
Ainsi [Br] sera de la forme

rjnL.f.:"—'juLp & 0 . ———

[B,] = Y Fa1ly, st JFazly, e i=1,2,3
3%9 :

! JasLy, gt Faals, e (Jaalg,e + Jials,e _ o .

(C-2b)

Jpy (4L;LyCp) p + T2 (4L;L4C) 4
+ J11{8L;LySy) ; + F12(8LsLySy) 4 |
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‘pour les trois derniéres colonnes:

i=2, 3,1
J = i-(i/3)3+1
k = 3-(3/3)3+1

D'aprés les éguations (3-4), (3-8) on a:

pog
SX = ELin

(C-Sa)

ol
S_V:ELIS.V
Ainsi [Ne] est défini par
rsn\
Sz
Sy [LJ.LzLaOOO Ses
s |0 0 0 L L L |5,
' Sz
S
\"“'y3/ (C-3b)
Q%a\'
Syz
‘ L
= [N,) ng
¥l
S,z
@%ﬁ
57
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D autre part; d aprés 1 équation (3-5) on a :

S, W, - W, — — — - -
_..u"_-‘ = dP . 31 g+% [Clﬂx2+81ﬂya+ciﬁx,+slpy3] +%Aﬂl
1
_:Z dp,. 11 3"‘% [Czﬁxz*szpyfcnsxs*szﬂy:] +'§Aﬂa
2
T££= dpP,. aa}figHgbxﬁégﬂxﬂ{;ﬁmﬁégﬂmﬂ+?;Apa
Ce_qui donne :
'§u1 F 0o o &2 506 5 2 0 0 0 _9p, dh
2 2 2 2 3 1, I
{g }- 2 2 g o 22 22 L oKB} —_ . 0 =
t2 2 2 2 2 L el 1,
- 3 3 3 0 0 -3 3
Sl |2 222 ° °° ‘ 7, I, °
(C-48)
on note;
Su
St = | MB|{Pp+|MB|{F

"
]

o : |
{ F = px!' pﬂ' px:i' py.t' ﬁrp py.‘f.' Aﬂ1.ABg.Aﬁ3 )

(Wl =(w, w,w)

o

(C-4b)
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de plus d aprés 1l'équation (B-1),on a :

Exi -S.k Sj ECk
s
§y1 i Ck -Cj -S—tj 7 (C-Sa)

AV&C Ai = Ck Sj - Sk Cj

On trouve

— 8. 8
[ 0 -3 X
i 3, B,

r 1
= _ S _ 8, —
Sxz A, 0 A, St
sl |2 .=
s 5, & ° ||~

1 y = £ S8.t
S 0 --a )
iz A, B,
52 3, ° B, - (C-5b)
o G G
Fys A, B, °
[ ]
Sy
= M' 4 §t3 y
Ses

Donc ;
[0,] = [NS) [ MW
(C-6a)
Ainsi [ B} =[N, 1 101
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tel que les Bre(i,Jj) sont donnés par
. L L
B,.(1,1) = .%( -—Ei-cksk - -K!:;.-.-,sj + L)
L
ch(z, 1) = %('—ic‘{Cj - _icicj )
1, Ly x
chtl;m) = "é"( Ajsisk -"'"'8181 )
' 1 L Ly
B, (2,m) = =( L, -~ —do,s, + —Xc,c,)
foles 2 .t‘ Aj 1%k Ak 1% C-6b)
2 I, Ly
ch(luﬂ) = 3 Aksk A_.,s")
204, L
B,.(2,n) 3 ‘A,c“ L,S’ )
avec: 1=1,3 s 1=2.i-1
jedi-(i/3).3+1 ;m=2.1
k=3-(73/3).3+1 ;n=1+6
Ainsi pour [Bel;
[Be]l = [Nsl [Qel
tel que les Be(i,j) sont donnés par :
. L; , dPy dpP, _ dP, L, _ deEﬁ
Ba(1.2) ‘Ti( 1, o 1y 8 ) - o 1, A, 1, A, C-6ec)
L,, dP, dp, dp, L, dp, L;
R g —={ -y =~ ——=C + — —_=
pA ey VA Pt 1) 1y Ay 1, a,°
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LE CODE "DLEARN"

Le code "DLEARN" est d’un' style pédagogique, distiné aux
calculs des structures (statigues et dynamiques). Sa bibliothéque
contient seulement deux éléments: ' '

- TRUSS un élément barre dans 1’ espace et3ddl par noeud.

- QUAD un élément quadratique & 4 noeuds et 2ddl par noeud.

Afin d'enrichir sa bibliothéque, nous avons inséré 1 élément "DRU"
sous forme de plusieurs subroutines, selon les taches “tasks”,
(SDREMT1, SDRMTZ, SDRMT3, SDEMTS5) qui sont appelés par "SDRMS. La
structure de ces subroutines est faite de la fagon que ceux des
éléments QUAD et TRUSS, afin de pouvoir wutiliser un méme fichier de
données et permettant le c¢alcul statique et dynamigue des
structures en flexion. Concernant & SDRMT4 qui normalement fait le
calcul des contraintes, nous l'avons é€éliminé car les contraintes
de flexion sont proportionnelles & la coordonnée transversale (z)
gui sont nulles dans le plan médian ( pour z=0 ).

La difficulté rencontrée dans 1 implantation de cet élément,
réside dans 1la non-homogénieté des noeuds, trois ddl dans chaque
noeud de sommet, et un seul ddl dans les n.euds médians. Ce qui
nous a obligé de deviser chague vecteur afin d’ économiser 1 espace
mémoire ( par exemple: vecteur déplacement (d,dl)’, vecteur vitesse
‘(v,1)°, vecteur des conditions aux limites ‘(IDIDD) ... etc).

La réservation de 1 espace mémoire (allocation) de ces
vecteurs secondaires, se fait seulement dans 1le cas du "DRM" et
d une facon similaire que pour les vecteurs primaires, pour cel,
deux fonetions IFUNCTI1, IFUNCT?Z2 ont été introduites pour
identifier les vecteurs dans une subroutine donnee. Heureusement
aussi, cette technigue n'a pas influé sur le caractére du vecteur
de coordination "LM", qui est dimensionné pour chaque élément comme
suit; LM(3,4), la derniére colonne regroupe les ddl des noeuds
intermédiaires, ainsi,le vecteur TIDIAG, la procédure d assemblage
et de résolution restent exactement les mémes.

Nous avons ajouté & ce code le calcul de l°énergie de déformation,
4 partir du vecteur charge et vecteur déplacement qui peut étre
utilisée aussi pour les autres éléments TRUSS et QUAD.

La subroutine SDRMT4, fait le calcul des moments de flexion et
des efforts de cisaillement pour cels,il faut définir 1°élément et
le point d’ intégration (parmi les 7 points). )
Utilisateur de DLEARN:

Le fichier données est gardé presque comme il est dans [3]
(partie du DLEARN, ~‘Users DLEARN’),a part quelgues changements qui
dans le cas statique sont comme suit:
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1-

Dans "CONTROL Card’, il faut ajouter dans une deuxiéme ligne en

gardant la méme format d écriture;

¥ nvertx: nbre de noeuds de sommets (I5)

*ienerg: 1 calculer 1l énergie, 0 non.

Les conditions aux limites:.

Pour décrire "ID1° des noeuds intermédiaires,il faut procéder

de la méme facon que "ID’, seulement ici on a un seul ddl.

Cn note que,s’il n'y a pas de conditions aux limites sur les

noeuds médians, il faut laisser un blanc ce qui permet le

passage 8 la lecture de ce qui reste de données.

I1 ne faut pas appliquer des charges sur les noeuds médians,car,

méme physiguement elles n’ 'ont pas de sens contre des rotations

hiérarchiques.

La structure de la carte des matériaux est comme suit:

- ntype: pour 1°élément “DRM” = 3

- nelem: nombre d éléments.

- ng : nbre de groupe de matériaux.

- nsurf: nbre de charge surfacique (uniforme), si toute la
structure est chargée uniformément, nsurf = 1.

Les propriétés matériels de la structure dolivent étre
introduites comme précédemment.

Génération des éléments: ,

Le sens de rotation spécifié Fig(D-1) de 1 élément "DRM" nous
impose d 'utiliser des technigques un peut spéciales, afin

d "aboutir 4 une génération correcte. Nous montrons par exemple’
un cas d une plaque carrée déscritisée en un maillage de type
(A). Fig (D-2), pour avoir des incréments INC et INCEL,
constants dans les deux directions (D1) et (D2), on devise la
discrétisation en deux, une d'elle est hachurée (I) et 1l autre
(II), Si on prend les éléments (1) et (2) comme éléments de
références, les incrémenis pour (I et (II) sont:

D1 D2

INC INCEL | INC INCEL

I 2 2 10 4

II 2 2 10 4

"Tableau D-1: Incréments
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7- Les charges surfaciques:
Les données numel et Disl sont introduites pour chaque élément

chargé.
numel: numéro de 1 élément chargé (I5)
Disl : la charge q ' (F10.0)

Si toute la structure est chargée, on met seulement unefois
avec numel= 0, et la valeur def q.). yoir fichier de données

D2
ﬂ\
43 44 45 L3 4+ 41 49
1
O\ - A1
* 3 ® 3t 31 [\ |42
)
2 I W 32 34 ig
? 3 &
2y 2y ge a6 26 a1 2t
@
‘;“ TR 1% A 10 24
A 3 3
3 9 40 YR - AN 7/ "
Tz 3 + 5 e 1 D1

Fig D-1: Plagque carrée 3%3

On donne & titre d’exemple, un fichier de données d“une plaque
carrée modélisée en (4%4), de type (A), chargée uniformément et
simplement supportée.

ENP/GM 683




P.F.E-94 : ANNEXE D

La discritisation est comme suit:

B W W W W 3 30 B1__ .

“ it b o 1l a ,u
LYY i3 x4 [l LY <)

55

N AR R AR A T
Ay M W w0 w2 oa | 4¢

B %] W] Wl w7 |x
4920 B 22 24 o] % 93

a7

0 M A ] 1 At

r 3 4% 5 T T v a

]
" DRM " : plaque charge uniformepent 44

11 0 ¢ 0 ¢ 1 9 28 3 0 0 0 1

3 1 ‘

I U D S 0.0 0.0 0.0 H

1 4 ¢ 0. |

§ 0 5. 0.
i 0 3. 3. Coordinates

11 ¢ g, 5.

A T T

O A

I 1T 7 1 0 0

0 0t 1
19 8% 18 1 0 9

Mooo0 1 9 B
o618 0 1o Boundary conditions
nn" o2 0 0
g0 ¢ 0 1 1

a1t 1t 0 0 0 0 3 o 0

1 10.92 30000 000 0.60 010
SRR O S S (T R YR B Element group
: : : : i i iy g 1 Blement nodes
L2 1 4 8 o
o 1w ) Distribued Toad
tepd

Tableau D-2: Fichier de.d.nnées.

ENP/GH



P.

F.E-84

ANNEXE D

displacen

step number

tine

node no,

— Ty 4D

9
14
il
X!
15
1
i1
3
{1
4]
45
53
57
5
61
83
1
15
11
ki
81

isplacene
step number =

tine =

node no.
11
12
13
i
15
16
17
18
H
5
U
2
19

ents
1

1. 000E+00

~ fofl
(.00000000E+00
0.00000000E+00
G.000000008+00
0.000000008+00
0.00000000E+00
8.57401121E+03
1,18148624E+04
1.510736278+04
1.615273448+04
0.00000000E+00
1.18148624K+04
2.13413583E+04
2.736318218+04
2.93494397E+04
0.00000000E+00
1.510736278+04
2.73631821E+04
3.516028188+04
31.77892520E+04
0.00000000E+00

- 1.61527344E+04

2.93494397E+04
3.778925208+04
4.067089748+04

a1t s "nidside’

l

1.000E+00

dofl
-3.837750778+02
-1.370051688+02
~5.98466935E+02
~7.93515518E+02
~6.90042927E+02

-3.98%68481E+02

-1.49353445E+02
-3.82660724E+02
-1.37005168E8+02
§.32622031E+01
1.622664468+02
1.804840608+02
-5.98466935E+02

dof?
0.000000008+00
0.000000008+00
(.00000900E+00
0.00000000E+00
-5.43383T45E+03
-4, 893191 74E+03
~3.57068023E+03
-1.91006709E+03
0.000000008+00
-4.73976855E+03
-8.75861B8618+03
-6.362287738+03
-3.315984778+03
0.000000008+00
-1,24169845E+04
-1,12062424E+04
-8,15197925E+03
-4,25032665E+03
0.000000008+00
-1.13711536E+04

-1.19964303E+04

-8.781023T0E+03
-4.37378489E+03
0.00000006E+00

FICHIER DE RESULTATS

dofl
-5.43383745E+03
-5,719768558+03
-1.241698458604
-1.33211536E+04
0.000000008+00
-4.893391748+03
-8.758618618+03
-1,12062424E+04
-1.199849038+04
0,00000000E+00
-1.57068023E+03
-6.36228773E403
-8.15197925E+03
-B.781023708+03
1.00000000E+00
-1.91006703E+03
-3, 11598477E+03
~-4.25032665E+03
-4, 573764898+03
0.00000000E+00
0.00000090E+00
0.000600000E+00
0.00000000E+00
¢.00000000E400

Gy S —

it

EK]
i
3

38
{0
42

L

41
48

o

6.32622031E401

-5.86543273E+02
-8.40135124E+01
- -3.67302563E+02
~1.798700178+02
-4.67320600E+02
-1.417192128+02
-2.93915518E+02

o - ADLIBEE0L

3.68723039E+01
__1.05835%028+02

44
i
H
52
53
i
3
58
60
Y
6%

-6.900429278402 6

1.62266446E+02

¥

-5.673825638+02

3.68723019E+01
-4.65011523E+02
-4, 985425298401
-3.36246747E+02
-1.058583058+02
-3.98968481E+02
-1.79870017E+02
-4.98542529E+01

3,51874849E+01
-7.493534458+02

1.804840602+02

~4.673206008+02

68
89
10
h!
1
It
18
78
80

© T 1.058359028+07

-3.362467478+02

31.51674849E+01
-1.66269865E+02
-2.430773228+01
-3.82660724E+02
-2.417382128+02
~1.058583058+02
-2.49077322E401
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