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AVANT-FPROPOS 1

Le +travail présenté dans ce mémoire porte sur une
tentative d établissement d ‘une méthode inverse de conception des
profils d'aubages pour 1 écoulement tridimensionnel de fluide
incompressible. Cet effort a été accompli & 1 Ecole Nationale

polytechnique d Alger sous la direction de Mr M _BOUDJEMA.

Je tiens & éxprimer a Mr M.BOUDJEMA mon attachement i
1'aide toujours efficace et les encouragements gu 1l m A
prodigués. Sous sa direction a4 1'E.N.P 3’21 en 1l ' ocecasion
d “aborder un probléme qui n'a été traité de cette facon éxplicite
que par Mr H.MITON et unigquement pour les problémes & deux

dimensions dans sa publication 4 1°I.M.F de Marseille en 14886
[Ref.17}.

Mr M_.OUADJAOUT enseignant an département des sciences
fondamentales & notre école, m'a transmit des . connaissances
précieuses durant plusieurs séances, il m’'a également orienté dans
la recherche bibliographique pour recouvrir 1 aspeet mathématique
de mon travail.

Lors d une rencontre # 1'E.N.S d "Alger, 1 hiver dernier
avec Mr R.DJELLOULI ancien enseignant &a 1’E.N.P, en présence de
mon promoteur, nous avions fait le plus important pas dans e

projet de fin d études.

Que Mrs M.OUADJAOUT ET R.DJELLOULI, qui m-ont tous les
deux enseigné veuillent bien trouver 1 ' éxpression de mes

remerclements el ma profonde gratitude.

Je ne saurait manguer d assogier i ce travail tous ceux

qui ont y ont contribué de maniére directe ou indirecte.
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SOMMAIRE ' 2

Ce travail proposé par Mr M.BOUDJEMA a ¢été reéalisé a
1’Ecole Nationsle Polytechnique, il concerne le développement
d 'une méthode inverse servant au calcul des profils d’un aubage
d’une grille travérsée par un écoulement tridimensionnel de fluide
incompressible.

Dans le premier chapitre, les équations du nouvement. dy
fluide sont posées, on considére ensuite le eas correspondant_a un
éspace périodigque gui est 1la propriété principale d’ une Erilie
d"aubes, et on utilise =zlors ls représentation en séties de
FOURRIER des paramétres de 1"écoulement qui sont des fonctions
périodiques, pour aboutir aux équations aux dérivées partielles
qui gérent 1 écoulement. Nous nous intéressons en suite a 1a
répartition de vitesse autours d ‘une aube de la grille, pour cela
nous établissons & 1a fin de ce chépitre une condition
supplémentaire traduisant le Blissement du fluide sur le profil de
celle-c¢i.

Le second chapitre traite de la résolution dn probléme
direct, c-&-d la recherche du champ de vitesse sur une aube ' de
géomélrie connue, ceci a nessécité la transformation des équations
établies en équations elliptiques du second ordre. HNous avons
alors jujé util de discuter l'équivalence des deux systémes
d“équations ainsi que ]l 'unicité de leurs solutions, avant
d "aborder les méthodes de résolution éxactes ol approchées des
nouvelles égquations. Nous avons notamment éxposé l-'utilisation des
différences finies et des éléments finis, pour contourner
1 abscence d une solution analytique éxplicite. Enfin nous avons
donné la progédure de résolution utilisée et sa mise en oeuvre

numérique sur ordinatenr.

Le chapitre trois concerne 1l’application du mode inverse
des équations établies, c est d ‘une gquéstion de manipulation des

équations qu’'il s agit.

En dernier lieu et & 1la fin de ce mémoire, quatre sujets
sont abordés en annexes ; le premier rapporte des définitions
génerales concgernant les grilles d aubes, 1’annexe B traite des
, le
troisiéme annexe concerne la méthode SPLINES pour interpoler les

séries de FOURRIER et ses représentations des Ffonctions
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courbes et enfin dans 1 'annexe D le probléme d " écoulement
bidimensionnel dans une grille d aube trait%_ par H.MITON est

biévement éxposé.



CHAPITRE ZERO

INTRODUCTION GENERALE
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L amélioration des caractéristiques adéredynamiques d une
turbomachine négessite 1la maitrise de la répartif&on de vitesse A
la paroi de 1 organe considéré :-aile, fuselage,..etc.

Il est bien connu en effet que le conditionnement de la
trainée est du a 1 importance des zones visqueuses, ainsi qu’a
1 Intensité des ondes de choe, c’est le cas de 1 efficacité du
rendement d ‘une turbine. Les couches limites qui se,développeﬁt le
long d une paroi, ont fortement tendance & s épaissir voire mémé a
décoller dés que 1 écoulement est ralenti, particuliérement  sous
l1'effet d une onde de choc.

Si l1°on veut alors améliorer les pérformances de
1 organe, il est nécessaire de rechercher la forme géométrique de
la paroi, conduisant & une répartition de vitesse qui diminuera
les intensités des ondes de choc ainsi que les effets visqueux.
Une telle recherche peut &tre réalisée itérativement par
modification de la parci et des caleculs itératifs successifs ; ce
procédé est malheureusement long, et ne permet pas toujours de
trouver le résultat escompté, laissant ainsi un doute sur
1 "éxistance d 'un profil meilleur.

1! est par contre, beaucoup plus 1intéressant d utiliser
une méthode inverse o 1 on se donne une répartition de vitesse,
cheoisie de maniére a8 minimiser 1 importance des couches limites,
et la géométrie résulte du calecul.

Il faut toutefois remarquer que la géométrie cobtenne peut
ne pas correspondre & une situstion réaliste : profil +trop mince
ou méme comportant une épaisseur négative, cu bien ne répondant
pas a4 des impératifs technologiques tels que 1 encombrement, mais
dans ce cas on aurs la preuve que la distribution de la vitesse

désirée est impossible a obtenir.

ETUDES ANTERIEURES

Divers auteurs ont publié plusieurs types  de méthodes
inverses. Ces méthodes valables en écoulement isentropique ont
pérmis des progrés trés sensibles notamment pour la definition des

aubes de compresseurs et de turbines. Voigi maintenant, briévement
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résumées les principales d entre elles :

1 Les méthodes hodographiques

Le travail se fait sur un plan transformé : plan fonction
de courant et potentiel de vitesse, par éxemple, et la vitesse et
la géométrie résultent du calecul. On impose 1 évolution du module
de la vitesse en fonction de la direction de son vecteur dans les
cas ou les effets visqueux ne constituent pas un probléme a priori
( comme par éxemple pour les ailettes de turbines ), par contre,
elles s appliquent moins bien quand on cherche & éviter les
problémes de décollement, comme dans les compresseurs, car dans ce
cas, c'est 1°évolution de la vitesse en fonction de 1'abcisse

curvilligne qui est déterminante pour la couche limite.

2 Les méthodes inverses

La vitesse est imposée autours du profil et la géométrie
est issue des calculs. Ces méthodes sont trés utilisées pour le
dessin des profils d aubes de turbomachines, elles ne sont pas
appliquables qu’a un éconlement subsonnique ou ftout Juste
transonnique, mais elles ne sont valables qu “en réstant

isentropique et strictement bidimensionnel.

3 La méthode des caractéristiques

Cette méthode ne pose aucun probléme de principe pour la
détermination d’une ligne de courant correspondant a4 une certaine
évolution de pression, mais elle ne s applique qu aux écoulements

supersonniques.

Finalement, en ce gui concerne les méthodes inverses gqui
sont un probléme de dimensionnement de prototypes, la répartion de
vitesse doit étre déterminée de maniére a4 éviter le décollement de
la couche 1limite, & minimiser la trainée et & obtenir une

geométrie accéptable, ce qui négessite une éxperience importante.
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Pe plus il est impossible, actuellemqnt de contréler
directement la géométrie du profil par les méthodes inverses
actuellement disponibles, de pPlus le probléme de non éxistance
éventuelle d une solution, d ot les limitations importantes de ce
type de procédures. |

Pour détourner ces incovénients, de nouvelles néthodes de
définition basées sur les techniques d optimisation numérique ont
€té récemment développées.



CHAPITRE UN

ETUDE D'UN ECOULEMENT
TRIDIMENSIONNEL DANS
UN ESPACE PERIODIQUE

APPLICATION A UNE
GRILLE D'AUBES
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1-0 INTRODUCTION

‘L écoulement autours d une aube de compresseur ou de
turbine est sous 1 influence de perturbations dues a 1la présence
des autres aubages et des parois constituant 1 enveloppe et 1le
moveu. '

L écoulement est instationnaire du fait du mouvement
relatif des roues adjacentes, la présence des phénoménes visqueux
de caractére tridimensionnel en raison de la forme trés
particuliére des parois, et le décollement intervient sunivant la
charge gui est imposée A la machine.

Devant tous ces problémes qui sont étroitement 1liés les
uns aux autres, les constructeurs ont pu maitriser d’une maniére
empirique essentiellement des problémes aussi compléxes.

"Ainsi pour ces raisons, 1" écoulement dans les
turbomachines est difficile & modéliser pour étudier de facon

spégifique un phénoméne hors de 1 influence des autres. .

51 lors d une démarche scientifique, il est classique de
trouver un modéle théorique; il est toute fois permis d étudier en
laboratoire un caractére particulier de 1 écounlement isolé d un
certains nombre de perturbations. Il est nécessaire alors que les
hypothéses sur lesquelles se fondent le modéle soient vérifides
raisonnablement , dans ce cas les résultats obtenus a4 1 aide de ce

dernier doivent étre verifiés sans trop de difficultés.

En ce quil nous concerne, le carractére particulier que
nous avons & prendre en compte est la periodicité : 1 influence
mutvelle des aubes sur le fluide qui s écoule dans une grille
composée de plusieurs aubes. Ce caractére est introduit de facon
mathématigue dans les égqustions du modéle.

Dans cette étude il est quéstion d établir wun modéle
mathématique décrivant 1 écoulement dans une grille d aubes

isolée, fixe ou mobile,en partant de 1 équation de continuité et
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de quelques considérations cinématiques.

Soit un écoulement permanent tridimensionnel d’un fluide
parfait de masse volumique o ,dans un canal limité par deux murs
l1iés a un repére (o,xyz), symétriques par rapport au plan (o,xy)
et distants de h(x) mesurée sunivant oy.

On repére une particule p(x,v,z) se déplacant a une

vitesse q(u,v,w) relative par rapport sux deux murs.

3 8

figure (1.1) : écoulement dans une veine.

1-1 EQUATIONS DU MOUVEMENT

Considérons réspectivement les équations de continuité,
de guantité de mouvement et de l énergie

] Div(eq)
(1.1.a) Q(x,y,z) = — + u Q7 (x)
(1.1.b) R(x,y,z) = Rot(g)
P P
q a
(l.1.¢) H{x,y,z) = +
2 y — 1
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d h{x)
oa O7(¢(x) = (log —— ) : -
dx h(x,)

coefficient de contraction de veine. Le terme u Q' (x) a été

introduit de facon empirique.

Loins des parois on peut écrire

(1.2.a) Q(x,y,z) = 0
(1.2.b) R(x,y,z) = O
{(1.2.¢) H{(x,y,2z) = Ho

dans les parties de 1 écoulement ot il n'y a pas d obstacles les

éguations sont donc plus simples.

Projetons les équations (1.1) sur chague axe de notre

repére
2 u a v o w
(1.3.a) + + +u Q7 (x) = Q{x,y¥,z2)+F(x,y,z)
9 x s 8 =z
a w d v
(1.3.b) - = R (x,y,2)
g v gz
ad u aw
{1.3.c) - = R, (x,v,2)
g =z g x
8 v g u
(1.3.d) - = RB(X,Y,Z)
g x gy

ot ¥(x,v,2) représente la participation de 1la compressibilité

1 équation de continuité
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q Grad(g)
o

(1.4) F(x,y,z) =

qQui s’ éxprime aussi sous la forme

2
é q
F(x,y,z) = > 1 [:u (log 1 - )

g x 2
6l z
+ v (log 1 - )
vy 2
(1.5) 5 qz
+ W (log 1 - )
- @z 2

ol encore

g Grad( log(i - 0.5 q%) )
P

(1.8) F(x,y,z) =

-2 INTRODUCTION DE LA PERIODICITE

La propriété principale d une grille d "aubes est sa
pPériodicité : le méme profil se retrouve aprés un certain pas "t°
De plus si 1 incidence du fluide sur chaque aube se fait avec les
mémes conditions en amont » 1l écoulement ne peut &tre alors que

périodique : les mémes caractéristiques de 1°écoulement sont
retrouvées aprés le pas 't°.

- 3 GRILLE D"AUBES ETUDIEE

La grille d aubes faisant objet de notre étude est plane;
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La grille d aubes faisant objet de notre étude est plane;
1 aube est obtenue par translation dans 1la diréction z du profil
rlan dans xy, les aubes sont paralldles et le pas t est constant
partout, en d autres termes la géometrie ne varie pas suivant la

troisiéeme direction z.

N
L% o

figare (1.2) : grille d aubes é&tudide.

1~4 REPRESENTATION EN SERIE DE FOURRIER

Tous les paramétres de 1 écoulement sont des fonctions
continues et périodiques de y, du point de vue mathématique on
peut les développer en serie de FOURRIER sous forme compléxe, par

éxemple la premiére composante de la vitesse

(1.7 u(x,y,z) = Z U, (x,2z) exp(iwky)
kZo
avec
- U coefficient de FOURRIER d ordre k,aussi- dit harmonique

k
d ordre k,
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2
- W = caractérise la periode t.
t

ra

et de la méme facon on développe 1les autres composantes ‘de 1a
vitesse q , de la divergence @ et du rotationnel R. Ainsi
1 évolution suivant la diréction y de tous les paramétres

caractérisant 1 écoulement est connue.

En utilisant 1a représentation de FOURRIER dans les
équations (1.3) et ensuite par identification, on aboutit aux

équations liant les harmonigues :

g U a W
(1.8._a) + 1wk Vk(x,z)+ +Uk(x,z)Q'(x):qk(x,z)+fk(x,z)
d x a3 z
a Vk .
(1.8.b) ik Hk(x,z) - = rk(x,z)
a =z
R | a W
(1.8.¢) - ~ = ri(x,z)
g =z g x
o Vk 3
{(1.8.d) - twk Uk(x,z) = rk(x,z)
& x

Il s"8git d équations aux dérivées partielles par rapport
aux variables x et z, non linéaires du premier ordre, qui doivent
étre résolues pour chaque valeur significative de k. En
particulier pour k=0, 1 écoulement moyen c¢-a-d les valeurs
moyennes suivant la diréction des v de u, v et w sont solution du

systéme :
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a U0 a HO
(1.9.1) + + U (x,2) @°(x) = g (x,2) +£_(x,2)
8 x 8 =z
a VO 1
(1.9.b) ~ = r (x,2)
d z
a U0 a Ho 2
(1.9.¢) - = r (x,2)
a =z a x
a V0 3
(1.9.d) = ro(x,z)
& x

Dans tout ce qui suit on néglige la contraction de veine
Q" (x) devant les autres termes dans 1 équation de continuité, on

considére aussi que le fluide n est pas compressible (F=0).

Un s intéresse particuliérement d la répartition de
vitesse autours du profil d une aube appartenant a la grille. Le

systéme d équations donnant les harmoniques k¥ devient :
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(1.19.a) o u P Hk' |
+ ook ¥ (x,z) + = q,(x,2)
d x g z
‘ 2 Vk 1-
{1.10.b) i wk Hk(x,z) - = rk(x,z)
d z
o Uk 9 Hk 2
(1.10.¢) - = 1 (x,z)
a z 3 x
o Vk 3
(1.10.d) - twk U (x,2) = r (x,2)
g x

1-5 EXPRESSION DE LA DIVERGENCE Q ET DU ROTATIONNEL R

AUTOURS DU PROFIL

L aube qui est la partie élémentaire de 1la grille est
cylindrique ; pour chague z on retrouve le méme profil, celui-c¢i
est représenté dans le plan (o,xy) et localisé entre x=0 et x-c

¢ est dite “corde’.

Le squelette vy = s(x) ést la ligne moyenne de 1 aube et
il est entouré par le profil qui est composé de 1 extrados vy
=Pi(x)= s(x) + £(x) et de 1 intrados y=Pe(x)= s(x) -~ e(x}), o s(x)
représente 1 épaisseur locale de 1 aube mesurée dans la direction
des y.

L extrados et 1 intrados se rejoignent avec le squelette
an bord d attagque B.A 4 x=0 et au bord de fuite 4 x=c¢ ,dans ces
deux bords on suppose gue les tangentes au profil sont paralléles
a oy.

Rappelons que 1la divergence @ et le rotatiomnel R
caractérisent 1l obstacle et que
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JORTRION
S(x)
P‘: (;():S(x)_E-CxJ

i

I&J: ;
| ?
\ |
' !
I 1
I
' -
o C P
figure {(1.3) : profil d une aube.
T, T
4 7
T ——————
TR
P N
AWAWA
/ A\l
. N { \
S-t o
f

5 e S+E "4

|

figure (1.4) : fonctions T , T .
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Q@ =20 ¥y = Pe(x)
(1.11) pour avec 0 =x < ¢ et 0 < g < h
R =0 ¥y = Pi(x)

cherchons Q(x,v,z) et R{(x,v,2) sous 1la forme

B
Q(x,y,z) a(x,z)

(1.12> = T(x,y)
R(x,vy,z) B3(x,2)

od T est une fonction scalaire caractéristique du profil,
dépendante done de x et de y uniguement. Cette fonction doit
s ‘annuler en dehors du profil, et corresponds a 1 intérieur de

celui-¢i a une fonetion T choisie de facon arbitraire ie

T(x,v¥) si Pi(x) = y < Pe(x)
(1.13) T(x,y) = | 0 ¥y = Pi(x)
0 Pe(x) = y
La periodicté de 1 " éspace impliguant la periodiciteé de

1"écoulement, implique aussi la periodicité de la fonetion T , oan
la représente par la série de FQURRIER
(1.14) T({x,y) = EZ_E;(X) exp (iwky)
kZo
nous pouvons écrire

(1.15) T{x,y

S

= ) t(x) exp(iwks(x)) exp(iwk(y-s(x))
k

v

0

posons

(1.16) £ (x) ="t (x) exp(iwks(x))
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tk depend de x, qui pourrait s écrire en fonetion de 1 "épaissenr

<, sachant gue £(x) est une fonetion biunivoque, c¢-d-d

£, =t (&)
(1.17)

3
~~~
™
«
-

I

= E: t (e(x))exp(iwk(y-s5(x))

kZo

Les coéfficients de FQURRIER de la fonction T de x et v
Qui a été propsée par H.KITON sont

4 = .
— _ sin wke
t (e) = 2 2 (eos wke - =S o)
(1.18)
- 4 £
to(s) = 3

lorsgue ¢ tends vers zero aux bords d attaque et de fuite (x=0,

x=c) la divergence Q et le rotationnel R s ‘annulent, on a

B ] F .
qk(x,Z) a(x,z)
r;(x,z) 3, (%x,2)
(1.19) C o= “E;(s)
r(x,z) B,(x,2)
r(x,z) By(x,2)
o ] 5 i

nous avons projeté le vecteur rotationnel svivant 1les trois

directions x,y et z. En particulier pour k=0 on peut écrire :
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g,(x,2)} x(x,z)
ri(x,z) £, (x,2)
(1.20) = T;(s)
rl(x,z) f3,(x,z)
3
r (x,z) pa(x,z)
b — L -l

en utilisant le systéme d équations définissant 1 écoulement moyen

(k=0) ec-a-d les équations suivantes

U oW
(1.21.a) + = g,(x,2)
g x Jd =z
aVO 1
{1.21.b) - = ro(x,z)
8 z
8y W
(1.21.¢) 2 - = rl(x,z)
a z g x
avo 3
(1.21.d) = r (x,2)
. g x

On peut alors éxprimer les coeffigients a,ﬁi,ﬁzet ﬁa en fonetion
des gradients des vitesses projetées de l"écoulement moyen et du

premier terme _E;(s) de 1la série de FOURRIER de 1la fonction

ﬁrproposée
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B 7 T e u a W 7]
O (o]
a(x,z) +
. 3 x g z
a v
# (X,Z} - 2
1 é z 1
(1.22) = oy oW —_—
n‘?z(x’z) o - = tk(g)
a =z g x
3 Vo
F(x,2)
8 x
— . L -]
et finalement on écrit 1a divergence @ et le rotationnel R sur le
profil en fonction de la vitesse de 1"écoulement moyen et de 1a

géométrie

q, (x,=z)

k
(1.23.a)
£ (x,2)
(1.23.b)
ri(X,z)
(1.23.¢)

- |
rk(x,z)

(1.23.4)

2 U oW, T (e(x))

= +
 x 3 z t (e(x))
K 2, E, (e(x))
g z 7;(8(X))
o u_ W, t, (s(x))
| ez 5 x T, (= (x))
[ eV, T, (e(x))

£ (5(x))

exp(-iwks(x))

exp(-iwks(x))

exp(-iwks(x))

exp(-iwks(x))
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4 = .
— " sin wke

(1.24.b) £ (=) =

-6 ETABLISSEMENT DE LA CONDITION DE GLISSEMENT AUTOURS

DU PROFIL

Pour que 1le fluide puisse glisser sur les parois
supérieure et inférieure du profil, une condition supplémentaire
doit é&tre imposée, liant les composantes de la vitesse en chaque
point sur l'obstaéle. Cette condition traduit le fait que chague
particule fluide doit décrire une trajectoire appartenant g " la
surface du profil : ¥y = P(x) c-a~-d que le vecteur vitesse q doit

étre tangent a une courbe sur la snrface du profil, pour cel=zn

v dp
(1.25) = tg 8 =

fro———— dn
L]2 + VZ
ol la vitesse ¥ u® + v® est le module de la vitesse tangente

suivant une direction %, a la surface P(x), nous avons :

dx ]
{1.26) cOos ¢ = —_— =




9
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figure (1.5)

Elissement tridimensionnel.

figure (1.8) : vitesse snivant n.
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ce gul impligue : g
2 2
Y un + v
(1.27) dn = dx
1
d ot
dP dpP u
(1.28)> =
dn dx
2 Z
u o+ v

remplacée dans (1.25) on retrouve

dpP
(1.29) v=-tg 8 = ——— 1
dx
ce qul traduit éxactement la condition de glissement établie dans
le cas bidimensionnel. Cegi est du au fait que le profil en
gquéstion correspond & une grille d aubes plane dont la géométrie
ne présente pas une variation suivant la troisiéme direction =z.

Nous écrivonzs fFinalement

(1.308) v(x,P{(x),z) = P’(x) u(x,P(x),z) ; P (x) = s"(x) £ " (x)
sur 1 extrados et sur 1 intrados.
Cette relation garde la méme forme si on passe aux coefficients de
FOURRIER relatifs aux vitesses u et v, par identification

1 équation précédente nous donne

(1.31) v.{x,z) = P (x) v(x,z) ;3 P ({x) = s"(x) £ &7(x)
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TRAITEMENT DE LA CONDITION DE GLISSEMENT AUX BORDS D ATTAQUE

ET DE FUITE
ﬂA
4 l,
&6 X 1
8 F
B.A
figure (1.7) : courbures sux bords d attague et de fuite.

La jonction de la surface extrados et de la surface
intrados aw niveau du bord d'attague B.A et du bord de fuite B.¥,
se présente sous la forme de deux courbures de rayons réspectifs
Ra’Rf' La condition de glissement qui traduit la tangence de 1a
projéction de la vitesse au profil doit é&tre verifide.

Malheureusement a ces niveaux, la tangente est verticale,
il en est alors de méme pour la vitesse dans le plan xy, cela veut
dire que la premiére composante de celle-¢i doit alors s annuler,
idem pour les coeffigients de FOURRIER

= 0 et donec u

(1.32) et

= 0 et donc u,

F

dans ces deux cas on doit établir la condition de glissement sous
une autre forme, cette nouvelle condition ne devra lier que les

deux composantes u, v de la vitesse. Aux points B.A et B.F, 1a
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conservation des moments s éerit sous la forme

a

av v
(1.33) - =
a7 R

ot
- V : module de la vitesse mesurée dans le plan xvy,
- % :direction normale an bord considéré orienté vers 1 éxterieur,

-~ R :rayon de courbure du bord en gquestion.

de plus la condition de non rotationﬁalité R =20z R3 s écrit

(1.34) =

par éxemple au bord d attaque, la direction 7 est opposée a4 1s

direction x.

(1.35)

éexprimons cette dérivée partielle sous la forme d une variation

d u oV, u( O sYpte) - u( O »¥p—e)

(1.36)

d x A gy 2e

ol e représente une petite fraction du pas t vérifiant

w
{1.33) e < (.01
2 n

une proc¢édure analogue au bord de fuite, nous laisse écrire
finalement
ua( 0 ,YA+E) - DA( 0 :YA“B) VA( 0 L yA )

= au B_A
Ze RA

(1.38a)
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up( C ,yp+e) - u( C ,y_.-e) ve(, C, ¥z )
F F F F _ _ _'F F au B.F

2e RF

(1.38b)

il est maintenant clair que cette condition impligue une relation

similaire en ce gui concerne les coefficients de FOURRIER Uket Vy:

b, (0 Ly,+e) - u (0 ,y,-e) v (0, ¥y,
= au B.A.
Ze RA
(1.39a)
u, (€ ,ygte) - u ( C ,yg-e) wCC o, yp )
= - an B.F.
Ze RF

(1.39b)
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2-1 ECRITURE D’UN SYSTEME D E.D.P RESOLVABLE DEFINISSANT LES

HARMONIQUES. EQUATIONS ELLIPTIQUES

Le systéme d équations aux dérivées partielles (1.10)' ne
peut éire résolu directement vie sa compléxité ; chague équation
regroupe aun moins deux fonections inconnues parmis UE, Vk et Hk
derivées partiellement par rapport a x et/ou a =z, de plus le
nombre d équations est supérieur au nowmbre d "inconnues.

Nous allons maintensnt écrire trois égunations découplées
c-a-d une E.D.P pour chaque fonction rechérchée. Pour celsn gardons

la forme compacte initiale des équations du mouvement

(2.1.8) ' Div (q)

It
f-»)

I
=

(2.1.a) Rot (g)

on utilise ensuite la formule du LAPLACIEN dans R° d un wvecteur,

écrit en fonction de sa divergence et de son rotationnel:
(2.2) 45 g = - Rot(Rot(q)) + Grad(Div(g))

ol Asq est le vecteur regroupant les LAPLACIEN de chaque
composante de g ie
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B ] { 9 R &R ]. T e qQ
3 2
A n -
d vy a =z é x
2R o R, aQ
(2.3) Av o= - +
a z a x gy
a Rz a 31 3 Q
A w -
g x vy d z
L . L _ L -
avec
a° o °
A = + +
3 2 Z 2
8 x gy gz

opérateur LAPLACIEN dans ®°>.

Introduisons la périodicité suivant v :

2 z 2
aUk aUk 2 2 . 3 g rk g qk
t o - 0K U (x,2) = - wk P - +
o x° 3 z° d z d x
P 8%y . _ gt o 2
k k 2 2z k k ,
+ — - Wk Vk(x,z) = - - + iwk q
6}(2 g z:2 8 = g x
o W ar2 3 q
k k 2z 2 k . 1 k
+ - Wk wk(x,z} = — _ - Lwk rk + —
8 x> a z° & x 8 =z

(2.4.a), (2.4.b) et (2.4.¢)

on voit apparaitre 1 opérateur scalaire L du coté gauche de chaque
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équation du systéme

L = - A + wzkz
2
ou
a° o°
i\ = +
2 2 2
I x dz

opérateur LAPLACIEN dans mz.

Finalement nous avons obtenu un systéme lineaire decouple
d "équations msux derivées partielles du second ordre ; en effet
chaque harmonique inconnue parmis UE’ VE et HlE a été isolée dans
une seule équation. D un autre coté et comme le systéme (1.10), ce

probléme se pose dans le plan xy. On éerit -

] z
2 2 1
(2.5.18) - AZUk + wk Uk = fk
L
2 2 2
{2.5.b) - ﬁzvk + wk Vk = fk O r
zZ 2 3
(2.5.¢) - AZHk + Wk Hk = fk ¢ -

figure (2.1) :

domaine de résolution.

Les trois équations sont semblables, ce type d"équations

aux E.D.P est appelé éguation elliptique du second ordre.

L écoulement moyen est solution de la forme partieculiére
du systéme précédent, car les seconds membres vont disparaitre
¢tant donné que pour x = 0 1la divergence q, et les rotationnels r,

s 'annulent :
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-

(2.8.a8) - ﬂzuo = 0

(2.6.b) - AZVO =0

(Z2.6.¢) - Azﬁo = 0
i

chaque €quation est aussi connue comme équation de LAPLACE.

2-2 EQUIVALENCES DES DEUX SYSTEMES

Nous avons traité le systéme d 'E.D.P initial (1.19), de
facon a pouvoir le résoudre, pour cela on est passé a des
équations d ordre supérieur. Toute solution du premier systéme est
solution du deuxiéme car il s agit de simples dérivations par
rapport a2 x et a4 z. Mais inversement, en résolvant le second
systeme, nous ne résolvons pas les équations du premier systéme

saut si les deux conditions suivantes sont vérifiées

1/ Condition de régularité du domaine

Le domaine O de résolution ne doit présenter en aucun cas

des irrégularités géométriques telles que des trous ou des piques.



\
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0 Q2
I N
figures (2.2) : éxemples d’irrégularités

géométriques du domsaine €.

2/ Condition de compatibilté des C.L

S5i sur deux parties TI et Fz de la frontié
rejoignent en un point, on impose deux C.L : u = ¢1
¢2 sur Fz , alors & 1l intersection de F1 et Fz , les

étre les mémes.

figure (2.3) : C.L. compatibles.

re 2 qgui se
sur Fi et u =
C.LL doivent

-3 UNICITE DE LA SOLUTION D'UNE EQUATION ELLIPTIQUE

PROBLEME AUX LIMITES
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D'une fagon générale, une équation aux derivées
partielles admet une infinité de solutions, 1a solution
particuliére désirée est déterminée & partir de conditions
supplémentaires qui en général portent sur le comportement

particulier de la solution sur la frontiére du domaine étudieé.

Le probléme aux limites :

- AU + o’k*U =° sur Q
(2.7) U = ¢ sur FD
a u .
= g sur F/Fo
g n

figure (2.4) : frontiére férmée

d un domaine.
o I' est la frontiére fermée du domaine Q, % est une direction
normale 4 I dirigée vers 1 éxterieur du domaine, est ~un problénme

elliptique, admettant une solution unique U .

- La condition U = ¢ sur I' est dite condition aux limites de
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DIRICHLET. oy

- La condition —— = ¢ sur F/Po est dite condition aux
limites de NEWMAN. C 7

2-4 SOLUTION D UN PROBLEME AUX LIMITES

Aprés avoir transformé le systéme d°E.D.P du premier

ordre définissant les harmoniques Uk, v et W €en un systéme

Kk k

d’'E.D.P elliptiques, et aprés avoir ensuite énoncé 1 unicité de 1a
solution de chacune des équations a condition qu‘elle soit
assogiée & des C.L, nous abordons maintenant différentes méthodes

de résolution de ces problémes elliptiques.

2-4-1 SOLUTION ANALYTIQUE EXACTE. FONGTION DE GREEN

Le probléme gue nous voulons résoudre est le suivant

- AU + wiik? b = f sur
{(2.8) . b = ¢ sur FO
a1 . ‘
= sux I'/rC
(8]
d n
B

I1 éxiste alors une unique fonetion G continue sur 1’'ensemble
{ X,Y) e ix? ; X2 Y } telle que la solution U rechérchée s écrit

sous la forme du produit de convolution suivant

(2.8) UCX) = G(X,Y) * £(y) = J G(X,Y) f(Y) do

2
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x X .
ol 1l 'on a noté X = [ ] et Y = [ ] R

z z

G est appelée fonction de GREEN du probléme mixte relatif (O, Fo,
- A5+ wzkz) en d autres termes cette fonction G dépend du domaine
Q, de la partie de sa frontiére ofi les C.L du type DIRICHLET sont

imposées et de 1 opérateur en quéstion.

Malheureusement malgrés que notre domaine O soit de
géométrie assez simple, nous n’'avons . pas trouvé dans 1a
bibljographie, le noyau de GREEN pour notre probléme. La fonection
de GREEN n"a été donnée que pour le probléme de LAPLACE et pour le
probléme de HELMOTZ relatif a 1l opératear L = + A + wzkz.

De toute fagon, méme si on conaissait le noyau & relatif
& notre probléme, 1 intégrale (2.8) ne pourrsait étre évaluée avec

éxactitude ; on ne pourrait ls calculer qu approximativement.

2-4-2 SOoLUTI0ONS APPROCHEES. METHODES NUMERIQUES POUR LA

RESOLUTION DEsS PROBLEMES AUX LiMI TESELLIPT I QUES

D’une fagon générale, les résultats mathématiques
concernant ]l éxistance et 1'unigité de la solution d’umn probléme
elliptique, peuvent indiguer une indication pPrécieuse tponr le
physicien, mais ils peuvent s averer insuffisants dans 1a mesure
ou le calcul éxplicite de la solution exsacte est souvent hors
d atteinte.

C’est pour cela que le probléme éxact est approché par un
probléme discrét formulé dans un éspace de dimension finie, ce qui
conduit & la résolution d un systéme linéaire d "équations
algébriques. 7

Diverses méthodes d approximation des solutions ont ehé

successivement untilisées. Pendant la premiére moitié du vingtiéme

-
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ciecle, la quasitotalité de ces méthodes consiqﬁaient en un calcul
a2 la main, basées essentiellement sur des développements en séries
entieres ou trigonométriques par éxemple.

A partir des années 1950, 1 utilisation des calculateurs
€léctroniques s est développée, et a fait introduire par ordre
chronologique : 1la Méthode des Différences Finies, puis la Méthode
des Eléments Finis. Parmis les autres méthodes nous citerons les

Méthodes de Collocation et les Méthodes des moindres carrés.

2-4-2-1 DISCRETISATION PAR DIFFERENCES FINIES

La mise en oeunvre de cette méthode utilise la formulation
différentielle du probléme, et elle consiste a remplacer chacun

des opérateurs différentiels par un quotion aux différences.

Nous avons a résoudre le probléme suivant:

- AU + wk? U = f sur O
(2.7 g = ¢ sur Fo
g i
= sur ["/l"‘o
a n ‘
||

So0it nl1,nZ deux entiers, on définit alors le maillage du
domaine réctangulaire @ comme 1 ensemble des points (szj) =
(ihxﬂhz) avec i=0,nl1+1 et =0,n2+1 appelés noeuds du maillage
(voir figure(2.5)), ces points sont équidistants suivant les

directions x et z par les deux pas différents
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figure (2.5)

maillage du domaine .

c

La méthode des différences finies {M.D.F) consiste a
obtenir une approx1mat10n de la solution U aux points (X o, ) et

elle repose sur la formule de TAYLOR suivante

tl

1
- A U(XL,ZJ) > {:2 UG L0 ) - U(ist,i ) - UQi-1,j ):]
h :

1
+ > {:2 Ui s 3 Y= UG Li+1) -~ UG ,yi):J

h
z
(2.9) 2 4
hx r é U
+ (X_L+9th.zj ) ]
12 L o x*
2 a4
hz - a4y
+ . (X,L 'zj+1+ejhz) :'
12 - & =z
avec:
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U (t.i) = U (X.2) h
o %,
|6L| < 1 i+1
hz
|ej| <1 j
P l,n)c j-1
i = 1,n
=z
i-1 i P+

figure (2.6) : incrémentation

des noeuds.

Les deux principes de base de 1a M.D.F sont alors:
1/ de négliger le réste du développement limité dans lguel les

deux coefficients

2 2
h}( hz
12 12

sont petits.

2/ d’écrire que 1 équation (2.7) est satisfaite en tous les

=

points (szj) du maillage, la quantité - A Uk(XVZj) étant
approchée conformement anp prin¢cipe 1 par le quotient anx
différences

1 —

2 2 u (i- ,j ) - U (i'+1:j ) - U (i'-i!j ):’
h ..

1 -
+ ” Z U (i s ) > - U G Jiv1) — U (& ,1-1):|
h L
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Posant f(id):f(XUZj) on obtient alors nno, équations
aux non_ inconnues U(i.j), 1ie

(2.11) ~- B 2 U (ivt,3 ) + U (i-1,5 )

-~ C | U (i ,i*1) + U (i ,i-1) = £ (i)

o 1'on a posé

fipure (2.7)

Molécule de calcul pour 1 approximation

du second ordre de 1 équatiocn elliptique.

les conditions aux limites sur Fo et F/FO sont prises en compte
dans 1 éguation

B. d attague : U (O B Yy =8 i 1,nz+1

]
o
I

B. de fuite U (nx+14 b} 1,nz+1
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(2.13)
Base de 1 aube: U (i .0 ) donné ‘ i

H

l,n +1
X

Téte de 1 'aube: U (i .nz+1) = U (i N ) I

i

i,n +1
X

Le systéme (2.11) avec les C.L (2.13) s écrit alors sous
la forme

(2.14) H LAT{U}={B}

ol [ A ] est une matrice carrée de taille nn, . La configuration
ci-dessous concerne le classement des [ (t.i) et des f (ii)

suivant les i croissants puis les j croissants:

— U (1,1 ) — — £ (1 ,1 ) —

U (2 ,1 ) £t (2 ,1
U (n ,1 ) f (nx’l h)
(1 ,2 ) £ (1 ,2 )

(2,2 ) £ (2,2

{03} = » 1 F 1 =
Udn ,2) t (nx,z )
(2.14) U (1 .n) £ (1 ,n)
U (2 ,Hz) f (2 ’nz)
U (n_,n_) — —f (n_,n_ ) —
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alors la matrice { A ] prend 1a forme ci-dessous. Cette matrice
est tridiagonale par blocs, et elle est réguliére. Le choix de 1la
néthode de résolution dépend largement des propriétés de la
matrice [ A ]. La taille de celle-¢il est (nxnz)(nxnz), ce gqui la

rend relativement grande pour valeurs assez petites de n et n

z?
dans notre cas n =10, n, = 20, =alors [ A ] est de taille
(200,200). La matrice [ A ] est aussi une matrice bande ; tous les
éléments non nuls s étendent sur des ‘"diagonales” proche de la

diagonale principale. Voic¢i 1la forme de [ A ]

1 . .. n -1 n

2 A

SYHETRIQUE

ol a = A - C.
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Pour les éléments du vecteur { B }, nous avons pour C.L

B (ij) = f (i) + C U (i.0) 5 i-=1,nx
(Z2.16)
B (ij) = £ () ; tznx+1,nxnz

Les méthodes numériques concues pour la résolution de
systémes & matrices bandes éxigent un nombre d ‘opérations
arithmétiques proportionnel au produit de la taille de la matrice
c-—a-d n R et de la largenr de bande ie nx élevée an carré R
ainsi la résolution de ce systéme exige n nz opérations ou encore
n par point. Lorsque la géométrie de la frontiére est compléxe

-ce qui n’est pas notre cas- ; on utilise des méthodes itératives.

2-4-2-2 DISCRETISATION PAR ELEMENTS FINIS

Lz méthode des éléments finis (M.E.F) est apparue dans
les années 1950-1955 pour lsa résolution des problémes posés dans
la mécanique des milieux continus déformables. Depuis, cette
méthode a été développée et utilisée non seulement pour 1la
résolution des problémes de mécanique mais aussi pour résoudre les
problémes aux limites généraux. Les problémes traités par la M.E.F
sont généralement formulés sur des domaines a4 géométrie compléxe.

La M.E.F est basée sur 1 utilisation de la “"formulation
variationnelle " ou la “"formulation faible" du probléme, elle est
un cas particulier de la “méthode d "approximation variationnelle”
encore appelée "méthode de RAYLEIGH-RITZ et/ou de GALERKINE".

Soit © un domaine de frontiére '=I" U F/F et soit f une
fonction scalaire définie sur Q. On pose le probiéme suivant

trouver U sur Q tel que
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- AU ¥ w®k? Uy = ¢ sur 0.
(2.7) 4 v = ¢ sur I
gy
= p sur I'/T.
[a]
a7
L
Une formulation faible ou variationnelle [Ref.6] sera de
trouver U tel que
1
(2.17) a(U,U) - b(U) soit minimale, on
2
(2.18) a(lU,Vv) = f [ (Grad(U)Grad(V) + wﬂqu) ] dy
(2.19) b(U) = J f U da + I e U ar
Q r/r,
Le domaine Q est discrétisé en é&léments Oe. dont
1l interséction se fait sur des points appelés noeuds et le

probléme (2.17) doit étre résoln sur chaque sous-domaine Qe

1
(2.20) min a(U,U) - b(y) T, on
Qe 2
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(2.21) a(l,v) = J [ (Grad(U)Grad(V) + 32UV ] do
' 0
[=3
(2.22) b(U) = Jf U da + Iqo U dr
Q r/r:

Le probléme est de +trouver 1la solution de 1 éguation
(2.7) sur les noeuds du maillage de €, tout en résolvant Ile

probléme équivalent (2.20) sur chaque élément .

figure (2.8)

maillage du domaine 0.

C

Congernant notre domaine d étude Q qui est de géométrie
assez simple, 1°élément quadrilatéral (réctangulaire) & 4 noeuds
sert 4 une bonne discrétisation.

¥lément isoparamétrique quadrilatéral & 4 noeuds

La variable U solution de (2.7) doit é&tre une fonction
continue éxprimée en fonction des wvariables nodales Ut sur

1l élément , il s ' agit évidemgnt d "une question d interpolation
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4

(2.23.2) UCEm = ) N (@ U,
i=t
T+ O+ )
(2.23.b) N.({,n) =
. 1
4
7
1 3  figure (2.9)
€lément isoparamétrique
) T quadrilatéral & 4 noeuds.
r
-1
1 2

-

une transformation géométrique lie 1°élément réel A 1 °élément de
référence.
Le probléme de minimisation de l"intégrale est transféré

sur l1°élément de référence

1 .
(2.24) mnin { a{U,U) - b(U) } » ol
Qr 2

(2.25) a(,v) = J [ (Grad(U)Grad(V) + w%fUV) det(J) ]dQ

Q

T



a.
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(2.25) b(U) = J‘f U det(J) da + J e U JﬁdS

r
Q r/r

avec det(J) déterminaﬁt de la matrice JACOBIENKE

g ar
g x ad =z
J =
g n g n
T p—
d x a z

et s abscisse £ ou n d un point de coordonnées x et zs parcourant

le contour de 1 élément et

2 2
J =¥ x + z

= 5 s

Maintenant dans chacune des €galités (2.25) et (2.26),
les fonctions U et W sont remplacées par leurs fonetions
interpolatrices (2.23) . Le probléme est alors de nminimiser
1'intédrale (2.24) par rapport aux variables nodales Ut par
annulation de ses dérivées partlelles selon U et on aboutit pour
chaque élément réel & un systéme d’ equations algébriques

linéaires.

(2.27) H [ AT (U} ={B)

avecg

+1 o+ 4
U:J J [Grad(N.L(C,n))Grad(Nj(f,n)) ¥ wzkzmr,n)ﬂjcc,n)]det(j)dmn
-1 -1 '

(2.28)
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+1 +1 -

b, = J‘J‘f N.({,n) det(j)didn + J'p N (C,n) 3 ds

-1 -1 r/g’

(2.29)
1 intégration sur chaque élément se fTait numeriquement.

La matrice [ Ae] est symétrique et de structure bande
dépendante de la numérotation des noevds dans le maillage. Il vy a
autant de systéme linéaires que d'éléments. Le systéme global
liant par des équations tous les noeuds doit regrouper tous ces

systémes élémentaires par 1 opération d "assemblage {(+) des

matrices élémentaires [ Ae] et des vecteurs élémentaires { Be}

(2.30) H Ead{ ur =+ B J

avecg

(2.31) [A,1=) [4]

(2.32) { Bg}

]
g
-~
@w
A

Ce systéme subit ensuite une "réduction e-a-d 1 introduction
des C.L sur 1 inconnue U ou sa dérivée (C.L. de DIRICHLET ou de
NEWMAK ), pour que 1le nombre d "équations soit égal au nombre

d "inconnues

(2.33) H [ a0 LU} = ¢ B.}

la résclution de ce dernier systéme se fait diréctement on
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itérativement.

Enfin nous donnons 1°éxpression du jacobien relatif a

1'élément isoparamétrique que nous avons &xposeé

_
Xi Yi
J -(1-n) (1-%) (14n) -(1+n) _
(2.34) [ J 1= ~m——-[ ] Xy
Lo 1mry —(1ry 140y (1-r)y -
-9 4
et -
det(J) = AO + Aif + Azn
- _
Ao - _;_ (Y4-— Yz)(xa_ Xi)_(Ya— Yi)(x-s_ X2)
1 N}
(2.35) A, = — (Y= ¥,)(X,- X )~(Y,- ¥,)(X,- X,)
1 [ ]
Az - “Hg—_ (Y4— Y1)(X3H Xzow(Ys— Yz)(x4— Xi)

2~-5 PROCEDURE DE RESOLUTION

Parmis toutes les solutions des équations (2.5.a.b et ¢)
nous devons trouver celles qui répondent & 1la condition de
glissement du fluide antours du profil reliant les deux

composantes u et v uniquement. Eerivons
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2
z 2 1
(2.5.8) - AzUk + wk Uk = fk r
L
. zZ 2 _ 2
(2.5.b) - szk + w'k Vk = fk 0
2 2 3
(2.5.¢) - Azﬂk + wk Hk = fk C =
figure (2.11) :
Vk = P (x) Uk(x,z)
B domaine de résolution.

Etant donné que la solution se détermine éxactement ou
approximativement de facon unique une fois fixées les C.L
entourant le domaine de résolution. Alors quelles conditions aux
limites faudrait—il choisir sur Uket Vk pour que le fluide puisse
glisser sur le profil partout dans le domaine ?

I1 est clair que les vitesses harmoniques Uk et Vk
imposées sur toute la frontiére I de Q doivent nécéssairement
satisfaire la relation de glissement . Mais cegl est-il suffisant?

Pour tenter de répondre & cette quéstion, supposons que
la propridété de glissement n’est pas verifiée sur tout 22, . cette
propriété doit mlors &tre transmise anx limites et cegi contredit
1 hypothése. D'un autre coté, il n’est pas Possible que 1la
condition de glissement soit vérifiée sur une partie sealement de
2 sachant qu-elle est vérifiée sur le contour I' entierement, car
sinon les solutions Uk et V ne seraient plus des fonctions

k
continues.

En conclusion de ce raisonnement, i} nous suffit

d "appliquer des C.L vérifiant 1°équation de glissement sur 1 aube
pour la vérifier en chaque noeud.

C’est de la facon suivante que nous avons procédé en vue de

la résolution du probléme direct :
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>

1/ Résolution du probléme de 1 écoulement moyen bo
Calcul de V0 par la condition de glissement,

Résolution du probléme en Wo, equations (2.6)

2/ Calcul de 1la divergence et du rotationnel représenté par les
harmoniques q,- r;, ri et ri par les formules (1.23).
3/ Calcul des seconds membres des équations elliptiques

(2.5) définissant les harmoniques de vitesse.

4/ Résolution do probléme de 1 "harmonique Uk,
Calcul de Vk par la condition de glissement,

Résolution du probléme en Hk, équations (2.5)

9/ Superposition des x harmoniques a 1 écoulement moyenn & 1 aide

des formules similaires a 1 égalité (1.7).

Le travail est fait sur chaque surface supérieure et
inférienre de 1 aube, le mnombre d "harmoniques superposées a
1"écoulement moyen est =3 et la discrétisation est réalisée par
1 approximation des é&quations (2.5) et (2.8) par différences
finies.

-6 MISE EN OEUVRE NUMERIQUE

Sur ordinateur nous avons appliqué 1la progédure de
résolution des équations du modéle que nous avons concu, en vue de
retrouver la répartition dans 1 éspace de la vitesse suar un profil
de géométrie connue.

La grille étudiée comprend des aubes dont le profil est
celui qui a été présenté par H.MITON dans son travail a deux
dimensions, nous avons pris comme pas t une période en radians
pour simplifier les calculs de facon similaire a H.MITON.

Nous avons opté pour 1 utilisation des différences
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finies- pour des raisons de rapidité - comme outil de résolution
des E.D.P. )

Le travail a été divisé en plusieurs taches pour essayer
d "une part de surmonter 1° impossibilité de disposer d un ~ éspace
mémnoire relativement 1mportant du fait qu une grande partie de nos
variables d ailleurs toutes sanf 1 écoulement moyen, le squelette
et 1'épaisseur sont des nombres compléxes, une quantité compléxe
est un couple de deux réels. D antre part cette organlsatlon duo
travail est efficace pour localiser les erreurs de Programmation.

Le travail est fait aussi bien pour 1 extrados que poar
1 intrados.

lére étape: Programme MAILZ.FOR

Le profil de 1a grille etudiée est lu comme donnée, et
le maillage du domaine se fait suite a un choix da nombre de
noeuds suivant chaque direction. Ce maillage rézlisé est régulier

les deux pas sont constants. En chagque noeud doivent &tre
calculées les caractéristiques géométriques du profil c—a-d
squelette et épaisseur, =ainsi que leurs derivées droites par
rapport & x. Il s agit 1a& d interpoler. les profils Pe et Pi
définits sur des points disposés de facon irréguliére pour bien
représenter 1 aube.

En premier 1lieun nous avons utilisé 1 interpolation
polynomizale de LAGRANGE, celle-ci a montré qQu'elle est limiteée
pour certaines applications, en effet en s “approchant du B.A et du
B.F, le profil calculs prenait des valeurs trés éloignées de ce
qui était défini. Nous svons alors appliqué la méthode des
d interpolation SPLINES cubique qui est éxposée en annexe C, cette
méthode nous sert aussi interpoler les dérivées du profil.
Subrontines SPLO.FOR, SPL1.FOR et SPLZ _FOR.

Z2éme étape: Programme FOU.FOR

Conformément aux C.L choisies, cette partie efféctue le
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calcul des coefficients de FOURRIER des vitesses suar chaque
position x de la base de 1 aube. Ceux-¢i sont calculés a l1"aide
des intégrales de FOURRIER présentées en annexe B et approximées
par la formule de SIMPSON pour l7intégration numérique.

Jéme étape: Programﬁe ECOG.FOR

Ce programme éxécute le ealcul de 1"écoulement moyen gui
est la solution du probléme de LAPLACE (2.6). Les matrices des
systémes linéaires d équations sont calculées en réspéctant les
C.L imposées. La résolution se fait par la méthode dirécte de
GAUSS; Subrouotine GAUSSTRD adaptée aux matrices bandes  ou
tridiagonales par blocs. |

4éme étape: Programmes DIVROGTE.FOR, DIVROTI .FOR

On calcule pour chague noeud, sur chacune des surfaces
supérieure et inférieure et en nombres compléxes les harmoniques
de la divergence Q et des troix rotationnels R en fonction de 1la
géométrie (fonction T) et des derivées partielles de 1a vitesse
harmoniques zéro. Ces dérivations numériques sont efféctuédes a
l°aide de la méthode SPLINES que nous aveons adapté aux fonctions
bidimensinnelles & deux variables. Dans cette approximation nous
avons considéré une des variables comme paramétre pour devenir une
fonction a4 une senle variable, en d autre termes la surface f(x,z)

est approximée par plusieurs courbes f(x) et f(z).

9éme étape: Programmes DEPE .FOR, DEPI.FOR

Cette partie a pour tache d évaluer les dérivées
partielles par rapport a4 x et a z des harmoniques k de @ et de R.
A cause de 1 écriture en nombres compléxes, ces dérivations ont
négessité un éspace mémoire considerable. Pour chaque partie
réelle et immaginaireﬁhe“ces divergences et rotationnels projetés
on se raméne & 1 'utilisation de SPLINES.
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Béme étape: Programmes SME.FOR, SMI.FOR

Les seconds membres des équations elliptiques (2.5)
définissant les harmoniques sont éxprimés en fonction des
coeffigients de FOURRIER de @ et R dérivés partiellement. Ils sont

représentés par des nombres compléxes pour chaque noeud- du
domaine.

7éme étape: Programmes ECOKE.FQR, ECOKI.FOR

On résoud les équations donnant les vitesses harmoniques
par différences finies, les C.IL étant semblables a celles iﬁposées
dans le calcul de 1 écoulement moyen, les matrices mises en Jeu
sont identiques a celles formées dans RCOO.FOR de 1a Premiére
étape et la méthode de résolution des systémes linéaires est la

méme .

8éme étape: Programmes ECOFE.FOR, ECOFI.FOR

Dans la derniére partie de ce travail, on superpose les
vitesses harmoniques caleculées par ECOKE.FOR et BCOKI.FOR & 1°aide
des formules (1.7) & 1 écoulement moyen, et ce pour chaque-'noeud
(i,J) et la position Pe(x) et Pi(x) sur 1 aube.

2-8 CONDITIONS AUX LIMITES APPLIQUEES

Puisque selon notre progédure de résolution, il n est
quéstion gue de résoudre des problémes en u et en Vv, nous Aavons

appliqué les conditions aux limites ci-dessous

- Sur le bord d attagque et le bord de fuite & x=0 et & x=c¢ et pour
O<z<0 : v = 0 et w = 0.

- Sur la base de 1 aube & z=0 et lelong de la corde : D<x<C, on
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§ est mis dans 1 ésprit d un écoulement bidimensionnel. Comme dans
une roue de turbomachine 1 aube est encastrée 4 sa base, donc 1a
vitesse "radiale" suivant z doit s 'annuler ie w = 0. Nous avons
rensé a imposer une répartition bidimensionnelle de vitesse gnil
faudrait qu-'elle soit représentée par les coefficients de
FOURRIER, ceux-ci ne peuvent étre calculés que si on connaissait
1"évolution de cette vitesse en fonction de y (formules (B.2,3 et
4) de 1 annexe C), e-a-d utiliser les résultats du modéle direct
bidimensionnel dont nous ne disposons pas. C(C est pour cela que

Nnous avons pris n = cste.

- Sur la téte de 1°aube z=zL et pour (O<x<C nous avons opté pour une

dérivée normale c-a-d par rapport a4 z de u et w nulle.

Tete de 1 aunbe

z dn - ow
az =0= az

[~
tl )
o o
L o

1

/04/?C4/7G/C x

U=l idim

w=0

Téte de 1 aube

figure (2.12) : C.L utilisdes.
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CHAPITRE TROIS

PROBLEME INVERSE
RECHERCHE DE LA
FORME GEOMETRIQU 2
DE L'AUBE
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Le probléme inverse est une quéstion de dimensionnement
du prototype répondant & une certaine spécification. Il ¥ 8 lieu
dans notre étude de tirer la forme géométrique d une aube é&lément
d'une grille travérsée par un fluoide avec telle ou telle

répartition tridimensionnelle de vitesse sur le profil.
Jusqu 'igi nous avons lié 1la geéométrie de 1 obstacle & 1la

répartition de vitesse par des équations aux dérivées partielles

qQui doivent étre assocides a des conditions aux limites -

vitesse sur le profil

géometrie C.L

figure (2.3) : relation entre les différentes

composantes du probléme.

en fait cette relation concerne les vitesses harmoniques.

Pour inverser le probléme i} faunt localiser les
paramétres géométrigues : squelette et épaisseur dans les

équations établies.

Le systéme (2.5) que nous avons résolu lors dﬁ traitement
direct du probléme présente des seconds membres qui s éxpriment en
fonction des dérivées des harmoniques de 1a divergence @@ et du
rotationnel R, qui & leur tour s'ecrivent 2 1 aide des dérivées

droites par rapport a x de l'éxponentiel du squelette s{(x) et
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d ‘une combinaison de fonctions sinusoidales du squelette =(x) :
formules (1.23). IL est pour cela et i ce niveau a priori trop
diffigile de poser un schéma numérique inverse recherchant 1la

fonction squelette.

Par contre si on considére les quatres équations dun
systéme initial (1.10), nous pouvons constater 1 abscence des
dérivées de ces fonctions ; elles intérviennent directement, nous
avons donc proposé le processus qui commence par calculer les
divergences et 1les rotationnels projetés en utilisant leurs
éxpressions de définition et en passant a  la représentation en
séries trigonométriques, ensuite la fonction T caractérisant le
profil est évaluée. Rappelons tountefois que 1 écoulement mdyen
intervient par ses gradients dans Q, > r; s ri et ri . D'un auntre
coté il est A rappeler que dans le mode direct nous avions écris
les éguations de type LAPLACE vérifiées par 1 écoulement moyern
(équations (2B6)) ,ert Ho sont donc¢ indépendants de 1la Eéométrie,
elles sont conditionnées par des C.L, et VCI par contre a8 éteé

calculée par la condition de glissement.

Pour chaque indige k« et sur chqque noeud du maillage nous

avons fait les démarches qui suivante -
1- Calcul des dérivées partielles des vitesses harmoniques.

2- Calcul des coefficients qk,r;,r: et ri de FOURRIER de

la divergence Q et du rotationnel R de la vitesse g.

3- Dérivation des composantes de la vitesse harmonique zéro par

rapport 4 x et a z.

4- A 1l 'aide de la fonction T trouver par chacune des quatre
équations (1.10) le squelette local.

Vue la compléxité de nos équations, dans cette procédure on a
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utilisé comme données les trois composants de la, vitesse ainsi que
la loi d épaisseur £(x), alors que dans un probléme inverse 1la

géométrie doit corriger la vitesse.

En bidimensionnel le mode inverse a été lancé sur la base
de la maitrise de la soclution analytique éxplicite donnée en
annexe D, quil est le point de départ de tout 1le modéle gqul .a

montré sa fiabilité dans la conception aérodynamique.

A trois dimensions les equations peuvent subir plusieures

manipulations pour la recherche du profil.
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Dans ce travail nous avons abordé un probléme encore
traité comme sujet de recherche, il est delicat dans la mesure on
il lie des antités aérodynamiques oun énergétiques a des paramétres

en relation directe avec la construction des turbomachines.

J éstime que j'ai tiré un grand bénéfice de cette
éxperience puisgn entre antre, j'ai ez a traiter une forwmulation
mathématigue et des applications numériques, toutes importantes

dans les problémes d ingenieurs.

11 est clair que ce travail ne pourrait &tre en  aucun
cas parfait, en vue de 1le compléter, je tiens & suggerer les
propositions suivantes pour une éventuelle continuation de ces
efforts.

En premier lijeu, je pense a l’amélioration du travail
efféctué par l’amélioration des approximations utilisées, par
éxemple la substitution de la méthode SPLINES par une technique
d interpolation & deux variables. Un rafinement du maillage serait
intéressant et également on pourrait efféctuer une étude de
convergence.

I, serait considérablement important de donner un
traitement numérigue particulier aux régions proches des bords
d attague et de fuite. Dorner aux C.L une grande variété est une
autre proposition. _

Je recommande d'un antre coté, une mise €n oeuvre sur
calculateur de la résolution par la méthode des éléments finis gque
nous avons é€xposé de maniére suffisante dans le deuxiéme chapitre

de ce mémoire, et de comparer les résultats a ceux des différences
finies.

Lancer ce travail en mode inverse était notre objectif,
J attends de ceux qul continuerons nos efforts de proposer dang
ce sens des schémasg numériques directs ou itératifs pour retrouver
la lois du squelette bour une répartition de vitesse donnée, par

éxemple vitesse-profil Jusgu”’ a convergence .
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ANNEXE A

DEFINITIONS DES AUBES ET DES GRILLES D'AUBES

A-0 GENERALITES

On sait que le fonctionnement des turbomachines est fondé
sur des déviations tangentielles du filux, tant par le stator qQue
par le rotor, et que le rbdle des Erilles d aubes et de réaliser

ces déviations.

A-1 DEFINITIONS : AUBES ET GRILLES D AUBES

Les aubes sont des obstacles plongés dans 1"écoulement,
on appéle grille d aubes un ensemble fixe ou mobile d obstacles
généralement profilés, deduits les uns des autres par déplacement
géométlrique périodique, ils sont utilisés pour guider 1’ écounlement
du fluide et pour échanger avee lui des efforts mécaniques. Pour
les turbomachines, 1la géométrie de révolution impose que ce
déplacement soit une rotation d angle dé 2n/z auntours de 1 axe de

symétrie, 2z étant le nombre d "aubes constituant la grille
circulaire réalisée

A-1-1 DEFINITIONS GEOMETRIQUES
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figure(A.1)

A-1-2 DEFINITIONS LINEAIRES

Profil

On appéle profil la section plane de 1 aube par

un plan perpendiculaire a sa ligne moyenne.

Squelette

Le squelette d un profil est 1a ligne médiane entre 1 extrados et
l"intrados. Pratiquement sur la plus grande partie de sa longeur,

cette ligne se confond avec le centre des cercles inscrits.

Corde

C’est le segment rectilligne joignant les éxtrémités du squelette
orienté dans le sens de 1 écoulement. Elle peut servir de
référence aux mesures d angles, ou étre remplacée pour c¢ela par

une corde de référence qui est socuvent la bi-tangente au profil
lorsqu ‘elle éxiste.

Fléche
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La fleche du profil est 1 ordonnée maximale du squelette par
rapport a sa corde. En général elle s éxprime ”en pourcentage de
cette corde ; on repére 1 abcisse de cette fléche projetée sur 1a
corde a partir du bord d’ attague, elle s éxprime aussi en

pourcentage de la corde.

Epaisseur maximale

Exprimée elle aussi en général en pourcentage, elle est notée a,.

A-1-3 DEFINITIONS ANGULATRES

On définit les angles 81, szes tangentes aux squelette

avec la corde ainsi que la déviation angulaire du squelette égale
a leur somme : 8 = 91+ 82

A-2 DEFINITIONS GEOMETRIQUES CONCERNANT LES GRILLES D AUBES

A-Z2-1 Differentes formes de grilles d aubes

Les aubes assemblées sont identiqueslet déduites les unes
des autres par des déplacements géométriques égaux.S51 ces
déplacements sont des translations "t” toutes é&gales, la grille
est dite plane paralléle, et t est appelé le pas de cette grille
les aubes sont alors cylindriques, paralléles entre elles et

comprises entre deux plans, dont celui d amont est appelé front de
grille.

Lorsque les déplacements sont des rotations égales de pas
angulaire t = 2n/z (avec z nombre d aubes par tour) et d axes
sensiblement paralléles aux génératrices des aubes, la grille est
dite cylindrique : les z aubes sont sensiblement psaralléles et

comprises entre deux cylindres dont 1'un est le front de grille



R

ANNEXE A 58

elles sont elles méme cylindrigues. )

531 enfin les déplacements sont des rotations égales, de
pas angulaire t = 2n/z , et d axe sensiblement Perpendiculaire aux
génératrices desg aubes, la grille est dite plane radiante. Les =
aubes sont en éventail et sensiblement comprises entre deux plans
dont 1 un est le front de grille. Elles peuvent étre cylindriques,

mais elles sont souvent a profil évolutif.

Il éxiste un cas intérmédiaire, celui des grilles

radiantes coniques dont les aubes sont comprises entre deux cones.

Enfin nous citons les grilles toriques qui échappent' aux
définitions ci-dessus €én ce que les awvbes sont imbriquées et ne
sont pas identiques les unes aux antres.

Quant aux aubes elles-némes, elles peuvent €tre 4 profil
constant (aubes eylindriques), oa 3 profil évolutif (aubes

conigues on vrillée).
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ANNEXE B

SERIES DE FOURRIER

Si une fonction f réelle continue est périodique de

période T, elle peut étre représentée par la somme suivante

(B.1) f(x) :E: a, coswkx + bk sinwkx
k>0 '
o a, bk sont les coefficients donnés par les formules de
FOURRIER
T/2
1
(B.2) a = — If(x) dx
T /2
T/2
2
(B,3) a = — T(x) cos(wkx) dx
T 12
A T/2
' 2
(B,4) bk = — f f(x) sin(wkx) dx
T _¢/2
2w
avec w =
T

51 la fonction f est monotonerpar tranches et bornée sur
une période, la série de FOURRIER converge en tous les points. Aux
points de discontinuité 1la somme est. égnle a 1la moyenne

arithmétique des limites de la fonction & gauche et & droite.

Sous 1a forme compléxe suivante on écrit
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(B.5) (x) 22: £ exp(iwkp

ot 1l on a posé

{B.B) £, = a - ib
et la fonction f correspond & 1la partie réelle de la somme {C.4)
(B.7) f(x) = Réel( T (x))

Les séries de FOURRIER, en particulier en représentation
compléxe ont trouvé une large application dans les différentes
branches mathématiques. On utilise particuliérement avec succés 1a
représentation de FOURRIER des fonctions continues €r1
physique-mathématique et dans ces applications a des problénes

concrets de mécanique et de physique.
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ANNEXE C

INTERPOLATION SPLINES CUBIQUE

Parmis les inconvénients des interpolations de LAGRANGE
et d '"HERMITE on peut citer leur difficulté du point de wvue calcul,
elles sont imprécises si le nombre de points est grand ; il ya
discontinuité de la dérivée dans les points de Jonction. Elles
sonts utiles pour dériver des méthodes nﬁmériques (résolutions des
équations différentielles ordinaires s---), mais les ¢ourbures

qu ‘elles produisent sont en général non satisfesantes.

On définit une courbe d interpolation SPLINES par les

critéres suivants
1- La courbure est cubique, les coeffigients du polynome sont
1)“

2- La courbe passe par les points donnés (XVYi}A=1,n.

différents dans chagune intervalle (vau-

3- Les premiére et seconde derivées sont continues aux points
d "abeisses Xi. Le dernier point nécessite un traitement

spégial qu“on présentera ci-dessous.

La seconde dérivée s écrit en l1"interpolant avec LAGRANGE

d "ordre un pour chaque deux noeuds Xthf

X, - X r - X
(C.1) f:(X):f"(Xui} + f"(XHi)
X - X X - X
1+1 L L1 1
X=X =X
1 1L+1

Par intégration deux folx en prenant les conditions aux limites

suivantes:
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FOXDO=Y L £ (X )=y,

1 L+l

aprés avoir efféctué ces opérations on trouve

(X, - X (X - %)
fL(X) = f"(XL) + f"(XL+1)
8 At 6 Ai
Y A
1 1L+1
+ [ B £ (XL ):J(XL+1._ X )
AL 5
(C.2)
Y A
1+ 1 1
+ {: - f"(XL+1):}(X - X
A B8
1
avec b = X, - X
51 on peut trouver les derivées secondes f”(Xt),la
formule serait compléte. Nous avons satisfait toutes les

conditions enumérées ci-dessus, excéptée 1la condition de ia
continuité de la premiére dérivée t " ,nous devons donc
Pour trouver les f"(Xi).

l'ntiliser

La continuité est établie par 1l établissement des trois
conditions suivantes:
1-Différencier £, (X) et faire X = X .et evaluer 1la
dérivée de f du coté guauche de l1"intervalle .
Z-Differencier fhi(X) et faire X = waet evaluer la
dérivée de f du coté droit de 1l intervalle i+1.

3-Egaliser les deux résultats obtenns.
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Le resnltat de ces operations est 1 équation suivante:

C’est un systéme d équations algébriques pour f”(XiLil
est tridiagonal car 1la i éme égquation regroupe seulement:
f"(qu),f“(Xi} et f"(Xﬂi),il est fagilement résolvable.

Nous avons n inconnues et n-2 équations,ear pour i=1 et
t=n on ne peut pas appliquer la continuité de f°.Ceci demande
quelques suppositions supplémentaires aux limites de "l17intérvalle
d "étude. On pourrait Supposer par éxemple que la dérivée seconde

s 'annule aux bornes c-a-d que la fonction devient localement
parabolique. :
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: ,ECOULEMENT, DANS UNE GRILLE D-AUBES

.- PROBLEME,A DEUX DIMENSIONS
rs r = 1

Dans cette partie on Présente les équations du modéle i
deux dimensions établit par H_MITON: I
o L N 4 ) . ey , . . )
» R

D-1 EQUATIONS DU MOUVEMENT

L I
'

L écoulement est bidimensionnel dans la veine du chapitre

un ' e N
'
]
]
R G SR
A Y S Ul
AL Lin ) ,
Z
figure (D.1) : écoulement bidimensionnel o
. .- _ L .
dans une*velne, Lo .
-
1 rfril .. Trp o reapss doorrest T - '
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d U
ek V, (0, GOR(x) = a (1)+E, (x)
d x
(D.5)
d Vk
- iwk Uk(x) = rk(x)
| d x

écoulement moyen

d U
y e+ U (X) 97(x) = g (x) +£,(x)
(D.8) *
d Vo
= r {x)
|| d x °

On néglige la contraction de veine et on considére gque le fluide

incompressible (F=0), 1la divergence et le rotationnel sont
modélisés comme dans le chapitre un

d u, t, ()
(D.7) q, = exp (-iwk s(x))
d x t (&)
O
d v, t ()
(D.8) r, = exp (-iwk s(x))
d x t (&)

on aboutit enfin aux éxpressions des vitesses



ANNEXE D 67

+¢/2 +c/2
d U0 d U0
u(x,y) = U_(-c/2) - —— Cu(x,y,t) dt - — Cv(x,y,t) dt
d t d t
-c/2 —-c/2
(D.9)
+c/2 +o/2
d VO d U0
vix,y) = V. (-e/2) - — Cu(x,y,t) dt - —— Cv(x,y,t) dt
d t d t
-c/2 -/ 2
(D.10)
]3]
Cu(x,y,t) = &(x,t) Clx,y,t) - 1/2
Cvix,y,t) = € (x,y,t)
et
C(x,¥y,t) = 1/2 +§E:Ek(a(t)) exp(wk|[t-x|) cos(wk(y—s(t}}
k=1
CAx,y,t) = 1/2 + E (e(t)) exp(wk|t-x|) sin(wk{y-s(t))
k=4
et

4 = Wk £

3 sin(wke)
Ek(x) = 2z - cos(wks})
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