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RESUME

Le sol apparait comme un ensemble de patticules avec une variabilité minérale,
morphologique et structurale. Cette multitude de tailles et d’arrangements
confere un aspect statistique aux données du milieu.

Une approche probabiliste, qui considére le milieu granulaire comme étant
formé de particules, a été utilisée pour étudier la diffusion des contraintes.

Un coeffictent de poussée latérale, dit de Reimbert, est utilisé pour caractériser
le milieu granulaire.

Les resultats obtenus sont comparés 4 ceux de la théorie élastique et a des
résultats expérimentaux.

ABSTRACT

The soil seems as an assembly of particles with a mineral, morphological and
structural vartability. The muldtude of sizes and arrangements gave a statistical
aspect to the media.

A probabilistic approach was used to study the diffusion of stresses in granular
media. This approach consider the media as constituted by particles.

A lateral pressure coefficient, know as of Reimbert, was used to characterise
the granular media.

The results obtained were compared with those from experimental and from
clastic theory.

Mots clés : milicu granulaire, diffusion des contraintes, contrainte intragranulaire,
cocfhicient de poussée de Reimbert, approche probabiliste.
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LISTE DES SYMBOLES

X,y,2 : directions du repére dans Pespace
. , . .
¢ : angle de frottement interne d’un milieu granulaice

(3 : angle de talus naturel

A_: Aire totale de la surface interceptée par un plan coupant le milieu granulatre
A, : surface des vides sur une section

Cz : coefficient de convection dans la direction z

D : coefficient de diffusion

D_: densité relative d’un milieu granulaire
| Dz : coefficient de diffusion dans la direction z

e : indice des vides

I : force enregistrée en un point du milieu

f(t) : fonction de concentration de particules dans un milieu sédimentaire

I, force interne supérieure agissant sur un plan coupant le grain 1

Fx. , Fy,, Fz : composantes suivant les axes x,y,z de la force interne F, agissant au

grain 1.
K : coefficient de poussée des terres

K,: coefficient de poussée des terres au repos

Ka : coefficient de poussée des terres a état actif



k,: vatiable aléatoire discréte Sl ana) Lk N i,y
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m, : porosité surfacique d’un milieu granulaire  jteslo Natissaly Polytechnique;

ny: porosité volumique d’un milteu granulaire

Y b
p : probabdité de transition d’un pas a un autre( p=1-q)
P : charge ponctuelle

itme

P, : force de contact agissant au | ™ contact d’un grain 1

Py..¢: force de contact inférieure au j°™ contact d’'un grain i
;.o force de contact supéricure au j#me contact d’un grain 1

q : probabilité de transition d’un pas a un autre( g=1-q)

Q : densité de charge

Rz,: contraintes locales sur la section d’un grain 1 suivant I'axe z
Rzx;: contraintes locales sur la section d’un grain 1 sutvant 'axe x
Rzy; : contraintes locales sur la section d’un grain 1 suivant 'axe y
Sz : contrainte intragranulaire suivant I'axe z ( verticale).

Szx, Szy : contrainte intragranulaite sutvant les axes x, y

uy: pression interstitielle.

V[ ]: variance d’une variable aléatoire

Vg, : coefficient de variation de contraintes

Vy: volume des vides

o, : constante d’é¢talonnage

o, : facteur vartant dans la direction x

«,: facteur variant dans la direction y

By : module de compressibilité volumique

11



i Y R e e =T

Sl oucad Lok ) e yudk
MHIUIGTHEQUE - depeinSmal |
Ecele Natienale Pelytechnique

AV : volume élémentaite

ey déformation vdluméttique

0: plan de coupe d’'un ensemble de gtainé
X(x,y,z) . fonction prenant les valeurs 1 ou 0

v : coefficient de pressioﬁ des terres de Reimbert

g, contrainte verticale appliquée sur un milieu continu
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INTRODUCTION

Les principes de la Mécanique des Milieux Continus sont souvent utilisés pour
t¢soudre des problémes relatifs a des milieux poreux ou granulaires tels les sols.
Cette approche qui consiste 2 considérer les milicux granulaires comme étant
continus est un moyen de simplifier les contours du probléme sans avoir toutefois i
s’¢lotgner de la réalité du milieu en question. C’est en utilisant les hypotheses de la
Mécanique des Milicux Continus que Boussinesq(1885) a résolu un probléme
fondamental et- proposé des solutions pour le cas d’un milieu semi-fini sous
chargement ponctuel en sutface. Flamant(1892) a étudié d’autres cas de figure tels
les situations de déformations planes. Mais leurs solutions étaient limitées a des
milieux homogenes et isotropes. La variabilité des rigidités dans un milicu continu a
fait 'objet de plusieurs études. Pour le cas d’un multicouche, on peut citer les
solutions de Burmister(1943) et de Barden(1963). Kondner(1963) a proposé pour
les sols un modéle non linéaire dit « parabolique » dans le cadre des milieux
continus. Zelasko(1963) a utilisé le modéle élastique non linéaire pour des milieux

granulaires.

Les procedures les plus répandues dans I'Engineering pour approcher les
comportements des milieux granulaires sont des procédures empiriques. Ces
procédutes sont basées sur des corrélations expérimentales entre des déformations
observées et des paramétres de sol in situ ou de laboratoire. On peut citer Vexemple
des essais de déflexion des plaques chargées (T'erzaghi et Peck 1967) et les essais au
pressiométre (Menard 1971). Les problémes dans ces méthodes ecmpiriques sont
généralement associés aux différences entre les conditions des cssais in situ et
celles qui existent sous chargement donné (fondation, essicux), et aux difficultés

rencontrées pout I’échantillonnage de matériaux granulaires.



Obécrvé autrement le sol apparait cbmfnc_: un. cnsemble de particules avec une
variabilité minérale, morphologique ct structurale. Cette multitude de tailles ct
d’arrangements des grains confcre un aspect statistique aux données du milicu. La
description compléte d’'un milieu granulaire nécessite la connaissance exhaustive
des caractéristiques morphologiques des grains, leurs dimensions et leurs formes.
Ces informations ne sont disponibles que sous forme de statistiques, 1l en est de
méme des forces qut agissent aux points de contact entre particules. PIu.s.icurs
auteurs s’accordent a dire que :
- Les forces de contact entre grains sont extrémement dispersées et d’une grande
varfabilité spatiale.
- Les sollicitations internes d’un milieu granulaire sous Peffet de charges
extérieures apparaissent a I'échelle locale comme des grandeurs aléatoires.
Il s’agit donc de prendre en considération Paspect aléatoite du milieu granulaire en
prenzuit cn compte I'ensemble des parameétres du milieu pouvant fournir le plus
d’informations possibles sur son comportement vis-i-vis dun chargement

extérieur.



Chapitre I

HYPOTHESES RELATIVES AU
MILIEU GRANULAIRE

I-1 INTRODUCTION :

La théorie de la mécanique des milieux continus décrit et prévoit le comportement
de matériaux en supposant que la matiére est distribuée de facon cotitinue et
remplit tout espace. Les hypothéses de la théorie de Boussinesq(1885) pour le
calcul des contraintes dans un milieu solide semi-infini supposent que celui-ci est
continu, homogene et isotrope et parfaitement élastique. La contrainte verticale qui
en résulte ne dépend pas des paramétres élastiques du milieu, ce qui fait qu’elle est

identique pour une argile, un sable sec ou pour un enrochement.

La théorie des milicux granulaires prend en considération le caractére discontinu du
milieu, en se basant sur des hypothéses pour modéliser ’homogénéité et I'isotropte

(ou anisotropie), ainsi que la transmission des pressions a Iintérieur du milieu.

I-2 HYPOTHESES RELATIVES AU MILIEU GRANULAIRE:
I-2-1 HOMOGENEITE DU MILIEU :

L’homogénéité est prise comme étant une régularité dans la distribution d’un
ensemble de paramétres du milicu, tels la porosité, la taille des grains et leur
arrangement dans Pespace ou éventuellement leur forme; ce sont les paramétres qui
peuvent nous renseigner d’une maniére suffisante sur le milieu granulaire. Pour
mieux llustrer et expliquer le concept d’homogénéité d’un milieu granulaire il est
fait appel 4 une schématisation sous forme d’éprouvette fictive de sol. L’éprouvette

de sol est coupée par une succession de plans paralléles a une direction donnée. Au
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niveau de la surface de chaque plan sont mesurés des paramctres d’état, comme la
porosité surfacique, le nombre de grains coupés ou le nombre de grains '
appartenant & une fraction granulométrique donnée.- Une multitude de mesures
sont donc nécessaites pour chaque subdivision, et vu le nombre important de
subdivisions, un traitement statistique de Pinformation en question s’impose.
L’éprouvette est dite homogene dans une direction donnée (la direction des x par
exemple) st la moyenne et lécart-type de toutes ces grandeuts sont constants le long de
I'axe en question. Et si ces paramétres sont identiques pour les autres diiccﬁons,
I'éprouvette est 1sotrope. L'anisotropie se manifeste lorsque la moyenne ou ’écart-

type sont différents d’une direction a une autre (Fig.1.1), (Bourdeau, 1986).

)

Fig.1.1 Schématisation de
Ihomogénéité du milieu

Direction x

1-2-2 HYPOTHESE SUR L’APPLICATION DES PRESSIONS :

Nombre d’auteurs (Marsal, 1973, Oda, 1974.) ont cherché a caractémser Pétat de
sollicitation des sols non cohérents en reliant les forces de contact entre grains aux
contraintes de miicu continu équivalent. Il est admis pour les milieux granulaires.
que P'application de pressions uniformément repatties aux frontiéres de 'éprouvette
résulte en une répartition ¢galement uniforme des contraintes dans toute section du

milieu continu équivalent.
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Plusicurs  recherches ont été effectudes pour conforter cette hypothése Les travaux
, jdc recherche de I\fl':.nrsn.l(1973) suf icl‘comportemcnt des matériaux de 1:(:1.1113}';&3
rocheux, ont permis d’exprimes Ia force intergranulaite en examinant les conditions
déquilibre statque d’un grain par rapport 2 ses voisins. Soit un plan (8) qui coupe
un milieu granulaire donné. Un grain particulier «1» (fig.1.2) est soumis a un
ensemble d’efforts résultants des grains voising, et 4 Ia pression interstiticlle du

milicu :

l Pijsup

Fig.1.2  Sollicitations sur une sccdon horizontale 4 travers une éprouvette
de matérian granulaire saturé sous pressions uniforimes

(ici est représenté un grain entrecoupé par un plan 6)

A Tintérieur dune particule « i », les forces qui agissent de part et d’autee du plan(0)
s’équilibrent. Cette interaction des deux pardes du grain se traduit par Pexpression
des fosces F, . et K, respectivement force inféricure et supéricure par rapport au
plan (0 }; P, représente les forces de contact ente grains I'indice « 1 » étant relatif au
grain et «j» pour signifier les divers contacts du grain, Pexpression des forces est

donc donnée par :

‘Lr sup = Z ( E;‘) + /Jv"'l‘lll"ﬁ(jup (1 . 1)
Jsup

Fru = >, (P + Ay, i) (1.2)
Jinf'

sup inl

n, et i, Dlsignent les vecteurs uniraires normaux 4 chaque face du plan 0.
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La condition d'equilibre §'CXPLIMe par

ﬁ;sup :“ﬁnur‘ . . . (13)

ct comme gt = =i (1.4)

Ce qui vérific la relation :

2B ==21 (1.5)

5 sup gl

Lixpression des forces F, intergranulaires de Marsal (1973),

Le point d’application des deux résultantes (inféricure et supéricure}, sur la surface
du grain «i» coupée parleplan 8, dépend de la valeur des moments résultants.
Ces moments  dépendent des forces de contact, de la taille et de la forme de la
particule, ainsi que de sa position par rappost au plan(0). Tous ces facteurs sont
imprédictibles  ou incertains, ce qui leurs confere un caractére aléatoire. les
contraintes  sur le plan (8) en tout point de la section A, du grain « 1 » sont des
quantités alcatoires, fonction des coordonnées x et y. Ces contraintes sont
nommées contraintes locales et notées Rz, , Rzx; et Rzy,. Le patcours de la
surface A; | intersection du grain « i » avee le plan(0}, pour mesurer les contraintes
locales définit unc «expérience » au sens statistique. Un événement est défini par
une certaine valeur de Rz, . L’espace des événements est Pensemble de toutes les
valeurs  possibles des contraintes. Dans ces conditions et pour un tres grand
nombre de mesures, la moyennce observée de chaque composante serait égale a son

espérance mathématique, dont Pexpression est donnée par :
1 .
E(Rz) = —, jfez.dxdy (1.6)
A." A
La moyenne observée = Espérance mathématique

Pespérance des contraintes locales Rz, | Razx, et Rzy, sera

6
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T E(Rz) = l.j)’éz,.ii\-}-oz W
A S |
1 : .
E(Rzx,) = —. [ Rex, dely (1.8
(Rax;) A.-AI, -l (1.8)
E(Rzy,) = %_.[Rzy‘.dxdy (1.9)
i 4

Par analogie avec le travail de Marsal sur le concept de force intergranulaites, on

décompose la résultante i des forces Pij de contact, sur le plan de coupe (0 ) du
P J : [ p

grain «1» . Les composantes de Fi sur les axes x , y et 2 sont tespectivement notées
Fx; , Fy, et Fz, . Elles sont données en termes de moyennes par Pespérance

mathématique des contraintes locales Rz :

E(R: ) =24 (1.10)
E(Rex ) = X (1.11)
E(Rzy |} = %’- (1.12)

i

La généralisation du raisonnement sur I’ensemble de la surface A, -- intersection de
Péprouvette granulaire avec le plan(B), se fait en définissant les fonctions aléatoires
suivantes :

Rz(xy) = Rz(x,y) : sile point (x,y) appattient a 'intersection A; du grain «1»

avec le plan(0).

Rz(x,y) = uy: si le point n’est pas dans un grain.
Et

Sz(x,y) = ERz(x,y)) : sile point (x,y) est sur A,

Sz(xy) = E(uy) = uy: sile pomt (x,y) n’est pas dans un grain.
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La moyenne des contramtes locales Rz sur fa surface A, dun grain «i» cst
_(—:xprimée pat leur espérance ﬁmthémnti_quc,_-.prisc comime une contraiiite Sﬁ:‘dite
intragranulaire. Les fonctions Rz ct Sz ainsi définies sont, respectiyement, la
contrainte locale et la contrainte mtragranulaire étcﬁdues A tout domaiﬁe.

Rz(x,z) = uy ct Sz(x,y) = uy signifie que les pores sont assimilés a des « grains »
dans lesquels seule la pression interstitielle est présente et n’est pas considérée
comme aléatoire. La pression intesstitielle uy, est supposée constante en tout point

du milieu (Bourdeau, 1986).

R’Zi SZi

Fig. 1.3 Contraintes locale et intragranulaire dans un grain.

Rz, et Sz sont respectivement, la contrainte intragranulaire et la contrainte locale
dans un grain «1». Tandis que Rz et Sz représentent respectivement, la contrainte
locale et la contrainte intragranulaire étendues a toute la section A, La moyenne des
contraintes locales, en termes d’espérance mathématique de Rz, sur Pensemble de la

section A est donnée par:

E(Rz) = A%.ij_dxdy (1.13)

Comme la section totale A, comprend Pensemble des grains du plan (0) et les
sections des pores, 1l est possible d’exprimer la moyenne des contraintes locales Rz
en termes d’espérance mathématique sur la surface des grains (O°A)) et sur 'étendue
des pores (A, — Y A). Elle représente les forces appliquées sur la surfaces des grains

et sur les pores, rapportées a la surface totale A, :
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1< _
E(Rz)=—- Y[Rz dd) v, (4, -3 4| | (1.14) -
' ' 4 . i c : ’ ' ’

Et en utilisant la force intergranulaire au niveau des grains F, =A.E(Rz) ainst que la

moyenne des contraintes focales £(Rz,) = L.J'Rz,. dxdy , Péquation (1.14) s’écrit :
P4

E(Rz)= A%[Z (F2) ity (4, =Y A.»)}

:ﬂszﬂ(mi»w,y.m, HZAi)} (115)

L’espérance LE(Rz) dans chacun des grains de sutface A; est égale a Sz, tandis que
sur le reste des pores (A-> A) la contrainte est égale a la pression interstitielle
Sz=uy . Autrement dit la moyenne des contraintes locales étendue a tout le

domaine A, est ¢gale a la moyenne des contraintes intragranulaites.

E(R,) = E(S,) 1.16)

Le méme raisonnement peut étre utilisé dans les autres directions x et y pour
montrer que la moyenne des contraintes locales est égale a2 la moyenne des

contraintes intragranulaires. En terme d’espérance mathématique I'éctiture donne :

ERz) = ESz)
E(R'Z.y - E(SZ)')

St une pression verticale o, était appliquée sur Déprouvette, Péquilibre des
contraintes verticales a I'intérieur donne :

J-Rz.dA = A0, ; Rz: Contrainte locale étendue a toute la section A, .
A

i

Ou bien : o, = -E-IRZM
Al A
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La pression verticale npi)liquéc cst Cgale 4 la moyenne des contraintes locales au
niveau de toute s’ectidn horizontale.de l’éprdL;vctte. Ce qui.revicht A éerire que 62
est cgale a Pespérance mathématique de la contrainte locale Rz sur la surface A de
Péprouvette :

o, =E(Ry)

St le milieu était continu et soumis 2 la méme pression G, (milieu continu
¢équivalent), la contrainte verticale en tout point d’une section horizontale sera égale
a Gy

6, TERy(ny)) = BS, ) (1.17)

Les contraintes totales du milieu continu équivalent, dans une éprouvette de
matériau granulaire soumise a des sollicitations uniformes, sont égales a Pespérance
mathématique des contraintes locales, qui est aussi la moyenne des contraintes

mntragranulaire E(S,) .

I-3 CONCLUSION :

Les contraintes intragranulaites constitient une approximation moyenne des
contraintes locales dans un milicu granulaire. ’homogénéité statistique d’un milieu
granulaire permet de faire un certain nombre de simplifications utiles pour Pétude
de la répartition des contrainte dans le milicu en question. L’étude de la répartition

des contraintes peut étre effectuée en se basant sur des arguments probabilistiques.

10



Chapitre 11 '

REPARTITION DES CONTRAINTES
DANS UN MILIEU GRANULAIRE
ET POROSITE

II-1 INTRODUCTION :

La porostte d’un sol n’est pas une grandeur mathématique définie en un point d’'un
milieu granulaire, comme c’est le cas pour les contraintes par exemple. 1l s’agit en
fait d’'une grandeur technique dont la mesure est influencée par les effets d’échelle;

la notion de porosité se rapporte 2 la quantité de matériau en volume (ou en

surface).

La répartition, due 4 un chargement ponctuel, des contraintes dans un muilieu
granulaire est hiée a la porosité par le fait quil y a transmission ou non de charge.
En présence d’un vide la charge n’est pas transmise, et lorsquun grain est rencontré

il y a transmission.
II-2 POROSITE VOLUMIQUE ET POROSITE SURFACIQUE :

Ny et Sutf ICiIquUe My, dans
respectivement dOﬂﬂCCS par .

e Fvides _ Avides

md =

ny : porosité volumique; V :volume total ; Vv : volume des vides
my, : porosité surfacique; A : Aire de la section ; Av : surface des vides sur la section
Harr (1977) a mterprété la porosité volumique ny comme étant la probabilité de

trouver un wvide en un point donné du  volume V. Indépendamment des

11
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coordonnées du point considéed, la probabilité, de trouver un vide, est caractCrisée
par une ‘scuile' valeur dans tout le volume, ce qui sup'posc implicitement un'matétiau

statistiquement homogénc. Elle correspond  ainst a4 un. cas  patticulter.
Bourdcau(1986) a donné un développement qui constitue une généralisation, 1l

smagine un cube de volume V dans un mulieu granulaire et Iisole comme indiqué

sur la ﬁgure 2.1.

L A
FLTES
-’ .‘4:_'.;:’ =
S Fe ol
Fig.2.1 Cube de volume V H
dans un massif granulaire e
et sectton horizontale A el
1 .

En tout point de Pintérieur du cube est définie une fonction A(x,y,z) telle que :
Ax,y,z) =1 sile point (x,y,2) se trouve dans un pore

A(x,y,z) =0 sile point (x,y,z) se trouve dans un grain

P(A)
1
Fig.2.2

Distribution de 1-n(y,y,z)
probabilité de la fonction A n(x,y,z)
en un point (x,y,z).

I A(x,y,2)

> ,
0 1

Lotsque le milieu n’est pas statistiquement homogene, la probabilité de se trouver
dans un pore (A =1) ou sur un grain (A=0) dépend des coordonnées du point. La
fonction (A=1 , A=0) est définie en tout point du volume V du milieu. A chaque

point (x,y,z) correspond une probabilité n(x,y,z) qu’il soit dans un pore.
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n(x,3,2) = PG 9,2y =1] 2.1)

est la probabilité de se trouver dans un pore pout le point (x,y,7).

Tandis que :

1-n(x,y,z)= P{A(x,y,z) = 0] (2.2)

représente Ja probabilité de se trouver dans un grain solide pour le point (x,y,z).

Les deux événements A=1 ¢t A=0 sont mutuellement exclusifs et exhaustifs ; la

distribution de probabilité de A en un point est schématisée par la figure 2.2

La moyenne des valeurs de la fonction A est représentée par 'espérance en un point

(x,y,2) et est donnée par :

A(x,y,2) = E[A(x, y,2)] = n(x, y, ) (2.3)

La dispetsion des valeurs de & par rapport a la moyenne au méme point est égale a
la variance :

V{A(x,y, 2)] = n(x,y,2) —n*(x,y,2) (2.4)

Soit 2 observer la valeur de A en un certain nombre de points pris au hasard dans le
volume V. La moyenne des N valeurs observées peut étre considérée comme une
mesure (d'un point de vue statistique ) de la porosité volumique. Le nombre de
points observés N est considéré fini, on obtient une mesutre différente a chaque

fots que Pexpérience est répétée. La jiéme de ces mesures est:

— 1
My :FZ’]'(xsj:yq'»z.j) (25)

1: indice relatif aux points observés.

L’espérance mathématique de ny est:
- N N
EG,) = EQ/NY Alx,py,.2)=UNY E(A(x, y,,2,)) (2.6)
i=1 i=l

13
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N

En,) :'UNZH(XH.VUZ:)

i=l

Si pour chaque mesure effectuée le nombre N de points d’observation est grand,

Pespérance de la mesute tendra vers la porosité volumique elle-méme (ny)

D’ou Pexpression générale de ny :

(Espérance = Moyenne)

n, =1/an(x,y,z)dV 2.7)
Vv

St la probabilité de trouver un pore est indépendante des coordonnées, celle-ci se
confond avec la porosité du miieu.

ny =n (2.8)

Il est possible d’exprimer la porosité surfacique en utilisant le méme raisonnement

que précédemment sur une surface donnée.
my =1/ Afn(x, ¥, 2)d4 2.9)
A
m, : étant la porosité surfacique.

et pour un volume de hauteur H Pexpression devient :

Im dz=1/ A}[ (:[ n(x,y,z)ydA)dz (2.10)

H

En intégrant sur la hauteur H du cube nous aurons :

IIHInzAdz :1/(A.H)J.”I(X,yaz)dV' 2.11)
H ¥V

1/ H [mdz =11V [n(x,y,2)dV = n, 2.12)
H v

Ces cxpressions- expriment les relations générales entre porosité et probabdité de
P
présence des vides dans un milieu granulaire. La porosité volumique ou surfacique

représente la moyenne rapportée, respectivement, au volume ou a la surface totale.

14
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Lexpression (2.12) lie la porosité surfacique P porosité volumique, clle est
identique 4 Pexpression obtenue par Hare(1977) pour un milicu homogene. Les
trots moyennes de la porosité surfacique sont épales A la porosité volumique.
Lotsque le matétiau st statistiquement homogéne selon une direction la porosité
surfacique est constante et si Phomogénéité est également assurée de la méme

manicre (mémes paramctres) dans les autres directions on aura un milicu isotrope.

-

I1-3 REPARTITION DES CONTRAINTES EN UN POINT D'UN MILIEU
GRANULAIRE:

Soit une force verticale (concentrée) unique, normale i la surface a Porigine des
coordonnées (Fig.2.3). Et soit, au point de coordonnées (x1,y1,z1), la force de
réaction F. La force unitaire parcourt la surface et est appliquée en un teés grands
nombre N de points aléatoites en maintenant la force de réaction F dans la méme
position relative. 11 est admis que le systéme de coordonnées reste 1ié 2 la force
unitaire et que la force F occupe toujours le méme point (x1,y1,z1). Au cours de
son déplacement, la force F sera appliquée soit sur un point solide soit dans un
espace vide du miliecu. Donc 1l y aura alternativement transmission ou non de la

force unitaire en surface au point (x1,y1,21) (Hart, 1977).

¢1ﬂ b. &

Fig.2.3  Réaction F en un point du milieu
granulaire sous I'effet d’une charge
unitaire en surface y

N
Il

N

—

En termes de probabilités cet essai est dit de Betnoulli avec p: la probabilité de
rencontrer un solide (force enregistrée) et q: rencontrer un vide (aucune force

enregistrée). Sile milicu est admis homogene, il en résultera que les probabilités p ct

15



Répaniition des contraintes dans nn milicn grannlaire et porosité Chapitre 11

q scront les mémes pour chaque essat. 11 s’ensuit une distribution Binomiale ; la
probabilité d’enregisteer une force F non nulle dans le milicu k fois au cours de N
essais indépendants est :

B{k,N,p)=CL p*g"™* (2.13)

Cest le nombre de circonstances possibles pour enregistrer la force (F) k fois

trouver un obstacle) et ne pas Pentegistrer (N-k ) fois (trouver un vide).
P el

Longueur de la ligne = 1

vide

Dgpart 1

Fig.2.4 : Expression des intensités des forces en termes de points

d’une ligne droite de longueur unitaire subdivisée

en plusieurs segments (d"aprés Harr, 1977).
Ie cheminement de la force de réaction IF sur les N points du milieu est schématisé
par un segment de longueur unitaire. Ce segment est divisé en N intervalles,
chacun de longueur égale a 1/N (Fig.2.4). En parcourant les N points, la force F

) i P C . v a1 X

peut vatier en intensité d'un point 4 un autre, elle peut étre nulle s’ s’agit d’un vide.
Le nombre de points sur chaque intervalle représente Iintensité de la force F
enregistrée en un emplacement donné de la force unitaire en surface. Le vide est
représenté par un intervalle vide sans points. La force normale unitaire errant de
fagon aléatoire a la surface du milieu, son image sur la ligne (nombre de points par
intervalle) sera aussi aléatoire. La moyenne de la force (nombre de points par unité

de longucur) est.désignée par F

Un succés est défini par la rencontre au moins d’un point dans un intervalle.
Comme la force F varie en intensité en méme temps qu’en position dans le miliey,
le nombre k de succes ne sera pas nécessairement le méme que le nombre de points

donnant Péchelle de Pintensité de la force le long de la ligne d’enregistrement. St les

16
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mtervalles deviennent petits, la probabilité de trouver 2 points ou plus sur un
cmntervalle devient négligeable  (Feller 1957). Dans ce cas i y aura une

correspondance exacte entre les k suceés et les points individuels.

La lot bimomiale de probabilités Bk, N, p) est caractérisée par le nombre N d’essais
dont les tésultats sont soit un succés soit un échec et le nombre k dessais
favorables (succes). La probabilité du succés dans un essais est, généralement, notée
p ct la probabilité de échec q. Dans notre cas le nombre k de succés désig’ﬁe le
nombre d’intervalles qui contiennent chacun, au moins, un point. Lorsque N tend
vers Iinfini (intervalles petits) la moyenne (N.p) de la loi binomiale tendra vers la
moyenne de F, N.p — F. La probabilité de trouver k succés (intervalle 2 un point

au moins) parmi les N intervalles s’exprime comme suit
P

b(k;N,p)=Cy.p*(1-py*™* (2.14)

NAN-D.. (N=-k+1) ,
= kl .p

a-p".Qa-py* (2.15)
Comme F =N.p

, _ I NN-DWV-2). . N=k+D) = Foy, F.,
bk N,p) = . o FLa-2"0-0)
N PP SN 2 N PRI I e
= .[1_(1 o )}(1 -0 (2.16)
comme N —o0 et p—>0:
b(k;N, p) = %.ﬁ (2.17)

en vertu de

) x .
lim@-)" =e

N—ox

L’expression  (2.17) est une distribution de Poisson quon peut écrire

symboliquement :

F*'p 5
0l (2.18)

J&) =

17
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- St au liew dencegisteer Pintensité de la foree T (par des points ) le long de Ia ligne,
on utilisait une bande de latgeur unitairte, la force moyenne par unité de longucur
serait devenue la force moyenne par unité de surface. Pour: N —o0; FF 5 5z avee
Sz la valeur ¢spérée de la contrainte verticale en ce point. Comme k est la
a4 - , ) . . ., . .
probabilité d’extstence d’un point (qui est unc intensité de contrainte a une certaine
échelle) 11 en résulte que k peut étre considérée comme le rapport entre la

contrainte verticale en ce point et la valeur espérée de celle-ci.

k=

Lol &

(2.19)

Autrement dit :
S i
)= (2.20)

L'expression (2.20) est la distribution du rapport de contraintes en tout point du
milteu. Trouver la fréquence avec laquelle la contrainte verticale enregistrée en un
point est nulle,. revient i chercher la probabilité de présence des vides dans le
volume en question et qui est égale 4 la porosité n du milieu.

f@=eS=n (2.21)

La contrainte intragranulaire s’écrit en fonction de la porosité :

S = —log(n) (2.22)
Expression de la porosité (n) du milieu en termes de moyenne espérée des

contraintes intragranulaires § étendue i la section du milieu.

I1-4 DISTRIBUTION DE PROBABILITE DES CONTRAINTES INTRAGRANULAIRES
DANS UN MILIEU GRANULAIRE:

Soit un milicu granulaire défini de telle fagon qu’autour d’un point (x,y,2) est défini
un volume V tel que la probabilité de trouver un pore n{x,y,z) soit assimilable i la
porosité volumique ny. Soit une section horizontale Az 3 travers ce volume, 4 la

profondeur z, formée par un carré de cotés L (fig.2.5.2). La scction est divisée en

18
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+

N? éléments de dimension L/N, petits pat rapport 2 la plus petite intersection de

grain.{ Bourdeau, 1986)

|
C’\\ <P/ A
2 {
od %|®®| ST
©Oe | L/N L A=
/D
Fig.2.5.b Représentation symbolique
de la contrainte dans la section
L

Fig.2.5.a Subdivision d’une section a
travers un volume V.

(Aire totale A=L?* | N*N éléments)

La distribution de probabilité des contraintes en un point peut se ramener a I'étude
de leurs fluctuations sur la section d’une éprouvette soumise a4 des pressions
uniformes. Soit Az une section qui remplit cette condition, avec en chacun de ses
points la moyenne (espérance) des contraintes intragranulaires Sz égale & Sz(x,y, z)

supposée connue. La variable aléatoire est choisie égale au rapport adimensionnel

des contraintes SE . La distribution aléatoire des points (Fig.2.5.b) est définic de
z

telle maniére a avoir une certaine subdivision pour chaque section donnée Az i
travers un volume V. Pour un observateur patcourant la section, I'événement

aléatoire est défini comme étant la présence d’un point dans un élément de surface,

en sachant que :

- Le nombte de points d’'un élément de surface est une variable aléatoire.
La presence d’un point n’influence pas la probabilité de présence des
autres. Les ¢vénements aléatoires élémentaires sont donc indépendants.

- Chaqué ¢lément de sutface n’est observé qu'une fois et tous les éléments

sont prs en considération. L'ordre de parcours étant quelconque.

L'occurrence d’événements aléatoires indépendants dans Pespace, lorsque l'on

connait le nombre moyen par intervalle, suit la distribution de Poisson (Feller). Le
19
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oy

Sz . . Cs . .
rapport —— est remplacé par une approximation discréte définie par le produit
Sz B : : : - S

d’un entier k, et d’une constante d’étalonnage a;:

Sz i
5, Lo (2.23)
Q, : constante d’étalonnage arbitrairement petite
: . , Sz
k,: entier positif le plus proche de la valeur réelle Goc)
7.0,

. . - ..o Sz . .
La variable k, représente ainsi la quantité, < par un nombre entier d’unités valant
z

chacune 1/ o, . Ceci peut étre symbolisé en plagant dans chaque élément de surface
un nombre de points égal a k, (fig.2.5b). Les éléments situés dans les pores restent

vides. Dans chaque élément de surface se trouve un nombre de points égal 2 k,.

espérance mathématique de =, moyenne du rapport de la contrainte verticale Sz
Z

a son espérance Sz, est égale a 1 ; expression de la movenne de k_ est :
> g > P y s

21,1 (2.24)

E = I 1
Sz a, a

5

Ce qui signifie qu’il y a en moyenne 1/a, points par élément de surface.
La fonction de masse de probabilité de k, s’écrit :
-2

’

k

PLk) =2t (225)
( Distribution de Poisson)
Avec A, parameétre égal  Pespérance et 4 la variance de k, :
A, cst donné par Pexpression de la moyenne pour la loi de Poisson ;
&:E:V@J:i- (2.26)
a

]

La probabilité que k, sott nul est:

20
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-1
PO)=¢ " =c e - (2.27):

Ceest la probabilité qu’il n’y ait’ pas de point dans Pélément de surface. Cette
probabilité est égale a la probabilité de trouver un pore n qui peut étre confondue
avec la porosité volumique ny telle que définie précédemment :

P(O)y=n=n, (2.28)

D’ou:

3, =~ = —log(n,) (2.29)
o .

5

Le parametre de la distribution de k, dépend donc uniquement de la porosité n, et

en utilisant la fonction de probabilités précédente (équation 3.3) :

kl
P ﬁ _ k _ (~logn,) n, (2.30)
Sz logn, k!
k,=0,1,23.......
La variance de k, est donnée par :
-8z
Vik)=V[——.Ilogn,] (2.31)
' Sz
En utilisant (2.29) il est possible d’écrire :
2 92
—logn, = (logn,) .V[ST] (2.32)
z
D’ou la vartance :
P2y -t (2.33)
Sz logn,

La dispersion des contraintes verticales par rapport 4 la moyenne est lie 2 la
porosité volumique par la relation (2.33). En utilisant la propriété que la variance

Var{a. X)= aZ.var ct comme Sz est une constante, nous aurons pour expression
;]

(2.33),

21
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1. 1 .
Vli'g'—'?xs::} = '7'1/(3:) .
= 48z

D’ou la variance de la contrainte mtragranulaire :

— 2
Sz
V(Sz) = -2
log(1,.)
et un coeffictent de variation Vg, de cette contrainte :

V= (-log(n,)

Chapitre 11

(2.34)

(2.35)

La figure 2.6 illustre cette relation entre la dispersion de la contrainte mtragranulaire

et la porosité du milieu au voisinage du point considéré, Elle montre que le

cocthicient de variation de la contrainte intragranulaire Sz croit trés rapidement avec

la porosité volumique n, et dépasse 100% pour des valeurs usuelles de cette

porosité dans les sols granulaires.

200 A
150

100

o2 0.4 .6 0.8 1.0

Y

nv

Fig.2.6  Relation entre le coefficient de variation de la contrainte
intragranulaire et la porosité (daprés Bourdeau, 1980).
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La distribution des contraintes verticales en un point d’un milicu granulaire dépend
de la porosité du milicu en question ct de la moyenane espérée des contraintes

verticales. L'utilisation de la disttibution de Poisson du rapport de la contrainte
. R . S . i : .
verticale & son espérance (§) a permis de faire sortir un cettain nombre de tableaux

tllustratifs (voir annexe II ). La fonction de répartition des probabilités (fonction
cumulative) peut étre schématisée par une coutbe en fonction du rapport de la

contrainte verticale et de son espérance.

S——— LT K1
—_— L M 1Y
...... nv—0.10
_—— w=E&T
e m—k53

ny=0.1]
® =¥ av=0.2%
LI we=0.15

=005

-
-
-
-
»
-
-

Fig. 2.7  Fonction cumulative des probabilités de —= pour différentes porosités

(d"aprés Harr, 1977)

La figure 2.7 mdique, par exemple pour un milieu de porosité n=0.25, que la

probabilité pour que la contrainte verticale S soit inférieure ou égale Iespérance
S . - o - Y- ~ —
(? <1) est approximativement de 59%. Mais pour un milieu plus poreux a n=0.67

la probabilité que la contrainte verticale soit inféricure ou égale 4 son espérance

(

L a

£1) augmente pour atteindre 94%. Cect montre que plus le milieu est poreux

plus il est probable que la contrainte soit nulle. Si le milicu ne contient pas de vides,
il n’y aura qu’une valeur unique de la contrainte équivalente 2 cclle d’une force

concentrée agissant en ce point. Cependant les miliecux granulaires ne sont pas

continus et présentent toujours un certain degeé de porosité.
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Excemples -

L'analyse de la distribution des contraintes verticales dans un milieu granulaire, a
monteé que Pespérance de la contrainte verticale en un point cst 10 kN/m?. La
porosité du milicu est n=0.50. la probabilité que la contrainte verticale en ce point

e e . . . . e S

soit inféricure 4 20 kIN/m? cst égale a la probabilité que le rapport < =2 .La courbe
de la fonction I des probabilités cumulatives donne, pour n=0.50, une valeur de
P(f <2)=97%pour que la contrainte verticale réelle soit le double de la moyenne.
Cette méme probabilité est inféricure dans le cas d’un milicu plus dense (n=0.25)

P(%32)583%.

La courtbe P(Szr.S)(Fig.2.8) représentant la probabilité de dépassement de la
contrainte moyenne (espérée) Sz par la contrainte verticale Sz |, en fonction de la
porosité du milieu ny , montre que la probabilité pour Sz d’étre largement

supétieure a la goufrainte moyenne est plus grande dans les sols laches que dans les

milieux denses.

Prob{ 5= 1.5 )
% A

90
g0
70
(3]
50

40
38
20

10

[
P

a 0.2 0.4 u.6 0s 1.0 porosité nv

Fig. 2.8  Probabilit¢ de dépassement par la contrainte intragranulaire d’une

valeur #.5, en fonction de la porosité ny (d’aprés Bourdeau, 19806)
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L’espérance des contraintes en un point du milicu granulaire cst donnée pat unc
appro.\:imaﬁon-au PfClllin moment (moyennce) de ia sollicitation interne. A défaut
de définie Papproximation par Ia distribution des contraintes locales R, il a été fait
appel a la disteibution des contraintes z'ntragmnﬁ]aircs S qui est une moyennc de R.

Dans un milieu granulaire scc, la distribution de probabilité de la contrainte

intragranulaire est entiérement définie par fa contrainte moyenne ctla porosité
volumique -- deux paramétres caractérisant la sollicitation interne ; la résistance

des grains a Pécrasement étant indépendante de la porosité du milien.

II-5 CHANGEMENTS DE POROSITES DUS A DES SOLLICITATIONS EXTERNES :

II-5-1 Déformations et compressibilité d’un milieu granulaire (sol) :

La compressibilité d’un sol est définie comme étant sa faculté a répondre 3 un
accroissement de charge par une augmentation de densité. D’aprés les essais de
Vesic(1963) de chargement de sable liche, moyennemenf dense et dense, i a été
relevé que lorsque la compressibilité est insuffisante le systéme évolue trés
rapidement vers la rupture. Si une diminution de la ‘porosité est possible, des
charges de plus en plus grandes peuvent étre équilibrées. Plus le sol est
compressible plus il sera capable d’absorber des charpements importants. A
Péchelle granulaire deux mécanismes distincts sont a Pongine des déformations.

- déformation des grains eux méme sous 'effet des forces de contact

(tassements réversibles)

- déplacements relatifs des grains consécutifs 4 des glissements aux points de
contact devenus instables en raison de I'accroissement de la charge (réarrangement

des grains) conduisant & des tassements irréversibles.

Lotsque le sol est initialement dense, son comportement sous charges ordinaires
sera dilatant. St le sol est initialement liche son comportement sous charges
ordinaires serait contractant. Nombre d’auteurs (Field 1963, Oda 1977, Grivas et

Harr 1980) ont rapporté que lorsque la porosité diminue, ceci augmente le contact
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entre grains ct de ce fait la stabilité du milieu augmente. D’un autre point de vue
unc ditatance locale d’un assemblage granulaire peut amener & diminuer le nombre

de contacts par grains (particules) et dela 4 réorienter le restant des contacts.
I-5-2 Comportement contractant et dilatant des sols :

Reynolds (1885) a fait une série de constatations remarquables qui lui a permis de
conclure quun milicu granulaire ne pouvait se déformer notablement q‘d’é—n se
dilatant préalablement. I faut que certains grains puissent bouger les uns par
rapport aux autres, ce qui nécessite que les pores soient de grande taille c’est a dire
que le midieu soit suffisamment dilaté lots de la déformation. Reynolds a appelé ce
quil a observé dilatance (Evesque, 2000). Un matériau granulaite peut avoir
différentes densités selon le tassement qu’il a subi, Peffet de dilatance est d’autant
plus fort que la densité initiale du tas est grande. Lorsque le tas est trop liche la
déformation peut engendrer une diminution de v(;lume total -~ appelé
contractance. Le degré de dilatance ou de contractance d’un spécimen dépend du
sol, de sa structure, de son état initial, de la méthode de chargement, et du niveau

des contraintes (Poulos, 1971).
11-5-3 Etat stationnaire de déformation :

Cest Pétat de déformation dans lequel le milieu particulaire se déforme
continuellement sous 'effet d’un état de contraintes constant i vitesse constante et
a indice des vides constant. Cet indice des vides constant est dit «indice des vides
stationnaire (critique). Casagrande explique qu’un sol tendra vers «’indice des vides
critique » lorsqu’il est suffisamment déformé par les contraintes de cisaillement.
Pour des sols composés de «grains» le mécanisme physique de Pétat de déformation
stationnaire est vu par Casagrande comme un changement (une variation) continucl
de Tlarrangement des grains dans la masse qui se déforme, accompagné

d’augmentations ou de diminutions locales de Pindice des vides et des contraintes
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cffectives de telle fagon 4 ce que Vindice des vides global (moyen) apres de grandes

déformations ne subit pas de variations (Kezdi, 1982 ; Poulos, 1971}.

La porosité¢ critique est définie comme étant le crtére de séparation des sols «daches»
et des sols «densesy. Clest la porosité pour laquelle, un état de contrainte engendre
un régime de déformation a volume constant, ceci est tendu  possible grice 2

I'équilibre entre contractions et ddatances al ‘échelle granulaire.
I1-5-4 Propagation des micro-mécanismes :

Pour un massif soumis a un chargement extéricur a vitesse faible, chaque fraction
de sollicitation est transmuse dans le sol par Pintermédiaire des contacts entre
grains. Les contraintes intragmfmlaires dépendent de état du matériau en chaque
point. La localisation et la nature des modifications de structures sont aléatoires.
La localisation des instabilités dépend initialement, de la distribution spatiale et de
la sollicitation des contacts intergranulaites. Pour un milieu statistiquement
homogeéne, les zones ot le champ des contraintes est le plus intense sont le siege
des instabilités les plus nombreuses. Les tassements induits en surface sont la
conséquence d’un transfert d’énergie de chargement a travers le milieu granulaire.
Ces tassements sont le résultat des déplacements accumulés des gramns interagissant
entre eux. Sous l'action de chargements de sucface, des changements locaux de
porosités ont lieu et se propagent dans Pespace et le temps. Leur accumulation a
pour effet de conduite a des tassements de surface observables. Le mécanisme

gouvernant peut étre expliqué par des atguments probabilistiques.
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11-5-5 Modele probabiliste pour matériau granulaire :

L application d’unc chzu"ge‘ verticale normale sur une _suffacc d’un muilieu grﬁmﬂaite
aléatoitement arrangé et statistiquement homogéne,‘péut étre considérée comme Ia
somme d’un grand nombre de charges éléxﬁeﬂtaites discrétes. En négligeant la
comptessibilité des grains et leur déformation, la force mtergranulaire résultant
d’une charge élémentaire normale 2 la surface suivta un chemin erafigue A travers
les contacts entre grains du mulieu, sans produire de déformation jusqu’a ce quielle
atteigne un assemblage zustable de particules. Un changement de vide a lieu au
niveau de I'assemblage instable et la conséquence de ce mouvement produira une
déflexion élémentaire en surface. Il s’en suit qu’en un point donné de la surface, la
déflexion résultante est propottionnelle aux changements cumulatifs de vides

provoqués dans le milieu granujaire (Bourdeau & Harr, 1989).

Charge

1
Chemin jpléatoire;”]
d'un excés de vide™
| N
I .,
i !
s - 1)
Génération d'un

exces de vide

Fig. 2.9
Schéma d'un cheminement
aléatoire dans la propagation
des effets d’'un chargement
en surface {d’aprés Bourdeau & Harr 1989).

Le modele phénoménologique du chargement en sutface, d’un milieu granulaire, est
constitué de trois composantes (fig.2.9). La premicre est la propagation de la force
intergranulaire, la seconde est la génération des vides excessifs. La conséquence des

composantes précédentes est unc troisiéme composante qui consiste en une
migration vers le haut de ces vides. La deuxiéme composante est le lien entre la

premucre ct la troisieme (phénoméne de propagation).
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Sott A(P) I'événement “force traversant Je point P 4 la profondeur z et 1B3(P
I : it
Pévénement ‘¢mission d’un vide au méme point’. La probabiité de Poccurrence des

deux événements A et B est:

Prob(B.A) =Pr ob(—g).Pr ob(A4) (2.36)

Avec : B/A d’événement B sachant que A a cu lieu ».

La contrepartie phénoménologique de I'équation (4.1) sera de la forme :

£, =

1 =
—.5, (2.37)
By
g,: déformation volumétrique au pomt P,

B, : module de compressibilité volumétrique

. Jamoyenne espérée de la contrainte (le premier invariant du tenseut

contraintes espérées)

Constdérons un volume élémentaire AV de dimensions Ax , Ay , Az , autour de P.
Considérons également que les valeurs espérées des composantes des contraintes
sont approximées par leurs moyennes spatiales dans le volume AV. Une charge Q
normale appliquée a la surface provoque une contrainte espérée verticale Sz sur un

plan hornizontal a travers AV :

[ Pro(A4).Q

2.38
Ax. Ay ( )

Cette contramnte produit un changement de volume, fonction de la probabilité de

Poccutrence simultanée des deux événements A et B, qui peut s’écrire:

V = Prob(A.B) AxAyAz (2.39)
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|

Ainst Ja probabilité jointe Prob(I3.A) est équivalente a la déformation volumétrique
de Pélément de volume AV. La probabilité conditionnelle Prob(B/A) représente le
~changement de volume par unité de contrainte. L'équation (2.36) peut étre

interprétée comme étant une lot de compressibilité, tandis que Péquation (2.37)

représente la contrepartie phénoménologique (Bourdeau & Harr, 1989).

II-6 CONCLUSION :

L’assimilation de la porosité d’un milicu granulaire a une probabiité de p-;és'cn;:-e de
vide dans un milieu granulaire a permis d’utiliser un modele de distribution des
contraintes intragranulaire. Une lot de probabilité (Poisson) a été obtenue pour la
distribution des contraintes. Elle donne une relation entre la porosité du milieu et la
contrainte intragranulaire. La probabilité de dépassement de la moyenne des

contraintes mntragranulaires différe d’un milieu lache a un milieu dense.
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Chapitre TIT

EQUATIONS DE DIFFUSIONS EN
TERMES DE POROSITE ET
DE CONTRAINTES

III-1 RAPPEL SUR LE MOUVEMENT BROWNIEN :

En 1827, le botaniste écossais, Robert Brown, en observant_au_microscope. le
pollen d’une espece de fleur nouvellement découvette, a constaté que dans I'eau ces
petites  particules  étaient  animées dun  «mouvement oscillatoire  rapiden.
L’observation du pollen d’autres espéces lut a donné les mémes résultats. Einstein
avec d’autres découvertes en 1905 a permis d’apporter des explications au

mouvement Brownien, dont quelques éléments sutvent :

- Le mouvement est trés irréeulier quel que soit le mouvement antérieur des
g quel q
particules se déplagant dans toutes les directions.
- Deux particules voisines semblent se déplacer indépendamment Pune de

autre, méme si elles ne sont distantes que d’un espace inféricur a leur

diameétre.

Plus les particules sont petites, plus le mouvement est actif.

Plus 1a température est élevée, plus le mouvement est actif.

Le mouvement ne cesse jamais.

I1 fut établt en outre que le mouvement saccadé était dG aux coups d’une seule
molécule. L’obscrvation au microscope a permis de voir que le mouvement résultait

d’une collision unique avec une molécule du liquide, (Hatr, 1977).

31



Eguations de diffusion en termer de porosité et de contrainies Chaprire I

Fig. 3.1. Schéma de particules en mouvement Brownicn

(Cest donc un mouvement aléatoite qui a lieu. Le cheminement suivi par une force,
dans un milieu granulaire sous chargement en surface, est un phénoméne aléatoite
comme 1l a été vu précédemment. En utilisant les résultats obtenus pour I'étude du
mouvement Brownien, il est possible de faire le paralléle pour comprendre la

diffusion aléatoire des forces entre grains d’un milieu particulatre.

III-2 EQUATION DE DIFFUSION POUR UN MOUVEMENT BROWNIEN :

Le mouvement (aléatoire) de particules, comme pour le cas du pollen étudié par
Brown, a fait I'objet de plusieurs études. Parmi ces études celles ayant trait a des
particules sédimentant dans un milieu donné (fluide visqueux). L’équation de
diffusion de ces particules dans le milieu en fonction de leur concentration est
donnée par :

2

of o

o
e Dz— % - (3.1)
oz

Lquation de diffusion pour un mouvement Brownien de particules.

J{t): étant la concentration des particules sédimentant dans le milicu en fonction
du temps t.

Dz ct Cz étant des coefficients qui dépendent du milicu en question.
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ITI-2-1 Interprétaticn probabiliste

Pour passer 4 une interprétation probabiliste du probléme le paralléle se fait avec la
densité de probﬁbilité, en faisant Vanalogic entre la concentration volumique ()
des patticules sédimentant 2 une profondeur z d’un milieu liquide et la densité de
probabilité de présence d’unc particule isolée dans un intervalle de Pespace. Cette
patticule supposée fictive aura un comporstement représentatif de Pensemble. Une
expérience consiste a observer la position de cette particule aprés une durée de
temps, son point de départ étant 4 chaque fois le méme. Si cette expérience est
repetée un nombre de fois trés impottant, alors la probabilité (la fréquence)
d’occupation d’un intervalle dc Iespace résultant de ces essais successifs est
équivalente a la proportion des particules réclles qui se trouvent simultanément

dans cet intervalle (Ergodicité).

Les mouvements des particules dans les trois directions sont indépendants, ce qui
fait que la probabilité de Poccurrence de Pévénement dans les trois directions est

egale au produit des probabilités dans chacune des directions.

Sy 22) = f,(,0).1,(0.0) 1, (z,0) (3.2)

Pour des probabilités fx et £ uniformes intérét se porte sur la distdbution de £
et sa variation suivant I'axe z. en prenant comme point de départ un certain état
initial de la distribution.

Izy(z,ty) . distribution initiale

fz(z,t) . distribution a t.

Sous sa forme probabiliste, ’équation de diffusion s’écrit :

AN IAEN) e
ot 622 Py (3.3)

fz: densité de probabilité de transition des états z, aux états z en une durée(t-t,)
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FII-3 LQUATION DE DIFFUSION DI PORCSITE DANS UN MILIEU GRANULAIRE:

Un modéle de teptésentation da chemincment‘ aléatorre d’'un grain (d’une lacunc)
dans un milicu pranulaice a ¢été ptdpo&;é par Bourdeau(1986). I utilise les
probabilités dc transition entre des états successifs dans U'espace et le temps d’un
grain. La figure 3.2 représente cc moddle. Clest une schématisation du changement
de position d’un grain (d’'une lacune) et son évolution par rapport au temps. Sur
Paxe des abscisses est représenté le temps. Dans un sens le temps pour les 'grzﬁhs et
dans le sens opposé le temps pour les lacunes. Sur les ordonnées (axe z) sont
représentces les positions successives du grain (de la lacune).
Sotent p et q des probabilités telles que, pour un grain qui se trouve en a, :
p : Probabilité qu’un grain descende et occupe la position a,,; a 'époque t,,,
q : Probabilité que le grain monte en a,,, a I'époque t,,,
Le cas ou le grain stationne en a, et nc se déplace pas est envisagé comme
¢veénement impossible. La somme des probabilités du déplacement d’un grain

d’une lacune} est égale a 'unité dans ce cas, p + q = 1.
PT9q

/A~
&

1

A\

)

]
]
]
]
LA
1
1
1

o1

:
7

i
. .. i
posttion | a, i
] 1
1

1
i

N
9

2yt /If\\ : da
TS
(temps grains) = iy |/
t, t.., (temps lacunes)

Fig.3.2 Schématisation des déplacements des grains et lacunes.

Le méme raisonnement est adopté pour la lacune qui échange sa position avec

le grain. Pour la lacune on note :
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Prob('l Sast=t,\aTa ;t=t)=p

Estla plob’lbi ité¢ de ptsm e de la lac né de h posttion 2, vees a
Prob(a=a;t=t, \a=a,5t=t)=q" |

Est la probabilité de passage de la lacune de la position a, vers a,, .

La somme de ces probabilités est égale a Punité p+q=1.

Les probabilités p et g sont fonction uniquement de la position occupée par la
lacune au temps t, qui peut étre considéré comme époque présente. Le futur
immeédiat t,, ne dépend que du présent t, . les probabilités p et q dans ce cas sont
des probabilités de transition des états de la lacune en un pas. Ce qui fatt que le
cheminement de la lacune est une marche aléatoire (processus général de
diffuston). Si p et q sont indépendants du temps et de la position, la formule des

probabilités de transition de Kolmogorov-Chapman s’écrit
Probla=a,t =1 )= p.Probla,_,t)+qProb(a,,,t) (3.4)

Prob( a=a,; t=t,, ) :exprime la probabiité que la lacune transite en (n+1) pas

depuis sa position initiale a(ty) jusqu’a a, .

a(t{)) a(tn)
A A
fi(at
o
io tn t >

Fig. 3.3 Densité de probabilité de transition de la lacune depuis a(t))
jusqu’a a(t) en une durce -4

La courbe de la densité de probabilité a t, montre que
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- [rdam Probl=agt=ty - (3.42)
Sua : .

La longueur des mtervalles de temps At et de distance Aa séparant deux positions
cons¢cutives de la lacune, sont supposées constantes. Les probabilités de position
peuvent ¢galement étre représentées par des fonctions continues et dérivables patr
fapportt 4 au temps t et 4 la position a. Il existe alors des fonctions densités de .

probabilités f (a,t). Dans ces conditions la formule précédente (3.4) peut s’écrire en
termes de fonction de probabilité continue. Pour un intervalle de temps tres petit

At peut étre remplacé par-6t. L’expression de la probabilité Prob(a, ,t ) devient :

fat+ &) = p.f,(a-8a,08a+q.f,(a+5a,1da (3.5)

Le développement de chaque terme en série de Taylor autour de (a,t) donnera :

i 2z 2
1) 1.8 1éax) & &a i)
_gw—& Lo ) 0 J S pLe (3-6)
L2 25t a Y ot

Pour des itervalles de temps &t trés petits, le mouvement aléatoire de la lacune

apparait comme étant Quasi continn. Bt a la limite on aura :

gl?ﬂog(p —¢) — limite finie (C,) (3.7a)
2
tim 9D, limite finie (D.) (3.7b)

£y 201

L’équation (3.6) peut s’écrire dans ce cas sous la forme :

oflat) _ ) 3 L@ . Afp@n)

(3.9
dt da da

Equation ayant la forme d’une équation de diffusion dite de Fokker-Planck a

coefficients constants.
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St At est constant, Aa désigne Pamplitude du déplacement vertical que peut
cffectucr Ia lacune pendant At St Pon considére également les incréments Aa
successifs comme variables en fonction de la position de Ja Jacune ct du temps,

Pexpression de Péquation sera

Flan) _ 3D, anf@n] dC,(@n.],(@h]
ot &72 oa

(forme générale de I'équation )

(3.9)

Equation décrivant le cheminement aléatoire de lacunes mises en mouvement i la
sutte d’instabilités locales; ces lacunes représentent le volume des vides en excés
dans le milieu, elles doivent en étre expulsées pour établir un nouvel équilibre.
L’hypothese d’érgodicité met en équivalence la probabilité de présence d’une
lacune diffusée a Paltitude a et au temps t, avec une concentration volumique des
vides en exces suite 4 un chargement. L’équation de diffusion est donc applicable

au surplus de porosité An (a,t), (Boutdeau, 1993).

Any(a,t) = ”V(a»t)“nV(a!téquiﬁbre) (310)
Porosite.  Porosité
actuelle 2 léquilibre

L’équation de diffusion en terme de porosité deviendra alots :

ot &a oa

A, (@] _ 2 [D,(an) A, (a0)] alC,(a,0M,(a,0)] o1t

De cette formulation résultent deux faits essentiels, le premier est que la
déformation n’est pas instantanée pour le milicu sec mais se développe au cours du
temps pour converger vers un état d’équilibre, et le second est qu’un massif sec
statistiquement homogene a Pétat initial et a Pétat final du processus n’est pas
homogene pour les états transitoires (Bourdeau, 1986). Ce qui n’est pas le cas pour
la mécanique des milicux continus (porosité volumique fixe a toute époque de la

déformation ou bien du processus de diffusion des lacunes).
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iil-4 .DIS".L'RIBUTION DE LA CONTRAINTE NORMALE VERTICALR ESPIIREIR:
DANS UN MILIEU GRANULAIRE SOUS CHARGE PONCTUELLE :

La contrainte normale verticale agissant en un point est Ueffet total cumule de

nombreuses variables aléatoires (forme et distrtbution des particules, répartition

des vides dans Pespace, contacts entre patticules ...... ). Le nombie de variables

aléatorres  ¢tant important, il est possible d’appliquer le théoréme de fa limite

centrale. La distribution de la somme de ces variables converge vers.-une

distribution notrmale (nombre de particules important).

2
x
(=
1 2:17‘2
e -

Sz(x,z) =

w27

@ : écart type de la distribution

Comune la contrainte intragranulaite Sz varie en profondeur, Pécart-type @ doit
inclure un paramétre de profondeur. La figure 3.4b montre schématiquement la
transmission dune contrainte normale verticale par une particule dans un milieu
bidimensionnel. L’effet des forces appliquées en surface s’étend latéralement dans
les directions positive et négative (2 droite et a4 gauche de Paxe z). Pour une
particule donnée la contrainte de 'input (entrée) peut étre choisie comme repartie

entre les directions positives et négatives par une expérience de Bernoulls.

v > x

Fig.3.4a Sens positif et négatif sur 'axe des x

Pour des expériences successives, les répartitioﬁs des contraintes sont
indépendantes. Le résultat de chaque expérience est enticrement dit au hasard. La
probabilité liée a un résultat particulier est constante pour toutes les
expériences(p=q=1/2), p et q étant lcs probabilités & gauche et a drotte. Si 'espace
moyen des contraintes de chaque rangée est Az, la contrainte espérée sutvra une lot

de distribution binomiale .
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ot

[ A9

Mg.3.4b Az
Répartition des contraintes & 72 1?‘/2

{charge unitaire)
T‘/ 4 T'/z TT/ 4

L’expression de la contrainte verticale (moyenne) en un point par rapport a un

point précédent est donnée par :

Sz(x,z+Az) = %[fz(x — Ax,z)+ Sz(x + Ax, 2)] (3.12)
Ax : déplacement sutvant horizontale
Az : déplacement suivant la verticale

La différence des contraintes entre deux paliers au point x est donnée, par rapport a

la longueur du palier Az, par la relation :

Sz(x,z + Az) - Sz(x, z) _ (Ax)2 Sz{x + Ax,z)— 28z(x,z) + Sz(x - Ax,z)} (3‘13)
Az 2Az (Ax)2
Lorsque Az et Ax sont tres petits, Cest a dire :
Az tend vers Oz
Ax tend vers Ox
Sz(x,z + 8z) - Sz(x,z) B 08z
oz - oz

(3.14)

D'ou:
— — — 2 _
Sz(x+ 0x,z)—25z(x,z) + Sz(x —ax,z) 0 Sz
; == (3.15)
(6x) Ox

(Ax)

St le rapport EY est assimilé A une 4 unc constante DD I’équation sera de la forme:
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=D S (3.16):

Clest 'une ¢quation qui a la forme d’une équation de diffusion. La substance de
diffusion est la contrainte verticale Sz. Le coefficient D représente un coefficient
de diffusion qui dépend du milicu en question. La solution de Iéquation (solution

analytique) est de la fortme :

1 (_4D.z

N 617

Sz(x,z) =

qui est une fonction de densité d’une variable aléatoire x continue pour tout z. Elle
a la forme d’une distribution normale de probabilités. Harr(1977)-a-indiqué que le
coefficient D représente la limite de (Ax?/Az) lorsque Ax? et Az tendent vers 0. Le
rapport Ax?/Az traduit une caractéristique du milieu constitué de particules. 11 sera
remplacé par un facteur o=Az/Ax?% Sachant que Pespérance de la contrainte
verticale Sz satisfait I'équation de diffusion et aprés avoir remplacé D par 1/2a.

L’équation de diffusion s’écrit sous la forme :

_ 2.

oSz . 1 8 5z N

oz - 2 2 (3'18)
x ax

La mesure réelle d'une propriété d’'un matériau doit étre faite lors d’une expérience.
Harr (1977) a utilisé une correspondance avec des résultats d’un modéle utilisant la
théorie de Pélasticité. Il a été montré que le facteur o varie proportionnellement a
Pinverse de la profondeur z. Cela conduit 4 introduire le coefficient v tel que v.z =

1/o .

Sous une charge linéaire P agissant normalement 4 la surface (3 lorigine des

coordonnées) la contrainte intragranulaire (moyenne) s’exprime par
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S : ‘ :
Szx,z) = e . : (3.19)

zw./ 2vor

Par substitution on vérific que Sz satisfait 'équation différentielle :

08z 9 Sz
R .20

v : étant un coefficient qui dépend du milieu en question.

ITI-5 EQUATION DE DIFFUSION DE LA CHARGE EN DEFORMATIONS PLANES :

Un milieu granulaire est soumis a un chatgement linéaire Q en surface, infiniment
long. Le modele mathématique de diffusion selon x, avec z pour varable
d’évolution, est représenté par le schéma de la figure 3.5. La diffusion est admise

symétrique par rapport a Vaxe z (Harr, 1977). £,{x,2) représente une fonction de

probabilité. ©
b X
Fig. 3.5
Massif soumis a une charge
répartie de longueur infinie. fa(x,z; )
Z; /\

zY

Le méme raisonnement que celui de la section (I1I-3) peut étre utilisé pour aboutit

a une équation de diffusion de type :

I L)
Oz axz

(3.21)

Avec DF, coefficient de diffusion de la force dans la direction x.
fo(x,2) est une fonction de probabilité. Sur un intervalle 8x le produit de cette

fonction par 8x, f,(x,z).d , représente une approximation de la probabilité que le
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cheminement de la force intercepte fe plan 2=z, dans un intervalie delaggeur 8x

autour de x = x;. La probabilit¢ autour d’un point x, & une profondeur z=z, s’¢crit &

Prob(x, /z;)=Prob,[x - % <X <X +—02'—rz = Z,]
_ &
Xy —2—
= f Falx, z,)dx (3.22)
dx

S
Y

En surface, au point d’application de la force, orngine du repere la probabilité est
complete, Cest a dire épale a Punité :
Prob (0/0)=1 (3.23)

Sur un mtervalle 8y de longueur arbitraire, la probabilité Prob, en termes
fréquentiels conduit a :

Prob,[x,/z] F
Prob,[0/0] Qb

(3.24)

Q étant la densité linéaire de la charge appliquée. Tandis que F est la résultante des
forces intragranulaires verticales dans Vintervalle &x.dy centré sur x. La
concentration par unité de surface des forces intragranulaites est égale 2 la moyenne

(espérance) de la contrainte intragranulaire qui est donnée par S dou

v dx
xl+T x|+7

O dy. J‘lsfo(x,Zf)dx =5y. _[gz(x,zf)dx (3.25)
xl——z— xl_?

En déavant Pexpression (3.25), le produit de la densité de charge Q par la

distribution de probabilités f, est égal 4 la moyenne des contraintes intragranulaices
0./ 4(x,2)) = Sz(x,2) (3:26)

La densité de charge é¢tant une constante, 'équation de diffusion s’écrit en
» 1eq

termes de contraintes:
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pa—
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.
X

2

Aquation de diffusion de la charge, avee Sz représentant la concentration par unité
de surface de la substance diffusée. L’équation de diffusion est inchangée pour une

répartition quclconque des pressions en sutface.

III-5-1 LES CONDITIONS AUX LIMITES : .

On peut avorr des conditions aux limutes telles que le massif sott limité par des

parots lisses et rigides (adhérence nulle), ou bien des patois non lisses (adhérence

parfaite) :

5 s
i Px (3, 2)4(x,2) =0
Lorsque Dx est indépendant de x 1l est possible d’écrire :

a.LSTz(x,z)

[ ox

ey =0 1 : étant abscisse de la paroi.

La variation des contraintes moyennes (espérées) verticalesSz par rapport a
Phorizontale est nulle au niveau des parots verticales du milieu supposé. Il est
possible, également, de vérifier quaucune fraction de charge ne peut étre dissipée
par le frottement sur les parois (Bourdeau, 1986). Une autre condition peut étre
imposée aussi, c’est la condition de téflexion telle que la totalité des changements
de volume qut se produisent se propagent jusqu’a la surface. La présence d’une
parot rigide et d’une adhérence parfaite signific que tous les déplacements doivent

étre nuls 4 la frontiére.
La transition d’une couche a une autre n’est pas une discontinuité géométrique (on

s’affranchit des conditions aux interfaces de Burmister). La théorie de la diffusion

modélise un phénomeéne de transport d’une substance a travers un milieu et non un
P
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compottement mdécanique soumis 2 des condittons de  compatibilité et de

continuité,
ITI-6 DIFFUSION DES CON'I'RAINTES ENTROIS D.]MENSIONS :

La probabilité de Poccurrence simultanée de deux événements A et B est donnée,

par définttion, par Prob(A.I3). St les événements sont indépendants 'éeriture sera
de la forme Prob(A.B) = Prob(A).Prob(B).Il a été déja vu que la valeur de la
contramnte normale verticale dans un milieu granulaire, sous 'effet d’une (’:harg(; P

en surface, est donnée dans le plan (x,z) par :

X

§z(x, z)=~F.

o a,. 2
exp(—x
2wz p( 2z )

avec 1/, = v.z; Le facteur o traduit la variation de o dans la direction x.
En utidisant le méme raisonnement dans le plan (y,2), la tépartition des contraintes

verticales sous une charge P en surface est donnée par la formule :

| -

S vop | &, By E
z(y,zy=P. exp(—=—=y )
V?,?I‘Z 2z

avec o, qui traduit la variation du facteur « dans la direction y.

Dans un cheminement aléatoire tridimensionnel de la contrainte verticale, un pas
dans le plan (x,z) est supposé indépendant des pas dans le plan (y,z) (Goldman
1970). En utilisant la probabiité de Poccurrence simultanée de deux événements
indépendants [Prob(A.B)=Prob(A).Prob(B)], et comme la contrainte a ’expression
d’une probabilité, Ia contrainte normale verticale dans 'espace tridimensionnel,
d’un milieu granulaire sous une charge P, est donnée par le prodﬁit des contraintes

verticales dans les deux plan (x,z) et (y,2).
Sz = 8z(x,2).8z(y, z)

Soit :
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j)

_-;-. ' } 2 ' 2 ~
_-éa:= > .‘chx.(z),.cx;}vi—‘—z—.(q‘_.x Fay ) . o (3.28),‘

L7

St le milieu est isotrope dans le plan (x,y) les facteurs «, et , seront fgaus A un

factcur unique o = o, = o, - La contrainte intragtanulaire s'ecxprime alors dans ce

cas par:
2 2
Pa alx +y)

Sz == exp(

2.z 2z

) (3.282)

Aveco = 1/v.z.

La contrainte prend alors la forme :

Y

2 2
= P (x +
Sz = %—z.exp(ﬁ——{—)
2rv.z 2v.z

z Sz(r.z)

La varation de cette contrainte suivant la profondeur (axe z) est donnée par :

a8z _p e_(z‘;y )[x2 +y* 1
&z  mz 2vz°

]

La variation seconde dans le plan (x,y) s’exprime par ’équation :

38z N 3'Sz P e‘(xzj:: )(x2 +y? _y)
2 z z_4 2
ox oy vz 2vz

L’équilibre nous conduit a Péquation de diffusion des contraintes verticales en trois

dimensions :
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a5z 88 0°S:
=1z{(— + 3.29 .
a: ) - ( a:cz 81?2 ) ‘ ) - . . . ( . ) .

La contramnte verticale dans un milicu granulaire isotrope Sz satisfait Péquation de
diffusion pour un chargement cn sutface quil soit ponctuel ou reparti (circulaire,

rectangulatre...)

I1I-6-1 CHANGEMENT DE COORDONNEES :

Le changement de coordonnées se fera de fagon 4 s’adapter a la symétrie circulaie,
en prenant comme point de départ Paxe vertical de la charge ponctuelle P.
Autrement dit, la somme des carrés des distances en x et y sera égale 2u carré de la
distance entre le point de départ(0,0) et la projection sur le plan xOy du point en

question du milieu granulaire (Ryhming, 1985).

————— @.___
—t

Y

"
H

K

v
y

L’équation de diffusion des contraintes intragranulaire dans un milieu granulaire est
donnée, dans un repére cartésien, par :

8’5z 88z a5z
774 +

axl @)2 az

Et dans un repére cylindrique, 'équation s’exprime de la forme :
P y 9 9 P

8’8z 185z 1| 9*5z. 85z
sttt ) = —
or ror r o6 oz

v.z(
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IEn situation d’ ’l\ﬁ}ﬂ“(,t'ic, fa variation de 8 suivant angle 6 est nulle,

~2 '_w_' o
d b: 1 5.52) oSz (3.30)
o r or Oz

Equation de diffusion des contraintes intragranulaires d’un milieu granulaire, en
fonction du rayon r et de la profondeur .

On peut vérifier que :

Se=—"L o 22 satisfait 'équation de diffusion
2rv.z
a_s—'z — -p Z:A: ( _ 1)
& avz 2.z’
sachant que :
_1_ 6§z — - p -2:.22

ror 2mvizt
on aura donc :

=

azSz 1 aSz p S T
v.z =1z -e e -
¢ PR ) ( gt (2vz 2 2))
v (—L— e‘zTr-IF( 1)
}TVI.ZA 2

Or ce dernier terme n’est que expression de la dérivée de Sz (contrainte espérée
q P

par rapport a z donc :

'Sz 188z aSz
+— )=

v Y
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Sz satskait alors. Péquation de diffusion en fonction de r (cas axisymdiciqud).

IE-7 CONCLUSION :

L’¢quation de diffusion des contraintes verticales dans un miticu granuiaire en deux
dimensions est obtenue en se basant sur un raisonnement probabiliste de
répactition, dans le milieu, d’une charge appliquée en surface. Les possibilités de
passage, a I'un ou 'autre des deux cotés de la charge ponctuelle, sont régies pat une
expérience de type Bernoulli. La généralisation du raisonnement dans I'espace a
trois dimensions conduit 2 une équation de diffusion en axisymétrie. Le traitement

numérique de cette équation permet d’étudier une multitude de situations.
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Chapitre IV

COEFFICIENT DE POUSSEE ET ANGLE DE
FROTTEMENT INTERNE DANS UN
MILIEU GRANULAIRE

INTRODUCTION

I est souvent fait appel, dans les études de sols, a un coefficient de pression des
terres qui caracténise I'état du milieu en question. Ce coeflicient est le rapport des

contraintes hotizontales aux contraintes verticales en tout point du milieu.

En théorie probabiliste de diffusion des contraintes dans un milieu granulaire
apparait un rapport entre la moyenne des contraintes horizontales et la moyenne
des contraintes verticales en un point. Ce rapport différe du coefficient de pression
des terres classique, i est dit coefficient de poussée. Reimbert a2 montré que ce
coefficient est caractérisé par un état actif et un état passif ct qu’il dépend de 'angle

de frottement interne du matériau et de sa densité.

IV-1 COEFFICIENT DE POUSSER DES TERRES :

Harr (1977) a donné la relation fondamentale de base reliant contraintes verticales
et contraintes honzontales, dans un milieu formé de particules, par expression

sutvante (voir annexe IT):

< = 2 2 9 Sz
Sx =v.Sz+v z —

(4.1)

Sx:contrainte horizontale
Sz :contrainte verticale

la méme expression est valable également selon la direction y.
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St la valeur de la contrainte verticale 5, varice de fagon lincaire dans la direction

hoxixbni:ﬁlc c’ést A ditc - o | |
Sz = C x+C,y+C, - ' (4.2)

C,,G,,Cy 1 constantes

L’équation (4.1) devient :

Sx = v.Sz (4.3)
Hare (1977) propose d’assimiler le coefficient v qui apparait dans Péquation de

diffuston des contraintes a un coefficient de contraintes iatérales. Dans ¢e cas le
terme V apparait comine le rapport de la contrainte honzontale 4 Ia contrainte
verticale en un point du miliea granulatre. Dans ce cas particulier il se confond avec

le coeflicient de pression des terres borné par les valeurs des états actif et passif

(Jumikas, 1962).

La relation entre les composantes horizontale et verticale de contraintes en un
point dépend fortement de lhistoire des contraintes antétieures (ou des
déformations). Dans les dépbts sédimentaires a faibles compressions horizontales,
la composante de la contrainte horizontale sera probablement inféricure 2 ia
composante verticale. Tandis que si le dépot a été soumis dans le passé a de
grandes charges verticales (celles d’un glacier par exemple) recouvrant des couches
qut pourront étre éliminées en partic par la suite, la composante horizontale peut

dépasser la verticale (Hart, 1977).

L’expression du coefficient v, revét un certain intérét dans le fait quelle permet de
faire apparaitre dans Pexpression des contraintes un paramétre géotechnique qui
refléte des informations relatives aux propri¢tés mécaniques du matériau et 4 son
ctat. I faut tout de méme observer (IFeda, 1978) que le rapport des contraintes en
chaque point du massif ne peut étre déterminé a priori; ce qut fait que le coefficient

v n’est pas un coefficient caractérisant le sol de manicre intrinseéque.
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IV.2 DENSITE RELA 'll\fl*'
Le frottement dans des -conditions simples ¢st un shénoméne - comnl iqué; sl est
admis généralement que le patamétic qui contribue le plus 4 Ja résistance pa
frottement est Je degré de rugosité de la surface de contact. Dans un miicu
granulaire comme le montre la figure 4.1 la résistance se déduit des forces de
cisaitlement (T dans ce cas), néeessatges pour dépasser e glissement, la rotation ct le
soulevement des particules le long de leur déplacement relatifs(AD). Pour une
valeur constante de la force nowumale (IN) sur le milieu grasulaire; la force de
asaidlement nécessatre pour déclencher le ghissement e long de A dépendea du
nombre de points de contact. La force de cisadlement nécessaire pour rompie
Péquilibre d’un arrangement lache de pasticules est beaucoup plus faible que
1 . )ﬂ b N 3 - - '1 __' ; 1 : - . PR
lorsqul ’agit d’un arrangement dense -- 1l existe moins de points de contact entre
particules pour un arrangement Jache. La grandeur utilisée pour mettre en valeur
cette caractéristique du milieu granulaire ost la densité relative. Elle caractérise Pétat

actuel de densité relativernent aux états litnites de densiiés {(liche, dense). La densité

relative s’exprime en termes d’indice des vides ou de porosité.

e —e
D =—2x  x100% ; avece
e... —e

max min

€. LESPECtiVement indice des

min > “max

vides minimum et maximum.

La densité relative séche est donnée en fonction de y la densité séche du matériau
par:

D — y_ymin .

d »
ymax _},min
Et en fonction de Iz densité relative nous aurons :
D, =D -1
Y max

Chikwendu (1981) a proposé, dans le cas d’un matériau idéal formé de particules

sphériques de méme diametre, une expression pour le coefficient v de pression des
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terres en fonction de la deasité relative Dr . Pour les valeurs extrémes de Dr
Chilkwendu obtient :

v=0.50 pour Dr = 0%  ct.  v=0.20 pout Dr = 100%.

Notons que lorsque le cocfficient de poussée des terres diminue la contrainte
verticale augmente dans le cas ou la contrainte houzontale reste fixe. Les cas
extrémes Dr=0% et Dr=100% correspondent respectivement a état le plus

poreux et al’état le moins poreux.

Le tableau qut suit donne les plages de densités relatives d’un sol granulasre et les
angles de frottement correspondants, ainsi que les définitions en termes de

compacité. (Poulos, 1971)

Tableau 4.1 Propriétés d'un sol granulaire (d’aprés Teng 1962)

Compacité Densité relative | Angle de frottement
(pourcentage) |interne (en degrés)

Trés lache 0 --15 < 28
Lache 16- 35 28 - 30
Moyenne 36 -65 31 -36
Dense _ 66 — 85 37 —-41
Trés dense 86 — 100 > 41

IV-3 ESSAI DE CISAILLEMENT DIRECT :

La résistance au cisadlement des sables est constituée généralement de deux
composantes, la résistance au frottement résultant d’'un mouvement relatif entre
grains  (frottement par glissement) et dune tésistance structurale due a

Ienchevétrement des particules entre elles (Kezdt , 1966).

Fig. 4.1 Forces agissant dans le cas du cisaillement( d’aprés Hare, 1977)
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-'.Dzmrs Je cas d’'un sable liche i suffit, pour provoquer le cisﬁi_llement,— qL.iel les
pdrticﬁlcs glisset cntre clles. Dans le cas d’un sable dense il faut, en plus du
glissement, lque les  partticules  roulent Jes unes sur le autees. Lleffet
« enchevétrement » (interlocking) des particules est significatif dans le cas de sables

denses (Kezdi & Rethati, 1988)

L’essai de cisaillement ditéet est un essat de laboratoire, généralement, utilisé’pour
connaltre et mesurer les paramétres de résistance des matériaux formés de
patticules (sables par exemple). C’est un essai a plan de rupture imposé. Il s‘effectue
sous des conditions de ruptute données. Il est exécuté dans une boite, comme
Pindique la figure 4.2, formée de deux parties Pune fixe située a la base et I'autre
supéricure se meut horizontalement, tirée par une force T et maintenue par une
pression verticale N sur le méme plan. Les parois de Ja boite, empéchent tout
déplacement latéral, on peut considérer que les conditions de Pessai correspondent

a un état de déformations planes.

Fig. 42  Apparcil utilisé pour Pessai de cisaillement direct (d’aprés Harr, 1977)

L’essai est exécuté pour une valeur donnée de la force normale N, en faisant varier
. S : : > vy - ] _

(augmentation) la force T de tirage jusqu’a ce qu’il y ait rupture, le plan de rupture

étant 1mposé a avance suivant ff. La figure 4.3 donne les résultats, pour un essai

sur sable sec, de contrainte de cisaillement en fonction de la déformation
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(déplacement hbrizontal), T=T/A étant la contrinte de cisaillement et c=N/A

contrainte normale sur le plan de cisadlement. '

v .
"\. .. saplel I, intaldmdat dense

résistance ésiduckie
3
e vt ¥

Cddplacoment hodzopal

Fig. 4.3 Evolution de la contrainte de cisailiement fonction du déplacement
( dfaprés Harr,.1977)

Lowsqu’il s’agit d’'un sable zuitialemient dense on remarque Papparition d’un maximum
dans la courbe de T en fonction des déplacements hotizontaux; c’est un maximum
caractéristique dit de pic, qui correspond a la résistance maximum de pic; il apparait

a de faibles déplacements horizontaux.

Tandis que pour un sable, iuitialement liche, on ne remarque pas de pic, la résistance

augmente graduellement jusqu’a atteindre une valeur constante méme pour de

grands déplacements horizontaux.

Pour une contrainte normale donnée, la résistance résiduclle est sensiblement la
méme pour un matériau sec granuleux quel que soit sa densité relative initiale. Pour
un sable dense ¢a revient 4 admettre que le degré d’imbrication des particules
diminue aprés que la résistance maximum soit atteinte. En faisant un certan
nombre d’essais sur un sable de méme indice des vides initial, mais en appliquant
des forces normales N différentes a chaque fois, on peut tracer les enveloppes de
rupture. L'angle de pente de résistance maximum est dit angle de frottement de pic

¢, tandis que Pangle de frottement résiduel est désigné par ¢, (Fig. 4.5).
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T / sable [, dense

b A AN A Rt ] IRt Sty

“sable [T ke

varfulion g volume

diplavement horizongal

oty s ._,',‘.,__:_‘

i

ORI . dildtilion

Fig. 4.4 Variation de volume et déplacement horizor;tal.lors du cisailllement
(d'aprés Harr, 1977)

La figure 4.4.2 nous montre que le volume varie de maniére continue au cours du
cisatllement. Le sab.le liche, généralement, diminue de volume. Le sable dense, lui,
présente une augmentation remarquable et permanente. Cette augmentation de
volume est appelée dilatauce. Lorsque les déformations deviennent importantes, les
deux types d’échantidllons «dense »et «lache », sous une méme contrainte normale,
atteignent le méme indice des vides afigme. St Péchantillon est, mitialement, a son
¢tat d'indice des wvides critique, son volume ne vatie au cours du cisaillement,

toutefots a de grandes déformations, le changement net de volume est nul.

La résistance développée a I'état critique est appelée résistance résiduelle.
L’enveloppe des cercles de Mohr pour cet état permet de déterminer les

caractéristiques de résistance tésiduclle. La valeur de Pangle de frottement résiduel
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¢., correspondant a cet état (pente de Penveloppe résiduclle) peut étre admige Cpale

“al'angle de talus naturel du matériau (Harr, 1977).

Enveloppe de résistance max.(pic)

Enveloppe de résistance résiduelle

e

Gev

b

Fig. 45 Enveloppes de résistance maximale et résiduelle( d’aprés Harr, 1977)

Lors des grands déplacements, avec la variation d’tmbrications des particules, les
sables qui étatent initialement liches et denses, toutefois soumis a Ja méme

contrainte normale, se retrouvent avec la méme dens:té et la méme résistance dans

des conditions résiduelles.

D’apres Comforth, la densité unique d’un matériau formé de particules, pour
laquelle les résistances de pic et résiduelle coincident et pour laquelle 1l n’y a pas
dilatance, est appelée densité minimum intergranziaire. Elle est considérée par Bjerrum,
Kiringstad et Kummeneje (1961) comme une propriété fondamentale du matériau.

Comforth lors de ses études sur les sables consideére que 'angle de frottement de

. x

pic ¢, peut étre calculé a partir de angle de frottement résiduel ¢, par une relation

de la forme:

¢,= dp + ¢, ,avec ¢, admis comme étant égale a Pangle de talus naturel.

50



Cacflicient de pansséc et angle de frottement interie dans wii wiilient gransdaire Chapitee IV

La figure 4.6 permet d’avoir Panole &, a pactir de la densité relative du sable, ¢ cst
o o i ) i 3 D
" la composante de Pangle de frottement de peale cui correspond a la densité da
‘ ! | R Po
sable. Blle peut étre tirde pour un état de déformation plane ainsi qu’un état de
4 PG : [

déformation triaxial.

Fig: 4.6 Relation entre "angle ¢y, et la densité relative.
(d’aprés American Society for Testing and Materials, 1973)

D’autres relations approximatives ont été proposées également entre angle de
frottement de pic et la densité relative du matériau granulaire. La figure 4.7 donne
allure de la courbe qui lie la densité relative a I'angle de frottement de pic. Ce sont
des valeurs qui peuvent étre utilisées pour des profondeurs inférieures 2 12m (Harr
1977). Meyerhoff (1956) a également donné une expression pour un sable. Il
exprime Pangle de frottement de pic en fonction de la densité relative.

¢,= 25 + 0.15 Dt lorsque le sable contient plus de 5% d’éléments fins.

Et ¢.= 30 + 0.15Dr lorsque le sable contient moins de 5% d’éléments fins.
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_cs expressions de Meyerhoff forit un fien divect entte la densité relative et mm‘.c de

frottement de peak d'un sable. Comme Ta densiié relative D1 s'exp fime en tLLﬂl(.b :

L‘L

d’indice des vides ou en fonction de la poresiié du msheu on peut, moyen wnant

cctie expression ou ia courbe de la figure 4.7, avoir Pangle dc frottement de pic.

CHRIFIEILNY Bi COMOHATTE

TLANTEGHY

“dEnge

dixg

dengifé réletive:

Fig. 4.7 Relations entre, la c’ensité relative et ang.c ae
(dapres Peck, Hanson et Thofﬂbuh

IV-4 ANGLE DE FROTTEMENT INTERNE @ ET POROSITE D'UN MILIEU
GRANULAIRE :

Parmi les paramétres de résistance que fournit Pessai de cisailllement direct il y a
Pangle de frottement interne qui dépend essenticllement de la porosité. La figure4.8
montre une relation empirique, obtenue d’un nombre important d’essais de
cisalllement directs sur sables. Elle constitue unc relation entre Pangle de
frottement interne et la porosité inttiale. Elle est tracée pour des sables propres qui
ne coutiennent‘pas de’ particules inférieutes 2 0.02mm de diamétfc—:. L’angle de
frottement diminue rapidement lorsque le pourcentage de silt ou de sable trés fin
augmente. La figure 4.8a montre les valeurs de Pangle de frottement mesurées pour
des sables moyennement denses (n=30 a 40%) en fonction du pourcentage de la

fraction mféricure 2 0.1mm. Pour des fractions de diameétre 0.1mm inféricures 2

58



Coefficient de ponssée ef angle de frottement d'nan milicw granulaire Chapitre IV

Les coutbes effort - déformation de Pessai de cisaillement direct sut sabie sec
présentent un pic de résistance au cisaillcm_cnt puis décrotssent 1égerement pour
conserver ensuite une valeur sensiblement constante. Le maximum est atteint pout
unc faible valeur de la déformation, ct 1l est suivi d’une forte variation de volume.
La valeur qui correspond au maximum de la courbe effort — déformation est
utilisée pour déterminer la droite de Coulomb. Pour des niveaux usuels des
contraintes la lo1 de Coulomb T =0 tan ¢ est vérnfiée ;wec une assez gﬁmde

exactitude ; la cohésion est significativernent proche de zéro.

Sanglerat (1981). rapporte également que les résultats de Iessat sont identiques que
Pessai soit exécuté a sec ou en présence d’eau. eau étant un excellent lubrifiant
pour le contact entre grains de sable (silice sur silice). Quelques traces deau
suffisent pour assurer la lubrification. Un sable sec n’est jamais chimiquement sec,
Cest pour cette raison que I'angle de frottement est le méme que ce soit pour un

sable sec ou un sable humide.

L'angle de frottement interne ¢ dépend essenticllement de la compacité du

matériau, de la forme des grains ainsi que de leur grosseur et granulométrie. L’ordre
de grandeur de ces facteurs nous est donné par le tableau qui suit, présenté lors

d’un congrés international en 1948 a Rotterdam.
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&

_Tnblcau 4.2 distribution de 'angle de frottement d'un milicux 'grﬂnulnire

¢ =36+ ¢+ Oy + ¢y +
Compacité | ¢, Lache -6°
Moyenne 0
Serrée +6°
Forme et o, Aigu +1°
-rugosité des Subanguleux 0
grains Arrondi -3°
Tres rond -5¢
Grosseur des | ¢, Sable 0
grains Gravier fin +1°
Gros gravier +2°
Granulométrie |¢, Uniforme -3°
Moyenne 0
Ftalée +3°

Landgren (1960) a proposé,pour les sables et graviers, une expression qui est

identique celle du tableau 4.2

¢ =36+ ¢, + b, + b3 + &, _
La valeur de 36° représente 'angle de frottement interne d’un sable «moyen» et les
autres termes représentent une correction en fonction du milieu granulaire en
question. On remarque sur le tableau que la compacité influe considérablement,

plus que les autres facteurs tels la forme et la grosseur des grains.
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Sanglerat (1 981) a fait mention du sable de l*ont'uncb!mu dont I zmgjlc de
frottement intemne ¢ varic entre 20° et 45°. Bjerrum a donnc des résultats pour un
sable fin a granulométrie assez uniforme, il a exprimé Pangle de frottement 1 m_tcmc
d’un milieu granulaire (sable) ¢ en fonction de la porosité n sous forme d’une
courbe, (Costet et Sanglerat, 1981). L’allure de cette coutbe est donnée par la figure
4.9 qui montre une diminution non linéaire de Pangle de frottement interne ¢ entre

42° jusqu’a environ 21°, pour des porosités allant de 38% jusqua pratiquement

46%

engle de fronemen

laernc du sable
. B
30 S\\_ 1
28"
10
v 0 L4 b4t '® porosié
Fig. 4.9 Varation de angle de frottement interne d’un sable fin en fonction

de la porosité {(d*aprés Bjerrum, 1974)

D’autres formules empiriques ont été proposées également pour représenter la
varation de l'angle de frottement interne et la porosité, elles font intervenir
généralement Pindice des vides du milieu granulaire. La formule de Chen (1948),
pat exemple, donne 'angle de frottement interne ¢ en f(;ﬁttion d’autres angles ¢, et

b, ct de Log(e) ; 4= ¢, + ¢,Log(e). Avec ¢, de ordre de 60° et e I'indice des vides

du matériau en question.

Giraudet a lut aussi proposé une formule qui exprime la tangente de Pangle d

frottement cn fonction de I'indice des vides ; Tan ¢ = 0.25 +0.3/¢ .
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Pour prendre cn considération Peffet de la densité , Winter et Korn (1960} ont

sont des

min

suggété la formule Tan ¢ =C/(c-e,,;.); ¢: indicc des vides , C et c
constantes propres au matériau. Kezdi (1966) a, de son coté, présenté une

vérification théorique de 'expression précédente, 1l a eu comme tésultat
i v (e_e i )
Tand =C. -
e emin
exp( 4 .Y

Avec k : constante proptre au matériau.

Caquot (1939) a proposé une formule plus simple, Tan ¢ =K/e, clle donne une
bonne approximation de l'angle frottement interne ; le coefficient K dépend de la
forme des grains, de leur rugosité et de Puniformité de la granulométrie. Caquot et
Kerisel ont indiqué que le coefficient K pouvait varier entre 0.4 et 0.6. Des sables 2
grains assez rugueux et assez uniformes s’apparentent généralement 2 un coefficient

K=0.55. un tableau a été dressé en utilisant la valeur K=0.55 pour ce type de sable.

Tableau 4.3 Relation entre porosité et angie de frottement interne d'un sable

1.0 0.9 0.8 0.7 0.6 0.5
0.5 0.47 0.44 0.41 0.38 (.33
29° 32° 35° 38° 43° 48°

Il est remarquable que la valeur de ¢ peut varier approximativement entre 29° et
48° et I'on constate également des valeurs fréquemment comprises entre 30° et 40°,
Les recommandations du service de Génie américain vont également dans le sens
des valeurs déji citées. Pour le cas des sables, il est recommandé, en général,
d’estimer la valeur de Pangle de frottement interne plutét que d’exécuter un
nombre limité d’essais sur un grand nombre d’échantillons. le service de génic
américain recommande, donc, d’utiliser la valeur de $=30° lorsqu’il s’agit d’un sable
a compacité faible, ct s1 le sable était de compacité forte $=35°.(Costet et Sanglerat,

1981)
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IV-5 CORFFICIENT DE POUSSEE DES TERRES ET ANGLE DE FROTTEMENT
INTERNE ID’UN MATERIAU GRANULAIRE

Le coefficient de pbuésée‘des terres ﬁu repos peut &tre approximé dans le cas des
sables, par Pexpression de Jaky qui est fonction de I'angle de frottement du
matériau ; K,= 1-sin¢

¢ : angle de frottement interne du matériau.

Cette approximation est valable lorsque le milieu est au repos. Seulement lorsqu’il

est question d’un milieu granulaire sous chargement, il se développe, notamment

dans la région du chargement, un état actif des pressions.

Reimbert (1974) a exécuté plusieurs expériences sur des milieux granulaires de
propriétés mécaniques différentes qui ont conduit A la mise en évidence des
différences entre les états de Rankine (actif et passif) et les phénomeénes réels
observés. Pour des matériaux granulaires de propriétés mécaniques nettement

différentes, il a trouvé des valeurs, pour le coefficient de poussée des terres, qui

. 2
L : ) 45— '5/ 45+ ‘%
ctatent comprses dans un intervalle entre : | ~— 22 <p—rte

2
45+% =k 45_%

La valeur inférieure correspond 4 I'état actif dans le matériau et la valeur supérieure

correspond a I'état passif (Harr, 1977).

P : étant Pangle du talus naturel du matériau (angle de frottement au repos).

Il est a remarquer sur la courbe de la figure 4.6, qui donne la relation entre densité
relative et I'angle ¢ | que lorsque le sable est liche, c’eslt a dire pouf une densité
relative Dr inférieure 4 35%, les valeurs de ¢p sont relativement petites, de ce fait
on peut confondre, d’aprés la relation de Comforth ¢,= Op+d., , Pangle de
frottement résiduel ¢_, avec Pangle de frottement de pic ¢, Autrement dit pour les

sables laches Pangle de frottement de pic se confond avec I'angle de talus naturel
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(puisque Pangle de frottement résiducl est admis ¢gal a Pangle de talus naturel ) ;
¢,z ¢.,=B. En confondant donc I'angle de frottement de pic avec I'angle de talus
naturel, pour les sables laches, il est possible de calculer de maniére directe le

coefficient de pression des terres v a l'aide de la formule de Reimbert

45/7

V= 7 . Clest Iétat actif qui est pris en considération, puisque c’est celui-ci
45+ /

qui se développe dans la région du chargement. Mais pour des matériaux
moyennement denses a trés denses on ne peut pas faire I'approximation de 'angle
de frottement de pic par I'angle de talus naturel, car la composante ¢y, de I'angle de
pic correspondant a la densité du sable est, dans ce cas, importante. Il faut alors,
pour pouvotr exprimer le coefficient de pression des terres v, exprimer 'angle de
frottement résiduel en utilisant la courbe de la figure 4.6 en déduisant de 'angle de
pic ¢, sa composante ¢, pour la densité du sable en question. Il est permis de dire
que le coefficient de poussée des terres contient Pessentiel de I'information sur le
milieu granulaire en question, puisqu’en connaissant 1’état du milieu en terme de
porosité, on peut, en utilisant 'expression de la densité relative Dr, déduire 'angle

de frottement de pic ¢, ainsi que sa composante §y, et ainsi passer a expression de

Reimbert.

Pour un sable moyennement dense par exemple, P'angle de frottement de pic est
¢gal a 36° selon la courbe de la figure 4.7 et la densité relative correspondante est
de 65%. Pour déduire Pangle de frottement tésiduel (admis égal a 'angle de talus
naturel), on utilise la conrbe de la figure 4.6 ainst que I’ekpression de Comforth. On
trouve ¢, =9° dou ¢, =,-05=27°. Le coefficient de poussée des terres K pour
un matériau granulaire dense est inférieur au coefficient de poussée des terres pour
un milieu granulaire liche. Les figures suivantes montrent, également, la relation
entre le coefficient de Reimbert et Pangle de frottement interne du milicu

granulaire.
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ShENR.

Fig. 410 Coefficient de Reimbert et angle de frottement interne
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Fig. 4.11 Coefficient de Reimbert ct angle de frottement interne
(d’aprés Meyerhof,1974)
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IV-6 CONCLUSION :

Des rappotts, entre la densité’ relative dun” milicu granulaire ct le'coefﬁcient. de
pouss';ée des tcrres, ont été m_is en exergue. Le coefficient de Reimbert est
spécifique puisque il differe du coefficient classique de poussée des terres. Utilisé
dans les milicux granulaire, i rend compte des caractétistiques du milieu en
question. C’est un parameétre qui contient 'essentiel de Pinformation sur le milieu
granulaire. Il est fonction de 'angle de frottement interne, lui méme li¢ a la porosité

du milieu granulaire.
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Chapitre V

COMPARAISON DES RESULTATS
ET INTERPRETATIONS

V-1 ESSAIS SUR MODELES ¢

Avant de passer aux différents résultats obtenus par la théorie probabiliste de
diffusion des contraintes dans un milieu granulaire, il est nécessaite de reprendre un
certain nombre de résultats expérimentaux obtenus sur différents types de sol et

sous différents chargements.

V-1-1 WATERWAYS EXPERIMENT STATION — SABLE :

La repartition des contraintes dans un sable a fait Pobjet de plusieurs essais depuis
les années 50. Parmi ceux-ci les essais effectués par 'U.S. Corps of Engineers. Les
opérations ont porté sur du sable séché a Pair libre de poids spécifique 16.9 KN/m’®
(minimum 14.8 KN/m’, maximum 17.6 KN/m” et de densité relative 83% avec
un indice des vides a 0.53. Des cellules de pression et des capteurs de déflexion ont
¢te placés a plusieurs distances latérales et a une profondeur de 1.5m. Les charges
furent appliquées a Taide de plaque circulaire flexible. La valeur de la pression qui
nous intéresse est de 414 KN/m? et la plaque circulaire de surface 3226 cm? Les

résultats obtenus sont indiqués sur le tableau 5.1.
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Tableau 5.1 Résultats des essais sur modele sclon Waterways Expcfimcnt Station (1954)

Profondeur(m) Pression (MPa)

0.359
0.354
0.339

0.3

moy. = 0.351
0.216
0.229
0.196

moy. = 0.214

0.6.

0.103
0.101
0.097

0.9

moy. = 0.100
0.058
0.053
0.046

moy. = 0.052

1.5 0.034

1.2

V-1-2 ESSAIS KOEGLER ET SCHEIDIG :

[’académie des mines de Freiburg (Allemagne) a effectué des essais sur des sables
dont 'angle de frottement interne ¢ est égal & 31.5°, e chargement a été assuré par
Pintermédiaire de plaques rigides. Les résultats des essais sont donnés aux tableaux
5.2; 5.3 ; 5.4. Les contraintes au contact de la plaque rigide et du milieu granulaire
dépendent du diamétre de la plaque en question. Pour une plaque de diamétre égal

2 33.9 cm la pression de contact mesurée au centre de la plaque était égale 4 2,5 fois
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la pression appliquée p (p=P/A) .Cette propottion (2,5) est due au fait que la
plaque cst .tigidc P étant ia charge appliquée, A : la surface de la plaque. -

Les résultats des expériences de Freiburg sont tllusteés sur les tableaux 5.2, 5.3 ct
5.4. pour différents rayons de la charge. Un profil parabolique de la pression P/A

se développe au niveau du contact charge milieu granulaire.

Tableau 5.2 Contraintes verticales sous Paxe du chargement, r=0.1695 m, Q=2.5.p

(Koegler et Scheidig, 1938)

Profondeur (m) c,./p
5 25

0.2 1.28

03 0.76

0.4 0.41

0.5 0.3

06 0.21

Tableau 5.3 Contraintes verticales sous I'axe du chargement, r = 0.225 m, Q=2.3.p

(Koegler et Scheidig, 1938)

Profondeur (m) G./p
0 2.3
0.1 2.2
0.2 1.
0.3 0.8
0.4 0.64
0.5 0.48
0.6 0.31
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Tableau 5.4 Contraintes verticales sous Paxe du chargement, £ = 0.315 m, Q=1.9p

(Koegler et Scheidig, 1938)

Profondeur (m) o,/p
0 1.9
0.25 1.5
0.34 L.
0.4 0.9
0.44 0.8
0.55 0.6
0.68 0.4
0.80 0.3
0.93 0.2

V-1-3 WATERWAYS EXPERIMENT STATION — LIMON ARGILEUX :

Un programme d’essais semblable a celui sur les sables a été effectué sur du limon
argileux (C=90 kN/m?, $=25°). Une charge uniforme sur une sutface circulaire de

scction 6452 cm® fut appliquée. Les différentes pressions utilisées sont de 103.5
KN/m?; 207 KN/m?; 276 KN/m? et 414 KN/m? . Le tableau 5.5 donne les

résultats des essais.
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‘T'ableau 5.5 Pourcentage des contraintes verticales mesurées sous 'axe d'une charge

circulaire (Waterways Experiment Station, 1947-1948)

Profondeur (m) Pression dc contact appliquée Pourcentage de la
(MPa) contrainte mesurée (Vo)
0.1035 79
0.207 89
0.3 0.310 924
0.414 95
0.1035 41
0.6 0.207 46
0.310 50
0.414 51
0.1035 26
0.9 0.207 30
0.310 32
0.414 32
0.1035 14
1.2 0.207 15
0.310 18
0.414 19
0.1035 13
1.5 0.207 i1
0.310 13
0.414 14
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- V-2-1 COURBES ISOVALEURS DES CONTRAINTES VERTICALES DANS UN
MILIEU GRANULAIRE :

Nous avons utilis¢ un modéle d’éléments finis en axisymettie en se basant sur une
approche probabiliste de diffusion des contraintes verticales dans un milieu
granulaire (voir annexe 1 ). Les conditions aux limites et de chargement sont
schématisées sur la figure 5.1. Le chatgement est uniforme sur uné surface
circulaire. La sutface libre du milieu qui n’est pas soumise 2 un chargement suppose
une contrainte verticale nulle (S =0). La limite inféricure du modéle est prise
suffisamment éloignée du chargement pour supposer une atténuation totale des
contraintes verticales (§ =0). Sur les limites latérales, et vue la forme en cloche de

la courbe des contraintes verticales, nous avons supposé une pente nulle aux points
, . oS . .
se trouvant sur I'axe vertical du chargement (g =0). Le milieu est caractérisé par le

coefficient de poussée des terres de Reimbert v.

Q (MPa)

el
I
o

a (m)

§=0

Iig. 5.1 Conditions aux limites et chargement du milieu semi-infini.
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La figute 5.2 montre Ia d:stubutlon des COlltlalntCS verticales d’égales valeurs, dans
un milicu granulaire, sous un chatgement d’mtcnsxte ‘uniforme sur une su1f1cc
circulaire. Le milicu granulnire est un sable de cocfficient de poussée de Reimbert
v=0.198 déduit en utilisant Vangle de frottement interne du matériau. Les lobes de
contrantes apparaissent clairement sous la charge. La diffusion des contraintes est
visible par la étalement des lobes sous la zone du chargement. Le méme modcle
est utilisé pour un autre milieu granulaire de coefficient de Reimbert v=0.33.
Iétalement des lobes de contrainte est de la méme forme que précédemment. Mais
les contraintes verticales ne s’étalent pas sur la méme zone que pour un sable de
coefficient de Reimbert v=0.198. on remarque que les contraintes a 0.10 MPA dans
le cas du sable v =0.33 sont situées sur un lobe 4 une distance moins profonde que
pour le sable de v=0.198. Ceci montre que la zone d'influence du chargement est
plus étalée dans le sable de coefficient v=0.198 que dans le sable a coefficient

v=0.33.

Selon Harr(1977) le milieu granulaire de coefficient de Reimbert v=0.33 est proche
dun milieu élastique linéaire. La figure 5.4 représente les contraintes d’égales
valeurs dans un milieu granulaire en comparaison avec des contraintes verticales
obtenues par la théorie de I'élasticité. On remarque que pour ufl coeffictent de
Reimbert de 0.33 les valeurs des contraintes sont trés proches des contraintes
élastiques comme I'a confirmé Harr (1977). Les bulbes de contraintes sont réguliers
par rapport 2 la charge circulaire en surface. Les contraintes s’amenuisent pour étre

négligeables au bout d’une certaine profondeur (2m environ)
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4 0.55MPa
= 0.50MPa
=1 0.45MPa
—10.40MPa
%l 0.35MPa
0.30MPa
40.25MPa
=1 0.20MPa
¢ ool : l— 0.15MPa
L 0.10MPa
— 0.05MPa
050l 1 _0.05MPa

2.004

———0.05

Profondeur (m}

0.0 T v
OG.DO 050 1.00 1.50 2.00

Digtance a l'ase de la charge (m)

Fig. 5.2 Courbes d'égales valeurs de contraintes verticales dans
un miliew granuiaire v=0.198. Q=0.65MPa ; a=0.5m

L

' ,i:'ynﬁy _

= = e
oo
250‘--0.10—/

2.0

1.501

Profondeur (m)

1.00

0.50

0¥ 0.50 1.00 1.50 2.00

IHstance 4 Paxe de Ja charge (m)

Fig. 53 courbes d’¢gales valeurs de contraintes verticales dans
un milicu granulaire v=0.33. Q=0.65MPa ; 2=0.5m
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1.40

1.204

1.00- -

Q.80+ I

0.60 -

0.40 -

G.20+ =

0.00

Fig. 5.4  courbes isovaleurs des contraintes verticales
élasticité linéaire
-------------- théorie probabiliste v=0.33
" Q=0.65MPa, a=0.5m

V-2-2 PROFIL DES CONTRAINTES VERTICALES :

Sous un chargement circulaire en surface de Q=0.65 MPa , sur un milieu granulaire
donné (& coefficient de Reimbert v=0.33), sont treprésentées les contraintes
verticales 4 diverses profondeurs (Fig. 5.5). Leur profil nous indique que ces
contraintes se diffusent latéralement au fur et a mesure que l'on avance en
profondeur. Les contraintes verticales sont concentrées dans la région située sous la
charge circulaire. En se déplagant en profondeur il y a un net élargissement de
présence des contraintes verticales, elles s’étalent plus avec des valeurs moins
importantes en intensité jusqu’a ce qu’elles s"amenuisent complétement au bout
d’une certaine profondeur (2,5m). Cet étalement montre le fait de la diffusion en

largeur des contraintes, une diffusion dont le schéma final est en forme de cloche

(Latviniszyn, 1964, 1984).
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a7 -

06 -

as -

ad [~

contramte verticale{MPa}
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00 as 10 15 20 25
distance a l'axe{m)

Fig. 5.5 Profil des contraintes verticales 4
diverses profondeurs du chargement

Q=0.65MPa; a=0.5m; v=0.33

V-2-3 CONTRAINTES VERTICALES SOUS AXE IYUN CHARGEMENT
UNIFORME SUR UNE PLAQUE CIRCULAIRE :

Une argile d’un angle de frottement ¢ est soumise 2 un chargement circulaire (voir
essais de la Waterways Experiment Station V-1-3). Les résultats expérimentaux sont
mentionnés dans la figure 5.6, il sagit des contraintes verticales sous I'axe du
chargement. Ces résultats sont comparés a des résultats obtenus par la théorie de
Pélasticité, pour des conditions similaires de chargement. Notons que la distribution
des contraintes verticales dans un milieu continu homogéne, selon la théorie de
Pélasticité, ne dépend pas de la nature du milieu. Nous avons également mentionné
sur la figure 5.6 les contraintes verticales obtenues en utilisant la théorie
probabiliste des milieux granulaires. Le sol est caractérisé, dans ce cas, par le
coefficient de poussée des terres. Deux coefficients relativement différents sont
utilisés, le premier est déduit de la formule de Reimbert pour un état actif de
poussée, et le second prend en considération P'état au repos du milicu granulaire en
utilisant la formule de Jaky Ky=1-sin(¢). Le cocfficient de Reimbert est différent du

coefficient de poussée active classique utilisé en mécanique des sols. On remarque
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que fes contraintes obtenues par I'élasticité linéaire sont relativement inféricures aux
' contraintes cxpérithcntales. De méme pout les cohtrnin’_tes obt¢11u§:s en utilisant le
cocflicient de Jaky (au repos) qui sont, pratiquement, identiques 2 cclles de
Pélasticité. Tandis que les contraintes verticales calculées en utilisant le cocfficient
de Reimbert (actif) sont trés proches des valeurs expérimentales si ce n’est
identiques dans ce cas de figure. Ceci montre que la théorie probabiliste dans les
milicux granulaites donne une bonne indication pour les contraintes verticales. Le
coefficient de Reimbert prend en considération Peffet actif de la poussée surtout au
voisinage du chargement. Le coefficient de Jaky, utilisé dans le cadre de la théorice
probabiliste, est loin d’étre une bonne approximation, car i ne prend en
considération que ’état au repos du milieu. Sous "action d’un chargement, Pétat des

contraintes s’écarte de I’état de repos.

On remarque clairement que la théorie élastique sous-estime les contraintes, ce qui
pourrait constituer un probléme pour le dimensionnement des ouvrages dans les
milieux granulaires. La différence entre les résultats expérimentaux et la théotie
clastique est la plus importante 4 une profondeur. de 0.6m, elle se fait moins
importante a partir de 1.2m de profondeur. Elle reste tout de méme importante a
une profondeur de 0.9m, Ce qui nous laisse dire que, la théorie probabiliste rend
compte de la nature granulaire du milieu et que, I"assimilation de celui-ci 4 un milieu
continu ¢lastique linéaire constitue une approximation relativement adéquate que
pour les milieux de faible porosité. Poulos (1971) I'a souligné lors d’une étude qu’il
a effectuée sur le comportement des sols sous chargement triaxial. Il a mentionné
les écarts qui existent entre les prévisions de la_ théorie. élastique et les résultats

obtenus sur sols réels.
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Contrainte vericale sous Faxe de la chinge (MPa)
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Fig. 5.6 Profil des contraintes verticales sous I'axe d'une charge uniforme
sur plaque circulaire. comparaison entre la théorie probabiliste et

I'expérimental. Q=0.414MPa; 2=0.32m; ¢=37°

V-2-4 POROSITE FONCTION DU COEFFICIENT DE POUSSEE :

Sur les figures 5.7, 5.8 et 5.9 sont représentées les contraintes verticales sous 'axe
d’une charge circulaire en utilisant la théorie de Délasticité linéaire ainsi que
différents cas de figures de contraintes verticales obtenues par la théorie
probabiliste de milieux granulaires et ceci pour différentes valeurs du coefficient de
poussée de Reimbert v. La variation du coefficient de Reimbert est liée a Pangle de
frottement interine ¢ , et 'angle de frottement interne est lui-méme lié 3 la porosité
selon les résultats obtenus par Kezdi (1966) sur un sable propre. La courbe angle de
frottement — porosité est approximativement une droite. D’aprés cette relation
lorsque la porosité augmente 'angle de frottement interne diminue, ce qui améne
un coefficient de Reimbert v qui augmente avec la porosité n. Et la contrainte

verticale, de ce fait, diminue (Kezdi, 1966).
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Le fait remarquable sur les figures 5.7, 5.8 ct 5.9 est que les contraintes verticales
- obteﬁués par la théorie probngiliste sont asscz é_loignéés des coixtraintes élﬁsﬁqu_es._
La va_rinﬁon du coefficient de Reimbert v n’affecte pas de manicre importante cet
éloignement. On | remarque que plus le milieu est poreux moindre sont les
différences entre les contraintes. Pour des porosités allant de 20 a 35%, les
contraintes évoluent en moyenne de 18% . Tandis que pour des porosités allant de
35 1 43% les différences sont moins importantes de 'ordre de 13%. Il reste tout de
méme que le faisceau de ces contraintes est €loigné des contramtes élastiq{ies‘.Pour
des porosités entre 45 et 55% les différences sont minimes avec un net
rapprochement des contraintes élastiques a certamnes profondeurs (au-dela de
1.2m). Pour un coefficient de Reimbert v de 0.33 on retrouve les résultats predits
par Harr(1977) et qui sont trés proches de ceux de Pélasticité (Figure 5.10).

contrainte verticale(MPa)
sous V'axe de la charge
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Fig. 5.7 Profil des contraintes verticales sous I'axe d'une charge uniforme

sur plaque circulaire pour différents coefficients de poussée v
et différentes porosités. Q=0.65MPa; a=0.5m. Sable Propre.
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contrainte verticale sous I'axe

de la charge (MPa)
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Fig. 5.8 Profil des contraintes verticales sous l'axe d'une charge uniforme

sur plaque circulaire pour différents coefficients de poussée v
et différentes porosités. Q=0.65MPa; 2=0.5m. Sable Propre.
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Fig. 5.9 Profil des contraintes verticales sous I'axe d'une charge uniforme
sur plaque circulaire pour différents coefficients de poussée v
et différentes porosités. Q=0.65MPa; 2=0.5m. Sable Propre.
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contrainte verticale sous

l'axe de la chacge (MPa)
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[ig. 5.10  Comparaison des contramntes verticales obtenues par la théorie

probabiliste(v=0.33) avec celles obtenues par la théorie élastique
(Q=0.65MPa; 2a=0.5m

V-2-5 ESSAIS DE FREIBURG :

Les essats de Ffeiburg sont exécutés sur du sable et leurs résultats sont indiqués
dans les tableaux 5.2, 5.3, 5.4. Les figutes 5.11’; 5.12 et 5.13 montrent, en plus des
contraintes verticales expérimentales, les contraintes verticales que prévoit la
théorie élastique ainsi que les contraintes ptévues par la théorie probabiliste des
milieux granulaires. Trois cas de chargements circulaires sont utilisés, le premier est
d’une intensité de 2.5p (MPa) avec un rayon a=0.1695m ; le second a 1.9p (MPa),
2=0.315m et le troisitme Q=2.3p MPa, a = 0.225m ; p=P/A.

Cas 1) figure 5.11 :

La premiére remarque que on puisse faire concerne 'écart important qui existe
entre les résultats expérimentaux et les contraintes prévues par la théorie de
Pélasticité linéaire. Le maximum de cette différence est atteint a2 0.2m de
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p10f011dcur 1tte1gn'mt envuon 38%. Tandis que les contraintes prcvucs par fa
théoric probabiliste sont ncttement plOChC de lcxpcucnce lorsqu’on utilise le
coefficient de Reimbert v actif. L'utilisation du coefficient de poussée active
classique K, laisse les contraintes assez éloignées de Pexpérimental. La plus grande

différence est obtenue a une profondeur de 0.2m, elle est de Pordre de 25%.

Cas 2) figure 5.12:

Pour un chargement a 1.9p (MPa) de rayon plus grand (a=0.315m) le profil des
contraintes verticales au-dessous de ’axe du chargement reste pratiquement de la
méme forme que pour le cas 1. Les différences entre les contraintes expérimentales
et les contraintes élastiques sont importantes. Le maximum est atteint 2 une
profondeur de 0.25m, une différence de lordre de 50%, ce qui constitue une
disparité tres importante. Tandis que l'utilisation de la théorie probabiliste présente
une concordance avec les résultats expérimentaux. Le coefficient de Reimbert v
actif utilisé donne une trés bonne approximation des contraintes dans le milieu
granulaire en question. Mais lutilisation du coefficient de pression des terres
classique I<, laisse les contraintes en deca des valeurs expérimentales comme c’est le

cas avec la théorie élastique.

Cas3) figure 5.13 :

Dans la troisiéme situation du chargement, les résultats expérimentaux des
contraintes verticales présentent une certaine dispersion dans leur évolution en
profondeur. Ces résultats oscillent entre les contraintes prévues par la théorie
¢lastique et la théorie probabiliste des milieux granulaires. Certains points
expérimentaux se confondent avec les contraintes probabilistes tandis que d’autres
sont identiques aux contraintes élastiques. La tendance générale reste tout de méme
du coté de la théorie probabiliste, lorsque le sol est caractérisé par le coefficient de

Reimbert v, qui présente une nette concordance de résultats avec Pexpérience.
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Fig. 511 Contraintes verticales sous I'axe d'une charge uniforme sur une
plaque circulaire pour différénts coefficients de poussée et selon
Pélasticité comparés a I'expérimental. Q=2.5MPa; 2=0.1695m.

Fig. 5.12
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circulaire en ¢lasticité et pour différents cocfficients de poussée
comparés 2 'expérimental. Q=1.9MPa; a=0.315m
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contrimte verticale sous 1'axe
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Fig. 5.13 Contraintes verticales sous I'axe d'une charge uniforme sur une plaque
circulaire comparaison des résultats pour différents coefficients de poussée
avec P'élasticité et 'expérimental. Q=2.3MPa ; a=0.225m

V-2-6 CONTRAINTES VERTICALES SOUS I’AXE D'UN CHARGEMENT UNIFORME
SUR PLAQUE CIRCULAIRE:

Les résultats d’essais effectués par PAustralian Road Research Center sur du sable
sont mentionnés sur la figure 5.14. Ils sont comparés 4 ceux obtenus par la théorie
de Boussinesq et par la théoric probabiliste des milicux granulaires. Le sable est
caractérisé par un coefficient de Reimbert v égal 2 0.23 en utilisant une relation
proposée par Ullitdz (1987). Le chargement d'intensité Q=0.65MPa est uniforme
sur une plaque circulaire de rayon 0.5m. On remarque que l'allure des courbes des
contraintes verticales est de la méme forme que celle obtenue par la Waterways
Experiment Station.(Harr,1977). Les contraintes maximales sont repérées au
voisinage du chargement, elles diminuent au fur et @ mesure qu’on se déplace en
profondeur. Les contraintes verticales ¢élastiques sont inféricures aux résultats
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mpcumcntmx Elles ne dcpcndcnt pfm de la nature du milicu. la1ldts que les
contraintes verticales obtenues pat 1’1[)[)10(211(2 ptobabiliste sont pratiquement -
confondues avec, I'expérience. L'utilisation du coefficient de Reimbert pour
caractériser le milieu granulairé donne une approximation suffisante vis-a-vis des
résultats expérimentaux. Ceci dénote la différence entre les contraintes verticales
élastiques, qui ne dépendent pas de la nature du milieu, et les contraintes réelles qu
s’y développent ; ce qui n’est pas sans importance. La remarque de Poulos (1971)
sut ’écart observé entre la théorie de Boussinesq et Pexpérience est vérifice une

nouvelle fots.

Contrainte Verticale sous 'axe (MDPa)
0.0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 07

11 r T v 1 v 17" ¥ 1T T T 7'
0,0 — ‘ ("
a
Al
_ /;70
0,5 — /'/za
G - =
2w a
3 Vo
8 .
o - X O«
/ // —u— Solution de Boussinesq
15 - no 4 (Elasticité linéaire)
// / —d— Splution Probabiliste{v=0.23)
- no « —0— Résultats experimentaux
// / (Australian Road Research Center)
20 - uo 4
7
2.5 a

Fig. 5.14 Contraintes verticales sous l'axe du chargement comparaison des

solutions élastiques et solutions probabilistes (v=0.23) avec des résultats
expérimentaux sur sable compacté. Q=0.65MPa, a=0.5m.
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L V-2-7 CONTRAINTES VERTICALES POUR DIFFERENTS CORFFICIENTS DE
REIMBERT ‘ ‘

Le milieu granulaire est chargé en surface a laide d’une charge d'intensité
(Q=0.65MPa uniforme sur une plaque circulaire de rayon a=0.5m. La figure 5.15
donne le profil des contraintes verticales dans un milieu granulaire pour différents
coefficients de Reimbert v & une profondeur de 0.75m. Lorsque le cocefficient de
Reimbest augmente la contrainte verticale calculée se trouve diminuée. La varnation
de ce cocfficient affecte les vz:deurs des contraintes verticales, essentiellement au
voisinage de la charge. Dans les zones situées au dela du rayon du chargement, la
différence entre les contraintes verticales calculées n’est pas aussi importante qu’au
votsinage du chargement. Ceci peut s’expliquer par le fait quun état actf se

développe dans la zone autour de la charge circulaire.

A une profondeur de 1.5m (figure 5.16), lorsque le coefficient v de Reimbert
augmente la contrainte verticale diminue dans la zone chatgée et a son voisinage.
Elle (la contramnte verticale) varie mais avec des proportions différentes selon qu’on
est situé loin ou proche du chargement. La varation est plus importante sous le
chargement que dans la zone située plus loin. A partir d’une certaine distance de
Paxe du chargement 1l n’y a pas de différences significatives entres les contraintes

verticales obtenues pour différents coefficients de Reimbert v.

A une ptofondéur plus grande (3m) i faudra aller, latéralement, au dela des 2m a
pattir de I'axe du chargement pour voir qu’il n’y a pas de différences significatives
entre Jes contraintes verticales pour différents coefficients v (Figure 5.17).
Lorsqu’on s’éloigne de la zone du chargement il y a un étalement plus important
des contraintes verticales. Il y a diffusion jusqu’a amenuisement au bout d’une

certaine profondeur relativement importante (plus de 3m).

87



Résultals et interpritations Chapitre V

On remarque 'quc Pinfluence des coefficients sc fait sentir essentiellement au
voisinage du.chargcmcnt'. Au—,dclﬁl du rayon de la charge il n’y a pas de gfandes :
différences entre les contraintes pour différents cocflicients. Ce qui confitme le
choix de cocfficients de poussée active. La zone de poussée active se développe

prncipalement au voisinage de Ia charge.
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Fig. 5.15 Profil des contraintes verticales pour v=0.23; v=0.35 et v=0.37
a z=0.75m de profondeur. Q=0.65MPa, a=0.6m
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Fig. 5.16 Profil des contraintes verticales pour v=0.23; v=0.35 et v=0.37
4 z=1.5m de profondeur. Q=0.65MPa; a=0.6m
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Fg. 5.17 Profil des contraintes verticales pour v=0.23; v=0.35
et v=0.37 4 2=3m de profondeur. Q=0.65MPa ; 2a=0.6m
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V-2- -8 DI"FORMAUONS SOU‘% DAXED'UN C IIAIIGTI\&ENI UNIFORMIE SUR
PLAQUE CIRCULAIRE :

La figute 5.18 représente les déformations verticales sous laxe d’une charge
uniforme Q=0.65MPa sur une plaque circulaire de rayon 2=0.5m appliquée sur la
surface dun milieu granulaire (sable). Le cocfficient élastique du milieu E=80 MPa
et son coefficient de Poisson est donné par u =0.35

Le coefficient de poussée des terres v est déduit d’aprés Ullidtz(1987) en fonction
du coefficient de Poisson p du milieu. Le profil des déformations ¢lastiques et des
déformations obtenues par approche probabiliste est présenté en profondeur
suivant 'axe du chargement. On remarque que les déformations selon la théorie
probabiliste sont plus importantes que les déformations élastiques. Elles diminuent
jusqua étre négligeables au bout d’une certaine profondeur (1.75m). Le maximum
de la différence, entre valeurs des déformations ¢lastiques et déformations selon la
théorie probabiliste, atteint environ 36% des déformations élastiques. Une
différence assez importante qui peut avoir des incidences majeures sur les

dimensionnement en milieux granulaires,

Des déformations sont également représentées sur la fipure 5.19, elles concernent
un milieu granulaire (sable) de rigidité plus importante (E=200MPa) avec un
coefficient de Poisson p=0.35 soumis a un chargement Q=0.65MPa uniforme sur
une plaque circulaire de rayon a=0.5m. Comme le milieu est plus rigide les
déformations sont moins importantes. Il reste tout de méme que lallure est
identique, avec une différence moins importante entre déformations élastiques et

déformations obtenues par I'approche probabiliste.
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Fig. 5.19  Profil des déformations verticales selon la théorie clastique
ct selon la théorie probabiliste dans un milieu de sable et gravier.

Q=0.65MP2; a=0.5m; L=200MPa; Nu=0.35; v=0.17
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V-2-9 DEFORMATIONS SOUS CHARGEMENT UNIFORME SUR PLAQUE
* CIRCULAIRE:

L'1 figure 5.20 1cprescnte les déformations sous I'axe dune charge circulaire de
rayon a=0.5m sur un milieu gmnul*mc (sable} dont le module de rigidité est égal a
E=200MPa ct le coefficient de Poisson p =0.35. Le coefficient de poussée des
terres utilisé dans ce cas est issu d’un état supposé au repos déduit de la relation de
Jaky, v =0.4. l'utilisation du coefficient de poussiée des tetres au repos, permet de
constater que les déformations selon la théorie}:probabiliste en milieu granulaire
sont identiques aux déformations élastiques. Cecigest di  Putilisation du coeffictent
de poussée au repos. L'utilisation d’un coefficient en état actif induit un certain
écart comme Clest le cas avec les contraintes. Le fait est que sous un chargement
donné il se développe un état actif dans le milieu en question. L'utilisation d’'un
coefficient 4 Pétat de repos sous-cstime les tassements réels dans le milieu
granulaire.

de formation verticale(10E-03)

00 95 10 15 0 25
DG:|1:l||1|1|||a|1:11l||1|f11

o
3
& i
3
a 10
@E\ J
= E —=— theorie de i'élasticité
—#— theorie probabiliste v=0.4
[+ —rb— theoric probabiliste v=0.45
1,97
= ]
20~

Fig. 5.20 Comparaison des déformations verticales Elastiques avec les déformations

probabilistes pour un coefficient de poussée au repos selon Jaky(v=0.4; v=0.45).
Matériau 4 sable et gravier. Q=0.65MPa; a=0.5m; E=200MPa; Nu=0.35
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V-2-10 TASSEMENTS SOUS CHARGEMENT UNIFORME SUR PLAQUE
CIRCULAIRE ¢ '

Des tassements sous ’axe d’une charge uniforme sur une circulaire sont représentés
pour différents coefficients de poussée des terres en utilisant la théorie probabiliste
des milieux granulaires (Fig.5.21). On remarque que I'accroissement de la valeur du
coefficient de poussée de Reimbert v, rapproche de plus en plus les tassements
probabilistes de ceux obtenus par la théorie élastjiquc. Les tassements obtenus pour
un coefficient de poussée v =0.33 sont pratiquement identiques aux tassements
élastiques. Harr (1977) a indiqué que le coefficient v = 0.33 donne des contraintes

verticales voisines des contraintes élastiques. La figure 5.21 montre quil en est de

méme pourt les tassements.

tassement vertical sous l'axe (mm)

(w):n:puojo:d

1,5+ / —u-—Theorie elastique
] —e—Approche probabiliste v=0.17

7 —»—Approche probabiliste v=0.20

2,0 —da—Approche probabiliste v=0.25
) —+——Approche probabiliste v=0.30
Ll ~+—Approche probabiliste v=0.33

Fi. 5.21 Profil des tassements verticaux sclon I'élasticité et selon la théorie probabiliste
g %

dans un milieu de sable ct gravier dense pour différents coefficients de poussée V
Q=0.65MPa; a=0.5m; E=200MPa; Nu=0.35
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Résullats et interprétations Chapitre V

V-2-11 TASSEMENTS D'UN SOL SOUS CHARGES UNIFORMES SUR UNE
PLAQUE CIRCULAIRE : |

Une séric de charges uniformes sur plaque circulaire de rayon a = 0.5m et
Lintensités  différentes  sont  appliquées sur un  sol granulaire  dont les
caractéristiques de rigidité sont E=80MPa et un coefficient de Poisson u=0.3. La
figure 5.22 représente les tassements en surface du sol sous la charge. Dans chacun
des cas on utilise un coefficient de Reimbert v =0.23. le coefficient v est déduit
dune relation obtenue par Ullidtz(1987). 1l a fait le lien entre des valeurs du
coefficient de poussée v d’'un milieu granulaire et des valeurs du coefficient de
Poisson (. Pour un milieu avec un coefficient de Poisson p=0.3 il donne un
coefficient de poussée v=0.23. Les tassements calculés par la théorie probabilste
sont légérement supérieurs aux résultats expérimentaux. Tandis que les mémes
conditions de chargement en élasticité provoquent des tassements relativement
moins importants que P'expérience. Ceci montre que, pour les tassements aussi, il
existe une différence entre les résultats obtenus par la théorie élastique et ceux
obtenus en utilisant la théorie probabiliste des milieux granulaires. Les tassements
élastiques sont plus petits dans ce cas, ils sont sous-estimés par rapport a
Pexpérimentation. Un certain €cart est observé entre les tassements obtenus par
Papproche probabiliste et les résultats expérimentaux, notamment pour des charges
supérieures 2 0.4 MPa .Ceci est di 2 la caractérisation du milieu granulaire pat un
coefficient de poussée v qui ne dépend, dans ce cas, que du coefficient de Poisson.
Le choix du coefficient de poussée v est délicat lorsqu’on ne connait pas 'angle de

frottement interne du matériau granulaire.
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—=— cxperimental
—— Theoric probabiste
—+— Theorie clastique

12

Tassement (mm)

(=]
Illllllllllllllll]ll!lllll]llllllllll]_l

G LN | 1 L | l T U 7 T 70 I LEBLELL L l LI T 1T 7T I T ]
, 0,4 06 038
Chargement{MPa)

o
[=1
o
[X]

Fig. 5.22 Tassements d'un sable fin sous l'effet d'une charge circulaire de différentes
intensités. comparaison avec 'élasticité et avec la théorie probabiliste. E=80MPa ;
Nu=0.3 ; v=0.23. (Résultats expérimentaux d’apres Bouafia, 2000)
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CONCLUSION

L'utilisation des probabilités dans le traitement de divers problemes devient
fréquente. L’outil informatique aidant, les approches probabilistes trouvent le
moyen de se substituer a 'approche déterministe dans beaucoup de domaines. On
peut les retrouver autant pout, I'étude des surfaces de glissement des sols, que dans
le traitement de la consolidation ou de perméabilité, ainsi que dans des problemes

de dimensionnement de fondations.

La mécanique des milieux granulaite fait appel, également, au traitement
probabiliste pour létude des milieux tels les sables ou les sols. La théore
probabiliste des milicux granulaites traite de la diffuston des charges dans ces
nilicux. Clest une théorie relativement récente, elle a été développée par le
Professeur M.E. Harr dans le courant des années 1970. 11 a déduit une formulation

qui s’applique a plusieurs situations comme le chargement d'un milieu granulaire

semi-fint.

Nous avons reptis les grandes lignes de cette théorie en Pappliquant a des situations
particulicres de milieux granulaires. Un traitement numérique a été mis en
application. Plusieurs cas de chargement de milieux granulaires ont été traités en
caractérisant ces milicux a I'aide d’un coefficient dit de Reimbert. Ce coefficient de
poussée est différent du coefficient K de pression des terres classique, utilisé en
mécanique des sols, par sa formulation. Il contient lessentiel de I'information
relative au milieu granulaire. 11 est fonction de Vangle de frottement interne.
Plusieurs facteurs influencent Pangle de frottement interne d’un matériau, entre
autres et de manicre significative la compacité ; la forme des grams est ausst d’une

influence non négligeable. Il n’existe pas de relation formelle entre le coefficient de
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Reimbert et la compacité du milieu (ou sa porosité). Mais en utilisant un certain
nombre de relations entre Pangle de frottement interne et la porosité, il a été
possible de suivre pour du sable, I'évolution du coefficient en fonction de la

porosité, et ainsi de voir le rapport aux contraintes dans un milieu sous chargement.

Les exemples traités sont tirés de résultats expérimentaux qui consistent
généralement dans des contraintes et déformations sous un chargement donné dans
un milieu granulaire (sol, sable...). Des résultats obtenus par la théorie de I'élasticité
ont été également traités afin de compater avec les résultats de la théorie
probabiliste des milieux granulaires. Dans bon nombre de cas les résultats de la
théorie probabiliste se trouvent plus proches des résultats expérimentaux. Ce qui
suggere qu’elle rend compte de la réalité granulaire du milieu. La formulation de la
théoric probabiliste des milieux granulaires se distingue aussi par le fait qu’elle ne
prend pas les interfaces comme des discontinuités, mais elle s’intéresse a un
phénomeéne de diffusion de la charge entre grains, elle modélise un phénomene de
diffusion de charge ct non un comportement mécanique du milieu en question.
L'utlisation du coefficient de poussée de Reimbert pour caractériser un milieu
granulaire a donné des résultats trés proches de la réalité expérimentale. Nous nous
sommes limités a l'utilisation de ce coefficient dans un état actif de poussée, tandis
qu’un coefficient a I’état de repos ne rend pas compte de la réalité du milieu sous

chargement. Le choix du coefficient a Pétat actif est dicté par le fait que, sous

chargement donné, un milieu granulaire développe une poussé active au voisinage

de la charge.

Le calcul des déformations dans un milieu granulaire a fait Pobjet d’un certain
nombre d’exemples. L'exptession des déformations dans un milieu granulaire fait
apparaitre des paramétres élastiques, le coefficient de Poisson et le module de
Young. Les résultats expérimentaux disponibles comparés aux déformations

probabilistes ont montré une concordance manifeste lorsqu’on utilise un coefficient
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de Reimbert a Pétat actif. Les déformations élastiques sont toujours situées en

dessous des résultats expérimentaux.

L’étude de la diffusion des contraintes dans un milicu granulaire a montré une
distribution en cloche (distribution normale) de celles-ci lorsque le milieu est chargé
en axisymétrie. La méme forme est obtenue pat un traitement élastique des
contraintes dans un milieu continu. A Iétude de la diffusion des contramntes peut
étre substituée la diffusion de 'excés de vides dans un milieu granulaire, 1l s’agit de
traiter les changements de porosité qui ont lieu sous chargement. Clest un

traitement qui est plus orienté vers la consolidation des sols.
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Litifisatron de fo mdthade des résidns pondérés en élénents fuis Annexe 1

Annexe 1

UTILISATION DE LA METHODE DES
RESIDUS PONDERES (MWR) EN
ELEMENTS FINIS

I PRINCIPE D’UTILISATION DE LA METHODE DES RESIDUS PONDERES
(METHOD OF WEIGHTED RESIDUALS)

La méthode des tésidus pondérés est une technique globale pour Pobtention de
solutions approchées a des équations aux dérivées partielles linéaires ou non-

linéaires. L'application de la méthodes de résidus pondérées se fait en deux étapes :

2) La premiére consiste a4 assumer le comportement fonctionnel général deia
vatiable de champs pour satisfaire 'équaton différentelle ct les conditions aux
limites. La substitution dune foncton dapproximaton dans Péquation
différenticlle et aux conditions aux limites résulte en erreurs dites « résidus ». Ces

résidus sont appelés a se dissiper sur le long du doraine de solution.
by T.a seconde étape consiste a résoudre Péquation(s) de la premiére étape..

Soit a chercher 4 une approximation d’un champ de variable @ gouverné pat unc
¢quation différendelle de la forme A(@)~ £ =0 ctdéfinie dans un domaine €2 de
contours (sutface) I' ./ est une foncuon connue de variables ind¢pendantes. 1es
condidons aux limites sont donnces le long du contour I

La MWR ¢st appliquée dans ce cas en deux ¢rapes :



Uliilisation de la midthode dey mécieluy pondérés en éliments finis Anmnexe |

" La foncton cxacte inconnuc ®cst approximée par @ . La foncton approchéc

sexprime en termes de fonctions dinterpolation N, (i =1 ;m) par

P=d=) N,C,

Ni: sont les foncrons dinterpolaton.
C, : sont des paramétres nconnus, fonctions inconnues d’une des variables

indépendantes.

Dans les cas de problémes stationnaires les, C; sont constants et dans les cas non-
stationnaires ils sont fonctions du temps ; la lumite supémicure de la sommation
«m» est lié au nombre d’inconnues C, . Les « m» fonctions N, sont chossies de
telle fagon 4 satisfaire les conditions aux limites globales. Une fois qu'on remplace

® pat | Péquation différentelle deviendsa :

A(@)- /=0
Autrement dit,
A@) - [ =R

R : estle résidu ou lerreur sur Papproximation de @ pax 5| 1 .

La méthode des résidus pondésés consiste a déterminer les « m» inconnues C; de
telle facon a4 avoir un résidu R le plus petit sur tout le domaine. Cect est obtenu en
formant une moyenne pondérée de lerreur et que celle-ci se dissipe sur tout le
domaine de la solution. On choisit « m » fonctions de pondération 1F7 Iméairement

indépendantes.

J'[A(?ﬁ) - le, Q= J.R,W;.dQ =0 1=12,........m:R~0.
0

Q
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11 -est souvent fait appel a la mcthode de Galerkin pour I:ésoudfc différents L‘.y]jcs de
problemes. Les fonctions de pondéation sont choisics de fagon d ce qu’elle soient
identiques aux fonctions dapproximation pour représenter @

Wi= Nz, 1=12,....m

Remplacées dans I'équation précédente nous aurons :

[la@) - slvido=0 5 i=12,...m

(9]

3

et pour un élément du domaine :

j[A(cp“")—f“"}.Nf” Q=0 i=12....1

Qe

{c)

P = {NM“ Ho}* avec

NMJ =[N, N, N, ..N, |

L
9. fonction définie sur I'élément ()

r :nombre de parameétres assignés a I'élément (e).

IT APPLICATION AU CAS DIZ LA DIFFUSION DES CONTRAINTES DANS UN
MITIEU GRANULATRE

L’équaton de diffusion des contraintes s’écrit sous Ja forme :

2

05 1as|_1as

e |z

V étant une constante propre au milicu l’équadon peut s’¢erire comme sult :

il
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Lrapplication de la Méthode des Résidus Pondéeés et en utilisant Galetkin

(W7 = Ni) nous aurons :

”N, i 1o os - —a—(f'.Sv) drdz=0
or ar Jz

qui peut s’écrire ausst

HN,. @E V.o 5‘6.5' dr.dz — ”N,.g(r.Sv ).d.".dz =0
s r oz

[ ©

Nous rappelons le fondement du théoreme de Green pour une intégrale sur un

domaine qui peuc ¢ue divisée en intégrale a lintérieur du domaine et sur Ja surface.
[[ulv7)der = [uliidr - [sFud0 .. *
Q r Q
~
[ d
. s . . . . = ar
Le vecteur opérateur de Péquaton de diffusion des contraintes est V= -
oz
_ . os
et le vecteur v est donné par: v - rS)
N

Pour un vecteur unitaire 7 de composantes n, et n, respectivement sur les deux

faces z et 1 équanon () s’écrira .

2 as’
V.Z.r, P oN.  oON
N, or [n, n.)dl - [(‘-‘-’ R | g L AQ =0
IJ. ; ) ! ( _) J‘) af ar 62
S TA=rS :
n'.’.

Ce systeme d’équation se simplifiera sous
une forme algébrique : n, r

s b= (1)

|A] est une matrice spéeifique au milicu en question.

~N

(RY
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{/} estle vecteur forces.

La résolution de ce systtme en utlisant les conditions aux limites approprides
donne la distributon des contraintes  verticales dans le milicu. Le milicu est semi
fint limité par une surface libre avec un chargement circulaire. Les limites sont

suffisnmment cloignées pour que le contraintes soient diminuent largement ct

peuvent étre négligeables. —
-0
v X r § -0

A
’3)"3)
-.|C/)|

L’équation cn termes de déplacements est traitée de la méme maniére en utilisant la
méthode  des tésidus pondérés et Galerkin. Cette équation est donnée en termes de

déplacements en axisymetrie par Pexpression :

2
D, (‘1_. oW . oW
rooar 5

oW

Y- Lcw -
- or z

U7 estle déplacement vertical
D : est un coefficient de diffusion

C: coefficient de convection dans le milieu.

A%



Probabilités et rapport des contruintes intragrannlasres Annexe IT

Annexc II

PROBABILITES ET RAPPORT DES
CONTRAINTES

. . . o - - = 1
L’espérance de la contrainte verticale est liée a la porosité par la relation § =log—

n
et la distribution de Poisson du rapport de la contrainte verticale a sa moyenne est

donnée par la fonction :
S/ -

s. & e

f(TS':) R

4!

. . S
‘F'ableau 3.1 : Probabilités pour différents rapports de (f)

A 100510.10]015710.20 10.25 0.30 ] 0.33 { 0.35 | 0.40 [0.45 [0.50 [ 0.55 [ 0.60 | 0.65 | 0.67 ] 0.70 | 0.75 | .80

s/s 005 010 |0.15 |020 [0.25 |030 |033 |035 [0.40 [045 [050 055 jO.60 (085 |G&7 070 [075 [0.80

s/s | 015 1023 0285 | 0322 | 035 1036 | 0363 [ 0367 | 0364 |036 [035 [033 [0306 [028 |[0.268 | 0245|021 0.176
=1

s/s 0225 §0.26 |0.27 |0.26 |0245102i6 {020 {0193 [0165 {0144 [0a22 3010 | 007 | 0.06 0.05 (0043 (003 |0.02
=2

s/s |0.225 0203 {0071 j0.14 |0.114 | 0.086 | 067 | 0067 [005 Jo04 [0028 002 0013|0008 0.007 [ 0005 | 0.002 | C.001
=3

s/s 10168 30116 0081 {0056 |0.04 1002 |002 | 001 1001 ]0.007 §0.005 [0003 {0001 [9ed [Te-d |de-d 2¢-4 | Te4d
=4
5/5 0.101 | 0.054 { 0.0% [COI8 |00l | 0006 |0.004 [0.003 {0.002 |0001 [7e-d4 |Jed jled (8 e5 [8ec-5 [3e5 [1e5 |8Beb
=5 ’

s/s 005 ]002 001 |0005 [0002]000f [8ed [6ed [3ed |2c-4 [8e5 [3e-5 1565 [G6e6 |de6 |26 {000 | 000
=6

On remarque que lorsque S=0 la probabilité se confond avec Ia porosité n du
milteu granulaire Pro(S=0) = n.
Le tableau qui suit donne les probabilités des rapports de contraintes pour des

plages données de ces rapports.

Vi1




Probabilités et rappert des contraintes intragrantilires Annexc Il

Tableau 3.2 : Probabilités ‘pour différents intervalles du 1‘appbrt (%).

1 005 {010 015 §020 1025 {030 [033 |035 {040 [045 {050 [055 (060 [9065 [067 (070 1075 | Q80

§=0 | Q05 |00 [015 |020 {025 {030 [033 |035 {040 {045 [050 1055 [060 |0.65 {067 |070 |05 080

1<SS/S 0375 049 }0.555 [ 0.582 | 0,595 [ 0.576 | 0.563 | 0.560 | 0.52% | 0.504 [ 0.472 [ 043 | 0.384 | 0.34 [ 0318 [0.288 | 0.24 [ 0178
<2

2<s/5 [ 0.450 [ 0,463 | 0441 {040 [0.359 [ 0302 | 0.270 | 0.200 | 0.215 | 0.184 | 0.150 | G.120 | 0.091 { G.OG8 [ 0.057 | 0.048 | 0.032 [ 0.021
=3

3%s/5 [ 0.393 10319 | 0.252 | 0.196 | 0.118 | 0.106 | 0.09 | 0.077 (006 |0.047 | 0.028 [ 0.023 | 0.014 | 0.009 | ¢.008 | 0.005 | 0.002 | 0.00%
<2

Les probabilités cumulatives, du rapport des contraintes verticales @ I'espérance,

pour différentes porosités sont indiquées dans le tableau suivant :

o i : §
Tableau 3.3 : Probabilités cumulatives pour différents rapports de (f)

n 0.05 1010 §0.15 [0.20 |0.25 §0.30 [0.33 [0.35 |0.40 |0.45 {0.50 |0.55 [0.60 [0.65 | 0.67 [0.70 {0.75 | 0.80

S=0 {0.05 0.10 Q.15 0.20 0.25 Q.30 0.33 9.35 Q.40 0.45 0.50 0.55 0.60 {4.65 0.67 0.70 0.35 0.50

S/s< [ 0.20 0.33 0.435 10522 10.60 0.66 0693 | 0717 | 0764 [ 081 0.35 0.88 0906 | 093 0938 | 0943 [ 096 0.976

S/s< 1 0425 | 059 0.705 | 0.732 | 0.845 | 0.876 | 0.393 {051 0929 | 0954 0972 | 098 0.984 099 0.988 | 0.98% [ 099 0.996

S/s< § 0.65 0793 {0876 | 0922 | 0959 (0962 0963 | 0977 [0.979 }0594 | 099 co9 09927 [ 6998 0295 {0993 10992 | 0997

S/s< (0818 | D909 | G957 | 0978 | 0.98 0932 | 0.983 | 0987 | 0.989 | 0997 10.99 0.99 0998 | 0999 | 0999 [ 0993 |0.993 | 0.997

S/s< [ 0919 | 0963 | 0987 10995 | 0997 | 0.965 | 0.987 §0.99 0991 10998 | 0.99 0.99 0998 | 0999 | 09592 [0.993 |G.99¢ |0.998

S/s< | 0969 | 0983 | 0.997 | 0999 | 0.99 0989 | 0988 [099 0991 | 0992 1099 0.99 0999 | 0999 [0999 [0.99 0999 | 0999
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Equations d’équilibee of coefficient de ponsséc des ferres Annexe 11

Anaexe 11T

EQUATIONS D’EQUILIBRE ET
COEFFICIENT DE POUSSEE
DES TERRES

Les équations d’équilibre dans un mihieu continu, ¢n tern:e de contraintes, sont

données par

do, 0T, Br.
‘. L%

! X — O
Ox oy 0z
or, 0do, ot
+—+ =0
Ox ay oz
or,. Or,. Oo
g —L =y
O ay oz

L'utilisation de ces mémes équation: en foncdon des contrmntes moyenncs
intragranulaires (S) en situation de dC:ormadons planes ¢, 1 négligeant leffer de

la gravitation donne :

gsi 4 aS"’: . 0
ax Oz

A N QS_ _0
Ox oz

12équation de diffusion des contrainte  intragranulaires ver icales dans le plan est
donnée par :
d iz
55, 88

= ‘Z 5'
- Ox

Vil



Annexe 11

Licertions o Coquilibre ef coefficient de ponssée des terres

1

as. : o . ar s
Remplagons —= dans Ja premicee équation d’équilibre

>

_ 2.
as .. N ma LS;' _0
ax ar

En intégrant par rapport a x :

_ as
y —vz.—=+ I(z
o (z)

SN2

F(z) est une foncton de z seulement, Muller (1962) a montré que cette foncton

est nulle.

En  différenuant par rapport 4 z et en remplagant dans la premiere équation

d’¢quilibre
&5 95 s
—L ez, oy —~=1
Ox Ox0z ax

Et en intégrant par rapport a X nous avtons :

§: =v.S. +z o, + Fy(z)
) 0z

2

Mulles (1962) a ¢galement montré que fa fonction F(z) est nulle, d’ou

E‘ = .Stz a5z —uvS +v 2-.8 S:
. E oz E o
I X



