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Résumé

Le but de ce travail est de modéliser numériqguement les variations spatio-temporelles
des profils de température pendant le traitement thermique d'un matériau. Pour cela, nous
avons étudié le phénoméne de transfert de chaleur dans les trois modes, conduction,
convection et rayonnement. Par la suite, on passe a la méthode de différences finies et ces
schémas de calcul, explicite et implicite, dans une, deux, et trois dimensions. Apres on va
développer un programme informatigue en MATLAB, pour simuler, en trois dimensions, le
transfert thermique dans une piece traité thermiguement. En premier lieu on a considéré que
notre piece est posée dans un four, et chauffee jusqua la température de mise en solution.
Aprés on met la piece dans un milieu de refroidissement. Cela nous a permis d'observer les
évolutions de la température, et déterminer les facteurs influencant la distribution thermique.

Mots clés :
Méthode des différences finies, transfert thermigque, traitements thermiques, MATLAB.
Abstract

The aim of this work is to model numerically variation spatio-time temperature profiles
during the heat treatment of materials. For this, we studied the phenomenon of heat transfer
in three modes, conduction, convection and radiation. Thereafter, it passes the finite
difference method and the implicit and explicit schemes, in one, two, and three dimensions.
Then we will develop a computer program in MATLAB to simulate three-dimensional heat
transfer in a heat-treated room. First, it was placed in a furnace and heated to the temperature
of dissolution. After the part is placed in a cooling medium. This allowed us to observe
changes in temperature, and determine the factors influencing the thermal distribution.

Keywords:
Finite difference method, heat transfer, heat treatment, MATLAB.
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INTRODUCTION GENERALE

La notion de traitements thermiques recouvre un ensemble d’opérations ayant pour but
des transformations structurales effectuées sur les matériaux a I’état solide, sous I'influence de
cycles de température convenablement choisis afin de leur conférer des propriétes particulieres.
Il peut s’y ajouter simultanément des traitements mécaniques (traitements thermomécaniques)
ou des traitements chimiques (traitements thermochimiques).

On rencontre également des traitements thermiques au cours du refroidissement d’une
piece moulée apres solidification et pendant des opérations de mise en forme par déformation
plastique, par frittage ou par soudage, etc., quand des transformations structurales, sous
I'influence des variations de température au cours de ces opérations, s’ajoutent a celles que ces
procédés peuvent eux-mémes provoquer.

Lors d'un traitement thermique, il est nécessaire d’étudier les gradients thermiques,
premiers responsables de [Iétat final du matériau, sa microstructure et ses propriétés
mécaniques.

Lors du refroidissement ou du chauffage, les vitesses de variations de la température au
sein d’une picce métallique sont limitées par la diffusivit¢ thermique du matériau. Il s’ensuit
des hétérogénéités de température dans la piece, qui provoquent des hétérogénéités de
variations dimensionnelles dont il résulte des contraintes. Si les gradients de température sont
élevés, ces contraintes peuvent devenir suffisamment importantes pour provoquer des
déformations plastiques irréversibles locales, qui conduisent alors a des distorsions de la piece
et a des changements de forme d’ensemble. On rencontre principalement cet effet dans les
pieces de section mince ou comportant a la fois des parties minces et des parties massives : les
parties minces sont souvent voilées. Il en résulte également I'apparition de contraintes
résiduelles.

A cause de ces défauts, il faut qu'on connaisse la distribution de température pendant le
traitement thermique et de déterminer le gradient de température pour éviter ces inconvénients.
Ceci peut étre évite en chauffant et en refroidissant le plus lentement possible pour assurer une
meilleure homogénéité de température, sans toutefois rester au-dessous des vitesses critiques
necessitées par les transformations recherchées : chauffage par paliers, trempe dans un fluide
a température suffisamment élevée et contrélée. On utilise aussi parfois, pour la trempe, des
poteyages sur certaines parties des pieces pour y limiter la vitesse de refroidissement.

Dans ce travail on s'intéresse a une étude numérique du transfert thermique dans un solide
lors d'un traitement thermique. Le transfert de chaleur a fait 'objet de nombreux travaux
analytiques, expérimentaux et numériques en raison de son importance dans de nombreux
domaines technologiques.

Simulation numérique du traitement thermique d'un matériau 1



Introduction générale

La méthode des différences finies a été utilisée pour résoudre les équations régissant le
phénomene physique. Le calcul a été effectué par variation de différents paramétres de l'étude.

La modélisation numérique du procéde de traitement thermique est une alternative
intéressante. Nous proposons a réaliser un modele numérique permettant de déterminer la
distribution de la température dans une structure traitée. Vu le type des équations de chaleur
régissantes pareils phénomenes, c’est la méthode des différences finies qui sera utilisée pour
I’élaboration de ce modéle.

Nous allons recueillir et établir des solutions analytiques simplifices de transfert
instationnaire de la chaleur dans un matériau a traiter thermiquement et soumis a une source de
chaleur dans toute sa surface extérieure. Il s’agira d’établir des estimations théoriques de
I’évolution et la distrbution du champ thermique, et d’étudier I'effet de certains parametres
géomeétriques et thermiques dans le milieu étudié. Ceci permettra, par la suite, de développer
un modéle analytique permettant d’optimiser les parametres essentiels d’un procédé, a
condition de connaitre les propriétés thermiques des matériaux traités. Il permettra aussi de

valider les codes numériques avant leur extension a des cas plus complexes.

Ce travail consiste a étudier la répartition de la température lors de traitement thermique
en tenant compte des variations des vitesses du chauffage pour differents matériaux ainsi que
leurs refroidissements dans differents milieux.

Dans le premier chapitre, on parle sur les differentes modes de transfert de chaleur tel
que la conduction, la convection et le rayonnement, et les équations mathématiques qui
régissant de ces modes et les conditions des applications de chaque mode.

Le deuxieme chapitre est représenté la méthode de différance finies dans une
dimension, deux dimension et trois dimensions, et les deux schémas de calcul implicite et
explicite pour chaque cas, avec comparaison entre eux.

Le troisieme chapitre représente les techniques expérimentales et les conditions aux
limites utilisées pour le développement de programme de calcule pour une piece simple a trois
dimension, on discute aussi le choix de maillage pour l'espace et pour le temps, et la conception
du modéle de calcul.

Dans le quatrieme chapitre nous allons présenter les résultats affichés par le programme
informatique, on discute les évolutions des résultats de chaque matériau tel que les cartes de
tempeérature et les graphes de chauffage et de refroidissement.

Le probleme posé est un probléeme tridimensionnel non stationnaire, dont la formulation
mathématique donne des equations assez complexes.

__________________________________________________________________________________________________________________|
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Chapitre | Transfert de chaleur

I.1. Introduction

De tous les temps, les problemes de transmission d'énergie, et en particulier de la chaleur,
ont eu une importance déterminante pour l'étude et le fonctionnement d'appareils tels que les
générateurs de vapeur, les fours, les échangeurs, les évaporateurs, les condenseurs, etc., mais
aussi pour des opérations de transformations chimiques. En effet, dans certains systémes
réactionnels, c'est la vitesse des échanges de chaleur et non la vitesse des réactions chimiques
qui détermine le colt de lopération (cas de réactions fortement endo- ou exothermique). En
outre, de nos jours, par suite de laccroissement relatif du prix de revient de I'énergie, on
recherche dans tous les cas a obtenir le rendement maximal d'une installation pour une dépense
d'énergie minimale [1].

Les problemes de transfert de chaleur sont nombreux, et on peut essayer de les
differencier par les buts poursuivis dont les principaux sont :

e L'augmentation de I'énergie transmise ou absorbée par une surface,
e L'obtention du meilleur rendement d'une source de chaleur,
e La réduction ou l'augmentation du passage d'un debit de chaleur d'un milieu & un autre.

Le facteur qui provoque le transport et le transfert de [Iénergie thermique est la
température. Si deux points matériels placés dans un milieu thermiquement isolé sont a la méme
température, on peut affirmer quil n'existe aucun échange thermique global entre ces deux
points dits en équilibre thermique (il s'agit bien d'un équilibre thermique car chacun des points
matériels émet une énergie thermique nette de méme module, mais de signe opposé).Le
transfert de chaleur au sein d'une phase ou, plus généralement, entre deux phases, se fait suivant
3 modes [2]:

a) Par conduction.
b) Par rayonnement.

C) et par convection.

-
Simulation numérique du traitement thermique d'un matériau 3



Chapitre | Transfert de chaleur

1.2. Conduction thermique

La conduction est le mode de transfert de chaleur existant dans un milieu donné sans qu'il
y ait déplacement apparent de matiére. C'est ce qui se passe en particulier dans un milieu solide
homogeéne (métal, paroi...), mais qui a lieu aussi dans les fluides immobiles.

La conduction ne peut exister que s'il existe des écarts de température c’est-a-dire si le
gradient de température n'est pas nul. Dans le cas contraire le milieu est en équilibre thermique
et aucun transfert de chaleur ne peut produire. Pour que se gradient de température existe, il
faut une action externe au systeme pour pouvoir maintenir des conditions de températures
données aux limites du systeme [2].

1.2.1. Quelques définitions

La conduction est une transmission de la chaleur dans la matiére par vibration
moléculaire. Elle concerne surtout les solides, mais aussi les liquides et les gaz pour lesquels
elle est souvent négligeable par rapport a la convection ou au rayonnement [3].

Deux lois régissent les transferts thermiques selon que l'on se place en régime permanant
(loi de Fourier) avec la notion de conductivité thermique, ou en régime transitoire, ce dernier
mettant en ceuvre le concept de diffusivité thermique.

La loi fondamentale de la conduction (loi de Fourier) a pour expression : ] = —KWT
représente gradient local de température (c'est-a-dire le taux de variation spatiale de la
température au point considéré). Le vecteur gradient est, par définition, perpendiculaire aux
isothermes [2].

a) Flux de chaleur a travers une surface ¢
C'est la quantité de chaleur qui traverse la surface considérée pendant F'unité de temps [3].

_d*Q
dt?

do (watt) (1.1)

b) Densité de flux de chaleur ¢

C'est la quantité de chaleur qui traverse l'unité¢ de surface pendant l'unité de temps. Donc
c'est le flux de chaleur par unité de surface [3].

= Z—f (Watt.m™1) (1.2)

-
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Chapitre | Transfert de chaleur

c) Coefficient de conductivité thermique k:

Les conductivités thermiques des matériaux k (W.ml.K1) varient d'une facon
considérable d'une substance a une autre de sorte que Fon distingue en général les materiaux
conducteurs de la chaleur des matériaux isolants suivant l'ordre de grandeur de leur conductivité
thermique.

La conductivité thermique dépend également de la température. Elle dépend aussi de
l'état du matériau considéré (solide, liquide ou gaz). Le tableau 1.1 donne quelques valeurs de
K pour divers matériaux a la température ambiante [4].

Tableau 1.1. Conductivité thermique de differents états des matériaux [4]. (Les valeurs a
température ambiante)

L'état du matériau matériau K(W.ml. K1)
Argent 417
Cuivre 380
Aluminium 230
) . Laiton 110-90
Métaux et alliages Fer pur 79
Acier 52
Plomb 35
Acier inoxydable 15
Béton plein 1.75
Béton vermiculite 0.31
Béton cellulaire 0.24
- . Brique réfractaires 0.11a0.61
Matériaux de construction Platre 0.43
Bois 0.15
Liege compensé 0.10
verre 1.15
Liquides Eau 0.56
Alcool 0.13
G Air 0.02
az Vapeur d'eau 0.016
Gaz carbonique 0.014
Liege expansé 0.043
Laine de verre 0.035
Laine 0.035
Isolants Amiante 0.15
Amiante cimente 0.80
Polyuréthane 0.03
Polystyréne 0.04

-
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1.2.2. Loi de Fourier

Considérons un milieu solide D dans lequel une surface élémentaire dS est orientée par
sa normale unitaire 7.

ds

Figure 1.1. Représentation sur un élement de surface, du flux thermique dans la direction
normale [5].

La quantit¢ de chaleur d*Q qui traverse la surface dS pendant lintervalle de temps dt
dans le sens de la normale 7 est donné par la loi de FOURIER :

d?Q = —A.gradT.n.dS .dt (1.3)
Ou:

(0T
ax
aT
ay
oT

\9z

gradT A (1.4)

A : Conductivité thermique du matériau (en W.m™1.°C™1)
On a également :

- Flux de chaleur :

dop = =—A.gradT .n.dS (1.5)

- Densité de flux de chaleur :
|
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dop = d°q =-1 dT .n .6
(p_dt.dS_ .gradT .n (L.6)

La présence du signe (-) dans le second membre des relations signifie que le flux de
chaleur progresse dans le sens opposé au gradient de température c’est-a-dire des températures
les plus élevées vers les températures les plus basses [2].

Si la surface dS est située sur une surface isotherme les vecteurs gradT et n sont
colinéaires d’ou :

20 = 2L as at (L.7)
- Tdx '

do = ldT ds 1.8
= AdT 1.9

1.2.3. Equation générale de la chaleur

Considérons le champ de température T (x,y,z,t) dans un volume V Ilimité par une
surface S d'un corps quelconque de masse volumique, de chaleur massique a volume constant
C, et de conductivité thermique A [5].

Ty + e

F‘H
o
r\———————

FIGURE 1.2. transfert thermique traverse un volume élémentaire, dx dy dz, dans les
cordonnées cartésiennes [6].
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Par application la formule de FOURIER on calcule @, la quantit¢ de chaleur entrant :

d*Q, = —A.gradT .7 .dS .dt

=ff A. gardT .7 .dS .dt
S

JJLWF.dV=JL F.ii.ds

=fff div(A. gradT) dV.dt
4

A laide de l'expression :

Ou dVest un élement de volume pris a l'intérieur de V.

Calculons maintenant la quantité de chaleur Q, générer dans le volume V :

=fff P(x,y,z,t) dV dt

Q. : La quantite de la chaleur nécessaire a la variation de tempeérature du volume V.

20 = o O
d*Q, = pC,—-dt dv

o[ [ e a

Qe+ Qg =0,

D’ou I'équation de bilan :

ifff div(A. gradT) dV.dt+fff P(x,y,2,t) dV dt

[ e a

= div(2. gradT) + P(x,y,2,t) = pC V3¢

En développant div(A. gradT)il vient :

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(113)

(1.14)

(115)

(1.16)

(1.17)

(1.18)

(1.19)

Simulation numérique du traitement thermique d'un matériau
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aT
/'ldiv(gradT) + gradA.gradT + P(x,y,z,t) = C”E (1.20)
oT
A.AT + gradA.gradT + P(x,y, z,t) = pC, Fr (1.21)

Tel que : AT est le Laplacien de la température
a) En coordonnées cartésiennes (x,y, z):

ar=0T 0T 0T 1.22
©0x?2 0y?  0z2 (1.22)

b) En cordonnées cylindrique (r,0,z) : T = f(r)

oT
AT_62T+1 T _1 3( ar) {23
“or: ' r or r or (1.23)

c) En cordonnées sphériques (r,0,¢) : T = f(r)

92T 2 9T 1 8%*(rT)

A=t o =7 o (1-24)
1.2.4. Bilan énergétique globale
a) En coordonnées cartésiennes :
0°T 0°T 9°T oT
ozt ot aZZl +P=pC, - (1.25)
b) En coordonnées cylindriques
Ger i

FIGURE 1.3. transfert thermique traverse un volume élémentaire, dr.r d¢ .dz, dans les
cordonnées cylindriques (r,¢, z) [6].
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0T 1 0T oT
c) En coordonnées sphériques
o + de
Fsing do
e
/ WA, 't..-:_"; | - -~ VIFW @
> sl i
| - [
N z <N AN
ﬂr.i"\\ ;II .-'}r Grsar
\ MjmmT
Gy

FIGURE 1.4. transfert thermique traverse un volume élémentaire, dr. r sindd¢g.r do, dans les
cordonnées sphériques (r,6, ¢)[6].

0T 201 pope, .27
or2 r or _p”at (1.27)

1.2.5. Etude de cas particuliers

1- A ne dépend que de la température du point considéré : A = f(T)

En calculant le produit scalaire gradA.gradT leéquation de la chaleur peut se mettre

sous la forme :

2o+ O () (O] 4 = e, 2 128
ST \ox ay) "\az ~ Py (1.28)
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2- A ne varie pasavec la température ou sa variation et négligeable : A = cst
C'est le cas d'un matériau homogene et isotrope alors I'équation de la chaleur devient :

oT
2.AT +P =pC,— (1.29)

3- le milieu est homogene, la conductivité est indépendante de la température et il n’y a pas

de source interne :

A = cst et P=0 (pas de dégagement de chaleur interne) :

ar . .
A.AT = pC, 3 (équation de Fourier) (1.30)
o _ 2 4r A (1.31)
gt pC, oC,

« : Diffusivité thermique (m2.s1).
4- La température n'est plus fonction du temps (régime permanent) : A = cst
4. a- Avec dégagement de chaleur interne : P + 0
A.AT +P =0  (équation de poisson) (1.32)
4. b-Sans dégagement de chaleur interne : P =0
AT =0 (équation de Laplace) (1.33)

1.2.6. Conditions aux limites spatio-temporelles pour la résolution de
I'équation de la chaleur

a) Condition initiale
Alinstant t =0 ; T,=f(x,y,20) (1.34)
b) Conditions aux limites

a- La température imposée sur la surface S (probleme de Dirichlet) : On suppose que T.est la
température de la surface convective :

T(0,t) = T, L
Ty = f(M,1) Ttx, 1)

—
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b- La densité de flux est imposée en surface (probleme de Neumann) :

q" est le flux convectif qui travers la surface convectif :

g, —» -
Tx, 1)
F—=x
— A(dT> =f(q".,b) .35
¢ = dxxzo_qu' (1.35)

c- Le transfert est linéaire a la surface (probleme de Fourier) :

Le flux de chaleur échangé par convection entre une paroi solide a la température T; et le
fluide qui a la baigne a la tempeérature T

o, 1),

dT

p=-2 <%)S = h(T, —T;) (1.36)

h est le coefficient d'échange superficiel par convection.

d- Contact entre deux matériaux.

dT, dT,
& (a) =4 (%) (1.37)

T,=T, Dou
|T1 - Tzl = Rﬂ.l (—n> = R/lz (—n) (I 38)

R est la résistance thérmique

-
Simulation numérique du traitement thermique d'un matériau 12



Chapitre | Transfert de chaleur

1.2.7. Transmission de la chaleur en régime permanant (T indépendant de t)

L'équation de la chaleur est sous sa forme la plus générale donnée par I'équation :

_— aT
A AT + gradA. gradT + P = ’DC’JE (1.39)

En régime permanant (T indépendant de t) il vient :
A.AT + gradA.gradT+ P =0 (1.40)

Conditions aux limites du probleme : les deux faces du mur sont maintenues a des
températures fixes dans le temps (conditions de Dirichlet) :

Io
{x =0 ;T=T,
x=1;T=T,
T
0 1 » X
tf—
—
grad T
- Remarqgue
A régime permanant la condition initiale ne joue aucun role.
Le Laplacien AT s'écrit alors :
AT = d°T [.41
L'équation devient :
d*T N dA dT [ 42
dx?  dx dx (1.42)
o4 (AdT) —0 (1.43)
dx\"dx/) '
1. si Aestconstant I'équation se réduit a :
ar _ t (L.44)
dx = cSte .
D’ou :
T=Ax+B (1.45)
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Donc la solution sera :

T=2—Lx+T, (1.46)

On obtient une répartition linéaire des températures. Les isothermes sont des plans
paralléles aux faces du mur ; donc la température est indépendante de la valeur du coefficient
de conductivité A ; donc indépendant de la nature du matériau [2].

La densité de flux de chaleur est déterminée par l'application de la formule générale de

Fourier :

_ dT
@0 =—AgradT-n = _AE (1.47)

(1.48)

La densité de flux qui traverse le plan isotherme correspondant a une valeur donnée de x
est constante dans toute la traversée du mur ; donc elle est conservative.

2. Si A varie avec la température :

A=2,(1+ aT) (1.49)

La résolution de l'équation de la chaleur donne comme solution une répartition des
températures en fonction de x.

T,+T,

1 T, —T 1
T(x)+§aT2(x) :%(1 +a )x +T, +§aT02 (1.50)

La densité de flux indépendant de l'abscisse (flux conservatif), donnée par la relation :

Ty —T, T, —T,
Q= /10(1+a—> (L.51)
l 2
Tel que :
T,—T,
S l L= —(gradT),, (1.52)
T, —T,
20(1 +a > )z/lm (1.53)

-
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1.2.8. Transmission de la chaleur en régime variable

Dans ce régime, soit la température n'a pas atteint une valeur d'équilibre, soit elle varie
périodiqguement dans le temps.

Pour plus de clarté, nous supposerons ici qu'il n'y a pas de source de chaleur a l'intérieur
de volume considére (sinon, il faut en tenir compte dans le bilan) [9] :
aT

AAT + gradA. graddT = pC Fr (I1.54)

Pour 1 = cst, léquation devient :

~ aT
WVAT) = pC—- (1.55)

On pose a = 1/(pC), diffusivité thermique du matériau, exprimée enm?.s~1. Plus le
matériau est ordonne, plus a est grande. L'ordre de grandeur de a est de 1 a 0,1 pour les cristaux,
et de 102 a 104 pour les liquides, les alliages et les solides amorphes [6].

1.3. Convection

La convection est un mode de transport d’énergie par I’action combinée de la conduction,
de l'accumulation de I'énergie et du mouvement du milieu. La convection est le mécanisme le
plus important de transfert d’énergie entre une surface solide et un liquide ou un gaz. Le
transfert d’énergie par convection d’une surface dont la température est supérieure a celle du
fluide qui 'entoure s’effectue en plusieurs étapes[8].

Ce mode de transfert de chaleur est basé sur le fait quil y a déplacement de matiere : il
ne concerne donc que les fluides (liquide et gaz). Contrairement a la conduction ou le transfert
de chaleur se fait par contact, dans le fluide, la possibilitt de déformation sous leffet de la
température permet de mettre en ceuvre des mouvements de ce fluide plus ou moins importants
[7]. Ces mouvements sont dus a :

1- des différences de pression
2- des difféerences de temperature.

Dans le premier cas, I'écoulement est dii a des forces extérieures (pompe, ventilateur...).
On est alors dans des conditions de convection forcée. C'est ce mode qui est généré lorsque
fon veut améliorer c’est-a-dire augmenter I'échange thermique.

-
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Dans la seconde cas, I'écoulement se fait naturellement : il est d0 a la différence de densité
des différentes zones du fluide. Ce phénomene est trés courant et s'appelle convection

naturelle.
Y
)
T (Température

du fluide)

Paroi solide

Hl

A NNNNNNNNNNY

Couche .
laminaire Is (Température de surface)

Zone
turbulente

Figure 1.5. Différents zones de flux convectif [7].

On peut exprimer la quantit¢é de chaleur transmise par convection entre une paroi solide
et un fluide est donné par la loi de Newton :

¢=h,.S.(T—T,) (1.58)
¢ : Flux échangé entre la surface et le fluide.
S : Surface d'échange.
h. : Coefficient d'échange superficiel.

Comme le transfert d’énergie par convection est trés mtimement lié au mouvement du
fluide, i est nécessaire de connaitre le mécanisme de I'écoulement du fluide avant d’examiner
celui de I'écoulement de la chaleur. Un des plus importants aspects de I’étude hydrodynamique
est d’établir si le mouvement du fluide est laminaire ou turbulent. Lorsqu’un fluide s’écoule en
mouvement laminaire le long d’une surface dont la température est differente de celle du
fluide, la chaleur est transmise seulement par conduction aussi bien a P'intérieur du fluide qu’a
I'interface entre le fluide et la surface. Par contre dans un écoulement turbulent, le mécanisme
de conduction est modifié et favorisé par d’innombrables tourbillons [8].

Lorsquun fluide s’écoule le long d’une surface, indépendamment de la nature de
I’écoulement —laminaire ou turbulent — les molécules a proximité de la surface sont ralenties
a cause des forces de visqueuses. Les molécules du fluide adjacentes a la surface y adherent et
-
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ont une vitesse nulle par rapport a la paroi. Les autres molécules du fluide s’efforcant de glisser
sur les premieres sont ralenties, phénoméne qui donne naissance aux forces de cisaillement.
Dans un écoulement laminaire I'interaction, appelée cisaillement visqueux, s’effectue entre les
molécules a une échelle microscopique. Dans I'écoulement turbulent une interaction entre les
masses du fluide a une échelle macroscopique, appelée cisaillement turbulent, se superpose au
cisaillement visqueux [7].

La région dans laquelle sont localisées les variations notables de la vitesse est appelee
couche limite hydrodynamique.

Borde d’attaque

Ugo

" sous couche limite
—* / laminaire
]
| fp— |AMINAIre - == P tUrDUIANTE  m—-

X=0 transitoire

Figure 1.6. profils des vitesses pour les couches limites laminaire et turbulente dans un
écoulement sur une plaque plane [8].

1.3.1. Convection forcée

1.3.1.1. Dans un tube

l
:

h. dépend de:

d) Vv, vitesse moyenne du fluide (m.s™1).

e) p masse volumique du fluide (kg.m™3).

f) C, chaleur spécifique du fiuide (J.kg™.°C™).
g) wviscosité dynamique du fluide (P,.s).

h) A conductivité thermique du fluide (W.m.°C).
i) D diametre intérieur du tube (m).

J) x abscisse (m).

-
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h. peut s'exprimer en fonction de 4 unités fondamentales (nombre adimensionnels) :

a- Nombre de NUSSELT : caractérise I'échange thermique entre le fluide et la paroi
h.D
b- Nombre de REYNOLDS : caractérise le régime d'écoulement ;
V..D
R, =2 m (1.60)
u
{Re < 2000 écoulement laminaire
R, > 3000 écoulement turbulent

C

Nombre de PRANDTL : Caractérise la distribution des vitesses par rapport a la
distribution de la température.

c
P.= % (L61)

d- Nombre de GRASHOF : Caractérise la force de viscosité du fluide.

D3B AT
Gr = % (1.62)
1.3.1.2. Entre un fluide et une plaque
a) Régime laminaire 1 plaque
-1 . hl V.1 2
T Nu==; Re= p—l;” ; N, = §}2;"5.3"'33 (1.62)
Vin _
h =Valeur moyenne entre O et 1
0
b) Régime laminaire entre 2 plaques
h2e V.2e _
Ny=—=; Rezp’; ;N, =3.4 (1.63)

A
h 4

-
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c) Régime turbulent 1 plaque

| 038
_ 0,036.R,”".P V.
N, = e0,6 - ;o R = £ m (1.64)
T 1+0,83(P." —1) U

Ve

d) Régime turbulent entre 2 plagues

p
v
7 N, =0,036.R>®p>*
7 V2
e R, =27 (Formule de COLBURN ) (1.65)
1.3.1.3. Propriétés des fluides
Tableau 1.2. les propriétés thermophysiques des differents milieux [7].
. Conductivite Viscosité Masse Chaleur
fluide Ter;peorgture thermique dynamique | volumique spécifique
0 AW.m™.oCt) | p(Pas) |p(kgm™3)|C,Jkg™".°C™h)
-20 0,02256
0 0.02313 17,19 10 1000
20 0.02512
air 40 0.02652
50 0.02680 19,26 10 1,275 1005
60 0.02791
80 0.02931
100 0.03070 21,34 10® 1009
0 0,555 1,789 107 1000 4220
5 1,515 103
10 1,306 103 4183
20 0,598 1,005 103 998 4178
30 0,802 103
eal 40 0,627 0,653 10 992 4178
50 0,550 103 988
60 0,651 0,470 1073 983 4191
70 0,406 10 977,7
80 0,669 0,355 103 971,6 4199
90 0,315 107 965,6
100 0,682 0,282 10 985,1 4216
vapeur 100 0,025 0,012 8 1900

-
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La masse volumique da lair qui se comporte comme un gaz parfait peut s'écrit dans les

conditions normales de pression (P=101325 Pa) sous la forme :
273

=0, — [.66
P = Py T+ 273 ( )

Avec p, masse volumique a 0°C; T température de l'air en°C.

1.3.2. Convection naturelle

1.3.2.1. Principe

Lorsqu’un fluide se trouve en contact avec un corps chaud, sa température augmente et
sa masse Vvolumique diminue, et il se déplace (il monte) par rapport au corps chaud. Cet
écoulement de fluide le long de ce corps chaud entraine un phénoméne de convection que I’on
appelle naturelle ou libre. Si le fluide est plus chaud que le corps, I'écoulement se fera vers le
bas mais il y aura toujours de la convection [11].

¢=h.S.(T,—T;) (1.67)
1.3.2.2. Grandeur caractéristique

13.p% g.BAT
G, = ,u—z nombre de GRASHOF (1.68)

Le nombre de GRASHOF est a la convection naturelle ce que le nombre de Reynolds est
a la convection forcée.

[ : Dimension linéaire caracteristique de la surface d'échange (ex : coté d'un carré diametre d'un
tube...) en m.

S : Coefficient de dilatation volumique du fluide en(°C)~?.
AT : Ecart de température paroi fluide en(°C)~1.

g : Accélération de la pesanteur(9,81 m.s?).

p : Masse volumique du fiuide en (kg.m?)

u : viscosité dynamique du fluide en(Pa.s).

-
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«— Conwvection turbulente G, > 10°

., GpCritique = 10°

. - 5
Convection laminaire G, < 10

1.3.2.3. Expression de NUSSELT

Les relations sont de la forme :
N,=C.(G..P)" (1.69)

Avec : n=1/4 pour la convection laminaire.
Le coefficient C dépend du régime de convection et de la géométrie :

k) Convection laminaire 0,2 < C < 0,6
I) Convection turbulente 0,07 < € < 0,15

Tableau 1.3. Coefficients d'échange pour lair en convection naturelle (régime laminaire) [8].

Géométrie et orientation de Coefficient de convection Dimension caractéristique
la paroi laminaire h_c (W.m™2.°C) (m)
Plaque verticale dont la 0,25
hauteur est inférieur a 30 cm h, = 1,42 (F) H : hauteur de la plaque

(ou cylindre vertical)
Plaque verticale dont la
hauteur est supérieur a 30 h, =1,78.AT%*
cm (ou cylindre vertical)

. . AT D, : diametre extérieur du
Cylindre horizontal h, =132 (D_) oyfindre
Plague horizontale chauffant AT\%2%5 ,
vers le haut h, = 1,32 (T) L : largeur de la plaque
Plaque horizontale chauffant AT\%25 L - larceur de la plague
vers le bas h. = 0,66 (T) - larg plag
0,17 L .
sphére h, = (1,14 + 5 )AT"'25 D : diamétre de la sphere

AT = Ecart de température paroi-air

-
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l.4. Rayonnement

Contrairement aux deux autres modes d'échanges d'énergies que sont la conduction ou la
convection, le rayonnement ne nécessite pas l'existence d'un support matériel. Il se propage
dans le vide, comme dans tout type de milieu. Si ce milieu est homogeéne, il se propage en ligne
droite [21].

1.4.1. Rayonnement électromagnétique et tempeérature

Tout corps porté & une température T (K) non nulle émet de I'énergie sous la forme de
rayonnement photonique. Réciproquement, un corps soumis a un rayonnement extérieur peut
en absorber une partie qui se transforme en chaleur et élever sa température.

1.4.2. Interaction rayonnement — matiere

Le comportement de la matiére vis-a-vis du rayonnement est une fonction de la longueur
d'onde.

Supposons un corps quelconque soumis a un rayonnement incident monochromatique
d'intensité 1. une partie [,,.de ce rayonnement est ainsi réfléchit, un autrel,, transmise et une
derniére I,,absorbée (figure) :

Figure 1.7. les difféerentes parties d'un rayonnement arrivé sur la surface de matiere [19].
On définit ainsi :

o Le coefficient de réflexion p(1) = I,./1,
o Le coefficient de réflexion t(1) = 1I,, /I,
o Le coefficient de réflexion a(1) =1, /1,

-
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(Onaévidemment :p+7+a =1)

Il est rappelé sur le graphe si dessus que le matériau émet un rayonnement
indépendamment du rayonnement recu.

1.4.3. Quelques définitions
a) Corps noir

Un corps noir est un corps qui absorbe tout le rayonnement qui lui parvient, quel que soit
la longueur d'onde A. Ceci signifie donc ici que a=1etp=1 =0.

Par opposition au corps noir, les corps dont a différent de 1 sont dits gris.
b) Emissivité :

Un corps est caractérisé par une émissivité & définit par le rapport du rayonnement
absorbé sur celui regu.
Cba
P

£= (1.70)

Par conséquent, pour un corps noir, € = 1.
c) Radiance (E) :

C'est le flux émis dans un demi-espace par unit¢ de la surface. On parle aussi de
luminance, émittance énergétique ou pouvoir émissif total.

1 1 .
E=c fl.dQ:E-deD [Wm™2] (1.71)

Lorsque l'on parle de radiance monochromatique, on considére E pour A donnée (noté
dans ce caskE),).

1.4.4. Loi fondamentale de rayonnement

Le rayonnement d'un corps étant lié a I'énergie des particules qui le constituent, tout
passage d'une particule d'un niveau a un autre se traduit par I'émission d'un photon de fréquence
f; et d'énergie élémentaire donnée par la relation d'équivalence [8]:

Qi = hf;i U1 (1.72)
Avec :

h =6,6263.1073% [].s] (Constant de PLANCK)

-
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A;: signifie que l'énergie elémentaire Q est celle d'un seul photon émis a la fréquence

| &

fi= (L.73)

~

~

A Longueur d'onde.

c : vitesse de propagation d'onde. (¢ = 2,9979.108 (m.s~1) Dans le vide).

1.4.4.1. Loi de Stefan-Boltzmann

La radiance E correspond a laire de la courbe E(A) donnée par la loi de Planck. La
radiance est I'énergie totale émise par un corps a une température T sur tout le spectre de
longueur d'onde. Elle s'écrit :

E=¢0.T* (1.74)

o =5,675.10"8 (W.m 2.K~*) Est une constante déterminée grace a la thermodynamique
statistique.

1.4.4.2. Loi de Wien

L'abscisse du maximum de la courbe de E; en fonction de A est donnée par :

T(K) | Apax (um)

300 |9,66

500 |5,80 Apar T = 2,89 <1073
750 | 3,86

1000 | 2,90

2000 | 0,97

5780 |0,50

On voit que 4,,,, est inversement proportionnelle a la température absolue. Le tableau
ci-dessus donne les valeurs de 4,,,, pour quelques températures.

1.4.5. Transfert par rayonnement entre surface

Le réle du rayonnement dans les transferts de chaleur entre surfaces est d'autant plus
important que I'écart de température entre elles est grand. Nous nous plagons, dans cette partie
a l'équilibre thermique.
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a) Entre corps noirs

Soient deux surfaces planes de corps noirs en regard, de températures respectives T1 et T2.

T1>=T2 12

La surface (1) émet @, = 0.S.T;* etabsorbe @, = 0.S.T, .
La puissance cédee par (1) a (2) est donc :
®,,,=0S(T=T} (1.75)
La réciproque s'applique a la surface (2).
b) Une seule des surfaces est noire

La surface (1) émet toujours @, = ¢.S.T;* . La surface (2) absorbe &. @, et réfiéchit (1 — )P,
. Elle émet en plus @, = g.¢.S.T,. La puissance cédée par (1) a (2) est donc :

¢) Entre corps gris

C'est un processus cumulatif. La surface (1) émetd, = ¢,.0.5.T;*. La surface (2) absorbe
&,. @, et réfléchit (1 —&,)P,. Par conséquent, la surface (1) absorbe alors &, (1 —¢&,)P, et
elle réfiéchit :

A-¢).(1-¢), (1.77)

La réciproque s'applique a la surface (2). On obtient des séries en &; et &, (identites
remarquables) et on aboutit ainsi a la puissance cédée par (1) a (2) :

£1-&

oS- (T}—T,} 1.78

-
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Chapitre 11 Modeéles mathématiques

I1.1. introduction

Dans le mode de transfert par conduction, la chaleur diffuse de proche en proche, de la
particule la plus énergétique d’une substance a ses voisines dont I’énergie est plus basse, par
chocs. Dans les solides ce transfert thermique est dd a la combinaison de la vibration des atomes
de la matiére et le transport d’énergie par les électrons libres [18].

Dans ce chapitre, on s’intéresse a I’étude du champ thermique par la méthode des
differences finies, en considérant un cas non stationnaire.

Le modele mathématique considéré dans ce travail est I'équation de la chaleur qui décrit
la distribution de température dans le systeme a traiter. La méthode numeérique choisie pour la
résolution de I'équation de la chaleur est la méthode des différences finies. Bien qu’il existe
bon nombre de méthodes numériques telles que la méthode des éléments finis, la méthode des
volumes finis et la méthode des lignes de transmission pour la résolution des équations aux
dérivées partielles non stationnaires, la méthode des differences finies a été adopté dans ce
travail particulicrement pour sa simplicit¢ d’implémentation. Cette approche prouve son utilité
dans la mesure ou elle permet d’accéder a des informations de base intéressantes, sans pour
autant nécessiter de gros moyens de calcul ou un logiciel particulier [16].

Dans le cas de la conduction, le profil de température évolue selon I'équation de diffusion
thermique suivante :

(IL1)

O°T 0T 9T\ _aT
Noxz " ayz T a22) T 3¢

Cette équation de conduction thermique a été développée en se basant sur la théorie de
conservation de [Iénergie au niveau d’un ¢élément appartenant a un mileu donné
indépendamment des conditions thermiques aux surfaces de ce milieu. Cependant, on sait que
le flux de chaleur et la distribution de température dans un milieu donné dépendent des
conditions surfaciques [6].

a. Condition initial :

At=0:
T(x,y,2,0) =Ty(x,y,2) (I 2)

b. Conditions aux limits :

Etant donné que les conditions aux limites traduisent le lien entre le milieu étudié et le
milieu extérieur, i est évident qu’il en existe plusieurs types. Nous ne présenterons que celles
avec lesquelles on travaillera par la suite [19].
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b.1) Température imposée (probleme de Dirichlet) [7] :
ax=0; g, @®O=T,

ax=1L ; g,(T)=T,

Notons que T,et T, sont des températures fixes bien déterminées.

b.2) Densité de flux imposée (probleme de Neumann) [7] :

ag,(t)
-1 = I1.3
ot q1 (IL.3)
ag,(t)
—AT =(q, (H 4)

Dans ce cas, q, et g, sont des flux imposés a la surface.
11.2. La méthode des différences finies

11.2.1. Principe

La méthode des différences finies consiste a approximer les dérivées des équations de la
physique au moyen des développements de Taylor et se deduit directement de la définition de
la dérivée. La grille aux differences finies doit cependant étre rectangulaire et parallele aux
axes de coordonnées du systeme [9].

Soit u(x, y, z, t) une fonction de l'espace et du temps. Par définition de la dérivée, ona :

ou o ulx+ Ax,y,z,t) —u(x,y,t)
ax dm, Ax (IL.5)

Si Ax est petit, un développement de Taylor de u(x + Ax,y, z, t) au voisinage de x donne :

ou(x,y, z,t) N Ax?0%u(x,y, z,t)
0x 2 d0x?

u(x + Ax,y,z,t) = u(x,y,zt) + Ax

Ax30%u(x,y,zt
(x,y )+._.

II.6
6 dx3 (1L.6)
En tronquant la série au premier ordre en Ax, on obtient :
ulx+ Ax,y,z, t) —u(x,y,t ou(x,y,z,t
( y,580 —u@y ) _uxynt oo aL7)

Ax 0x

L’approximation de la dérivée %es‘[ alors d’ordre 1 indiquant que lerreur de

troncature 9 (x) tend vers zéro comme la puissance premiere du Ax . La puissance de 9(x) avec
laquelle Terreur de troncature tend vers zéro est appelée ordre de la méthode [16].
|
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11.2.2. Modélisation numérigue par la méethode des différences finies

11.2.2.1. principe

On transforme en tout point et & chaque instant I'équation de la chaleur et les conditions
aux limites spatio-temporelles par des équations algébriques qui donnent une approximation
du probleme. On obtient ce résultat en remplacant le domaine continu par un modele discontinu
de points, et les dérivées partielles par des différences finies [9].

11.2.2.2 Application de la méthode des différences finies aux problemes
bidimensionnels permanents

Nous traitons ici l'établissement du systeme d'équations linéaires relatif a un systeme a
deux dimensions(T (x,y)).

y 3

5

Figure 11.1. Subdivision de domaine du calcul dans les deux dimensions [9].

A lintérieur du réseau considérons un nceud numéroté 1 et ses voisins immédiats
numérotés 2, 3, 4, 5. Soient k les distances de ses points. Utilisons les développements limités
pour calculer en fonction de T, (température du nceud 1) les températures T, T;, Ty, Ts.

oT k?0°%T

T2:T1+ka+7ﬁ+ etc ... (118)
oT k?0°%T

T3:T1+k@+7w+ etc ... (119)

__________________________________________________________________________________________________________________|
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oT k?0°T
T4=T1—ka+7ﬁ+etc (1110)
oT k?0°T
T5=T1—k$+7ﬁ+etc (1111)
En additionnant les 4 équations, il vient :
’T | o°T
T, +Ts+ T, +Ts =4T1+(F+W)k2 (1L.12)
Or:
62T+62T—0 (équation de Lplace)
ax? Ty = equation de Lplace
Dou:
T,+ Ty +T,+Ts —4T, = 0 (I.13)

On pourra écrire en chaque nceud du réseau une relation de ce type. On aura donc
remplacé l'équation de Laplace par un systeme d'équations algébriques.

11.2.2.3. Etablissement des conditions aux limites

Dans le cas de conduction aux limites de Dirichlet (température connues sur la frontiere)
il 'y a pas de probléeme particulier. Dans toutes les équations algébriques ou apparaissent des
neeuds situ€s sur une limite, les températures de ces nceuds seront des données du probleme

[17].

Dans le cas de conditions aux limites de Fourier on procéde comme suit :

3 limite du
k / probléme
1 k|2

Figure 11.2. Condition aux limites de probleme de Fourier [9].

__________________________________________________________________________________________________________________|
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dT
—A(—) =h(T,—T I1.14
Z), == T) (1L.14)
Avec
dT
T, =T, —Ax (E)Z + - (IL. 15)
D'ou
dr\ T,-T,
— = II.16
(dx)2 Ax ( )
T,—T
p) ZAx L= n(T,-T,) (1.17)
Que l'on écrit :
Ar (’1+h)T— hT .18
AX 1 AX 2 0 ( - )

11.2.2.4 Application de la méthode des différences finies aux problemes
unidimensionnels en régime variable

Soit a résoudre I'équation de la chaleur unidimensionnelle :

A
0°T 0T (IL.19)
A— = — .
0x%2 Ot
temps
A
p+1
} I 1-6
pt+o
At
]
s i Y p
AX
n-2 n-1 n nt+1 n+2
espace

Figure 11.3. Discrétisation de l'espace temporelle [8].

__________________________________________________________________________________________________________________|
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Choisissons un pas d'espace Ax et un pas de temps At, et plagons nous a un instant
intermédiaire définit parp +0(0 <0 < 1). Il vient :

OT\P*®  Ax? (92T\P*°
TP = P40 4 Ax (—) + —<—> + oo (1. 20)
ntl n ox/, 2 \0x2 .
OT\P*®  Ax?[(92T\P**
TPHO = TP+ _ Ay (—) + —<—> + (IL.21)
n-1 " ox/, 2 \0x2 .
D'ou
92T\P*? TPy PO _ oo
W = Ax?2 (H 22)
n
Pour le plan numéroté n la discrétisation dans le temps fournit :
(%]
TP = TP*0 L At(1 - 0) <a_T)P+ + - (1.23)
n —n '
at/,
aT p+9
TP = TP0 _p¢ 9(0_) o (11.24)
t/n
D'ou
aT\P*? 1
—) =—(TPf TP I1.25
<at >n At ( n n ) ( )
De ces équations on obtient :
TP =9 TP+ (1-0) TP (11.26)
Et de la méme maniere en genéralisant pour les plans n+ let n—1:
T’ =g TP + (1-6) TP, (11.27)
TP =T’ + (1-6) TV, (11.28)

En remplacant les expressions de TP*', TP?  TP*? et en écrivant Iéquation de la
chaleur au plan netalinstant p + 6, il vient :

at +1 +1 1 a(l1-6) 1 1
ﬁ(T,f+1 + TP —2TP* ) + T (TP, +TP —2TP)= o (TP** —TP) (1L.29)
2
En posant M =2 on aura :
alt

__________________________________________________________________________________________________________________|
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0 1-6
Tt =Ty = (TR + T = 2T + — = (T, + T, — 2T7) (11.30)

a- schéma explicite (6 = 0) :
On obtient :

2 1
TP+ = (1 _M) TP +M (TP, +TF ) (11.31)

Ce schéma est dit explicite car & chaque instant la température en tout point est calculable
en fonction de la répartition de température a l'instant précédent.

temps t+At / /_____ 1 —\ /
temps t
n-1 n n+l

11.2.2.5. Condition de convergence

La valeur de M est déterminée par le choix de Ax etAt. Ces deux valeurs sont
indépendantes. Tout fois il faut les choisir de maniére & ce que le coefficient (1— %) soit
positif c'est-a-dire M > 2) pour que la méthode numérique converge [18].

Dans le cas particulier ou M = 2 la formule précédente devient :

P p
Tfﬂ = % (11.32)

b- schéma implicite (6 = 1): On obtient :

temps t+At /11-] n n+1
temps t
n
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n+1

1 2
TP = — M (TPr+ TP ) + TP+ (1 + M) (I1.33)

Dans ce cas la température a linstant ¢+ Atn'est plus explicitement calculable en
fonction des températures a linstant t. contrairement & la méthode explicite, la méthode
implicite est toujours convergente [11].

c- schéma de Crank-Nicolson ( 0= %) :

Il vient :

1 1 1 1
Tr?ﬂ - m (Trﬁ: + Tr?j1 - 2T1f+1) = Trijﬁ (Trf’+1 + Tr?—l - ZTrf) (11.34)

Ce schéma est implicite comme le précédent. Il ne présente pas non plus de condition de
convergence.

11.3. résolution de I’équation de la chaleur par différences finies

L’approche principale de I'analyse numérique d’un probleme de conduction thermique
réside dans le remplacement de I'équation differentielle, qui représente une distribution
continue de la température dans I'espace et le temps, par une équation aux différences finies,
qui ne peut rapporter que des résultats a des emplacements et moments précis dans le corps
(nceuds du maillage) [16].

La solution numérique procéde par I'écriture d’une €quation nodale pour chaque nceud
mtérieur et surfacique n’ayant pas une température fixée (constante), détermmant I'incrément
temporel maximal At pour la taille sélectionnée de la grille et la diffusivité thermique du
matériau, et puis en utilisant les équations nodales pour trouver les solutions des étapes
suivantes de At jusqu'a ce que le temps final fixé soit atteint [18].

11.3.1. Discrétisation de I’équation de la chaleur a une dimension

Considérons le probleme de la conduction de la chaleur dans une barre finie de longueur
L. Le champ de température T (x, t) Vérifie l'équation de la chaleur :

aT 0%T

Ol a= %est la diffusivité thermique, A est la conductivité thermique, p est la densité,
p

et C, estla capacité thermique.
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A cette équation s'ajoute deux conditions aux limites aux extrémités de la barre :

T(0,t) =T, (I1.36)

T(L,t) =T, (IL.37)
Ainsi qu’une condition initial:

T(x,0) =T, (I1.38)

L'intervalle  [0;L] est discrétisé en N +1 noeuds de coordonnées x;
(i variant de 0 a N) régulierement espaces. Notons Ax le pas d'espace. Le temps est discrétisé

en intervalles de pas constant At .

Notons T} la température au nceud x; = iAx eta I'instant £ = iAt .

On peut utiliser deux approches pour discrétiser cette équation de la chaleur.
a) Schéma implicite:

Nous utilisons un schéma arriere d'ordre 1 pour évaluer la dérivée temporelle et un

schéma centré d'ordre 2 pour la dérivée seconde en espace :

aT\™*! 2T\
(E) =a (W) (H. 39)
L i
oT n+1 T+l _Tn
L L
(E)- S (IL. 40)
l
PT\™ TP - 2T 4 TR L
axz) - Ax? (Il-41)
i
En posant A = aAATtZ , la tempeérature a litération n + 1 est donnée par :
TP = (1+ 20T — AT + T (11.42)

On constate que les inconnues a litération n + 1 sont reliées entre elles par une relation

implicite. Ce schéma implicite est toujours stable.
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La forme matricielle s'écrit :

1420 -2 . . . 0 0 0 0 0 0O T, \ V1 T, +AT,\ "
2 1421 —1. . .0 0 0 0 0 T, T,

0 -2 1421 -1 . . 0 0 0 0 T, T,

0 0 0 0 0 . . —1 1+22 A\, Ty,

O 0 0 0 0 0 . . —2 1424 \1_, Ty 4T,

A chaqgue itération, le vecteur des inconnues discretes se détermine par résolution d'un
systeme linéaire. La matrice du systeme étant tridiagonale, un algorithme de Thomas (basé sur

la méthode du pivot de Gauss) est trés souvent utiliseé [18].
b) Schéma explicite :

Nous utilisons un schéma avant d'ordre 1 pour évaluer la dérivée temporelle et un schéma

centré d'ordre 2 pour la dérivée seconde en espace :

aT\" a2T\"
t i
6T n Tin+1 _ Tin
(E) = —ar (1I.44)
4
2T\" Tr, —2T"+ TR
i

La température a litération n + 1 est donnée par :

i variant de1a N — 1.

__________________________________________________________________________________________________________________|
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La forme matricielle s'écrit sous la forme :

1-24 A . . . 0 0 0 0 0 0\ /T+aT,\" T, \ V1
A 1-24 A . . . 0 0 0 0 O T, T,
0 A 1-212 A . ... 0 0 0 O T T
0 0 0 0 0 . . A 1-22 —2 Ty_, Ty,
o 0 0 0 0 0 . . A 1-21 \T,_,+AT, Ty_1
Condition de stabilité de schéma explicite :
At < 1 I1.47
Taxz =2 (IL.47)

11.3.2. Discrétisation de I’équation de la chaleur a deux dimensions

Considérons le probleme bidimensionnel non stationnaire de la conduction de la chaleur

dans un domaine rectangulaire[0 ;L,] x [O; Ly]. L'équation de la chaleur s'écrit comme suit :
oT 0°T 0°T
+ (11.48)

at - “\axz T oy

Le domaine de calcul est discrétisé en (N + 1) X (P + 1) noeuds (x;,y;), (i variant de 0

a N et j variant de 0 a P). On supposera que les pas d'espace dans chaque direction Ax et Ay

sont constants. La température discrete aunceud (x;,y;) a linstant ¢ = nAt sera notée :
TR =T™(x,y;) (1.49)
a) Schéma implicite :

Nous utilisons un schéma arriére d'ordre 1 pour évaluer la dérivée temporelle et un

schéma centré d'ordre 2 pour la dérivée seconde en espace :
<6T)"+1 (aZT 92T\""*
— =a|=—+ —> (I1.50)
dat ij dx? 0y2 Lj
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(a_T)"“ _Tm =T (IL51)
1
<62T>n+ e (11.52)
> :
0x y
1
<62T>n+ - i LT (I.53)
> :
dy L
En posant 4, = aAAth etd, = aAATtZ, la température a litération n + 1 est donnée par :
TR = (14 22, + 22) T/ = A, (TS + TIY) — 2,(TR + T (11.54)

Ouivarie del1aN —1letjdelaPr.
b) Schéma explicite :

Nous utilisons un schéma avant d'ordre 1 pour évaluer la dérivée temporelle et un schéma
centré d'ordre 2 pour la dérivée seconde en espace :

(6T)" (62T N 02T>” (IL55)
— —_ a —_— — .
at ij axz ayz i
—] =——— II.56
&), "= (1:56)
ox?) Ax? '
LJ
ayz N Ayz )
LJ
En posant 4, = aAATtZ eta, = aAATtZ, la température a ltération n + 1 est donnée par :
TP = (1= 22, = 22 )T + Ay (TP + Thy ) + A, (TH y + T ) (11.59)
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Pour que le systeme soit stable il faut que :

(At+At)<1 I1. 60
“\axz2 T ay2) =2 (11.60)

11.3.3. Discrétisation de I’équation de la chaleur a trois dimensions

Considérons le probléme tridimensionnel non stationnaire de la conduction de la chaleur
dans un domaine rectangulaire[0; L] x [0;L,] x [0;L,]. Le champ de température T(x, Y, 2),

vérifie I'équation de la chaleur :

aT 02T 82T 9°T
= (I.61)

— = + +
ot~ “\oxz " ayz " 922

Le domaine de calcul est discrétisé en (N + 1) x (P + 1) x (d + 1) neeuds (x;,¥, 2), (i
variant de 0 a N, j variant de 0 a P et k variant de 0 a d). On suppose que les pas d'espace dans
chaque direction AX, Ay et Az sont constants. Le temps est discrétisé en intervalles de pas

constant At. La température discrete au neeud (x;,Y;, Z) ) sera notée a I'instant t= nAt :
Tl =T"(x07), 21 (1L62)

En utilisant les deux approches précédentes pour discrétiser cette équation, et en posant :

At t

At A
Al=am,12=amet /13=am

a) Schéma implicite :

Tl = (14 240+ 22, + 22T = A (TEEY ko + T ) — Ao (T8 e + T

— A3(TIea T (1L63)

b) Schéma explicite :

T = (1= 22, = 24, = 2A)T] , + Al(Tiril,j,k + T 1,j,k) + ’12(Ti3'—1,k + Ti3'+1,k)

+ A3(T0 o1 T k) (IL64)
|
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Le systéme est conditionnellement stable pour :

(At+At+At><1 L 65
“axz " ay? T az2) =2 (IL.65)

I1.4. Comparaison des schémas explicite et implicite

Un avantage évident du schéma explicite par rapport a I'implicite est que I’équation
différentielle progressive donne la température future d’un seul nceud en fonction de celle au
temps présent du nceud actuel et ses voisins. Il est alors possible de calculer les températures

pour un incrément temporel donné neeud par nceud [13].

Dans le schéma implicite les températures nodales au moment présent sont exprimees en
fonction des valeurs initiales et les valeurs présentes de leurs voisins. Alors, a chaque pas de

temps, un ensemble d’équations doit étre résolu [14].

I11.5. Conclusion

Dans des cas réels, la géométrie d’un corps, ainsi que les conditions aux limites sont trés
complexes pour que la solution puisse étre obtenue par les méthodes analytiques. Le but
recherché par ces méthodes est de faire une approximation des équations différentielles et les

conditions aux limites par un groupe d’équations algébriques.

La méthode des différences finies, qu’on adoptera par la suite, permet par I'intermédiaire
de la discrétisation de I'équation de chaleur, la transformation d’un probléme continu en un
probleme discret contenant un systeme d’équations algébriques, dans le but d’obtenir une
solution exacte de I'équation d’origine discrétisée. Et ce en tenant compte des conditions aux

limites.
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Chapitre 111 simulation numerique

I11.1. Introduction

La modélisation de phénomene de traitement thermique nécessite une analyse
phénoménologique de probleme. Les hypothéses simplificatrices deviennent un outil solide
pour simplifier les équations du transfert de la chaleur dans le matériau.

Néanmoins, les caractéristiques geométriques interviennent pour négliger quelques
termes par rapport aux autres termes. L'objectif principal de cette analyse est de modéliser le
probleme du transfert thermique dans les métaux.

Les methodes des différences finies et des élements finis, actuellement intégrés dans des
logiciels commerciaux trés performants, sont les plus couramment utilisées pour résoudre des
problemes relevant du domaine du génie mécanique, de la thermique et plus généralement du
génie des procedés [6].

Le but de ce chapitre est de présenter les techniques et méthodes expérimentales adoptées
pour la caractérisation d’un traitement thermique.

Dans ce travail, nous intéressons juste la conduction et la convection.

111.2. Propriétés thermiques des matériaux solides

Dans de nombreuses applications, entre autres I'étude des transferts thermiques, il est
nécessaire de connaitre les propriétés thermiques des matériaux. Définissons les propriétés
thermiques dont on aura besoin dans notre étude.

a) La conductivité thermique (K) : La conductivité thermique des matériaux
mesure leur aptitude a conduire la chaleur. La conductivité¢ thermique de la phase
solide d’un métal de composition connue, ne dépend principalement que de la
température et du point consideré ; dans le cas des milieux homogenes elle ne depend
que de la température. En général, la conductivité thermique des métaux purs diminue
avec I'augmentation de la température, les éléments d’alliage tendent a inverser cette
tendance [13].
Tableau I11.1- k, et a de quelques matériaux [13] :

matériau ko (W.m™1K™1) ax107* (K™
Aluminium 246.985 -2.227
Chrome 97.123 -5.045
cuivre 401.5725 -1.681
acier 62.256 -7.027
acier inoxydable 14.695 +10.208
Uranium 25.679 +8.621
Carbone 1.7376 +6.906

_____________________________________________________________________________________________________________________|
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La conductivité thermique des matériaux hétérogénes dépend nettement de la densité
du corps. Comme régle géneérale, la conductivité thermique des mateériaux hétérogenes
croit et avec la température et avec la densité [12].

k =ky(1+ aT)
b) La chaleur spécifique (Cp) : La chaleur spécifique d’un matériau mesure la
variation de son énergie emmagasinée avec la température. Pour les solides, les
valeurs de Cp sont légérement dépendantes de la température et encore moins

affectées par la pression [12].

Le tableau I11.1 donne, pour quelques matériaux, un apercu sur les valeurs que peuvent

prendre ces propriétés.

W.m LK1t

(1. 1)

Tableau I11.2- proprietés thermiques du quelques matériaux [20].

matériau

p(kg.m=>)

C,(J kg™ K™)

k(W.m 1. K1)

Ag

10500

230

428 (300K)
412 (500K)
375 (1000K)
197 (2000k)
191 (3000K)

Al

2700

900 (300K)
1000 (1000Kk)
1700 (1500Kk)

237 (300K)
238 (500K)
375 (1500K)

Au

19300

130

315 (300K)
309 (500K)
278 (1000K)

Cr

7200

460

95 (300K)
85 (500K)
65 (1000K)
67 (1500K)

Cu

8940

390 (300K)
410 (500K)
470 (1000K)

397 (300K)
388 (500K)
356 (1500K)

Fe

7860

460

80 (300K)
62 (500K)
33 (1000K)
32 (1500K)
43 (2000k)
46 (3000K)
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c) La diffusivité thermique (o) : Donnée par le ratio de la conductivité thermique
par la capacité thermique volumique (densité multipliée par la chaleur spécifique),
son unit¢ est : n?/s. L’énergie thermique diffuse rapidement a travers les substances
avec un grand a, et lentement pour ceux avec un faible o [12].

0 =— (111 2)
111.3. Le maillage

Le maillage est un ensemble de points du domaine de définition sur lequel on va
appliquer la méthode des différences finies. Pour une application définie sur un domaine D, on
sera amené a choisir, éventuellement, des points du contour du domaine de définition. On
appelle le pas du maillage la distance entre deux points successifs du maillage voisins [18].

En dimension 1, cela se simplifie en différence des abscisses. Ce pas n'est pas
nécessairement constant, il peut méme étre judicieux de ne pas le fixer comme tel. Le pas
(global) de rl'approximation peut étre défini comme le plus grand pas du maillage. Ainsi, si ce
pas global tend vers 0, cela veut dire que la répartition des points du maillage dans lintervalle
choisi tend a se faire sur tout le domaine d'étude par densité [6].

Le maillage s’applique sur le domaine temporel et dimensionnel comme le montre la
figure 111.1. Dans l'espace dimensionnel, on peut effectuer un maillage uni, bi ou
tridimensionnel, comme lillustre la figure III.1 :

Temps 2
(indice: n)’

- Espace =

(indice:7)

Figure I11.1 : Discrétisation de I’espace dimensionnel et temporel [18].
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La discrétisation du domaine de calcul ou le choix des éléments du maillage est
conditionné par la forme géométrique de ce domaine. Pour le cas du domaine simple en
coordonnée cartésienne, il peut étre discrétisé par des éléments ayant la méme forme que le
domaine de calcul [10].

ty
L °
& s e ® .
i . . ol e
1':' 7
P S Y o | o® ..
]

o e | @ @ [ ] L ] .‘.

Figure 111.2. Exemple de discrétisation du domaine de calcul [10].

111.4. Méthode de résolution numérigue

Soit a résoudre I'équation de Laplace sur un domaine (D) limit¢ par un contour (C). On
réalise un maillage du systéme avec un pas dx en général identique dans toutes les directions
du plan.

On affecte a chaque point du domaine (D) une valeur initiale de la température :

- égale a la température imposee sur les points du contour ou la condition limite
impose une température.
- arbitraire ailleurs mais la plus « réaliste » possible.

La résolution s’effectue par la méthode itérative de Gauss-Siedel. On effectue des
itérations successives consistant a remplacer la valeur de la température en chaque nceud du
maillage par la valeur calculée par I'équation aux différences finies qui lui est associée. Une
itération consiste a effectuer un balayage complet de tous les nceuds, ligne apres ligne et de
gauche a droite pour chaque ligne par exemple. Les valeurs recalculées sont immédiatement
prises en compte pour le calcul de la valeur de la température T aux points d’ordre supérieur
(points situés a droite et en-dessous dans le mode de balayage proposé) [3].

_____________________________________________________________________________________________________________________|
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111.4.1. Expression de I’équation de Laplace en différences finies

Dans le cas ou la méthode du coefficient de forme ne peut pas s’appliquer (surfaces non
isothermes par exemple), il faut résoudre I'équation de Laplace numériquement. On utilise par
exemple une méthode aux différences finies en discrétisant le domaine considéré (espace ou
plan). On traitera dans ce qui suit le cas tridimensionnel d’espace [11].

On considere un milieu sur lequel on a appliqué un maillage de pas dx, dy et dz tel que
représenté sur la figure ci-dessous :

T A

T -

Figure 111.3 : Représentation du maillage du domaine (D) [6].

Les dérivées partielles de la température T peuvent s’exprimer selon les formules suivantes :

(0T -T

| _| — mmnk m-—1,nk

an mognk & 1.3
| a_T _ Tm+1,n,k B Tm,n,k ( . )
kax m+%,n,k Ax

_____________________________________________________________________________________________________________________|
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|(6—T| _ Tm,n,k - Tm,n—l,k
433’ mn-t Ay (111 4)
a_T — Tm,n+1,k — Tm,n,k .
Lay m,n+%,k Ay
Ifa_T _ Tm,n,k - Tm,n,k—l
0zl n, -2 Ay (111 5)
| a_T — Tm,n,k+1 - Tm,n,k .
kaZ m,n,k+% Ay
De (111.3) :
aZ_T _ Tm+1,n,k + Tm—l,n,k B ZTm.n.k (1I. 6)
77 (82 |
mmn,k
De (111.4) :
aZ_T _ Tm,n+1,k + Tm,n—l,k - ZTmﬂl.k (HI 7)
0y, (Ay)?
De (111.5) :
aZ_T _ Tm,n,k+1 + Tm,n,k—l — ZTm.nrk (1. 8)
2 2 .
oz2| (Ay)
Et si 'on choisit Ax = Ay = Az, la somme des equations (111.3) (111.4) (111.5 devient :
Tm—l,n,k + Tm+1,n,k + Tm,n—l,k + Tm,n+1,k + Tm,n,k—l + Tm,n,k+1 - 6Tm.n,k
2% (111.9)
Dans le régime variable avec des propriétés constants et sans génération interne :
10T 9°T N 0°T N 0*T (1. 10)
a ot - Ox2 ayz 072 .
Onpose t = pAtdou:
+1
o Trnie ™ Trnk (IIL. 11)
at mmnk At |

_____________________________________________________________________________________________________________________|
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a) schéma explicite :

+1
lTrzr?L,n,k - Tr?l,n,k — Tnz’)L+ in,k + Trzr)l— 1n,k - ZTrfl,n,k Trzr?L,n+ 1,k + Tr?l,n+ 1,k - ZTrzer,n,k
a At (Ax)? (Ay)?
T:l,n,k+1 + Trfl,n,k—l B ZTrfl,n,k (1. 12)
(Az)? '
D'ou la température pour le temps suivant p+1:
+1
Trzr?l,n,k = Fox(Trzr)l—l,n,k + Tr€1+1,n,k) + Foy(Trzrjl,n—l,k + Trfl,n+1,k) + FOZ(TnI?L,n,k—l + Tni,n,k+1)
+(1 = 2Fox— 2Foy — 2Foz)T,, . . (1I1.13)
Tel que Fo le nombre de Fourier
Fox = alt (111. 14)
ox = (Ax)z .
alt (I 15)
oy = .
(Ay)?
Foz= alt (111. 16)
0z = (AZ)Z .
Pour Ax = Ay = Az notre équation devient :
+1
Tnz,n,k = FO(TnIZ—l,n,k + Trfl+1,n,k + Trfl,n—l,k + Trfl,n+1,k + Trft,n,k—l + Trzr’l,n,k+1)
+(1—-6Fo)T,, (1I1.17)

Tel que Fox = Foy = Foz = Fo

Dans ce schéma explicite, la température de chaque nceud a t + At peut calculer a partir
des températures de ce nceud et les nceuds voisins pour le temps précédant t; de la, la
détermination de température de n'importe quel nceud dans certain moment est indépendant des
températures de les autres nceuds pour le méme temps. A cause de ¢a nous n‘avons pas besoin
d'un systeme linéaire pour les calculer, donc notre programme de calcul sera facile et il marche
trés rapide.
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b) schéma implicite :

A partir de léquation (111.12)

Th .« = (1+2Fox+2Foy + 2Foz)TfJ§k — Fox(TP* in,k + T,ﬁji’nk)
— Foy(ToL, 4 TON ) = For(T2A, +T2%0,) 1.18)

Pour Ax = Ay = Az notre équation devient :

14 — p+1 p+1 p+1 p+1 p+1
T = L+ 6F0) Ty s = FO(Tn ik + Tnank + Tnn-1kc + Tnnaa i
p+1 p+1
o nk-1 T Tnnjer) (111.19)

111.4.2. Formulation mathématique du probléme

111.4.2.1. Principe

La paroi doit étre decoupée en N-1 tranches généralement d’égale épaisseur, dx, ce qui
correspond @ N nceuds de discrétisation si 'on place un nceud sur chaque surface, Figure.lll.4.
Les nceuds sont aux centres des tranches sauf pour les tranches adjacentes aux surfaces.

La mise en ceuvre de ces méthodes consiste a résoudre le probleme direct dans la région
comprise entre le point de mesure et la condition limite connue (ou éventuellement entre deux
points de mesure internes) (figure 111.4). N’importe quel schéma peut étre utilisé a condition de
respecter les éventuels critéres de stabilité. La figure 111.5 indique les molécules de calcul pour
les schémas d’intégration les plus classiques [18].

A chaque pas de temps, les températures sont calculées dans tout le domaine. Nous
pouvons remarquer que la solution du probleme direct permet de calculer la densité du flux au
point de mesure de la température (X = E).

Région inverse Région directe

ot * E L x
AX
- Mesure de \
température Condition

|

|

i

|

|

o

?2 4 R S S U

H |
|

|

|

|

|

limite connue

e nceuds de discrétisation

Figure I11.4.discrétisation du domaine de calcul (& une seule dimension) [18].
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Sens du calcul

Temps
-1 i i+1
Espace -
B température connue (condition limite) A explicite
A température connue (condition initiale) B implicite pur
@ température connue C Crank-Nicolson
o température inconnue

Figure 111.5. Exemple de molécules de calcul des températures inconnues [18].

111.4.2.2. Conditions aux limites

Les conditions aux limites imposant sur un bord une température de surface s’expriment
simplement en fixant la valeur de la température T(i,j, k) a la valeur imposée pour tout
triade (i, j, k) représentant un point de ce bord.

Figure 111.6. Méthode de découpe d’une enceinte tridimensionnelle [3].
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Par l'utilisation de I'équation du bilan energétique :

By + By = By (IIL.20)
=
‘_i_
T h
T T % Ie T.e I®
|
| | )
. T
—l B le—
Feonv I I Gcand _F| ,-i._zl |_‘_ Ax _.'|
1 1

Figure 111.7. Transfert thermique dans les nceuds de surface convectif a une dimension [6].
Sion n'a pas de génération d'énergie : Eg =0

Ax TP — TP
T, —TF) = pc7% (11 21)

La résolution pour une surface température t + At :

2hAt 2aAt

P =g T = T + g (17 = T0) 477 (11.22)

On pose
2hAt hAx\ (aAt )
L"équation (111.22) devient :
TP = 2Fo(T? + BiT,,) + (1 — 2Fo — 2BiF0)TY? (1I.24)

Tel que

. hAx .

Bi = = (nombre de Biot) (111. 25)
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Pour la simulation de notre probléeme, les conditions aux limites avec transfert convectif
ou flux imposé s’expriment de la maniére suivante :

111.4.2.2.1. Les faces

On considére une surface extérieure discrétisée suivant les trois dimensions x, yetz:

gn,n+1

L

mn,

— I & n o

m-1,n | | m+ 1, n
I--._I

PSR

Figure 111.8. Représentation des flux élémentaires sur une face extérieure [6].

- Schéma explicite :

TP*! = [1—Fox(2 + Bix) — Foy(2 + Biy) — Foz(2 + Biz)|T?

mn,k

+ [FoxBix+ FoyBiy

mn,k

+FOZBIZ]T00 + [FOX( -1,nk + T:Hlnk) + Foy( mn—1,k + Tpn+1 k)
+2FozT} 1] (111.26)
Tel que
) hAx
Bix = — (L. 27)
k
. hAy
Biy = —= (111. 28)
k
. hAy
Biy = —2 (111. 29)
k
Pour Ax = Ay = Az
T =1 —3Fo(2+ B)TY .
+ FO[( m-1n,k + T?fl+1,n,k) + (Trz,n—lk + Tp n+1, k) + 2T, mnk
+ 3BiT,,)] (111.30)
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- Schéma implicite :

Ty o = [1+ Fox(2+ Bix) + Foy(2+ Biy) + Foz(2 + Biz)]Tﬁ’;’lk — (FoxBix + FoyBiy
+FozBiz)T,, — [Fox(TflJ_rink + T1ﬁ111,n,k) + Foy(Trfl,-l‘;ll—l,k + T1ﬁ;11+1,k)
+2FozTP" . ] (1. 31)

Pour Ax = Ay = Az

. 1 1 1 1 1
Ty = [1+6Fo+ 3FoBl]T,§’lek — Fo(TP* ikt T‘rflil,n,k + Tn’i;l_llk + T,flj;ﬂ,k
+2TP*% ) — 3FoBIT, (111.32)

111.4.2.2.2. Les arétes

Dans les arétes de la piéce a traiter la discrétisation se fait comme le schéma suivant :

m, i+ 1

Figure 111.9. Nceuds sur le bord de surface avec convection [6].

- Schéma explicite :

mmnk

TPl =1 —2F 1+§B' —2Foy|1 E13' —2Foz(1 EB' TP
= ox 1 X oy +4 Ly 0z +4 LZ || 1y ke

+ Tp,n+1,k) + ZFOZTrzr)L,n,k—l]

4
+ § [ZFOXTrlrJL—Ln,k + Foy(Trzr)L,n—l,k m
4 . . .
+ 3 (FoxBix + FoyBiy + FozBiz)T,, (I11.33)

Pour Ax = Ay = Az

4
mnk ~ nk + EFO[ZTrﬁ—l,n,k + (Tr?l,n—l,k + Trfl,n+1,k) + ZTrfL,n,k—l]
+ 4F0BIT,, (111.34)

3
TP = [1 ~ 6Fo(1+ ZBL')] TP

_____________________________________________________________________________________________________________________|
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- Schéma implicite :

TP

3 . 3 . 3 . p+1
ok = [1 + 2Fox<1 + Zle) + 2Foy (1 + ZBly) + 2Foz<1 + ZBLZ)]T

mmnk

4 +1 +1 +1 +1
-3 [2FoxT}™ . + Foy(T + TP &) +2FozT}

mn—1,k mn+1,k ,n,k—l]

4
——=(FoxBix + FoyBiy + FozBiz)T,, I11.35
3

Pour Ax = Ay = Az

Tp

mmn,k

3 41 4 +1 +1 +1 +1
- [1 + 6F0 (1 + ZBL)] T =S FO[2TEI o+ (TIRL 4 TE ) +2T8

mn,k m—1n,k mn—1,k m,n,k—l]

— 4F0oBIT,, (111.36)

111.4.2.2.3. Les sommets

Pour les sommets les températures sont calculé a partir les équations suivants :

T ., h

|-l—.-f‘..1'—l-|

Figure 111.10. Neeuds sur le sommet de surface avec convection [6].

- Schéma explicite :

TP*! =[1- 2Fox(1 + Bix) — 2Foy(1 + Biy) — 2Foz(1+ Biz)]T"

mn,k Lk

+2[FoxT?_, . + FoyT}.

mn-1,k

p
+ Fosz’n’k_ 1]

-1nk

+2(FoxBix + FoyBiy + FozBiz)T,, (I11.37)

Pour Ax = Ay = Az

+TP + TP

-1,nk mmn—1k m,n,k—l]

+ 6F0BIT,, (11.38)

. .
TP =[1—-6Fo(1+ Bl)]TTﬁ,n,k + ZFO[TTIY)L

mmn,k
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- Schéma implicite :
TP =[1+ 2Fox(1+ Bix) + 2Foy(1+ Biy) + 2Foz(1+ Biz)|T?*!

Lk mnk
. p+1 p+1 p+l
Z[Fome—l,n,k + FOmi,n—l,k + FOZTm,n,k—l]

—2(FoxBix + FoyBiy + FozBiz)T,, (1I1.39)
Pour Ax = Ay = Az
Th e =[14+6Fo(1+B)ITE . — 2Fo[Th ] +Th 4+ To ]
— 6F0BIT,, (111 40)

Critére de convergence

On peut par exemple arréter le calcul des que la variation la plus grande de T'(m,n, k) au
cours d’une itération reste mférieure a une valeur e donnée.

111.5.Choix du maillage

Le choix pour lequel nous avons opté, consiste a discrétiser notre piece a traité dans tous
les directions, la longueur (suivant I'axe des x), la largeur (suivant I'axe des y), la hauteur
(suivant l'axe des z).

Nous avons essayé de rendre le maillage le plus fin possible pour assumer I'importance
du gradient de température au niveau du piece sans pour autant négliger le rapport entre le
maillage et le temps de calcul.

Notre piece a traiter a le dimensionnement suivant :

- L=0.1 m
- 0.1 m
- H=0.1 m

Le choix du maillage auquel nous avons opté est :
- x=0,001 m
— y=0,001 m
- t=0.01s
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I11.6.Le programme informatique

Toutefois, nous avons congu un ensemble d’algorithmes permettant de déterminer
I'évolution de la température dans une piece a traité. Il s’agit essentiellement de créer un
programme de résolution d'un systéme linéaire Ax=b, qui baser sur la méthode des différences
finies, a l'aide du langage MATLAB, avec lagquelle nous pouvons donner les propriétés
thermique de n'importe quel matériau, et le choix de notre maillage.

Les résultats obtenus sont graphiques liés a I’étude thermique de la piéce, avec une
simulation de la distribution de température dans chaque point de la piece a traité. Une fois
congue, ce programme nous permet d’automatiser 'analyse thermique, Pour avoir une idee sur
la fiabilité de nos algorithmes.

Cette application permet donc a [Iutilisateur d’obtenir différents types de graphiques
caractérisant I'évolution de la température en fonction du temps et de la distance par rapport a
la surface de la piece.

Le programme informatique qui nous allons le construire, on le donne la conception de
notre piece a traité (la longueur L, la largeur | et la hauteur h), sa propriétés thermiques (la
conductivité¢ thermique k, la masse volumiquep, la chaleur spécifique Cp et la température
initiale du matériau Tm) et les conditions de chauffage et\ ou de refroidissement (coefficient
convectif hc, température du milieu extérieur Tex, et le temps de résultat a affiché t). Dans ce
programme on utilise le schéma implicite, car il est convergent et toujours stable.

Le modéle qui nous allons choisir est un modele simple, de forme cubique (L=I=h), on le
subdivise @ nombre n =100 des nceuds suivant les trois dimensions, X, y et z tel que dx=dy=dz
pour faciliter les calculs et réduire le temps d'exécution du programme. Cette forme simple nous
permettre de voir bien comment ¢a se passe la transmission de la chaleur au cours du traitement.

Dans le langage MATLAB, on ne peut pas affiche la simulation de tout la piece en 3D, a
cause de ¢a nous allons afficher des cartes de température des différents plans de 2D suivant la
troisieme dimension de la piece. On affiche aussi les graphes de variation de la température des
quelques points tel que les sommets, les centres des faces et le milieu de la piece, en fonction
de temps.

Simulation numérique du traitement thermique d'un matériau 54



Chapitre 111 simulation numerique

Initialisation des conditions initiales

L,Lh,hc,k,p,Cp, Tm, Tex,n,t

y
Calcul des données initiales

a,dx,dy,dz,dt,Fox,Foy,Foz,Bix,Biy,Biz

\4
Introduction de vecteur T"

\ 4
Calcul de la matrice des coefficients A

\4
Calcul de vecteur solution Tn+1

A

Incrément suivant
’ P ey p+1

Transport des valeurs de T"*1 vers T" |

A

Remaillage

A 4

Affichage de résultat

Figure 111.11. Logigramme du programme de resolution.
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111.7.Conclusion

Dans des cas réels, la géométrie d’un corps, ainsi que les conditions aux limites sont tres
complexes pour que la solution puisse étre obtenue par les méthodes analytiques. Le but
recherché par ces méthodes est de faire une approximation des équations différentielles et les
conditions aux limites par un groupe d’équations algébriques.

La méthode des différences finies, qu’on adoptera par la suite, permet par I'intermédiaire
de la discrétisation de I’équation de chaleur, la transformation d’un probléme continu en un
probléme discret contenant un systéme d’équations algébriques, dans le but d’obtenir une
solution exacte de I’équation d’origine discrétisée. Et ce en tenant compte des conditions aux
limites.
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Chapitre IV Résultats et discussions

IVV.1. Introduction

Les traitements thermiques sont constitués par un certain nombre d'opérations combinées
de chauffage et de refroidissement ayant pour but :

a. D'améliorer les caractéristiques des matériaux et rendre ceux-ci plus favorables a un
emploi donné. A partir des modifications suivantes :
— Augmentation de la résistance a la rupture et de la limité élastique Rem, Re,
A % en donnant une meilleure tenue de 'élément.
— Augmentation de la dureté, permettant a des pieces de mieux résister a l'usure
ou aux chocs.
b. De régénérer un métal qui présente un grain grossier. (affiner les grains, homogénéiser
la structure) cas des matériaux ayant subi le forgeage.
c. De supprimer les tensions internes (écrouissage) des matériaux avant subit une
déformation plastique a froid (emboutissage, fluotournage).

La connaissance du champ de température et son évolution avec le temps dans une piece
lors d’un traitement thermique, est un outil fondamental et un moyen de contrle du procédé.

L’objectif de ce chapitre est de simuler le procédé du traitement thermique en utilisant
un four de chauffage, il sera consacré aux résultats numériques et a leurs interprétations. La
méthode des différences finies sera utilisée en trois dimensions selon le cas d’étude.

IV.2. Définitions et procedés des traitements thermiques

Effectuer un traitement thermique sur une piéce, c'est faire subir a celle-ci une variation
de la température en fonction du temps. Le procédé de traitement thermique se compose de
(figure.IV.1) :

T°C 4

B maintien C

«— chauffage refroidissement —»

mmmmmmmm e ———— == ===

A : >
temps

Figure IV.1. les différentes opérations de procédé de traitement thermique [21].

— AB : L'échauffement a des températures supérieures aux tempeératures de
transformation (par exemple : AC3).
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— BC : Maintient a une température définie.

— CD: Refroidissement avec une vitesse donnee :
e lente (dans le four, & lair).
e Assez rapide (dans l'huile).
e Trés rapide (dans l'eau).

IV.3. Le chauffage des piéces

La premiere étape de chaque traitement thermique est le chauffage de la piece a la
température exigée. Le chauffage doit s'effectuer trés rapidement pour avoir une faible
consommation d'énergie et une grande productivite. Il existe deux possibilites pour le
chauffage des pieces.

IV.3.1. Par transmission de la chaleur
On distingue trois possibilités :

— Par conductibilité : La piece est chauffée dans un four ordinaire ou elle est en contact
quavec le sol du four, elle ne recoit par conductibilitt qu'une petite quantité de la
chaleur dépensée.

— Par convection : Dans ce cas, la piece est chauffée par contact avec un fluide chaud (gaz
ou liquide) qui se déeplace et leche la piece en lui cédant une grande partie de la chaleur
dépensée.

— Par rayonnement : La chaleur absorbée par les parois et la volte du four est rayonnée
vers la piece qui labsorbe.

Dans notre cas, le chauffage des pieces, est effectué simultanément par convection et
conduction.
IV.3.2. Par production de la chaleur dans la piece
C'est une possibilité¢ de chauffer la piece en créant dans cette derniere un flux de courant,
soit par [utilisation de la piece comme conducteur dans un circuit électrique (chauffage par
résistance) ou I'emplacement de la piece dans un champ variable (chauffage par induction).
Cette méthode est utilisée surtout pour les pieces a sections petites et uniformes.
On peut obtenir des vitesses de chauffage tres élevées. Par exemple pour une piece de
section @=150 mm, la durée de chauffage pour atteindre T =1200°C est de :
— 20 mn pour le chauffage par induction.
— 8 mn pour le chauffage par résistance.
— 2 a3heures pour le chauffage dans un four.

Quel que soit le procédé de chauffage utilise, il existe toujours une différence de
température dans les différentes parties de la piece. Répartition de la chaleur non uniforme.
|
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IVV.4. Présentation des matériaux utilisés

Nous allons utiliser une gamme de differents matériaux tel que :
— Acier 30Mn6 (0.31%C, 0.3%Si, 1.4%Mn).
— Acier inoxydable martensitique S41500 (13%Cr, 4%Ni).
— Al-Cu 4%.

Les propriétés thermiques sont données dans le tableau (IV.1) :

Tableau IV.1. les propriétés thermiques des métaux utilisés.

Masse Conductivité Chaleur Température de
matériau volumicque thermique specifique traitement
p(kgm™3) |[k(wm LK Y| Cp (kg t.K™ )| thermique (°C)
Acier 7980 52 433 850
_ Acter 7500 24 602 1050
inoxydab e
Al-Cu 4% 2700 237 900 530

IV.5. Résultats obtenus par la simulation numeérigque

Dans la suite, nous allons représenter la répartition de la température au cours du
chauffage aux différents instants.

On met la piece a traiter dans le four du chauffage, a cette instant on consideére t=0 ; les
isothermes sont resserré sous forme des cercles a partir de la surface extérieur de la piece a
traiter, cela est da a I'important apport de chaleur a ce niveau. Les isothermes seront affichés
dans les deux directions (x, y) de chaque plan z, nous allons représenter quelques plans (z=1,
z=15, z=30, z=50), cet élargissement caractérise le transfert de chaleur par conduction. Ces
derniers atteignent la valeur de température de traitement thermique.

Ces résultats sont obtenus pour les métaux donnés dans le tableau.lV.1.

On prend le coefficient convectif de lair h=25 (W.m2.k'1) Au cours chauffage et de
refroidissement.
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IV.5.1. Chauffage

a) Pour l'acier

z=1 =15

=15
— 0.1
500
600 -
400 004 400
200 200
o
0 ] 0.05 0.1 0
=50 =30 2=A0
- 0.1
600
0.06 0.06
0.04 400 0.04
0.0z 200 0.0z
] i ]
o 0.05 0.1 o 0.05 0.1
Isotherme a t=100 s. Isotherme a t=300 s.
Figure 1V.2. Carte de température aux différents instants pour l'acier.
. . .
b) Pour I'acier inoxydable
=1 =15 =15
o 1000 o1 1000 1000 1000
0.08 - 0.08 o - -
0.06 500 0.05 500 00 500
0.04 400 0.04 400 400 400
0.0z 200 0.02 200 200 200
DI] 0.05 01 v DI] D.05 01 v
=30 =50 z=30 z=h0
01 1000 01 1000 1000 1000
p.os a00 0.08 200 00 o
0.06 500 0.08 500 00 o
0.04 400 0.04 400 400 a0
0.0z 200 0.02 200 200 200
DD 0.05 01 u DD 005 01 o

Isotherme a t=300 s.

Figure 1V.3. Carte de température aux différents instants pour l'acier inoxydable.

Isotherme a t=600 s.
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c) Pour Al-Cu 4%

=15

=]

0.0s 0.1

=1
Dliiiiiiiiiiiiiii‘ ’:J
0 0.0s 0.1
=30 =50
. . 500
400
300
0.04 200 0.04 200
0.0z 100 0.0z 100
a 0 a
0 0.0s 0.1

0.0s 0.1

=]

z=30

01
0.08
0.06
0.04
0.02

01
0.0s
0.06
0.04
0.0z

o

=15

500
400
300
200

0.0s 0.1

z=50

500
400
300
200

Isotherme a t=20 s.

Figure 1V.4. Carte de température aux différents instants pour Al-Cu 4%.

Isotherme a t=60 s.

Les figures.IV.2, IV.3, IV.4, IV.5 représentent la carte de température de la piece a traité
de chaque matériau a deux instants différents au cours du chauffage. Ces valeurs présentent
visiblement une évolution du gradient thermique (distribution de la température) dans toute la
piece. Le gradient thermique croit rapidement dans les sommets et la partie inférieure de la
piece, apres, la chaleur va se propager vers toutes parties de la piece au cours du temps jusqu'au

chauffage totale de la piece.
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Les figures 1V.5, IV.6, IV.7, présentent les évolutions de la température en fonction du
temps a différents nceuds de notre piece au chauffage. On prend différents points tel que les
centres des faces et les sommets et au milieu. Au début on remarque bien que les graphes
s'augmentent rapidement puis, le taux d'augmentation diminue et ils prennent une tangente a la
température de traitement.

T=t)
900 .

800

700

600

500

400

température(°C)

300

T(8.1.8)
——T(1.16.1) H
—— T(8.16.8)
——T(8.8.1)
T(3.8,8)

200

100

[] 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400
temps(s)

Figure IV.5. Variation de la température des quelques points de l'acier en fonction de temps.

600 T T T T T T T

500 |

400 H

300 |

température("C)

200 -

T(2.2.2)
—T{10,10,10)
100 —T{5,5.,5) b
—T(10,10,1)
T

(20.20,20)
1

1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80
temps(s)

Figure 1V.6. Variation de la température des quelques points de Al-Cu 4% en fonction de
temps.
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1200 T T T

1000 +

800

600

température("C)

400

200

1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800
temps(s)

Figure IV.7. Variation de la température des quelques points de l'acier inoxydable en
fonction de temps.

Dans ces graphes, on remarque bien que les points des sommets sont chauffés en premier,
suivi par les points des centres des faces, et le point du milieu reste la derniere.

Pour le cas de Al-Cu 4%, le chauffage se fait tres rapide que les autres matériaux a cause
de sa diffusivité thermique a qui est plus grande. Son chauffage est complet a partir de t= 80s.

Apres Al-Cu 4%, on a lacier que se chauffer t=350s, et finalement, il y a lacier
inoxydable avec de diffusivité plus petit, il se chauffer presque totalement a linstant t=800s.
Dans le tableau on a les valeurs du diffusivité thermique a de chaque matériau :

Tableau IV.2. La diffusivité thermique des matériaux utilisés.

Matériau Al-Cu 4% Acier Acier inoxydable

o x105(n2.s0) 9,75 15 0,53

La diffusivité¢ thermique joue un role important dans la transmission de chaleur dans les
matériaux, si elle est grande on observe une grande différence de couleur entre les points
proches de la surface extérieure et les points du milieu au cours du chauffage, comme le cas de
Al-Cu 4%. Contrairement, si elle est petite la distribution de la température est presque
homogene comme le cas de l'acier inoxydable, on observe presque la méme couleur sur tout le
plan.

Simulation numérique du traitement thermique d'un matériau 63



Chapitre IV Résultats et discussions

IV.5.2. Refroidissement

Le point important pour la détermination du régime de refroidissement de la piece est
celui de l'état de structure souhaitée & obtenir. Bien slre, on cherche toujours a refroidir
rapidement pour avoir une productivité élevée, mais on doit prendre en considération les
dangers de fissuration et d'étirage des pieces. La vitesse de refroidissement nécessaire a
lobtention d'un état de structure est déterminée selon le diagramme TTT (Température,
Transformation, Temps). Le refroidissement s'effectue dans un bac utilisant I'eau ou a lair.

Dans la suite nous allons représenter les résultats affichées pour la simulation du
processus de refroidissement de chaque matériau a l'air.

a) Pour l'acier

Isotherme at=10 s. Isotherme a t=100 s.

Figure 1V.8. Carte de température pour le refroidissement de l'acier aux différents instants.
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b) Pour I'acier inoxydable
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Figure 1V.9. Carte de température pour le refroidissement de l'acier inoxydable aux
difféerents instants.

c) Pour Al-Cu 4%
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Figure 1V.10. Carte de température pour le refroidissement de Al-Cu 4% aux différents
instants.
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Au cours de refroidissement, on observe qu'il est commencé dans la partie inférieur, parce
que la piéce est posé sur une paroi ou la température est supposée toujours égale la température
ambiante, apres il va se propager vers le haut. Certaine moment on observe aussi que les
sommets vont refroidir parce que ils sont en contact avec lair, et le flux convectif ici est tres
grand par rapport de toutes les parties de la piece, et le refroidissement va se propagée a partir
de les vers le milieu, mais un peu lente.

Les figures 1V.11, 1V.12, 1V.13, Présentent les évolutions de la température en fonction
du temps au cours de refroidissement.

900

800

700 -

600 -

500 -

400 |

température("C)

3001

2001

1001

0 1 1 1 1 1 1 1 1 I
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
temps(s)

Figure 1V.11. Variation de la température des quelques points de l'acier en fonction de
temps.

Simulation numérique du traitement thermique d'un matériau 66



Chapitre IV Résultats et discussions
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Figure 1V.12. Variation de la température des quelques points de l'acier inoxydable en
fonction de temps.
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Figure 1V.13. Variation de la température des quelques points de A-Cu 4% en fonction de
temps.
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Le refroidissement prend un peu de temps a peu pres le méme temps du chauffage. Pour
l'acier, la piéce est totalement refroidit a t=500s.

Dans le cas de Al-Cu 4%, le refroidissement se fait trés rapide, parce que la conductivité
thermique dans ce cas est trés grande, et nous allons déja supposons que la tempeérature de la
paroi inférieur est égale toujours la température ambiante. Notre piéce est refroidit a t=80s.

Dernierement, il reste lacier inoxydable qui ils ont des conductivités thermiques tres
petites, il se refroidit a t= 1400s

IV.6. Influence du nombre de Biot
A partir de conditions de régime permanant, le bilan énergétique de surface convectif A sera :

kA
T (Tg1 — Tsy) = hA(T,, — To,) (1.1V)
TS,1 - TS,Z — (L/kA) — Rt,COnd — h_L — Bl' (Z_IV)
TS,Z —Te (1/hA) Rt,conv k
Tel que k: la conductivité thermique.
R; conas Recony: LeS résistances thermiques conductif et convectif.

Figure 1V.14. L'effet de nombre de Biot sur la distribution de la température dans une
surface de convection [8].

La quantité (hL/k) est un paramétre non dimensionnel, il joue un role fondamentale dans
les problemes de conduction, ces qui comporter a surface de convection. Dans les cas
particulier, si le nombre de Bi «< 1, la résistance thermique au milieu de solide est plus moins
que la résistance thermique de l'autre c6té de la surface de convection d'ou la distribution de la
tempeérature a l'intérieur est raisonnable sile nombre de Biot est petit.

Pour Bi «< 1le gradient de température a [lintérieur de solide est petit, donc la
distribution de la température est supposé uniforme,T (x,t) ~ T(t).

__________________________________________________________________________________________________________________|
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Virtuellement toute différence de température est entre le solide et le fluide, et la
température de solide devient presque uniforme et diminue jusquaT,. Pour Bi> 1, le
gradient de température a travers le solide est tres grand que celui entre la surface est le fluide.

T T T
L Ttx, 0) = T, Tlx, 0) = T,
! A T, h ! N = ! H !
| t
1
o | lf—]ﬂ\ lﬂl\l m
| | 1
T, h ! T, __Zf‘%\x__ r. J/-!\L_ T, T,
Co L I L L T L -L L
-L I_.L Biec1 Bi=1 Biz=1
x I'=T1) I'=Tlx, 1 I'=Tx1

Figure 1V.15. Distributions variables de température pour les différents nombre de Biot dans
un mur refroidit symétriquement par convection [8].

Par projection sur les résultats obtenus, linfluence de nombre de Biot est remarquable
sur les formes des isothermes au cours du chauffage et du refroidissement, dans le cas de Al
Cu 4%, les isothermes ont des formes circulaires car le nombre de Biot dans ce cas est trés
grand, et & chaque fois le nombre de Biot diminue cette forme va changer et prend la forme de
la piece a traité, ce qui I'on observe clairement dans le cas de l'acier inoxydable.

IVV.7. Conclusion

Les résultats obtenus sont raisonnables et acceptables et sont en relation avec les
conditions du traitement (chauffage et refroidissement) qui sont introduites dans le logiciel de
simulation. Ce dernier reste toujours améliorable pour nous donner des résultats plus proches
de l'expérience.

Le choix du maillage joue un r6le important. Un maillage fin donne des résultats trés
précis, ce qui permet une meilleure compréhension du phénoméne de transmission de la chaleur
a lintérieur de la piéce.
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Conclusion générale

Conclusion générale :

Les traitements thermiques, en permettant I'obtention de meilleures propriétés pour les
matériaux métalliques, par une bonne adaptation de leurs structures, contribuent a
I'amélioration du comportement en service des picces métalliques et a leur facilité de
fabrication.

Cette opération engendre dans la piece a traiter des structures et des contraintes
résiduelles qui dépendent de la nature de chauffage et de refroidissement de cette piece. Ces
structures sont principalement liées aux gradients thermiques au cours des différents
processus de cette opération.

Ce travail a été consacré a la modélisation numérique du traitement thermique d'un
matériau. Pour ce faire, il nous a fallu acquérir les connaissances nécessaires concernant le
transfert de chaleur et ces différents modes lors de traitement thermique, ainsi que celles
concernant la simulation du transfert thermique lors de ces traitements. Ensuite, et pour
mieux comprendre le comportement thermique des matériaux traité thermiquement, on a
effectué une simulation numérique de transmission de chaleur pendant les processus de
l'opération de traitement thermique.

Dans ce travail nous avons élaboré un modele mathématique permettant une telle
simulation. La formulation mathématique du probléme nous a donné des équations
différentielles aux dérivées partielles assez complexes. Pour les résoudre nous avons utilisé
une méthode numérique, la méthode des differences finies. Ensuite, nous avons développé un
programme informatique utilisant le MATLAB.

Ce programme nous permet d’établir :

v' La distribution de la température dans toute la piéce traitée a un instant donné.

v" Les courbes isothermes.

v' La variation de la température pendant le chauffage pour déterminer le temps de
chauffage de toutes les parties de la piece a traiter.

v' L'évolution de la température pendant le refroidissement pour la détermination du
régime de refroidissement de la piece est celui de [létat de structure souhaitée a
obtenir

Les résultats obtenus reflétent assez bien la réalit¢ expérimentale. Aussi, c’est un
programme paramétrable en ce sens qu’on mtroduit au fur et a mesure les différents
paramétres du systeme étudié. Il peut également étre amélioré par Iintroduction des
conditions aux limites bien détaillees surtout celles qui dépendent de la face inférieure de la
piece qui est en contact de la paroi du four.
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Aussi les propriétés relatives au matériau d’étude (conductivité thermique k, chaleur
spécifique Cp, et masse volumique p) et au milieu extérieur (chauffage ou refroidissement)
peuvent également étre introduit comme constants ou bien variables en fonction de la
température.

Le choix de maillage joue un rdle important sur la qualité des résultats obtenus. Quand
la discrétisation spatio-temporelle est tres fine, les résultats sont raisonnables et s’approchent
plus de la réalité. Mais il y a toujours des limites pour le choix de nombre de nceuds n en
dépendance de la mémoire de la machine de calcul.

En fin la simulation numérique des traitements thermique des matériaux est un élément
critique de leur réussite, et ces modéles contribuent beaucoup au bon contrble et a
I’optimisation des procédés, et ce a moindre codt.
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