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ABSTRACT :

The object of this study is to synthesize a control law by state feedback for multi-input -
multi-output linear time invariant discrete or continuous time. systems.

This law is first computed for a reduced order obtained from the original System using either
the balanced realmation truncation method if the system under consideration is minimal or using the
internal projection method: when it is non-minimal. The law has to be reorganized so that it can be
appiied to the ﬁlll-order or original system.

In order to eva.luate the performance and the efﬁc:ency of the adopted model order reduction
method and of the control law synthettzed we propose some numerical examples to illustrate both
cases : continuous and discrete time systems. '

o

RESUME : - o .

L'objet de ce mémoire est la synthése d'une commande par retour d'état pour un systéme
multivariable, linéaire et invariant dans le temps pour le cas discret ou continu.
. . ,
Cette synthése se fera aprés réduction du modéle initial par la méthode de troncature des
réalisations équilibrées dans le cas ou ce systéme est mimimal ou par la méthode de projection interne
dans le cas ou le systéme considéré est non-minimal.

Afin - d'évaluer les performances des méthodes de réduction utilisées et de la commande .

appliquée au systéme initial, nous proposons des exemples numériques pour les deux cas : continu et
discret.

Mots - Clés  :systémes multivariables, espace d'état, réduction de l'ordre de modéles, valeurs
singuliéres, synthése de la commande par retour d'état.
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Introduction Générale

Le principe de la contre réaction est a la base de la théorie de la commande depuis

son avénement ‘en tant que science. Ainsi son utilisation entre dans le cadre de la

stabilisation de processus en boucle ouverte et aussi la mlse au point de dispositifs capables’
d' amehorer les performances du systéme considére {20].

De nombreux travaux ont été effectués pour établir des méthodes de synthése de
contréleurs ou de commandes. Les premieres iechniqu_e; ont été dé*.veloppées en termes
d'équations différentielles pour des modeéles linéaires invariants dans le temps. Par la suite
des résultats assez significatifs ont €té obtenus par transposition du probléme de commande
dans le domaine fréquentiel grice a des techniques de transformations intégrales.
Néanmoins, les résultats les plus satisfaisants ont été obtenus par la mise au point d'une
stratégie de commande optimale et ceci dés I'avénement de la représentation d'état en tant
qu'outil mathématique ‘trés puissant et approprié a la description de Tl'évolution des
processus dynamiques existants en pratique [13].

En général cette synthese de commande (par retour d'état) peut s'avérer compliquée
et fastidieuse en particulier pour les systémes multivariables d'un ordre élevé.

Une solution qui peut étre apportée a ce probleme est la simplification de ces
systémes par la réduction de l'ordre des modéles qui leurs sont adoptés. D'ou l'intérét de la
méthode que nous avons eiabore et qui consiste en premier lieu a réduire l'ordre du modeéle
multivariable supposé lmealre et invariant dans le temps correspondant au systéme considéré
par une méthode d'approximation utilisant la représentation d'état et dont le choix se fera
selon que ce systéme est minimal ou non-minimal, puis de synthétiser a partir du modéle
simplifié un contrdleur correspondant d'ordre réduit, qui sera utilisé pour commander par
retour d'état le systéme original (supposé d'ordre €levé). .

Nous évaluercns ensuite les performances et ceci par comparaisori des réponses
indicielles en boucle - ouverte et en boucle - fermée du systéme initial.

L'étude présentée dans ce mémoire s'étalera sur trois chapitres :

Le premier chapitre sera consacré a lintroduction de la notion de systémes, ses
principales propriétés et sa représentation dans l'espace d'état.

Le second chapitre portera sur l'étude des deux procédures de réduction de l'ordre
des modeles utilisées a savoir la méthode de troncature des réalisations €quilibrées et la
méthode des projections internes (méthode de la racine carrée et méthode de Schur), qui



Introduction Générale

sera suivie par des exemples numériques qui mettront en évidence la qualité du modéle
d'ordre réduit par rapport au modéle initial. '

C'est dans le troisieme chapitre que se fera la synthése de la commande par retour
d'état a partir du modéle d'ordre réduit par l'une des méthodes de réduction développées
dans le second chapitre. Cette synthese se fera pour le cas discret vu que les contrdleurs
digitaux sont -utilisés aussie!l?jlien da!ls le cas continu que dans le cas discret.

Pour mettre en valeur les performances de cette commande nous tracerons les
réponses indicielles du systéme initial en boucle - ouverte et en boucle - fermée.

Une interprétation des résultats sera donnée 2 la fin de ce chapitre.

Afin de mettre en relief les résultats de notre travail, une conclusion générale sera
présentée a la fin de ce projet. '

En annexes seront donnés les différents algorithmes et outils mathématiques utilisés
au cours de notre étude.

Il est a noter que notre programme a été €laboré en utilisant le logiciel Matlab [19]

"et que les graphes seront tracés par le logiciel grapher [12}.

3]

LKl
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Chapitre 1 : Généralités sur les systéemes multivariables

1-1 INTRODUCTION:

Par définition un systéme est un ensemble fonctionnel qui a pour 6bjet d'atteindre un
fonctionnement spécifi€, il subit les actions du milieu extérieur et réagit en conséquence. 11
peut représenter soit un modéle purement mathématique ou un processus physique réel qui
fait l'objet d'une anaiyse ou d'une syﬁthése.

Dans ce chapitre nous nous proposons d'introduire la notion de "systéme -
multivariable". Les propriétés de ce systéme ainsi que sa représentation dans l'espace d'état.

Il est a noter que nous considérons deux classes de systémes a savoir : continus et

discrets.

1-2 CAS CONTINU:

1-2.1 PROPRIETES DES SYSTEMES CONTINUS:

¢ Linéarité: [10]

C'est I'un des principaux concepts de la théorie des systemes. Elle est définie par le
principe de superposition.

Soient Ul(t),‘Uz(t) les entrées du systeme et y (1), yz(t) leurs réponses

correspondantes. Et soit 'T' l'opérateur caractérisant le systéme, ce dernier est dit linéaire si :

-

da-U,(:);B-Uf'Et)]: - TU(O]+8-[U,(0)] (L1
= ap)+B-ylr)

~avec a, [} deux constantes.



Chapitre [ : Généralités sur les systémes multivariables

« Invariance temporelle [4] :

Un systéme est dit invariant dans le temps si un retard ou un décalage a son entrée
r'introduit pas de distorsion a la sortie, ie:

Mu(e-<)=ylt-v) . (12)
T: le décalage temporel.
"o Stabilité [10], [17]
La- stabilité d'un systéme est la propriété selon laquelle un systémie écarté de sa
position d'équilibre par une sollicitation extérieure tend a y revenir une fois que cette
sollicitation a cessé. '

Cette propri€te est explicitée par :

limA(f)=0 (L3)

! — +o0

h(r) . la réponse impulsionnelle du systeme.

-



Chapitre I : Généralités sur les systemes multivariables

1-2.2 REPRESENTATION DANS L'ESPACE D'ETAT [8}]:

Dans le cas continu, la représentation d'état d'un systéme d'équations différentielles

explicite son fonctionnement dynamique.

Pour

par :

avec X (t)
¥(s)
ul1)

et A
B
C
D

un systeme linéaire et invariant dans le temps, cette représentation est donnee

ax(¢)/de = 4. X(t)+ B-U(1) (1.4)

Y(£)=C-x(t)+D-U(7)

: le vecteur d'état du systéme
. la sortie du systéme
- la commande du systeme

- matrice d'évolution de dimension 1 x .,
. matrice de commande de dimension #x m.
- matrice d'observation de dimension p x 1.

:matrice de couplage entrée - sortie de dimension p xm.

i es propriétés de la représentation d'état sont :

]

3
4

L'apparition des conditions _irﬁtiales explicitement.

Les matrices utilisées sont des matrices a coefficients constants pour le cas d'un
systéme invariant dans le temps.

La représentation est la méme pour des systemes SISO et des systémes MIMO.

-~

L'adaptation des qalculs aux calculateurs numériques.

1-2.3 COMMANDARBILITE ET OBSERVABILITE :

«  Définition de la commandabilité : [25]

Un systéme est dit commandable, si nous pouvons sur une durée finie modifier

toutes les composantes du vecteur d'état par un signal de commande u(t) en vue d'obtenir

un état final x(t f) a partir d'un état initial x(r,. ).
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Chapitre I : Généralités sur les systemes multivariables

+ Définition de I'observabilité : [22 ]

Un systéme est dit observable si tout état peut étre déterminé a partir de
l'observation des variables de sorties sur un intervalle de temps fini, donc si toutes les
variables d'état influencent les variables de sortie, '

» Critéres de commandabilité et d'Observabilité de Kalman : [9]

Soit un systéme de dimension n dont la représentation dans l'espace d'état est :

dx(t)/dt = 4- X(1)+ B-U(¢)-
Y())=C-X(6)+D-U(1)

Les matrices de commandabilité et d'observabilité sont données respectivement par les

expressiohs suivantes :
p=[p A5 . A 1)
(1.6)

_<p=[cT ac (A("‘”)T-C"}

avec #1 l'ordre-du systéme initial considéré
o (e systéme est corpplétcment commandable si et seulement si: -
rang B=n W)
‘o Ce systéme est complétér’ﬁent observable si et seulement si:

rang ¢o=n . (18)

o,

-
-
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Chapitre I : Généralités sur les systémes multivariables

[ I
« Matrice de Hankel : [5] :

La matrice de Hankel est définle comme étant le produit des deux matrices de

commandabilité et d'observabilité infinies.
kg .

Nous écrirons :
H=0 (1.9).

1-3 CAS DISCRET :

P

I-3.1 PASSAGE DES SYSTEMES CONTINUS AUX SYSTEMES DISCRETS ET
VICE VERSA : [11] '

Soit le systéme continu défini par sa représentation d'état:

dX(¢)/dt = A-X(z)wiu(z) ‘
Y(£)=C-x(1)+D-U(1)

Sa fonction de transfert aura pour expression :

G(8)=D+C-(s/-A)"-B _ - (L10)

- La transformation bilinéaire reliant la variable complexe du domaine frequentiel

continu a celle du domaine fréquentiel discret est donnée par :

_p 2=l B+S (L1
Z+1 7 p-8%
2 - . S
avec = T et 7, la période d'échantillonpage.
0

En général 7 = 2 unités de temps, d'ou § = 1.



Chapitre I : Généralités sur les systémes multivariables

La fonction de transfert du systéme discret correspondant est donnée par :

-

G‘(z): ‘[S: i—;) .

(L12)

™N

G

N

R

zi-A) B

= D+C

—

avec (}i, B,C, f)) la représentation d'état du systéme discret :

B=V2.(1-4)"-B (113)

Réciproquement:

A=(r+4)"(1-1)

B=v2.(1+4)"B 4

C=v2-C(1+4)"
D=D-C(r+4)" B
1-3.2 PROPRIETES DES SYSTEMES DISCRETS : [4], [10]

Les propriétés de linéarité et invariance dans le temps sont valables aussi bien dans le
cas continu que dans le cas discret. La seule différence réside dans la condition que doit
satisfaire le systéme pour qu'il soit stable, cette condition est :

» Les valeurs propres [A1] de la matrice d'évolution (;I ) appartiennent au cercle unité.
&

=2



Chapitre I : Généralités sur les systemes multivariables

1-3.3 REPRESENTATION DANS L'ESPACE D'ETAT : [7]

La représentation d'état d'un systéme discret est donnée par les équations d'état et
d'observation :

(1.15)

avec - : matrice d'évolution de dimension 7 x n.
" matrice de commande de dimension nxm.

: matrice d'observation de dimension p xn.

e O o e

: matrice de couplage entrée - sortie de dimension p xm.
1-3.4 COMMANDABILITE ET OBSERVABILITE : [9]

Un systéme discret de dimension (1) est dit complétement commandable si et

seulement si ;

raﬂg[é A-B ... 3(”"”-3‘]:” (1.16)

~

De méme, un systéme de dimension (n) est dit complétement observable si et

seulement si -

o ) ' 1.17)
ﬂ "'-‘-7"78’[(31r AT.CT o (_A("'l))T-CT]zn

1-4 CONCLUSION :

Comme nous l'avons mentionné précédemment, ce chapitre introduit la notion de
systeme et les principales propriétés qui lui sont liées et qui seront utilisées pour la mise au
point de la structure de réglage par retour d'état, dans les deux cas : continu et discret.

Néanmoins, dans I'étape de réduction, qui fera I'objet .du chapitre' sutvant, nous
avons considéré le cas de systémes "non minimaux" i.e. présentant une certaine redondance
des variables d'état et aussi le cas des systémes "minimaux" dont les variables d'état sont
linéairement indépendantes. 7

a
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Chapitre I : Réduction de l'ordre des modéles

IL1 INTRODUCTION :

Dans l'industrie, la plupart des processus sont représentés par un systéme complexe.
Cette complexité, qui provient généralement de Tordre élevé des systémes, limite les
approches d'analyse et de synthése de commande pour de telles structures. D'ou la nécessité
d'utiliser un modéle d'ordre réduit qui suit le comportement du systéme initial avec une
certaine tolérance afin de faciliter la synthése d'un contréleur d'ordre réduit qui sera utilisé

ensuite pour commander & 'systéme original.

En effet, I'importance de la technique de réduction de l'ordre du modéle s'est accrue
considérablement durant ces deux derniéres décennies, puisque des techniques assez variées
ont été mises au point. Les plus récentes se basent essentiellement sur l'utilisation de la
description interne des systémes a approximer. '

) x

Parm: ces méthodes nous nous sommes intéressées a la procédure simple de

troncature de la réalisation €quilibrée utilisée particuliérement dans le cas des systémes

minimaux et a M'approche de projection interne pour les systémes non minimaux.
pp Y

1.2 REDUCTION PAR LA METHODE DE TRONCATURE DES
REALISATIONS EQUILIBREES (M.T.R.E.)

La M.-TRE. est I'une des premiéres methodes de réduction (1981) qui ont été
établies pour la réduction de l'ordre des systémes. Elle est basée sur la troncature des états
qui sont faiblement commandables et faiblement observables, elle nécessite a priori une
étape dite "d'équilibre”.

« (Cas continu
11.2.1. EQUILIBRE DU SYSTEME

La question qui se pose immédiatement est : comment et pourquoi s'effectue
I'équilibre d'un systéme ?

Le principe général de I'équilibre consiste a rendre symétrique une certaine propriété
d'entrée, qui est la commandabilité, avec une certaine propriété de sortie, qui est
l'observabilité, par le biais d'une transformation réguliére de similarité qui effectue un
changement de base des coordonnées dans laquelle les deux grammiens, définis
uitérieurement, sont diagonaux et égaux [2].

10
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Chapitre II : Réduction de l'ordre des modéles

a. Détermination des grammiens

Considérons la représentation d'état d'un systéme MIMO, linéaire et invariant dans le

temps :
| | (11.1)
"“;f’) = 4 X(0)+ Bould)
Y(t)=C- x()

avec A‘e‘.R""", BeR"™, CeR?™

Ce systeme est supposé strictement propre, asymptotiquement stable, commandable .
et observable.

Le grammien de commandabilité [15], qui donne une idée sur l'énergie qu'il faut -
fournir au systéme en vue de sa commande, est défini par :

G, = [ exp(4r)-B-B" -exp( A"t ) (11.2)

Le grammien d'observabilité [15], qui concrétise I'énergie nécessaire au systéme afin
de pouvoir 'observer, est défini par :

Go =..:!exp(ATf)'CT-C-exp(A:)d; (11.3)

11 est & noter que ces matrices (G..,G,) définies positives sont des solutions uniques

des équations de Lyapunov, données ci dessous :

£

. (I1.4)
A-G,+G.-A"+B-B" =0

AT -G, +Gy- A+CT-C =0

1



Chapitre Il : Réduction de l'ordre des modéles

W |
La détermination de ces grammiens s'effectue par résolution de ces équations {A4]:
Les valeurs propres [Al] du produit des grammiens (G.-G,), qui concrétisent les énergies

de commande et d'observation, donnent une mesure quantitative de ces €nergies
indépendamment de toute transformation introduite [2].

b. Algorithme d'équilibfe [15]

L'algorithme le plus communément utilisé pour l'équilibre de la réalisation dans
I'espace d'état est celui de Laub (1980). '

Cette procédure d'équilibre est donnée par les étapes suivantes :

Etapel:  Calcul des grammiens de‘ commandabilité et d'observabilité (G.,G,)

solutions des équations de Lyapunov [A4] :

AG.+G.-A"+B-B" =0
AT -G+ G- A+C"-C=0

Etape 2 : Calcul des facteurs de C_ho]esky des grammiens [A2] :
Ge =1L L
G, =1, 17

avec L., L;: matrices triangulaires inférieures.

‘Etape3:. Calcul de la décomposition en valeurs singuliéres [A3] du produit des

facteurs de Cholesky :
L-L.=UX VT
ou IL.L,=V.5U"

avec U, V matrices orthogonales [Al].

Z? : matrice diagonale des modes du second ordre ie £° = diag{cf ..... ci}

2 2
eto; >0, i=1Ln

?
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Chapitre II : Réduction de l'ordre des modéles

Etape 4 : Formation de lg transformation d'équilibre et de soﬁ inverse :
& T=L VTt
T =230 1]
Etape S : Formétion des matrices équilibrées

H

A=T"4T=3 0" [l AL V.2
B=T"B=xt.U"-L-B
C,=CT=C-L,V-2#

s Test de vérification :

Nous pouvons vérifier que T est effectivement une transformation d'équilibre pour

les deux grammiens :
Gc, :T-l'.GC'.T:2
Go, =7".G,-T=%

Cet algorithme a pour but de faciliter par la suite I'étape de réduction.

En effet, lorsque nous équilibrons les grammiens (. et G,, par le biais d'une

transformation d'équilibre 'T", ie G, =G, =X, ce qui revient a faire I'¢tude d'une seule

matrice {T) donnant a la fois une idée sur I'énergie de commandabilité et celle

d'observabilité [2]. ‘ .

Le systéme que nous obtenons est 4 présent "intérieurement équilibré” [18]

13
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Chapitre Il : Réduction de l'ordre des modeéles

11.2.2 REDUCTION PAR TRONCATURE DE LA REALISATION EQUILIBREE :

L'idée de base de cette méthode de réduction est I'élimination par simple troncature

des états qui sont faiblement commandables et faiblement observables, suivant le critére de
la norme de Hankel [21]. '

Ceci revient & éliminer, du point de vue énergétique, les valeurs singuliéres les plus

faibles du systéme {2].

a. principe de la réduction

ou

‘La matrice diagonale des valeurs singuliéres peut étre partitionnée comme suit :

C(1.5)
|0
¥ =
01z,

E{zdiag{cl,...,ok}
etc, >06,>..>0,>06,,>.>06,>0

X, = diag{c,,,...0,}

Cette partition permettra d'éliminer les ‘valeurs singuliéres les plus faibles en

imposant une certaine erreur qui permettra d'établir l'ordre de troncature (k) [21], donnant

un sous-systéme sous-optimal pour cette erreur.

Le critére de réduction utilisé est celui de la "norme de Hankel" [21] défini par :

5

aL6)

i=k+1

ot o sont les modes du second ordre (k # 0,k = n).

.



Chapitre Il : Réduction de l'ordre des modéles

L'erreur relative de Hankel sera alors définie par le rapport suivant :

L7
. W e (IL7)
i=k+1 i=1
avec k=1,n—1 .
" Par souci d'efficacité, une deuxiéme erreur est introduite telle que :
6 =, —e.l<E Lo @y

aveci=1n-2
£ : I'erreur choisie.

A partir de ce critére, le systéme est réorganisé en deux sous-systemes donnés par la

représentation suivante [21] :

el el ) )

X,(1)

Ho=(c, | Cez]'{m]

~ En effet, la partition de I introduit la notion de sous-systéme dominant donné par sa

(11.9)

représentation d'état (4, B:‘"C,) avec . |

<

iy o - (L10)

(4,,B.,C.) est la partie la plus commandable et la plus observable du. systeme

initial.
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Chapitre 1] : Réduction de l'ordre des modeéles

b. Algorithme de réduction : [21]

Considérons la repréentation équilibrée du systéme d'ordre (n) : (4,,B,,C,). La
procédure de réduction par troncature simple dans la base équilibrée est donnée par les

étapes suivantes :

Etape1: Choix de la valeur de l'erreur §

x

Etape 2 : Formation du vecteur d'erreur relative de Hankel € tel que :

aveCc k=1,n-1

Etape 3 : Calcul du vecteur d'erreur &, :

E.li = |Si _Eiq-]

aveci=1,n-2
Etape4:  boucle de test :

Si €, <& aller al'étape 5

Sinon aller a I'étape 2
Etape 5 : Etablissement du systéme d'ordre réduit (4,,B,,C).

¢. organigramme de Ia M.T.R.E. S
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Chapitre I : Réduction de l'ordre des modéles

o Cas discret :

La procédure de réduction qui vient d'étre explicitée est valable aussi bien dans le

cas continu que dans le cas discret.

Considérons la représentation d'état d'un systeme discret linéaire et invariant dans le

temps

| "(11.11)‘
Xk+1)=A4-x(k)+B-U(k) '
Y(k )+1

k)=C-x(0)+ D-U(k)

Le systéme est supposé strictement propre, asymptotiquement stable, commandabie
et observable. Les grammiens de commandabilité et d'observabilité [15] sont donnés par les

expressions suivantes :

(11.12)

qQ
i
M
h::_!
S
be ot}
Y
——
Y
-
=

o
1
(=]

(11.13)

G, =S (a7} .cT.¢. 4

c =0

-

Le calcul de ces matrices (G, G, ). définies positives, est donné par la résolution des

équations de Lyapunov [A4] données ci dessous :

(1119)

ta

G, ;:
-G,-

T

—G.+B- B =
-G, +C".

i

La représentation d'état du systéme équillibré sera alors donnée par ;
P ) q p
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Chapitre 11 : Réduction de l'ordre des modéles

Le principe de réduction explicité précédement étant le méme pour le cas discret, la
réorganisation du systéme en deux sous sysiéme sera de la forme suivante ; [21]

(I1.15)

¥(0)=[C, C][i—((];c))} 3

Cette réorganisation nous permet d'établir la représentation d'état du sous systéme
dominant donnée par :

_ | (11.16)

%
Remarque :

Une excellente propriété de la technique de réduction de modéle par troncature
montrée par Pernebo et Silverman [24], est la préservation des propriétés du systeme initial
a savoir : la stabilité asymptotique, la commandabilité et 'observabilité.

11.2.3 APPLICATION ET INTERPRETATION :
L'objet de cette section est I'évaluation des performances de la M. T.R.E.
Nous proposons trois exemples de modéles linéatres et invariants dans le temps :

(deux en continu et un en discret). Pour chaque cas nous tracerons les fonctions essentielies

telles que : réponses impulsionnelle et indicielle, spectres de phase et d'amplitude et ceci
pour les deux modéles : imtial et réduit.

Exemple 1 : Cas continu [28]

Soit le modele MIMO d'ordre 4 - représentant les dynamiques longitudinales d'un
avion type F-8.
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Chapitre I : Réduction de l'ordre des modeles

La représentation d;é%&t' de ce systéme est :

« La matrice d'évolution :

—6.560£-03 -7.577E-02 7.390L-04 3.564E—03
7.577E~-02 -8383K-03 9.204E-04 '4.445E-03
—9.171E-04 1142E-03 —9219E-02  -3.086
3.597E-03 —4.486E -03 3.136 -1.816

Le vecteur de commande :
B" =[-4173 4831 -3.293-01 1292]

La matrice d'observation :

_[5530E-04 1.241E-03 -1951E£-01 -1743E-01]
| 4m3 4831  -2,653£-01  -1281 |

La matrice des valeurs singuliéres de ce modéle est :

®

T = diag {1629.74,1392.24; 0.59; 0.46}

La représentation du modéle d'ordre réduit :

La matrice d'évolution réduite :

4

_[-6561E-3 7577 E-2
{1 7577E-2 -8382E-3

le vecteur dé commande réduit

713
g |47
—4.831

20
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la matrice d'observation reduite :

r

-5530£-4 ~1241F£-3
. ~=4.713 -4.831

|

Chapitre 11 : Réduction de l'ordre des modéles
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MTRE fcas comfnu)

Ye1l, Yri -
0.20 '
——— Modeie équitioré (ordre 4)
. Modéie d'ordre réduit (ordre 2}
.10 — ' - =
000 —
P |
010 Y T ' T ' | T |
o.00 4,00 . 8.00 ’ 1200 - 16.00
Temps (1)
Yer1
2.000E-15 ~—
1.000E-15 —
-|
0.000E+0 ~—
———_
——
-1.000E-15
-2 000E-18 T T — T | T T 1
0.00 4.D0 800 12.00 16.00
W
Temps (t)

Figure 2-a-1: Réponses impulsionnelles Ye,Yr et leur écart (sortie 1)



M.T.RE (eas continu)

Ye2, Yr¢
10.00 =
meme - Modéle aquilibré (ordre 4}
. 0.00 —y#ss v »( Modéie réduit {ordre 2) l
-10.00 —
-20.00 —
-30.00
-0.00 T T T T ' | ' |
0.00 4.00 8.00 12.00 16.00
Temps (t)
7 Yer2
2.00E-12 —
0.00E+0 —
-2 00E-12 —
-4.00E-12 —|
-6.00Ex12 . I . I : i , I
’ 0.00 4.00 8.00 12.00 16.00
Temps {t)
Figure 2-a-2: Réponses impulsionnelles Ye, Yr et leur écart (sortie 2)-
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MTRE (cas continu)

Ysel, Ysr1 ™ =
© 0.16 —

L]

% Modele équilibré (ordre 4}
Maodeéle d'ordre réduit (ordre 2)

0.12 =

0.04 —

0.00

0.00

Yser1
2.000E-15 -~

-6.000E-15 =~

-8.000E-15 T T ~— I H i T ]
0.00 4.00 8.00 1200 . 16.00
Temps (t)

Figure 2-a-3: Réponses indicielles Yse,Ysr et leur écart (sortie 1)
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M.T.RE (cas continu)

Yse2, Ysi2

0.00

-200.00 —

~300.00 —

W Modée squilibré (ordre 4)
Modéle d'ordre raduit (ordre 2}

“-2.000E-11 ~]

-3.000E-11 —]

-4,000E-11 —

-5.000E-11

4.00 8.00 12:.00 16.00

0.00

T I T |' ¥ T T 1 -
4.00 8.00 12.00 16.00
* Temps (t)

Figure 2-a-4: Réponses indicielles Yse, Ysr et leur écart (sortie 2)
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M.T.RE (cas continu)

[Hei(w), [Hri(w)]

0.00 —

-+ Modéke dquibrs (ordre 4)
———  Modéle d'ordre rédut (ordre 2)

£ 3 .

——
——— ey
_;120.00 Y T T I T I T I T ]
0.00 2000.00 4000.00 6000.00 8000.00 ©  10000.00
Fréquences wirad/sec)
|Hert{w)|
8.000E-14 —~—
.. 4.000E-14 —
0.000E+0 --y —
-4.000E-14 T E | F T~ l T I 1 —I
0.00 2000.00 4000.00 6000,00 8000.00 10000.00

Fréquences w(radisec)

Figure 2-a-5: Spectrgs d'amplitude [He(w)|, [Hr(w)| et leur écart (sortie 1)




MIRE (cas continu) . .

[He2(w)|. [Hr2(w)|

y
3

40.00
P
0.00 —3 X Modéle equilibré (ordre 4) 7
N Madéle d'ordre réduit {ordre 2)
)
-40.00
80.00 — T
~120.00 ' i ' I ' I ' I ! ] |
0.00 ;eo‘c.-ao 4000.00 6000.00 8000.00 10000.00
- " Fréquences w{rad/sec)
{Her2(w)|
6.000E-13 —
o
4.000E-13 —
\.\
2 000E-13 —f :
'0.000E+D ~— '
-2.000E-13 T I T i t T T i —
0.00 2000.00 4000.00 6000.00 8000.00 10000.00

Fréquences wirad/sec) .

Figure 2-a-6: Spectres d'amplitude [He(w)|, |Hr(w)| et leur écart { sdrtie 2)




_ M.TRE (cas contiru)

Phase (degrés)
4000 —

x Modéle dquitibré (ordre 4)

Modéle d'ardre réduit (ordre 2) |

0.00 10.00 2000 30.00 40.00
Frégquences w(rad/sec)

Figure 2-a-7: Spectres de phase (sortie 1)

Phase (degrés)

e Modéla dquiibré (ordre 4)
——  Moddle dordre rédust (ordre 2) }

A

1 ] T I T l
80.00 120.00 160.00
Fréquences w(rad/sec)

Figure 2-a-8: Spectres de phase (sortie 2)
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Chapitre Il . Réduction de Fordre des modéles

Exemple 2 : Cas discret [23]
* Soit le systéme discret d'ordre 8 donné par la représentation d'état suivante :
+ La matrice d'évolution :

37524/ - 03
0.0000F + 00

11647E - 02
10.0000F +00
0.0000F + 00 0.0000F + 00
1.0000£ +00  0.0000% + 00

- 0.0000E +00 1.0000% +00
" 0.0000£ +00 0.0000F +00
0.0000£ +00. 0.0000/ + 00

(—3.0000£ -02 -3.9970F -01
1.0000E +00  0.0000£ + 00
0.0000%+ 00 . 1.00007 + 00
0.0000£ +00  0.0000/ +00
0.0000E +00  0.0000F + 00
0.0000L +00  0.0000/ + 00
0.0000E + 00  0.0000/ + 00

Mat
H

-

1.2690E - 02
0.0000E + 00
0.0000£ + 00
0.0000 £ + 00
0.0000 £ + 00
1,0000 £ + 00
0.0000£ + 00
'0.0000E + 00

0.0000/ + 00

| 0.0000E +00

2.9473E - 01
0.0000F + 00
0.0000/ + 00
0.0000/ + 00
0.00007 + 00
0.0000£ + 00
1.0000/ + 00
0.0000£ + 00

0.00004 + 00

0.0006/ + 00

1.1200£ - 01
0.0000 £ + 00
0.0000 + 00
0.0000/ + 00
0.0000E + 00
0.0000£ + 00

0.0000/ + 00

1.000012 + 00

1.76014 - 01 ]
0.0000 £ + 00
0.0000/ + 00
0.00007 + 00
0.0000 £ + 00
0.0000 £ + 00
0.0000 £ + 00

0.0000/, + 00

A9.




Chapitre 11 : Réduction de l'ordre des modéles

o Les vecteurs de commande et d'observation -

[1.0000£ +00]
00000~ +00

0.0000/ +00

00000 +00 |
0.0000£ +00
0.0000£ +00
| 0.0000£ +00

(woh}
Ii

[ 0.0000£+00 |
1.0000F - 03
~2.52000/ — 03
3.7501 - 03
~3.6972/ - 03
25932k - 03,
~8.2177F — 04
| -3.0453F-04 |

» La matrice des valeurs singuliéres de ce modéle est

¢ o g 956061 - 03, 6.06561 ~3.3.5693 1 - 03; 11758/ 038.8400/: - 04]
= dfiet .
“%\5.4660 - 04; 4 6707k - 04 1.29811: - 04




Chapitre Il : Réduction de 'ordre des modéles

— La représentation d'état du modéle d'ordre réduit est :

{a matrice d'évolution réduite :

-8.6076 £ —~01 ~33500/-01 -3.8138/-02 -4.4580/ —02
- 39007 E—-01 -4.6164 £ -01 -7.1606 £ -01 24303 f£-02

" |-3.4064 E-02 5.4927E-01 -3.3768 £~01 -2.6470 -0l
6.6531E-02 3.1149F-02 44227 E-01 71062 k02

Les vecteurs de commande et d'observation réduits sont :

~4.3157 k£ - 02
| -5.2341 £ =02
B

7| -2.4580 k- 02
17317 £ -02

C,=[-38827£-02 ~4.0442E-02 24759 E-02 -1.0439 E - 02]

34
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M.T.RE (cas discrel) |

Ye, Yr
4.000E-3 —
-1 3 Moddle équilitvé (omdre 8)
Modéle dordre réduit (ordre 4)

0.Q00E+0 —p
-2.000E-3 —
P
b
-4.000E-3 . I o i , i . T . |
0.00 2.00 4.00 600 . 8.00 10.00
Temps discret (k)
Yer
4.00E4 —,
4
200E-4 —|
0.00E+0 — e
2.00E-4 —
~4.00E-4 T | T i ] 1 ! T }
0.00 200 400 6.00 8.00 10.00

Temps discret (k)

Figure 2-b-1: Réponses impulsionnelles Ye,Yr et leur écart Yer
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- M.T RE (cas discret)

Ysé, Ysr

3.000E3 —
i ’ ) l S Mooéle squilbreé (ordre B)
: —A— Modéie dordre réduit (ordre 4)
FAY . - w
2.000E-3 — ) -
-
1.000E-3 —
0.000E+0
;
-1.000E-3 —|
14
-2.000€-3 , | —T T ' | [ I
0.00 200 4.00 6.00 8.00 10.00
Temps discret (k)
Yser
2.000E-4 —
0.000E+0 -
-2.000E4 — |
-4 .000E-4 —
4
-6.000E-4 T I | I . I : | o |
0.0G 2.0G 400 - 6.00 8.00 - 10.00 |

“ o Temps discret (k)

Figure 2-b-2: Réponses indicielles Yse,Ysr et leur écart Yser
: . : ¢
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MT R.E {cas discret)

[He(w)], [Hr(w)|
-zom —_

Modéte équitibré (ordre 8) l
Modéle d'ordre rédud (ordre 4)

-100.00 : I : I — i
000 2.00 4.00 8.00
Fréquences w{rad/sec}
|Her{w)}
. -40.00 —
-60.00 —

oV

-100.00 —

-120.00 - T | — I T 1
0.00 2.00 4.00 : 6.00
Fréquences w(rad/sec)

Kigure 2-b-3: Spectres d'amplitude|He(w)|, [Hr(w)! et leur écart |Her(w))|
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M.T.RE (cas discret)

_Phase (degrés)

1600.00 —
— //
| o
120000 — /
800.00 —| ‘ ‘
’ RN— Modele équitibré (ordre 8) !
] ‘ ) ——— Modele d'ordre réduit {ordre 4) 1
400.00 —
7 T -
0.00 —
-400.00 , | , | , 1
000 2.00 400 ' 6.00

Fréquences w(rad/sec)

Figure 2-b-4; Spectre de phase du modéle équilibré et du modéle d'ordre réduit.
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Chapitre 11 : Réduction de l'ordre des modéles

A partir des résultats obtenus, nous pouvons voir qu'effectivement la M T R.E , qui
consiste & calculer la matrice T afin de se ramener & une représentation €quilibrée du point
"de vue énergétique et a réduire pér troncature simple, présente une bonne approximation du
modéle initial. Etant donné que l'écart entre les réponses du modeéle initial et celies du

modéle d'ordre réduit est faible, et tend a s'annuler aux hautes fréquences.

La performance de cette méthode de réduction a été illustrée par les différents
graphes représentants les réponses indicielles et fréquencielles et les spectres d'amplitudes et
de phase.

De plus, nous remarquons que le modele d'ordre réduit préserve les propriétés du ;
modéle initial telle que : stabilité, commandabilité, observabilité, et causalité, donc a fortiori

il est physiquement réalisable.
Exemple 3 : Cas contipu [27]

Considérons le systeéme MIMO d'ordre 10 donné par sa représentation d'état

+« La matrice d'évolution

6 -1 0 0 O 0 0 0 0 0

1 -8 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 -10 3 0 Q 0 0 0 0

o 0 1 -8 0 0 0 0 0 0

oo 0o 0o --13 39 0o 0o o

4=1o 0 o o 1 -8 0 0 0 O

00 0 0 0 1 -8 0 6 0

. 0 0 0 0 0 "0 ~14 -9 0
0o 0 0 0 0 0 1 -8 0

00 0 0 0 0 0 0 .0 -2

“ e La matrice de commande

g [1 00010000 1£-03
001 0000 1 0 1/£-03




Chapitre 11 : Réduction de l'ordre des modeles

o La matrice d'observation

o 010100 0 0-0 SE+05
1000 0 0 0 -6 1 =2 SE+05

o La matrice des valeurs singuliéres de ce modéle-est

¢ — iy [ 25001 +02,2.S168E ~02; 5. 5781 - 03; 2. 4142 - 03; 9.2182~ 04
=99 | 3086 E - 05 1.1386E - 07: 0: 0; 0 :

Pour cet exemple, la calcul des grammiens s'avere trés "mal conditionné” a cause de
la grandeur de leur nombre condition : A
M, =625FE+17
(o .

i

Mg, =222F +28

Puisque certains états sont trés faiblement commandables et / ou trés faiblement

observables. De plus le nombre condition de la transformation d'équilibre est infini.
11.2.4. Conclusion

Malgré les avantages de la procédure de réduction cités précédement, il est & noter
que cette méthode de simplification est malheureusement limitée dans son utilisation a cause
du "mal-conditionnement” de la matrice d'équilibre (voir exemple 3).

. En effet, cette méthode est sensible aux erreurs numériques (tels que les problémes
d'arrondi) et présente des difficultés notamment dans le calcul de la transformation
d'équil‘ibr‘e'et son inverse [27). En particulier lorsque nous obtenons des valeurs singuliéres
trés faibles ou presque négligeables correspondants 4 des états presque non commandables
et non observables auquel cas la dite transformation tend a étre singuliére.

En d'autres termes, la difficulté de calcul de la transformation d'équilibre apparait
nettement pour les systémes dits "non-minimaux" ayant des valeurs singuliéres quasi nulles.

Ainst pour comourlzﬂgg ces inconvenients, il est préférable d'utiliser une des méthodes
- ’ . . N - n , g .
de réduction qui ne nécessitent pas I'étape d'équilibre du systéme.




Chapitre II : Réduction de l'ordré des modeéles

Parmi les nouvelles téchniques qui ont l'avantage d'étre insensibles a ces
inconvénients, et auxqueiles nous nous sommes interessées celies basées sur le principe des
"projections internes" dans 'espace d'état [27].

11.3 REDUCTION PAR UTILISATION DE ;'PROJECTION INTERNE"

11.3.1 Introduction

L'outil de projection interne est trés prometteur pour‘le probleme d'approximation
des systémes, puisque la p]upért des méthodes connues sont équivalentes a l'application
d'une projection au vecteur détat du systéme a approximer [5], [6]. Cette projection
transforme ce vecteur d'état en un autre de dimension inférieure correspondant au vecteur
d'état du modéle approximatif désiré. En d'autres termes, elle représente une application

d'un sous espace de dimension (n) vers un autre sous-espace de dimension (k <n).

Souvent, nous avons recours a de telles projections, dans les problemes d'analyse et . -

de synthése des systémes linéaires, car elles p}és'entent des propriétés assez intéressantes. -
« Cas con_finu :
o Propriétés des projectioﬁs [5], [6]
1. Toute matrice carrée E vérifiant l]a felation suivante :
E'=E | aL17)
est dite une matrice de projection.
2. Side plus E vérifie la relation
E"=E | (11.18)

elle est dite symétrique et est a]ﬁpelée "projection orthogohale". Elle caractérise
l'orthogonalité qui existe entre le modéle d'ordre réduit et le modéle initial. '
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Chapitre 11 : Réduction de I'ordre des modéles

3. Si E peut étre décomposée en un produit de deux matrices F et G, alors pour que
E = F.G soit 1a représentation d'une matrice de projection ]_f(nx:n) de rang(k), i1

suffit que ;

G-F=1I, . (11.19)
ou ./, matrice identité (k x k) [A1].

Ainsi lors de {introduction de 'opérateur de projection dans la représentation d'état,

le modéle d'ordre réduit (k) aura pour vecteur d'état X (1) :
X0 =£-x() | (I1.20)
ou E est une matrice (nx n) de rang(k)

Notons que X (¢) est de dimension (n x 1), mais équivaut a un vecteur de dimension .

(k < n). La représentation d'état correspondante est :

-

: (11.21)
X(6) = E-[A-)?(t)+B-U(t)]
Ht)=C-X(¢)+D-U(s)
La fonction de transfert du modéle d'ordre - réduit est: |
A(s)=CA{si,~E- A" E-B+D | (@2

Si nous introduisons la décomposition de E en un produit de deux matrices F et G,
nous aurons alors[5], [6] :

Als)=C-F-(s], ~G-4-F)*.G-B+D S u23)

TS -
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Et si nous posons:

b)d)btyb;)
Woon-

SIRRTIEY
N

La représentation d'état du nouveau modéle sera :

(11.25)

”01‘1 : i/'(i): G-)?(t)' |

Ainsi, le choix de F et G donne un choix de modéle d'ordre - réduit de fagon unique

pour le systéme initial ayant une représentation d'état donnée.

Néanmoins, le probléme qui se pose est de trouver la projection appropriée pour
Fapproximation désirée = '

- Choix de la projection;

Pour trouver E, donc F et G qui donnera un probléme optimal, nous pouvons penser
a ‘minimiser par rapport 4 F et g, le critére de performance J{E) donné ci-dessous [5]. [6]

J(E) =[G, -(1-EY .G, {1 - £)| (11.26)

ou E est une matrice (n x n) de rang égal a l'ordre de modéle simplifié.

Ce critére J(E) représente d'une certaine maniére l'erreur quadratique entre le

modéle initial et le modéle d'ordre - réduit.
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Chapirfe II : Réduction de l'ordre des modeles

Si E est choisie de maniére a vérifier les relations suivantes :

. (11.27)
' WoG.o=G 1
E"-G,=G,-E
Alors J(E) sera donné par’
HE)=T1(G.-G,))-1(G. -G,y - E) (11.26)
| Puisque
1{Ge-Go) = T,(H°) | - 1Lzn
ol H est la matrice de Hankel, en d'autres termes les valeurs singuliéres (G,) de H

correspondent aux valeurs propres du produit (G, -G,), alors l'erreur minimale que nous

pouvons atteindre, est obtenue quand les valeurs propres de (G,.-G,-E) ne sont pas
seulement un sous-ensemble de celles de (G, -G,), mais aussi les k plus grandes valeurs

propres.

Ceci est vrai, quand les colonnes de la matrice F, sont calculées & partir des vecteurs

propres du produit (G, - G,) correspondants aux k plus grandes valeurs propres [5], [6].
‘L'erreur minimale est alors donnée par I'expression suivante:

(11.30)

Jo(£)= 3o

i=k+l
avec o’ (i=k+ l,n) : les modes du systéme & éliminer.

Remarques:

1 L'erreur minimale citée ci dessus est indépendante de toute transformation des

coordonnées puisque les modes du second ordre sont invarants pour les
transformations de similarite.
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#

2 Le .modéle résultant de l'approxirﬁation (11-23) s'avére stable pour le choix'de la

- matrice F (nxk) telles que ces colonnes solent calculées a partir des vecteurs

propres de (G_.-G,) correspondants aux k plus‘ grandes valeurs du produit et le cﬁoix
de G (kxn)telque: G-F=1,_. |

C'est pour ces raisons, que nous avons penser exploiter cette approche pour la
réduction de 'ordre du systéme initial, afin d'obtenir un modeéle d'ordre réduit par le biais
d'une procédure dans laquelle nous évitons complétement I'équilibre du systéme et nous ne
considérons par la proximité des états de la non observabilité et la non commandabilité.

11-3-2 Procédure de réduction :[23]

Le calcul des matrices de projection F et G, évoquées ci dessous, donc de la

réalisation du modele d'ordre réduit, se résume dans les étapes suivantes :

Etape 1 : Détermination de l'ordre de réductio_n (k) correspondant a une erreur minimale.

Etape 2 : Calcul des matrices ¥V,

forment des bases pour les espaces propres droit et gauche respectivement du produit des

deux grammiens (G,-G,) associés aux k plus grandes valeurs propres de ce produit

(ie cf,---,ci).
Etape 3 :Calcul de la matrice £, :

E. =V, -V

big L.Big 7 R-Big

Etape 4 : Décomposition en valeurs singulieres [A3] de la matrice £,

E,. =U,

7
1 Big ‘fo-ff.g 4 E-Biw'

avec. Upg., Vgp, 1 Matrices orthogonales [Al].

Zyng . Matrice diagonale [Al] dont les-éléments sont classés par ordre

-décroissant

-4

et V,,, de dimension (nxk) et dont les colonnes.

[ X



Chapitre I : Réduction de l'ordre des modéles ,

Etape 5 : Calcul des matrices de projection:

E=Supg G=8l,,
S

- ¥
L-Big — VL -Big UE By I:'E -Big
_ -¥
SRvBig - VR"Big ‘VE-Big 'ZE-BJ‘g

Etape 6 ; Calcul de la réalisation d'état du modéle d'ordre - réduit:

)
It

S{Big 'A'SR'Big
SE-Br‘g : B
C-§

R-Big

o 18
H

»

Y v
il

Remarques :

1 Lapropnriété de cette procédure de cette procédure est qu'elle donne un modéle d'or.dre.

.- réduit dont la fonction de transfert d'ordre (k) est la méme que celle obtenue par

application de la pro:'édure de réduction de Moore de la réalisation équilibrée pour
n'importe quel systéme minimal.

2 La robustesse numérique de cette procédure dépend précisément de la fagon dont les
matrices V, ;.. et V. sont calculées [27]
Par souci de simplicité et d'une meilleure stabilité numérique des calculs, nous avons,
en premier lieu, implémenté la méthode dite de la "Racine-Carr¢" appropnee aux systemes
non-minimaux et se basant sur le prmc1pe de réduction que nous venons de souligner.




Chapitre Il : Réduction de l'ordre des modéles

I1.3.3 Méthode de la '"Racine - Carrée':

Dans cette méthode, le calcul s'effectue avec les facteurs de Cholesky [A2] des

grammiens (GC-GO), dont le calcul est mieux conditionné que celui des grammiers eux-

mémes.

a. Algorithme : ‘
' W

Etape 1.: Etablissement de la factorisation de Cholesky [A2] des grammiers (GC . Go) -

I.-11=G,
L-II =G,

Avec L., L, :Matrices triangulaires inférieures.

: ~
Etape 2 : Décomposition en valeurs singuliéres [A3] du produit des facteurs de Cholesky :
L L.=U-% V"
cavec U, T Matric;es orthogonales [Al]

3, =diag{s?,---,02} et cf(izl,m),..les m-valeurs propres non-nulles du produit des

grammiens (G, - G,).

Etape 3 : Calcul des bases Vy, 5, et V, 5.

' !
VR-Bt’g =LC'V'|:(;]

‘ 1,
VL-Big :LUUI:S]

Ou /(&) matrice identité [A1] de dimension (& x k).

.
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Chapitre Il : Réduction de l'ordre des modéles

Etape 4 : Calcul du produit des bases £,

- _ T
' Ebr'g "'VL B;‘g'V R-Big
:diag{cla'"sck}
= Zyy

Etape 5 - Calcul des matrices de projection

i
SL~Brg = L(} . U. big
b 0 -
[ £%]
SR-Ba'g =L V 88

-Etape 6 : Etablissement de la représentation d'état du modéle_z d'ordre réduit :

A= 85y A-Spy
B=5S[sB
C=C-Spp,
D=D

Lors de I'implémentation nous remarquons a priori que le modéle d'ordre - réduit
obtenu par cette méthode est stable, observable commandable et présente l'avantage d'étre
équilibré. ‘
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Chapitre [T : Réduction de l'ordre des modéles

Néanmoins, le calcul de la transformation d'équilibre introduite implicitement se
trouve étre "mal-conditionnée" notamment pour des systémes ayant des états fortement

Y

observables mais faiblement commandables ou I'inverse. Les matrices F et G (i.e. Sppyg €L

S, s, des projections présentent en effet des nombres de conditions assez élevés 4 savoir :
C,=27216 pourGet .C.=4049.5 pourF

du moins par rapport & ceux des mémes matrices que nous avons calculé a partir d'une autre
méthode dite de "Schur” pour laquelle :

..

Cs = C, =6.1435, et qui, bien qu'elle soit équivalente a la méthode de la "racine carrée",
tend a assurer un meilleur conditionnement des calculs, car elle rend maximale l'utilisation
des transformations orthogonales. '

De plus, lorsque nous avons fixé la précision des matrices F et G pour arrond: de
leurs é]éméﬁts, avant leur utilisation pour le calcul de la réalisation d'ordre réduit, la
méthode "Schur" nous a offert de meilleurs résultats que ceux de la "racine carré" tel que :

« Pour la méthode de Schur : Cs =6.1439 et C,, = 6.1468.
» Pour la méthode de la "racine carrée": C, = 2722.5 et C, =2615.8
Clest pourquoi nous avons opté définitivement pour la méthode de "schur" qui

~ permet l'obtention du modéle d'ordre réduit a partir duquel se fera la synthése de la

commande.

L
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Chapitre I : Réduction de ordre des modéles

11.3.4 Méthode de Schur : [27]

Cette méthode est basée sur la mise du produit des grammiens sous la forme de
Schur [14] : ' |

a. Algorithme:

| Etape 1 : Calcul des grammiens (GC -G,) par résolution des équations de Lyapunov [A4].
A-Go+G,-AT+B-B =0

A" -G +G,-4+CT-C=0

Etape 4 : Calcul de la matfice orthogonale V[A1] par la mise sous la forme de Schur {14]

du produit des grammiens (G, - G,) :
M :VOT(GC 'G-o)'V
Avec M matrice tHangulaire supérieure.

Etape 3 : Calcul des transformations orthogonales V', et ¥, qui ordonnent les éléments
diagonaux de la matrice de Schur (M) respectivement dans un ordre ascendant et
descendant : '

)
Ap }

dic;g(VAT-M-VA)z{kA”,---
diag(Vy -M-V,)={%, -,

{n, fi= TR} ={n, fi=TE}={o?/i=TF)

{?Lpl/izk+1,n}={7ggf/i:k+l,rr}={cf/i:k+1,k}

avec |

et o] sont les modes du second ordre.
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Etape 4 : Partition de V, et V, tel que

V,= [VR.SmaH / VL-Big]

: Vp = [VR-Bzg / VL-SmaH]
00 Vegss Viswn : matrices de (n— k) - colonnes.
Visgs Vesg - matrice de & colonnes.

Etape S : Calcul du produit des bases £,

EBig = Vgsig 'VR'B:'g
Etape 6 : Décomposition de Ej;,, en valeurs singuliéres [A3] :

E,

— T
g U E-Big EE-Big 'VE-Bfg
avec . Uppy,, Vg : matrices orthogonales [Al].

T emg - matrice diagonale des valeurs singulieres.

Etape 7 : Calcul des matrices de projection S} 5., S :

L
SL-Br'g = VL-BJ‘g 'UE-Brg .EE{éig

y - . LT H
*SR-Big =V, R-Big V, E-Big zE-Big

Etape 8 : Calcul de la réalisation d'espace d'état du modéle d'ordre réduit:

L-Big ' A . SR-Br‘g
B=S8!,. B
C=C-Spa
D=D




Py Chapitre I : Réduction de I'ordre des modéles

Remarque :

Les colonnes de Vg, et V, . forment des bases pour les espaces propres
R , ‘
 respectivement droit et gauche du produit (G.,G,) associés aux k- plus grandes valeurs

propres {a?,---,62 } du produit des grammiens.

b. Organigramme :

44 -
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Chapitre Il : Réduction de l'ordre des mbdéles
o cas discret :
Pour le cas discret, l'étude explicitée précédemment reste valable telle que

I'introduction de Yopérateur de projection "E" dans la représentation d'état, permet d'établir
les équations d'état et d'observation du modéle d'ordre réduit (k) :

(131)
Xk+1)=E [4- &(&)+ B-U(0)]
P()=C- X(k)+ D ul)
avec -
X(k)=E- x(k) : (I1.32)
La fonction de transfert sera donnée par :
i)=cz, £ A E8sp - @
Par la décomposition de E en un produit de deux matrices F et G, nous
obtenons [5). [6] : )
A(2)=C-F(z1,-G-A-F)'.G-B+D (11.34)
En posant
X i (11.35)
A=G-A F
B=G-B
C=C-F
D=D
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La représentation d'état du nouveau modele sera :

(11.36)

ou: V(k) =G X(k)

La réalisation d'espace d'état du modele d'ordre - réduit, obtenue a partir de la
procédure de réduction par la méthode de projection interne, est donnée par :

A partir de cette représentation, nous pouvons déduire que les deux méthodes citées
précédemment (racine - carrée, et Schur) peuvent étre appliquées au modele discret, mise a
part une seule différence qui réside dans le cas des grammiens, pour la méthode de Schur,
qui s'effectue par la résolution des équations de Lyapunov [A4] données sous leur forme

discréte :

~f2
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Chapitre I : Réduction de Vordre des modéles

11.3.5 Application:

Dans cette section, nous allons appliquer la procédure dé réduction de Schur a deux
~ exemples de modéles linéaires, invariants dans le temps et non - minimaux ou lun est le

modéle d'un systéme continu et I'autre correspond a un systéme discret.

a - cas continu {27]:

Le modéle représente un systtme MIMO dordre 10, de représentation d'état

suivante :

+ La matrice d'évolution

- LN . -

6 -1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 -8 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 -10 3 9 0 0 0 0 0
©o 0 1 -8 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 -13 3 9 0 0 0
410 60 0o 1 80 0 0 o
0O 6 0 0 0 I -8 0 0 0
0O 0 0 0 0 0 0 -14 9 0
00 0 0 0 0 0 1 -8 0
0 0- 00 0 0 0 0 0 -2

 La matrice de commande :

[t o001 0000 1E-03
"J0 061 000 0 1 0 1E£E-03

o La matrice d'observation :

o101 00 0 0 0 5E+05
1001000 -6 1 -2 SE+05




Chapitre II : Réduction de l'ordre des modéles

e La matrice des valeurs singuliéres de ce modéle est :

2.5001 £+02; 25168 E~02, 55781 E-03;, 24142 £-03; 9‘2]82E-—04;} :

Ezd'“g{mossﬁ'ws; L11386 E-07; 0, 0; 0

L'ordre du modéle réduit est choisi égal a 4, car il correspond a une erreur de
réduction minimale, . ’
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La représentation du modéle d'ordre

B>

>

[ -1.07753E+01
6.7892E~01

2.81563E400

(_ 1.38417E+00

+« 1a matrice d'évolution réduite:

1. 14342E+00"

-6.92013E+00

1. 15732E+00

8.71499E-01

. la matrice de commande réduite:

-~

4.22614E-01
-1.28137E-01

2.B65960E-01

| -1.12718E-01

: N
7.57432E-01

_4.36487E-01

~2.69152E-01

~2.15558E—02J

réduit est:

6.52743E+00
~4.71689E+00
-1.17823E+01

1.32696E+00

. la matrice d’observation réduite:

-1.52385E+04

W
-1. 77849E+04

~1.52367E+04 . -1.77831E+04

-1.05919E+04

-1.05937E+04

.—2.62884E+ooj

N

~-3.8138BE+00
3.43838E+00

3.65112F+00

~6.63433E+04

-6.63431E+04



Chapitre Il : Réduction de l'ordre des modéles

La représentation du modéle d'ordre réduit est:

+« la matrice d’*évolution réduite:

r.-~1.()77“.5313-&01 1. 14342E+00 6.52743E+00  -3.8138B6E+00
A 6.7892E-01 = -6.82013E+00 ~4,71689E+00  3.43838E+00
A= 2.81563E+00 1. 15732E+00 -1.17823E+01 3.65112F+00
9 1238417E+00‘ 8.?}#99E—01 1.32696E+00 ‘*2.82864E+QO}
L

., la matrice de commande rédujte:

-\

[ 4,22614E-01 '7.574$2E—01

. -1.28137E-01 :4.38487E—01

) 2.65860E~01 -2.69152E-01
. —1.12718E-01 —2. 15556E~-02 |

. la matrice d’observatidn réduite:

-1.52385E+04 ~1.77849E+04 -1.05919E+04 -6.63433E+04

Ca
It

-1.52367E+04 -1.77831E+04 -1.05937E+04 -6.63431E+04



Chapitre Il Réduction de l'ordre des modeéles

Les .réponses impulsionnelles, indicielles et fréquentielles par le modele d'ordre
réduit sont tracées avec celles du modéle initial respectivement sur les mémes figures (3-2a,
3.3a, 3-4a, 3-4a). ¢

 Les figures (3-2b, 3-3b, et 3-4b) représentent les écarts entre les réponses

-impulsionnelles, indicielles et les spectres d'amplitude du modéle initial et celles d'ordre -
réduit. " '
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Méthode de SCHUR (CAS CONTINU)

L
Y1, Yr
500.00 —

—3{— Modele Inital (ordra 10)
Modale d'ordre réduit {ardre 4)

0.00 400 -8.00 12.00 1600
k Temps (t)
‘ Yer1
6.000E-3 — '
- 4.000E-3 —
2.000E-3 —
0.000E+0 =

-2.000E-3 —
-
-4 O0DE-3 , T I T T I T 1
0.00 4.00 8.00 12.00 16.00
Temps (t)
3-4

Figure.3 24 . Réponses impulsionnelles Y, Yr et leur écart Yer ( sortie 1)

“
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Meéthode de SCHUR (CAS CONTINU)

Y)2, Yr2
600.00 —

¥ —-3¢&— Modble inttiai  (ordre 10)
. Modble réduit (ordre 4)

0.00 4.00 8.00 12.00 16.00

Temps (1)
~Yer2

4.000E-3 —

0.000E+0 —

-4.000E-3 —
) 28.000E-3 —

-1.200E-2 s T 1 1 . I - |

0.00 4.00 8.00 12.00 16.00
Temps (t)
3-24

Figure 3.4 Réponses impulsionnelles Y 1 Yr et leur écart Yer ( sortie 2)



Meéthode de SCHUR (CAS CONTINU)

Yei1,Ysr1
300.00 —

200.00 —

—3&—  Modble (nitial  .(ordre 10)
Modéie d'orde rkduit {ordre 4)
0.00 T 1 ' I T | T I
a.00 4.00 8.00 12.00 16.00
Temps (t)
Yser 1
8.000E-4
4 000E-4 —‘
\
0.000E+0 —
-4 000E-4 5 T T T T ] — 1
0.00 : 4.00 8.00 12.00 . 16.00
Temps (t)
3. 3aq

Figure 3. 3/ Réponses indicielles Ysi, Ysr et leur écart Yser ( sortie 1)

re
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Méthode de SCHUR (CAS CONTINU)

Ys1' 2, Yer 2.
300.00 —

]

-

200.00 -

—-— Modele intial  {ordre 10}
o Mod#e d'ordre réduit (ordne 4)
om0 ' | ' T y | ' |
0.00 400 8.00 12.00 16.00
Temps (t)
Yser 1
1.200E-3 —

-8.000E-4 T I T T T I T ]
0.00 4.00 8.00 12.00 16.00
Temps (1)

3-2a . ' .
Figure 336 Réponses indicielles Ysi} Ysr et teur écart Yser { sortie 2)

-
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Méthode de SCHUR (CAS CONTINU)

- HEHW), HA W)
4000 —

2000 -+ ——  Modble nitial (ordre 10)
—— . Moddie'domdre réduit (ordre 4)

- M
ST
00 I L ) L A
© Q00 - 200000 4000.00 6000.00 8000.00 10000.00
) Fréquences w{rad/sec)

-80.00 —

-80.00 —

-100.00 T I T | T I T | T I

-

0.00 2000.00 4000.00 65000.00 8000.60 10000.00

Fréquence w (rad/sec)

‘ 345 . : '
Figure 2 3-4, Spectres d'amplitude [Ha(w), |Hr(w)i et leur écart (sortiel)

.



Méthode de SCHUR (CAS CONTINU)

H{2(w), [Hr2(w)|

40.00 —

_ $ e i
20 ¥ ~-3¢—- - Modéle initial (ordre 10) ’
: e : .
:‘. i Modéle d'ordre rdduit (ordre 4)

- e e £ st et e e

0% T T ' T ' T 1 1
0.00 2000.00 4000.00 6000.00 800000  10000.00
Fréguences w{rad/sec)

Her2(w)j
(dB)
20.00 —
-40:00 —

-80.00 -

B e ! L EN S B
0.00 2000.00 4000.00 6000.00 8000.00  10000.00

- Fréquences w{rad/sec)

’ 3.44a . ‘
Figure 2- 244 Spectres d'amplitude [H{(w)|, [Hr(w)| et leur écart (sortic2)
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Méthode de SCHUR (CAS CONTINU]

Phese (degréa)

noo

-20.00 —

p . ————  Modéde mnitial (ordre 10)
> Moctle dordre réduit (ordre 4}

-40.00 -

-80.00 -

-100.00 T I T I y I ]

0.00 40.00 - 80.GO 12000 160.00

o .
Fréquences wiradisec)

Figure 2- 344 Spectres de phase (sortiel)

Phase (degrés)

0.00 ——‘
k
* '-
00 —
- =
-40.00 —
' < Modeie initiad {ordre 10y
N ———  Moxiéle d'ordre réduit (ordre 43
-£0.00 —
-
-80.00
4 LV.s L
-100.00 T ] T — ! LB
0.00 ~ 40.00 80.00 ) 120.00 160.00

Fréquences w(rad/sec)

- Figure 2- 3-4z Spectres de phase (sortie2)



b— Cas discret

L'exemple discret est obtenu a partir de la discrétisaion de ]’exempl

précédent en utilisant la transformation bilinéaire.

-

Sa représentation d'état est:

«la matrice d*évolution:

1.37778E~01 -7.11111E-02 o 0 0

7.11111E-02 -4.44444E-03,  © - | 0 0

0 0 1.01754E-01 1.68421E-~01 0

0 0 5.61403E-02 1.05263E-02 0

0 0 0 ' 0 | -2.43583F-01

0 0 0 0 4.72761E-02

0 0 * 0 0 2. 9%474F- 04

0 0 0 0 0

0 0 0 0 o

0 0 0 0 0

_ N

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
_1.152456-01  4.25485E-01 0 0 0
-7.20222E-03  2.65928E-02 0 0 0
6.20499E-02  1.66205£~03 0 0 ' 0

0 0 ~2.90859E-01  ~3.98892E-01 o

0 0 4.43213E-02  -2.49307E-02 0

0 ) 0 ' 0 | 6.00000E-01

o



W

«la matrice de commande:

" 5. 68889E-01 0
3.55556E-02 0
0 o 4.49123E-01
o 2.80702E~02

B= | 3.78209E-01 0

2. 36380E-02 0
1.47737E-03 o
0 3;54571E—01
0 2.21808E-02

[ 8.00000E-03 . 8.00000E~04]

« }a matrice d'obsevation:

- 3 :
8.88889E-03 0
1.24444E-01 0
7.01754E-03 0
1.26316E-01. 0

T
C = o) -2.21807E-03 |,

0 ~4,65374E-02°
0 -7.51248E-01
0 7.75623E-02
0 -2.93821E-01

| 1. 00000E+05 1. 00000E+05

J

.la matrice des valeurs singuliéres:
I= diag {2;5001E+02 : 2.5168E-02 ; 5.5781E-03 ; 2.4142E-03 ; 9.2182E-04

1.8886E-05 ; 1.1386E~07 3 0 : 0 ; O }

-

LA



ca»

La représentation du modéle d'ordre réduit est:

s la matrice d’évolution réduite:

-

[ ~1.71252E-01  -1.47666E-02  1.17774E-01 —4.88834E-01 |
-6.64994E-02  1.00255E-01 -1.1S933E-01  1.64355E-01
5.39501E-04  1.30820E-01  2.31426E-02 '1.43156E-~01
| -1.36700E~01 8.6656E-03 5. 1B0B4E-01  3.48996EF-01

- k.

.1a matrice de commande réduite:

‘ ‘ ~
F—2.13734E—01 - =3.40078E-01
=| 2.62223E-02  7.06828E-02

-1.17664E-01 -2.31292E-02

9.38475E-02 -6.01979E-02

. L

« la matrice d'observation reduite:

r

-3.37112E+03  —3.37123E+03 | "
T= | 4.02801E+03 4.02773E+03
1.38728E+04 1.38730E+04
| 1.71149E+04  1.71148E+04

_bbo




Chapitre I : Réduction de l'ordre des modéles

De ‘méme que pour lexemple contmu les réponses indicielles, 1mpu1510nnelles et
fréquentielles pour le modeéle d'ordre réduit sont tracées avec celles du modéle initial
respectivement sur les mémes figures (3-6a, 3-7a, 3-8a, 3-8¢).

Les’ figures (3-6b, 3-7b et 3-8b) représentent les écarts entre les réponses
impulsionnelles, indicielles et les spectres d'amplitude du modéle initial et celles d'ordre
réduit.

i

_6:

e



Méthode de SCHUR (CAS DISCRET) .

Yi1, Yr1
~100.00 —

-+ Modéie initial {ordre 10)
——— Modéls d'ordre réduit {ordre 4}

0.00 w200 400 6.00 800 1000
Temps discret (k)
Yer1
1:200E-4 —
BO0CES —{ | °
4.000E5 —

0.006E+0 ~ N\

Jt I I A A L

0.00 200 4.00 6.00 8.00 10.00
Temps discret (K}

3.4 '
Figure #344 Réponses impulsionnelles Yi, Yr et leur écart Yer (sortie 1)
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Méthode de SCHUR (CAS DISCRET)

Yi2, Yr2
100.00 —

40.00 — ¢ Modsle initial {ordre 10}

Modéls d'ordre réduit (ordre 4)

000 2,00 © 400 6.00 8.00 10.00
Temps discret (k)

Yer2
2.000E-4 ~=

1.000E-4 —

' 0.000E+0 — F

~1.000E-4 —

0.00 2.00 400 6.00 8.00 10.00
Temps discret (k)

3L
Figure 8-38L Réponses impulsionnelles Yi, Yr et leur écart Yer (sortie 2)

6




et
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Meéthode de SCHUR (CAS DISCRET)

Ysit,; Ysri
250,00 -—

e Modﬂniniﬁd-(ordre_‘!m
———  Modble dordre réduit (ordre 4j

50.00 —
.
0.00 1 I ) ! I I L] I 1 ]
. 0.00 200 400 600 8.00 10.00
Temps discret (k)
Yseri
B.000E-5 —
4.000E-5 —
0.000E+0 —
~4.000E6 — *
-8.000E-5 ) i , 1 — T I . 1
0.00 2.00 4,00 6.00 8.00 10.00
. Temps discret (k)
_ 36 . ,

Figure 8- 3 #. Réponses indiciellesYsi, Ysr et leur écart Yser (soﬁie 1)

-t - - .

.
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Meéthode de SCHUR (CAS DISCRET)

Yse2, Ysr2
250.00 -

> Modéle initial {ordre 103
53.00 — - e Mogdle dordre rédult {ordra 4)

R N E A S A I R B
000 = 200 4.00 6.00 800 10.00
Temps discret {k)

Yser2
3.000E-4 —

2.000E-4 —

1.000E4 — Pf

0.000E+0 —

' 0.00 2,00 4.00 6.00 5.00 10.00
Temps discret (k)

£

Figure 8- 3-¢> Réponses indiciellesYsi, Ysr et leur écart Yser (sortie 2)
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Méthode de SCHUR (CAS DISCRET)

{Hi1(w)|, |Hr1{w)|
24.00

——— Modéle initial {ordre 10)
» Modsle d'ordre réduit (ordre 4)

2200

20.00

. 18.00

e I I e B L
0.00 2000.00 4000.00 6000.00 8000.00 10006.00
. Fréquences w(rad/sec)
(Heriw)} . .

-36.00 —

52,00 . I :

| ! | ' ! ' |
-0.00 2000.00- 4000.00 6000.00 8000.00 10000.00
Fréquences w(rad/sec)

3-h
Figure 8- - % Spectre d'amplitude[Hi(w)|, [Hr(w)] et leur écart {Her(w)| (sortie 1) _
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Meéthode de SCHUR (CAS DISCRET)

[Hi2(w)|, [Hr2(w)|

2400 —
?{ ) b4 Modéfe initial (ordne 10)
‘ - Modéte dordre récuit (ordre 4)
2200 —
E
2000 i
18.00 %
16.00
| : l ' E ! I ‘ I ' |
0.0 2000.00 4000.00 6000.00 8000.00 10000.00
C Fréquences w{rad/sec)
¢ |Her2(w)
-30.00 —

%50 L e L A B
0.00 2000.00 4000.00 6000.00 6000.00 10000.00
‘ Fréquences w(rad/sec)
3-74 ' :
Figq_re B- 3-7) Spectre d'amplitude[Hi(w)|, [Hr(w)| et leur écart |Her(w)| (sortie 2)

- _$.



Méthode de SCHUR (CAS DISCRET)

Phase (degrés)
400.00 —

-200.00 - > Modéis mibat (ardre 10)
. - Modble dordre rbduit (onire 4)

40000 T+ T T T
0.00 2000.00 400000 - 6000.00  S000.00  10000.00
Fréquences w(radisec) :

Figure 8- 3.5, Spectre de phase (‘sbrtié 1)

Phase (degrés)
400.00 -

e Modéle initial (ordre 10)
Modédle dordre réduit (ordre 4)

<0000 ey T T T
0.00 2000.00 4000,00 6000.00 8000.00 10000.00
) Fréquences w(rad/sec)

Figure®- _ Spectre de phase (sortie 2)
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~espem  modéle Initial (ordre 10)

o modéls dordre 4 reduit (methode da Schur par srrondi)
Q modéle d'ordre 4 redut (methode .:Clrree par arrandi)

20.00

B I R BN B IR B

000 2000.00 4000.00 6000.00 800D.00 10000.00
Fréquence wirad/sec)

Figure . -3-10-Compamison entre la methode de Schur et la methode de la racine carrée
| (sortie 1)

—<—  modéle initinl (ordre 10)

: -°~ Modéle dordre 4 raoUt {Methods db Sthur par airondi)
o modile d'ordne 4 raduit (methoda =, Carrée par arrord)

W

000 200000 ©  4000.00 8000.00 8000.00 10000.00
Fréquence w{rad/sec) '

F'!ggi-e ' ~3-40. Comparaison entre la methode de Schur et 1a methode de la racine carrée
’ (sortte. 2)



Chapitre Il : Réduction de l'ordre des modéles

- Interprétation :

A partir de ces résultats nous pouvons confirmer que la procédure de Schur qui
utilise la notion de projection interne donne un modele d'ordre réduit qui est stable, causal,
observable, commandable et présente une bonne approximation du modéle initial (ceci est
valable aussi bien dans le cas continu que dans le cas discret). En d'autres termes la
réduction de l'ordre du mgs:lél_e affecte peu les principales propriétés qui sont d'ailleurs

préservees.

Comme nous l'avons Héjﬁ mentionné, en limitant la précision arithmétique des
matrices de projection F et G, utilisées pour le calcul du modéle d'ordre réduit, il s'est avéré
qu'effectivement la métbode de Schur est plus robuste par rapport a la methode de la Racine
- Carrée. N

Les tracés des réponses fréquentielles du modéle d'ordre réduit par les deux
procédures aprés limitation de la précision arithmétique des matrices de projection,
comparés aux tracés du modéle initial dans la figure (3-10) le montrent.

11.4 CONCLUSION:
Dans ce chapitre, nous avons €tudié deux procédures de réduction :

La M.T.RE. pour les systémes minimaux et la méthode.de projection de Schur pour
les modéles non minimaux.

Chacune des deux méthodes aboutit 4 un modéle d'ordre réduit stable, commandable
et observable.

Le modéle d'ordre réduit sera utilisé dans le chapitre suivant, pour la synthése d'une
structure de réglage par retour d'état qui permettra de commander le modéle original
d'améliorer ces performances et son comportement dynamique. dynamique.
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Chapitre Il : Synthése de la commande par retour d'éial pour les systémes multivariables

L1 INTRODUCTION:

L'objet de ce chapitre est la synthése d'une structure de commande optimale par
retour d'état pour un modeéle multivariable d'ordre (n) supposé linéaire, invariant dans le

temps, commandable et observable. .

Cette synthése se fera en deux étapes. En effet, la structure de réglage d'état sera
d'abord établie pour le modéle d'ordre réduit (k < n) et ensuite réorganisée pour étre
appliquée au modéle initial d'ordre (n).

L'établissement de cette structure se base sur les équations du systéme global en
boucle - fermée et l'utilisation de la forme canonique.

Pour évaluer la qualité du réglage du modéle initial nous comparerons la réponse

indicielle du modéle original en boucle - ouverte et sa réponse en boucle - fermée.

Notons que cette étude se fera pour le cas discret vu que de nos jours les
controleurs digitaux sont trés répandus et sont utilisés pour commander aussi bien les
systémes continus que les systémes discrets.

. TIL.2. STRUCTURE DE COMMANDE OPTIMALE PAR RETOUR D'ETAT :

111.2.1 EQUATIONS EN BOUCLE - OUVERTE:

En" supposant que l'effet des perturbations sur le modéle dordre réduit est

négligeable, sa représentation d'état est donnée par :

X (k=4 - -X(k)+B Uk} (I11.1)
Y()=C - x (k) (111.2)
ou X (k) : vecteur d'état de dimension (x x 1)

Y,(k

) : vecteur de sortie de dimension (p x 1).
U(k) : vecteur d= commande de dimension (m x1)

-

- €
etavec A, e R, B e, C eR”*

47



Chapitre 111 : Synthése de la commande par retour d'étal pour les systémes multivariables

La figure (I11.1) montre le schéma analogique correspondant & cette représentation:

| | g, (k)
Uk TR 1 ,,. }&fﬂg 2L AL ‘i 5,' ——
. iy &

Figure (1IL1): Représentation du modéle d'ordre réduit en boucle - ouverte

Rappelons que ce modéle est linéaire, invariant dans le temps, commandable et
observable. ' )

111.2.2: EQUATIONS EN BOUCLE FERMEE:

Le principe de la commande par retour d'état se base sur la minimisation d'un critére

quadratique qui permet d'obtenir une commande optimale (U/,,) donnée en fonction du

vecteur d'état du modele considéré et de la consigne qui lui est appliquée.
Ce critére est donné par l'expression suivante;

. - (111.3)
J=X7(r)- Q- x(k)+ [ X7(D)-0- X(N+ U7 (1) R-U(1)]

avec: Q,R :‘Matrices de pondération définies positives [A1].

X . Vecteur d'état du systéme a commander.

c

- Vecteur de commande.

7B



Chapitre 1] : Synthése de la commande par retour d'état pour les 3ys1e‘més multivariables

La minimisation de ce critére intégrale fait appel au principe de Bellmann [3], [8] elle
permet d'obtenir la loi de commande donnée par l'expression suivante

U k) = —K, - X, (k) + w(k) (L4

Ou K, : La matrice de contre réaction d'état de dimension (m xk).

w(k) ‘Le vecteur de consigne de dimension (mx1).

Lé vecteur de consigne intervient par une contre - réaction sur le vecteur de
commande pour assurer que la sortie Y(k) prenne en régime établi la valeur imposée par

cette consigne.

LK}

L'équation d'état en boucle - fermée est obtenue par injection de I'équation (I11-1)
dans l'équation (II-1) :

: x,(k;l)z A, X, (k)+ B, -wk) RO
avec:
A,=4,-B K (H1L6)
Notons que A4, de di'mension (k xk) et B, de dimension (k x m).

o,

Le schéma analogique du systéme en boucle fermée est alors donné par la figure

-(113-2):

Fo

— 1

Figure (111-2) Représentation du modéle d'ordre réduit en boucle - fermée.



Chapitre 111 : Synthése de la commande par retour d'état pour les systémes multivariables

Cette commande optimale permettra d'améliorer les performances du systémes citées
ci dessous [17]:

1 Le temps de réponse (7) : Défini par la durée du régime transitoire lorsque le -

r

systéme est soumis a une grandeur qui peut étre soit un échelon unité soit une
impulsion unité. En d'autres termes, c'est l'intervalle de temps compris entre l'instant
d'une variation en échelon d'un signal d'entrée et I'instant ou la variation corrélative du
* signal ne s'écarte plus au dela d'une tolérance specifice en général + 5% de sa valeur en
régime final. e
2  Le taux de dépassement : Défini comme étant I'écart transitoire maximal entre la
réponse et sa valeur de régime final, i.e. : C'est la différence entre la valeur du régime
final et celle du régime initial,

La figure (I1i-3) permet d'illustrer ces performances & partir d'une représentation
graphique de la réponse indicielle d'un systéme du second ordre sous amorti : '

Y

e(t) 4
20
\
\
N\
131 ¢ b — -—
dépassement — 1,\ -~
.
et A oy -
O - ! S
| — I
| | - '
_____ - !
0403 9~ i P ;r |
ok 4 P | i
;| | ~ enveloppe
f/l/ ! exponentielly
i y  de la réponsg
arpgil i transitoire i
0.0 p i A

T

-



Chapitre 111 : Synthése de la commande par retour d'étal pour les systémes multivariables

111.2.3 TRANSFORMATION SOUS FORME CA'NONIQUE ET DECOMPOSITION
EN SOUS SYSTEME. ' '

Pour déterminer les éléments de la matrice K,, nous appliquerons une des

procédures explicitées par Buhler [3] qui donne des résultats satisfaisants pour les systémes
MIMO {1]. Cette procédure fait appel a la forme canonique de réglage obtenue a partir
d'une transformation linéaire 7., [A5]. Cette transformation permettra d'établir une nouvelle

représentation d'état du modele donnée par

Z.(k41)= A0-Z,(k)+ B, -wlk) ans)

+
zW)=T,-xk) (ILL9)
A, =T,-X,{k) (I11.10)
B, =T.-B, : | (1L11)

a- Décomposition de A X

Cette forme canonique de réglage est choisie pour obtenir une décomposition du

systéme global en m - sous systémes d'ordre #, (:‘ = l_r_n)

A, est dans ce cas une matrice diagonale par blocs :

m

(I11.12)
4 0 - 0
o o4 :
Af: E ... .._. 0
0 - M

%



Chapitre III : Synthése de la commande par retour d'état pour les sysiémes muitivariables

Les sous - matrices -4/ (i: l,m) de dimension (1 xn) sont sous la forme de

réglage :

[0 1 0 -~ 0 ] (111.13)
. o ) .
A}: : . . 0
."ai,o Oy o 0 )

avec o, | ( j=0,n— 1) les coefficients de I'équation caractristique du /™ sous systéme.

Remarque :

1 Les valeurs propres de flf qui représentent les pdles du systéme global en boucle -

LY

fermée sont égaux aux pdles des m - sous systémes.
De ce fait, par un choix adéquat des pdles a imposer a chaque sous - systéme nous
pouvons aboutir 4 un comportement dynamique satisfaisant pour le systéme en boucle

fermée.

2  Le choix de l'ordre (nj) des sous systémes est tel que 'effort de commande soit réparti

entre eux le plus uniformément possible.
3 L'ordre (nj) le plus élevé doit étre choisi égal au plus petit entier j' vérifiant :

rang|B,, 4,B,;-, A", B (I11.14)

a':f
=y

§2-
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Chapitre III : Synthése de la éommande par rétbér d'état pour les systemes multivariables
Les autres ordres doivent vérifier les conditions suivantes :
nozn zzn, - (1IL1SY
anzc n=j
et

o (111.16)
i=)

_b. Décomposition de B

De la méme maniére, la matrice B} est décomposée en m - sous systémes :

m

B =B, B, B,] | (111.17)

avec B’ : matrice de dimension (r, x m)

et: . wl
w5
B = [OT of ... bT] ’ (I11.18)
ou : 07 vecteur nul de dimension (1xm).
b vecteur ligne de dimension {1 x m) donné par :
B =[b,. b0 b0 (1.19)
avec
(I11.20)



Chapitre 111 : Synthése de la commande par retour d'étaf pour les systémes multivariables

' 1I1.2.4 DETERMINATION DE LA MATRICE DE CONTRE REACTION:
D'ETAT X, :

a - Relations intermédiaires:

La matrice de contre réaction K, peut étre décomposée suivant ses vecteurs lignes :

Krr=[klr, ---,k;]' S (I11.21)

En décomposant la transformation 7. en sous matrices 7, de dimensions (n xr), et

compte tenu des équations précédentes, nous aboutissons a la formule suivante :

'l

(111.22)
-1 -
Zai,jti,jH = ti,n, A, - kiT
. pars
avec
l=e A (111.23)
b - Détermination du vecteur ¢, :
Pour chaque sous systéme, nous pouvons montrer que:
T-B =B o (11.24)

Cette relation correspond a », équations qui peuvent étre réunies en une seule
relation matricielle donnée par :

e 0. =d, . (I11.25)
avec :
Q.  :Lamatrice de commandabilité de dimension ( x(m-n)) du i sous systéme
d. : Le vecteur ligne de dimension (1x (#-,)) donné par :
d,=[07,07, -, 57] (I11.26)

X7
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Chapitre 111 : Synthése de la commande par retour d'état pour les systémes multivariables

-

. Ou: b est donné par l'expression : (111.20)
Le calcul du vecteur e, se fait selon trois cas :
» Casoun =r/m

O, est une matrice de dimension (r xr), sous la condition qu'elle soit réguliére nous

pouvons écrire :
e =d, O (111.27)
e Casoun >rim

(), est une matrice de dimension (r x{mxn, )) dans ce cas nous proceédons par une

"décomposition de cette matrice suivant la forme suivante :

Qc; = [Qc,, Qc,] . (IH‘?S)
telle que Qe est une sous matrice réguliére de dimension (r x r)
* (., est une sous matrice de dimension (r x (mxn, —r))
De méme, le vecteur 4, 'est décomposé en deux sous vecteurs ;

d =[d, d] , (111.29)

Avecd,=0"

L'équation (I11.25) aura pour nouvelle expression :

([0 O)-ld, 4] 0

-_‘ \
N



Chapiire 11l : Synthese de la commande par retour d'état pour les sysiemes multivariables

en d'autres termes :

(I11.31)
ei : QC'rl = dn
e Q(‘, =d, i
Ce qui nous permet d'établir I'équation suivante :
e =d,- 0 (111.32)

o« Casoun <rim

’

La matrice de commandabilité est decomposée selon ses vecteurs lignes :

fe.
e, = [Qc ]

€

(111.33)

telleque - O, est une sous matrice réguliére de dimension {(mxn ) x (mxn,))

Q. est une sous matrice de dimension ((r—mxn)x(mxn))

Par conséquent le vecteur e, doit €tre décomposé en deux sous vecteurs :

e, =[e, O] (111.34)
avec e, sous vecteur de dimension (1x (mxn,))
0" sous vecteur de dimension (1x(r—mxn,))’

Ces décompositions permettent d'écrire :

-

(I11.35)



Chapitre III : Synthése de la commande par retour d'éiat pour les systémes multivariables

D'ou la relation qui permetrde calculer le vecteur e,
e Q. =d, , | -~ (I1IL36)
vu que Q;," est une,sous m_'atrice réguliére nous pouvons écriré .
e,=d,-Q; | o (I11.37)
¢ - Détermination des vecteurs lignes 4 de la matrice K, : :

A partir des relati;)ns (111 22} et (111 - 23) nous pouvons écrire ;

k' =e - p, . o (I138)

ou p; est un polyndme matriciel donné par :

(I11.39)

' n -1
b= (zai,j ) /]r}]+ ;I:‘ '

J=0

avec a,, :lesn -coefficients de I'équation caractéristique -

det(z/ - 4") =0 (111.40)

Ces coefficients sont liés aux valeurs propres de A4’ donc aux poles du systéme

global en boucle fermée.
De la, nous déduisons qu'il existe une relation entre les pdles du systéme global en
boucle fermée (égaux aux poles des. m - sous - systémes) et les vecteurs lignes &/ de la

matrice de contre réaction d'état K, . .

Ainsi-pour chaque sous - systéme, nous pouvons imposer # - pdles pour le systéme
global en boucle - fermée. '

-33- ~



Chapitre III : Synthése de la commande par retour d'état pour les sysiémes multivariables

En résumé, la décomposition du systéme en boucle fermée en m - sous - systéme
d'ordre (n,.), en plus du choix des n, - pdles pour chaque sous systéme, nous permettent de
déterminer la matrice de contre réaction K (k xk) correspondant au comportement

dynamique souhaité.

- Choix des poles:

Cette synthése qui se base sur l'assignation des pdles a fait ces preuves et a donné
des résultats relativement satisfaisants, étant donné que le comportement transitoire du
systéme est souvent rapporté a la localisation dans le plan complexe des racines de son

équation caractéristique tel que :

« Pour le cas continu : Le choix de ces pdles se fait de sorte a ce qu'ils soient dans le
demi - plan complexe gauche pour assurer la stabilité et le plus loin possible de l'axe
imaginaire afin d'avoir une réponse assez rapide. Comme il est & noter qu'un choix de
pbles complexes a partie imaginaire petite permet de réduire le taux de dépassement en
amortissant les oscillations.

s Pour le cas discret : Les pdles sont choisis de maniére a ce qu'ils se situent dans le
cercle unité pour préserver la stabilité. Pour les pdles réels il est judicieux de choisir des
-poles positifs afin d'éviter les oscillations importantes dans la réponse transitoire en
garantissant un amortissement rapide. Afin d'avoir une réponse rapide, il est préférabié

de choisir des poles vérifiant w, 7" <— tel que w, est la partie imaginaire et T la période
2

d'échantillonnage..
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Chapitre 111 : Syntheése de la commande par retour d'étal pour les sysiemes multivariables

I3 STRUCTURE DE_REGLAGE D'ETAT POUR LE MODELE INITIAL
D'ORDRE (n) ™

Afin de pouvoir appliquer cette commande au modéle initial d'ordre (n), la matrice
p pphq

de contre réaction d'état X, de dimension (r xr) doit étre augmentee de zéros.

La nouvelle matrice de contre réaction d'état sera donnée sous la forme suivante :

(I11.41)

par
"7l o o} Hm—r) lignes

(n—k) colonnes

Le systéme en boucle - fermée sera représenté par le schéma suivant ;

WwWik) + li?' dik) o + KU:MJ 11 atk) o \“H
W B el 1>\ 2 e
ek + ‘ \ I,
L. r%’

Figure (If1-4) Représentation du modéle initial en boucle - fermée

I1I-4 ALGORITHME DE CALCUL DE X/ :

Cet algorithme résume la procédure de calcul de la matrice K'r:

Etape 1 : Calcul du plus petit entier non nul (7} telle que la matrice (). soit réguliére :

0. -[5. 48, "8

r .

r&ng(O )=k

=

ou: k :ordre du modele simplifié.



Chapitre 11T : Synthése de la commande par retour d'étal pour les systemes multivariables

Etape 2-: Décomposition. du systéme global en boucle fermée en m- sous systéme d'ordre -
respectivement n, 1, -, 1, tel que :

-
i?l =7

. m
mzn, =20, ety n=knl

i=1
ou m représente le hombre de commandes.

Etagé 3 : Calcul des matrices de commandabilité Q). (r xr) de chaque sous systéme
QC,- = [Bf’ A?rBr PR ﬁfn,—])g’}

i=1l,m

Etape 4 : test sur la commandabilit¢ de chaque sous systeme; si le sous systéme est
commandable aller a I'étapr 5 sinon revenir a I'étape 2.

- Etape 5 : Calcul du vecteur ¢, de dimension (Ixr):

d Q) si n=rim
ei = (j_n ! Q(':”l S‘I nl > ’:/m

-0 si n <rim

avec d, = [OT, or, -, bf] vecteur de dimension (1xr)

bl =|b,.b,,, bi_m] vecteur de dimension (1xm)

. 11 st i=e
Ou b :‘ . .
0 si i#e

S90-
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Chapitre 111 : Synthése de la commande par retour d'état pour les sysiémes multivariables

Etape 6 - Choix des », - pdles pour chague sous systéme et calcul des coefficients o, ;

( j=0,n - 1) de l'équation caractéristique '

det(zf —A)=0 (i = Lm)
correspondants aux », - pbles choisis.

Etape 7 : Calcul du polynédme matriciel p, de dimension (r xr)

J=0

-1 ) N ~ )
P :[ZQL_’.-AE)-%-A:“ (i=],m)

™~

Etape 8 : Calcul de la matrice de contre réaction Kr-

.Kf':[kf,-n,k:]

avec k] =e, p,

'Etapé 9. Calcul de K! a partir de I'expression (111-41)

H1.5 ORGANIGRAMME :
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1iL.6. APPLICATION ET INTERPRETATION

Dans cette partie, nous utilisons un exemple de modele discret pour illustrer la
synthése de la commande vu que les modéles discrets sont plus adaptés aux calculateurs
numériques qui sont les plus utilisés de nos jours et qu'a partir de modéles continus nous
pouvons toujours se ramener a des représentations discrétes moyennant des
échantillonneurs ou une circuiterie de conversion analogique - digitale. '

1.a représentation d'état du modéle MIMO discret d'ordre 16 a été obtenue 3 partir
de quatre filtres . deux filtres Butterworth d'ordre 4 et deux filtres passe-tout d'ordre 4, mis
en série et donnés en termes des coefficients du numérateur et dénominateur, de leur
fonction de transfert, déterminés a l'aide de l'algorithme de Leverrier-Fadeeva TA6].

La représentation d'état de ce systeme est alors donnée par :

o

93,
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(3]

o la matrice d*évolution:

0.702  0.344  0.304  -0.202 0.529 0.676 0,344 0,022
0 0.368 '6 0 0.311  0.514  0.542 0,161
£ 0.304 -0.337 0.449  0.384 0.588 0.7z 0.523  0.707
0 0 0 0.135 0.518  0.721 0.829  0.708
0.629 0.011 0.635  0.588  0.481 0.945 0.015. 0.437
0.214 ©0.192 0.696  0.823 0.248 0.461 0.274  0.582
0.218  0.983 - 0.795  0.708 0.370. 0.940 0.643 0.752
0.081 0.244 0.696  0.143 ©.393 0.322  0.546 0.981
0.388 ~ 0.820 0.753  0.162 0.447 0.460 0.918  0.991
0.952 0,186 0.668  0.485 0.476  0.517  0.270  0.279

0.947 0.398 0.633 - 0.860 0.388 0.661 0.970 0.754
0.390 0.601 0.056  0.813 0.279 0.402 ©0.246 ©0.171
0.261 ©0.177 0.598  0.557 0.078 . 0.806  0.844 0.004
0.692 0.828 0.22¢/  0.739  0.370  0.986  0.0694 0496
0.284 0.358 0.319  0.316 0.254  0.150 0‘456 0.079
0.777  ©

. 888 0.699 0.135 0.872 0.670 0.817  0.183

. 44-
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0.827
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. 4%6

L0209

. 378

. 484

L5768

o ©

o
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0.

+» la matrice d'observation:

0,5

Q.

o o

<o

. 284
. 665

.1yT

1 0 0 0 0 0 0 ¢ 0 0 0 0 o©

~
C =
o 0 -1

s 1a matrice de

LT 2.52E-01
B: ' N
L-4.0%KE-01 0

s }a matrice des valcocurs singuliéres de ce modé]e
- diag{l.312E+02; 1.282E+023 1. 114E+01; 1, 115E+01; 1

T 1.035E~01; 7.953E-02; 5.092E-02; 4.034E-02; 3

O O

6.32E-01

o 0 0

0

-2,7T1E-01

O -

commande:

o

O

0

5.80E-01

TOUIE 01 8. 55E <01

a5

0.

0O

e
. 114
L 547
. 008
176
. 599
AN
. 082

. B87

£

-(_)

2.809E-02% 1.979E-02; 1.543F 03; 1.518%-03 }

0,776y 0,371
0.934 0.225
0. 250 0.244
0. 360 0L 1303
0.769 0. 166
0.500 0.744
0.4y 0. 160
0.6542 0.048
0.682 0. 662
C0UTST 0,125
0. 5635 O.8914
0 ?53 0.018
0.617 0. %93
0.8i4 0,802
0.814 0. 694
0.842 0.931

] _O 0

o0 0 0

[ 8313 A
, OB3E~O1;

0.0 0

o o o

1.084E-01;

.531E-02: 3.530F-02;



La réducthﬂ du mocdale (]T'it;l‘“l‘,!.‘l c?'ilr.s}lx‘ IR Py ¥ ll-li'f'l,]'ll‘u]- O Bt g

permet d'établir la représentation du mcdéle d’'ordre réduit ci-dessous:

s la matrice d’évolution'réduite

’ ~
0.698 0.340 0.296 ~0.210 ]|
A= | o 0.359 0 o
0.296 0.340 0.450  0.387
0 0 o . 0.140
\ : J
., la matrice de commande reduite:
[ 3
0.249 -0.407
R .
B={ 0.628 0

~0.267 0.720

0 0.870

~ . J

la matrice d’observation reduite:
A 1 ¢ 0 0O

C=
c ¢ 1 0

Ce modéle est d’ordre 4 et a deux entrées, danc la décomposition
sera en.deux sous-systemes d’ordre nj = ny 2.
. Les matrices de commandabilité correspondantes sont:
(2.52E-01 -~4.05E-01  3.12F-01 -2.41F-Q1 |
Q= 6.32E-01 0 2.32E-01 0

-2.71E-01  7.17E~-01 -2.58E-01 5.30E-01

0 B.568-01 0 ].IBE-01J

i

Qei7 By



»

o Les vecteurs 4l et d2 sont:
dg= £ 00103

dy= [ 000 11

Les vecteurs el et e2 sont:

. -1
ep= 4 . Qy o .
[ 5.12E-01 2.82E-01 -2.58E-01 O

b

1
S & . Qpp
[ 2.41E-01 O 5.31E-01 1. 168E-01 ]

n

Les péles choisis pour le premier sous-syStéme sont:
Z,= 40.25 + j 0.18

'zlz +0.25 - j 0.18

l.es deux sous-systémes étant du mé@me ordre, nouyw

imposons les mémes pbles pour te second sous-systéme.

237 24
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» Les ?o]ynamés matriciels sont:
(1.56E-01 7.82E-01 8.15L-01 -2.78E-01
: f;;- o) 5.606K- 01 0 O

8.15E-01 ~5.8BE~-01 8.78E-01

oy

L2ZE-01

o o o

[y

CB2E- 01

wi

-

, Les coéfficients de.la matrice de contre-réaction sont alors

donnés par: ' o \

K = [ 2.75E-01 5.11E-01 2.75E-02° -2.43E-01 1.

K] = [ 5.75E-02 -4.B7E-01 2.70E-Ol 4.18E-01 13-

- 53‘_



» La matrice de contre réaction d'état pour le systéme initial s'obtient par augmentation de
zéros la matrice K, obtenue ci-dessus : '

0, - matrice nulle de dimension (2 x12)
0, : matrice nulle de dimension @x 4)
0, . matrice nulle de dimension (Iq x12)

Pour évaluer la performance de la commande par retour d'état, nous tragons la
réponse indicielle du modéle original en boucle - ouverte et sa réponse en boucle - fermée.

Wi
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Réponses indicielles du modeéle discret original (ordre 16)

Yo, Y{
3.00 —

-1.00 T 7 T T | T I ]
" 000 50.00 100.00 150.00 200.00 250.00
Temps discret (k)

Figure 3-1 Réponse indicielles en boucle ouverte (Y0) et en boucle fermée (Y¥) par
rapport a la lere consigne wl(k) (w?_(k) 0).

Yo, Yf
300 — Yol
Yo2
A 4al

hird

w'.

R TR I B N A I AR S R
0.00 50.00 100.00 150.00 200.00 250.00
Temps discret {k)

Figure 3-2: Reéponse indicielles (Yf) par rapport 4 la 2ieme consigne w2(k)

avec, : : O: boucle ouvert , F: boucle ferimée , 1: sortie 1, 2: sortie 2

00~
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Les figures (3-1) et (3-2) représentent les réponses indicielles du modeéle d'ordre 16
en boucle-ouverte et en boucle-fermée respectivement par rapport a la premiere grandeur de

commande et 4 la deuxiéme grandeur de commande.

De ces tracés nous remarquons que les sorties n'atteignent pas la valeur de référence
i.e. quiil y a un écart entre les sorties et la valeur de consigne.

5

De plus il existe un certain couplage entre les deux grandeurs de sortie.

En effet la deuxieme grandeur de sortie réagit transitoirement a un- saut de la

grandeur de consigne PK(k) (vorr fig. 3-1). De méme | la premiére grandeur de sortie varie

transitoirement a cause d'un saut de la grandeur de consigne W, (k).

Comme il est a noter que le temps de réponse en boucle-fermée s'est relativement

-

amélioré.

JL7: CONCLUSION:

partic
La commande par retour d'état, apphquée au systéme initial et synthétisée a du
modéle réduit suivant l'aigdrithmé établi (1I1-4), a permis d'apporter une amélioration du

point de vue de temps de réponse, et de réduire 'écart de réglage en régime établi.

Une maniére d'annuler complétement cet €cart serait d'introduire un régulateur
intégrateur. Néanmoins ce régulateur a tendance d'augmenter l'ordre du systéme, ce qui
peut étre un désavantage pour le comporiement dynamique.

- w
Notons aussi que le choix judicieux des pdles n'est pas immédiat et nécessite le

calcul des réponses indicielles pour plusieurs valeurs afin de déterminer des pdles

relativement satisfaisants.



Conclusion Générale

L'objectif de ce travail était la synthese d'une commande par retour d'état pour un
systéme multivariable, supposé linéaire et invariant dans le temps, a partir de son modéle

d'ordre réduit.

Ce dernier a été obtenu par la réduction de l'ordre du modéle. adopté au systéme
initial en utilisant soit la méthode de troncature de la réalisation équilibrée si le sysiéme
considéré est minimal ou la méthode de projection interne dans le cas ou ce systéme est non

minimale.

En ce qui concerne F'étape de réduction, nous pouvons conclure d'aprés les résultats
obtenus que-les méthodes de réduction que nous avons utilisé aboutissent a des modéles
d'ordre réduit qui suivent de prés le comportement dynamique du systéme initial et qui

préservent en général les mémes caractéristiques que celles du systéme initial.

Au myeay de l'étape de—syrithése de la commande par.retour d'état l'exemple
d'application numerique utilisé ne nous a pas permis d'évaluer I'habilité de la commande a
améliorer toutés les performances requises pour un systéme donné entre autre la diminution
du taUﬁenbouciIe - fermée. '

de \ms.semch"- ‘
_ Le domaine de commande des systémes étant treés vaste ‘et assez varié, une
continuité de ce travail serait envisageable en étendant l'utilisation des modéles d'ordre’

reduit pour d'autres commandes plus générales et beaucoup plus complexes.

Cette €tude nous a permis d'une part dapprofondir nos connaissances en

automatique, notamment dans la théorie des systémes et de leur commandes, d'autre part de

nous adapter et de maitriser la programmation a l'aide du logiciel Matlab [12].

L
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Annexe 1.
Rappel mathématique sur les malrices
Notion de matrice:

Une matrice est un tableau rectangulaire dont les ¢léments peuvent étre des étres
mathématiques quelconques. Sa représentation est de la forme:

IR F a,,
a A, eeeeee- femcrnnaes a

. A= 21 22 - - _ . 2n (Al'l)
By B eeeeeeeeen el

ou a, estl élément de la matrice A, se situant a Ia emeligne et la jome colonne
Si m= n, Ia matrice A est dite carrée.

Matrice diagonale:C'est une matrice carrée dont tous les éléments non situés sur la
diagonale principale sont nuls, ie:

a=0 Vi (A1-2)

Matrice unité: L.a matrice unité “I” est un cas particulier d'une matrice diagonale,tels que
les élements diagonaux sont égaux a 1.

Matrlce nulie:La matnce nulle est une matrice dont tous les éléments sont nuls. Nous
noterons: - A=0 ' . (A1-3).

Matrice transposée:La matrice A', dite transposée de A, est obtenue en interchangeant
les lignes et les colonnes de A,ie: :

B=A'telque b, =a, (A1-4).

Les mineurs: Le mineur M, de I'éiément a, du déterminant de la matrice A est la matrice
obtenue en supprimant la jome ligne et la j*™ colonne de A.

 Cofacteur d'une matrice: Le cofacteur Cij de I'élément a, est obtenu a partir de son
- mineur Mij, il est donné par la relation suivante:

C= (1) M, | . (A1-5)

Déterminant d’une matrieé: Le déterminant est défini pour une matrice carrée, nous

- écrirons:

Det (A)5 Al (A1-6)

Ce déterminant est obtenu par la somme sur toutes les permutations possibles.

-



Matrice adjointe: C'est 'l transposée de la matrice obtenue en remplagant chague
élement par son cofacteur. Nous écrirons: .

A'= Adj (A)=[C))= C,. (A1-7)

Trace d’une matrice: La trace d’une matrice A est donnée par la somme des éléments
diagonaux. En d’autres termes:

TrA=3a. (A1-8)
i=1 .

Matrice unitaire et matrice orthogonale: La trace d’une matrice A de dimension {(mxn)
~ avec mzn estdite unitaire, silescolonnes de A sont des vecteurs orthogonaux deux a deux
et de norme unité..ie: .

AA=l (A1-9)

Lorsgue la matrice unitaire est a coefficients réels, elle sera dite orthogonale.

.

Rang d'une matrice: Le rang d'une matrice indique le nombre de lignes ou de colonnes
linéairement indépendantes.

Lamatrice Aestderang{(r), s’il existe au moins un sous déterminant non-nul avec r-lignes
et tous les sous déterminants avec (r+1)-lignes sont nuls.

Matrice définie positive: La matrice A, supposée carrée et symétrique, est dite définie
positive, si sa forme quadratique obéit a la condmon sunvante

¥YXx0: XTAX>0 - (A1-10) .
ol X est un vecteur quelconque. '

Pour vérifier ce_tte positivité, nous utiliserons le test de Sylvester qui'consiste a ce que tout
les sous-déterminants de A soient positifs.ie:

al 1 alZ

>0,...JA0. (A1-11)

=[a)alors a, >0,

4 Ay
Matrice symétr'ique: La matrice A est dite symétrique si elle vérifie la relafion suivante:
a=a, Vi _ © (A1-12)
Matrice réguliére et matrice s'ihguliére: Soit la matrice carrée A de dimension {n¥n),
Sirang (A)=n, alors A est une matrice réguliére.

Si rang (A)<n, alors A est une matrice singuliére

Valeurs propres: Le scalalre%est dit valeur propre de la matrlce carree A, sl exlste un
vecteur colonne non- nu‘lrtel que:

AU= 2U o (A1-13)



Vecteurs propres droits-vecteurs propres gauches: Le vecteur propre droit X associé
a une matrice carrée A est défini par le relation suivante:

A X=X : (A1-14)
Le vecteur propre gauche V associé & la matrice carrée A est défini par Ia relation suivante:

V.A= LV (A1 5)

Valeurs singuliéres: La notion de valeurs-propres n’a pas de signification pour les

matrices rectangulaires, d’ot Iintroduction du concept de valeurs singuliéres.

Soit A une matrice rectangulaire de dimension (mn):

Les valeurs singuliéres de A sont les racines carrées des valeurs propres de la matrice
~carrée (A*.A) d'ordre (n). :

Opération sur les matrices: )
-Egalité: A=B si . ‘a=b Vi (A% - 16)
-Addition: C=A+B si c=a+b, Vi (A1 27)
o
-Produit: Soient les matrices A(m xn) et B(n x k), lamatrice C(m X k) estla résultante
du produit des deux matrices:

C-AB tel que 1 Cy= $ab,vizTmj=1k  (A1-18)

1!091

-Inversion: L’inversion matricielle est déflnle par :

o : A

A oA . (A1-19)




Annexe 2
Factorisation de Cholesky [14]

Soit A une matrice carrée, définie positive et symétrique [A1], sa décomposition en
facteurs de Cholesky est définie par:

s

- A=L.L! (A2-9)
ol  A: matrice de dimension (n x n)
L: matrice triangulaire inférieure de dimension (n x n).

D’une maniére explicite :

-— —

8y 8p..--- -8, dy 0y ---0 by e o 2
T by '22\\- -0 8 ]23- - - 2n
o ) SN N T | A2
- - -..- - — - - \‘ 5 - - —\ ~ N -
- - T L - - 0 - - N Y.
| n1 an2‘ "'arﬂ_l L_'_Int In2- - :\Inn___ . _0 B -0 .‘Inn__
Les coefficients |, (i=1,n et j=1,n) sont donnés par :
- i-1
lL=[a -2 2] (A2-3)
ij il ij
=1
0 s
Iij,“ 1-1
1, «(a,- = L1 j=irin (824
i ij k=1 ik

4.

i



Annexe 3
Algorithme de décomposition en valeurs singuliéres (SVD). [16]

Soit une matrice réelle A de dimension (nxn) sa decomposmon en valeurs smguheres
(SVD) est donnée par: . ,

A=U.2ZVT (A3-1)

-

n
= 2. ()'i.UiViT
i=1

avec UV : matrices orthogonales de dimension (nxn) [A1].
U,V : Vecteurs singuliers colonnes des matrices U et V respectivement.

E dlag {6} _- : matrice diagonale [A1] contenant les valeurs singuliéres de A avec 00
=1,n. et o>o

- Sirang (A) =r (rgn) [A1], ses valeurs singuliéres sont les racines carrées des r-valeurs .
propres posmves du produit (aﬁ\T A), qui sont aussi les r-valeurs propres positives du
produit (A A
- U et V'sont les matnces orthogonales de dimension (nxn) dont les colonnes sontles
valeurs propres de (A.A ) et (A.AT) respectivement.

- Si o, est la i*™ valeur singuliére de A, le vecteur U, est le i*™ vecteur singuliére droit, d'od
les relations,singuliéreset les vecteursigauches et droits de la matrice A sont :

Lizatle valears ;:,n\sljl:r;.ui
. (A3-2)
AT.Ui = Oi.Vi

Donc les valeurs singuliéres de la matrice A, par construction, sont les racines-carrée des
valeurs propres du produit (A.AT ou AT.A), et elles sont décrites par la relation suivante

A (AT.A) =A(A.AT) = S2(A). (A3-3)
ol A (X) = diag (.0} (A3-4)

avec A, : ™ valeur propre’de la matrice x.i=T,n.

A(A.AT) : la matrice diagonale [A1] contenant les valeurs propres de la matrice (A.AT) ou
(AT.A).

2 : la matrice diagonale [A1] contenant les valeurs smgulleres de A.

Remarque :
-SiA=U.ZVTestla décomposntlon en valeurs smgulléres de A, alors les decomposmons
en valeurs propres de (AT.A) et A.AT) sont données par les équations suivantes :

ATA =V.(ZTZ)VT = V.(2?) VT (A3-5)
AAT = U.(Z. ET) U= U.&3.U".



Annexe 4

Résolution des équations de Lyapunov
Algorithme de Jameson [26].

Soit a résoudte 'équation de Lyapunov, donnée par :
AX+XAT=C . . (A4-1)

ol A une matrice réelle de dimension (nxn)
C une matrice réelle de dimension (nxn) (généralement symétrique [A1]).
X une matrice inconnue de dimension {nxn) (généralement symétrique [A1]).

‘Ayant les deux matrices A et C, la procédure de calcul de la matrice inconnue X, solution
de I'équation (1) est : :

Etape -1- Détermination des coefficients du polynéme caracteristique de la matrice A.
Méthode de Souriau :

Soient (a) _ les (n+1) - coefficients du polyndme caractéristique :
n o '
P(A) =X a A™
i=0
¥a "+a?:'44~ 42, A+a

Aﬂn de calculer ces coefflclents nous définissons une suite de matrices (A.J obéissant &
la relation de récurrence suivante :
. COI’IdItIOﬂS initiales : A =0 et a_=1.
- .‘Boucle : pour k=1,n

A=A +a, DA
a =(-1/k).Tr(A)

ou T (A) désigne la trace de la matrice A_[A1].
Les coefficients (a) .5~ sont alors obtenus de proche en proche.

La solution de I'équation (1) s’écrit sous la forme :

o X=G'.S,.
. . @,
Etape -2- Calcul de la matrice Sk :
. conditions initiales : C =0, C,=C, § =0
. Boucle : pour k=1,n n '

C,=A“'.C-C_.A"
S,=S_ +(-1.a_.C,



Etape -3- Calcul de la matrice G :

G = (-1)/2r H

n+1,10 "7 Tne 1)

. Calcul des coefﬂments ts T, :
. Pour i=T,2, j=1,n, k=0,n

I‘i‘i = ak

ave H ao r2, = aI
M=% Fop = 85
fa=8, Vo3 =85
fia=2 Nos =2,

Les coefficients r ; restants sont calculés par la régle de Routh comme suit :
Pourn 3 n+’|,1..2n k=2,n

i = ez pn T, i+ [r(:'-z,n/r(i-w]

. Calcul de H. : pour i=1,n+1

H,=l_

2=|n

I—"""I

“H My /T n)-AH

n
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Annexe 5
Aigorithme de calcul de la transformation canonique de réglage\rc’ [3]

Considérons la représentation d’état d’un systéme discret d’ordre (n) donnée par :

X(k+1) = AX(k) + B.UK)
Y(k) = C.X(K). (A5-1)

Par introduction de la transformation canonique de reglage “Tc” rous obtenons :

X, () = Te. X ()
et
X0 =T, X, (0 (A5-2)

ol t désigne les grandeurs transformées.
T, est la matrice de transformation réguliére de dlmensmn (nxn)

Posons : 7' =8

La nouvelle représentation d’état est sous'la forme suivante :

X, (k+1) =A X, (k) +B U(k) ' . (A5-3)
y( = & . X (k). .
avec % = TG.E.TG" = TG.K.S ‘ (A5-yal
B=T.B | (A5-ub)
c=Ct' =Cs | . I (A5-Lc)
et: ' o # |
0. 1 0:- -0 |
00 1~
A = IR NN - (A5-5)
0 0. _ . _~~0 "+t _
8y, fA .- - - -8, _'an-1
~ 0
B= |
I (A5-6)
0
1



—t

ot a(i=0,n-1) représentent les coefficients du polynéme caractéristique donné par:

P(z)=det(zl-A) |
=z'+a,  Z"'+..+a,z+a; (A5-7)
. =0.

CalculdeSetT: _ , ,
-La relation (A5-4a) peut s’écrire sous la forme:

.. SA=AS o (A5-8)
La décomposition de la matrice S suivant ses vecteurs colonnes nous permet d’obtenir
une équation matricielle de la forme:

01 0---.0
- ' ..i .0 V ' T .
[S,....S 1. . S =A.[S,..S ] (A5-9)
O, 0"
i _-ao -am___,

Ce calcul matriciel permet d’établir' les relations de récurrence ci-dessous:

-aQ.Sn='/?3’\.§1
S1-a,.Sn=ﬁ.Sz :
5,-a,.8 =A.S, (A5-10)

§,a,8=AS,
-La refation (A5-4b) peut s’écrire comme suit:
S.B-B o - (A5-11)

De la méme maniére, la décomposition de la matrice “S” suivant ses vecteurs colonnes
nous permet d'établir la relation matricielle qui suit:

[S,....5,110°0...01T=B | (A5-12)

ce qui conduit au calcul du vecteur S :
) S=B | S (A5-183)

Les autres vecteurs colonnes sont calculés & partir de la relation de récurrence établie
précédemment tels que: -



"y o

Sn-1 =§'Sn+an-1 'Sn
Sn-2=A°Sn-1 +an-2'Sn

S, =AS5,+a,.5,

d’'une maniere concise: "
S =B
S=AS5_ +a.5,
avec k=n-1,5|

Les vecteurs S, établis, la matrice “S” est calculée implicitement

s[S, S,..5 ]
d'ou le calcul de la matrice de transformation *T_™

TC=S'1 /

i

(A5-14)

(A5-15)

(A5-16)

(AS-17)



‘Annexe 6

Algorithme de Leverrier-Fadeeva et sa conséquence [ 5.

Soit la représentation d’état d'un systéme discret:

X(k+1)=A.X (k) +B.U(K)

Y (k)=C.X(K)+D.U(k)

(AB-1)

Le probleme consiste acalculer les coefficients de la fonction de transfert correspondante.

Eb !
0%

H(z)= ol avec a =1

ZfE

Ce calcul peut-étre obtenu en utilisant I'algorithme suivant:
* condmons initiales: b,=D , B,=I
* pour k= Tn

* vériﬁer que B_ =0

ou | est la matrice unité de dimension (nxn) [A1]
Tr est la trace d’une matrice [A1] '

*Démonstration: [5]

o~ S N A

En fonction de A, B, C, D la fonction de transfert peut s’écrire comme suit:

H(z) = D+C (zI-A)" B .
= D+C Adj (zI-A)/det (zI- A)
ol Adj(zl- A)= =B,Z"+ B,Z™" +...B,
Adj représente la matrice adjointe [A1].

. ~ n
Posons A(Z) =det (ZI-A) =% a .Z™

d'ou (ZI-A)" = Adj (ZI-A)/A(Z) =B, Z" + B,.Z"" + ...+ B/A(Z)

Cect implique que : -
A2) I = (ZI-A).(BZ"+...+B )

(AB-2)

(A6-3)
(A-4)

(AB-5)
(AB-6)

(A6-7)



En identifiant les termes correspondants de cette éguation, nous obtenons :

B,=0 X
‘B, -AB,=1 (AB-8)
B, - A.B, =a,l
Bt - AB =a,l
Pour caiculer los coefficients a, posons :
al?) =@I-A) | (AB-9)
alors: . ~ A(Z) det (a(Z)) (AB-10)
Le calcul de la dérivée de A&?)Hpar rapport & Z donne :
A(Z) = d/dZ ([det(a(Z))
A2) = 2 [8det (@) 8o, @)].[daij (2/dZ] (AB-11)
by | : .
A(Z) = 'Ej [B(2)]; - 8(i-)) | - (AB-12)
ot B, (2) est la '™ cofacteur de Z1-A)
1 siixj I
et 8(i-j) :{ (AB-13)
. ' 0 sinon : ' :
- n i ‘
dou A(Z) =i=21[3*-*' () Tr[ 3@ - : (A6-14)
avec | B@) =Adj @21 -A) = Adj[a(2)] - - (AB-15)
De cette dérniére expressioh, nous obténons identite suivante : |
> (n-k).a,.2m" = ETr®).2 | | - (A6-16)
apres égalisation des termes de mémes puissance, nous-obtenons :
a =¢1K.Tr(AB)  k=1.n | e’
- Le calcul des coefficients b. est plus Sfmple en notant que :
C ‘ ~ ‘n
C.(B,.2"" + B, Z"* + ...+ B }.B +D. ZR-z ) :
H(Z) = (AB-18)}

b ' n
E—‘O a‘. Zni .



n
%(CB.8, +Dajz

HZ) = ——— (AB-19)
xa.z"
i=0
Conséguence : Nous avons établit precédemment :
a=(1K.TrAB).  k=in
et B =AB_+a_.l
Par injection de I'expression B, dans celle de a_nous obtenons |
a =((1K).THA.AB_ +a_ .1 (A6-20)
dod  a =(1/K. Tr (R=B_) - ( 1/k).a_.Tr(A) (AB-21)
De méme en 'remptagant I’eﬁf("bress"lon de B, dans a,, nous obtenons :
a = (-1/K).TrAB,) - (1K).a_, . Tr(A?) - (1/k).a_, Tr(A) (AB-22)
En continuant le processus, nous obtenons ‘Ia relation suivante :

a = (-,1/k).[_Tr(K") + a1.Tr(ﬁ"")+...+ak_,.Tr(K)] (AB-23)
| ' ~ 1 n ‘
Sachantque:Tr(A)= Za. =2 A _ (AG-24)

i=1 i=1
ouA sont les valeurs propreé de A
‘ n ‘
Tr(A) = 3 | \  (AB-25)
nous aurons : | _
n 'n n ‘
a=(1/k). [ ZA +a,.Z A " +. . .+a_ 512 Al - (A6-26)

i=1 i=1 i

kK=1,n



&

-\

Ce systéme d’équation peut s'écrire sous la forme matricielle :

a, | 1. 0 - -0 ] C T, 7
2a, & 1. , T,
- = oS Tl (AB-27}
~ ~ ~ |
[ t ~ ~ ~. '
+ \ ~ \IO
1 | ~ \1 .Il
L nan_l _an-1 an-2 a1 . | L n_|
’ ‘ : n
avec : L T, =ZA"
o . i=1

Les valeurs propres de A étant les racines du polynéme :

A(Z) = 2 a.zm
i=0"

alors le systéme d’équatiops (A6-27) donne la relation qui ex:ste entre les coefficients et
les racines d'un polynome

- La relation (A6-27) permet le calcu! des coefficients d'un polynéme a (1=0, 0,n) a partir de’

ces racines y VY

n’



