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Résumé

L objectif de notre travail, est I’analyse d’un probléme de conduction de la chaleur, en
régime permanent, sur des plaques ayant formes géométriques diverses, et un matériau
composite. En se limitant au probléme de Dirichlet comme type de conditions aux limites, et
en utilisant les méthodes suivantes : la méthode analytique, la méthode des éléments finis, la
méthode des différence finies, cela a pour but de pouvoir visualisé le comportement des
courbes isothermes sur les plaques, et aussi I’effet de la conductivité thermique sur la
température.

Mots clés )
La conductivité, état stationnaire, la méthode des éléments finis, la méthode des différences
finies.

Summary

The objective of our work is the analysis of a problem of conduction of heat, in
permanent mode, on plates having forms geometrical various, and a composite material.
While limiting themselves to the problem of Dirichlet like type of boundary conditions, and
by using the following methods: the purpose of the analytical method, the finite element
method, the method the finite difference, that is to be able visualized the behavior of the lines
of isotherms on the plates, and also the effect of thermal conductivity on the temperature.

Key words
Conductivity, stationary state, finite element method, finite difference method.
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Introduction

La production et l'usage de la chaleur ont des conséquences techniques, financiéres et
sur l'environnement qui sont d'une importance telle que la maitrise doit en étre assurée en
termes technologiques et économiques. Tout consommateur privé ou industriel, est donc
amené a gérer, en fonction de ses besoins le phénoméne €nergétique en faisant appel a toutes
les ressources qu'offrent les sciences de l'énergétique, amélioration de la productivité
utilisation rationnelle de I'énergie, isolation, récupération, automatisation et régulation, choix
des techniques les mieux adaptées a l'objectif.

Dans le domaine de génie civil, des études bien profondes ont été fait sur la contribution et le
transfert de chaleur dans les batiments et les ouvrages d’art, et cela a pour but de protéger les
constructions au température tres élevée (isolation thermique), ou chauffer des locaux quant il
s’agit de basses températures (réduire les déperditions thermiques).

Le transfert de chaleur, est la conséquence de la mise en contacte de deux milieux, ayant des
températures différentes, pour les milieux solides le transfert de chaleur se fait par conduction,
qui se traduit par des équations aux dérivées partielles. Donc I’analyse d’un probléme de
conduction, nécessite la résolution de ces équations.

La résolution des équations aux dérivées partielles, se fait analytiquement ou par des
méthodes numériques, nous allons présenter dans cette étude la méthode de séparation des
variables qui donne la solution analytique, et on va donner aussi la solution numérique par les
deux méthodes suivantes :
- la méthode des éléments finis (MEF), qui est connue actuellement comme un outil
générale, de résolution des équations aux dérivées partielles.
2- la méthode des différences finies (MDF), qui discrétise les équations différentielles, et
les raménent en systeme d’équations algeébriques.

Les méthodes numériques, permettent de résoudre de fagon approchée — mais le plus souvent
avec le degré de précision qu’on s’est choisi — un nombre beaucoup plus grand de problémes
thermiques, grace a I’éveénement des ordinateurs et de I’informatique moderne. Ceci nous a
suscité a reconnaitre de prés les avantages de ces méthodes, leurs points faibles, leurs
domaines d’application et leur puissance a converger vers la solution exacte du probléme,
sachant que l'outil numérique présente un volet indispensable, dans la formation d’ingénieur
civil.

L. objectif de notre travail, est d’examiner les lignes du champ thermique, par la mise en
évidence de I'analyse d’un probléme de transfert de chaleur par conduction, en régime
stationnaire, sur des plaque ayant des formes géométriques diverses, et on se limitera au



ey

probléme de Dirichlet comme type de conditions aux limites, toute en utilisant la méthode
analytique (ANA), la méthodes des éléments finies (MEF), ct la méthode des différences
finies (MDF).

Notre travail s’organise en cinq chapitres :

- Dans le chapitre 1 : Une vue général, sur 'analyse d"un probléme physique par les méthodes
d’approximations.

- Dans le chapitre 2 : Notions générales sur le transfert de la chaleur, ¢t la résolution de
I’équation de la conduction par la méthode des séparations des
variables.

- Dans le chapitre 3: Formulation du probléme par la méthode des éléments finis (MET).

- Dans lc chapitre 4 : Présentation et procédure de résolution des équations par la méthode des
différences finies (MDF).

- En arrivant au chapitre 5: Présentation des différents résultats, ct conclusions.

L’annexe regroupe les résultats issus des différentes méthodes présentés sous torme de
tableaux.

B2
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Chapitre 1 Analyse d’un probléme physique par les méthodes d’approximations

I

1.1 Généralités
1.1.1 Processus d’analyse

D’une fagon générale, les différentes étapes d’analyse d’un probléme physique

s’organisent suivent le processus schématisé par la figure suivante

Probl¢me physique <«

Y

Evolution du modéle

[' Hypothése de modélisation Mathématique

l

Modele mathématique

A 4

[ Discrétisation du probleme ]

|

Evolution du

Procedure l qugle
Numérique numerique

Mod¢le numérique

l

( Estimation de la précision du
L modele numérique

-Vérification des hypotheses de modélisation
(Analyse du modeéle mathématique)
- Interprétation des résultats

v

Réponse obtenue

(Nouveau modele physique)

Fig.1.1 Processus d'analyse en utilisant un modéle numérique

L2

EN.P 200372004



Chapitre 1 Analyse d'un probléme physique par les méthodes d approximations

Nous partons d'un probléme physique, le cadre précis de I'étude est défini par les
hypothéses simplificatrices qui permettent de définir un modele mathématique. La difficulte
pour l'ingénieur est de savoir choisir parmi les lois de la physique celles dont les équations
traduitont avec la précision voulue la réalité du probléme physique. Un bon choix doit donner
une réponse acceptable pour des efforts de mise en oeuvre non prohibitifs.

Le choix du modéle mathématique est un compromis entre le probléme posé a
lingénieur, "quelles grandeurs veut-on calculer et avec quelle précision?” et les moyens
disponibles pour y répondre. Les équations du modele retenu sont soumises a un certain
nombre d'hypothéses basées sur les sciences de I'ingénieur. 11 faut connaitre le domaine de
validité de ces hypothéses pour pouvoir vérifier que la solution obtenue est satisfaisante.

Si le modele mathématique n'admet pas de solution analytique, il faut chercher une
solution approchée de ce modéle. La discrétisation du probleme correspond au choix dun

modéle numérique permettant de traiter les équations mathématiques.

11 est important de savoir distinguer et hiérarchiser les différents niveaux d'hypothéses
utilisés pour modéliser un phénomeéne physique. La solution exacte dun modele
mathématique qui ne correspond pas & la réalité physique ne vaut rien.

1.1.2 Méthodes d’approximation en physique

Pour discrétiser les modéles complexes de phénomeénes physiques, l'ingénieur dispose
4 I'beure actuelle de méthodes d'approximation permettant de résoudre la plupart des
problémes pour lesquels il n'existe pas de solution formelle.

Toutes les méthodes d'approximation ont un méme objectif, remplacer un probleme
mathématique défini sur un milicu continu (¢quations différentielles ou intégrales) par un
probléme mathématique discret (équation matricielle). Probléme de dimension finie que l'on

sait résoudre numériquement.

La classification que nous proposons sur la figure suivante (figure 1.2) n'est pas unique
Elle permet simplement de distinguer la méthode, en fonction de la démarche utilisée pour
obtenir une forme intégrale. La transformation puis la discrétisation de cette forme intégrale
conduit a une équation matricielle que I’on saura résoudre analytiquement ou numériquement.
1 est important de noter qu'un probleme physique peut étre formulé de fagon équivalente en
un systéme d’équations différentielles ou sous unc formulation variationnelle. Nous montrons

un peu plus loin comment passer de [’une a I"autre.

E.N.P 2003/2004 4



Chapitre 1 Analyse d'un probleme physique par les méthodes d’approximations

Méthode des résidus pondérés (ou annulation d'erreur) : Elle utilise comme point de
départ fes équations locales et les conditions aux limites du probléme. Ces équations sont des
équations diftérentielles définies, d'une part sur I'intéricur du domaine ce sont les équations

locales, et d'autre part sur la frontiére du domaine ce sont les conditions aux limites.

Meéthodes variationnelles : Lc point de départ de ces méthodes est un principe
variationnel qui est une formulation mathématique du probléme basée sur des considérations
¢nergétiques. La formulation obtenue dépend bien entendu des hypothéses de modélisation du
probleme physique.

Systeme physique continu@

Mise en équation
‘Formulation mathématique
du probléme’

!

Formes diftérentielles . Methoq €8 vangtxon'e lles
Formulation mathématique du

| probleme

Méthode des résidus
pondérés

1 ﬁ( Forme illitégralc }

M¢éthodes d’approximation
Discrétisation

'

[ Formes matricielles ]

Fig. 1.2 Vue synthétique des méthodes d'approximation

1.2 METHODE DES RESIDUS PONDERES (2)

e Principe de la méthode

Soit un probleme physique d'inconnue le champ scalaire u (M) défini sur un domaine
D. Nous cherchons une solution du modele mathématique défini par : les équations locales sur

E.N.P 2003/2004 5




Chapitre 1 Analyse d'un probléeme physique par les méthodes d’approximations

lintérieur du domaine D, et les conditions aux limites sur la frontiére du domaine I". Ces
équations forment le systéme d’équations différentielles suivant :

YMeD L) = f(M.,t)y  équationlocale
VMel Clu)=e(M,t) conditions aux limites

Le résidu est I'erreur commise lorsque l'on utilise une approximation « «*» du champ

« u » pour écrire les équations du probleme.

Pour simplifier la présentation, considérons dans un premier temps
- que les conditions aux limites du probleme sont homogénes . C (1) =0

- que I’approximation choisie les satisfait toutes, C (' )=0

Le résidu est alors défini par l'errcur sur Iéquation locale, soit
VM eD Ru")= L") - f(M,1)
Soit P; (M) des fonctions dites de pondération, quelconques, définies sur le domaine
D. La méthode des résidus pondérés consiste A annuler ’erreur commise sur le résidu,

en la pondérant sur le domaine par un nombre fini de fonctions P; (M).

Ce qui correspond a des équations sous forme intégrale représentées par :
VP.(M) [PADR@ AV =0
D

Ne sachant pas résoudre ce probléme analytiquement, on en cherche une approximation

en restreignant les ; a n fonctions de pondération.

Pour unc approximation x* 4 n paramétres, nous choisirons n fonctions de¢
pondération de fagon a obtenir autant d'équations intégrales que de parameétres, ¢’est-a-

dire un systéme matriciel d’ordre n :

Soit une approximation de la forme : n' o= ZW,(M)(;,,(/) = [W(M)}{q(i)}
il

- les Wi (M) sont les tonctions de forme (base de fonctions utilisée pour définir
I’approximation)
- les g; (¢) sont les parametres de I’approximation.

Les n équations sont de la forme : Vi e [L,7] jP,.(M) R(W M) flg()pav =0
D

Pour illustrer notre propos admettons que le probléme soit un probleme stationnaire
linéaire (que ’on définira dans le chapitre prochain), I’équation matricielle d’équilibre est

alors de la forme :

E.N.P 2003/2004 6



Chapitre 1 Analvse d'un probleme physique par les méthodes d'approximations

[K]= [{rane(w (v

K '(( - X avee 3]
[Klgy=1{3  avec ()= [P} (v

D

Siles n fonctions 27 conduisent a des équations indépendantes, la solution {¢} du

svsteme matriciel précédent fournit les parametres de 'approximation.
1.3 FORMULATION VARIATIONNELLE

Dans le paragraphe précédent, nous avons construit une approximation de la solution
du probléme mathématique, en introduisant une notion d'erreur sur les équations focales du
probléeme. Nous allons maintenant présenter une autre méthode d'approximation de la solution
de ce méme probléme mathématique, en partant de sa formulation variationnelle.

Nous poursuivrent tout d'abord les étapes de la construction de la formulation
variationnelle. Pour fixer les idées, considérons un probleme de mécanique linéaire :
« Analyse dynamique d'un syst¢me mécanique continu non amorti en petits déplacements et
petites déformations ».

1.*équation locale définic & l'intéricur du domaine et les conditions aux limites définies
sur la frontiére font apparaitre des opérateurs différenticls. La forme générale du probleme

mathématique a résoudre est [a suivante

Squation locule VM e D pli —dive = |
conditions aux limites YM el u=1,
VM el oii =1,

Remarques :
o e dioest un champ vectoriel défini sur le domaine D
o Pour pouvoir résoudre ces équations il faudra leur associer les deux relations

SUIVUNTeS:!

-Lois de comportement: o fei(€)  traduisent le comportement physique du matériau

-Relutions géométriques entre déplacements et déformations: & = grad ; u

Sibien que les Squations locales peuvent étre mises sous la forme @ p i L(i)= f

= N.P 2003/2004 7
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Chapitre 1 Analyse d'un probléme physique par les méthodes d’approximations

e Discrétisation de la forme intégrale

La solution approchée du probléme est recherchée sous la forme dune combinatson
linéaire de n fonctions dites fonctions de forme. La méthode consiste alors 4 affaiblir une des
formes intégrales précédentes en ne la satisfaisant que pour » fonctions de pondération. Cette
solution sera d’autant meilleure que la base de fonctions utilisées sera riche, c’est-a-dire
permettant de bien représenter la solution cherchce.

Le choix de la forme intégrale point de départ de la discrétisation avant ou apres
intégration par parties dépend de la facilité & construire une approximation qui satisfait les
conditions aux limites du probléme S’il est possible de construire une approximation qui
satisfait toutes les conditions aux limites (fonctions de comparaison du probléme) la premicre
forme intégrale est suffisante. Vous retrouvez la méthode des résidus pondérés présentée en
début de ce chapitre.

En pratique nous construisons le plus souvent unc approximation "#™" satisfaisant les
conditions aux limites cinématiques, une telle approximation est dite cinématiquement

admissible.

- —

u” CAL = VM eT, =1,

Remarque : Utiliser une approximation quelconque reviendrait a chercher une solution
approchée nécessairement éloignée de la solution exacte. Or la construction d'une
approximation satisfaisant les conditions aux hmites géométriques est généralement
relativement simple.

Pour une approximation cinématiquement admissible, I'erreur porte a la fois sur
I’équation locale et sur les conditions aux limites en force. La forme intégrale de départ est
alors la formulation variationnelle du probléme établie précédemment.

Avantages d'utiliser la formulation variationnelle

. La construction de l'approximation est plus simple, les conditions aux limites sur [, nont

pas lieu d'étre satisfaites par les fonctions de forme car elles sont prises en compte dans la
formulation intégrale.
. Le nombre de dérivations des fonctions de forme diminuent.

Inconvénients

. Le nombre de dérivations des fonctions de pondération augmentent, et feur choix est
restreint car nous avons choisi des fonctions de pondération & valeur nulle sur la frontiere

E.N.P 2003/2004 8



Chapitre 1 Analyse d'un probléme physique par les méthodes d'approximations

I'. pour simplifier la forme intégrale (ce qui n'est en aucun cas une nécessite).

. L errcur d’approximation sera plus importante si les fonctions de forme ne satistont pas les
conditions aux limites sur I" .

Ecriture matricielle des ¢quations

Pour simplifier la présentation, considérons que  les conditions aux limites

séométriques surl, sont de la forme 4" =0

Nous utilisons les mémes fonctions de forme pour définir ’approximation et les
fonctions de pondération (méthode dite de Galerkin). Ce qui nous conduirons a des formes
matricielles symdétriques.

Soit:
Pour l'approximation : yz (A r)} [I (M)}lq(l
avec: [141'(‘,\,//)] la matrice construite & partir des tonctions de forme
{q(6)} te vecteur des paramétres de 1’approximation.

La forme matricielle des fonctions de pondération est alors :
(PN} = (M) g}

Pour & =<1,0,0,....> nous obtenons /| =W,
Pour &g =<0,1,0,....> nousobtenons /7, =W,

Etc...
Pour & =<0,0,0,.,1 > nous obtenons /7, =W,

IMaM ey n

Pour exprimer f¢ produit o : grad (1), nous utithisons les formes matriciclles associées aux

lois de comportement du matériau et aux relations entre déformations et deplacements.

Posons :
. ‘ta( AL ) [1 N A )]15 (M )} Jorme matricielle des lois de comportement
Avee {F

7
&£ M 7 V- e
€.,26,,,2¢. .26 >

\.\’ e vz

e e \'\’

{g(;\[)}:{qm(/ H('\/)}:[ ] (A )}

J =
{o’}’ =<0 4.0,,,0..,0,.,,0,.,0,. >
L.

[/,] est la mutrice d'opdrateurs différentiels correspondant a l'expression du gradient

symétrique du champ des déplacements.

Compte tenu de ces notations le produit

o wad, (P = POy [LTpoOT e ()

E.N.P 2003/2004 ' 9



Chapitre 1 Analyse d'un probleme physique par les méthodes d ‘approximations

Soit compte tenu de 'approximation:

o« gradg (P) = {&Y [BonT [DO B fa (1)}
Avec [B(vO)] = [LTw (M)]

Reportons ces expressions dans la formulation variationnelle nous obtenons:

Gy [T ol Yy 187 DIBYa}- T {rbav = ay [T {r. s

Cette équation pouvant étre écrite quelque soit {&/} nous obtenons l'équation matricielle

suivante :

¥+ (K o= v

Avec:  [M]= ] plw kv
1= [[8] [DIBkv
(Y= ] {7}y + f] = [T {r s

D

Ce qui vient d’étre appliqué & un probleme de mécanique classique peut étre fait dans

d'autres domaines de la physique.

1.4 PRINCIPE DES TRAVAUX VIRTUELS

Dans certains domaines de la physique, des considérations énergétiques permettent la
formulation du probléme en tant que principe variationnel, aboutissant ainsi & une formulation
intégrale. L'intérét de ces principes est de fournir directement fa forme intégrale sans avoir a
passer par les équations aux dérivées partielles comme nous l'avons fait dans le cadre des
méthodes variationnelies.

La formulation mathématique du principe est basée sur les mémes hvpothéses de
modélisation du probléme physique. En meécanique des structures le principe le plus
couramment utilisé est le principe des travaux virtuels en déplacement dont nous rappelons ci

dessous la formulation.

E.N.P 2003/2004 10




Chapitre 1 Analyse d'un probléme physique par les méthodes d'approximations

1.4.1 Ecriture du principe des travaux virtuels
Partons du principe tel qu'tl a été énoncé en mécanique classique.

Pour tour svstéme matériel D en mouvement par rapport a un repere Galiléen.
Pour tout déplacement virtuel Su
A tout instunt o4 = oT

avee
A4 travail virtuel des quantités d'accélération
= If)(p),dﬁ. dmi(p) = J(O‘I?;}f?)dl"
D n
ST travail virtuel des efforts intérieurs et extérieurs
=—{o sear + [oufar + [Sulds
} D

n/)

Compte tenu des relations déplacements — déformations dg = grad(du), nous obtenons la

forme | du PTV.

N o
[ ot piiait” = - | o : grad (S)dY + [ S filv + [Si T dS
D D 2] af

Nous allons transformer cette forme intégrale par intégrations par parties, ce qul nous
permettra de retrouver I'équation locale et {es conditions aux limites du probléme.

Rappelons que: fogh gn-n_/_(l") = d/v(c_rf’) - fid:i?(a_')
Utilisons cette relation pour écrire le PTV:

(.0 it - div(a) = PV = - diviai)dV + [T ds
D D oD

Appliquons le TH d'Ostrogradsky, qui dit :

[div(Ddy = [ Adds

N oD
Nous obtenons:
Vi el o =0
L.a forme intégrale précédente nous penmet de retrouver !

. L'équation locale : VA e D pii - dive = /

. Les conditions sur les efforts donnds © - VAL € [ on=1,

E.N.P 2005/2004 11
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Chapitre 1 * Analyse d'un probléme physique par les méthodes d approximalions

1a boucle est fermée, nous sommes au point de départ des méthodes variationnelles. I
y a équivalence entre le PTV et le systeme d’équations différenticlles : ¢quations locales et

conditions aux limites du probléme.

1.4.2 Discrétisation du principe des travaux virtuels

La "discrétisation” du PTV consistc & utiliser une approximation pour exprimer le
champ des déplacements et le champ des déplacements virtuels. En pratique, nous utilisons la
méme approximation ce qui permet d'obtenir une expression matricielle symétrique.

Avant d'utiliser 'approximation précise la nature des conditions aux limites, pour

exprimer l'intégrale sur la fronti¢re du domaine :

[saTds = [suT,ds+ [&uT,ds
I, I,

on

Cette écriture fait apparaitre explicitement le champ des efforts inconnus (7} : actions

de liaison) correspondant aux conditions aux limitcs cinématiques.
VM el, u=1u,

Si nous utilisons une approximation quelconque du champ des déplacements, nous
obtenons une équation intégrale pour deux champs inconnus, et nous ne pourrons pas
résoudre le probléme. Cette méthode s’apparente a la méthode des multiplicateurs de
Lagrange. Pour résoudre, il faut tenir compte a posteriori des conditions aux limites
cinématiques dans les équations du modéle.

Si nous utilisons une approximation dite cinématiquement admissible, nous obtenons
la méme équation intégrale que celle déduite de la méthode variationnelle écrite dans les
mémes conditions :

Vii* Cinématiquement admissible (i7" =4, et &’ =0 surT,)

[su* pirdy = -[o: grady (55" )dV + [su fav + | si T.dS
n D D T,

. Pour l'approximation: {u' (M, /)}= [W(M )]{q(M)}
—  roni=lronls}

. Pour les lois de comportement: fo(M 3= [D(M YKe(rn)}
. Pour les relations déformations — déplacements : {g(M)}: [L]{u(’M)}

E.N.P 2003/2004 12



Chapitre 2 Etude d'un probléme thermique en régime stationnaire

2.1 Généralité

La thermique est la branche de la physique qui tratte des échanges de chaleur accompagnés
ou non d’échange de masse et de changement de phases. Elle peut done étre considérée comme partie
intégrante de la thermodynamique des phénomeénes irréversibles puisque, pour avoir ’échange de
chaleur entre différentes partics d’un systéme, il est nécessaire que ce systéme soit en dehors de
I’équilibre thermodynamique et Lorsque deux systémes sont a des températures différentes, le
systéme Le plus chaud céde de la chaleur au plus froid d’ou le transfert de chaleur. Il y a
donc un ¢change thermique ou encore transfert thermique entre ces deux systémes. Cette
situation se Rencontre dans de nombreuses situations thermiques (chauffage de I'habitat par
exemple) Un transfert d'énergie donne lieu a un flux de chaleur qui correspond a un

déplacement de I'énergie du plus chaud vers le plus {roid.
2.2 Définitions
Définition de la chaleur

La chaleur est une torme d’énergic créée par agitation moléculaire intense d’un
milicu.

Définition de la température
La température est unc grandeur physique, qui mesure le degré de chaleur d'un corps,

ou d'un milieu.

Transfert de chaleur
Un transtert de chaleur, peut étre définir d’une manicre générale, comme un processus

par lequel 'énergie et échangée sous forme de chaleur, entre des corps ou des milieux ayant

2.3 Les différents modes de transfert de chaleur

1l existe trois modes essentiels de transferts chaleur: la conduction, la convection et le

rayonncmcnt_
- Transfert de lu chaleur par conduction

La conduction est Je transfert de chaleur d’une partie d’un corps a une autre partie du
méme corps sans déplacement appréciable des particules de ce corps. La conduction
caractérise ¢galement le transfert de chaleur d’un corps a un autre corps en contacte physique
avec la premier.

EN.P 20032004 14



Chapitre 2 Etude d'un probléme thermique en régime stationnaire

- Transfert de la chaleur par convection

La convection caractérise la propagation de la chaleur dans un fluide, gaz ou liquide
dont les molécules sont en mouvement. La convection est naturelle si e mouvement de fluide
résulte uniquement des différences de masse volumique causée par les différences de
température. La convection est forcée si le mouvement du fluide est provoque par des moyens

meécaniques.
- Transformation de la chaleur par rayonnement

Le rayonnement est le transtert de chaleur d’un point 4 unc autre partie du méme corps

4 un autre corps en contact entre cux, par déplacement d’onde dans I'espace.
Le rayonnement thermique concerne les longucurs d’ondes comprises entre 100 gan et

0,01 um etva de I’infrarouge a I"ultraviolet en couvrant le visible.

2.4 Loi fondamentale de la conduction

Toute étude technique significative exige une réponse chiffrée. Pour réaliser une telle
étude des problémes de transmission de chaleur, on doit examiner les lois physiques et les
relations qui régissent les différents mécanismes de [’écoulement de chaleur. Dans ce
paragraphe, on donnera un apergu préliminaire d’équation fondamentale relative a la
transmission de la chaleur par conduction.

La relation fondamentale de la transmission de chaleur par conduction a ¢té proposce
par le savant frangais J.B.J. Fouricr en 1822. Elle établir que ¢, le flux de chaleur par
conduction transmis dans le matériau, est égal au produit des trois quantités sutvantes :

Lk la conductivité thermique du matériau
2.4 I’aire de section a travers laquclle s’ écoule la chaleur par conduction
3.duf/dx le gradient de température dans la section, c..d. le rapport de la variation de la

Température u a la distance parcourue par le flux thermique.

L’équation élémentaire de la conduction unidimensionnelle en régime stationnatre s’écrit :

q, = —kA— (2-1)
Pour I’uniformité des dimensions de ’équation 2 - 1, le flux de chaleur g, est exprime

en kcal/h, l'aire 4 en m® et le gradient de température dwdx en °C/m. la conductivité
thermique, propriété du matériau, indique la quantité de chaleur qui travers une surface d’aire
unité si le gradient de la température cst égale a I’unité. Les unités de k sont.
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Chapitre 2

Ftude d'un probléme thermique en régime stationnaire

kcal han® Ot kcal

o v u o g
Cim han"

* Conductivité thermique de quelques matériaux de construction (1)
Les valeurs sont valables pour la température de 20°C, sauf quand une autre température est

indiquée.
K c P ax10°

I e WmK_| UkgK | Ko | MY
| Argile (50% d humidite) 1.25 875 1545

Béton type portland (100°C) 1.7 2300

Brique ordinaire 0.69 840 1800

Ciment — mortier sec 1.I1-1.3 835 2300

Ciment — de portland, sec 0.3 750 3100 0.3

plitre 0.8 830 1600

Roches calcaires [ 900 2300

Sable sec 0.58 795 1500

Sable humide 1.13 - 1640

Tab.2.1 Conductivité thermique de quelques matériaux de construction

¢ : la chaleur massique, p : la masse volumique et ¢ la diffusion thermique

Paroi composite plane

Une paroi peut étre composée de plusicurs matériaux différents en contact physique
les une avee les autres sur une surface 4 . L épaisseur de la paroi est ¢ et chacun des matériaux

a une épaisseur e,,e¢,,...,¢, telle que

"
e E o4
¢ = (.l-

i=l

Les matériaux constituant fa paroi ont des conductivités thermiques qui sont,

respectivement, &, k... k

Hi

e 2
Ona — =142

2.5 Conduction bi ou tridimensionnelle

Lorsque les parois d’un corps sont irréguliéres ou lorsque la température le long d’une

parot n’est pas uniforme I’étude unidimensionnelle n’est plus satisfaisante. Dans tels cas la
température est une fonction de deux ou méme trois cordonnées. Plusieurs exemples types tels
que I"écoulement de la chaleur a travers une surface formée par I’intersection de deux ou trois
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Chapitre 2 Etude d'un probléme thermique en régime stationnaire

murs, la conduction de la chaleur a travers les paror d’un cylindre creux de faible hauteur, ou

la chaleur perdue & partir d’un tube enfoui, font partie de cette classique probleme.

2.6 Etablissement de I’équation différentielle de la conduction

A
dz
—~ /‘_
dy
o,
ge T—> | x0s > g, + Sx gy

L 4 X
' dx I
| !
o >
| |
1 1 4=
X X+ dy

Fig. 2.1 Schéma indiquant la notation pour | ‘$tablissement de
L équation générale de la conduction en coordonnées

Cartésiennes

Considérons un petit parallélépipede rectangle, découpé dans un corps, de coté dy.dv,d=
paralléles respectivement aux axes Xy et z comme la montre la figure 2-1. L'équation
générale définissent la répartition des température en chaque point du corps s obtient en
écrivant le principe de la conservation de I’énergie pour ’élément considéré pendant le
tempsd6 . Le bilan thermique peut s’¢erire, littéralement, sous la forme :

Chaleur qui entre + chaleur dégagée dans la masse = chaleur qui + chaleurducdla

Pendantd& par des sources intéricurcs sort pendant  variation de ['¢-
Pendant @ do nergie interne pen-
dantd@

Ou sous la forme algébrique :

(g, +q,+q.)d0+ (./(dxdydz)dﬁ = (Grete T Cyree t Gova Yd@ + c.pdu(dxdyd:=)
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Chapitre 2 Litude dun probleme thermique en régime stationnaire

Dans laquelle «u est la variation de la température de I’élément au cour de la période

do .
¢ est la chaleur spécitique, pest la densité de la température « d’un point de I’élément est

fonction de la position de ce point (x,3,2) et de temps c.a.d.
o ufv oz ).
La quantit¢ de chaleur ¢, qui entre par unit¢ de temps par la face gauche dans la

direction z est égalce, en vertu de 1°¢q. 2-1

g = (- Pl }/ydz. (2-2)

ox
Le¢ gradient de température est mis sous forme d’une dérivée partielle, puisque u
fonction non seulement de x, mats aussi de y, = etd. La quantite de chaleur g, , qui sort par
la tace droite d abscisse x + dx est déterminée, soit par le théoréme de la moyenne, soit par le

négligent tous les termes sauf les deux premiers ainsi :
ou 0 ou
ivitx = [_ k—l+—| ~k . dx |dydz.

av ox I

EEn retranchant le flux de chaleur qui sort de I’¢lément du flux de chaleur qui pénétre

au
d k
ox
4. = ore = —8\ “dvdydz,

De méme, sur les direction y et =

o)
- ci
o[k R

dans I'élément on obtiens ¢

gy
, =Y = _é—v' — Ci’((l’_}/tl,‘:.
ou
a(k ’
o
Go =Gy = ————dxdydz.

En substituant ces relation dans ’équation de la conservation de Pénergie et en
divisant chaque terme par v dy = d@, on obtient :

O{/;O”]Jr—o— s +3(/¢@)+(}=ch1 2-3)
ox\ oOx,;) ov\ dv, ) o=\ oz o6

Ou la chaleur spécitique ¢ et la densité p sont conséquents comme indépendantes de

la température. Enfin, si k est supposé étre uniforme, Peq. 2-3 s’écrit,
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Chapitre 2 Etude d'un probleme thermique en régime stationnaire

2 2 2 .
a’;+a’;‘+af+i=lﬁ’i (2- 4)
ox* oyt o0z k aol

Ou la constante a = k/cp , appelée la diffusivité thermique, s’exprime en m*[h dans

les probléme technique. L’équation 2- 4 cst connue comme I'équation générale de la
conduction de la chaleur régissant la répartition des températures et I’écoulement de la chaleur
par conduction dans un sofide ayant des propriétés physique uniformes.
Si le systtme ne contient pas des sources de chaleur, ’équation 2- 4 se réduit a
l'équation de Fourier.
62u+62u+02u _1ou (2-5)
ox* oyt ezt aodl

Dans le cas d’un régime permanent (voir 2.7) et en présence des sources de chaleur,

I’équation 2- 4 devient I'équation de poisson.

2 2 2 iy
ag+a?+ag+1:0
ox oy oz k

Pour un régime permanant et en I’absence des sources de chaleur, la répartition des

températures doit satisfaire I’équation de laplace.

o*u 0'u d'u
st —+77=0

ox® oy° o¢

Remarque
Le développement précédent de la loi de Fourier est valable pour les corps isotropes.
Pour les corps anisotropes I’équation est:
62 ‘ 2 2
O Ty 9 g
ax* Oy T oz

ky , k, et k; représentent la conductivité dans la direction des axes principaux.

k

2.7 Régimes de variation de la température
2.7.1 Régime stationnaire (permanant)

En régime stationnaire la température ne varient pas dans le temps.
Le champ de température est une fonction harmonique.
L’équation de la chaleur s’écrit :
u  du . Ou

+ =0 Tvype équation de Laplace
RPN (Type ¢q place)

On appelle fonctions harmoniques les fonctions qui vérifient I'équation de Laplace
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Chapitre 2 Ltude d’un probléme thermique en régime stationnaire

2.7.2 Régime non stationnaire

En régime non stationnaire I’¢quation de chaleur est une équation aux dérivées
partielles linéaire de type parabolique donc le systéme d’équation différentielle dépend du
temps 0.

L ¢quation de la chaleur s’écrit ;
2 2 -}Z %)
O Ou Ou Ou, £(0) =0
oxT oyt oz° 80 -

2.8 Problémes continus a deux dimensions (2)
Probléme d’équilibre

L ¢quation de poisson suivent correspond a un systéme continu stationnaire a deux

dimension :

2 2
o"u J°u
i )

ox~  oy”

+ /=0 Sur V/

Elle régit la distribution de température # dans un milieu bidimensionnel homogéne et
1sotrope, en régime stationnaire. Pour que cette équation admette une solution unique, il faut
satisfaire ’'une des deux conditions aux limites suivantes en chaque point de la frontiére S du
domaine V' :

- condition sur u (dite condition de Dirichlet) :
u=ug sur S,
Ou S, représente la partie de S sur laquelle est imposée cette condition

. ou ..
- condition sur a— ou condition de flux :
11

————— tau=f; sur S n : La normale sur la section considérée.

Ou Sy représente la partie du S sur laquelle est imposée cette condition.

Sta#0,  cette condition est dite de Cauchy.

Sia=0, cette condition est dite de Neumann.

Remarque : En s’intéressent dans la suite de notre étude par ’équation de Laplace seulement,
¢’est une équation de type elliptique.
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Chapitre 2 Etude d’un probléme thermique en régime stationnaire

2.9 Solution de I’équation de Laplace pour la plaque
rectangulaire

Considérons unc plaque homogéne, sans source interne, et 1solé sur ses Faces X,y
(pas de conduction dans la Direction 0z) en régime permanant. Il s’agit donc de résoudre
I’équation Différentielle linéaire suivante :
o*u  d'u
— + =0 (2-6)
ox* oy

Ici u est une différence de température (t-t;) ou t; est une température de référence qui peut

étre une température initiale, t; ou une température de surface t..

Plagons ’origine des coordonnées & I’un des angles de rectangle (fig 2.1)

#(x)

t) t

t

L X
Fig.2.2 Schéma de la plaque
Par 1a méthode de la séparation des variables, la solution peut se mettre sous la forme :
u(x,y) = X (XY () (2-7)

Ce qui conduit, en substituant (2-7) dans (2-6), a :
X =Y—,- Ou X'=X_et Y =Y
X Y ’

Le membre de gauche est en fonction de x seulement, tandis que le membre de droite
est en fonction de y seulement. Ces deux membres ne peuvent étre €gaux que s’1l sont chacun
égaux a une méme constantet A%, appelée constant de séparation, dont le saigne sera
déterminé par la nature des conditions aux limites, prenant pour ’instant le signe (+).
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Ceci équivaut aux deux ¢quations différentielles ordinaires :

f{;’\ +A°X =0 (2'8)
d-x
dZ

,{—fY:O (2-9)
dy

Dont les solutions sont respectivement :

N = B, sin(Ax) + B, cos(Ax)

N = B sin(Ay) + B, cos(Ay)
Donc la solution générale de I’équation indéfinie (2-1) est -

u = [B, sinh(Ay) + B, cosh( ) [B, sin(Ax) + B, cos(Ax)] (2-10)
Dont on determine les constantes B et 4 en utilisant les conditions aux limites.

Cas ou trois cotés sont 4 la méme température t; et un coté est a la température
t=®d(x):

Les conditions aux limites s’écrivent -

Enx=o0, t=1, ouu=1—1t;—0, quelque soit y (2-11)
Enx L, 1 -t ouu= - tp 0, quelque soit y (2-12)
Env—=o0 1~ ouu Lty ), quelque soit x (2-13)
Eny Ho ot D) ouu - D) -1, [ix), quelque soil x (2-14)

Les trois premieres C.A.L. seulement sont homogénes. On demande u(x,y) ?

La C.A.L. n° 3 montre que pour que quelque soit X, on ait =0 eny = 0, il faut que B, = 0
et (2-5) se raméne 4 :

1= B, sin(Ay)[B, sin(Ax) + B, cos(Ax)]

La C.A.L n°l permet de déduire semblablement que pour que quelque soit y, on ait ¥ = 0 en
x =0, il faut que B4 = 0. Donc :
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u = sin(Ay)}B sin(Ax) avec B =BB; (2-15)

LaC.A.L.n°2 donne:

0 = sin(Ay)Bsin(AL) qui doit &tre satisfaite quelque soit la valeur de v, donc il faut que
sin(AL)=0, Clesta-dite 4, = ’—’]’i n=012 . (2-16)

Chacun des A de (2-16) conduit a une solution particulicre de (2-15) : la solution générale
sera donc la somme de toutes ces solutions particuhi¢res :

u = Z B, sin(A,y)sin{A4,x)

n=0
Ou B, représente la constante B pour chacune des sofutions.
En effet, pour chaque valeur de X correspond un systeme d’équation différent [(2-8) et (2-9)]
et donc des solutions X, Y possédant des constant B différent pour chaque A.
Comme pour n=0, A= 0, ce qui conduit i rien, 1l reste
u=> B, sin(4,y)sin(4,x) (2-17)

n=0

La C.A.L. n° 4donne :

(0= B, sin(4,H)sin(4,x) (2-18)
n=0
avec A,,=% n=012,.. 0<x<L

D’aprés la théoréme des fonctions orthogonales qui dite
Une fonction arbitraire f(x) peut — si la série converge — étre représentée par une série de

fonctions.
f(x)=>.C, sin(Ax) (2-19)
n=l
Ou les C, sont données par
2% . 7
C,= -{—J‘f(x)sm(inx)c’fx avec A, = %Z n=0,12,.. 0<x<L
% ,

En identifiant (2-18), ou Bypsinh(X,H) est une constante, avec(2-19), ou C, est un constant.
Donc on voit que les constantes B, peuvent s’exprimer par

E.N.P 2003/2004
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Chapitre 2 lotude d'un probleme thermique en régime stationnaire

o) IA
B, sin(4,H) == [ £(xsingA,x ) (2-20)
“0
Qui permet de calculer B,

D’ou la solution finale est -

5 = | Sinh ’I?f' nx nx'
u==— sin (x')sin] — |dx' 2-21
D e A I =) @21

—

La série en question converge habituellement assez lentement, de sorte qu’un assez
grand nombre de termes est nécessaire.

St t{(x) = up= constante, eny = H, ona

u ® - (_1)”( sinh ngi .

— =7 / . |

W | Sm( L J (2:22)
' i sinh " -

Dans ce cas, st la somune est écrite

Z et non Z Z

n=03.5... n=l n=13.3....

Il

0 o o

] —(=-D" A 2
( L devient —-
nr nT

Le facteur

Cas ou la distribution de température est imposée sur x = L seulement
On refaite des calculs analogues, on trouvera, en particulier, g(y) =0, = constant, en x = L ,

(sinh nmw
Z 1-(=1) H sin[’m‘}’)
M H

T L nal.
sinh
H

Il y a symétrie parfaite, comme il se doit, avec la solution du probléme précédent.

u
B
u,

=l

Il aurait suffi de permuter x avec y, de méme que L avec H, dans la solution de cet probléme.

Si g(y) est quelconque, on a I’équivalent de (2-21)
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. N
) o sinh —-- /i gy
“=— A Nsin 22 £(y)sinf == |a
H 4% ., naL L 4 H
sinh ——- 0

Cas ou la distribution de température est imposée sur y = 0 seulement
On trouvera semblablement

. AT
w | Stnh- " (H - y) .y

2= ?Zl M i ”/’f‘ f j'(.\')sin(%}ix
n Slnh — . 0

11 suffit donc, de remplacer, dans 1a solution, y par (H-y), ¢’est-a-dire effectuce le changement
de variable y+& = H.

Cas ou la distribution de température est imposée sur x = 0 seulement

On peut d’ailleurs immédiatement observer que cette solution peut s obtenir a partir de
I’expression précédent, ou I’on permuterait x avec y et ausst L avec H. ou I’on etfectuerait X
par changement de variable x+&=L, ¢’est-a-dire ou I’on remplacerait x par (L-x).

Solution générale

Si on a 4 C.A.L non homogenes (fig2.2)

En x =20, u=fiy
En x =1, u = ffy)
Eny =0, u=giy)
Eny=H =g
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A
Y
g2(x)
H
fi(y) f(y)
ai(x)
L X

Fig.2.3 Représentation du chargement

La solution sera la somme des solutions des problémes précédents

u(x.y) = gyt )t

! x =20, u=f1(y)

x =1, u =

v =0, u =1

y=1L, u =0
o x =0, u={

x =1, u = fHv)

v =0, w0

vy L, ()

o x 0, u—1
X o= L u -0

y- 0, u - gix)
v =1, u—10

Uy R (/, u -0
X =1, w0
y =20, u—0

y =L, u = grx)
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(Zn.sm{”z@)&{nf j( (‘Sm{nﬁ(—zw D (Sm{ L D J
i +§n&{ ”.7_’."}( [5 1 &a ];+L)j (bm/ = D }

2.10 Surfaces et courbes isothermes

On appelle surface isotherme licu des point ayant, a un instant donné, la méme

température. En régime stationnaire, les surfaces 1sothermes sont invariantes.

Une surface isotherme, en un instant 1, satisfait  une équation :

f(xy, 1)=t
Ou t; est la température commune & tous les points de la surface isothermes.

Si on, coupe une série de surface isotherme par un plan, on obtient une tfamille de
courbes isothermes de ce plan. Ces courbes isothermes jouissent des méme propriétés que
les surfaces isothermes : elles ne se coupent pas, ne présent pas de discontinuit¢ (tout au
moins au sein du milieu étudié), aboutissent & la surface du milieu ou autrement forment des
courbes fermées au scin du milieu.

Remarque
Les courbes isothermes et les lignes de flux thermique se coupent, partout, a un
angle droit. (3)
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Chapitre 3 La méthode des éléments finis

3.1 GENERALITES

I.es codes ¢léments fints font maintenant partic des outils couramment utihisés lors de
la conception et a l'analyse des produits industriels. Les outils d'aide a la modélisation
devenant de plus cn plus perfectionnés, l'utilisation de la méthode des éléments finis s'cst
largement développée et peut sembler de moins en moins une affaire de spécialistes. St
l'utilisation de la méthode se démocratise de par la simplicité croissante de mise en ocuvre, la
flabilit¢ des algorithmes ct la robustesse de la méthode, il reste néanmoins des questions
essentielles auxquelles ingénicur devra répondre 71l veut effectuer une analyse par éléments
finis dans des bonnes conditions. 11 fut faudra :

o Formaliser les non dits et les réflexions qui justifient fes choix explicites ou implicites
de son analyse du probleme.

o Evaluer la confiance qu’il accorde aux résultats produits.

e Analvser les conséquences de ces résultats par rapport aux objectifs visés.

L'objectif de ce chapitre est de présenter les principes de base de cette méthode en
insistant sur I'enchainement des tiches (démarche et hypothéses associées) qui assurent la
cohérence du processus de caleul. Ces connaissances vous seront utiles pour maitriser les
deux principales difficult¢s de mise au point d’un modele numérique :

o Problemes préliminaires a la phase de calcul.
e Problémes liés a "exploitation des résultats et le retour a la conception.

[."idéc tondamentale de cette méthode est de discrétiser le probleme en décomposant
le domaine matériel 4 ¢tudier en ¢léments de torme géométrique simple. Sur chacun de ces
¢lements il sera plus simple de définir une approximation nous permettant d’appliquer les
méthodes présentées dans le premicr chapitre. I ne reste alors qu'a assembler les formes
matricielles ¢lémentaires pour obtenir les équations relatives a la structure d étudier. Clest
sous cette forme pragmatique qu'elle est uatilisée par les mgénicurs, ¢t que nous allons

maintenant l'aborder.
3.2 DEMARCHE ELEMENTS FINIS

Les principales étapes de construction d'un modele éléments finis sont les suivantes:
e Discrétisation du milieu continu en sous domaines.
e Construction de 'approximation nodale par sous domaine.
e Calcul des matrices élémentaires correspondant a la forme intégrale du probléme.
e Assemblage des matrices élémentaires - Prise en compte des conditions aux limites.

e Résolution du systeme d'équations.

Deétaillons ces différentes ¢tapes.
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3.2.1 Discrétisation géométrique

Cette opération consiste a procéder 4 un découpage du domaine continu en sous domaines:

D=3 De telle que lim (UDJ =D

o] taitle  des 0\ e

1] faut donc pouvoir représenter au mieux la géométrie souvent complexe du domaine
étudié par des éléments de forme géométrique simple. Il ne doit y avoir ni recouvrement ni

trou entre deux éléments ayant une frontiere commune.

Lorsque la fronti¢re du domaine est complexe, une erreur de discrétisation géométrique
est inévitable. Cette erreur doit étre estimée, ct éventuellement réduite en modifiant la forme

ou en diminuant la taille des éléments concernés (ftgure3.1).

ﬂ B T Modatier la talle des
il I f o éléments

Piéce presentant des AN

congeés de raccordement 4 —
T
:
I : [ Changer la gdométie

\ sy aldments A fronngre courbe

| i

L Erreur de discretsation ~d

géomdérqus

Fig.3.1 Erreur de discrétisation géométrique

Sur chaque élément nous allons chercher a définir une approximation de la fonction

solution.
3.2.2 Approximation nodale

La méthode des éléments finis est basée sur la construction systématique dune
approximation u* du champ des variables u par sous domaine. Cette approximation est
construite sur les valeurs approchées du champ aux nocuds de I’élément considéré, on parle
de représentation nodale de ’approximation ou plus simplement d”approximation nodale.

3.2.3 Définition de I'approximation nodale

Définition : l'approximation par €léments finis est une approximation nodale par sous

domaines.
Ne faisant intervenir que les variables nodales du domaine élémentaire De.
VM e D, u (M) =[NOKu, }
avec u' (M) valeur de la fonction approchée en tout point M de 'élément
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Chapitre 3 L.a méthode des éléments finis

[N ] matrice ligne des fonctions d'interpolation de 1'élément
{u" } un variables nodales relatives aux noeuds d'interpolation de
l'élement
Remarque : dans le cas général le champ a approcher cst un champ vectoriel. Nous utilisons
alors la notation matriciclle swivante {u’(M)}= [NAH K, }

Les noeuds A4, sont des points de I'élément pour lesquels on choist d'identifier 'approximation

u* i la valeur du champ de variables u. Nous en dédutsons que

VA, u'(M))=u,
Soit pour l'approximation nodale.
0 si i+
VAYS N, (M= '
1 & i=

3.2.4 Construction de Fapproximation nodale

Comme [illustre I'exemple précédent, interpolation nodale est construite a partir d’une

approximation générale :

Soit une fonction d'une varable définie sur un domaine discrétisé en (rois éléments a deux

nocuds. Construisons l'approximation nodale associée a ces éléments (figure 3.2).

[
\Valeurs approchees . élément 1
N aux noeuds X Co
T a 4
- élément 2
\o
. : l N ; '
. S
Apptoxmmatoen hineate
utilisant 3 élements elément 3

Fig.3.2 : Approximation nodale a une dimension
Pour chaque éiément, nous avons deux variables nodales, nous cherchons donc une

approximation a dewx parametres. Le plus simple est d'utiliser une base polynomiale, ce qui

nous conduit & une approximation linéuaire de la forme :

21'(.1') = [1,,\' :i}
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Or pour x=0 u'(0) =1,
pour x=/, u*(/" ) =u,
a, = u,
nous en déductions a, = u; U
/,
soit pour ’approximation u (\',{) = {] - i,i}{?lf (f)}
[, 1. 114 ([)

Nous venons de construire les deux fonctions d'interpolation de I'élément linéuaire a dewx

N (O)zl}

Ni(1)=0

noeuds:

N,(x)= l-w?x— nous vérifions que : {

N,(0)= o}

N,(x)== nous vérifions que : {N ()=1

i

L’ interpolation nodale est construite & partir d’une approximation générale
VM u" (M) = [0(M) fa}
[®] est une base de fonctions connues indépendantes

(en général une base polynomiale)
{a} vecteur des paramétres de "approximation (parametres généralisés)

Ils n’ont pas de signification physique

Exemples de bases polynomiales complctes:

1 dimension: linéaire [1,x] 2 variables
quadratique [1, x, x’] 3 variables

2 dimensions: linéaire [1,x,y}] 3 variables
quadratique  [1, X, vV, X%, xy, y°] 6 variables

3 dimensions: linéaire [1, X, y, z] 4 variables

. 2 2 2 <

quadratique [1, X, y, z, X7, Xy, ¥, Xz, 2, yz] 10 variables

Pour utiliser une base polynomiale compléte, le nombre de termes doit étre égal au
nombre de variables nodales 2 identifier. Si I'on ne peut pas utiliser un polyndme complet le
meilleur choix consiste a respecter la symétrie des mondmes conserves.

Exemples de bases polynomiales incompletes:

2 dimensions: "bi - linéatre” [1,x,y, xy] 4 variables
3 dimensions: “tri - linéaire”  [1, X, Y, z, XY, Xz, YZ, XyZ] 8 variables
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En identifiant aux noeuds I'approximation u* & la valeur du champ de variables u

3

nous pouvons exprimer les parametres généralisés {a} en fonction des variables nodales u,,

u, =u (M) =[d(M )Ha} soit fay=[1:} avec
L] 7
[7]= oas,)]

Pour ¢viter des errcurs de modéle trop importantes, la matrice a inverser doit étre bien
conditionnée.
Ce conditionnement est lié au choix de la base polynomiale et a la géométrie des éléments.
En reportant ce résultat dans l'approximation nous obtenons la matrice des fonctions
d'interpolation.

[v(a)]= [ fr]
3.3 Eléments 2 deux dimensions rectangulaires
Approximation bi - linéaire
La base polynomiale utilisée est (1, s, t, st). L'élément de référence est un carré a

quatre noeuds de type "Q4". Les fonctions d'interpolation sont données ci-dessous. Seule la
fonction N; est représentée les autres s'obtiennent par permutation.

Fig.3.3 Approximation bi - lindaire

Ny ===

N, = %(1 +8)(1—1¢)
N, = 5(1 + )1 +1¢)

N, :%(1 AET

De la méme fagon on peut construire, a partir d'une base polynomiale compléte les
fonctions  d'interpolations des  éléments rectangulaires 4 9 noeuds (approximation
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quadratique), et a 16 nceuds (approximation cubique). Ces éléments ont respectivement letd
noeuds internes.

Du point de vue pratique, on construit des ¢léments avant un minimum de noeuds
internes, car ces noeuds ne sont pas connectés aux noeuds des autres ¢léments. On utilise donc
des bases polynomiales incomplétes mais symétriques.

Le "Q8" est construit & partir de la base
2 2 2
(1,s,t, 87, 8t, t, 52, st)
Le "Q12" est construit a partir de la base :
(1,5, 1,55 s, &, &, 5%, s, 13, 8L, st)

- Analyse du probléme

Cette analyse doit fixer les paramétres du calcul et conduire a la réalisation d'un
maillage. Cette phase baséc sur l'expérience personnelle acquise dépend de nombreuses
considérations. La difficulté essentielle est de trouver un bon compromis entre les parametres
propres au probléme et ceux relatifs a l'environnement de travail. L'analyse du probieme nous
conduit a préciser un certain nombre d'hypothéses, et & effectuer des choix qui conditionnent

les résultats.

Choix du type d'éléments: fonction de la préeision voulue, de la nature du probléme, mais
aussi du temps disponible. On choisira les ¢léments les mieux adaptés dans les familles
disponibles.

Choix du maillage: 11 dépend essentiellement de la géométrie, des sollicitations extérieures,
Des conditions aux limites a4 imposer, mais aussi des informations recherchées: locales ou
globales. Sans oublier bien entendu le type d'outils dont on dispose pour réaliser ce maillage.

Hypothéses de comportement: Quel modéle retenir pour représenter le comportement du
matériau. Le calcul est-il linéaire ? Doit - on modéliser I'amortissement? Si le matériau est
hétérogéne ou composite, peut-on utiliser une méthode d'homogénéisation? Peut- on traduire
I'incompressibilité du milieu.

- Exécution du calcul

Un fichier de résultats permet de vérifier que les différentes phases de calculs se sont
correctement déroulées :

- Interprétation des données, vérification des paramétres manquants
- Construction des matrices

(V3]
Ll
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Chapitre 3 La méthode des éléments finis

- Singularité de la matrice raideur (probléme de Conditions aux limites ou de définjtion des
¢léments)
- Convergence, nombre d'itérations, etc ...

Il peut arriver que le calcul échoue. Les principales sources d'erreurs généralement

observées a ce niveau sont les suivantes:

“erreurs” "causes” "remedes”
J
éléments mal définis modifier la topologie du
Singularité de [K] existence  de  modes | maillage
rigides modifier les liaisons
mtégration numérique modifier le nombre de
points d'intégration
Résolution des Arrondi numérique travailler en  double
équations Nott convergence précision
changer d'algorithme
augmenter le nombre
d’itérations
{

Tab.3.1 Les principales sources d'erreurs

3.4 Techniques de calculs au niveau élémentaire

Ce paragraphe plus technique présente quelques aspects du calcul numérique qui permet
d'exprimer les formes intégrales présentées précédemment. Ces calculs sont basés sur
Pintégration numérique (définie sur des éléments de référence) et I’utilisation de la
transformation géométrique pour définir les éléments réels a partir d’éléments de référence.
Les notions que nous présentons seront utiles pour analyser les modéles, elles sont cependant
insuffisantes pour prétendre programmer vous méme vos propres ¢léments.
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a - Notion de transformation géométrique

Tout élément réel peut étre défini comme l'image par une transformation géométnque
d'un élément parent dit de référence pour lequel les fonctions d'interpolation sont connues.

La transformation géométrique définit les coordonnées (x,y,z) de tout point de ['élément réel a
partir des coordonnées (s,t,u) du point correspondant de I'¢lément de référence soit :

Dyéférence —---T--=> Dyéal
{s.1a1) 4 (xv.2)

iy, Yl

I

*t
(-1,1 . (1,0
4 |
!
e
S
1 2
':-1:_1:' ':11"1)

élé. de référence

Fig.3.4 Exemple de transformation géométrique linéaire d’un carrée

Un méme élément de référence permettra de pénérer une classe d'éléments réels. A
chaque élément réel correspond une transformation géométrique différente, cette
transformation devant étre une bijection.

Chaque transformation géométrique dépend des coordonnées des noeuds géométriques de
l'élément réel. Pour les éléments les plus simples, la transformation est identique pour chaque
coordonnée, et utilise une base de fonctions polynomiales.

Si les noeuds d'interpolation et les noeuds géométriques sont confondus, les fonctions de
transformation géométrique Ng scront identiques aux fonctions d'interpolation N. Ces
éléments sont dits isoparamétriques.

(V9]
thn
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b - Exemples d'éléments de référence classiques

Référence Reéel

- s —e
lineane Te

ﬁ;./r\h

quadratique

» ——— o
cubique

Fig 3.5 Transformations géométriques d'éiéments a une dimension

Les transformations géométriques de la figure 3.5 utilisent les fonctions d'interpolation
lin€aire, quadratique et cubique définies précédemment. Pour des éléments a deux ou trois
dimensions les transformations géométriques conduisent respectivement a des fronticres
lin¢aires, quadratiques ou cubiques. La figure suivante donne la position des noeuds pour les
classes d’¢léments triangulaires et quadrangulaires.

Eléments riangulaires:
C o

A A
.
!
; 2/3

1ile
i 1/2
]

S ! = S
- - -
o, O (L,
Linfaire @2 Caraclyat iopase  (E cubique (9)
Elements carrés:
AL AL
-1, 1% 1 | 1 s 1 } ’
Ry
“-- -3 -- seempe---
R B e X : :
Linéaivre (4} nadrat loque (#) cubloue (12

Fig.3.6 Eléments 4 deux dimensions
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¢ - Matrice jacobienne - transformation des opérateurs de dérivation

Les expressions des matrices élémentaires que nous avons présentées font apparaitre
des opérateurs différentiels appliqués aux fonctions d'interpolation.
Or, en pratique, nous connaissons les dérivées des fonctions d'interpolation par rapport aux
coordonnées de I'élément de référence.(s,t). II nous faut donc exprimer les dérivées des
fonctions d'interpolation par rapport aux coordonnées réelles (x,y).
Posons :

sl _|as s oxi_ [}
o( lax a9 }laj

ot ot ot]loy o

2] [ox a0 [al

/] est la matrice jacobéenne de la transformation
Pour chaque élément, cette matrice s'exprime ¢n fonction des dérivées des fonctions de
transformations géométriques (connues) et des coordonnées des noeuds géométriques de

I'"éiément réel.

En effet .
a2 O<N, >
U={gbes =), 5l (0]
ot or

[1’] est le produit d’une matrice (2,n) par une matrice (n,2) toutes deux connues.

La transformation devant étre une bijectfon .

La relation inverse permet alors de calculer les dérivees premigres par rapport aux
coordonnées réelles des fonctions d'interpolation.

9 jﬁ
ARG

»  la

3.5 Illustration
Dans un probléme thermique qui donne la répartition de température dans un corps en
régime permanant, le probléme physique est décrit par ’équation de Laplace
8*u  0'u
~— + — = 0
ox° 0Oy

(V9]
~J
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La formule intégrale s’écrit

o= J‘P(-\V.V) ? I: +§:2£ N =0
3 ox*  oy”

Ou u est dérivable deux fois et doit satisfaire toutes les conditions aux limites. Les
fonctions de pondération ¢t les fonctions d’interpolation devront donc étre dérivables deux
tois.

Pour chacun des éléments reconstituant une approximation du milicu physique étudic,
nous remplagons la variable « u» par une fonction d’interpolation dépendante des valeurs
aux valeurs aux noeuds et dont les ceefficients sont indéterminés u =< N > {u"}

Pour des raisons d’ordre pratique, il est préférable de travailler sur un ¢élément en

coordonnées paramétriques.
Le changement de variable qui permet le passage de P’intégration d’une fonction f sur

un ¢lément réel Vi a une intégration plus simple sur ’élément de référence V, s’écrit :

jf (x,v)dxdy = f / '[x(s), v(s, I)]det( Jdsdt

Intégration numérique
Les méthodes généralement utilise sont celle de :
- Gauss - Legendre
- Newton - Cote
Ces méthodes s’écrivent de fagon générale :

j [(X)dx = Z W f(x,)
D 1=1

Ou W, est une pondération ct x; son point d’application avec n le nombre de points.

Méthodes de résolution
Le systeme d"équation lincaire final étant sous la forme.
=
[K Ry = 73
La résolution s’eflectue par inverston de la matrice [/\] pour les trés petits problémes, ou par

une méthode de triangularisation (Gausse) ou de décomposition (cholesky).

Dans le cas ot la matrice K n’est plus linéaire.

[K(u)}{u} = {/}
On utilise des méthodes telles que celle de Newton-Raphson, la méthode de substitution et la

méthode itérative pas a pas.
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3.6 Présentation de I'algorithme de résolution par la méthode des él¢éments

finis

Systéme physique J
,
Formulation {
des équations
\ Equations aux dérivées
partielles
,
\
Transtormation $ Formulation intégrale
des équations
\
Systéme d’équations
, algébriques
Résolution
numérique
\

Solution approchée
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4.1 Généralités

On va aborder I'¢tude et la discrétisation par la méthode des différences finics
d'équations aux dérivées partielles en régime stationnaire constituer par des op€rateurs
elliptiques. Nous considérerons essentieflement le probléme de Poisson avec conditions aux
limites de Dirchlet homogenes, Par ailleurs, on verra que la discrétisation d'équations aux
dérivées partielles stationnaires conduit a la résolution d'un systéme algébrique linéaire de
arande dimension ; la question essenticlle est d'établir rapidement et en faisant le minimum de
calculs, la régularité (c'est-a-dire l'inversibilité) de la matrice associée a ce systéme linéaire.

Il convient de noter que cette ¢tude préalable concernant la discrétisation par la
méthode des différences finies d'équations aux dénvées particlles stationnaires Par ailleurs, la
résolution numérique d'équations aux dérivées partielles conduisant a la résolution de systemes
lingaires de grande dimension.

L étude sur la méthode des différences finies pour résoudre des équations aux dérivées
particlles se décompose en trois étapes :

e Diviser I¢ domaine en une grille de points.
o Dérivées approchées par des formules de différence.

¢ Systémes linéaires a soluttonner.
4.2 Position du probléme

. . . 2 o M)
Soit © un domaine borné¢ quelconque de R™ et ¢Q sa frontiére. On se propose de
déterminer la solution u(x, v) du classique probleme de Poisson avec les conditions aux limites

de Dinchlet homogenes :
{-~ Au=f  dansQ

u=0 suroQ)
. . PP 2
avec A opérateur Laplacien défint dans R” par
ql ~2
o o u
AN = e T .
(A o

f{x,y) une fonction quelconque donnee.

Il convient de noter de fagon préalable que la régularité de la fonction f induit celle de
la solution du probléme précédent. Nous admettrons le résultat suivant 1] :

Proposition 1. Si la fronticre dQ cst régulicre et si f est unc fonction m fois continiment
différentiable, alors la solution u (x, y) du probléme de Poisson est m + 2 fois continiment

différentiable.
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4.3 Discrétisation du probléme d’un domaine a une forme
quelconque

Soit Q un ouvert quelconque que, pour simplifier, nous considérerons inclus dans R”.
On considére la résolution numérique du probléme de poisson avec conditions aux limites de
Dirichlet homogénes sur la frontiere 8Q deQ2, dont on rappelle la formulation :
—Au = dans§2
{ u=0 surcQl
Pour approcher le probléme précédent par différence finies, cependant, compte tenu du
fait que la domaine Q2 est quelconque, la grille des points sera formée de droites paralleles aux
axes, équidistantes ou non, comme indiqué sur la figure 1. On va donc distinguer deux types

de points de grille

o ——
—_—

] T

e I~

™~

AN

A/{I,j"'}

I

M.y M My

\\ » ]
S

7

< —

Fig.4.1 Maillage différences tinics non uniforme

— les points M dont les quatre voisins dénotés N (Nord), S (Sud). E (Est), O (Ouest), situés i une

distance h (pas de discrétisation) du point considéré, appartiennent a Q=Quo,

— les points M dont au moins un des quatre voisins dénotés N (Nord), S (Sud), E (Est), 0 (Ouest),

situés 4 une distance h du point considéré, se trouve en dehors de Q.
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4.4 Cas du probléme monodimensionnel

Pour introduire les techniques de différences finies, considérons le cas du probléme de
Poisson monodimensionnel avec conditions aux limites de Dirichlet homogénes. Ce probléme
peut ¢tre illustre sur le plan physique comme suit : soit une corde élastique de longueur unité,
attachée en chacune de ses extrémités; on agit sur cctte corde avec une force f(x),
perpendiculaire a la corde, dans le plan contenant la corde. On se propose de déterminer, pour
tout xe Q = [0, 1], le déplacement u (x) de la corde soumise & Ja force f{x), déplacement
compatible avec les conditions aux limites u (0) = u (1) = 0. Sous I'hypothése des petits
déplacements, on montre que le probléme d'élasticité précédent est modélisé par I'équation aux
dérivées partielles suivante :

_d u(x) - ), xe b»l[

-
dx

) =u(l)=0

Remarquons que, si les conditions aux limites ne sont pas homogeénes, c'est-a-dire
st u = g (donnée) surdQ), on peut se ramener au cas homogéne par un simple
changement de variable du type v-w-g, compte tenu des propriétés de linédarité de
I'opérateur de dérivation.

La discrétisation du probléme précédent consiste a remplacer par une technique
appropri¢e le probléme continu par un systéme linéaire algébrique. L'approximation
s'effectue en deux é€tapes successives. La premiére consiste a discrétiser le domaine Q
pour cela, 7 étant un nombre entier strictement positif donné, on découpe l'intervalle

|
n+1

(0, 1] en (n: 1) partics de longueur h, telles que A= . h est le pas de

k3

discrétisation. On considere alors le maillage constitué par les 7+ 2 points x;=jh, j-0,1,
W, nmx b gpour j=/, ..., n, on cherche une approximation de u(x;) aux points du

maitlage en considérant les »n égalités suivantes :

d u(x
——‘(—J) =f(x,),/=1L..,n

dx

La scconde étape consiste d discrétiser les opérateurs ; a ce stade, on remplace les
dértvées par des quotients différenticls faisant intervenir les valeurs de la fonction
~ inconnue » aux points du maillage ; pour cela, on suppose que la fonction » est quatre
tfois continiment différentiable, ce qui est une hypothése abusive car non satisfaite dans
tous les cas, compte tenu du résultat de la proposition 1 ; on demande donc plus de
régularité a la fonction u(x), qu'elle n'en a en réalité. Cependant, on verra que cette
hypothése est nécessaire pour obtenir des majorations derreur. Compte tenu de cette
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hypothése abusive, on considére les développements en série de Taylor limités a l'ordre
4 de u (xjn)etu (x;_ 1), autour du point x;; ona alors :

du(x)) p2d*u(x;)) K du(x,) n d*u(X,) -
T Ll Tt X, <Y, <Xy
dx 20 dx? 3 dx 4 dx

u(xhl ) = u(xj)+ h

( ) ( ) ; du(x,) i dzu(xj) i d“u(x,.) h? ¢141t(,%).) )
ulx,  V=ulx )-h L A IAAN— A A Y .
- ! dx 20 dx’ 3 dx T

En additionnant les deux expressions précédentes, on obtient finalement :

dzu(xj) ~ u(x;, )= 2u(x,)+ u(x, ) ~ ii a”ﬂ(ffj) . (14“(.\:!2
dx? n? 4! vt ddx?

On a alors la majoration d'erreur pour l'approximation du Laplacien :
L] p P

Lemme. Soit u e C* ([0, 1]), une fonction quelconque et on pose :
M4=sup( ,OSxSIJ

alors,on a :
ldzu(-xj) N u(‘xjﬂ ) 221()(_,. )+ u(x.f”l )1 < i’i M
| dx* h? \ R

d*u(x)
4

dx

Et le schéma numérique est précis a I"ordre 2.

On se place dans le cas Je plus général ou les distances du point M a ses quatre vOising
cardinaux, a présent notés M;, i= 1 a 4, sont toutes distinctes et notées par le pas 4, i 1ad(ch
figure 4.2). On suppose que la solution du probléme est a présent trois fois continiiment
différentiable. Afin de définir une approximation de la dérivée seconde par rapport a la variable
x, nous considérons les développements limités a l'ordre 3 de la solution u, aux points My et M |
on a alors :

2 2
u(M,) = (u+ h, %l—‘ + ﬁl—a—‘iJ(M) +
‘X

2 3 'Y
£ 7 %_a ’(;U:_’f.lljﬁf/l e v M |
X N
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ny o’ hy O u(M
wM )y =i T Oy iﬂ’-(-?—-‘),/w‘ e m,, M|
’ o 2 Gxt 6 ox’ | :

Combinons ces deux relations afin d'¢liminer la dénivée premicre par rapport & x au point

o , . hh, o -
A et divisons le resultat obtenu par le facteur —~!’7I“-(/:, + A, )51 vient finalement
320 A -2 2 -2
oMMy =2 u(M,) + ~— (M) + ~u(M,)
ox~ Iy (hy + hy) Inh, h(hy + hy) '

+

] , 07 /\71) L& u(M )
it e N
ox ' ax

3(/1,‘ + /1) o

De la méme fagon, pour approcher la dénvée seconde par rapport a la vaniable y, on obtient la

. . O*u(M) -2 2 =
relation suivante : — e = u(M.,)+ UMY+ —————u(M,)
oy° hy(hy + 1) T hyh, hy(hy, +hy)
~ 3 A \/_-, ) 4 ":f
L[ 0uM) 0 Guly)
3, +h )\ T ax ax
QM;
Jis
M. /i ; M h] M}
O O O
h_;
ol

Fig.4.2 position des points dans un maillage non uniforme
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On en déduit le lemme suivant, permettant de donner une estimation du laplacien :

Lemme 10. Soit /# = Max(h,) ; supposons de plus que la solution du probléme de Poisson
1<i<4

avec conditions aux limites homogenes soit trois fois contintiment différentiable. Alors, on a

I'estimation suivante :

5
2u(M)) N 2u(M,) [ 2 N 2 u(M)+ 2u(M,)
h(h +h) hy(hy+h) by Ik ho(hy + hy)

Dl / | 7k
2uM) pury < 2
by + hy) 30

M G§J+sup(

Soit U le vecteur de composantesu,, , ou {M }est l'ensemble des points de grille intérieurs

Avec :

o*u(M)

Ox

3
0 u(zM) Me o
oy’

M, = sup[

4 Q : on définit par analogic avec les relations précédentes le schéma numérique de discrétisation

au point M de la grille
—2u,, —2uy, 2 2 —-2uy,.
+ + + Uy +
h(h +h)  hy(hy+h) \ Ay by hy(hy + 1y)

- 211,‘,4

F——t = (M), VM
hy(h, +h,) J)
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4.5 Cas de ’équation de Laplace (bidimensionnel)
d'u  du
ox:  ay

Si on a une plaque d’une forme rectangulatre.

Domame:0sx<aer0<y<b

Conditions initiales: aucune car ne dépend pas de t

Conditions limites: u (0,y) = g¢l{y) u(a,y) = g2(y) u(x,0) - g3(x) u(x,b) = g4(x)

24N}
,om ! ,:
) : -'»._ (v) I AX - an
‘i ( ko Ay = b
! é
v ! s
L {} - B o
— .
A ":\(\}

* On discrétise une vanable (x par exemple)
e On conserve l'autre variable continue (y)

u —-2u Lt

Ciely

u._ =

AY /’

Dans I'équation de Laplace on a:

Yot)  i=lon-l

i
2
P

w.o, —2u  +u .
v, Tl 1. 2 .
u, = A ()(h”) i=l.n-1
he
o 211,., +u . _
N, =" g ()(/z“) Jj=1l.n-1
B A'-

L'¢quation de Laplace devient donc:

-2 -
u 2u,  tu L, U 2u,  +u

1J i g+
+

n? k*?

u;,; g, surla fronticre

IR}

On solutionne le systeme linéaire qui en résulte.
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11 convient de noter qu'il y a autant de relations du type précédent qu'il y a de points M
intérieurs a la grille; comme précédemment on détermine la solution approchée U en
résolvant un systéme linéaire AU=F.

Remarque

Si hy = hy = hy = hy = h, on retrouve le schéma classique.

On déduit de 1'écriture du schéma de discrétisation le résultat suivant:

Lemme : La matrice A est une matrice tridiagonale par blocs, chaque bloc diagonal étant
lui méme tridiagonale. De plus la matrice A est symétrique, diagonale dominante
irréductible : les coefficients diagonaux de la matrice sont de plus strictement positifs.

Corollaire : La matrice A est définie positive et par conséquent réguliere.
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4.6 Présentation de I'Algorithme de la méthode des différences
finies
On a développé un programme de caleul par MDF quu traité les cas de la plaque
rectangulaire.

Les étapes de calcul sont résumée comme ci-dessous:

Introduction des données
(dimensions ,)nombre
d'éléments [C.A L)

A A

Construction de la matrice
représentant I'ensemble
d’équations algebriques

A4

Détermination du vecteur de
chargement.

Résolution du systeme
algébnque :
[VKG]{u}={VFG}.

Impression des
résultats
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Chapitre 5 Applications

5.1 Introduction
Dans ce chapitre nous allons présenté  les résultat de la résolution de ’équation de
Laplace par I'application de la méthode analytique ,la méthode des éiéments finis et la

méthodes des différences finis, sur des plaques avant des formes géométriques diverses

Plaque rectangulaire.

!\)

Plaque en forme de L.

L)

Plaque en forme de U inversé.

Plaque en forme de 1.

L2t en va fatre [¢tude sur une plaque rectangulaire composé de deux parties, I'un en

béton et Nautre en platre,

Notations:
Notation : Signification :
| ANA | Lasolution analytique (exacte) de I'équation de Laplace o
. MEF , La solution approximative obtenue par la méthode des €léments finis.
I o . e -
L_MDF ~ La solution approximative obtenue par la méthode des diftérences fines.

| Erreur (%) | Le pourcentage d'erreur obtenu dans le cas de chargement indique.
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5.2 Plaque rectangulaire

Nous allons étudier dans un premier temps, le comportement de champ du tempcrature
par les trois méthodes, la méthode analvtique (ANA), la méthode des éléments finis (MEF) et
la méthode des différences finies (MDF), sur une plaque rectangulaire de dimension 2x3 m
(fig.5.1), et pour cela on présente les reésultats de la résolution de I'équation de Laplace. par
ces trois méthodes.

En réalisant trois maillage en éiéments carrés, (maillage régulier) pour ¢valuer les
différents résultats.

1" maillage : Imx Lm (la plaque est décomposée en ¢léments carrés de dumension 1x1m)

2" maillage : 0.5x0.5m

3" maillage : 10x 10em

“ v

am X
Fig. 5.1 plaque rectangulaire
Exemple : représentation du schéma de maillage 0.5x 0.5 (fig 5.2)
3.0m
» A 4 .
- l Y
1 * * ¢ 20m
» -
L 2 ) ! . > —®
D
Fig.5.2 schéma de maillage 0.5x0.5
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On a adopté deux cas de chargement

y4
£2(x)

2m

fi(y) f(y)

g1(x)

v

3m X
Fig.5.3 cas de chargement

1°" chargement
L= L(n)=0C vy
g(x)=0"C"Vx, g,(x)=100"C;Vx

2°™ chargement

[ (»)=100°C:Vy, fi(yv)=0"C,Vy
gxy=0"C5Vx, g,(x)=100"("Vx

5.2.1 Etude de convergence

On choisit deux points de la plaque, a partir desquels on détermine les différentes
valeurs de la température.

Soient les deux points : M, (x=1m, y=1m), M (x=2m, y=im) - fig5.4

O Qf (F &)
M ] M 2

O O O O

O O— O O

Fig 5.4 plaque rectangulaire
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Pour les trois types de maillage qui donnent les nombres d’éléments 6, 24 et 600, on a

les résultats suivants.
Résultats sur M,

1" chargement :

6 24 600
ANA 34.34 34 34 34,54
MEF 28.67 32.63 34,30
Erreur (%) 16 4
Tab.5.1
6 24 600
ANA 34 .34 34,34 34,34
MDF 33,33 34,02 33
Errcur (%) 2
Tab.5.2
2" chargement :
6 24 600
ANA 60,39 60,39 60,39
MEF 33,97 58.84 60,34
Erreur (%) 10 2 0
Tab.5.3
0 24 600
ANA 60,39 60,39 - 60,39
MDF 60 60,25 60,39
Erreur (%) 0 0 0
Tab.5.4
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Résultats sur M,

1" chargement :

6 24 600
ANA 34,34 34 .34 34,534
MEF 28,67 32,63 343
Erreur (%) 16 4 0
Tab.5.3
6 24 600
ANA 34 34 34 34 3434
MDF 33,33 34,02 34,33
Erreur (%) 2 () 0
Tab.3.6
2" chargement :
6 24 600
ANA 39,6 39,6 39,6
MEF 31,75 37,7 39,54
Erreur (%) 19 4 0
Tab.5.7
6 24 600
ANA 39,6 39,6 39,0
MDF 40 39,75 39,61
Erreur (%) 1 0 0
Tab.5.8
53
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On trace les courbes de vanation de la température en fonction du nombre d’éléments.
Point M,
[““chargement :

a. (ANA — MEF)

w(°C) 35

=

!
¢

34 h P
33 . LT

32 L —e— ANA
31 ) _a—MEF

30 |
29 -

28 — . . . PR O,

6] 10 20 30 40 50 60
nbre d'ele

Fig.5.5 vaniation de la température en fonction de nombre d’élément

b. (ANA — MDF)

u(®C) 344

+
¢+

34,2 - L

34 . =

| ~ —e— ANA

33.8 - - = - MDF

33,6

33,4

33,2 - . e . , SV IV

0 10 20 30 40 50 60
nbre d'ele

Fig. 5.6 variation de la température en fonction de nombre d’élément
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2°"chargement :

c.( ANA — MEF)

u(C) 61 -

¢

60 -
59 4
58 -
57

JE——

56 -
55 .
54 - o

o

4

—o— ANA
—w— MEF

B S

40 50 60
nbre d'ele

Fig.5.7 variation de la température en fonction de nombre d’¢lément

d. (ANA - MDF)
u(®C) 80,5 -
60,25 -

60 - w

59,75 1. e -

L 4

20

30 40

—ae— ANA
—a— MDF

e g 4 = s 1)

50 60
nbre d'ele

Fig.5.8 variation de la température en fonction de nombre d’élément
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Point M,

1" chargement :
a. (ANA — MEF)

u°C) 35 -

¢

34 .
33 -
32
31

30 |
29

28 —.. N

0 10 20

L 4

—eo— ANA
= MEF

50 60
nbre d'ele

Fig.5.9 variation de la température en fonction de nombre d’¢lément

b. (ANA — MDF)

u(°C) 34.4

1

L ]

342 -

34 -
33,8 -
33.6 ;
33.4

33,2 —
0 10 20

*

—e— ANA
-a MDF

T : \

50 60
nbre d'ele

Fig.5.10 variation de la température en fonction de nombre d’élément
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2" chargement :

c. (ANA - MEF)

u(°C)

25 - —e— ANA
20 ! - e MEF

O '. T R S i T

0 10 20 30 40 50 60
nbre d'ele

Fig.5.11 variation de la tempcrature en fonction de nombre d’¢lément

d. (ANA ~ MDF)

u(°C) 40,25 —!

40 - L
‘\\ —e— ANA
\\
N —=— MDF
.
39,75 - e
. . "
1C 1= T JR ISR - e e
0 10 20 30 40 50

60
nbre d'ele

Fig.5.12 variation de la température en fonction de nombre d"élément
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5.2.2 Etude comparative

Cas du maillage 1xIm

y=1lm,ect x=1a3m

1“" chargement

y 0 | 2 3
ANA 34 34 34 34 0
MEF 28,67 28,57 0
Erreur (%) 0 16 16 0
Tab.5.9
y 0 1 2 3
ANA 0 3434 34,34 0
MDF 0 33,33 33,33 0
Erreur (%) 0 2 2 0
Tab.5.10
2" chargement
v 0 ] 2 3
ANA 100 60,39 39.6 0
MDF 100 53,97 31,75 0
Lrreur (9%) 0 11 24 0
Tab.5.11
Yy 0 | 2 3
ANA 100 60,39 39,6 0
MDF 100 60 40 0
Erreur (%) 0 0 1 0
Tab.5.12
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Cas du maillage 0.5x0.5m

1" chargement
yv—21 o0 0.5 ! 15 2 25 3
ANA 1 0 21,78 | 3434 | 38,07 3434 21,78 0
MEF 1 0 1962 | 32,97 | 3763 32,97 19.62 0
Erreur(%) 0 9 3 1 3 9 0
Tab.5.13
y X 0 0,5 I 1,5 2 2,5 3
ANA 1 0 21,78 | 34,34 38.07 34,34 21,78 0
MDF ] 0 2231 34,02 37.48 34,02 22.31 0
Erreur(%) 0 2 0 1 2 0
Tab.5.14
2" chargement
y X 0 0.5 1 1,5 2.5 3
ANA ] 100 7623 | 60,39 50 39.6 23.76 0
MEF 1 100 7583 | 5884 48,8 37.7 21.36 0
Erreur(%) 0 0 2 2 4 10 0
Tab.5.13
X 0 0.5 ] 15 2 25 3
ANA 1 100 7623 | 60,39 50 39.6 23.76 0
MDF i 100 75.47 | 60,25 50 3975 | 24,53 0
Erreur(%) 0 0 0 0 0 3 0
Tab.5.16
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On trace les courbes de la variation de temperature ¢n fonction de x poury = Im
Cas du maillage 1 1m

1 chargement

4(°C) 40 e

35 \

//
30 . .

25 .

20 -—o— ANA
15 . : MEF
10 .

5 0/ ~
0 1 2 3

4
x(m)
[fig 5.13 variation de la température en fonction de x
u(°’C) 40 -
I
35 - N
30
25 |
20 . —e— ANA
15 . - - MDF
10 .
5
|
0 1 2 3 4
x(m)

Fig.5. 14 variation de la température en fonction de x
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viftre §

Application

" ehargement

u(°C) 120
100

80

40

20

N
S e ANA
el MEF
—
\\
\\-
\\
1 2 3 4
x(m)

Fig 5. 15 vanation de la temperature en fonction de x

] —e - ANA
~.
MDF
M\‘\
\\
1 2 3 4
x{(m)

Fig 5. 16 vanation de la température en foncuon de X
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Cas du maillage 0.5-0.5m

1" chargement

u("cy 40 .

35 /’ ' \,\

30 :

25 /7 \\
o p . et ANA

s/ \ MEr
10 /
/

x(m)

Fig 5,17 variation de la tempeérature en fonction de x

u(°C) 40

35 _‘/ /f-\\
/

30

25 / \
20 V

15

-0 ANA
MDF

10

4
x (M)

Fig. 318 variation de la température en fonction de x
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Applications

o chiargement

L) 120
100

B0

S —-o— ANA
60 ~— MEF

40 N

20 -

Fig 519 variation de fa température ¢n fonction de x

u(°C) 120
100 .
80 - .
60 . e
40 . T

20

@)
N
w

- ANA

MDt

x(rm)

Fig.5.20 variation de la température en fonction de X
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Cas du maillage 10 < 10cm (Errecur = 0%)
1" chargement
B e e A B
- ____Lg___ 1000 oo 020 | 030 040 | 050 | 060
Cana L w0 | oo | aso | ooar 3ot | isoa | 2178 | 2510
070 | 080 | 090 | 100 | nio [ w120 | 130 | 140 | 1so
f,_vsoz | 30.51 ’ 3261 | 3434 | 3571 | 3676 | 3749 | 3793 | 3807
Tab.5.17
y ~X] 160 170 | 1.80 1.90 200 | 210 | 220 |
| aNA | 100 | 3793 | .32:_49_1_36‘76 | 3571 | 3434 | 3261 | 3051 -
S o
2.30 2.40 2.50 260 | 270 2.80 290 | 300
2802 | 25.11 2178 | 1804 | 1391 | 947 480 | 000 |
Tab.5.18
2" chargement
v ~x] 000 | 010 | 020 | 030 | o040 | 050 | 060 |
| ANA 1.00 100 | 9452 | 89.76 | 8496 | 8042 | 7623 | 7239 |
070 | 080 | 09 | 100 | vro | 120 [ 130 | 140 | 150 |
6892 | 6578 | 6295 | 6039 | __8_ 05 | ss88 | 5384 | 5190 | 5000
Tab.5.19
v~2 ] 160 | 170 | 180 | 190 | 200 | 210 | 220 |
| ANA | 100 | 4809 | 46.15 __L44,43 4194 | 39.60 | 37.04 | 3420 |
I " T T 1
230 | 240 | 250 [ 260 | ’_ﬂ}_J 28 | 200 | 300
| 3107 | 2760 | 2376 | 1957 | 1503 | 1020 | s16 | 000 Wl

NP 20037
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Application.

o

cpement
a0 .
35
30
25 .
20 —a ANA
15 4
10

x{m})

Fig.5.21 variation de la température cn fonction de x

2™ chargement

u(®C) 120
100

80

60 —e— ANA

40 |

20 -

; ) x(m)

Fig.5.22 variation de la température en fonction de x
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Applications

-
.

Pour examiner le profil dec la température, on trace des courbes isothermes (¢’est |

Courbes isothermes

cas de chargement

courbes qui passent sur les points la ou il y a la méme température).

Chapitre 5
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Chapitre 5 Applications

On constate que
La convergence vers la solution exacte se réalise quant la taille des ¢léments devient

de plus en plus petite, (pourcentage d’erreur == 0% dans le cas du maitlage 10:< 10 cm pour les
deux méthodes, MIEF et MDF).

De plus fa méthode des ¢éléments finis possede deux avantages sur celle des

différences finics -

= L’emploi de la méthode des éléments finis est facile, pour les cas ol nous sommes
sur des problemes qui présentent une complicité de 1a forme géométrique.

= Il est possible d’utiliser des ¢léments d’ordre élevé, pour améliorer la précision.
sans compliquer la prise en compte des conditions aux limites, alors que cela est
toujours difficile dans la méthode des différences finies d’ordre éleve.

Gréce a ses avantages, on adopte la MEF pour étudier d’autres types de plaques.

5.3 Plaque en forme de L

On étudiera une plaque sous forme du carneau, comme est indiqué sur la figure

sutvante.
300cm N
< !
Y Y.
E
()
<O
O
¥
£
(]
S
S
N
-
60cm

Fig.5.25 plaque en forme de 1.
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Chapitre 5 Applicatior.

On adopte le principe de superposition, pour les chargements.

1" cas de chargement

45°C
--/\\____.._.__u__.__.___... —_— .
~ ™
( @)
&
\¥ ——— -
0°C

U §
“

-t

} O
)
\ )
-
0°C
Fig.5.26 plaque en forme de L
2" cas de chargement
0°C
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-l N

—
0°C

\¥ " —
20°C
O.
> 0
&
\ )

0°C
Fig.5.27 plaque en forme de L
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Chapitre 5

Applications

3™ cas de chargement : ¢’est la superposition des deux cas précédentes.

45°C
e
~ TN
[ o
&
S— -
N —
20°C
4
-+
> o
o
\ J
\——W"—_"‘J
0°C

Fig.5.28 plaque en forme de 1.

Le type de maillage utilisé est : maillage régulier en élément carrée 20x 20 ¢cm

i .
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Fig 5.29 plaque en forme de 1. {matllage)
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Courbes isothermes
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Chapitre 5

Applications

5.4 Plaque en forme de U inversé

X
E
2
<
<t
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o
Yy
i 100cm 1 100cm L 100cm |
r~ 1 i ']
Fig.5.3 plaque en forme de U inverse
1°" cas de chargement
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Fig.5.33 plaque en forme de U inverseé
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pie § Application:

.= de chargement

0°C
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O < N —~ 7 ? 5
< 20°C
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Fig 5.34 plaque en forme de U inverse

3™ cas de chargement
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Fig.5.35 plaque en forme de U inversé
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Chapitre 5

courbes isother-

1" cas de chargement

Fig.5.36 courbes 1sothermes
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2°™¢ cas de chargement
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3™ cas de chargement
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Chapitre 5 Applications

5.5 Plaque en forme de T

Dans ce cas on prend I’exemple d’un mur extérieur, associé au plancher qui sépare le

RDC et la cave.

|
RDC
L’EXTERIEUR
LA CAVE
Fig.5.39 plaque cn forme de T
140cm
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£
5 5
2 O
_._.!L N
b
=
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\ Y

120cm ‘

Fig.5.40 plaque en forme de 't
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Chapitre 5

Applicat:ons

3" cas de chargement
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Fig.5.43 plaque en forme de T
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Fig 544 plaque en forme de T
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Chapitre 5 Applications

5.6 Plaque rectangulaire composite
1" situation
Considérant cette fois une plaque rectangulaire en béton avec une conductivité
thermique Ky = 1.7 W/m.“c.
La plaque a fcs dimensions du section rectangulaire précédente 2x 3m
I.e chargement est indiqué sur la figure suivante.
45°C
A

Béton
’

45°C
A
0°C

———
0°C
Fig.5.46 plaque rectangulaire

On réalise un maillage régulier en ¢léments carrées 20x 20cm
2°™ situation

La plaque est décomposée en deux éléments ['un en béton et I’autre en platre avec le
méme chargement.

Sachant que la conductivité thermique du béton est toujours ky = 1.7 W/m.°c et celle
du platre est k, = 0.8 W/m °c.
L 200cm X
r i

Réton Platre

200cm

le >
|

160cm

Fig.5.47 plaque rectangulaire
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Chapitre

3" gituat

OUn prend i

Pourlest..... =

Y=0.40m

)
<

RS

Applications

setres de - la deuxieme sitvation sauf que ky, = 17 W/m. ¢,

o ]
B 31.90 |
31.95
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31.76
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R
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4500
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30.03

27.81

w
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E
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t

1SS 3

N 1/
e e S

45.00

40.18

35.69

31.75

28.37

2544

.60

1.80

2.00

2.20

2.40

2.60

2.80

3.00

21.56

T 19.76

17.70

15.24

12.23

8.61

4.46

0.00 |

23.50

17.17 J

2116

1659 |

15.44

18.70

| 1594

12.70 |

8.90

4.60

0.00

|

13.65

796 |
L

415

9.00

Tab.5.22
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On trace la variation de la température en fonction de x des trois situations,

Y=0.4m

u(°C) so ,

i
i

B

40

30

20

10

7>V<(m)

Chapitre 5 Applications
Y=1.60m
Fif\“\i - R i ey T 1
y~X] 000 | 020 | 040 0.60 080 | 100 | 120 | 140 |
15 | 160 4500 | 4345 | 41.97 | 4059 | 3935 | 3824 i 3722 | 3623 i
e | g0 | 45.00 4351 | 4209 | 4080 | 3965 | 3867 1737383 | 37_(5'8"'}
qame | g0 | 45.00 | 43.32 4169 74014 | 3867 | 3727 | 3585 34?2’“}
1,60 1.80 2.00 2.20 2.40 2.60 2,80 3.00
35.20 34.00 32.46 3027 | 2687 | 21.03 11.85 0.00
36.38 34.85 3306 | 3069 | 27.15 21.21 1194 | 000
32.54 32.10 31.11 2033 | 2624 20.65 11.67 0.00
Tab.5.23

—e— ter situ
2em situ
3em situ

o

Fig.5.48 variation de ia temperature en fonction de x




Chapitre 5 Applicat:

Y=1Im
u(*C) 50
A AN
. N
A
30 4 el —e— ter situ
| - - 2em sit.
20 »  3em sit
10 -
o i :
0 1 2 3 x(m)
Fig.5.49 vanation de la température en fonction de x
Y=1.6m
u(°C)50 |
A
40 -
30 - —o— ler situ
—a— 2em situ
20 3em situ
10 4
0

Fig.5.50 variation dc la température en fonction de x
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Chapitre 5

Courbes isothermes
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Chapitre 5 Applications

¢ La conductivité équivalente
Calculons la conductivité équivalente de la plaque composée par les deux €léments :

Béton, platre.

On a la relation suivante : IR A S
oy —p kb
e, = 160 cm
héton Platre
e, = 140 cm
kpy=1.7 W/m.°c
k= 0.8 W/m.%c K k
p= 0. ¢
=& + cp » €t P ep 4;'
g i
Fig.5.55 plaque rectangulaire
La conductivité équivalente est
ek, k 31 8
a2 3L708 06w /moc

“ ke, +ke, 17.16+08.14

Traitons le probléme avec la conductivité équivalente par la méthode analytique, et en

comparant les résultats obtenus avec les résultants de la 2™ situation.

y~~2X| 000 | 020 | 040 | 060 | 080 | 100 | 120 | 140
ANA 1 45.00 | 4039 | 36.19 | 3257 | 296 | 27.17 | 25.14 | 23.35
MEF | 1 4500 | 405 | 3637 | 32.86 | 30.03 | 27.81 | 26.07 | 24.68
E (%) 0 0 0 0 1 2 | 3 5

1.60 180 | 200 | 220 | 240 | 260 | 2.80 | 3.00

2164 | 19.85 | 17.82 | 1539 | 1242 | 880 | 459 | 0.00
235 | 2116 | 1870 | 1594 | 12.70 | 890 | 4.50 | 0.00

| 7 6 4 3 2 1 2 0
Tab.5.21

ucC) 50 -
!

— MEF
e AANNA

> (rr1)

Fig.5.56 variation de la température en {onction de x
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Conclusion générale

Dans notre étude, notr - - i traité un probléme de conduction de la chaleur a de
dimensions, par les méthodes . wnalytique, éléments finies et différences finis. Chacune d -
ses méthodes, posséde un ceramn nombre d’avantages qui doivent étre ctudids, avant /i
commencer la solution d’un p-obléme donné. Bien qu’il ne soit pas toujours possible do
donner des regles, pour le choix de la méthode qui conviendrait le mieux, dans un probleme

particulier, les observations suivantes seront utiles dans ce choix.

L approche analytique est recommandée, pour les problemes relatifs aux systémes dont la
forme géométrique et les conditions aux limites sont simples, c’est généralement la méthode
la plus précise et elle se préte facilement a la représentation paramétrique. Toutefois lorsque ia
forme géométrique ou les conditions aux limites sont complexe, la méthode analytique

devient trop compliquée pour étre pratique.

Les systemes a géométric complexe, ‘a parois isothermes et isolées’, pouvant étre traité pour
le tracé des ligne du champ thermique, en appliquant les méthodes numériques. Si Pon désire
la solution d’un probléme donné, de conduction de chaleur avec un ensemble de conditions
aux limites, le choix logique serait I’ utilisation d’une méthode numérique (MEF), bien que les
mcthodes numériques nécessitent un effort de programmation substanticl. celles-ci offrent
I"avantage d’étre souples, ct elles sont applicables aux systémes avec des propriétés physiques

variables, et des conditions aux limites uniformes.

Pour la solution analytique, on a utilise la méthode de séparation des variables qui est peut
étre la plus ancienne méthode systématique de résolution des équations aux dérivées
partielles. Elle a été considérabqlement raffinée et généralisée, et elle reste une méthode tres
importante jusqu'‘aujourd'hui.

On va limiter au probléme de Dirichlet comme type de conditions aux limites. Le régime

considéré est stationnaire.

Pour cxaminer le cheminement des courbes isothermes, nous avons étudié Je comportement
de la distribution de la température sur des plaques rectangulaires, chargés respectivement sur

un coté et sur deux cotés.



Les méthodes appliquées sont P’analytique. la MEF et la MDF. Pour cela on a réalisé des
maillages réguliers en éléments carrés. (Imx 1m), (0.5mx0.5m) et (0.10mx0.10m), par
ailleurs, nous avons fait 1’étude sur des plaques en forme de 1., U inversé ¢t T, pour connaitre
le mode de cheminement des isotherme au niveau des coins.

Enfin nous avons étudier le cas d’une plaque rectangulaire, composée de deux matériaux de

construction différents (béton — platre).

— 1.”étude sur la plaque rectangulaire nous permet d’aboutir aux remarques suivantes :
- La méthode des différences finies, présente une bonne approximation par
rapport  la solution exacte (environ 1 % d’erreur), tan disque la méthode des
éléments finis donne environ 2 % d’erreur.
- La convergence vers la solution exacte se réalise quant la taille des ¢léments
devient de plus en plus petite.
- Si on charge la plaque sur un seul coté, les courbes isothermes ont une forme

parabolique.

- Si on charge la plaque sur deux cotés la forme des courbes 1sothermes est

hyperbolique.

= Pour la plaque en forme de L, les courbes isothermes ont la forme du coin. Elies se

resserrent au fur et & mesure qu’on s’éloigne du coin.

— 1’étude sur la plaque en forme de U inversé, donne des courbes isothermes en formes

paraboliques.

— Pour la plaque en forme de T chargé sur trois cotés, les courbes isothermes ont des
formes diverses, (parabolique au voisinage de la table, hyperbolique au voisinage de
{"ame). .

— Pour la plaque composite (béton - platre), les conductivités thermiques sont
différentes, et par ’application de la méthode des ¢léments finis nous avons vu 'etfet
de la conductivité thermique sur la température. Si la conductivité¢ thermique

augmente, la température diminue dans un endroit de la plaque.
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Annexe

Liste des tableaux de résultats

I. Cas de la plaque rectangulaire

Tableau L.

'Tableaul6
Tableau 1.9

Tableau 112
“Tableau 113
“Tableau 114
. Tableau I_l'i”
. T_ablc_a-u

: Iablcdu

‘Tableaul |
“Tableau 12
"Tableau 1.3

“Tableau T4

" Tableau 1.7

- T'Solution analytique

—

——

Solution anal\thue -
Soiutlon anaI\thue i

Soiutzon anal\thm 2

Solutton anal\-thue -2

Solutlon anahthuc ~ 27 chargement -

i Solutlon obtenue par la MEF
I

"Tableau 1.8

- 17 chargement —
I chargement
chargcmcnt -
“ chargement -

2% chargement -

- 1" chargement — maillage 3

- Solution obtenue par la ‘MFF - |

Solutlon obtenue par la "MEF

Tableau 10
“Tableau I 11

Solutlon obtenue par la "MFEF

Solutlon obtenue par Ja "MEF

Solut:on obtenue pdr la MEF

: " Solution obtenue par Ja "MDF’

. Solution obtenE-[E la “MDEF" -

L6

Solution obtenue par la ‘MDF ™ - |

Solution obtenue par la "MDF’

17

Solution obtenue par Ja "MDFE

’3

'm:’-’_‘!

{2

N

i LherCmCHt

) ch&rwun\.nt

. charx_ement

¥ chargunent

maillage 32

maillaQe 654

malllaf_c 30420

m’uilaat. 32

n;él-ll_aée_%x 4

maillage 30420

" chargement — maiilaﬂe 64

ch’irgement maillage 3x2

chargement — maillage 6 x4

matllage 30 x 20

leild“t, 30%20

- —

malllaae 32

hdrgemem -maillage 64

malllaue 30%20

: ghdrgcment - malllas,c 3x2

mdzlldwe 64

Lhar%ment



vableau 118 “Soluticn ¢! .ue par la "MDF - 27 chargement - maillage 30x 20

PR et mme— e e .- s s e — e e e P R |

. Cas d’une plaque en forme de L

1" cas de chargement

i_aEIE_a_u 1 B T Solutioﬁg’b@};;éa? T@?‘j}?&rﬁél}tgarﬁée 20cmx 20cm T
2™ cas de chargement ] _ _ _ L B
[_ijljig iz Solution obtenue par la"MEF’ — élément carrée 20cm»20cm |

III. Cas d’une plagque en forme de U inversé

1" cas de chargement B e
_Tableau 111 | Solution obtenue par la *“MEF” — élément carrée 20cm x> 20cm |

2°™ cas de chargement

" Tableau I11.2 | Solution obtenue par la ‘"MEF" - élément carrée 20cmx 20cm | i

IV. Cas d’une plaque en forme de T

i e e - - —




Annexe

V. Cas de la plaque rectangulaire composé en deux éléments

Tableau V.1 Solution obtenue par la ‘MEF’ — élément carrée 20cm x 20cm
1°™ situation

Tableau V.2 Solution obtenue par la ‘MEF’ — élément carrée 20cmx 20cm
2™ gituation

Tableau V.3 Solution obtenue par la ‘MEF’ — élément carrée 20cm x 20cm
3™ situation

Tableau V 4 Solution obtenue par la ‘MEF" — élément carrée 20cm x 20cm

Solution analytique

1t}



Annexe

Tableau L1
y T x | 0.00 N 100 2.00 3.00
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
1.00 0.00 34.34 34.34 0.00
2.00 0.00 100.00 100.00 0.00
Tableau 1.2
x [0 0.50 1 1.00 1.50 2.00 1250 3.00
0y 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.50 0.00 9.09 15.09 17.08 15.09 9.09 0.00
1.00 0.00 21.78 34.34 38.07 34.34 21.78 0.00
1.50 0.00 46.01 62.23 65.94 62.23 46.01 0.00
2.00 0.00 10000 | 100.00 |100.00 |100.00 |100.00  |0.00

IV



Annexe

Tableau L3

y>X 1000 010 [020 [030 [040 [050 [0.60 1070 1080 1090 |1.00 1110 1130 T130 140 | 1.50

000 10.00 10.00 000 000 [000 [000 |000 [0.00 |000 |000 |0.00 1000 1000 000 000 0.00

010 10.00 1036 072 |107 [140 [172 [201 [227 |251 |271 128 (303 1314 322 |37 3.29

020 10.00 1073 146 (216 [283 [346 [404 [458 |S505 |546 |58 |6.10 |632 648 | 638 6.61

030 1000 111 1221 328 |430 [525 [6.14 |694 |765 |827 |880 1923 1956 980 1995 1999

040 J0.00 151 301 (445 [583 [7.12 831 [939 |1034 |11.18 | 11.88 | 12.46 | 1290 1322 | 1341 13.48
030 1000 1194 385 [569 |745 [9.09 [10.60 |11.96 | 13.16 | 1421 | 1509 | 15.81 | 1637 11677 11701 11708
060 10.00 1239 475 1702 |9.18 [11.19 [13.03 [ 1468 | 16.15 | 17.41 | 18.47 |19.33 | 20.00 | 20.47 | 2076 | 2085
070 [0.00 289 |573 847 [11.06 |13.46 | 1565 |17.61 | 19.33 | 20.81 | 22.05 | 23.05 | 23.82 | 9437 | 2470 | 34 80
080 10.00 [3.45 [6383 [1007 |13.13 | 1594 | 18.50 |20.77 | 22.75 | 24.44 [ 7536 26.99 | 27.87 12849 |2885 | 2897
090 10.00 1407 1806 |11.87 [1543 [18.69 [21.63 |2422 |26.46 | 2837 | 29.94 |31.21 | 32.17 132.85 13326 (3307
100 10.00 14.80 1947 [13.91 /1804 [21.78 [25.11 | 2802 | 30.51 |32.61 | 3434 |35.71 | 36.76 | 37.49 | 3793 | 38.07
L10 1000 |5.64 |11.12 |1629 [21.03 [2528 [29.01 |32.23 | 34.96 | 37.24 | 39.09 | 4055 | 4166 | 4243 | 4289 43.04
120 10.00 |6.67 [13.10 [19.09 [24.51 {2929 3343 | 3694 |39.87 | 4228 |4422 | 45795 | 4689 14769 [48.15 | 4831
130 1000 |793 11552 | 2248 2865 [33.97 | 3847 | 4222 | 4530 [47.79 | 49.78 |51.32 | 52.47 15326 15393 | 53.88
140 10.00 1957 1859 126,68 |33.65 |39.47 [44.27 [4817 |51.31 | 53.81 | 5578 | 5729 | 5840 |39.17 159.62 15977
.50 ]0.00 11177 |22.64 |32.03 |39.78 |46.01 |50.97 | 54.88 | 57.96 | 60.36 | 62.23 | 63.64 | 6468 | 6539 16580 16504
160 10.00 |14.96 12824 |39.06 [47.45 [53.84 |58.70 | 6242 | 6526 | 67.45 |69.12 | 7037 | 71.29 | 71.91 17227 17239
1.70 10.00 |20.00 | 3647 |48.56 |57.11 |63.18 |67.57 | 70.81 |73.23 | 75.05 | 76.42 | 77.44 | 78.18 | 78.68 | 7897 | 79.06
1.80 0.00 129.19 |49.36 | 61.60 |69.20 | 74.16 | 77.57 | 80.00 | 81.77 | 83.00 | 84.07 | 84.79 | 8531 | 85.66 185.86 | 85.63
1.90 ]0.00 149.85 |70.18 | 79.05 |83.76 | 86.61 | 88.50 | 89.81 |90.77 |91.46 | 91.97 | 9234 |92.60 | 92.79 | 9290 |92.94
200 1000 F100 f1e0 100 [100 100 100 4100 110 100 1100 P00 100|100 100 100 |




Annexe

Suite de tableau L3

;X 160 1170 T80 1190 1200 1210 1220 1230 [240 |250 |260 [270 [2.80 [290 [3.00
000 1000 1000 1000 1000 (000 |000 |000 [000 [000 [000 {000 [000 [000 |0.00 0.00
010 1337 1322 1314 1303 |28 (271 |251 [227 201 |[172 |140 (140 |072 |036 10.00
020 1658 1648 1632 |610 |581 |546 |505 |458 |404 |[346 (283 |28 1146 073 10.00
030 1995 1980 1956 |923 880 |827 |765 [694 |[614 [525 |430 [430 |221 |LI11 ;000
040 11341 1322 11290 |1246 | 1188 |11.18 |1034 [939 |[831 [712 |58 |58 [301 151 1000
050 11701 11677 11637 |1581 | 1509 |1421 |13.16 |[1196 [1060 [9.09 |745 745 385 |194 1000
060 12076 12047 12000 11933 |1847 | 1741 |16.15 [1468 [1303 |11.19 |9.18 |918 1475 |239 [000
070 12470 12437 1238 12305 | 2205 |2081 |1933 |1761 |1565 |[1346 |11.06 |11.06 |573 1289 10.00
050 12885 19849 12787 12699 12586 | 2444 | 2275 |2077 | 1850 | 1594 |13.13 |13.13 |6.83 345 |0.00
090 13326 13285 13217 |3121 |2994 |2837 12646 [2422 [2163 |1869 |1543 1543 |806 |4.07 (000
100 13793 13749 13676 13571 | 3434 (3261 |3051 |2802 {2511 {2178 |18.04 |1804 |947 |4.80 0.00
110 14280 4243 |4166 14055 |39.09 |3724 |3496 [3223 [2901 [2528 {21.03 ;2103 |1L12 |564 000
170 14815 4769 |46.89 |4575 | 4422 |4228 |39.87 |3694 [3343 [2929 |2451 (2451 1310 |6.67 |0.00
130 15373 15326 |5247 5132 14978 |47.79 | 4530 |4222 |3847 |33.97 |2865 (2865 |1552 |7.93 {000
140 135962 15917 15840 |57.29 15578 |53.81 |5131 |4817 [44.27 [39.47 [33.65 |3365 |1859 |9.57 [0.00
150 16580 16539 |64.68 |63.64 |62.23 | 6036 |57.96 |54.88 |5097 |46.01 [39.78 |39.78 |22.64 |11.77 |0.00
160 7227 17191 |71.29 7037 |69.12 | 6745 |6526 |6242 |5870 |53.84 [4745 |4745 |2824 |1496 | 0.00
170 17897 (7868 |78.18 | 7744 |7642 |7505 |7323 |70.81 [67.57 |63.18 |57.11 |57.11 |3647 120.00 |0.00
180 | 85.86 |8566 |8531 |84.79 |84.07 |83.09 |81.77 |80.00 |77.57 |74.16 [69.20 |69.20 |49.36 |29.19 |0.00
190 19290 19279 192.60 19234 19197 |91.46 |90.77 |89.81 [8850 |86.61 [8376 |8376 |70.18 |49.85 |0.00
200 1100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00

VI



Annexe

Tableau 1.4

y X [0.00 1.00 2.00 3.00

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

1.00 100 60.39 39.60 0.00

2.00 100 100.00 100.00 0.00
Tableau L5

N 10 0.50 1 1.00 1.50 2.00 [2.50 3.00
0 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.50 100 52.57 34.04 25.57 18.82 10.49 0.00
1.00 100 76.23 60.39 50.00 39.60 23.76 0.00
1.50 100 89.50 81.17 74.42 65.95 47.42 0.00
2.00 100 100.00 | 100.00 100.00 [ 100.00 [100.00 | 0.00




Annexe

Tableau L.6

j~X]000 010 020 [030 [0.40 [0350 [060 [070 [080 090 100 110 [120 1130 [140 [150

000 1000 000 000 000 000 |000 [000 |000 000 [000 000 (000 [000 000 |000 [0.00
010 | 100 |50.15 [29.70 |20.78 [ 1599 [13.06 | 11.09 |9.69 |865 1784 7.20 1667 623 |584 [549 [517 |
020 100 7090 |50.43 |38.04 |3032 [2521 [21.65 | 19.05 [17.08 | 15.54 |14.29 | 13.27 | 1240 |11.64 | 10.96 | 1033
030 | 100 |7941 |63.15 |50.92 [42.18 [3590 |31.28 [27.79 [25.09 [ 2294 |21.18 [19.71 [ 1846 | 17.36 | 1637 |15.46
040 |100 |8530 |71.35 |60.28 |51.64 |4498 |39.82 |3578 |32.55 |29.94 | 27.77 |25.95 | 2437 | 2298 |21.71 | 20.54
050 | 100 |87.54 |76.80 |67.17 |59.13 | 52.57 | 47.26 |42.95 [39.42 [36.50 | 34.04 [31.93 |30.10 |28.98 2697 | 2554
060 | 100 |90.40 |80.83 |72.41 |65.11 |5891 [53.70 |49.35 |45.69 | 42.60 | 39.95 [37.66 | 3563 |33.80 |32.12 | 30.54
0.70 | 100 |91.66 |83.19 |76.52 | 69.98 | 6425 |59.30 |55.05 [51.40 | 4825 4552 '43.11 [4096 |39.01 {37.19 | 3546
0.80 | 100 |9286 |86.19 |79.84 | 7402 | 6881 |6420 |60.15 |56.61 |53.50 | 50.76 |4832 | 46.10 |44.07 |42.16 |4033
0.90 | 100 |94.25 |88.17 |82.60 | 77.45 [7275 |6852 | 64.74 [ 6138 | 5839 |55.70 [53.28 |51.07 |49.01 |47.06 |45.17
100 | 100 |9452 [89.76 |8496 |80.42 | 7623 | 7239 | 6892 |65.78 [62.95 | 60.39 | 58.05 |55.88 | 53.84 | 51.90 |50.00
110 | 100 | 9582 |91.23 |87.02 | 83.05 | 7933 | 7590 |72.76 |69.88 |67.26 | 64.85 | 62.63 | 60.56 |58.59 | 56.69 | 54.82
120 | 100 | 9608 |9246 | 88.85 | 8541 |82.16 |79.13 | 76.32 | 73.73 | 7134 | 69.13 |67.07 | 65.13 | 6327 | 61.46 |59.66 |
130 | 100 |96.70 [93.60 |90.52 | 87.57 |84.76 |82.13 |79.66 |77.37 [75.24 | 73.25 | 7139 |69.61 | 67.90 |66.22 |64.53
140 | 100 |97.58 [94.67 | 92.06 | 89.57 | 87.19 | 8495 [ 82383 |80.86 [79.00 | 77.26 [ 75.61 | 74.03 | 72.50 |70.99 |69.45
150 1100 [9737 [ 9560 |93.51 |91.46 | 89.50 | 87.63 |85.87 |84.21 |82.65 [81.17 |[79.76 | 78.41 | 77.08 | 7577 | 74.42
160 | 100 |98.74 [96.60 |94.89 | 9325 [91.70 |90.22 |88.81 |87.47 [86.21 |85.01 |83.86 | 8275 | 81.66 | 80.57 | 79.45
170 | 100 | 9824 |97.45 |96.23 |94.95 [93.03 [92.76 |91.65 [90.63 |89.73 | 88.82 | 87.90 | 87.06 | 86.26 | 85.40 | 84.5]
1.80 | 100 | 9893 [98.66 |97.60 | 9640 |95.94 [ 9538 [ 9439 [93.66 |9327 |92.64 |91.84 |9133 | 90.95 |90.26 | 89.52
190 1100 |96.72 [ 101.69 [ 99.03 | 96.68 | 98.31 | 9870 | 96.68 | 96.16 [97.24 | 96.77 |95.28 | 9542 | 96.13 | 9521 |94.08
200 | 100 | 100 |100 |100 |100 |100 [100 |100 |100 [100 [100 [100 {100 100 |100 | 100

VIII




Annexe

Suite de tableau 1.6

y~Z 160 170 [180 [190 [200 [200 [220 [230 240 250 |260 [270 1280 |290 [300 |
000 1000 0.00 000 000 [000 [000 [0.00 |000 |000 1000 |000 |000 [000 |0.00 |000
010 1487 1458 1430 |401 [371 [341 [308 [275 |240 |203 |164 |124 |083 1042 |000
020 |9.74 1917 |860 |803 |744 [683 [619 [552 |481 |408 |330 [250 |168 1084 |0.00
030 11459 11375 |1291 |1207 {1119 [10.28 [933 (832 (727 616 |499 1379 |255 1128 10.00
040 11959 11833 1724 |16.13 | 1498 [13.78 1252 |11.18 |977 |829 |673 |S511 1343 172 1000
050 12422 12291 |21.58 2023 1882 [17.34 [1578 [14.12 | 1236 |1049 |853 1648 436 219 1000
060 |29.00 2749 12596 |2438 [2273 12099 |19.13 |17.15 | 1504 |12.80 | 1042 (793 534 1268 10.00
070 3377 13209 |3038 |2860 |2674 [24.75 2262 |2033 |17.87 | 1523 | 1242 |947 639 |321 1000
080 |3853 |36.72 3486 13292 13086 [2865 |2662 |2367 |20.86 |17.83 | 1458 | 1114 |752 |3.79 | 0.00
090 14330 | 4140 13943 13736 3514 [32.73 [30.11 |2723 |24.09 |20.66 |1694 | 1297 |878 |443 ]0.00
100 148.09 4615 4443 141.94 [3960 [37.04 [3421 [31.07 |2760 |23.76 |1957 |15.03 | 1020 1516 |0.00
110 15293 15098 4892 |46.94 [4429 [41.60 [3861 |3525 |31.47 |27.24 |2254 | 1739 | 11.84 | 600 1 0.00
120 15783 5592 5389 |51.67 |49.23 |46.49 4338 |39.84 |3579 |31.18 |2597 |2015 | 1379 |701 |0.00
130 16280 |60.98 | 59.03 |56.88 |5447 5174 |48.59 |44.94 4069 | 3574 | 3001 |2347 | 1617 825 10.00
140 |67.87 16619 |64.36 | 6233 |60.04 [57.39 [5430 |50.64 4629 |41.08 | 3488 | 2758 | 19.18 | 9.86 |0.00
(150 173.02 [71.53 |69.89 6805 | 6595 |63.49 |60.57 |57.04 |52.73 |47.42 |4086 |3282 |25.16 |12.03 10.00
160 17828 |77.02 | 7562 |7404 |7222 |70.06 | 6743 |6421 |60.18 |5501 |48.34 |39.72 | 2868 | 15.16 | 0.00
170 18362 18265 |81.52 8026 |78.83 |77.08 |7488 |72.18 |68.74 | 6408 |57.76 |49.09 |36.85 |20.10 |0.00
1.80 189.05 |8848 [87.54 | 86.60 |8579 |84.57 |8277 |80.86 | 78.55 | 7480 |69.39 |62.07 |49.91 |2888 |0.00
190 9459 19488 |9349 9261 |9328 [92.81 |90.59 |89.73 | 90.01 |8728 |8233 | 7949 | 7282 | 4698 |0.00
200 | 100007 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 109.00 | 100.00 | 100.00 | 100.0 | 100.00 100.00 | 100.00 | 190.00 | 100.00 |




Annexe

Tableau 1.7

TT—_ x 10.00 1.00 12,00 300 ]
0.60 0.00 0.00 0.00 0.00

1.00 0.00 28.67 | 2857 0.00

2.00 0.00 100.00 100.00 0.00
Tableau L.8

S 0 0.50 100 [1.50 2.00 2.50 3.00
0 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.50 0.00 8.37 14.39 16.54 14.39 8.37 0.00
1.00 0.00 19.62 32.97 37.63 32.97 19.62 0.00
1.50 0.00 39.32 61.93 65.93 61.93 39.32 0.00
2.00 0.00 100.00 | 100.00 100.00 [ 100.00 100.00 | 0.00




Annexe

Tableau 1.9

y>X 1000 010 020 {030 040 [050 [060 [070 [080 090 [1.00 |1.10 1120 130 1140 {150
000 0060 |000 }000 000 [000 000 [000 [000 [000 |000 000 |000 |000 0.00 |[000 1000
0.10 1000 }036 072 |107 {140 |1.71 [200 [226 |250 |271 |288 |303 |314 |32 327 328
020 1000 073 |145 (215 1282 1345 [403 [456 |504 |545 (580 |609 1631 1647 6.57 16.60
030 000 111 220 [327 |428 (524 [6.12 [692 [763 |825 1878 |921 1955 1979 993 |998
040 000 |151 299 |443 581 |709 [828 1936 [1032 [11.16 |11.86 |12.44 | 12.89 | 13.21 | 1340 13.47
0.50 1000 1193 |38 567 [742 [9.05 [1057 [11.93 [13.14 | 1419 [ 1507 | 15.79 | 1635 | 16.75 | 1699 | 1707
060 000 238 473 (699 |9.14 |[11.15 [12.99 |14.65 | 16.11 | 1738 | 18.44 | 1931 | 19.98 |20.46 | 20 74 20.83
070 10.00 |288 |570 1843 |11.01 |13.41 | 1560 |17.56 | 19.28 {2077 | 22.01 |23.02 123.80 2435 | 2468 2479
0.80 |0.00 343 [679 [10.02 |13.07 [15.88 [ 1843 |20.71 |22.70 | 24.40 | 2582 | 2697 | 27.84 | 28.84 28.84 | 28.96
090 10.00 405 |801 11.80 11535 | 18.62 |21.55 |24.15 | 2640 | 2832 | 2990 |31.18 |32.15 132.83 |33.24 | 3337
1.00 1000 476 |9.40 |13.83 [17.94 |21.68 [25.02 [27.94 | 3045 |32.56 |34.30 | 35.68 |36.74 |37.47 37.91 | 38.06
L10 10.00 1559 11103 |16.17 {2090 |25.16 | 2890 |32.14 | 34.85 | 37.18 |39.05 | 4052 | 41.64 | 4247 | 4288 43.03
120 [0.00 |6.59 |12.97 | 1893 |24.35 |29.15 |33.31 [36.84 |39.80 | 4223 |44.19 | 4572 | 46.87 | 47.67 48.14 | 4830
1.30 10.00 | 782 |1534 |2227 |2844 [33.80 |3834 [42.12 [ 4523 | 4775 |49.75 | 51.30 | 52.46 |53.26 | 5372 53.88
140 1000 1940 |1832 2638 | 3338 |39.28 [44.13 [48.08 | 51.25 | 53.77 | 5577 | 57.27 | 5839 |59.17 |59.62 59.77
150 10.00 | 11.50 |22.23 |31.63 |39.47 | 4581 | 50.84 | 54.80 | 57.91 | 6033 | 6221 |63.63 | 64.64 | 6539 | 6581 65.94
160 10.00 |14.47 | 2759 |38.52 147.11 |53.65 |58.60 |62.36 | 6523 | 67.43 | 69.11 | 70.37 | 7129 | 71.91 | 7229 72.39
170 10.00 [19.01 | 3541 |47.93 |56.82 | 63.05 |67.51 [70.78 | 73.21 | 7504 | 76.42 | 77.45 | 78.19 | 78.69 7898 | 79.07
1.80 1 0.00 |26.87 |47.76 | 61.17 |69.04 {74.10 | 77.55 [79.99 | 81.77 | 83.09 | 84.07 | 84.80 | 85.32 | 8567 | 8587 85.94
1.90 10.00 |43.04 |69.72 | 7893 |83.73 | 86.62 |88.51 [89.82 [90.77 [ 9146 |91.97 | 9235 | 9262 | 9280 | 9290 92.94
200 10.00 100 100 100 100 100 100 100 10 100 100 100 100 100 100 100

XI



Annexe

Suite de tableau 1.9

X [160 [170 1180 [190 [200 |210 |220 [230 [240 [250 [260 [270 280 [290 {300 |
000 |0.00 000 000 000 000 |000 [000 [000 |000 |000 [000 [000 1000 |0.00 @ 0.00 7
010|327 |322 |314 |303 |28 |271 (250 [226 [200 [171 [140 [107 072 [036 [0.00
020 1657 |647 |631 |609 |580 |545 |504 |456 |403 |345 [282 215 |[145 [073 [0.00 |
030 1993 1979 |955 921 |878 |825 |[763 |692 612 |524 [428 327 1220 |11l ]0.00
040 |13.40 | 1321 |12.89 |1244 1186 |11.16 |[1032 [936 [828 709 |[581 [443 [299 |151 |0.00
050 | 1699 |1675 |1635 |15.79 |15.07 |14.19 |13.14 [1193 [10.57 |9.05 |[742 [567 [383 [193 |0.00
060 |20.74 |2046 | 1998 |19.31 | 1844 [1738 |1611 |1465 1299 |11.15 [914 {699 [473 [238 |0.00
070 |24.68 |2435 |23.80 |23.02 |2201 |20.77 |19.28 | 1756 | 1560 |1341 [11.01 |[843 570 [2.88 |0.00
0.80 | 2884 |2884 |27.84 12697 2582 |2440 |22.70 2071 | 1843 |1588 | 1307 |10.02 ;679 [343 [0.00
090 |33.24 3283 |32.15 |31.18 12990 | 2832 |26.40 |24.15 |2155 |1862 |1535 [11.80 | 801 |4.05 |0.00
100 | 3791 |3747 |36.74 |35.68 |34.30 |32.56 |30.45 |2794 |2502 |21.68 |1794 |1383 |9.40 [476 |0.00
110 |4288 |4242 |41.64 |40.52 [39.05 [37.18 |34.89 [32.14 [2890 |25.16 [2090 |16.17 |11.03 559 |0.00
120 14814 | 4767 |46.87 14572 |44.19 4223 [39.80 |36.84 |3331 [29.15 [2435 [1893 |1297 {659 |0.00
130 |53.72 15326 |52.46 |51.30 |4975 [47.75 [4523 [4212 [3834 [33.80 2844 [2227 |1534 [7.82 |0.00
140 |59.62 |59.17 |5839 |57.27 |5577 |53.77 |5125 |4808 |44.13 [39.28 [3338 [2638 |1832 {940 |0.00
150 |658] |6539 |64.64 |63.63 |6221 |60.33 |5791 |5480 |50.84 |4581 |39.47 [31.63 [2223 |11.50 |0.00
160 |7229 |7191 |7129 |7037 |69.11 |67.43 |6523 |6236 | 5860 |53.65 [47.11 |38.52 |27.59 |14.47 |0.00
170 | 7898 | 7869 | 78.19 | 7745 |7642 |75.04 |73.21 |70.78 |67.51 |63.05 |56.82 |47.93 |3541 |19.01 |0.00
180 |8587 8567 |8532 |84.80 |8407 |83.09 |81.77 |79.99 |77.55 |74.10 [69.04 |61.17 |47.76 |26.87 |0.00
190 |92.90 9280 |92.62 |9235 |91.97 | 9146 |90.77 |89.82 |8851 |86.62 |83.73 |7893 |69.72 |43.04 |0.00
2.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00

XII



Annexe

Tableau I.10

Ty x [000 1.00 12,00 3.00 1
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 B
1.00 100 53.97 3175 0.00
2.00 100 100.00 100.00 10.00
Tableau .11

I 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 3.00
0 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.50 100 74580 31.70 24.35 17.72 95.98 0.00
1.00 100 75.83 58.84 48.80 37.70 21.36 0.00
1.50 100 89.44 80.86 73.94 65.29 40.54 0.00
2.00 100 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 | 0.00

L ]

X1l



Anneve

Tableau L.12

;'\;_—\f 500 To.00 70200 630 T040 050 060 [07¢ 680 090 100 [LI0 130 1130 140 150

1000 000 |000 000  0.00 000 000 000 006 000 000 0.00 000 000 T0000 000 000
010 00 433 2739 370‘}"1336'} 12.78 !10.93 958 858 1779 716 1664 620 |58 |548 516
020 700 (7025 4881 3608 2966 2480 2138 | 1886 1695 | (544 1422 [ 1322 1236 | 1161 [10.93 [1031
030 100 (7972 6275 (5020 3165 13550 3099 |27.58 | 2493 12281 2108 1964 1840 11731 1635 1543
040 100 8480 7116 5999 5130 |44.67 3956 [3557 3330 (3081 2767 2586 2430 | 2292 | 2167 2050
050 100 8796 | 7677 | 6704 5893 5236 14706 [4277 3927 | 3637 13393 3185 130.03 | 2840 12652 2552
060 100 9013 18078 | 7234 6500 5877 5556 |4921 [4551 [4249 3986 3757 13556 3374 3207 3049
070 100 (G174 8381 7648 6991 6416 3920 | 5405 | 5130 (4816 4543 |30+ 4089 3894 {3713 3540
080 1009299 18620 | 7982 7398 6875 6413 600745653_'53_431‘; 5069 4825 4604 | 4401 '42.11 4028
0907100 | 9399 |88.15 8259 7743 7272 16848 |64.49 [6132 15833 5565 5323 15102 1 4896 [47.01 4512
100 100 | 9484 |89.79 8495 8041 [7621 (7236 6888 6574 762,91 | 6034 | 5800 | 5583 53.80 ;5185 4995
110 [100 {9556 [91.21 [87.02 83.04 532 7588 | 7973 | 69.85 | 6722 | 6481 | 6259 |60.52 | 58.55 36.66  54.78
120 100 | 9620 19247 188386 8540 | 8215 [79.11 [7630 [75.71 7131 [69.11 6704 6510 63.24 | 6143 5963
130 1100 (9678 [9361 | 9053 8757 | 8476 | 8212 | 79.65 | 77.36 | 7522 | 7323 |71.36 [69.56 | 67.88 | 6620 6451 |
140 [100 9731 [9466 |9207  89.57 |87.19 |8494 8283 |80.85 | 7899 [ 77.25 | 7560 | 7402 | 7248 17097 69.43
150 1100 |97.80 | 95.63 |93.51 | 9146 |89.50 | 87.63 |85.87 18421 | 8264 |81.16 | 79.75 | 7840 [77.07 | 7575 74.4]
60 1100 19827 19656 |94.89 | 9326 |91.71 {9022 | 88.81 8747 | 8621 8501 |83.86 | 8275 8165 |80.56 79.44
170 1700 19872 (0745 19621 | 9500 | 93.84 |92.73 |91.67 | 90.66 | 89.71 | 88.80 | 87.92 |87.07 |86.23 | 8539 8453
180 100 [99.15 [9831 |9749 | 96.69 [9592 [9518 [94.47 [93.80 K 93.16 | 9255 9196 [91.39 |00.82 | 90.25 | 89.66
190 1100 |9958 |99.16 |98.75 | 9835 |97.97 | 9760 |97.25 [ 9691 |96.59 19628 9598 | 9569 19541 | 9512 194.82
(200 Ti00 Troe oo 1100 toc oo 1100 [100 1100 100 100 o0 00100 1100 100
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Suite de tableau I.12

X The0 170 180 190 1200 1210 220 230 [240 250 1260 1270 1280 290 [300
(000 1000 000 1000 1000 000 000 000 000 000 000 1000 {000 (000 000 [000
010 486 457 [429 (400 |30 T340 308 274 1239 202 164 124 083 ""T6ﬁ51 0.00
020 om i'9,15 858|801 742 681 1617 [550 |480 4065 [329 249 167 084 10,00
(030 1456 [1373 11289 11204 1117 1026 [930 830 [724 1613 497 377 253 127 1000
(040 11938 71829 11721 1610 | 1495 1575 1249 | 1115 974 826 670 500 342 173 0.00 |
j0.5o_ 2418 2287 |2154 2019 [ 1878 1730 15741408 1232 1046 | 849 645 434 218 000
(060 12896 12744 2591 2433 2268 2094 1908 |17.00 | 1499 1275 11038 7789 531 267 000
070 13372 3204 '3033 2855 2668 2469 22356 2027 |17.80 1517 1237 (942 1635 320 1000
(080 13848 3667 3481 13287 |3080 (2859 12620 2360 2079 1776 | 1452 1108 1748 377 10.00
090 (4325 4135 3938 3731 3508 13267 3003 12715 [24.00 2057 [1686 | 1290 | 8730 444 | 000
(100 14805 4610 4406 14189 13954 13697 [34.13 3098 [2750 2366 | 1946 | 1494 1015 512 000
(110 5289 75094 4888 46566 |4423 4153 3852 3515 3133 2701 2241 1727 11175 1595 1000
120 [5780 5588 |5385 | 5163 4917 |46.42 (4330 139.73 [3566 3103 2580 1999 1366 693 | 000
(130 16278 16095 5899 |5684 5442 5167 4851 4483 | 4055 3556 | 29.80 2326 1599 814 0.00
(140 6785 16616 [6433 6230 |60.00 5734 5422 | 3054 14614 | 4088 | 3462 278 (1891 969 000
(150 7301 (7151 [69.87 6803 6592 6345 16051 (5695 |5259 |4721 4055 3241 2274 1175 000
(160 17827 [77.00 (7561 |74.03 17220 7005 6740 |64.15 [6006 5481 | 4801 3918 2801 1468 000
(170 |8361 8262 8153 |80.27 |7880 7704 7488 |72.16 |6863 6395 |5751 4843 3574  19.18 |0.00
(180 8903 [8835 8759 18672 18569 8444 |8291 (8093 |7851 7471 16952 6151 4799 12698 10.00
190 19450 19406 19377 9332 [92.79 19215 | 9134 |9030 |8890 8693 |83.97 | 7910 |69.84 143,10 0.0
7200 | 100.00 100.00 1 106,00 | 100.00 | 100.00 "100.00 [ 100.00 [ 100.00 | 100.00 : 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00  100.00 | 100.00
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Tableau 113
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1.00 000 2231 ?34.02 | 37.48 3402 2231 'Zo.oo

150 1000 4588 61.22 6998  61.22 4588 0.00
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Annexe

Tableau 1.15

X 1000 010 1020 T030 1040 [050 060 070 7080 090 100 110 120 130 140150
(000 000 000 000 [000 |0.00 000 1000 7000 000 ~+o_oo 000 000 7000 000 [000 0.00
010 7000 057 073 108 141 [172 [201 228 (251 |272 1289 304 315 323 1327 329
020 1000 074 | 146 1217 1284 347 1405 458 1506 547 [582 1610 633 648 (658 661
030 000 112 1222 7329 [431 526 (615 695 |766 828 880 923,957 1981 [995
(040 000 152 1302 (446 584 [713 [832 [940 1035 [ 1118 1189 1286 1291 1322 | 1341 ;1348
050 [000 1195 (386 571 746 9.0 ( T

| 17.60 117.08
060 000 (240 1476 704

<
)
=

1061 | 1197 [13.18 11422 (1510 1582 1637 1677
920 11121 1305 [ 1470 [1616 1742 1847 1933 2000 |2047 2075 | 2084

070 1 0.00 1291 |575 849 1180 1548 [ 1567 | 1762 1934 | 20.81 2205 2305 2382 |2436 2469 2479 |
080 [0.00 346 685 1010 1316 1597 1852 | 2078 12276 2445 (2586 2699 | 2786 | 2847 (2884 | 2896
090 000 409 809 1190 [ 1547 | 1873 | 2165 12424 2647 2837 2994 3130 3216 3284 (3324 13337
100 T0.00 T482 951 (1396 1808 2181 |25.13 |2803 3052 | 3261 | 3433 3570 |3674 3747 3790 | 3805
(110 [000 7568 71117 [1634 12108 [2532 [20.04 (3024 | 3496 3723 39.07 4053 4163 | 4241 14286 4301
120 1000 671 1316 | 19.16 [2457 [29.34 3345 [3694 39.86 | 4227 4420 |4572 | 46.86  47.65 |48.12 | 4827
(130 1000 1799 T1561 12257 12871 [3401 3849 [ 4221 4528 (4777 (4975 5129 5243 15333 | 5369 5385

140 000 966 1872 [26.78 3371 |3950 4427 4815 5128 | 5377 3574 5725 5836 5913 [ 5958 15973
150 (000 1192 [2282 13215 139383 |46.01 | 5094 | 5484 5701 | 6031 6218 6360 | 64.64 6535 | 6577 6390
160 1000 1522 2848 | 39.16 | 4745 |5579 | 58.64 16235 6520 | 6739 | 69.07 7033 77125 (7187 | 7223 | 7235
170 1 0.00 | 2046 |36.72 (4856 |57.01 |63.06 | 67.47 | 70.72 | 73.15 | 74.99 | 7637 77,40 7815 17865 | 7894  79.04 |
180 000 29.92 (4936 |61.37 |6897 |73.99 | 7745 | 7991 | 81.71 | 83.04 | 84.03 | 84.76 8529 [85.64 8584 | 8591
190 10.00 [49.84 [69.45 | 7858 | 83.51 8648 | 88.42 |89.76 190.72 | 91.43 i6'1.95 19233 i92.60 92.78 192.89 9292
(200 [000 [100 100 7100 ;100 [100 1100 100 |10 "100 100 T100 1100 [100 | 100 100
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Annexe

Suite de tableau L.15

TS X 160 170 180 (190 200 210 220 (230 1240 250 7260 270 280 [290 [3.00
000 7000 000 000 000 000 000 000 |000 |000 000 000 000 |000 .000 000
010 1327 1323 315 304 289 (272 251 [228 [201 172 |14l 08 073 1037 000
020 7658 1648 | 633 610 582 547 (506 458 |405 347 284 (217 146 074 000
030 995 981 [957 925 880 828 766 1695 |615 526 431 329 222 |Li2 |00
040 1341 1322 | 1291 1286 1189 1118 1035 940 |832 713 584 446 302 152 |000
1050 1760 1677 1637 1582 15101422 1318 1197 {1061 910 746 571 (386 | 195 | 000
060 2075 [2047 12000 1933 1847 1742 1616 [1470 [1305 1121 1920 704 1476 240 {000
(070 2469 2436 2382 2305 2205 2081 | 1934 |17.62 1567 1348 1180 849 575 291 1000
080 2884 |2847 [2786 2699 2586 2445 12276 [2078 | 1852 1597 1316 1010 1685 346 000
090 3324 |3284 |3216 (3120 2994 2837 12647 12424 |21.65 1873 1547 1190 809 1409 000 -
100 13790 3747 |3674 3570 3433 3261 3052 |2803 |2513 2181 1808 1396 951 48 000
110 4286 | 4241 |4163 4055 3907 3723 3496 |3224 12904 2532 (2108 1634 1117 [568 000
130 14812 [4765 14686 4572 14420 (4227 3986 | 3694 |3345 12934 2457 1906 (1316 671 000 |
130775369 [5333 5243 [ 5129 4975 4777 (4528 4221 | 3849 3401 | 2871 2257 | 1561 | 799 1000
140 5058 [39.13 | 5836 | 5725 5574 3377 (5128 (4815 |d4427 3950 | 3371 678 1872 966 1000 |
150 16577 6535 | 6464 | 6360 | 6218 6031 | S791 | 5484 |50.94 4601 | 3983 3215 2282 1192 10.00
160 7223 |71.87 |7125 7033 | 6907 | 6739 6520 |6235 |5864 5379 (4745 (3916 12848 (1522 | 0.00
170 | 7894 7865 |78.15 |77.40 | 7637 | 7499 (7315 | 7072 |6747 |63.06 |57.01 4856 3672 2046 | 000
180 | 8584 |8564 8529 8476 | 8403 | 8304 | 8171 | 7991 |7745 7399 | 6897 |6137 4936 | 2992 000
190 |92.89 |9278 |92.60 |92.33 9195 |91.43 |9072 |89.76 | 8842 | 8648 |83.51 | 7858 |69.45 49.84 [0.00
12,00 1100.00 | 100.00 | 100.00 100,00~ 100.00 : 100.00 | 100.00 | 100.00 [ 100.00 | 100.00 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00
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Tableau [.16
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Tableau I.18

VX000 1000 7020 030 040 050 060 1070 (080 090 100 110 T120 130 (140 150
000000 000 7000 000000 7000 0U0 000 000 000 000 000 1000 000 {000 000
010 1100 15010 1304412124 1625 |13_21"7ﬂ.‘1"<§ 976 | 869 788 ?723—567@' 624 585 | 55"0_’_* 18
030 100 6997 S04l 3838 3055 12339 2178 1914 | 1715 1559 1433 1330 1224 1166 | 10.89 1035

030 | 100 7937 16295 [ 5093 4229 13606 3140 |27.89 |25.16  22.99 | 2122 | 1975 1849 1739 | 1640 | 15.48

040 1100 [8457 71.09 | 60.18 5165 |45.03 139.89 §35.85 3236 1 29.99 507.82 "95909 12440 2300 |21.74 120,56

050 | 100 | 8782 7666 |67.06 5908 5257 4729 4222 |39.47 3654 3408 [3197 3013 2849 |2699 2559

060 | 100 |90.05 | 80.69 | 7231 6505 | 5888 |53.71 14937 | 4572 +42.63 [39.99 [37.69 13566 3383 3215 |3056

070 | 100 | 9168 8373 | 7643 6991 |6421 15928 5505 | 5141 4827 | 4554 | 43.14 [40.99 3903 3721 |3547

080 1100 9295 8614 |79.77 7396 |6876 6417 160.14 5661 5351 15077 4833 4612 4409 (4218 14034 |
0.90 100 | 9597 |88.10 | 8855 7740 | 7221 6849 | 6473 | 6137 S838 5571 5329 (5180 49.02 [47.07 [4518
100 100 | 94.82 |89 75%; 8038 7619 7036 | 6890 | 6577 6295 | 6030 5805 | 5588 5385 |5190 | 30.00
TT0 100 [9555 [9118 8699 (8301 7930 7588 | 7273 | 69.87 6725 | 6484 6263 |60.56 5859 | 5669 S482
120 1100 [96.16 |97 54 | 88.83 8538 | 8213 ,79.10 | 7630 | 73.71 (7133 6912 6706 16512 16327 |61.46 | 59.66
130 [ 100 19677 193.59 |90.50 ~87.54 |84.74 8210 | 79.64 | 77.36 '75.53"?"”73.24 7138 1 69.60  67.89 |66.21 6453

140 100 9730 | 9464 | 9205 89.55 |§7.18 8463 |82.82 | 80.84 | 78.99 | 7725 | 7560 | 7402 7249 | 70.98 | 6944
150 100 | 9780 | 9562 |93.50 (9145 | 8948 | 8762 | 8586 §420 8264 8116|7975 7840 (7707 [7575 7441
160 (100 [9827 19655 |9487 9325 |91.69 |90.21 | 8880 |87.46 | 86.20 |85.00 | 83.85 |82.74 8165 8056 | 79.44 !
170 1100|9870 | 97.44 |96.20 9499 | 9383 |92.72 | 91.66 |90.60 | 89.70 | 8879 | 8792 |87.07 8623 | 8539 8452

180 100 9915 19831 | 97.49 0668 | 9591 | 9517 |9447 | 9380 |93.16 |92.55 9106 | 91.38 | 90.82 |90.24 | 89.65 |
{90 100 |9958 [99.16 | 9875 9835 |97.96 | 97.59 | 9724 | 96.91 | 96.59 | 96.28 {9598 [9569 | 9541 9524 | 94.82

200 1100 [100 (100 {100 100 |100 | 100 (100 110|100 |00 [100 [100 1100 100 100 |
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Annexe

Suite de tableau I.18

X160 il% 180 190 200 1210 7220 230 :2.40' 250 260 270 280 1290 [3.00
(000 1000 1000 000 0.00 000 000 |000 000 000 000 0006 |000 000 000 000
010 [488° 1459 T431 ‘402 372 1341 i3<09' 276 241 204 165 125084 1042 [000
020 976 918 862 804 745 [684 1620 [553 483 409 332 251 169 085  0.00
030 [1461 1377 1293 1208 1121 1030 1934 834 728 617 501 380 256 128|000
040 11944 11835 11726 [1615 11500 1380 1254 11120 [9.79 [831 675 513 345 |173 0.0
050 2425 2293 2160 2025 1884 [1736 1580 1414 | 1238 | 1052 | 855 650 438 220 10.00
(060 12902 2751 12598 (2440 12275 2101 1916 1718 1507 11282 1045 795 3536 1270 0.0
070 (3379|3211 3040 |2862 12676 2477 1364 3036 [1790 (1536 [1246 950 64T 133 0.0
(080 3854 (3673 3488 3294 3088 2867 12629 2370 2090 1787 | 1164 1117 1755 1381 10,00
(09 4331|4141 13944 13737 3516 3275 3013 12727 |41z 12070 (1699 1301 882|445 000
100 [48.10 [46.15 4412 14195 13961 3705 3424 3110 2764 2381 1962 (508 1025 (518 1000
110 5293 [5098 14892 4671 44.29 4162 3863 13527 |3151 2729 (2260 1745 | 1190 |603 000 |
(120 [5782 5591 15388 5167 14923 |4649 |4339 | 3086 3583 5124 2604 12025 1336 1705 | 000
130 76279 6097 5901 5686 5446 5173 4850 4495 14072 3579 13009 12357 -l 1627 [832 [0.00
140 16785 166,17 6434 6231 [6001 |5737 |5428  60.63 4629 4112 3495 2769 1931 1995 |000
150 (7301 7151 (6987 6803 6592 | 6346 |60.53 |57.0] 5271 14743 4092 (3294 [2334 1218 | 0.00
(160 17826 [7700 [7560 7401 7218 |70.01 16738 [64.15 [60.11 | 5497 4835 3982 2891 1543 | 0.00
170 [83.60 8261 8151 8025 7878 7701 | 7484 7211|6860 | 6397 5771 4907 3705 |2063 (000
180 89.02 | 8834 | 8785 |8670 |8567 8441 18285 | 8086 |7822 | 7461 6945 6172 4959 [30.03 | 0.00
1190 | 94.50 i94.15 9376 19331 [9277 9212 | 9131 9024 | 8881 |86.79 |83.75 @ 78.6 16956 4990 1 0.00
2,00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 [ 100.00 | 100.00 100,00 100.00 | 100.00 | 100.00 100.00 100,00 100.00 100,00 | 10000 | 100.00
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Tableau I1.1
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Annexe

Tableau .1

1020
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1 0.80
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X 1000 020 040 060 [080 |1.00 120 140 160 180 200 220 240 260 [280 300 |
000 000 000 000 000 |- |- - B - i R A
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Tableau II1.1

X 10000 [020 1040 10.80
.00 1000 000 600 000 |
020 14500 11921 1047 ] 1275
090 4500 12989 1838 | 515
060 [45.00 3346 2321 | A
080 | 45.00 3529 1 25.04 50 |
100 4500 3652 2809 1020
120 [45.00 (3763 30.19 | 2246 | 13.90
140 [45.00 [3876 3248 19.17
160 4500 [39.88  34.87 | 2546 |
180 {4500 [4088 37.13 3085 |
200 4500 | 4737 | 3885 3575
220 (4500 (3771 14145 4041
7240|4500 4500 14500 | 4500 4500

140 160 180 200 [220 240 1260 1300
ST 000 (000 o000 000 060
T D T 000 275 596 11047 4500
T 000 515 T 1004 1838 4500
i 000 (701 T1as8 2321 3346 14500

S 0G0 (870 1605 25.04 13529 14500
B 566 TT00 ;19.56 2809 > 4500
000 000 000 000 |13.90 2246  30.19 |37.65  45.00 |
937 937 937 13 /1—"15?7”“7'637' 3248 | 38"7_6“5_“_03—;
1808 1808 1808 2173 |2546 2998 3487 39.88 1 45.00
2581 2581 2581 2840 3085 3379 3713 4500
3267 . 3267 | 3267 134283575 37.42 538 85 (4 45.00 |
897 3897 3897 | 39 73"" 041 4110 HETEEy 4500
4500 45.00 | 45.00 | 45.00 | 45 00 | 145.00 | 45.00 45.00
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Tableau 111

VX000 (020 [040 060 [0.80 [1.00 [120 | 140 [160 [1.80 [2.00 220 240 (260 280 1300 ]
000 000 [000 [000 [000 [000 [000 |- - . 000 | 000 000 000 |0.00 000 |
1020 |0.00 |252 1453 [818 11225 12000 - - - 2000 [ 1225 818 453 1252 000
040 10.00 (210 [455 [7.86 [13.10 20.00 | - - - [2000 1300 786 ;4.55““ 210 1000
0.60 000 [275 [525 1969 |14.49 [20.00 |- ; - - 2000 | 1449 9.69 [525 1275 1000
080 (000 [306 |542 1030 | 1494 [20.00 |- - - - 12000 | 1494 1030 |542 306 000 |
100 [0.00 [309 1534 [101 19 1477 12000 |- P - 2000 | 1477 1019 1534 [3.09 [000

120 [000 [299 [522 1933 1335 20.00 |20.00 ;2000 |20.00 | 2000 2000 | 1535 9.33 [522 |299  0.00

140 1000 1269 [511 1791 [1105 1353 ;1502 1512 ;1512 [15.02 [13.53 [11.05 - 791 [511 |2.69 0.00

160 000 |223 |410 621 |821 |98 1076 | 1088 | 1088 | 1076 985 1821 621 410 225 |0.00

180 000 [151 [305 45 |584 [688 [753 |743 [743 [753 |688 |58 45 [305 [ 151 [000
200 1000 099 [198 1291 370 1436 1471 1475 475 [471 [436 [372 291 '198 1099 [0.00
220 1000 {049 (097 142 181 |211 [227 1229 229 [227 [211 [181 T4 097 049 000
240 1000 1000 1000 000 000 1000 [0.00 000 [0.00 [0.00 [0.00 [000 |0.00 [0.00 [0.00 [0.00
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Tableau IV (4" cas de chargement)
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Annexe

Tableau V.1

- X[000 7020 1040 060 (080 100 1120 1140 160 180 1200 |220 (240 (260 280 300
0.00 [0.00 000 |000 |000 |000 000 |000 000 000 000 000 1000 000 1000 fTob""’i'o“_oG"‘;
1020 [4500 1963 1260 {929 1746 630 [550 |487 434 385 331 |275 213 146 074 (000
040 [4500 3190 [22.52 | 1744 | 1435 | 1231 |10.84 |968 866 769 667 556 433 |28 152 10.00
(060 14500 13632 [29.11 12388 12032 [17.80 [1590 [1435 1296 1159 | 1014 [851 667 |460 235 000
(0.80 [4500 13878 3324 2876 (2532 |22.70 | 2063 | 1887 1724 | 1559 | 1378 (1169 925 | 643 331 |000
100 14500 4040 3616 | 32.52 ;29.52 12708 [2506 | 2327 2156 19.76 17707 1524 1235 (861 446 1000
1.20 14500 '4161 3842 [3558 33.13 [31.05 [2925 [2760 | 2596 |24.17 22.04 1935 1586 | 1139 | 598 | 0.00

(140 14500 ;4260 14030 3821 3636 3474 3328 3190 3050 2891 2694 3429 | 2054 | 1521 818 |0.00

160 4500 14345 4197 [4059 3935 3824 3722 13623 3520 | 3400 3246 3027 2687 2103 [ 1185 0.0

(180 14500 14424 4351 14283 4221 4164 [41.12 (4060 [ 40.06 |3941 (3835 3729 3520 3115 | 1926 |0.00
200 |45.00 4500 4500 | 4500 4500 | 45.00 | 45.00 45.00 | 45.00 | 4500 4500 | 4500 | 4500 | 4500 |45.00 000

XXXV



Clenexe

Tableau V.2

(- X1000 020 040 1060 080 100 120 140 160 - 1.8) 106"‘_2"26"'5_2 Wof260 280 1300
000 1000 1000 0.00 000 000 000 TG00 6007 000 000 1000|000 000 000 7000 1000

020 14500 1966 | 1_2"8'6'?'910' 762 [653 1581 530 493 426 362 [296 228 1'.'5"5'“6_78 000
040 14500 '3T§§”f 2264 ¢ 17'61*"1—46?“13“73 1143 1049 978 8350 725 1597 461 315 160 000
060 14500 |3640 12927 '?416 2073 [1838 (1671 1547 1451 1261 1094 [907 | 705 |484 246 000
080 14500 3887 3344 | 2908 325.80 339 02159 02020 1907 1692 1473 | 1236 |969 |661 344 000
'Tm 4005 T?é 37 (3286 13003 |27.81 2607 2468 2350 2116 1870 | 1594 | 1270 | 890 - 460 10.00
120 14500 N ;38 62 | 3591 E33‘62 31.74 '5"553 12895 12783 2551 2300 | 2002 11631 {1166 ‘611 000
1.40 i45,00 3468 4048 3849 | 3678 | 3533 REYST 3306 13211 3006 2776 12486 2092 | 1545 829 1000
160 14500 4351 42.09 [4080 | 3965 |3867 | 3783 3708 3638 3485 3306 3069 2715 12121 1194 1000
180 14500 4427 14358 | 476ﬂ42 37 [41.87 14144 4105 4068 3885 3887 13751 "3_535“"3174 1930 1000
200 4500 | 4500 4500 4500 14500 [45.00 |45.00 4500 [45.00  45.00 73500 45.00 [ 45.00 | 45.00 | "43_60_' 0.00

XXXVII



00 [020 040 060 080 ;100 [120 140 160 180 [200 [220 ;240 260 [280 3.00
00 (000 000 |000 000 000 |000 000 000 000 |000 [000 |0.00 000 |0.00 000
500 | 1956 | 1245 |9.06 711 1580 |480 391 302 287 |262 |227 |18 (126 |065 000
500 [31.76 2224 | 1699 1368 | 1136 |950 784 614 586 1536 |d464 |371 259 |133 000
500 [36.14 2872 12326 1940 [ 1648 | 1406 1181 1947 906 |[832 |7.24 |58l 408 210 000
500 | 3856 3279 | 2803 2433 | 21.15 | 1846 | 1586  13.11 1260 | 1164 1019 824 581 |301 000
SO0 |40.18 3569 | 3175 2837 | 2544 2276 | 2009 | 17.17 . 1659 | 1544 | 1365 1116 796 |415 000
5.00 | 4140 3797 | 3484 3204 [ 2949 |2705 12454 12174 21.13 | 19.88 §17_34 1484 1076 {568 0.00 -
500 |4241 3992 | 37.59 3543 | 3340 | 3140 12939 2686 2631 [2509 2300 1967 1468 |793  0.00

500 [4332 14169 [40.14 | 3867 | 3727 | 3385 | 3432 3254 3210 | 3111 |2933 2624 2065 | 1167 000
500 [44.17 14336 |42.59 41.85 |41.13 4039 | 39.59 |38.65 3840 3784 |36.80 |34.87 3095 [1916 000
500 (4500 14500 | 4500 45.00 | 45.00 | 4500 | 4500 |45.00  45.00 | 45.00 [45.00 145.00 1 45.00 | 45.00 0.00

XXXV



Annexe

Tableau V.4

X000 [0200 7040 060 080 100 120

)

140 1160 180 [200 220 [240 260 280

(0007 000 [000 000 000 000 000 000 000 -0.00 000 1000 |00 000 1000 000 |
020 45.00 2269 13.64 1974 [768 [643 [558 493 1438 387 [335 278 216 148 075 0
(040 4500 (3201 2324 |1792 1465 | 1250 | 1096 977 874 775 1674 563 440 305 158 |
0.60 4500 |3637 2930 | 2416 [205A 11798 | 1603 1445 | 13.05 ' 11.68 10231861 677 459 |240
080 14500 [3878 3331 2889 2547 |22.84 2074 1897 | 1734 1569 |1389 1182 939 656 |338
1.00 | 4500 [4039 3619 13257 | 2960 |27.17 25.14"”?23,35 2164 1985 | 1782 1539 ;1242 880 439 |
120 [45.00 |4160 3843 |35.60 =33.187'31.11 2930 |27.66 | 26.02 ;'24.25 205 1952 1611 1168 620
140 14500 [4260 4030 | 3822 | 3638 13476 [ 3331 13194 | 3054 | 2896 | 27.01 2443 2083 1569 | 863 |
1607 4500 [4347 4196 4060 3936 3825 |37.24 | 3625 13522 3403 3250 3034 3708 2175 1390 0
(180 14500 [4439 4338 [4292 4214 4169 4110 |40.62 | 40.07 |39.39 |3860 3724 3534 3122 |2246 0
1200 [45.00 [45.00  45.00 [45.00 14500 4500 [45.00 [45.00 [45.00 [45.00 [45.00 4500 45.00 4500 [45.00 | 0

N A



