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Résumé

L'objectif de notre travail, est l'analyse d'un problème de conduction de la chaleur, en

régime permanent, sur des plaques ayant formes géométriques diverses, et un matériau

composite. En se limitant au problème de Dirichlet comme type de conditions aux limites, et

en utilisant les méthodes suivantes : la méthode analytique, la méthode des éléments finis, la

méthode des différence finies, cela a pour but de pouvoir visualisé le comportement des

courbes isothermes sur les plaques, et aussi l'effet de la conductivité thermique sur la

température.

Mots clés

La conductivité, état stationnaire, la méthode des éléments finis, la méthode des différences

finies.

Summary

The objective of our work is thé analysis of a problem of conduction of heat, in

permanent mode, on plates havmg forms geometrical various, and a composite material.

While limiting themselves to thé problem of Dirichlet like type of boundary conditions, and

by using thé following methods: thé purpose of thé analytical method, thé finite élément

method, thé method thé imite différence, that is to be able visualized thé behavior of thé lines

of isotherrns on thé plates, and also thé effect of thermal conductivity on thé température.

Key words
Conductivily, stationary state, finite élément method, finite différence method.
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Introduction

La production et l'usage de la chaleur ont des conséquences techniques, financières et

sur l'environnement qui sont d'une importance telle que la maîtrise doit en être assurée en

termes technologiques et économiques. Tout consommateur privé ou industriel, est donc

amené à gérer, en fonction de ses besoins le phénomène énergétique en faisant appel à toutes

les ressources qu'offrent les sciences de l'énergétique, amélioration de la productivité
utilisation rationnelle de l'énergie, isolation, récupération, automatisation et régulation, choix

des techniques les mieux adaptées à l'objectif.

Dans le domaine de génie civil, des études bien profondes ont été fait sur la contribution et le

transfert de chaleur dans les bâtiments et les ouvrages d'art, et cela a pour but de protéger les

constructions au température très élevée (isolation thermique), ou chauffer des locaux quant il

s'agit de basses températures (réduire les déperditions thermiques).

Le transfert de chaleur, est la conséquence de la mise en contacte de deux milieux, ayant des

températures différentes, pour les milieux solides le transfert de chaleur se fait par conduction,

qui se traduit par des équations aux dérivées partielles. Donc l'analyse d'un problème de

conduction, nécessite la résolution de ces équations.

La résolution des équations aux dérivées partielles, se fait analytiquement ou par des

méthodes numériques, nous allons présenter dans cette étude la méthode de séparation des

variables qui donne la solution analytique, et on va donner aussi la solution numérique par les

deux méthodes suivantes :
1- la méthode des éléments finis (MEK), qui est connue actuellement comme un outil

générale, de résolution des équations aux dérivées partielles.

2- la méthode des différences finies (MDF), qui discrétise les équations différentielles, et

les ramènent en système d'équations algébriques.

Les méthodes numériques, permettent de résoudre de façon approchée - mais le plus souvent

avec le degré de précision qu'on s'est choisi - un nombre beaucoup plus grand de problèmes
thermiques, grâce à l'événement des ordinateurs et de l'informatique moderne. Ceci nous a

suscité à reconnaître de prés les avantages de ces méthodes, leurs points faibles, leurs
domaines d'application et leur puissance à converger vers la solution exacte du problème,

sachant que l'outil numérique présente un volet indispensable, dans la formation d'ingénieur

civil.

L'objectif de notre travail, est d'examiner les lignes du champ thermique, par la mise en
évidence de l'analyse d'un problème de transfert de chaleur par conduction, en régime

stationnaire, sur des plaque ayant des formes géométriques diverses, et on se limitera au



problème de Dirichlet comme type de conditions aux limites, toute en utilisant la méthode

analytique (ANA), la méthodes des éléments finies (MEF), et la méthode des différences
finies (MDF).

Notre travail s'organise en cinq chapitres :

- Dans le chapitre 1 : Une vue général, sur l'analyse d 'un problème physique par les méthodes

d'approximations.

- Dans le chapitre 2 : Notions générales sur le transfert de la chaleur, et la résolution de

F équation de la conduction par la méthode des séparations des
variables.

- Dans le chapitre 3: Formulat ion du problème par la méthode des éléments finis (MEF).

- Dans le chapitre 4 : Présentation et procédure de résolution des équations par la méthode des

différences finies (MDF).

- En arrivant au chapitre 5: Présentation des différents résultats, et conclusions.

L'annexe regroupe les résultats issus des différentes méthodes présentés sous tonne de

tableaux.





Chapitre Analyse d'un problème physique par les méthodes d'approximations

1.1 Généralités

1 . 1 , 1 Processus d'analyse

D'une façon générale, les différentes étapes d'analyse d'un problème physique
s'organisent suivent le processus schématisé par la tlgure suivante :

Problème physique

Hypothèse de modélisation
Evolution du modèle

Mathématique

Modèle mathématique

k
1 '

Discrétisation du problème „ .
[ J Evolut

Procédure
Numérique

modèle
numérique

Modèle numérique

Es t imat ion de la précision du
modèle numérique

-Vérification des hypothèses de modélisation
(Analyse du modèle mathématique)

- Interprétat ion des résultats

Réponse obtenue

(Nouveau modèle physique)

Fig. 1.1 Processus d'analyse en utilisant un modèle numérique

E.N.P 2003/2004



Chapitre 1 Analyse d'un problème physique par les méthodes d'approximations

Nous partons d'un problème physique, le cadre précis de l'étude est défini par les
hypothèses simplificatrices qui permettent de définir un modèle mathématique. La difficulté

pour l'ingénieur est de savoir choisir parmi les lois de la physique celles dont les équations

traduiront avec la précision voulue la réalité du problème physique. Un bon choix doit donner

une réponse acceptable pour des efforts de mise en oeuvre non prohibitifs.

Le choix du modèle mathématique est un compromis entre le problème posé à

l'ingénieur, "quelles grandeurs veut-on calculer et avec quelle précision?" et les moyens
disponibles pour y répondre. Les équations du modèle retenu sont soumises à un certain
nombre d'hypothèses basées sur les sciences de l'ingénieur. Il faut connaître le domaine de

validité de ces hypothèses pour pouvoir vérifier que la solution obtenue est satisfaisante.

Si le modèle mathématique n'admet pas de solution analytique, il faut chercher une

solution approchée de ce modèle, l.a discrétisation du problème correspond au choix d'un
modèle numérique permettant de traiter les équations mathématiques.

H est important de savoir distinguer et hiérarchiser les différents niveaux d'hypothèses

utilisés pour modéliser un phénomène physique. La solution exacte d'un modèle

mathématique qui ne correspond pas à la réalité physique ne vaut rien.

1.1.2 Méthodes d'approximation en physique

Pour discrétiser les modèles complexes de phénomènes physiques, l ' ingénieur dispose

à l'heure actuelle de méthodes d'approximation permettant de résoudre la plupart des
problèmes pour lesquels il n'existe pas de solution formelle.

Toutes les méthodes d'approximation ont un môme objectif, remplacer un problème

mathématique défini sur un milieu continu (équations différentielles ou intégrales) par un

problème mathématique discret (équation matricielle). Problème de dimension finie que l'on

sait résoudre numériquement.

La classification que nous proposons sur la ligure suivante (figure 1.2) n'est pas unique
Elle permet simplement de distinguer la méthode, en fonction de la démarche utilisée pour

obtenir une forme intégrale. La transformation puis la discrétisation de cette forme intégrale

conduit à une équation matricielle que Ton saura résoudre analytiquement ou numériquement.

Il est important de noter qu'un problème physique peut être formulé de façon équivalente en
un système d'équations différentielles ou sous une formulation varialionnelle. Nous montrons
un peu plus loin comment passer de l'une à l'autre.

E.N.P 2003/2004



Chapitre l Analyse J'un problème physique par les méthodes d'approximations

Méthode des résidus pondérés (ou annulation d'erreur) : Elle utilise comme point de

départ les équations locales et les conditions aux limites du problème. Ces équations sont des

équations différentielles définies, d'une part sur l'intérieur du domaine ce sont les équations
locales, et d'autre part sur la frontière du domaine ce sont les conditions aux limites.

Méthodes variatlonnelles : Le point de départ de ces méthodes est un principe

variationnel qui est une formulation mathématique du problème basée sur des considérations
énergétiques. La formulation obtenue dépend bien entendu des hypothèses de modélisation du
problème physique.

Système physique continue

Mise en équation
'Formulation mathématique

du problème'

Formes différentielles Méthodes variationelles
Formulation mathématique du

problème

Méthode des résidus
pondérés

Forme intégrale

Méthodes d'approximation
Discrétisation

Formes matricielles

Fig. 1.2 Vue synthétique des méthodes d'approximation

1.2 MÉTHODE DES RÉSIDUS PONDERES (2)

• Principe de la méthode

Soit un problème physique d'inconnue le champ scalaire u (M) défini sur un domaine
D. Nous cherchons une solution du modèle mathématique défini par : les équations locales sur

E.N.P 2003/2004



Chapitre J Analyse d'un problème physique par les méthodes d'approximations

l'intérieur du domaine D, et les conditions aux limites sur la frontière du domaine F . Ces

équations forment le système d'équations différentielles suivant :

VA/ e D /„(«) = f(M,t) équation locale

VA/ e F C(w) - <?(A/,/) conditions aitx limites

Le résidu est l'erreur commise lorsque l'on utilise une approximation « u* » du champ

« w » pour écrire les équations du problème.

Pour simplifier la présentation, considérons dans un premier temps
- que les conditions aux l imi tes du problème sont homogènes : C (;/) = 0

- que l'approximation choisie les satisfait toutes, C (it ) = Û

Le résidu est alors défini par l'erreur sur l'équation locale, soit :

VA/ e D R(u* ) = /_(*/* ) - /(A/,/)

Soit P; (M) des fonctions dites de pondération, quelconques, définies sur le domaine

D. La méthode des résidus pondérés consiste à annuler l'erreur commise sur le résidu,

en la pondérant sur le domaine par un nombre fini de fonctions /*/ (M).

Ce qui correspond à des équations sous forme intégrale représentées par :

Ne sachant pas résoudre ce problème analytiquement, on en cherche une approximation

en restreignant les ; à n fonctions de pondération.

Pour une approximation H* à n paramètres, nous choisirons n fonctions de

pondération de façon à obtenir autant d'équations intégrales que de paramètres, c'est-à-

dire un système matriciel d'ordre n :

Soit une approximation de la forme : u" ~

- les Wi (A//) sont les fonctions de forme (base de fonctions ut i l isée pour définir
l'approximation)

- les q\) sont les paramètres de l'approximation.

Les n équations sont de la forme : V; e [l,«] \P-f(M} R(\W'(M)]fa(t}})dV = 0
D

Pour illustrer notre propos admettons que le problème soit un problème stationnaire

linéaire (que l'on définira dans le chapitre prochain), l 'équation matricielle d'équilibre est

alors de la forme :

E.N.P 2003/2004



Chapitre I Analyse d'un problème physique par les méthodes d'approximations

avcc

Si les n fondions Pi conduisent à des équations indépendantes, la solution {(/} du

système matr ic ie l précédent fourn i t les paramètres de l 'approximation.

1.3 FORMULATION VARIATIONNELLE

Dans le paragraphe précédent, nous avons construit une approximation de la solution

du problème mathématique, en introduisant une notion d'erreur sur les équations locales du

problème. Nous allons maintenant présenter une autre méthode d'approximation de la solution

de ce même problème mathématique, en partant de sa formulation variationnelle.

Nous poursuivrenl tout d'abord les étapes de la construction de la formulation

variationnelle. Pour fixer les idées, considérons un problème de mécanique linéaire :

« Analyse dynamique d'un système mécanique continu non amorti en petits déplacements et

petites déformations ».

L'équation locale définie à l ' intérieur du domaine et les conditions aux limites définies

sur la frontière font apparaître des opérateurs différentiels. La forme générale du problème

mathématique à résoudre est la suivante :

équation locale VA/ e D pu - diva = /

conditions aux limites VA'/ ë L"H û = iïj

V A / e TCT ovl = 7j

Remarques :

o Ici u est un champ vectoriel défini sur le domaine D

o Pour pouvoir résoudre ces équations il faudra leur associer les deux relations

suivantes:

-Lois de comportement: a f c l ( c ) traduisent le comportement physique du matériau

-Relations géométriques entre déplacements et déformations: £ --^ grad ^ Û

Si bien que les équations locales peuvent être mises sous la forme : p u -\ — /

E.N.P 2003/2004



Chapitre 1 Analyse d'un problème, physique par les méthodes d'approximations

• Discrétisation de la forme intégrale

La solution approchée du problème est recherchée sous la forme d'une combinaison
linéaire de n fonctions dites fonctions de forme. La méthode consiste alors à affaibl ir une des

formes intégrales précédentes en ne la satisfaisant que pour n fonctions de pondération. Cette
solution sera d'autant meilleure que la base de fonctions utilisées sera riche, c'est-à-dire
permettant de bien représenter la solution cherchée.

Le choix de la forme intégrale point de départ de la discrétisation avant ou après

intégration par parties dépend de la facilité à construire une approximation qui satisfait les

conditions aux limites du problème S'il est possible de construire une approximation qui
satisfait toutes les conditions aux limites (fonctions de comparaison du problème) la première
forme intégrale est suffisante. Vous retrouvez la méthode des résidus pondérés présentée en
début de ce chapitre.

En pratique nous construisons le plus souvent une approximation " H * " satisfaisant les

conditions aux limites cinématiques, une telle approximation est dite cinématiquement

admissible.

u C.A.L => V M e r . iC = i7.,.

Remarque : Utiliser une approximation quelconque reviendrait à chercher une solution

approchée nécessairement éloignée de la solution exacte. Or la construction d'une

approximation satisfaisant les conditions aux l imites géométriques est généralement

relativement simple.

Pour une approximation cinématiquement admissible, Terreur porte à la fois sur
l'équation locale et sur les conditions aux limites en force. La forme intégrale de départ est

alors la formulation variationnelle du problème établie précédemment.

Avantages d'utiliser la formulation variationnelle

. La construction de l'approximation est plus simple, les conditions aux limites sur r^ n 'ont

pas lieu d'être satisfaites par les fonctions de forme car elles sont prises en compte dans la
formulation intégrale.

. Le nombre de dérivations des fonctions de forme diminuent.

Inconvénients

. Le nombre de dérivations des fonctions de pondération augmentent, et leur choix est

restreint car nous avons choisi des fonctions de pondération à valeur nulle sur la frontière

E.N.P 2003/2004



Chapitre 1 Analyse d'un problème physique par les méthodes d'approximations

Yu pour simplifier la forme intégrale (ce qui n'est en aucun cas une nécessité).

. L'erreur d'approximation sera plus importante si les fonctions de forme ne satisfont pas les
conditions aux limites sur r .

Écr i ture matr iciel le des équat ions

Pour simplifier la présentation, considérons que les conditions aux limites
géométriques surfH sont de la forme ii' - 0

Nous utilisons les mêmes fonctions de forme pour définir l'approximation et les

fonctions de pondération (méthode di te de Galerkin). Ce qui nous conduirons à des formes

matr ic ie l les symétriques.

Soit:

Pour l 'approximation : y / ' ( A / , / ) } = [ '̂( A'/ )}{</(/)}

avec: [ir(AY)] la matrice construite à partir des fonctions de forme

{f/(0} 'e vecteur des paramètres de l'approximation.

La forme matr iciel le des fonctions de pondération est alors :

Pour Scf =< 1,0,0,.... > nous obtenons !\ W{

Pour <Scj -< 0,1,0,.... > nous obtenons I\=W2

Etc...
Pour <Sy =< 0,0,0,.,! > nous obtenons 1>H=WH

osons

Pour exprimer le produit a' : ^ ' / '< / t / v ( / ' ) , nous u t i l i sons les formes matricielles associées aux

lois de comportement du matér iau et aux relations entre déformations et déplacements,

is :
(cr(A'/)}= [/J(A-/)]{;;(A-/)} forme matricielle des lois de comportement

A • •> • • I V — - - - • - "> "> • 9 -

\1.\ la matrice d'opérateurs différentiels correspondant à l'expression du gradient

symétrique du champ des déplacements.

Compte tenu de ces notations le produit

lfa(M)}

E.N.P 2003/2004



Chapitre 1 Analyse d'un problème physique par les méthodes d'approximations

Soit compte tenu de l'approximation:

Avec

Reportons ces expressions dans la formulation variationnelle nous obtenons:

fg}- M (f}w = M JK triïs
D ra

Cette équation pouvant être écrite quelque soit {&/} nous obtenons l'équation matricielle

suivante :

Avec:

Ce qui vient d'être appliqué à un problème de mécanique classique peut être fait dans

d'autres domaines de la physique.

1.4 PRINCIPE DES TRAVAUX VIRTUELS

Dans certains domaines de la physique, des considérations énergétiques permettent la

formulation du problème en tant que principe variationnel, aboutissant ainsi à une formulation

intégrale. L'intérêt de ces principes est de fournir directement la forme intégrale sans avoir à
passer par les équations aux dérivées partielles comme nous l'avons fait dans le cadre des
méthodes variationnelles.

La formulation mathématique du principe est basée sur les mômes hypothèses de

modélisation du problème physique. En mécanique des structures le principe le plus

couramment utilisé est le principe des travaux virtuels en déplacement dont nous rappelons ci
dessous la formulation.

E.N.P 2003/2004



Chapitre l Analyse d'un problème physique par les méthodes d'approximations

1.4.1 Ecriture du principe des travaux virtuels

Partons du principe tel qu ' i l a été énoncé en mécanique classique.

Pour tout système matériel D en mouvement par rapport à un repère (.ialiléen.

Pour tout déplacement virtuel Su

À tout instant SA - oT

avec :
d-î travail virtuel des quantités d'accélération

f — •- f , . . ; : , , ,

<5T travail vir tuel des efforts in tér ieurs et extérieurs

= -/£: -

Compte tenu des relations déplacements - déformations <5£ — grads(Su), nous obtenons la

forme 1 du PTV.

\ôiï.pïid\ = -J<r : gmt/s(f>iï)i/l' + \Su.jdV + \Su.T.dS
D n

Nous allons transformer cette forme intégrale par intégrations par parties, ce qui nous

permettra de retrouver l'équation locale et îes conditions aux limites du problème.

Rappelons que: a : £ / • < / < / ( / ' ) ~ div(al'} - l*.div(a)

Util isons cette relation pour écrire le PTV:

} - f}dV =
D I) M

Appliquons le TH d'Ostrogradsky, qui dit :

\div(7\}d\' = \A.ndS
D cil

Nous obtenons:

VA./ e Yn tâ - Ô

La forme intégrale précédente nous permet de retrouver :

. L'équation locale : VA'/ e D pu - diva — f

. Les conditions sur les efforts donnés : VA/ e \'a an = 7'ti
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Chapitre 1 Analyse d 'un problème physique par les méthodes d 'approximations

La boucle est fermée, nous sommes au point de départ des méthodes variationnelles. 11
y a équivalence entre le PTV et le système d'équations différentielles : équations locaies et
conditions aux limites du problème.

1.4.2 Discrétisation du principe des travaux virtuels

La "discrétisation" du PTV consiste à utiliser une approximation pour exprimer le

champ des déplacements et le champ des déplacements virtuels. En pratique, nous utilisons la
même approximation ce qui permet d'obtenir une expression matricielle symétrique.

Avant d'utiliser l'approximation précise la nature des conditions aux limites, pour

exprimer l'intégrale sur la frontière du domaine :

ISÛ.T.JS = \sn.f, ds + J<^y>/'s"
M) l'u !'„

Cette écriture fait apparaître explicitement le champ des efforts inconnus (7) : actions
de liaison) correspondant aux conditions aux l imites cincmatiques.

e P il = û

Si nous utilisons une approximation quelconque du champ des déplacements, nous

obtenons une équation intégrale pour deux champs inconnus, et nous ne pourrons pas

résoudre le problème. Cette méthode s'apparente à la méthode des multiplicateurs de

Lagrange. Pour résoudre, il faut tenir compte a posteriori des conditions aux limites

cinématiques dans les équations du modèle.

Si nous utilisons une approximation dite cinématiquement admissible, nous obtenons
la même équation intégrale que celle déduite de la méthode variationnelle écrite dans les

mêmes conditions :

Vw* Cinématiquement admissible (Ti* =-ntl et Su' =0 sur Yti]

Pour l'approximation:

Pour les lois de comportement: {cr(A//)}=

Pour les relations déformations - déplacements : {f (A-/)}= [/,]{//(A'/)}
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Chapitre 2 Elude d'un problème thermique en régime stationnaire

2.1 Généralité

La thermique est la branche de la physique qui traite des échanges de chaleur accompagnés

ou non d'échange de niasse et de changement de phases. Elle peut donc être considérée connue partie

intégrante de la thermodynamique des phénomènes irréversibles puisque, pour avoir l'échange de

chaleur entre différentes parties d'un système, il est nécessaire que ce système soit en dehors de
l 'équilibre thermodynamique ci Lorsque deux systèmes sont a des températures différentes, le
système Le plus chaud cède de la chaleur au plus froid d'où le transfert de chaleur. Il y a
donc un échange thermique ou encore transfert thermique entre ces deux systèmes. Cette
situation se Rencontre dans de nombreuses si tuations thermiques (chauffage de l'habitat par

exemple) Un transfert d'énergie donne l ieu a un f lux de chaleur qui correspond a un
déplacement de l'énergie du plus chaud vers le plus froid.

2.2 Définitions

Définition de la chaleur

La chaleur est une forme d'énergie créée par l'agitation moléculaire intense d'un
milieu.

Définition de la température

La température est une grandeur physique, qui mesure le degré de chaleur d'un corps,
ou d'un milieu.

Transfert de chaleur

Un transfert de chaleur, peut être déf in i r d'une manière générale, comme un processus

par lequel l 'énergie et échangée sous forme de chaleur, entre des corps ou des milieux ayant

des températures différentes.

2.3 Les différents modes de transfert de chaleur

11 existe trois modes essentiels de transferts chaleur: la conduction, la convection et le
rayonnement.

- Transfert de la chaleur par conduction

La conduction est le transfert de chaleur d'une partie d'un corps à une autre partie du

même corps sans déplacement appréciable des particules de ce corps. La conduction
caractérise également le transfert de chaleur d'un corps à un autre corps en contacte physique
avec la premier.
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Chapitre 2 Etude d'un problème thermique en régime sîationnaire

- Transfert de la chaleur par convection

La convection caractérise la propagation de la chaleur dans un fluide, gaz ou l iquide
dont les molécules sont en mouvement. La convection est naturelle si le mouvement de fluide

résulte uniquement des différences de masse volumique causée par les différences de

température. La convection est forcée si le mouvement du fluide est provoqué par des moyens

mécaniques.

- Transformation de la chaleur par rayonnement

Le rayonnement est le transfert de chaleur d'un point à une autre partie du même corps
à un autre corps en contact entre eux, par déplacement d'onde dans l'espace.
Le rayonnement thermique concerne les longueurs d'ondes comprises entre 100/MU ci

0,01 {mi et va de l'infrarouge à l'ultraviolet en couvrant le visible.

2.4 Loi fondamentale de la conduction

Toute étude technique significative exige une réponse chiffrée. Pour réaliser une telle

étude des problèmes de transmission de chaleur, on doit examiner les lois physiques et les

relations qui régissent les différents mécanismes de l'écoulement de chaleur. Dans ce

paragraphe, on donnera un aperçu préliminaire d'équation fondamentale relative à la

transmission de la chaleur par conduction.
La relation fondamentale de la transmission de chaleur par conduction a été proposée

par le savant français J.B..I. Fourier en 1822, Elle établir que <y,s. , le flux de chaleur par

conduction transmis dans le matériau, est égal au produit des trois quantités suivantes :

\.k la conductivité thermique du matériau

2. A l'aire de section à travers laquelle s'écoule la chaleur par conduction
3. dufdx le gradient de température dans la section, c.à.d. le rapport de la variation de la

Température u à la distance parcourue par le tlux thermique.

L'équation élémentaire de la conduction un id imens ionne l l e en régime stationnaire s'écrit :

qt=-kA^- ( 2 -D
dx

Pour l'uniformité des dimensions de l'équation 2 - 1, le flux de chaleur t^est exprimé

en kcal/h, l'aire A en m2 et le gradient de température du/dx en °C/m. la conductivité

thermique, propriété du matériau, indique la quantité de chaleur qui travers une surface d'aire

unité si le gradient de la température est égale à l'unité. Les unités de k sont.
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Chapitre 2 l'Aude d'un problème thermique en régime stationnaire

kcallh.m~ ,_ , kcal
- ' , Ou ——

'dm

• Conductivitc thermique de quelques matériaux de construction (1)
Les valeurs sont valables pour la température de 20°C, sauf quand une autre température est

indiquée.

Aru i l c (50% d 'humid i t é )

Bélon type portland ( 1 00°C)

Brique ordinaire

Ciment - mortier sec

Ciment - de portland, sec

plâtre

Roches calcaires

Sable sec

Sable humide

K

W/m.K

1.25

1.7

0.69

1.1- 1.3
0.3
0.8
1 . 1

0,58

1.13

c
J/kg.K

875

840

835

750

830

900

795
-

P

Kfi/m3 .

1545
2300

1800

2300

3100

1600

2300

1500

1640

ttxlO6

M2/s

0.3

Tab.2. 1 Conductivité thermique de quelques matériaux de construction

c : la chaleur massique, p : la masse volumique et a la diffusion thermique

Paroi composite plane

Une paroi peut être composée de plusieurs matériaux différents en contact physique
les une avec les autres sur une surface A . L'épaisseur de la paroi est e et chacun des matériaux
a une épaisseur e , , e 2 , . . . t t f M telle que

Les matériaux constituant la paroi ont des conducti vîtes thermiques qui sont,
respectivement, £,, £, , . . . ,£„

On a
e e, e.- = -L + -i
k k{ k,

...+
k.

2.5 Conduction bi ou tridimensionnelle

Lorsque les parois d'un corps sont irrégulières ou lorsque la température le long d'une

paroi n'est pas uniforme l'étude unidimensionnelle n'est plus satisfaisante. Dans tels cas la
température est une fonction de deux ou même trois cordonnées. Plusieurs exemples types tels
que récoulement de la chaleur à travers une surface formée par l'intersection de deux ou trois
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Chapitre 2 Etude d'un problème thermique en régime stadonnairc

murs, la conduction de la chaleur à travers les paroi d'un cylindre creux de faible hauteur, ou

la chaleur perdue à partir d'un tube enfoui, font partie de celte classique problème.

2.6 Etablissement de l'équation différentielle de la conduction

dz

-v.v.r

dv

-,
ox

Fig. 2.1 Schéma indiquant la notation pour ! 'établissement de

L 'équation générale de la conduction en coordonnées

Cartésiennes

Considérons un petit parallélépipède rectangle, découpé dans un corps, de coté d\.dy,di
parallèles respectivement aux axes x,y et / comme la montre la figure 2-1. L'équation
générale définissent la répartition des température en chaque point du corps s'obtient en

écrivant le principe de la conservation de l'énergie pour l'élément considéré pendant le

tempS£/# . Le bilan thermique peut s'écrire, littéralement, sous la tonne :

Chaleur qui entre
Pendant d9

chaleur dégagée dans la masse = chaleur qui + chaleur duc à la

par des sources intérieures sort pendant variation de Té-
Pendant dO dO nergie interne pen-

dant dO

Ou sous la forme algébrique :
•

q(dxdydz}dO - c.pdv(dxdyd=)
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Chapitre 2 Etude d'un problème thermique en régime, slalionnaire

Dans laquelle du est la variation de la température de l 'élément au cour de la période

dû.
c est la chaleur spéci f ique , /> est la densité de la température u d'un point de l'élément est

fonction de la position de ce point (..v, K-) et de temps c.à.d.

// - it(x,y.z.O) -
La quant i té de chaleur <y v qui entre par unité de temps par la face gauche dans la

direction z est égale, en vertu de l'éq. 2-1

*^W (2-2)
oxj

Le gradient de température est mis sous forme d'une dérivée partielle, puisque u
fonction non seulement de ,v, mais aussi de_y, ~ e t<9 . La quantité de chaleur </ r + , ( tqui sort par

la face droite d'abscisse x + d\- est déterminée, soit par le théorème de la moyenne, soit par le

négligent tous les termes sauf les deux premiers ainsi :

du^\ ( du

dx ) dx ( dx
dydz.

En retranchant le flux de chaleur qui sort de l'élément du flux de chaleur qui pénètre

dans l ' é l émen t on obtiens :

cm
o\

dx
De même, sur les direct ion v et z.

0 r -
±-0yldxdydz.

J / ou
o\ --
l à=, , , ,

( l « ~ ( ï - s dxdyaz.
d:

En substituant ces relation dans l 'équation de la conservation de l'énergie et en
divisant chaque terme par dx dy d~ dO , on obtient :

i = cp— (2-3)de

Où la chaleur spécitique c et la densité p sont conséquents comme indépendantes de

a température. Enf in , si k est supposé être uniforme, i'eq. 2-3 s'écrit.
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Chapitre 2 Etude d'un problème thermique en régime staiionnaire

*

Ô2u d2u d2u a \u .„ ..
r- + -~- + - + 1 = — (2-4)

Oc2 ôy2 a.-2 k a dO

Ou la constante a — k/cp, appelée la dîffitsivité thermique, s'exprime en m/h dans

les problème technique. L'équation 2- 4 est connue comme l 'équation générale de la

conduction de la chaleur régissant la répartition des températures et l'écoulement de la chaleur

par conduction dans un soiide ayant des propriétés physique uniformes.

Si le système ne contient pas des sources de chaleur, l'équation 2- 4 se réduit à
/ 'équation de Fourier.

Ô2u Ô2u d2u 1 du ,, c.+ _____ -|——. — _.— (2-5)
dx2 dy2 dz2 adO

Dans le cas d'un régime permanent (voir 2.7) et en présence des sources de chaleur,

l 'équation 2- 4 devient l 'équation de poisson.

du d2u 62u a
r- + + —- + - = 0

dx2 dy2 dz2 k

Pour un régime pennanant et en l'absence des sources de chaleur, la répartition des

températures doit satisfaire l'équation de laplace.

^2 -,2 a2ou ou o u _

a7+â7+a7
Remarque

Le développement précédent de la loi de Fourier est valable pour les corps isotropes.

Pour les corps anisotropes l'équation est:
~.i -2 -\2.ou du .du -

kx—^ + kv—- + k.—- = 0
dx2 ' dy2 - d-2

kx , ky et kz représentent la conductivité dans la direction des axes principaux.

2.7 Régimes de variation de la température

2.7.1 Régime stationnairc (permanant)

En régime stationnaire la température ne varient pas dans le temps.

Le champ de température est une fonction harmonique.
L'équation de la chaleur s'écrit :

d2u d2u d2u n .„ , , t . .
—j- + —y- + —- ~ 0 (Type équation de Laplace)

On appellefoncfions harmoniques les fonctions qui vérifient l'équation de Laplace
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Chapitre 2 Elude d'un problème thermique en régime stationnaire

2.7.2 Régime non stationnaire

En régime non stationnaire l'équation de chaleur est une équation aux dérivées
partielles linéaire de type parabolique donc le système d'équation différentielle dépend du
temps 0.

L'équation de la chaleur s'écrit ;

2.8 Problèmes continus à deux dimensions (2)

Problème d'équilibre

L'équation de poisson suivent correspond à un système continu stationnaire à deux
dimension :

^ + ̂  + / r = 0 Sur//
dx~ dy~

Elle régit la distribution de température u dans un milieu bidimensionnel homogène et
isotrope, en régime stationnaire. Pour que cette équation admette une solution unique, il faut
satisfaire l 'une des deux conditions aux limites suivantes en chaque point de la frontière .V du
domaine V :

- condition sur u (dite condition de Dirichlet) :
u = u.s sur Su

Où S,, représente la partie de S sur laquelle est imposée cette condition

- condition sur — ou condition de flux ;
dn

du ,. ,, , . , . ,, ,
h cni - /,. sur X // : La normale sur la section considérée._ .' ,1 ./dn

Où S,- représente la partie du S sur laquelle est imposée cette condition.

Si ce ^ 0, cette condition est dite de Cauchy.
Si a — 0, cette condition est dite de Newnann.

Remarque : En s'intéressent dans la suite de notre étude par l'équation de Laplace seulement,
c'est une équation de type elliptique.
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Chapitre 2 Elude d'un problème thermique en régime slationnaire

2.9 Solution de l'équation de Laplace pour la plaque
rectangulaire

Considérons une plaque homogène, sans source interne, et isolé sur ses Faces x,y
(pas de conduction dans la Direction oz) en régime pennanant. Il s'agit donc de résoudre

l'équation Différentielle linéaire suivante :

f-7 + TT = 0 (2-6)ôx2 dy2

Ici u est une différence de température (t-tj) ou t] est une température de référence qui peut
être une température initiale, tj ou une température de surface ts.

Plaçons l'origine des coordonnées à l'un des angles de rectangle (fig 2.1)

H

ti

L

Fig.2.2 Schéma de la plaque

Par la méthode de la séparation des variables, la solution peut se mettre sous la forme :

(2-1)

Ce qui conduit, en substituant (2-7) dans (2-6), à :

X Y n= — Ou
X Y

et

Le membre de gauche est en fonction de x seulement, tandis que le membre de droite
est en fonction de y seulement. Ces deux membres ne peuvent être égaux que s'il sont chacun
égaux à une même constante! A2, appelée constant de séparation, dont le saigne sera
déterminé par la nature des conditions aux limites, prenant pour l'instant le signe (-?-).
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Chapitre 2 Etude d'un problème thermique en régime stalionnaire

Ceci équivaut aux deux équations différentielles ordinaires :

(2-8)

_i.-A2r = o (2-9)
d~y

Dont les solutions sont respectivement :

X - /?, sin(yiv) + BA cos(/Lv)

X - Bl sin(^y) + #2 cos(/lv)

Donc la solution générale de l 'équation indéfinie (2-1) est :

u = [H{ sinh(^y) + B, cosh(^,y)I^ sin(/U) + B4 cos(/u)] (2-10)

Dont on détermine les constantes B et À en utilisant les conditions aux limites.

Cas ou trois cotés sont à la même température tj et un coté est à la température

t = 0(x):

Les conditions aux limites s'écrivent :

En x =•• o, f --= tj ou u - - / - / / - 0, quelque soit y (2-11)

En s L, t t; ou u - I // 0, quelque soif y (2-12)

En v - o, l - / / ou u - t li 0, quelque .soi! x (2-13)

En y H, ! ; <I>(.\) ou u - 0(.\) - t, f(.\), quelque soi/ .x (2-1 J)

Les trois premières C.A.L. seulement sont homogènes. On demande u(x,y) ?

La C.A.L. n° 3 montre que pour que quelque soit x, on ait u = 0 en y = 0, il faut que B2 = 0

et (2-5) se ramène à :

u - R\, sin(Av) + B4 cos(Ax)]

La C.A.L n°l permet de déduire semblablement que pour que quelque soit y, on ait u = 0 en

x = 0, il faut que B4 = 0. Donc :
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Chapitre 2 Etude d'un problème thermique cn régime stationnaire

avec B = = B i B 3 (2-15

La C.A.L. n° 2 donne :

0 = sin(/ty)#sin(AZ,) qui doit être satisfaite quelque soit la valeur de y, donc il faut que

sin(A/,) = 0, C'est-à-dire /.„ = — (2-16)

Chacun des A de (2-16) conduit à une solution particulière de (2-15) ; la solution générale

sera donc la somme de toutes ces solutions particulières :

Où Bn représente la constante B pour chacune des solutions.
En effet, pour chaque valeur de X correspond un système d'équation différent [(2-8) et (2-9)]

et donc des solutions X, Y possédant des constant B différent pour chaque X.

Comme pour n=0, Xn= 0, ce qui conduit à rien, il reste :

,,sin(A,,v)sin<V) (2-17)

La C.A.L. n°4donne :

(2-18)

avec — = 01 ,2 . . . Q<x<L

D'après la théorème des fonctions orthogonales qui dite :
Une fonction arbitraire f(x) peut - si la série converge - être représentée par une série de
fonctions.

Ou les Cn sont données par

**--,, —

2
avec À, - —

L

(2-19)

n - 0,1,2,... 0 < x < L

En identifiant (2-18), ou Bnsinh(XnH) est une constante, avec(2-19)s ou Cn est un constant.
Donc on voit que les constantes Bn peuvent s'exprimer par :
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B

Qui permet de calculer Bn.

D'où la solut ion finale est

sinh

(2-20)

nnv

sinh
V

nnH

~Tj

sin
z,

nnx.

L
(2-21)

La série en question converge habituellement assez lentement, de sorte qu'un assez

grand nombre de tenues est nécessaire.

Si f(x) = UG =- constante, en y =• H, on a

nn

• usmh

. ,
smh

nnH
sin

nnx
(2-22)

Dans ce cas, si la somme est écrite

et non YI
«=[.3.5.

Z
«=[.3.5..

l - ( - I ) " 2
Le lacteur — devient —

nn

Cas ou la distribution de température est imposée sur x = L seulement

On refaite des calculs analogues, on trouvera, en particulier, g(y) =90 = constant, en x = L ,

1 -(-!)"

nn

smh
H

. . nnL
smh

. (nnv

1 H

II y a symétrie parfaite, comme il se doit, avec la solution du problème précédent.

11 aurait suffi de permuter x avec y, de même que L avec H, dans la solution de cet problème.

Si g(y) est quelconque, on a l 'équivalent de (2-21)
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••> O>

- jiv
. , nia

sinh
H

. , niiL
sinh // ;

sm—- l / ( x ' ) s m
A Ĵ  ' l //

Cas ou la distribution de température est imposée sur y - 0 seulement

On trouvera semblablement

2
2/ :̂ —

sinh-^-Ç//-^)
H

sinh
>7,T//

//

sm-— I /'(,v)sin
H

dx

II suffît donc, de remplacer, dans la solution, y par (H-y), c'est-à-dire effectuée le changement

de variable y+Ç = H.

Cas ou la distribution de température est imposée sur x = 0 seulement
On peut d'ailleurs immédiatement observer que cette solution peut s'obtenir à partir de

l'expression précédent, ou l'on permuterait x avec y et aussi L avec H. ou l'on effectuerait x

par changement de variable x+£,=L, c'est-à-dire ou l'on remplacerait x par (L-x).

Solution générale

Si on a 4 C.A.L non homogènes (fig2.2)

En x --= 0,

En x = L,

En y = 0,

En y--H, u -- g2(y}
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y

H

f2(y)

Fig.2.3 Représentation du chargement

La solution sera la somme des solutions des problèmes précédents

u(x,y) - UW-UM + UW+UV)

u - 0

u-0

u - 0

u - 0

u -- 0

u -- gi(x)

u - 0

u - 0

u - 0

u-0
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v !\

L J

~~" '\H A l V

2.10 Surfaces et courbes isothermes

On appelle surface isotherme l ieu des point ayant, à un instant donné, la même
température. En régime stationnaire, les surfaces isothermes sont invariantes.

Une surface isotherme, en un instant TI, satisfait à une équation :

f(x,y, Ti) = t]
Où t] est la température commune à tous les points de la surface isothermes.

Si on, coupe une série de surface isotherme par un plan, on obtient une famille de
courbes isothermes de ce plan. Ces courbes isothermes jouissent des même propriétés que

les surfaces isothermes : elles ne se coupent pas, ne présent pas de discontinuité (tout au

moins au sein du milieu étudié), aboutissent à la surface du milieu ou autrement forment des

courbes fermées au sein du milieu.

Remarque
Les courbes isothermes et les lignes de flux thermique se coupent, partout, à un

angle droit. (3)
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Chapitre 3 La méthode des éléments finis

3.1 GÉNÉRALITÉS

Les eodes éléments f inis font maintenant partie des out i l s couramment util isés lors de

la conception et à l 'analyse des produits industriels . Les outils d'aide à la modélisation

devenant de plus en plus perfectionnes, l ' u t i l i s a t ion de la méthode des éléments f in i s s'est

largement développée et peut sembler de moins en moins une affaire de spécialistes. Si
l ' u t i l i sa t ion de la méthode se démocratise de par la s impl ic i té croissante de mise en oeuvre, la
f iabi l i té des algorithmes et la robustesse de la méthode, il reste néanmoins des questions
essentielles auxquelles l ' ingénieur devra répondre s'il veut effectuer une analyse par éléments
finis dans des bonnes conditions. I I lui faudra :

• Formaliser les non dits et les réflexions qui justifient les choix explicites ou implicites

de son analyse du problème.

• Évaluer la confiance qu'il accorde aux résultats produits.
• Analyser les conséquences de ces résultats par rapport aux objectifs visés.

L'objectif de ce chapitre est de présenter les principes de base de cette méthode en

insistant sur l 'enchaînement des tâches (démarche et hypothèses associées) qui assurent la

cohérence du processus de calcul- Ces connaissances vous seront utiles pour maîtriser les
deux principales difficultés de mise au point d'un modèle numérique :

• Problèmes préliminaires à la phase de calcul.

• Problèmes liés à l'exploitation des résultats et le retour à la conception.

L'idée fondamentale de cette méthode est de discrétiser le problème en décomposant
le domaine matériel à é tudier en éléments de forme géométrique simple. Sur chacun de ces

éléments il sera p lus simple de déf in i r une approximation nous permettant d'appliquer les

méthodes présentées dans le premier chapitre. I l ne reste alors qu'à assembler les formes

matricielles élémentaires pour obtenir les équations relatives à la structure à étudier. C'est
sous cette forme pragmatique qu'el le est ut i l isée par les ingénieurs, et que nous allons
maintenant l'aborder.

3.2 DÉMARCHE ÉLÉMENTS FINIS

Les principales étapes de construction d'un modèle éléments finis sont les suivantes:
• Discrétisation du mil ieu continu en sous domaines.

• Construction de l'approximation nodalc par sous domaine.

• Calcul des matrices élémentaires correspondant à la forme intégrale du problème.
• Assemblage des matrices élémentaires - Prise en compte des conditions aux limites.
• Résolution du système d'équations.

Détaillons ces différentes étapes.
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3.2.1 Discrétisation géométrique

Cette opération consiste à procéder à un découpage du domaine continu en sous domaines:
ne

D - ̂  De telle que l im
•*—' t.iitl? ths .--*0
c*L

11 faut donc pouvoir représenter au mieux la géométrie souvent complexe du domaine

étudié par des éléments de forme géométrique simple. Il ne doit y avoir ni recouvrement ni

trou entre deux éléments ayant une frontière commune.

Lorsque la frontière du domaine est complexe, une erreur de discrétisation géométrique
est inévitable. Cette erreur doit être estimée, et éventuellement réduite en modifiant la forme

ou en diminuant la taille des éléments concernés (figurej. 1 ).

Pièce présentant dei
congés de raccordement

', Moditiei UT tai l le

' élément':,

Erreur de di^crémation
géo métrique

Chaiizer In géométrie
élément-, à fromiêre co'.irbe

Fig.3. 1 Erreur de discrétisation géométrique

Sur chaque élément nous allons chercher à définir une approximation de la fonction
solution.

3.2.2 Approximation nodalc

La méthode des éléments finis est basée sur la construction systématique d'une
approximation «* du champ des variables u par sous domaine. Cette approximation est
construite sur les valeurs approchées du champ aux noeuds de l'élément considéré, on parle
de représentation nodale de l'approximation ou plus simplement d'approximation nodale.

3.2.3 Définition de l'approximation nodalc

Définition : l'approximation par éléments finis est une approximation nodale par sous

domaines.
Ne faisant intervenir que les variables nodales du domaine élémentaire De.

avec H" (M) valeur de la fonction approchée en tout point M de l'élément
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[N\ ligne des fonctions d'interpolation de l'élément.

(uti } un variables nodules relatives aux noeuds d'interpolation de

l'élément

Remarque : dans le cas général le champ à approcher est un champ vectoriel. Nous utilisons
alors la notation matricielle suivante ^/(A-/}}= [-V(A'/)]{w,(}

Les noeuds A/, sont des points de l'élément pour lesquels on choisi d'identifier l'approximation

w * à la valeur du champ de variables «. Nous en déduisons que
VA-/, ;/(A/,) = H (

Soit pour l 'approximation nodale.

VA/. A ' , ( A / . ) =

3.2.4 Construction de l 'approximation nodale

Comme l ' i l lus t re l'exemple précédent, l'interpolation nodale est construite à partir d'une
approximation générale :

Soif une fonction d'une variable définie sur un domaine discrétisé en irais éléments à deux

noeuds. C-onstnusons l'approximation nodale associée à ces éléments (figure 3.2).

Valeurs nppiochées
aux noeuds x,

Appioximation Imecuie
unhscmt 3 éléments

élément 1

élémem 2

Kiy.3.2 : Approximation nodale à une dimension

Pour chaque élément, nous avons deux variables nodales, nous cherchons donc une

approximation à deux paramètres. Le plus simple est d'utiliser une base polynomiale, ce qui

nous conduit à une approximation linéaire de la forme :

, , ' C , A _ r i .il M
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Or pour x = Q ï/(o) = ni

pOUr .Y ~ /(, 7v*(/ | 7)- ;/

nous en déductions-I _ "/ ~ "j
«2 - ——

soit pour l'approximation u'(x,t) =
/.,

U:

II

Nous venons de construire les deux fonctions d'interpolation de l'élément linéaire à deux

noeuds:
/ \ f A f , ( o ) = l 1

A/, (x) = 1 - — nous vérifions que : < , -. >
v } ]

X
— nous vérifions que :

L'interpolation nodale est construite à partir d'une approximation générale :
VM ï/(M) = [O(M)]£/}

[<3>] est une base de fonctions connues indépendantes

(en général une base polynomiale)
{a} vecteur des paramètres de l'approximation (paramètres généralisés)

Ils n'ont pas de signification physique

Exemples de bases polynomiales complètes:
1 dimension: linéaire [1, x] 2 variables

quadratique [î, x, x2] 3 variables
2 dimensions: linéaire [l,x, y] 3 variables

quadratique [1, x, y, x", xy, y"] 6 variables
3 dimensions: linéaire [1, x, y, z] 4 variables

quadratique [ 1, x, y, z, x2, xy, y", xz, ?', yz] 10 variables

Pour utiliser une base polynomiale complète, le nombre de tennes doit être égal au
nombre de variables nodales à identifier. Si l'on ne peut pas utiliser un polynôme complet le
meilleur choix consiste à respecter la symétrie des monômes conservés.

Exemples de bases polynomiales incomplètes:

2 dimensions: "bi - linéaire" [ l , x , y, xy] 4 variables
3 dimensions: "tri - linéaire" [1, x, y, z, xy, xz, yz, xyz] 8 variables
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En identifiant aux noeuds l'approximation H* à la valeur du champ de variables w,

nous pouvons exprimer les paramètres généralisés {a} en fonction des variables nodales un.

soit

L

Pour éviter des erreurs de modèle trop importantes, la matrice à inverser doit être bien

conditionnée.
Ce conditionnement est lié au choix de la base polynomialc et à la géométrie des éléments.
En reportant ce résultat dans l'approximation nous obtenons la matrice des fonctions
d'interpolation.

r

3.3 Eléments à deux dimensions rectangulaires

Approximat ion bi - linéaire

La base polynomiale utilisée est (1, s, t, st). L'élément de référence est un carré à
quatre noeuds de type "Q4". Les fonctions d'interpolation sont données ci-dessous. Seule la

fonction N3 est représentée les autres s'obtiennent par permutation.

Fig.3.3 Approximation bi - linéaire

7/3 =4(1 + .0(1+0
4

De la môme façon on peut construire, à partir d'une base polynomiafe complète les

fonctions d'interpolations des éléments rectangulaires à 9 noeuds (approximation
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quadratique), et à 16 nœuds (approximation cubique). Ces éléments ont respectivement 1 et 4

noeuds internes.

Du point de vue pratique, on constant des éléments ayant un minimum de noeuds

internes, car ces noeuds ne sont pas connectés aux noeuds des autres éléments. On utilise donc

des bases polynomiales incomplètes mais symétriques.

Le "Q8" est construit à partir de la base :

(l,s, t, s2, st, t2, s2t, st2)
Le "QI2" est construit à partir de la base :

(1, s, t, s2, st, t2, s3, s3t, t2s, t3, s\3)

- Analyse du problème

Cette analyse doit fixer les paramètres du calcul et conduire à la réalisation d'un
maillage. Cette phase basée sur l'expérience personnelle acquise dépend de nombreuses

considérations. La difficulté essentielle est de trouver un bon compromis entre les paramètres

propres au problème et ceux relatifs à l'environnement de travail. L'analyse du problème nous

conduit à préciser un certain nombre d'hypothèses, et à effectuer des choix qui conditionnent

les résultats.

Choix du type d'éléments: fonction de la précision voulue, de la nature du problème, mais
aussi du temps disponible. On choisira les éléments les mieux adaptés dans les familles
disponibles.

Choix au maillage: II dépend essentiellement de la géométrie, des sollicitations extérieures,

Des conditions aux limites à imposer, mais aussi des informations recherchées: locales ou

globales. Sans oublier bien entendu le type d'outils dont on dispose pour réaliser ce maillage.

Hypothèses de comportement: Quel modèle retenir pour représenter le comportement du
matériau. Le calcul est-il linéaire ? Doit - on modéliser l'amortissement? Si le matériau est
hétérogène ou composite, peut-on ut i l iser une méthode d'homogénéisation? Peut- on traduire

l'incompressibilité du milieu.

- Exécution du calcul

Un fichier de résultats permet de vérifier que les différentes phases de calculs se sont
correctement déroulées :

- Interprétation des données, vérification des paramètres manquants
- Construction des matrices
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• Singularité de la matrice raideur (problème de Conditions aux limites ou de définition des

éléments)
- Convergence, nombre d'itérations, été ...

ÏI peut arriver que le calcul échoue. Les principales sources d'erreurs généralement
observées à ce niveau sont les suivantes:

causes

Singularité de [K]
éléments mal définis

existence de modes
rigides
intégration numérique

"remèdes"

modifier la topologie du
mai 11 âge
modifier les liaisons
modifier le nombre de

points d'intégration

Résolution des

équations

Arrondi numérique

Non convergence
travailler en double
précision
changer d'algorithme
augmenter le nombre
d'itérations

Tab.3.1 Les principales sources d'erreurs

3.4 Techniques de calculs au niveau élémentaire

Ce paragraphe plus technique présente quelques aspects du calcul numérique qui permet

d'exprimer les formes intégrales présentées précédemment. Ces calculs sont basés sur
l'intégration numérique (définie sur des éléments de référence) et l'utilisation de la

transformation géométrique pour définir les éléments réels à partir d'éléments de référence.
Les notions que nous présentons seront utiles pour analyser les modèles, elles sont cependant
insuffisantes pour prétendre programmer vous même vos propres éléments.
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a - Notion de transformation géométrique

Tout élément réel peut être défini comme l'image par une transformation géométrique
d'un élément parent dit de référence pour lequel les fonctions d'interpolation sont connues.

La transformation géométrique définit les coordonnées (x,y,z) de tout point de l'élément réel à

partir des coordonnées (s,t,u) du point correspondant de l'élément de référence soit :

l's.t.u) ix.v.z)

i - 1, 1 ï

1

(-1, -1) i l , -1)

élé. de référence

éle. réel

Fig.3.4 Exemple de transformation géométrique linéaire d'un carrée

Un même élément de référence permettra de générer une classe d'éléments réels. A

chaque élément réel correspond une transformation géométrique différente, cette

transformation devant être une bijection.
Chaque transformation géométrique dépend des coordonnées des noeuds géométriques de
l'élément réel. Pour les éléments les plus simples, la transformation est identique pour chaque
coordonnée, et utilise une base de fonctions polynomiales.

Si les noeuds d'interpolation et les noeuds géométriques sont confondus, les fonctions de
transformation géométrique Ng seront identiques aux fonctions d'interpolation N. Ces

éléments sont dits isoparamétriques.
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b - Exemples d'éléments de référence classiques

Référence Réel

linéaire T e

quadratique

:ubique

Fig.3..*> Transformations géométriques d'éléments à une dimension

Les transformations géométriques de la figure 3.5 utilisent les fonctions d'interpolation

linéaire, quadratique et cubique définies précédemment. Pour des éléments à deux ou trois

dimensions les transformations géométriques conduisent respectivement à des frontières

linéaires, quadratiques ou cubiques. La figure suivante donne la position des noeuds pour les

classes d'éléments triangulaires et quadrangulaires.

t
Eléments triangulaires:

A^

cubique

t
i, i :•

Eléments canes.

At

s

'. 1 , - 1 J

-•—•

- T • r • '

i—*-

- •>-

Linéaire Ou-.-tdr.at i que ( £ ) cubique

-•

12 ï

Fig.3.6 Éléments à deux dimensions
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c - Matrice jacobienne - transformation des opérateurs de dérivation
Les expressions des matrices élémentaires que nous avons présentées font apparaître

des opérateurs différentiels appliqués aux fonctions d'interpolation.
Or, en pratique, nous connaissons les dérivées des fonctions d'interpolation par rapport aux
coordonnées de l'élément de référence.(s,t). 11 nous faut donc exprimer les dérivées des
fonctions d'interpolation par rapport aux coordonnées réelles (x,y).

Posons :

' d~
~ds
d

.dt

dx dy
âv âv
dx dy

.dt dt ^

f-,

dx
d
dy

r .1
-L/l

' d '
dv
a

.or.

fj] est la matrice jacobéenne de la transformation
Pour chaque élément, celte matrice s'exprime en fonction des dérivées des fonctions de

transformations géométriques (connues) et des coordonnées des noeuds géométriques de

l'élément réel.

En effet :

l/H
' d~

ds
d

-dt

• <x t >=

'd<NK >~

ds

L dt

[kl {y.}]

[/] est le produit d'une matrice (2,n) par une matrice (n,2) toutes deux connues.

La transformation devant être une bijectfbn .

La relation inverse permet alors de calculer les dérivées premières par rapport aux

coordonnées réelles des fonctions d'interpolation.

A
ar
A
dv dt

3.5 Illustration
Dans un problème thermique qui donne la répartition de température dans un corps en

régime permanant, le problème physique est décrit par l'équation de Laplace

dx2 dy
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La formule intégrale s'écrit :

Où u est dérivable deux fois et doit satisfaire toutes les conditions aux limites. Les
fonctions de pondération et les fonctions d' interpolation devront donc être dérivables deux
fois.

Pour chacun des éléments reconstituant une approximation du milieu physique étudié,

nous remplaçons la variable « u » par une fonction d'interpolation dépendante des valeurs
aux valeurs aux nœuds et dont les coefficients sont indéterminés u -< N > {ww}

Pour des raisons d'ordre pratique, il est préférable de travailler sur un élément en

coordonnées paramétriques.
Le changement de variable qui permet le passage de l ' intégration d'une fonction f sur

un élément réel V cà une intégration plus simple sur l'élément de référence Vr s'écrit :

Intégration numér ique

Les méthodes généralement utilise sont celle de :

Gauss Legendre
Newton - Cote

Ces méthodes s'écrivent de façon générale :

D ' = 1

Ou W, est une pondération et XL son point d'application avec n le nombre de points.

Méthodes de résolution '

Le système d'équation l inéaire final étant sous la forme.
[i*} ={/••}

La résolution s'effectue par inversion de la matrice [A.1"] pour les très petits problèmes, ou par

une méthode de t r iangular isat ion (Gausse) ou de décomposition (cholesky).

Dans le cas où la matrice K n'est plus linéaire.

On util ise des méthodes telles que celle de Newton-Raphson, la méthode de substitution et la

méthode itérative pas à pas.
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3.6 Présentation de l'algorithme de résolution par la méthode des éléments

finis

Formulation
des équations

Transformation
des équations

Résolution
numérique

Système physique

i'
Equations aux dérivées

partielles

1 '

Formulation intégrale

• r

Système d'équations
algébriques

i r

( Solution approchée )
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4.1 Généralités

On va aborder l'étude et la discrétisation par la méthode des différences finies

d'équations aux dérivées partielles en régime stationnaire constituer par des opérateurs

elliptiques. Nous considérerons essentiellement le problème de Poisson avec conditions aux

limites de Dinchlet homogènes, Par ailleurs, on verra que la discrétisation d'équations aux
dérivées partielles stationnâmes conduit à la résolution d'un système algébrique linéaire de

grande dimension ; la question essentielle est d'établir rapidement et en faisant le minimum de
calculs, la régularité (c'est-à-dire l ' i nvers ib i l i t é ) de la matrice associée à ce système linéaire.

Il convient de noter que cette étude préalable concernant la discrétisation par la
méthode des différences fîmes d'équations aux dérivées partielles stationnaires Par ailleurs, la

résolution numérique d'équations aux dérivées partielles conduisant à la résolution de systèmes

linéaires de grande dimension.

L'étude sur la méthode des différences finies pour résoudre des équations aux dérivées
partielles se décompose en trois étapes :

• Diviser le domaine en une gr i l le de points.
• Dérivées approchées par des formules de différence.
• Systèmes linéaires à solutionner.

4.2 Position du problème

Soit O un domaine borné quelconque de R" et ÔO. sa frontière. On se propose de

déterminer la solution u(x, y) du classique problème de Poisson avec les conditions aux limites
de Dirichlet homogènes :

avec A opérateur Laplacien défini dans R" par

flXy) une fonction quelconque donnée.

I! convient de noter de façon préalable que la régularité de la fonction f induit celle de
la solution du problème précédent. Nous admettrons le résultat suivant [l] :

Proposition 1. Si la frontière^O est régulière et si f est une fonction m fois continûment
différentiable, alors la solution u (x, y) du problème de Poisson est m + 2 fois continûment
dilïérentiable.
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4.3 Discrétisation du problème d'un domaine a une forme
quelconque

Soit Q un ouvert quelconque que, pour simplifier, nous considérerons inclus dans R".
On considère la résolution numérique du problème de poisson avec conditions aux limites de
Dirichlet homogènes sur la frontière <3O deQ , dont on rappelle la formulation :

f- Ai/ - / dansQ

Pour approcher le problème précédent par différence finies, cependant, compte tenu du

fait que la domaineO est quelconque, la grille des points sera formée de droites parallèles aux
axes, équidistantes ou non, comme indiqué sur la figure 1. On va donc distinguer deux types
de points de grille ;

ML.

i

Fig.4.1 Maillage différences Unies non uniforme

— les points M dont les quatre voisins dénotés N (Nord), S (Sud), E (Est), O (Ouest), situés à une

distance h (pas de discrétisation) du point considéré, appartiennent à Q. — Q w dCî. ;

— les points M dont au moins un. des quatre voisins dénotés N (Nord), S (Sud), E (Est), 0 (Ouest),

situés à une distance h du point considéré, se trouve en dehors de Q .
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4.4 Cas du problème nionodimensionnel

Pour introduire les techniques de différences finies, considérons le cas du problème de
Poisson monodimensionnel avec conditions aux limites de Dirichlet homogènes. Ce problème
peut être illustre sur le plan physique comme suit : soit une corde élastique de longueur unité,
attachée en chacune de ses extrémités; on agit sur celte corde avec une force f(x),
perpendiculaire à la corde, dans le plan contenant la corde. On se propose de déterminer, pour
tout xe Q. ~ [0, 1], le déplacement u (x) de la corde soumise à la force f(x), déplacement
compatible avec les conditions aux limites u (0) = u (1) = 0. Sous l'hypothèse des petits
déplacements, on montre que le problème d'élasticité précédent est modélisé par l'équation aux
dérivées partielles suivante :

Remarquons que, si les conditions aux limites ne sont pas homogènes, c'est-à-dire
si u = g (donnée) surSQ, on peut se ramener au cas homogène par un simple
changement de variable du type v •--«-#, compte tenu des propriétés de linéarité de
l 'opérateur de dérivat ion.

La discrétisation du problème précédent consiste à remplacer par une technique
appropriée le problème continu par un système linéaire algébrique. L'approximation
s'effectue en deux étapes successives. La première consiste à discrétiser le domaine Q ;
pour cela, n étant un nombre entier strictement positif donné, on découpe l'intervalle

[0, 1] en ( n - 1) parties de longueur h, telles que h = - ; h est le pas de
n + 1

discrétisation. On considère alors le maillage constitué par les n-\ points Xj-^jh, j - 0, 1,
..., n, « r i ; poury '^y ..... n, on cherche une approximation de u(x\) aux points du
mai liage en considérant les n égalités suivantes :

La seconde étape consiste à discrétiser les opérateurs ; à ce stade, on remplace les
dérivées par des quot ients di f férent ie ls faisant intervenir les valeurs de la fonction
inconnue u aux points du maillage ; pour cela, on suppose que la fonction u est quatre
fois continûment différentiable, ce qui est une hypothèse abusive car non satisfaite dans
tous les cas, compte tenu du résultat de la proposition 1 ; on demande donc plus de
régularité à la fonction u(x), qu'elle n'en a en réalité. Cependant, on verra que cette
hypothèse est nécessaire pour obtenir des majorations d'erreur. Compte tenu de cette
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hypothèse abusive, on considère les développements en série de Taylor limités à l'ordre

4 de w f-Xj+i) et u (xj_ \), autour du point Xj~, on a alors :

dx 21 dx2 3! 4!

2! 3! 4! t/.v4

En additionnant les deux expressions précédentes, on obtient finalement

dr2 /;2 4î t/v4 t/.v4

On a alors la majoration d'erreur pour l'approximation du Laplacien :

Lemme. Soit u e C4 ([0, 1]), une fonct ion quelconque et on pose ;

MA = sup
dx'

,0 < x < 1

alors,on a :

12

Et le schéma numérique est précis à l'ordre 2.

On se place dans le cas le plus général où les distances du point M à ses quatre voisins

cardinaux, à présent notés M;, i~ 1 à 4, sont toutes distinctes et notées par le pas //„ ; 1 à 4 (cf.

figure 4.2). On suppose que la solution du problème est à présent trois fois continûment
différentiable. Afin de définir une approximation de la dérivée seconde par rapport à la variable
x, nous considérons les développements limités à l'ordre 3 de la solution u, aux points Mt et M.,- ;
on a alors :

/ i ^ \ »u(M, ) = w + h. — +
1 L ~

h? d2u h: d"n(M.)
1

, ... n . -, r
\(M) 4- -1-- - - — ,— , M, e \kL,M,

~l ^ - i 2 x / /- - i * ' J ' 1 Ldx 2 dx } 6 dx
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av

Combinons ces deux relations afin del iminer la dérivée première par rapport à x au point

A'/et divisons le résultai obtenu par le facteur -—-(//, + / ) , ) ; il vient finalement :

av
— „ A./

3(/;, +/O

De la même façon, pour approcher la dérivée seconde par rapport à la variable y, on obtient la

relation suivante :
^ 2 / 1 y \

u(M 4)

4 a -1ar

Fig.4

C

O rC

C

?
M:

M h] MI

.2 position des points dans un maillage non uniforme
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Chapitre 4 La méthode des différences finies

On en déduit le lemme suivant, permettant de donner une estimation du laplacien :

Lemme 10. Soit h = Max(ht} ; supposons de plus que la solution du problème de Poisson

avec conditions aux limites homogènes soit trois fois continûment différentiable. Alors, on a
l'estimation suivante :

/7,/J3 /72/ï4

Avec :

= sup , M e Q + sup

Soit V le vecteur de composantes W A / , où {A//}cst l'ensemble des points de grille intérieurs

à Q ; on définit par analogie avec les relations précédentes le schéma numérique de discrétisation
au point Wde la grille :

-2w, -2w,

/72 (/72 + /74

2 2

, /73
+

/73 (/7, 4-
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Chapitre 4 La méthode des différences finies

4.5 Cas de l'équation de Laplace (bidimensionnel)
d~u d2u ,.—- + —- = 0
(5.v* dy~

Si on a une plaque d'une forme rectangulaire.

Domaine: 0 < x < a et 0 < y < b

Conditions initiales: aucune car ne dépend pas de t

Conditions limites: u (0,y) = g l (y ) u(a,y) = g2(y) u{\,0) •• g3(x) u(x,h) = g4(x)

t i i i y

On discrétise une variable (x par exemple)

On conserve l'autre variable continue (y)

Dans l 'équation de Laplace on a :

L'équation de Laplace devient donc:

,

w, - tt,V; sur la frontière

On solutionne le système linéaire qui en résulte.
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Chapitre 4 La méthode des différences finies

II convient de noter qu'il y a autant de relations du type précédent qu'il y a de points M

intérieurs à la grille; comme précédemment on détermine la solution approchée U en

résolvant un système linéaire ALH F.

Remarque

Si hi -= ht = hj = A4 = /?, on retrouve le schéma classique.

On déduit de l'écriture du schéma de discrétisation le résultat suivant:

Lemme : La matrice A est une matrice tridiagonale par blocs, chaque bloc diagonal étant

lui même tridiagonale. De plus la matrice A est symétrique, diagonale dominante

irréductible ; les coefficients diagonaux de la matrice sont de plus strictement positifs.

Corollaire : La matrice A est définie positive et par conséquent régulière.
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Chapitre 4 La méthode des différences finies

4.6 Présentation de l'Algorithme de la méthode des différences

finies

On a développé un programme de calcul par MDF qui traité les cas de la plaque

rectangulaire.

Les étapes de calcul sont résumée comme ci-dessous:

Introduction des données
(dimensions .nombre
d'éléments ,C.A.L)

Construction de la matrice
représentant l'ensemble
d'équations algébriques

Détermination du vecteur de
chargement.

Résolution du système
algébrique :

Impression des
résultats
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Chapitre 5 Applications

5.1 Introduction

Dans ce chapitre nous a l lons présenté les résultat de la résolution de l'équation de

Laplace par l'application de la méthode analytique ,la méthode des éléments finis et la

méthodes des différences finis, sur des plaques ayant des formes géométriques diverses :

1. Plaque rectangulaire.

2. Plaque en forme de L.

3. Plaque en forme de U inversé.

4. Plaque en forme de T.

I.;t en va faire l ' é tude sur une plaque rectangulaire composé de deux parties, l ' un en

béton et l ' au t re en plâtre.

Notations:

Notat ion Signification

ANA ; La solut ion analy t ique (exacte) de l 'équat ion de Laplace
— r - - --- - -- —- -1 •— *-- • --J - - —•

MEF . La_solu_tion approximative obtenue par la méthode des éléments finis.

^IPJL. La solution approximative obtenue par la méthode des différences finies.

Erreur (%) Le pourcentage d'erreur obtenu dans le cas de chargement indiqué.
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Chapitre 5 Applications

5.2 Plaque rectangulaire

Nous allons étudier dans un premier temps, le comportement de champ du température

par les trois méthodes, la méthode analytique (ANA), la méthode des éléments finis (MEF) et

la méthode des ditTérences finies (MDF), sur une plaque rectangulaire de dimension 2 x 3 m

(fig.5.1), et pour cela on présente les résultats de la résolution de l'équation de Laplace, par

ces trois méthodes.

En réalisant trois maillagc en éléments carrés, (mnil lagc régulier) pour évaluer les

différents résultats.

1er maillage : Imx 1m (la plaque esl décomposée en éléments carrés de dimension 1 x 1m)

2 c m e mail lage: 0.5 x0.5m

3e"" mail lage: 10x 10cm

y

2m

Fig.5.1 plaque rectangulaire

Exemple : représentation du schéma de maillage 0.5x0.5 (fig 5.2)

3.0 m

0.5 m

0.5m
Fi«.5.2 schéma de mailkme 0.5x0.5

2.0 m
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Chapitre 5 Applications

On a adopté deux cas de chargement

2m

fi(y)

gi(x)

fi(y)

3m

Fig.5.3 cas de chargement

1er chargement

2emc chargement

5.2.1 Etude de convergence

On choisit deux points de la plaque, à partir desquels on détermine les différentes

valeurs de la température.

Soient les deux points : MI (x=lm, y = M m ) , M2(x=-2m, y=!m) - fig 5.4

...... .-.-. .

M,
3 c\ r

j ^

M2
S rj ^

\

r S

S c

S r

Fig.5.4 plaque rectangulaire
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Chapitre 5 Applications

Pour les trois types de mail lage qui donnent les nombres d'éléments 6, 24 et 600, on a
les résultats suivants.

Résultats sur MI

1 e rchargement :

ANA

MEF

Erreur (%)

6

34,34

2S,67

16

24

34,34

32,63

4

600

34,34

34,30

0

2cr chargement :

Tab.5.1

ANA

MDF

Erreur (%)

6

34,34
-t ~v -* njj,jj

2

24

34,34

34,02

0

600

34,34

34,33

0

Tab.5.2

ANA

MEF

Erreur (%)

6

60,39
53,97

" 10

24

60,39
58,84

2

600

60,39
60,34

0

Tah.5.3

ANA

MDF

Erreur (%)

6

60,39

60

»

24

60,39 -

60,25

0

600

60,39

60,39

0

Tab.5.4
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Chapitre 5

Résultats sur M2

1erchargement :

2cr chargement :

Applications

ANA

MEF

Erreur (%)

6

34,34

28,67

16

24

34,34

32,63

4

600

34,34

34,3

0

Tab.5.5

ANA

MDF

Erreur (%)

6

34,34
i-i -i ijj,j:>

2

24

34,34

34,02

0

600

34,34

34,33

0

Tab.5.6

ANA

MEF

Erreur (%)

6

39,6

31,75

19

24

39,6

37,7

4

600

39,6

39,54

0

Tab.5.7

ANA

MDF

Erreur (%)

6

39,6

40

1

24

39,6

39,75

0

600

39,6

39,61

0

Tab.5.8
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On trace les courbes de variat ion de la température en fonction du nombre d'éléments.

Point Mi

a. ( A N A - M K F )

u(°C) 35 .

34 i

3 3 .

32 —*—ANA

31 , —«— MEF

30 J

29 -

28 • — - - — ,

0 10 20 30 40 50 60
nbre d'ele

Fig.5.5 var ia t ion de la température en fonction de nombre d'élément

b. ( A N A - M D F )

34,4
T v

34,2 - ^ ,

34 - • ^

I X

33,8 -'

i /
33.6 '

33,4 •'
•r'

TT •? _:

• v^»

—•—ANA

- • MDF

10 20 30 40 50 60
nbre d'ele

Fig.5.6 variat ion de la température en fonction de nombre d'élément
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2cr chargement :

c . (ANA-MEF)

U(°C) 61

60

59

58

57 J
i

56

55

54

ANA

MEF

10 20 30 40 50 60
nbre d'ele

Fig.5.7 variation de la température en fonction de nombre d'élément

d. (ANA-MDF)

60,5

60,25 -

60

59,75

ANA

MDF

10 20 30 40 50 60
nbre d'ele

Fig.5.8 variation de la température en fonction de nombre d'élément
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Applications

Point M;

1er chargement :
a. ( A N A - M E F )

u(°C) 35 -

34 : ^
33 -,

32 - ,

31 '

30 - j

29 •
m

28 --

0 10 20 30 40 50 60
nbre d'ele

Fig.5,9 variation de la température en fonction de nombre d'élément

b. (ANA-MDF)

u(°C) 34,4 -
<

34,2 -

34 -

—•— ANA
33,8 -

a MDF

33,6 -'

33,4 :

33,2 —

0 10 20 30 40 50 60
nbre d'ele

Fig.5.10 variation de la température en fonction de nombre d'élément
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2cr chargement :

c. (ANA - MEF)

Applications

u(°C)
45

40

35 -I

30

25 -|

20 !

15

10

5

0 J—-

0

-*— ANA

»— MEF

10 20 30 40 50 60
nbre d'ele

Fig.5.11 variation de ia température en fonction de nombre d'élément

d. (ANA-MDF)

u(°C) 40-25 -]

40

39,75

>—ANA

>— MDF

39,5 --)-— - ,--

0 10 20 30 40 50 60
nbre d'ele

Fig.5.12 variation de la température en fonction de nombre d'élément
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5.2.2 Etude comparative
• y = 1m, et x = 1 a 3m

Cas du maillage 1 x Im

1er chari 'cment

ANA

MEF

Erreur (%)

ANA

MDF

Erreur (%}

;~ -- -_. x

1

1

0

0

0

0

1
34,34

28,67

16

2

34,34

28,57

16

3

0

0

0

Tab.5.9

y -̂̂ ,̂ _

1

1

0

0

0

0

1

34,34

33,33

2

2

34,34

33,33

2

3

0

0

0

2vnw 'chargement

Tab.5.10

ANA

MDF

Erreur (%)

ANA

MDF

Erreur (%)

r— x.
i
i

0

100

100

0

1
60,39

53,97

11

2

39,6

3 1 ,75

24

n

0

0

0

Tab.5.11

y^""----^..
i
i

0

100

100

0

1

60,39

60

0

2

39,6

40

1

3

0

0

0

Tab.5.12
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Chapitre 5 Applications

Cas du maillagc 0.5x0.5m

1er chargement

ANA

MEF

Erreur(%)

>-i
1

1

0

0

0
0

0,5

21,78

19,62

9

1

34,34

32,97

3

1,5

38,07

37,63

1

2

34,34

32,97

3

2,5

21,78

19,62

9

^j

0

0

0

Tab.5.13

ANA

MDF

Erreur(%)

y\
i
i

0
0

0
0

0,5

21,78

22,3]

2

1

34,34

34,02

0

1,5

38,07

37,48

1

2

34,34

34,02

0

2,5

21,78

22,31

2

-\

0

0

0

2cme chargement

Tab.5.14

ANA
MEF

Erreur(%)

T\
i
i

0
100

100

0

0,5

76,23

75,83

0

1

60,39

58,84

2

1,5

50

48,8

2

2

39,6

37,7

4

2,5

23,76

21,36

10

Tj>

0

0

0

Tab.5.15

ANA
MDP

Erreur(%)

"y^--^
i
i

0

100

100

0

0,5

76,23

75,47

0

1

60,39

60,25

0

1,5

50

50

0

2

39,6

39,75

0

2,5

23,76

24,53

3

3

0

0

0

Tab.5.16
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On trace les courbes de la variation de température en fonction de x pour y " I m

Cas du mail lagc 1 • 1m

ANA

MEF

4
x(m)

Fig.5 .13 variation de la température en fonction de x

ANA

MDF

4
x(m)

Fig.5.14 variation de la température en fonction de x



ohaiiit-ment

GO

40

20

0

ANA

MEF

4

x(m)

i > variat ion de la température en f o n c t i o n de x

Application

u(°C)120

100 ,.

80

60

40

20

0 •

0

—•- -ANA

MDF

1 2 3 4
x(m)

Fig .5 .16 variat ion de la température en fonction de



Chapitre S

Cas du maillagc 0.5 0.5m

1er chargement

40

35

30

25

20

15

10

5

0

/ ANA

MEF

u<°C) 40

35

30

25

20

15

10

5

0

4
x{m)

Fi j» .5 .1 7 var ia t ion cie la tempéralure en fonct ion de \A

MDF

4
x(m)

l H variat ion de la température en fonc t ion de



Applications

• l iar t iement

100 .-

UÛ

--^- ANA

60 "'̂ _ MEF
«-^^

40 ^~~V

20 ""X.

0

0 1 2 3 x(mf

l M g . 5 . 1 9 var ia t ion de la température en fonction de x

120

100 .-

80 • x\

Rn '̂ -^ _^....-ANA
60 . -v^

^ ^. MDF

40 - "^-^

20
'x,

0 - -

0 1 2 3 4

x(m)

Fig.5.20 variat ion de la température en fonction de x
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Cas du mailiage 10x 10cm (Erreur- 0%)
Ier chargement

y^----_ 0.00 "ï 0.10 0.20

ANA 1.00 1 0.00 4.80 9.47 !

0.70

28.02

f ANA

0.80 0.90 1 1.00 1.10

30.51 | 32.61 34.34 35.71 :

y^<^ 1.60 1.70 1.80

1.00 37.93 37.49 36.76 :

2.30

28.02

2.40 2.50 2.60 2.70
25.11 21.78 18.04 13.91

2tme chargement

ANA
~y""^L_ o.oo o.io 0.20

1.00 100 94.52 89.76 8

0.70

68.92

ANA

0.80 0.90 1.00 1.10
65.78 62.95 60.39 58.05 | 5

"y"" \̂0 1.70 1.80

1.00 48.09 46.15 44.43 4

2.30

31.07

2.40 2.50 2.60 2.70
27.60 23.76 19.57 15.03

0.30 j 0.40 [ 0.50 0.60 ,

3.91 1804 21 78 ' 2 5 . 1 1

1.20 1.30 1.40 1.50 ,

6.76 37.49 3793 38.07

Tab.5.17

1.90 2.00 2.10 2.20

5.71 34.34 32.61 [ 30.51

2.80 2.90 3.00

9.47 4.80 0.00

Tab.5.18

0.30 0.40 0.50 0.60
4.96 80.42 76.23 72.39

.20 1.30 1.40 1.50

5.88 53.84 51.90 50.00

Tab.5.19

1.90 2.00 2.10 2.20

1.94 39.60 37.04 34.21

2.80 2.90 3.00

10.20 5.16 0.00

Tab.5.20



Application.

AN A

O
x(m)

Fig.5.21 variation de la température en fonction de x.

2tnR chargement

ANA

4
x(m)

Fig.5.22 variation de la température en fonction de x
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• Courbes isothermes

Pour examiner le profil de la température, on trace des courbes isothermes (c'est les

courbes qui passent sur les points la ou il y a la même température).

1er cas de chargement :

Fig.5.23 courbes isothermes
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1 l

1 1

1 1
1 1

[ I

1 1

, ' J .
1 1
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Fig.5.24 courbes isothermes
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On constate que :
La convergence vers la solution exacte se réalise quant la taille des cléments devient

de plus en plus petite, (pourcentage d'erreur ----- 0% dans le cas du maillagc 10.< 10 cm pour les
deux méthodes, MHF et MDF).

De plus la méthode des éléments finis possède deux avantages sur celle des

différences finies :

& L'emploi de la méthode des éléments finis est facile, pour les cas où nous sommes

sur des problèmes qui présentent une complicité de la forme géométrique.

=> II est possible d'utiliser des éléments d'ordre élevé, pour améliorer la précision,
sans compliquer la prise en compte des conditions aux limites, alors que cela est

toujours difficile dans la méthode des différences finies d'ordre élevé.

Grâce à ses avantages, on adopte la MEF pour étudier d'autres types de plaques.

5.3 Plaque en forme de L

On étudiera une plaque sous forme du carneau, comme est indiqué sur la figure

suivante.

300cm

£o
o
o

60cm

Fig.5.25 plaque en forme de I
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On adopte le principe de superposition, pour les chargements.

cas de chargement

45°C

f

U
o
O

o°c

O
o
o

o°c

2cim cas de chargement

Fig.5.26 plaque en forme de L

0°C

f

y,. A
o

V

s*^ ~~~~^

\
^ ^

-N^

20°C

L °r °l o
OJ

0°C
Fig,5.27 plaque en forme de L

.N.P 2003/2004



Chapitre 5 Application*

cas de chargement : c'est la superposition des deux cas précédentes.

or-j

45°C

20°C

O
o
o

o°c

Fîg.5.28 plaque en forme de I,

.etype de maillage utilisé est : maillage régulier en élément carrée 20x20 cm

Hg.5.29 plaque en forme de l , (mai l la i ' ,c ;
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Application*

* Courbes isothermes

I ( i i s (te chargement
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Fie.5.30 courbes isothermes
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Chapitre 5 Application*

2cr cas de chargement
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Application
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Ki« 5.32 courbes isothermes



Chapitre 5 Applications

5.4 Plaque en forme de II inversé

o
o
fN

100cm 100cm 100 ^m

Fig.5.3 piaque en forme de U inverse

1v r cas de chargement

CJ

V

o°c

45°C

o°c

0 0

o°c

> &

Fig.5.33 plaque en forme de U inversé



de chargement

Application.^

f ) /
CD

l

'•""

o°c

V,

20°C

o o

\

~~~^
\ J

0°C

O

Fig.5.34 plaque en forme de U inversé

3emc cas de chargement

0°C

45°C

20°C

0°C

Fig.5.35 plaque en forme de U inversé
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courbes isothei

cas de chargemenf

<J
O

Fig.5.36 courbes isothermes
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2cmt: cas de chargement

T

\X

X.

Fig.5.37 courbes isothermes
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ymv cas de chargcmen!

Fig.5.38 courbes isothermes



Chapitre 5 Applications

5.5 Plaque en forme de I'

Dans ce cas on prend l'exemple d'un mur extérieur, associé au planeher qui sépare le

RDC eî la cave.

RDC

LA CAVE

L'EXTERIEUR

Fig.5.39 plaque en forme de T

e
o
o
o

140cm

o
o
fN

CJ
O

120cm

Fig.5.40 plaque en forme de



Cf. Applicat

nient

2eme cas de chargement

o
o

o

o

0e C

Fig.5.41 plaque en forme de T

O

U
o
CD

y
O'T'

Fîg.5.42pIaquccnformcdoT



Chapitre 5 Applications

3tmc cas de chargement

L)
o
O

U
o
O

o°c

10°C

<J

O
o
o

Fig.5.43 plaque en forme de T

0°C

4emc cas de chargement 0°C

20°C

o

u

Fi«.5.44 plaque en forme de T
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Chapitre 5 Applications

5.6 Plaque rectangulaire composite
lcre situation

Considérant celle fois une plaque rectangulaire en béton avec une conductivité

thermique Kh - 1.7 W/m.°c.
La plaque a les dimensions du section rectangulaire précédente 2x 3m

Le chargement esl indiqué sur la figure suivante.

45°C

C

O
Béton

o°c
Fig.5.46 plaque rectangulaire

On réalise un maillage régulier en éléments carrées 20 x 20cm

2emc situation
La plaque est décomposée en deux éléments l 'un en béton et l'autre en plâtre avec le

même chargement.
Sachant que la conductivité thermique du béton est toujours kh^ 1.7 W/m.°c et celle

du plâtre est kp - 0.8 W/m.°c.

~

so
o
CD
r-4

_3

.

E_

Béton Plâtre

Fig.5.47 plaque rectangulaire



Chapitre Applications

3em* situai»
On prend \. . • .-êtres de la deuxième si tuat ion saut'que kp ----- 1 7 W/m.°c.

Pour les t . - • • • • ' a i e s résultats suivants

Y=0.40m

^ 1er

2emt

[

r
••s cm

•> cru

-

r^t ' .• . ? 0.20 j
J 0 . 4 0 ' '< • " . 31-90

0.40 ' - M i 31.95

| 0 4 0 ! - ; - " ( ) 31.76

1.60 1.80 f 2.00

8.66 7.69 [ 6-67
i

9.78 8,50 7.25

~6~Ï4 " ' "5.86~"T~5.36~

l.OOm

y^ï.j 0.00 0.20
|00| 45.00 40.40

! 00 ! 4~5.00 i 40.05

i 00 ! 45.00 | 40.18

1.60 1.80 2.00

21.56 19.76 17.70

23.50 21.16 18.70

17.17 " 16.59 15.44

0.40 j
22.52

22.64 j

2.20
5.56

5.97

~' "Ï64

0.40
36,16

36.37

35.69

2.20

15.24

15.94

13.65

0,60 0.80 1.00 1.20 1.40 -
17.44 14.35 12.31 10.84 9.68 ,

17.64 14.65 •• 12.73 ^ 11.43 10.49 ;
1

16.99 13.68 ! 11.36 9.50 7.84 ;

2.40 L 2.60 [ 2.80 ~T 3.00
4.33 2.98 f 1.52 1~ 0.00 \_ ......J

461 3.15 1.60 0.00

3.71 2.59 1.33 0.00

Tab.5.21

0.60 0.80 1 1.00 1.20 __[ J.40 !
32.52 29.52 27,08 25.06 23.27 j

32.86 30.03 27.81 26.07 24.68 .

31.75 28.37 25.44 22.76 20.09 j

2.40 1 2.60 2,80 3.00

12.23 8.61 4.46 0.00

12.70 8.90 4.60 ï 0.00

11.16~~1 7.96 1 4.15 ~T 0.00

Tab.5.22
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Y=I.60m

X
1.60

1.60

1.60

0.00
45.00

45.00

45.00

0.20
43.45

43.51

43.32

0.40
41.97

42.09

41.69

0.60
40.59

40.80

40.14

0.80
39.35

39.65

38.67

1.00
38.24

38.67

37.27

120 1 1.40
37.22 36.23

37.83 37.08

35.85 ! 34.32

1.60
35.20

36.38

32.54

1.80
34.00

34.85

32.10

2.00
32.46

33.06

31.11

2.20
30.27

30.69

29.33

2.40
26.87

27.15

26.24

2.60
21.03

21.21

20.65

2.80
11.85

11.94

11.67

3.00
0.00

ô.oo"
0.00

Tab.5.23

On trace la variation de la température en fonction de x des trois situations,

Y=0.4m

U(°C) 50 n

40

30 !

20

10

1er situ

2em situ

3em situ

x(m)

variation de la température en fonction de x
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Y-lm

50

40

30

20

1O

0

V
'V.

-#— 1er situ

-«a - 2em sit

A 3em sit

0 3 x(m)

Y=1.6m

ï''i«.5,49 variation de la température en fonetion de x

1er situ

2em situ

3em situ

0 x(m)

Fig.5.50 variation de la température en fonction de x
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• Courbes isothermes

1ère •, , •
situation

Fig.5.51 courbes isothermes
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2«me • j,
situ;

Ki i i . 5 .52 courbes isothermes
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3emc situation

Fig.5.53 courbes isothermes
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Chapitre 5 Applications

• La conductivité équivalente
Calculons la conductivité équivalente de la plaque composée par les deux éléments

Béton, plâtre.

On a la relation suivante

6b= 160 cm

ep= 140 cm

kb=1.7W/m.°c

t, + e

La conductivité équivalente est :
ekhk 3 1 7 0 8J fi n -S- -»3 ' .\fy*-f

6'_ = C" + £*.
k k k,,-</ p />

béton Plâtre

Fig.5.55 plaque rectangulaire

1,7.1,6 + 0,8.1,4

Traitons le problème avec la conductivité équivalente par la méthode analytique, et en

comparant les résultats obtenus avec les résultants de la 2cine situation.

ANA

MEF

E(%)

y\

T
1

0.00

45.00

45.00

0

0.20

40.39

40.5

0

0.40

36.19

36.37

0

0.60
32.57

32.86

f~~o

0.80

29.6

30.03

1

1.00

27.17 i

27.81

2

1.20

25.14

26.07

3

1.40
23.35

24.68

5

u(°C)

O

MEF

ANA

x(m)

Fig.5.56 variation de !a température en fonction de x

.60

21.64
23.5

7

1.80
19.85
21.16

6

2.00

17.82
18.70

4

2.20

15.39
15.94

3

2.40

12.42
12.70

2

r 2.60

8.80
8.90

i

2.80
4.59
4.50

2

3.00

0.00
0.00

0

Tab.5.21
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Conclusion générale

Dans notre étude, non • •.•• traite un problème de conduction de la chaleur à de

dimensions, par les méthodes . Ana ly t ique , éléments finies el différences finis. Chacune d

ses méthodes, possède un ce nu in nombre d'avantages qui doivent être étudiés, avant '..

commencer la solution d 'un p.oblème donna Bien qu'il ne soil pas toujours possible de

donner des règles, pour le choix de la méthode qui conviendrait le mieux, dans un problème

particulier, les observations suivantes seront utiles dans ce choix.

L'approche analytique est recommandée, pour les problèmes relatifs aux systèmes dont la

forme géométrique et les conditions aux limites sont simples, c'est généralement la méthode

la plus précise et elle se prête facilement à la représentation paramétrique. Toutefois lorsque la

forme géométrique ou les conditions aux limites sont complexe, la méthode analytique

devient trop compliquée pour être pratique.

Les systèmes a géométrie complexe, 'à parois isothermes et isolées', pouvant être traité pour

le tracé des ligne du champ thermique, en appliquant les méthodes numériques. Si Ton désire

la solution d'un problème donné, de conduction de chaleur avec un ensemble de conditions

aux limites, le choix logique serait l'utilisation d'une méthode numérique (MKK), bien que les

méthodes numériques nécessitent un effort de programmation substantiel, celles-ci offrent

l'avantage d'être souples, et elles sont applicables aux systèmes avec des propriétés physiques

variables, et des conditions aux limites uniformes.

Pour la solution analytique, on a utilise la méthode de séparation des variables qui est peut

être la plus ancienne méthode systématique de résolution des équations aux dérivées

partielles. Elfe a été considérablement raffinée et généralisée, et elle reste une méthode très

importante jusqu'aujourd'hui.

On va limiter au problème de Dirichlet comme type de conditions aux limites. Le régime

considéré est stationnaire.

Pour examiner le cheminement des courbes isothermes, nous avons étudié le comportement

de la distribution de la température sur des plaques rectangulaires, chargés respectivement sur

un coté et sur deux cotés.



Les méthodes appliquées sont l'analytique, la MEF et la MDF. Pour cela on a réalisé des

maillages réguliers en éléments carrés. ( I m x l m ) , (0.5m x0.5m) et (O . lOmxO. IOm) , par

ailleurs, nous avons fait l'étude sur des plaques en forme de L, U inversé et T, pour connaître

le mode de cheminement des isotherme au niveau des coins.

Hnfïn nous avons étudier le cas d'une plaque rectangulaire, composée de deux matériaux de

construction différents (béton - plâtre).

=> 1/étude sur la plaque rectangulaire nous permet d'aboutir aux remarques suivantes :

La méthode des différences finies, présente une bonne approximation par

rapport à la solution exacte (environ 1 % d'erreur), tan disque !a méthode des

éléments finis donne environ 2 % d'erreur.

La convergence vers la solution exacte se réalise quant la taille des éléments

devient de plus en plus petite.

Si on charge la plaque sur un seul coté, les courbes isothermes ont une forme

parabolique,

Si on charge la plaque sur deux cotés la forme des courbes isothermes est

hyperbolique.

=> Pour la plaque en forme de L, les courbes isothermes ont la forme du coin. Elles se

resserrent au fur et à mesure qu'on s'éloigne du coin.

:r> L'étude sur la plaque en forme de U inversé, donne des courbes isothermes en formes

paraboliques.

=> Pour la plaque en forme de T chargé sur trois cotés, les courbes isothermes ont des

formes diverses, (parabolique au voisinage de la table, hyperbolique au voisinage de

l'unie).

=> Pour la plaque composite (béton - plâtre), les conductivités thermiques sont

différentes, et par l'application de la méthode des éléments finis nous avons vu l'effet

de la conductivité thermique sur la température. Si la conductivité thermique

augmente, la température diminue dans un endroit de la plaque.
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Liste des tableaux de résultats

I. Cas de la plaque rectangulaire

Tableau

Tableau 1.2

Tableau 1.3

Tableau 1.4

Tableau 1.5

Tableau 1.6

Tableau 1.7

Tableau 1.8

Tableau 19

Tableau ÏTÔ

Tableau 1.11

"tableau l"T2

Tableau 1.13

Tableau Î7Î 4

Tableau 1.15

Tableau 1.16

Tableau 1.17

1.1 TSolution analytique - 1er chargement - rnaillage 3x2
i

Solution analytique

Solution analytique -

Solution analytique -

Solution analytique -

Solution analytique -

Solution obtenue par

Solution obtenue par

Solution obtenue par

Solution obtenue par

Solution obtenue par

Solution obtenue par

Solution obtenue par

Solution obtenue par

Solution obtenue par

Solution obtenue par

Solution obtenue par

1er chargement rnaillage 6x4

1er chargement - maillage 30x20

2Lr chargement maillage 3x2

21"'1 chargement - maillage 6x4

2"~ chargement - maillaee 30x20

la "MHF" - T1 chargement - maillage 3x2

la "MHF" - 1JI chargement-maillage 6^4

la~Mt:T' -~r'' chargement- maillage 30* 20

la "MFF" 2e! chargement - maillage 3x2

la "MFF' 2e' chargement - maillage 6x4

la "MF-F" 2"': chargement - maillage 30x20

la "MDF" -- 1 ": chargement - maillage 3x2

la "MDF" 1 ': chargement - maillage 6x4

la ;MDF' - !" chargement - maillage 30x20

la "MDF' - 2" chargement - maillage 3x2

la 'MDF' - 2V'T chargement - maillage 6x4



II . ( a s d'une plaque en forme de L

lL'r cas de chargement ____ _
Tableau II. I j Solution obtenue par la 'MEF - élément carrée 20cmx 20cm

2''""'cas de chargement
Ljableau Solution obtenue par la 'MEP - élément carrée 20cmx 20cm

III. Cas d'une plaque en forme de l! inversé

l tr cas de chargement ^_ __
JTableau_ni. 1 | Solution obtenue par la 'MEF - élément carrée 20cmx 20cm

2emt cas de chargement
Tableau I I I . 2 | Solution obtenue par la 'MEF - élément carrée 20cmx 20cm

IV. Cas d'une plaque en forme de T

I I



V. Cas de la plaque rectangulaire composé en deux éléments

Tableau V. 1

Tableau V.2

Tableau V.3

Tableau V.4

Solution obtenue par la 'MEF'
lere situation
Solution obtenue par la 'MEF
2eme situation
Solution obtenue par la 'MEF'
3eme situation
Solution obtenue par la 'MEF'

Solution analytique

- élément carrée 20cm x 20cm

- élément carrée 20cm x 20cm

- élément carrée 20cm x 20cm

- élément carrée 20cm x 20cm

III



Tableau 1.1

V— ̂L0.00

1.00

2,00

0.00

0.00

0.00

0.00

1.00

0.00

34.34

100.00

2.00

0.00

34.34

100.00

3.00

0.00

0.00

0.00

Tableau 1.2

^"\

y^\

0.50

1.00

1.50

2.00

0

0.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0,50

0.00

9.09

21.78

46.01

100.00

1.00

0.00

15.09

34.34

62.23

100.00

1.50

0.00

17.08

38.07

65.94

100.00

2.00

0.00

15.09

34.34

62.23

100.00

2.50

0.00

9.09

21.78

46.01

100.00

3.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.00

IV



Tableau 1.3

y^L 0.00

0.10

0.20

0.30

0.40

0.50

0.60

0.70

0.80

0.90

1.00

1.10

1.20

1.30

1.40

1.50

1.60

1.70

1.80

1.90

2.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0=00

0.10

0.00

0.36

0.73

1.11
1.51

1.94

2.39

2.89

3.45

^07~

4.80

5.64

6.67

7.93

9.57

11.77

14.96

20.00

29.19

49.85

100

0.20

0.00

0.72

1.46

2.21

3.01

3.85

4.75

5.73

6.83

8.06

9.47

11.12

13.10

15.52

18.59

22.64

28.24

36.47

49.36

70.18
ion J. V/^H-

0.30

0.00

1.07

2.16

3.28

4.45

5.69

^702

8.47

10.07

11.87

13.91

16.29

19.09

22.48

26.68

32.03

39.06

48.56

61.60

79.05
ton 1 \S \J

0.40

0.00

1.40

2.83

4.30

5.83

7.45

9.18

11.06

13.13

15.43

18.04

21.03

24.51

28.65

33.65

39,78

47.45

57.11

69.20

83.76
mn i \/\

0.50

0.00

1.72

3.46

5.25

7.12

9.09

11.19

13.46

15.94

^6<r
21.78

25.28

29.29

33.97

39.47

46.01

53.84

63.18

74.16

86.61

100

0.60

0.00

2.01

4.04

6.14

8.31

10.60

13.03

15.65

18.50

21.63

25.11

29.01

33.43

38.47

44.27

50.97

58.70

67.57

77.57

88.50
mfi j. vy*j ^

0.70

0.00

2.27

4.58

6.94

9.39

11.96

14.68

17.61

20.77

24.22

28.02

32.23

36.94

42.22

48.17

54.88

62.42

70.81

80.00

89.81
tAA 1 \J \S

0.80

0.00

2.51

5.05

7.65

10.34

13.16

16.15

19.33

22.75

26.46

30.51

34.96

39.87

45.30

51.31

57.96

65.26

73.23

81.77

90.77

10

0.90

0.00

2.71

5.46

8.27

11.18

14.21

17.41

20.81

24.44

28.37

32.61

37.24

42.28
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Annexe

Suite de tableau 1.18

:>^ 1.60 1.70 1.80 1.90

. 0.00

' 0,10

: 0.20

: 0.30

0.40

0.50

0.60

0.70

0.80

0.90

1.00

1.10

1.20

1.30

1 40

1.50

: 1.60

; 1.70

1.80

1.90

2.00

0.00

4.88

0.00 0.00 0.00

4.59 4.31 4.02

9.76 |9.18 ; 8.62

14.61 13.77 12.93

19.44

24.25

29.02

33.79

38.54

43.31

48.10

52.93

57.82

62.79

67.85

73.01

78.26

83.60

89.02

94.50

100.00

38.35 17.26

22.93

27.51

32.11

36.73

43.41

46.15

50.98

55.91

60.97

66.17

71.51

77.00

82.61

88.34

94.15

100.00

21.60

25.98

30.40

34.88

39.44

44.12

48.92

53.88

59.01

64.34

69.87

75.60

81.51

87.85

93.76"""

100.00

8.04

12.08

16.15

20.25

24.40

28.62

32.94

37.37

41.95

46.71

51.67

56.86

62.31

68.03

74.01

80.25

86.70

93.33

100.00

2.00

0.00

3.72

7.45

11.21

15.00

18.84

22.75

26.76

30.88

35.36

39.61

44.29

49.23

60.01

65.92

72.18

78.78

85.67

92.77

100.00

2.10 2.20

o.oo "td.oo
3.41 13.09

6.84 6.20

10,30 9.34

13.80 . 12.54

17.36 15.80

21.01 19.16

24.77 12.64

28.67 26.29

32.75 ; 30.13

37.05

41.62

46.49

51.73

57.37

63.46

70.01

77,01

84.4!

34.24

38.63

43.39

48.59""1

54.28

60.53

67.38

74.84

82.85

92.12 91.31

100.00 100.00

2.30

0.00

2.76

5.53

8.34

11.20

14.14

17.18

20.36

23.70

27.27

31.10

35.27

39.86

44.95

60.63

~57.0I

64.15

72.11

80.86

90.24

100.00

2.40 2.50

0.00 0.00

2.41 \4

4.83

7.28

9.79

12.38

15.07

17.90

20.90

24.12

27.64

33.51

35.83

40.72

46.29

52.71

4.09

6.17

8.31

10.52

T2.82

15.26

17.87

20.70

23.81'

27.29

31.24

35.79

41.12

47.43

60.11 54.97

2.60 . 2.70

0.00 0.00

1.65 Ï.25

3.32 2.51

5.01 3.80

6.75 5.13

8.55 6.50

10.45 7.95

12.46 9.50
(_

14.64 11.17

16.99 : 13.01

19.62 15.08

22.60 ; 17.45

26.04 -. 20.23

30.09 1 23.57

34.95 ; 27.69

40.92 j 32.94

48.35 ' 39.82

68.60 63.97 57.71 ! 49.07
1

78.22

88.81

100.00

74.61

86.79

100.00

69.45 ; 61.72

83.75 ! 78.26

r 100.06 100.00

2.80 2,90

0.00 0.00

0.84 ; 0.42

1.69 0.85

2.56

3.45

4.38

5.36

6.41

7.55

8.82

10.25

11.90

1.28

1.73

2.20

3.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.00

ryTô ; o.oo
3.23

3.81

4.45

5.18

6.03

13.36 7.05

16.278.32

19.31 9.95

23.34 12.18

28.91

37.05

49.59

69.56

100.00

35.43

20.63

30.03

49.90

100.00
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0.00

o.oo
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Tableau II . 1

y^x
0.00

0.20

0.40

nXôÔ

0.80

1,00

1.20

1.40

1.60

1.80

2.00

0.00 0.20

0.00 0.00

45.00 • 16.91

45.00 26.69

45.00 29.00

45.00 29.82

45.00 3037

45.00 ' 31.46

45.00 33.59

45.00 36.90

45.00 ; 40.84

45.00 , 45.00

0.40

0.00

6.91

11.69

14.00

14.82

15.37

16.46

20.91

27,96

36.90

45.00

0.60

0.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.00

20.92

33.60

45.00

^ 0 8 0 ; i.oô

i
i

!

-

: -

o.oo ; o.oo
16.49 j 15.47

31.49 ] 30.47

45.00 ! 45.00

1.20 1.40

-

-

i
i
i

-

1 -

0.00 ' 0.00

15.15 ; 15.04

30.15 1 30.04

45.00 45.00

1.60 • 1.80
L. j - - -

1

i

-

0.00 0.00

15.00 14.07

30.00 1 29.97

45.00 45.00

2.00

-

-

-

-

-

0.00

14.90

29.90

45.00

2 20 . 2.40 . 2.60

, -

; -
; -
i .

; "
-

-

0.00 0.00 0.00

14.64 , 13.96 11.68

29.67 | 28.96 26,68

45.00 | 45.00 45.00
i

2 80

45.00 45.00
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Tableau H.l

v""^
0.00

0.20

0.40

0.60

0.80

1.00

1.20

1.40

1.60

1.80

2.00

0.00

0,00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.20

0.00

3.06

5.18

6.18

6.45

6.4!

5.98

5.06

3.59

3.84

0.00

0.40

0.00

7.51

11.85

12.85

13.12

13.08

12.66

1.07

7.57

3.59

0.00

0.60

0.00

20.00

20.00

20.00

20.00

h 20.00

20.00

20.00

10.70

5.06

0.00

0.80

-

-

-

-

-
-

-

20.00

12.67

6.00

0.00

1.00 ; 1.20 1.40 1.60 : 1.80

-

. .

; _

•

-

20.00 . 20.00 20.00 20.00 20.00

13.32 ! 13.27 ; 1331 13.32 13.32

6.45 ' 6.60 6.64 6.65 6.65

0.00 ! 0.00 0.00 0.00 0.00

2.00

-

-

-

-

-

20.00

13.29

6.62

0.00

2.20 2.40 2.60 2.80 3.00

• .

-
-• - - ! |

;---;-

20,00 20.00 j 20.00 : 20.00 20.00

13.19 12.87 11.86 7.51 : 0.00

6.52 6.20 5.18 ; 3.07 0.00

0.00 0.00 0.00 : 0.00 ; 0.00 :

XXXII



3C
C

_
^

_c

or^-j

C
D

O
C

0oO

o0^—
-

0C
D

SSC
D

OOOoooo
.'

-

ooin, —
 ,

C
M

O
N

' —
 '

T̂C
D

' —
 '

:^O
O

N

«
n

'/~>
t"-;
0
1

C
D

C
D

O

i'

OoT>O
N

O
O

O
N

r-i

oori
o
o

O
N

C
D

.
"
.

'n^OC
D

C
Di'

OC
D

L
O

N
O

Tf
i

r
i

O
 I

r
i

C
-l

ooV
}

T• —
 '

• —
 '

r^C
D

C
D

CD'--

1'

oC
D
'nO

N
r-i
mr
i
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Annexe

Tableau IIL1

><0.00

. 0.20

0.40

0.60

0.80

• 1.00

1.20

. 1.40

1.60

1.80

2.00

2.20 1

; 2.40

0.00

0.00

0.00

''O.OO
. .... .
0.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0,00

0.00

0.00

0.00

0.20

0.00

2.52

2.10

2.75

3.06

3.09

2.99

2.69

2.23

1.51

0.99

0.49

0.00

0.40

0.00

4.53

4.55

5.25

5.42

5.34

5.22

5.11

4.10

3.05

1.98

0.97

0.00

0.60

0.00

8.18

7.86

9.69

10.30

10.19

9.33

7.91

6.21

4.5

2.91

1.42

0.00

0.80

0.00

12.25

13.10

14.49

14.94

14.77

13.35

11.05

8.21

5.84

3.72

1.81

0.00

1.00

0.00

20.00

20.00

20.00

20.00

20.00

20.00

13.53

9.83

6.88

4.36

2.11

0.00

1.20

-

-

-

-

-

20.00

15.02

10.76

7.53

4.71

2.27

0.00

1.40

-

-

-

-

-

-

20.00

15.12

10.88

7.43

4.75

2.29

0.00

1.60

-

-

-

-

-

-

20.00

15.12

10.88

7.43

4.75

2.29

0.00

1.80

-

-

-

-

-

-

20.00

15.02

10.76

7.53

4.71

2.27

0.00

2.00

0.00

20.00

20.00

20.00

20.00

20.00

20.00

13.53

9.83

6.88

4.36

2.11

0.00

2.20 2.40

0.00 , 0.00

12.25 8.18

13.10 7.86

14.49 9.69

14.94 ' 10.30

14.77 • 10.19

13.35 9.33

11.05 : 7.91

8.21 6.21

5.84 4.5

3.72 ' 2.91

1.81 ; 1.42

0.00 | 0.00
i

2.60

0.00

4.53

4.55

5.25

5.42

5.34

5.22

5.11

4.10

3.05

1.98

0.97

0.00

2.80

0.00

2.52

2.10

2.75

3.06

3.09

2.99

2.69

2.23

1.51

0.99

0.49

0.00

3.00 ~j

0.00

o.oo ;
0.00

0.00 ;

0.00 i

0.00 ;

o.oo ;
0.00

0.00

o.oo ;
0.00 ;

0.00 ;

0.00 ;
1

XXXIV



toC
D

C
D

C
D

OC
D
0Oo4
-

Oo-c*.

oo4
,

U
1

oo4
*

Oo4
u

OO4
*

U
i

OOiS;oo4^-

OO&O0oooC
D

'.S
i

Oooo' J\o

oooo0
0

0-JU
J

U
J

0
0

oU
J

tooU
J

tooU
J

4
^
oooo4
-

ooC
D

O
-.

•o0
0

ooU
J

ooU
J

toC
D

Ooo1
0

G
"*

0
0

U
J

coU
J

G
O

4
*

0
0

-0
.

U
J

U
J

4
-

u^toU
J

ooC
D

X
*

o£bo4
-

tooooV
Q

~1
0

loOOC
D

OC
D-J

O
O

1
0

C
D

totoooooo^so-J2C
X

I

^3c£IOtoU
J

-JtooU
J

\

booooooooooo1
0
oooK

J

C
O

to1
0

.

-"-to-Joto"*"1
0

tooto£tooO
s

oooo•o

C
D

C
D

oC
D

ototo0
0

V
U

v£»

toO
N

O10tovjD

1
0

"
toU

J

IO1
0

tototoLA
i

tog•o%-J^'a-4
-

U
J

1
0

toU
J

oC
D

OotoC
D

OOtoootoC
D

OtooooIOooooo1
0
oC

D
otoo-(
0oooo•y*

3OoooC
D
oooC

D
Oo

5',1

. 
.

1
0

Oo—IOto-cooIOU
J

U
J

ooo'•

oC
D

","

-

-toooo_cosDîoL
/,

U
J

_. .IO1Jooo1r

boo1

",-t(11
0
oo0-oo5;™, 

,

0ooo1,

C
D

O
N

C
D

O8CT-.

—W1Oèooo1

._.

po1tooooU
J

\oo£ooG
O

O
O

oOO,--

0C
D

1

"
'"

IOg00
0

l-fl

y
.

C
D

OO1

.

p
 '<

/

0
 
/
^^ —uC

3

, 
4
-

c-

1 
; 

C2c

. 
u

;

O
 

4
-

O
 

C

0
 

-

0
 

C

o
 

—

o
 

c
11

O
 

N

o
 

ç

;

o
 

c

' 
KC

' 
l-I>

,
c

. 
1

4
- i

O

o

Oooo

1
0

Ooo

^-J

ooo

obC
D

Ob0
pbo

o—ob

1

r:n-

'ICn;



'Annexe

Tableau V.l

^ ^^^

0.00

0.20

0.40

0.60

0.80

1.00

1.20

1.40

1.60

0.00

0.00

45.00

45.00

45.00

45.00

45.00

45.00

45.00

45.00

1.80 45.00

2.0045.00

0.20

0.00

19.63

31.90

36.32

38.78

40.40

41.61

42.60

43.45

44.24

45.00

0.40

0.00

12.60

22.52

29.11

33.24

36.16

38.42

40.30

41.97

43.51

45.00

0.60

0.00

9.29

17.44

23.88

28.76

32.52

35.58

38.21

40.59

42.83

45.00

0.80

0.00

7.46

14.35

20.32

25.32

29.52
-11 1 T
JJ. 1 J

36.36

39.35

42.21

45.00

1.00

0.00

6.30

12.31

17.80

22.70

27.08

31.05

34.74

38.24

41.64

45.00

1.20

0.00

5.50

10.84

15.90

20.63

25.06

29.25

33.28

37.22

41.12

45.00

1.40 1.60

0.00 0.00

4.87 4.34

9.68 ; 8.66

14.35 12.96

18.87 17.24

23.27 21.56

27.60 25.96

31.90 30.50

36.23 35.20

40.60 40.06

45.00 45.00

1.80

0.00

3.83

7.69

11.59

15.59

19.76

24.17

28.91

34.00

39.41

45.00

2.00

0.00
- 11 jj 1

6.67

10.14

13.78

17,70

22.04

26.94

32.46

38.55

45,00

2.20

0.00

2.75

5.56

8.51

11.69

15.24

19.35

24.29

30.27

37.29

45.00

2.40 2.60

0.000.00

2,13 1.46

4.332.98

6.67 4.60
i

9.25

12.23

15.86

20.54

6.43

8.61

11.39

15.21

26.87 21.03

35.2031.15

45.00 45.00

280

0.00

0.74

1.52

2.35

3.31

4.46

5,98

8.18

11.85

19.26

"45.00

3.00 '

0.00 ]i

0.00 :

0.00 '•

0,00 :

0.00 ;

hïoo
0.00

o.oo :
0.00

0.00

0.00
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ableau V.2

26.07 ; 24.68 23.50

3022

45.00 ; 45.00 ; 45.00 45.00 ! 45.00 ! 45.00 ! 45.00 : 45.00
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