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IMITRODUCT LOMN GLMNLEAL L

Comme les ressources non renouvelables de la planete commencent
a diminuer,un 1nteret grandissant se developpe pour assurer une
wellleure performance des processus chlmlques,economlques |, indu-
striels ou soclals.

Celte pertormance depend d'un large nonbre de declsions (conli'a-
intes  physiques,mllleu  environnent) et,pour parvenlr o la
Mmaltrise optimale des activites de ces systeiivs,la theorie du
controle optimal pertet ,grage au deve loppetiernt de
1"informat 1que,de cholsir les mellleures degisions ou les mell-
leures st uctures de commnande.

Notre travail consiste particullerement & étudler les
differents algorithmes de controle et d'optimisation des syslé-
mes linealres,

Cette presente etude est separee en 11rols purtiles
- La lere ou 1'on edpose les differentes definilions et
objectits de la theorle du cuntrole optimal

- Dans  la Zeme on presente  la methode de  progranmal Lof
linealre consistant en  plusreures methodes (simplede ;
simplexe revisee , Dantzing-Wolfe ) permettant le controle des
systemes llnealres statiques

- Lda Jeme  esSt  consacree a  la resvlution  des Sysleiies
dynamlyques par les techniques du controle hlerarchigue.

LU nous terminons par une conclusion generale.
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A/ NOTION RE SYSIEME

Un osysteme est un enseuble d'elements dont un a dellnle
les 1nter-relations de type physigque ou eéconumique et surt-
out les finalites.Ces elements sont sltues par rappolt a
une frontiere qul constitue la frontiere du systeme.

Le systeme a des objectifs,un envirvunement, 1l peut etire
concret ou ab trailt,ouvert ou ferme,statigque ou dynailgue.
Tout systeme ossede en geénéral plusieures entrees et plu-
Sleures sorties.Les entrees peuvent etre des commhandes ou
des perturbations,donc pour pouvolr aglp sur un systemw
11 est necéssalre de blen connaltre son envirohhement ot
de bien le definir.

Le systeme le plus elementalre avec ses enhlives, ol
operation planifilee et sa so0rtie peul €tre replesente colithe
Syt

W T e
N — operation

Lntrees T
S P planifiee

e BOTE T

La notion de systeme est extreumement generale,la relation
par  laquelle les entrees determinent les sortiles est
l"expression des luils physlques (eéconomlgques ou aullles Jyul
reglssent le fonctionnement.

L1/ NQTION RE SYSTEME LINEALKE

Nouus dVoIs VU 4ue les relations entrees-sortles du systeme
sunt l'expression des lols physiques reglssant son fonctlo-
Niement,un cas particuliér extremeiment 1mportant en platlyue
est celul ou ces lols s'expriment par des equatlions (diff-
erentielles ou aux differences )linealres,on parle alors
de systéemes linealres .

L'importancs technigque de l'hypothése de lineuarite provie-
nt  de l'exl: tance,pour l'étude et la synthese des systeumes
linealires,de methodes (analytiques,graphliques ou
ekperlmentales Jsimples en leurs princlpe et extretiement
pUlSSantes.

Par bonheur,un grand nombre de systenes de comin-

ande sont linealres ou du molns peuvent etre consideles
coimie tels dans une large gamme de conditions d'emplols,
Ccela explique 1'lmportance domlnante des methodes linealres
el matléere d'automatisme.



UDu point de vue physlque

ars

b/

&

de la linearite des equations resulte le PN lpe
d'additivite ou de superposition:la réponse d'un LYSLelie
lineaire & plusieures entrées est la somme de ce que
seralent ses reponses a chiacune d'elles (les Causes
ajoutent leurs effets ).
du falt que les variables d'entree et de Soi'tle sonl
ordinaglrement évaluées a partir de leurs valeurs a
l'equilibre resulte le principe d'homogernelte:

$1 les entrées sont multipliées,les sorties se trouvent
multipliees par le meme facteur (proportivhnalite des
effets aux Ccauses).
dans le Cas d'un systeme 1nvariant (Llatilque) , de 1éy
constance des coeffiglents des eyuatluons resulte le
principe d'invariance temporelle:
S l'action de certalnes entrees est Sitmplement deculee
dans le temps, 11 en va de méme de la reponse Col'respuln-
dante.

L11Z NOTLION RE GKAND SYSIEME

Les problemes des systemes complexes (systemes d'ordre
eleve comprenant des sous sSystewmes 1lnterconnectes Jposent d
difficultés en rmes du point de vue ahalyse et de controle;

de tels systeres sont rencontres dans l'industrle et dahs
le domalne soc.o-économlique
Bien qu'1il Sult pussible dlentamner directemenl la  phias

d'analyse des systemes d'ordre reduit (definltion des
vhitrees-sortlies,contrdole,construction du modele,estimat ion

des parametres,definition du critere etc... Jalnsl Jue la
Fhase contréle (synthese et tmplementation des
algorithmes) , cecl n'est en general pas possible pour leo
systemes d'ordre eleve; les difficultes peuvent elre

d'ordre theéorigque (mauvalse convel'gence ou divergence de
l'algorithme dou de consideration economlque.

Le

ars

e/

lraltement cumplexe exige:

de nouvelles methodes danalytiques etunt dunnee que 1o
dimensionnabillite est alevee.

la necessité d'obtenir un etat intermedlalre avant le
controle;cet etat dolt conslster en:

- s01t la reduction de la dimension du probleme par une
procedure d'agregation.

- 501t la decomposition du systeme en defilnlosant des
Lsuls systeles adequats,dans le but d'utiliser les meth-
odes de deécomposition-coordination.

la synthése des algorithmes de controle utilisant les
principes de décomposition-coordifnial 100,



A¥/Z NOTIOND GLNEKALES DE CONTIRQLE DRES BRQCESOVUD

1- EKQBLEME RU CONIRQLE
1-1- REEINITIUNS &

Cotiie nous l'avuns wmentionne aUpal'avanl , 1l exlsle palinl les

cntrees d'un systeme des varlables de  commaende
controle qul nous permettent d'aglr sur les sortles

el de

d'un

processus dans le sens de modifier leurs conmportements.
- L'evolution de ces commandes dans le temps est represchtec

par des trajectolres dites de commande.

Lda periode d'evolution est appelee horizon,elle peut etre

thposee (fixe Jou 1nfinle. :
En general, les commandes et les sorties n'evoluent

pPas de

halilere arbitralre mals dolvent sati1sfalre certalies
condlitions r latives a l'environnement et limltations

physigques, ces ondltions sont appelees contralntes.

Les commandes et les sorties satistfalsant ces contrainles

sont qualifieéees d'admissibles ou reaslisables.

Les dites contralntes se presentent souvent sous fourime

d'inegalites de type (hix,y)$0 Jet gquelgques fols sous
d'egalites (hix,y)=0 ).

1-2- NOTION RIOPTIMISATLION

fourume

Ayant definl les differentes varlables et contralntes

lhpusees au systleme,on constate alurs qu'ill existe un

t;i'-nhd

nuembre de commandes admissibles permettant d'attelndre

1'objectif du processus.

Le cholx d'une trajectolre de commande parml l'espace des
commandes admissibles condult & le notion d'optimisation.

16 est  alors necessalre de definir un indlce

de

performance (ou une fonction critere,economlgue,ob)ectyt ou

cout Jpour ftaire le cholx evoque cl-dessus.

L formulation de cet indice est un travall gooeys
complique pour les ralsons sulvantes: [10) , [11]

La liberte de chulx qul exlste souvent.
- Le choix qul 1nfluence un grand nombre de parimetret.

La trajectolre de commande opltimlsant l e crlteie de

performance est satlsfalsant les contraintes est gualitfiece

d'optitale.

Notons enfin que la fonction critere est tres souvernt

tonction scalalre.
Nous donnons dans la table (1) les diftferentes
mathematigques de fonction objectaf.

urne

futimes



Processus linealre statique:

T=E . X1 ( J1 est une fonction linealre des
1 variables X1,Ci:constante )
J2=t ok G IXa 2 ( forme quadratique )
1

Processus linealre dynamlque:

T
Jd= J ( Xx-%x ) @ ( x-x ) dt (_ Pb a erreurlr minlmale,
0] Hietat de reference )
tf J T
J&—G(N,U,t)l + Li(x,u,t)dt (forme generale des Pbo
to o dynamigues,L peut etre
linealre ou quadratlyue)

< - MOTION DE MODELE MATHLMATIWVUE

Colilie nous l1'avons deja mentionne,le comportement d'un
systeme peut étre représenté par un ensemble de relations
matheématigques;constituant ainsl le modele mathematique de
ce Systeme.,

Ce modele do1lt refleter fidelement les contralintes el
l'objéctif du systeme reéeel.
La formulation mathematique dJdu modele s'effeclue de
difterentes fagons selon le type de systeéeme:
a/ par des relations aux equations algebriques (processus
statiques ).
L/ par. des relations intégro-differentielles (prucessus
dynamiques ).
¢/ par des vquatlions aux derivees partielles (systeme 4
parametres distribues ).
d/ par des equations csux differences (systélies 4 Lelips
discrets) .
La table (2) donne les differents modeles mahematiques des
systemes linealres



type de systemes forme observations
lineaires -

systeme statlqyue Y= A X X:ivecteur d'entree k"
Y:vecteur de sortie RO
Acmatrice (mxn)

Lsystleme dynamique X= A X(t) X K ,A:matrlce (nxn )
autonouine

systeme dynamlgque X(t)=A X(t) U K ;Bimaltrice (rnixum)
+ B U(L)

systeme dynamlque X(t)=A(t)X(t)+ A,B:matrices ftonction

varliant B(tiud(t) du tewmps
systeme dynamlque X(T)=sA(Tt)IX(T)+"
asservi B(tiIU(X(t))
Table (2)

3 - DIFFERENTES MELHODES DRIQPTIMISATION LREB SX2lLMid
LINEAIRES

Ayant malntznant la formulation du problene (moude le
mathematique, fonction objectif,contreintes)a notre disposi-
tion,on peut donc appliquer l'une des methodes d'optlmlsa-
tion cltee dans la table ( 3 ) suivant le type de probleme
posé,af1n de trouver les trajectolres ou countcoleurs
Optlmaux.



1 - Processus linéalre
statlque methode de la
J=61 %i i=1..n programmation linhealre
ali, 30 %1 t .=, Ybi ( Simplexe )

2 - Processus linealre methode de la
dynamique
J=J(x,u,t)lineaire programmation dynamlyue
XK=A X » B u (principe de maximum )

X € X,u e U
X:vecteur d'état dans E
u:vecteur de commande dans E
A:matrice (mxn )
B:colonne d'ordre n

3 - Processus sStatlgque Ou decomposition-coordination

dynamlque cuoimplexe controle hierarchiyue et
optimisatlion.

4 = CONCLUSLION

L'urganlgramne cl-dessous decrit les differentes etlupes de
controle et cotimlsation d'un processus.



Formulation mathematique du
probleme de controle

critere ou mode le
indice de contralntes
performance mathematigque

equlpement necessalre precision
pour trouver la solution requlse de
la solution

Cholx de la methode
d'optimisation

Keallsation pratique
de la procédure de
resolution




Uysteme reel

¥/ METHODE DR ANALYSE RED GRANDD SYDILMES
1 - ERINCIPE RIAGKEGATION i

La description precise de nombreus systemes physiques
condult a un nombre lmportant d'equatiuvns differentielles.

De ce fait,l'analyse de ces systemes et l'application de
resultats classiques de la theorie du controle optlmale
sont difficiles,volire 1mpossibles.

L'agregatlion, quil est une des technlques d'analyse des
grands systemes dynamlques linealres, permet d'éeviter Ges
difficultes en redulsant le systeme reel de dimension n en
un modele réduilt de dimension m telque m < n
L'avantage de cette technique consiste en l'existance d'une
relation linéalre entre les etats du systeme 1reel et
redult de la forme 2 = L X .

Cette relation explicite,a meme un certalh nombre de
proprietes remarquables tant en modelilsation qu'en controle
el Ccommande.

L'objectif de cette methode est de determiner les matrlowe
(F,6,L)du wmodele redult a partir du systeme reel(voir (7
et [81]).

)

KEU)=A x(t)+B ult) ZO) =k Z(E)+6 ult
e Elludulc

y(tr=C x(t)+D udt) agllege |y(L)-H 20U

& - PERINCIPE DE LA RLCOMPOSITION

La decomposition d'un grand systeme consiste a subdiviser
(e dernier en N S50uUs Sybléilleb,1[|le‘1unt5.\.‘UUI‘dunr']eb
vnisembles pour donner le systéme 1nltlal.

- Une premléere methode consiste a partlrr de processus
1nvarliants dans le temps,le subdiviser en plusieurs sous
processus.lans ce cas on parle de decomposition statlygue du

grand systemel(volre le chapltre de decowmposition de
Dantzing-Wolfe).
- Une autre methode pourra se falre en  partant  des

observations du changement d'etat de grand systeme.Celle c1
se caracteéerise par la decomposition du systeme en sSous
systemes représentes par les vecteurs d'etat el les
matrices d'eétat aux guels leurs equatilions d'etat convergent
a la solution globale du systeme .Dans ce Cas on parle de
la decomposition dynamique du grand systéeme(volir la methode
de coordination du but).

_ 50U '?
e, RN IRSEGAI s EYBTEME  kaiiins = Y1 étatl
No 1
cntlrree
de couplage

Ul commande F1g.l

10

—



Pour redulre la complexité du problemne globale de grande
dimension,on effectue une partition du critere.C'est sur ce
princlpe que repose la theorie du countrole hierarchique.

< - ERINCIREY GENEKAUX DU CONITKOLE HILRARCHIQUE
2 - 1 - SIRVUCITUKE A BLUGLIEURS NIVEAUX-PLUSILUKS QUJECILLS

Le probleme de controle ou de commande peut elre

represente par la structure de la Fig.(2) dite a simple
niveau-simple objectif.

Eng. 2

La mise sous cette forme d'un grand systeme complexe est
tres difficile en effet si:

Nous considerons le systeme globale comme fourme de sous
systemes 1ndépendants on peut alors le mettre sous la  forme
representee dans la F1g.(3) dite a simple niveau-plusieurs

objlectifs,

I controlleur t controlleur = controlleur
| 1 | 2 N
EMC L S5 ! Iy LT S ST NN ol el 14 e w1
I—*r ******* I --------- l ————— I § o e ——T aa—
ST .__.____5\
N Jor. SEYSTEMES ____“7/
I
e Sl g SR
Fig.3
En realité 1'hypothese d'independance n'est pas, viale

surtout dans le cas de systemes multidimensionnels ou 1ly'a
de fortes 1nteractions entre les différents sous-systemes

11



11 peut
controlleurs

el,en cas d'abscence d'un ordre de priorite,
des conflits entre les differents

b

TRV WIS B o

(auxquels

SO0nt assocles chacun une fonction objectit).

Pour palller & cette situation et resoudre’ 1oy dits
conflits,on introdult un second niveau de controle qui
prendera er comptle les 1nteractions et modililera

eventuellement 1'objéctif de que lques
obtenons ai1nsl une structure de controle
a plusieurs niveaux-plusieurs objectifs.
En somme,nous  considerons que l1'operation
cunslste en plusieurs contrulleurs
distribues et disposes en forme pyramidale volr Ealul C4))
telle facons qu'au premier niveau & chagyue so0us-systeme
dhs0ule  un controlleur cette structure
les points suivants:

appelee

de

be Caractérlse

controlleurs;nous
structure

contirole
hlerarchliquement

Je
ori

rar

=

SR

S . . | oA

) 14 1 1

b, L, %4 D,
e e S S o

8, 5, B, gs - =="
_______ e — e "

Fig.4 -

15 Les contrclleurs des niveaux bas sont independaunts les
uns des altres et sont en geéneral inconnues des autres
Unilttes.

2/ 1ls regolvent l'information de ceux du niveau
hierarchiquement superieur et les utilisent pour
controler ou commander les Suus-syStemes ou controulleurs
d'un niveau 1nferleur

3/ Les controlleurs sont distincts en terme tonctiovnnel
ce qul signifie qu'ils peuvent etre lmplementes sur un
meme  ordinateur ou bilen distribué sur un enseimble
d'ordinateurs connectes.

4/ Les nlveaux superileurs de la hierarchie dont les
vbjéctifs doivent etre definils,sont des Niveaux
coordinateurs,i1ls assurent l'obtention d'une solutian
du probleme globale.

Deux notions sont fondamentales dans ces ostruclures

multiniveaux;la decomposition et la coordination.

12



2 = & = RECOMPOSITION DES PROBLEMES
Il existe deux modes de décomposition:
2 - & = 1 - RDECOMPOCSITION VYERTICALE

Cette wmethode n'introdult pas de modification . dans le
critere,mals elle 1mpose une hierarchie dans 1'ordre  de
resolution des equations du systeme.

Illustrons ce mode par un exemple simple:

bult la tonction J des varlables (x,y,u,w) separable sous
la furme :
J=J1(X,y,u)+J2(x,y,w)

- .

Un cherche a determliner J = optimum J

- " - L]
)] et J2 étant liees et J1=J1(X ,y ,u ) 11 est rnecevsalre
que J2 solt optimale pour les meme valeurs de X et de

- " L -

y;c'lest a dire J2-J2(x Y W ) pourygue so01t veritiee
l'equation
L] L] -
dine= w1l s 2 .
Cette methode counsiste a tralter les variables communes du
L] L]
prremlier nilvedat qul fournira les valeurs x et y par une

methode 1térative.
2 - & = & = RECOMPOSITION HORIZONIALE

Cette methode modifie le critére par l'adjonction d'une
varltable de coordination,afin d'obtenir des sous fonctions
1ndependantes.Cette decomposition est utillisee 51 on
introdult des varilables de coordination li1ées & la nuature
fortement non linealre du critere [5].

Solt par excmple, la fonction J des Variables
(X,U,w)seéeparable

J J1dx,u) + J2(x,w)

En posant x = z
on ecrit J J FGZERa P e ) s (B g )
Le parametre de Lagrange permet d'ecrire le Lagranglen

r L = Jl(x,u) + J2(xX,w) - [(n,z}
qul devient : L = L1 + LZ
L1 = Jl(x,u) =+ [ X
L2 = J2(x,w) =+ [ b4

LI et LZ sont 1ndependanls pour un I donne .



La wethode consiste done a déterminer [ au niveau
sUperleur par un algurithme coordinateur,puls resoudre
1ndependament L1 et L2 gul se situent au  méme niveau

inferieur de  hilerarchie.On definit alnsi une sStructure
hirarchieee a deux niveaux de calcul avec decompusition
hori1zontale du niveau inferieur [5) voir Fig.(é)

ler nNiveau

i 2€he Nl1veal
I

J1 ] = Minlmuin | J1 (X1, %)
el e A e T B L L
i
_________ A o e = e et
Jeme hilveau
Jz = Minilmum J2(1,4a1,u1)

Coordinateur

[Cnel) = [Cn) + k (R-2) ler niveau
zl : \\\\\ 0
e L e Ll B TP, SINEDS A
‘ SO0uUS systeme 1 2eme niveau SOUs susteme 2
Fig.s : Princie de la decomposition horizontal

2 = 2 = 24 = PRINCIRE DRE LA COORDINALTION

Le principe de la decomposition hilerarchigque oot de
decomposer le probleme globale P,dont l'object1f est
d'optimiser un certaln critére globale assocle & un
systeme complexe en un certaln nombre de sovus problemes P1
telque :



La sulution partielle (P1,P2,...,Fndn'1mplique puas L
solution du probleme globale

Four eliminer le conflit,1l est nécessaire d'introdulr
"un vecteur d'interventlon au pallametre de coordination” et
reliplacer P1 par Pi(a) on obtient alors:

(P1Cw) ,P2Cuw), ..., P1Ca),...) & = « 1mplique la solution du
probleme P,
L'optimlsation exige donc un cholix de o .Parmil

les nombreuses méthodes de coordination existantes pour
simplifier la présentation nous presentons deux approches
trres utlilisees;
a/ Methode de coordination du critere:volr le chapltre sur

la methode de coordination de but de la 3ewme partie.
L/ Methode de coordination du modele :voir [15)
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2eme PARTIE

PROGRKRAaMmMAT L Oy L. A NEALIEL
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CUBRLITIRE L -z GENERALITES ---

I - 1 - INIRODUCTION

Bien gqu'lls ne representent souvenl yu'une approxliialion
brutale de la realite,les modeles linealres sont les plus
repandus et utiliseés en recherche opérationnelle.

Un modele linealire est decrit par un veo Leur
Wez KEW T o M2 & oy B de wvariables dites "princlpales"ou
structurellesy.Ces varlables sont scumises & un nowbre fina
de contraintes du type:

P
S &l gy T2, =S b YRS i ) ¢
)= 1

Les coveffilglents al),d1nsl que les seconds membres b1 sont
reels.

souvent les varlables princilpales representent des
"Niveaux dactivites" et dolvent étre positives ou
nulles,s1 bilen que certalnes contralntes de (1) s'écrivent

1 BP0 (11)

Uni vecteur X° satisfalt (1) est appele solution
reallsable,ou  seulement solution de (1).Nous noterons E
l'ensemble des solutions de (1)

Pour comparer les élements de E,le mudele llinealle prupose
d'eévaluer x par une forme linéalre de type:

P
Zix) = L C) XJ
J=1
Ce qul peul encore s'écrire sous forme vectorielle

L(X) = C X

avec G = el e s epr0505 ¢ 200
et :
varliables principales varibles d'ecart
N SR OGERN DI T o XD y G, sk )

belon le cas,1]l conviendra de maximliser ou de mlnlmlser
Dans le cas de maximlisation,l'objet du programme linealre
¢est la recherche d'une solution x de E veéritfilant:

quelque solt xKekE LZ(X)SZ(x )

Nous dirons yue ¥ est solution optimale du  prograimine
linealre .

Nous donnerons  1¢1  une preésentation algebrique de la
programmation linealre car d'une part,nous le c¢royons plus
simple et d'autre part,nous pensons qu'elle ne fait appel
qu'aux concepts fondamentaux de l'algebre linéaire.
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Four pouvolr appliquer les resultats de 1'alygebre lincatre
al  programme linealre deéfinl par (1) novus transformerovns
(1) en un systeme d'equations linéalres en ne lalssons
subsilster que des lnequations de type (11).

P
L alj ®x) 2 b) (1)
=1
nous pouvons la remplacer par le systeme sulvant:
P
E @1) xXJ] + s5) = by (2)
J;] p
e la meme facons l'inequation : E al) x) ¢ by
peut etre remplacée par le systeme: 3=
P =
L al])] x)] - s5) = b); ) zv
1=1

Les wvarilables ainsi definles sont appelées variubles
d'ecarrt(ou de surplus).

Nous avons done malntenant obtenu un  systewme yul ne
comporte que deux types de contralntes: eqUatilons et
contralntes de posltivites de certalnes varlables(type(11)).

Four pouvolr traiter de la wméme manlere toutes les
Valrlabiles (principales et d'écart )1l serait souhaltuble
que toute varlable so1t soumlise a wune cuntralnte de
poslitlivite.

Pour cela nous utilisons l'artifice sulvant:

So01t X)] une vdarliable de si1gne quelconygue,nous la
remplagerons alors par l'expression sulvante:

X3 & Mh 2ty o et ety 20
Bllage a cet artiflce et avec une exlension des notallons

precedentes tout programme lineaire peut etre formule de la
manlere sulvante :

- A X =Db (1)
R () (213
opt Z(X) = C X (111)

Kemalrqyues:

- (1) etant un systeme d'equation lilnealre,nous pourons en
tuute deéneralitée supposer que le vecteur b o toules ses
composantes positives(bz0)

- A etant une matrice (nNxm),nous sSupposerchns que Nz w1n0o0n
E ne possede qu'un seul ou pas d'element,et la solution,si
elle ex1ste,la notre programme linealire est triviale.

~: {11) et (11) definissent E,l'ensemble des solutions
realisables.
(111) est la fonction objectif(econuimlyque,critere. .. )a

optlnlser.

- Nous supposouns le rang de A egale a n s'1l n'en etall pas
alnsl certalnes cuntralntes serdalent redondantes et donc
1nutiles car elles ne modifient pas E.



La tourme geneérale dela matrice A est la sulvante:

1 2 A e Sl . . e ~ . . n
1 all alz alp 1 ) ) e O 0O o
2 G20 a2es s 200 N0 D 0 0 o0
il - ; S (0SS el e P e D] e 0 0
mi+1 e o 0 (V) 0 R ] 0 U v}
m2 el O 0 0 o0 = IR () R ) ()
me+1 : E = gl TR (GRS RS ot e e o 0 ]
m daln | ’ o T e DR O SRR (SR e o 0 0
un remarque  que les colonnes d'ecdart(assoclevs aux
variables d'écart)sont des vecteurs canonlques vVrals ou
changes de signe de KN,
Nous noterons aj) le jJeme vecteur colonne de A.
L-Z- BROPRIEIES FONDAMENTALES DEOS PROGRKAMMES LINLALKLD
Les propriete . qu'on énoncerda resultent des definitions et
corrolaires doane par l'annexe A
Theoreme 2= l'ensemble des programmes d'un  probleme de
programmation linealre et 1'ensemble de ses programnnes
optlmaux sont,dans l'espace des activites KN, des polyedres
convexes bornes 1nferieurement.De plus,le polyedre des
programimnes optomaux est l'intersection des progratmes avec
un hyperplan d'appul & ce polyedre.
Corrolalre 1: Sivsic]l exlste pluslieurs pProgtailtivs OpLlmaui

distincts, toute combilnalson llneéalre CONvVexe de Ces
Frogrammes st aussl un programme optilial.
- 81 on appelle prograimme extremal un pProgratiine constbtlitue
par les wvaleurs des coordonnees d'un point extremal du
polyedre des programmes,on a egalement le:

Corrolalre 2:8'"11 exluste au molns un programie, 1l extste au wolns
un  programme extremal.5'11 existe au moi1ns  un progratime
optimal finil,11l exlste au molns un proglramme optlmal extreéemal

Theoreme D=l Un programme non nul est extremal s1 et seulement
s'1l est la solution d'un systeme regulier de contralntes
saturees (vollr annexe A).

Theoreme 2-3: theoreme fondamentalde la programmation linealre
Etant donné un probleme de programmation linealre sous
furme standard:
a/ 5'11 admet au molns un programme finl,11l admiet au wolns



un programme de base (volr chapitre L[-1).

b/ S8*'1l admet au moins un programme optimal Tini, 11l  admet
au molns un programme optimal de base.

Ces theoremes nous permettent de conclure que 1l'encemble
des solutions(programmes)de base reéaliseble d'un  probleme
est ldentique a l'ensemble des sommets d'un polyedre
Culivexe.

Mals lorsqu'on aborde la rescolution pratiyue des problemes

de programmation linealire la methude gquil .consiste 4
resoudre tous les systémes donnant des solutions de base
est a exclure.elle conduit en effet a un volume

considerable de calculs quand on sailt que le nombre de

solutions d'n systeéme,a m equatlions et n 1nconnues, (sl
toutes les s0uUs matrices d'ordre m etgrent
regulieres)seralt egale a : m n!

C e L s

n m! (n-m)!

C'est a dire pour un probléme comportant 10 equatlons a 20

1inconnues, le calcul de toutes les solutions de base exigerdal
la resolution de 250000 systemes;cecl d'une part,et sans
comptelr d'autre part les calculs 1nutiles et le cas ou le
programme optimal est infini.

Tout cecl nous amene a considerer une methode Jde
resolution des programmes lineaires beaucoup plus efficage
dite methode du simplexe qul nous permettre d'eviter la
majorite des 1nconvenlents cites cl-dessus .
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LHARLLIRE 11
L& MEIHORE DU SIMPLEXE

C'est une methode qul consiste a construlre et CRatliiner

une sulte de sommets adjacents KL RGHE g eamary Ky N e X~ el e
que k k+1
1/ Le segment (X ,Xx est une darete de polyedre des
solutions de E

k+1 k
2/ Z(X Yi LU )
La convergence de cette methoude eot assuree  parnr ] e

convexité de E et le caractére lineaire de la  fonctLion
objeetif 2 .

1L-1- BABE KEALISABLE R'UN BROGKAMME LINEALKE(vVOIr annexe b)

Rappellons la definition de l'espace des solutions E  de
notre programimme linéaire :

b ’ (1)

X
2 (11)

c

A
X

Sous la forme vectorielle E peut etre definie par:

i
L @) XJ = b ; X 20 (aj:le jeme vecteur colonne de A )
)=1

Appelons N=(1,2,3,....... nj l'ensemble des Indices  deo

colonnes de A.Une base réalisable de E est un ensemble de m
VeCteurs colonnes aj);soit {aj)rell;telque:

1/ Les a);)eB ,sont 1ndépendants

</ L'unlque solution du systéeme :

¥ oa) %) = b iveritie pour tout Jelb  x)zo
Jeld
Nous appeleruvns variables de base les x) ,Jeff et rnous

noterons XB le vecteur colonne associe. _
Nous dappelerons varilables hors base les K) ,JE(N-[5)-1§ et
nous noterons X le vecteur colonne associe.
]
B1 B est la matrice carrée des vecteurs colones a),Jell, la
solution du s steme (1) est donnee pal:
-1
X = B b

[ X e»t un vecteur colonne de Varlables; par contre X est
I £}
un vecteur colonne numerigque )
B est la matrice de passage de la base Canonlgque C  a  la
base B,11 en résulte que le vecteur colonne des coordonnee
de o) dans la base B,so0lt yj s'exprime par :
=)
y) = B a)
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11 est lmportant de remarquer que si1 B est une base
lreallsable de E ,alors le vecteur de K" defini par :
- ‘| .
X = B b Jeld ; X) = 0 Jeld

est une solution du programme linealre;c'est un element de
E,nous appellerons une telle solution "sovlution de base'.
Notons qu'une solution de base possede au molns (n-w)
coordonneées nulles.
La valeur de la fonction assoclee a une base |3 est:
ZE a2 V=NE el ax]) # B s 0

B B jef Jep
en notons C le vecteur lignes des cj,jeld on obtient:
B =1
Z = C X =CB b
oo &}
Delfinissons egalement,en lialson avec la notion de buse
reallsable, les quantiteées: -1
Z) = € ¥yiv= €C B a3l 321,240
13 £}

Ces  yquantlites,ou  plus precisement, les scaelaires oy 2z
J-1...n vont jJouer un role lmportant dans la Sulte.

Appelons  en effet ,B la matrice des culonnes hors base (B
possede (n-m)colonnes et m lignes)assoclée a une base [
nous pouvons exprimer les variables de base en function des
vdariables hors-base de la facons sulvante:

(1) peut s'ecrire B X + B X = b
B =1 8
en premultipliant par ¢ B ,nous obtenons
2 =310
X =B b -8 B X (1')
3 B
Jd'autre part,(11) peut s'écrire: X ¢ 0 , X_ 2 0 (11')
K B
Pour la fonction obj)ectif nous avons: z= C X + C X
BB BB
bonc en substilituant,d'apreés (1'),nous obtenuns:
=i =41
zZ = (C B b = G'B B X. =+ C_ X
B B B BB
_I -
sult 2t = 2 = (0. = C B B ) X_ (451 1L |
{5 3 ] [3
=i
Examinons le vecteur : ¢ - C B B
B 13
C'lest un vecteur dont la composunte assocleéee a l'indice )

= =1
de [ est: Co)im CARH) d) ; c'est a dilre ,c¢J-Z),Nous Voyuhs
I3 L
done  4que ¢)-z]) est le coeffigient de la varlable x)(3efd)
lursque 1'on exprime la fonction objectif z par rapport daux
var'laebles hors-base.

)
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bhuendl'QU .

~Uh SCdadllles C1Z1 120 .00 S0lL abpeles _es CoUls ol L iliaus

duBUCles & —d base B.Ils rewlreschlent vl ultfel
, % s T . ! . s

Slaceroissetent Ge .a fonction crilere corlfesvolivabil & Ul

dulrulsselienl c'une Uunité de La varlaboe xi.

Notluns enlin Que ces couts abS5uClees aUX Varlables de buse
sulllt Hu..es,

Lulihe nious . "avuns uela bignalur Hous e LoUSs 1nhilelessulis
Gesortals Cans 2 du'aux solutions de base:pour cela nous
dLi0ub eXamlaer dans le paragraplie sulvant cultient ,a parrtire
u'une base realisable donnee,en construlire une nouvelle:

Wu. n'en arffere uue par un seul vecleur

lelie Que la solution de base coOrrespondantle Sull La
melilleur au sens de la fonction objectif

aza- BMILIORATION D'UNE SOLUTION DE BAGZ
Culistuerons une base realisable § supposee contiue {nious

absimiions  ta base & 1'ensewble des Lndices des VeoloUurs
CoLuiines Qe A wul le cumposent).

Sult 4i0r's 10 un lnalce hors-base et 10 un 1hdice de
Vaseiuelermlnons  une conditilon necessalre el sulflsahile
pour due b6 = 3 U (101-110) s0o1t une base realisable:la
malrice Qes cooraovnnees de d aans la base B est la sulvante
eli pusanl,d=(al00,a1!,......a1(n-1))el b=(a)0,ar!l....a1(n-1))

dlu all ale . . : al(n-1)
d iU MmO U U u
Gl D 5T [y 8] i 0 U
aeiL Yz g 0 { A . . V]
dgliln-1) Yitn-15,10 (6] U 3 L -

La Walr'lce Cl-AeSsSus doll elre regullere d'ou une condition
necessallre et suffisante pour que & soit une base est que
v10,10 so01t different de 0 (déterminant).

Lxamlinons malntenant qu'elles sont les conditlons poul due
O %01t realisable.

3 elani une base realisable.1]l en resulte que la solution
unlaue de l'egualion vectorilelle: n-1

L atk x1 = L (1)

sl leiie que guelaue solt kK X1 z0
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L'equation vectorielle assoclee a & est:

n-1
XK')g alg * L X'y el = b
k=1 A
n-1
hials a)0 = ¥ Y1, )q aly (2)
k=0 K

(1) et (2) nous permettent d'ecrire:

| n-1 yi jo n-1
X lo [* a)y, - L — = aii] + L xxk al, = b
Yo Jo K=1 yig Jg k=1 -

el en regroupant les termes

Xlg n-1 Y1 il
———a), * [Hlk- TRl i ]dli= b

Y, k=1 T
X1,
D'ou nous pouvons tirer: XK'y = e
Y1, Vg i
X lh z Klk‘ X, ——— K= s it .n
Yl Jo

0 ne sera realisable que 51 les X' sont pusitils,ou
nuis,pour cela envisaygeons deux cas:
ler cas / ¥1lp= 0 alors x'j0 = 0

et K';L-' K1l e | T et

\
Dans ce cas on dit que la base @ est degenereel(volr

chaplitre I1-6)

2eme cas / x%:u

La condition x'j), 20 lmplique yiy J, superteur a 0
Examlnuns malntenant les n-1 conditions Xx'1L 20
Pour les 1ndices k/yi1, ) $0,0n o X'l 20

Sult K* l'ensemble des 1nd10e5!ylg> O;pour verifiler x';i:u
on dolt avolr Hlg X1lg
qQuelque soit keK® ___ ¢ _____ cette derniere condition
Yle jn yl[)a

est dite " 2eme CRITERE DE DANTZING *

Kemarques: :
= 1851 l'on se fixe o) comme vecteur"enlrant"dans la Luase
B,alors nous voyons en générale;le vecteur"sortant"de cette
meme base est determine de facgons unique par le 2eme critere
de Dantzing

Notons que la discusion du cas 2 a ete fondee sur
l'existance d'un 1ndice ig tel que 1o €K¥(ylo jo ) > 0),sl
K* etalt vide la solution du programme linedglre seralt alors
infinle  [3)
K¢ etant non  vide,examinons dans quelle condition e
changement de Lase réalisable precedent peut étre profituble
sur le plan de la fonction objectaf.
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HJ.‘ -,
Posons: ' = wmin {“n__ﬁ.J
keK+* Y14 kb
exprimons la veleur e de la de base assoclee & la base &
n-1
Z =g YR R cly X' 1
k=i

e remplagant  les X' par leurs expressiols en functiun  de
X,el en regroupant les termes,il vient :

.

n-1 K1, n-1
2o F OB GYoNE S s (00 s ¢ L (| 1
é - ‘, i [Jo F ﬂy in
k=1 Y1le Jo k=0
De manlere plus condenseée , nous pouvons ecrire
zZ = Z + I‘(CJO— z), )
b i3
51 donc nous nous voulons que z soi1t mellleur que £ L hiuus
b 13
devuns cholsar le vecteur a) de Mmanlere a 44l sur le
terme cho - Z)g el comme r20 (resultant des discussiulns

precedentes )11  en resulte que pour une maxlmlisation 11
faut cholsir le aj, entrant telque o) - zjs soit, le: plus
grand coldt margilnal positif

Parcontre dans le cas d'une minimlisation 11 faut choilsar
dlo 7¢Cly = Z)p, %01t le plus petit cout marginal negataf, a1l

w

S'aglt la du ler critére de DANTZING

L1-J3 CONRITIONGS D'OPTIMALLIIE
$51 tous les couUts marginaux assocles a la base B sont
negutlifs ou nuls (dans le cas d'une MaXlmlsatlioun)ll
n'existe pas de base réalisable adjacente dont la solution
de base seralt strictement meilleur que celle assoctiee a 8
Montrons que la solution de base assoclee a [ est unhe
suvlution optivale de nétre programme linéalre.

S01t  x'=(X'1,x'2,.....,x'"nun élement quelcongue de E.La
valeur de la solution est: n

2V = Z2'CxT) = E o) X'y
J=1
X étant la solution de base associee a [
D'autre part,d'apres l'hypothese,nous avons

¢ =z o s SER L Pl R el
nous allons montrer qu'alors z = z(x) 2 z(x')=z"'
X' eltant une solution du programme linealre,i1l en resulte
que: 3 n
= L") a) = b (&)
or d) = L y1kJ alg J=1
k=0 n n-t
et (6) devient : E C E X') vi.3 Yail, = b
J=1 k=0 . k

Comme la decomposition de b sur la base § est unlygue ,on o
les relations sulvantes:

n-1

= £ ! 1y ] k=0,1,......0-1 (7)
f\j_l JY{J



K €5l une solution de base 11 en resulte que:
I
Z(xX) = L cl1, Xi
W=ta) |
k=0 R

en remplagant xi Par son expression dans (7),11 vient:

n-1 n
zZ(x) = L Clk C 'y yx&j )
K=0 J=1
€hn lnversant a nouveau les silgumas Somlie;nous durohs:
n n-1 n
Z(x) = ? x') ,§ cik YIk) -_? W) 29
J=1 k=0 J=1
or Z) ¢ ¢) quelque soit 3=1,2,.....n
et Xx'J 2 quelque solt j)=1,2,..... n
n
bDonge 20ix) 2L xY) ¢ = zix)
J=1

Nous venons donc de démontrer que la solution de buase X
assuclée a la base B est une solution optimale du Prograiine
lineaire.

Les conditions d'optimalité d'une solution de base sont
done
- Dans le Cus d'une maximisation quelque solt J=1,2,...n

¢) - zZ) <0
- Dans le cas d'une minimisation quelyue svlt 3=1,2,...n1
Co)ow= ) el
ayant decrit les formules de changement de bLase (critere de
Dantzing Jalnsl que les conditions d'optimalite nous
sommes donc en mesure d'enoncer l'algorithme du Simplere.

ll-4- ALGORITHME DU SIMPLEXE

Il-4-1- PRINCIFE:

Connalssant une Luse redlisable e
depart inutile) BO ,appliquons les regles operatulres
SUlvalites (pour un programine lineaire = MaXlmlserlen

partant de 1=0.

Regles opeératolres:

- Determiner les coUts marglhaUx assoClées a la base W1 en
cours

- Cholsir le plus grand;s'il est negatif ou nul,la huve B1
est optimale ;sinon falre rentrer le vecteur colonne
correspondant dans la base (premier c¢ritere de Dantzing) et
falre sortir - le vecteur imposé par le second critere de
Dantzing.81 un tel changement de base n'est pas possible de
base,la solution du programme linealre eot 1nfinle,sinon
incrementer d'une unité la valeur de 1 et nommer (31 la
nouvelle base réalisable.

3

- retourner a regles opeéeratolres.
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l PL & maximum et Mmlise des contralntes sous

_________________ forme d'egalites

recherche d'une premliere solution de base
redalisable

______________ W ——— e
construction du ler tableau
slimplexe
f e e e
tous les ¢j-2350 OUL__’fln solution upLLmu)e
e, | el R attelnte
non
Cleaa) 0. SR vinaa L S et - T
telque x1)50 fin
P i A S e ) MaX £ =+w ;plyedre non
________________ borne
_________ e R I I
Changement de base:
-Determiner les vecteurs entrant et sortant
~Construction du nouveau tableau SBimplexe

Note : Pour les programmes linéalres & minimum

meme procedure que ci-dessus mais on remplace
20 et c)-2) par z0 et zj-c¢j



Changement de base:

1/ determinatlion des vecteurs entrant et sortant

ak entre  s1 ck-zKk = maxlc)-z)/c)-2):0)
J

ar sort 51 ar/ark = min{al/ailk;telque alk:u)
1

2/ Construction du nouveau tableau simplexe

ligne du pivot : a'k = ar/ark i a'k) = arj/ark
allleurs (1 k): a'l = a1 - (aik/ark) ar
a'l] = al) - (airks/ark)(ck-zk)

el -2'0=-20-(ar/ark)(ck-zk); c)-z')=c)-z)-lar)/ark)(c)k-sk)

Notons que pour faciliter les calculs numeriques on utilise
les  tableaux du simplexe ol figurent a chaque Ltleratltion
toutes les 1nformations relatives au Programie linéulre
telque la matrice A le vecteur b les couts Margdlhaux, les
coefficients c¢) de la fonction critere et les vecteurs
quil sont en base [2]).

1l-5- -BASE KEALICABLE INIIALE

L'application de la methode du simplexe a la resolution
des  programmes linealres suppose la connalssance prealable
d'un sovlution de base réalisable de depart.Lorsque celle-ca
ne peut’ s'obtenir d'une maniere 1mmediate.On peut avolr
recours a deux meéthodes qui permettent de construlre de
Manlere osystematlique cette solution de base reallisable de
depart.Ces deux meéthodes sont:

La methode M et la méthode en deux Phases, reposent sur
l'introduction des varibles artificielles

- Urdanlgrammes de la methode M et la methode en deux
phases:
Une solution de base realisable de depart peut elire
obtenue par l'application de 1'une des deux methodes(volr
la demonstration de ces méthodes dans [2] et (3] )
décrites par l'organlgramme sulvant:
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sous forme d'égalités

PL & maximum fe——— ;‘ Mettre les contraintes

v

Rendre positif les seconds membres des contraintes

*

Introduire des variables artificielles dans les contraintes

n
L aij + Vi = bi =1
3=1 P,
Xj , Viz2o0 (%)
>
Méthéde M Méthode en|2 phases
Résoudre le PL [ Phase (1)
n m Résoudre le PL:
Max Z = £ CJXj - Z M Vi m
3=3 i=1 max Z1 = - £ Vi
Sous les contraintes ci-dessus i=1
(M>0,arbitrairement grand ) sous les contraintes(¥)

< ‘vi{ 0 \ / ‘gzl:‘a“
1=1...m = > l - \-ijm

Fin.Le PL initial
n'admet pas des sols

realisables
La Solution optimale Phase (2): n
est atteinte :Fin. Résoudre le PL Max Z2 = £ Cj XJ
n j=1
£ aij Xj = bi j=1...n
j=1 i=1...m
Xj 20
En prenant comme solution de départ
celle obtenue en phase (1)

PL a Minimum Méme procedure
Mais on remplace

Cj - 2Zj par Zj - Cj




Kemargues:

1/ 11 n'est pas necessaire d'introduire m Varlabiles
artificlelles pour les contraintes (1)1]1 suffit de les
introdulre en nombre suffisant POUur &volr une premiere
solution de base réalisable

2/ lorsqu'une variable artificielle sort de la base,elle ne
doit plus étre prise en considération duns la sulte de
la proceédure.

3/ dans la méthode en deux phases,le ler tubleau Slhiplexe
de la phase (2) est identique ou ler tableau s1mplexe de
la phase (1) a l'exeception de la ligne ¢)-23 qui  est
mudiflee par reintroduction des ¢l

ll-o- DEGENERKSCENCE EI CYCLAGE

I = a/*Bolut.on de base deéegeneree
Une solution de base est dite deégeneree si1 1'une au holns
des varlables de base est egale a zeéro,c'est a dire,si
les vecteurs aj(j=1...... m)formant une base a dimensions
des  contraintes,les combinailsons lineaires & coeffiglrent
non néegatifs

al H1 + a2 X2 +....... +alh Xin

Comporte au mwoins un coeffiglent xi tgale a rero
la degenerescence est plus frequente qu'il n'y parait:

o/ la  solution de base reallsable de depart peut
€videment etre degenepree
b/ en appliquant l'algorithme du Sliplexe,on pusse d'une

base regulilere(non degénéree) & une bhase degerneree
lorsque plusieurs variables sont succeptibles d'etre
mises hors-base et ne peuvent éetre departyagees par les

regles du simplexe.

¢/ on passe d'une base degeneree & une autre buse
dégeénéree si la variable mise hors-base est Justement
celle quil étalt nulle en base.

£ - Degenerescernice et cyclage
a8 8

L l'abscence de degenerescence, l'algorithme du Slhplexe
tonverge  vers ‘la solution optimale en un nombre fini de
pas, en effet,11 n'y a qu'un nombre fini de solution  de
buase realisables et Pulsque a chaque 1teération, la fonction
Chltere  est superleuretinferleure)a celle de 1'1teration
prrecedente pour un probléeme & Maxlmumiminlmum) , aucune base
e Se preéesente deux fols

En Cas de degenerescence,ces argulicnls ne sont plus
valables, 11 s pourralt que l'ont effectue plusieurs
chargements suns que la valeur de la fonction objectat
thhde et qu l'on retrouuve dpl'es un certaln numbre de pPas
e sulutiun de base reallsable deé ) a

rencontree,l'algorithme recommencerda alors itndefinlment le
cycle de changement de base et ne convergeira plus vers lg
solution optimale,

J0



Le cyclage est donc une consequence accldentelle de la
degenerescence.

Cet 1nconvinient est toutefois d'ordre tehorique,dans  la
pratique les erreurs d'arrondis rendent un tel Cyclage
lmpossible.

Notons enfin qu'ill existe un methode dite de pertucrbation
quil  permet de passer d'une sovlution de base reulisable a
une solution optimale sans retourner a une solution de base
anterleure(evitant alnsl le cycluge);son principe  est
decrit dans le livre de programmation linedire(volr [1] et

(2005

L1-7-INTEREGKIATION ECONOMIWUE LE LA MEIHODE DU SIMPLLXE

considerons une entreprise qul a n activites T e [ SR (i)
Talsant intervenir m bilens 1¢(1=21,2,....m).Ces bilens
pourralent eétre solt des facteurs de production,auquels cas
1ls  sont consommes par l'activite corisidéree,soll deo
prodults,duquel cas 11s resultent de cette activite.

Un probleme frequent quil se pose a l'entreprise est le
SUlvant:

Etant donne une disponibilite b1 pour chacun des m bilens 1

et un profit unitalre ¢J pour chacune de n  activites
J,quel doi1t etre le niveau de chayue activite j pour que la
quantite totale des blens 1 solt 1nferleure vu egaule a la
disponibilite b1 et que le profit total solt maximal?

(les disponibilites bi,profit,consommation sunt des
quantiltes algebriques devant elre 1nterpretevs all S TiS
large) .

Mathematiquement, le probléeme est decrit par la prograintmat youn
linéaire [1])

vl les:
" X) repreésentent l'intensite des activites J (output)
" bl representent les disponiblites algebriques des biens 1

(1nput)
vu pdal* conventilions

[ 51 b120 bl est effectivement une disponibilite
[ 51 b150 ,b1r représente une demande egale & -ba

* Les ¢) sont les profits unitalres attachés a chiacune des
activites jJ (profit/input),ou,par conventlon

[ w1 ¢)z0 ,c) est effectivement un profit

L 1 ¢)s0 ,c¢) represente un cout egale a -¢)

" Les alj) repreésentent les proportions dans lesquelles
l'activite ) mwet en oeuvre le blen 1(lnput/output),ou, par

convention :

ul)z0 s1gnifile que J consomme 1
al]s0 si1gnifle que ) produlit 1
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Les couts marginaux ]cj-zj|,3 n'appartenant pas a [[°(buse
optlmale)sont les quantités dont varie la fonction
economique l'orsqu'on modifie la sclution optimale en
@)outant une unité & la variable hors-base xj c'est la
ralson pour laquelle ces quantites (cj-zj) sont appelees
les couts profit ou shadow costs [2].

11-2-PROCRAMMATION DE LA MEIHODE RU SIMPLLXE

Etant donne le nowbre 1wportant des problemes, de
differents types et dans differents domaines; traites par la
methode de programation linéaire nous donnons en dalinede HI
un programme 1nformatique de resolution des prograimies
linealres & l'aide de la methode du slmplexe.
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cHARPITRE 111
RUALLIIE EN EROGRKAMMATION LINEALIRE

L- PKOGRAMME PRIMAL EI RUAL

Forme canonigue:

Considerons le programine litealre a Mo X LU
sulvant,donne sous forme canonliyue:
n
Max 21 = E ¢) )
] -1
n
¥ a1) x)s bl ;1=1,2,...m (probleme primal)
1=1 JENN2E, L o]
X) 2 0

FParr definition,le dual de ce programme lineaire estl le
programme linealre a minimum dont la forme canonlque
m
Min Z2 = L b1 yi1
1=1
m
To Al iy Xaegl egisih s e ieen (probleme dual.
1=1 S el AT
Y1 z 0

La forme canonigue de ces deux problemes est  remarquable
par sa symétrie,celle-c1 correspond a une symetrle par
rapport a la diagonale dans le tableau suilvant:

X1 X2 : . . Kn 2 4]
yl all al2 . ; . 4aln S ey
y2 a2l ga22 . - . azn s L2
yin ain ! a2 . : . allin S bm

e miln
(0] cl ce . Z cn hax

Les deux programmes llinealires precedents s'ecrivent LOUS
forme matricielle :
T
Max | 21 = C X / A X
T
Min { 22 by /A Y

8-
{og

XeRD )

N

3%
(@]

YeRrRn |}
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Furme generale

A partar de la forme canonique y 1l est  possible de
definir les deux programmes linealres sous forme genciale:
n
Primal @ Max Z1 = £ c¢) xJ
)J=1
~ I
K Tk o HRE O 5 G L | SR Y T
)=
n
Y @al) ¥3 ="bil :ish+1;h+2, ceom
J=1
real s (BN RRENAE B e E Kk s n
X) quelconque ;) =k+1 ....... n
m
Dual : MinssZ 2 s B bif Y
1=1
i
oAl P eyalE el )= Ts2, kK +n
1=1
I
E al)l ¥yi s.¢0 53sk=15K+2iaaon
1=1
YN O = R e 2 h £ m
¥yl quelconque ;1=h+1 ........ m

autrement dit :

- &4 toute varilable d'ecart identiquement nulle(contrainte
prenant la forme d'une egalite: L alj x) = blicorrespond
)
une varlable structurelle duale sous ristriction de silghne.
- a toute variable duale sous ristriction de signe
correspond une variable d'écart duale nulle ( contrainte du
type L al) yl = C) ).
1

dl- THOREME 1 I BROPRIETES EQNDAMENIALED

Theoreme 1- Le dual du dual est le primal (1nvolution)

Theoreme 2- 81 le primal admet une solution ovptimale finle
x",le dual admet une solution optimale finie vy~
et,en ces solutions les fonctions objectifs sont
égales Z1(x") = Z2(y~").

Theoreme 3- Une condltlon nécessalle et suffisante pour

que les vecteurs reéalilsables

X=(H1 ,X2,....,xn)et Ysi0y Y2 e o iYIN) S OL eIt

optlmaux (dans le probleme primal et dual

respectivement)et que leurs composantes verifilent
les relations
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7, TSI - 1 I e T R e el e i i n
J;:
n

Y1 € E a1) = bl )= 0 0 pl=12 . ... m
1=

le: en la solution optimale

-4 tuute variable d'écart primale (duale)puslitlive
correspond une varilable structurclle dusle(primaleinulle.
= & toute varlable structurelle primale(duale)positive

correspond une variable d'écart duale(primaele)nulle.

Primal X) = 0 uj » 0 Dual
tvuriables structurelles) (varlables d'ecart)
x) » 0 uj = U
b1 = 0 Y1 » U
(Varlables d'ecart) (Varliables structurelles)
81 > 0 vyi = 0 '

Al1- KEKSQLUTLION DU DUAL
Le dual d'un programme linéalre est lul meme un  prograiie
linealre,on peut donc en trouver la solutilion optlmale en
appliquant la methode du si1mplexe decrite precedemment .

1V- PAGOAGE QU DEKRNIER TABLEAU SIMELEXE LU PRIMAL AU
REKNIER TABLEAU SIMPLEXE RU DUAL

Lorsque le primal admet une solution vptimale finie, 1]l est
laclle de construlire le dernler tableau simplexe du dual o
partir du doernler tableau simplexe du  primel(et vice
versalll est existe en effet une relation tres elrolle
entre les tableaux simplexes finals-au signe pres.

| - uj
* ligne el base = ¢colunne hours-buse
L S1 - Y
= Vv
" culounne hors-base = llgne en base
L T L Y)
» ligne ¢j=-2z(199) = colunne Puldual)
* colonne PO(primal) = ligne z(2)1-bi
avec Zz(1)) = E ¢j x01r1j , 2z(2)1 = E bi x(2)1)
1 )

ou  X(1)1) , X(2)1) representent respectivemenlt les
elements des dernlers tableaux simplexe primal et  dual
(probleme & maximum)
et PO est le vecteur de base,.




Yo INITERPREIATION ECONOMIQUE QU LA MEIHORE DUALL

Etant donne un profit unitalre ¢) pour chacune des 1
acltlivies et une disponibilite bi pour chacun des m bilens
l,quel doit etre le prix unitaelre de chagque blen 1 pour que
la Valeur totale des blens consowmes par J solt LUperleul
ou eégale au profit ¢j et que la valeur totale des bilens
disponibles solt minimale?

Donc le prix fictif tradult la relatlion exlslante chilie
la fonction economique a l'optimum et la dispunibillite des
blens
= 59 y1=0 ,une petlte variation des disponibillites b n'a
pas d'influence sur la valeur oplimale de 7
) e y120,une  petlte varlation des  dilsponibillites b
condult a une varlation yi de la valeur optilmale.

VIi- PRINCIPAUX ALCGORITHMES 18uUS LK L& RUALLIK

vutre la resolution des probleéemes duals a l'dalde de L
methode de simplexe la notion de dualite nous donne la
pussibillité de resoudre les programmes linealres a 1'aide
de plusieurs manleres:

IV-1 ALGORITHMES DUAL-SIMPLEXE

Numbreux sont les problemes de programuation linealre dont
la résolution a l'airde du simplexe necessite 1'aintroduction

de varlables artificielles Ce qui augmenteralt

malheureusement le nombre de variables,on pourrailt alours
recourinr au principe de dualaite pour diminuer
I'encombrement des systemes 4 resoudre wals  souvent la

duallite ne permet pas de surmonter celte difficulte pour
Calse 501t de non existance de solution duale realisable de
depart soi1t encore de l'augmentation du nombre de variables
due a l'introduction des varlables artificilelles.
La methode dual-simplexe permet de résoudre ce gente de
programme linealre sans introduction de varlables
artificlelles et sans recours explicite a la dualite.
a/ Conditions d'applications

Comme nous l'avons indigque cil-dessus cetl algorithme
s'upplique a tout programme lineglre(apple cl-desous primal

- Poussgdant ule base de deépart realisable

- dunt  le duialtappele c1-desous dual)pussede une base de
depourt realilcable grace a la correspondance deja evoquee,; a
toute varlable en base du dual correspond une variable
hors-base du primal et la base de depart du dual est
realisable (PU:20)s1 et seulement s1 tous les elements de la
ligne c¢j-2z) (ou z)-cj selon qu'il s'agit ou non  d'un
programme linealre a maximumlsont <0 ainsi dans un probleme
a maxlmum ou 20 dans un probléme & minimum.

3o
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Kegles de changement de base:

Ces regles se dedulsent immédiatement de celles de
l1'algorithme du simplexe appliqués au dual.

Algorithme dual-simplexe applique au primal
( primal & minimum )

* arr (8r) sort de base s3
ar=min! 4 1/a41j<0)

1
» & (ak) entre en base si
(ZKk-ck) (Z2)-¢J)
———e——eeee 2 0N e/ arj<o )
ark ] ar)

Algorithme simplexe applique au dual
( dual a maximum )

*ur (yr) entre en base si
cr-dr = max{c1-Zi/c1-21>0)

1
" yk (uk) sort de base s1
yK y)
e = A / a)r2Q
akr® ] al)r

Remarques

Dans  l'algorithme du simplexe on déetermine d'abord le
vecteur entrent puls le vecteur sortant,dans l'algorithme
dual-simplexe,on procede inversement ; détermination du
Vecleur sortant puls celui entrant:

- les pivots sont dans le dual,contralrement au
simplexe,tous strictement neégatifs

L/ Evolution et regle d'arret
Le primal auquel on applique l'algorithme dual-sitmplene

evolue parallelement au dual auquel on appliqueralt
l'algorithme simplexe
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Algorithme dual simplexe
appligque au primal
(primal a minimum)

un evolue d'une solution de
base non redalisable en
solution de base non realil-
sable tant qu'ill existe x1
negatif

tous les ¢)-Z) sont non
positifs.

Un s'arrete des que la base
esl reallsable(tous les x1:20

Algorithme simplexe
appliqueé au dual
(dual a mwaximum)

On evolue d'une sdélution de
base non realilsable en
solution de bUase non real-
lsable tant qu'll existe
des c1-21 pousitifs

tous les elements de PU
sont non negatifs.

Un s'arrete des que touus
les ¢cj)-2) ¢ 0

VIi-2 METHODE DE LA CONTRAINTE ARTIFICIELLE
Le meme qu'une solution de buase realisable de depart est

leCcensallte
lig peut
dispose

entaer une

a l'application de 1'algorithme du

Slmplexe,on

procedure dual simplexe s1 on ne
pas d'une solution de base non realisable telle que

tous les c)-zj)(ou z)-cj),selon qu'on a affalre a un probleme
4 Wmaxlmum ou a minlmum J)solent negatlf ou nuls.

uli =) vu Jque

celte

condition [TRT8 ¢
L'exlstance,dans le probléme dual,d'une solution de hase

lihpouosee pual

realisable cette fols si1 cette conditlon n'est paus remplle,

11 y'a
variables

toujours moyen
artificielles

initiales sSolent
Slmplexe pulsse
1'un des

caNslste

objectifs de

rempliles
s'appliquee

entre autre a simplifier l'etude des

d'introdulre, partallelement GUK
du dual ,des
artificlelles,en nombre suffisant pour que les

contratnles
conditiony

que la methode de duale-
s Cependant ceel culhproumetLra
methode duale-si1mplexe, qui

pProglanmes

llnedalres,dans la mesure ou cela gontflera le probleme.

l.La methode de la

contralnte permet

d'arrilver dau  éhe

resultat (c)-z):0 quelque so1t J)  sans aCcCroulssement
notuble de la tai1lle du problemelune seule contralnte
supplementalre )

Peb e e b o o bgatainime e et il e

Bilpposolis ue le  tableau stmplewe ot ial  du poaog amme
linealre 4 Mmaximum fournlisse une sovlution de base

reallisable

- 81 tous les ¢)-z3 sont
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Jirectement la methode duale-simplexe

sinon les ¢)-2z) correspondant a cer

Lase sont strictement positifs:

501ent Xm+] ,Xim+2,.....,40+*8 ON pPeurt
1llustree par l'ordqnldramme dans la

39

Lallies Val'lables hurs-

upplichr

la

FPage SUlvValile

hethode



Puult
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URGANLGKAMM: DE L'ALGURLIHME UDUAL-SLIMPLEX

PL a maximum

i

Mlse ges contraintes sous forme J'egal

[46) L] $ v

Recherche a'une premlere solutlon de base
Qe aepart non realisable telle que

quUelque Sull

it e e e = i -, e e i 2 s

Constlruction au premier lableau Slumplexe

PL

<:;x1:0 .1:1...n::>__ _____ e Fin
Oul Sulutiun upt
esbHt allelnle J
non R e g B L N
SIS SIS PTG, e i s e LY 2 el W A7 N R -
X1 < 0 tel que Fin
Kl 320, 057 e ceceraidl : B OPab de sol

S oul

e ———

Changemnent ae base

(1) Determination
sortant :
Prosort s1 Xr=min

PK entre si: 1
(LK-Z4K)/Z7KArk = min
i

Qes vecleurs en
I X1/7X131 < 0 |

i (C1-21)1/7K1) i

e e e i i

realisaule

e s S e e 5

trant el

Ar) <« o0 )

(2) Determination d'un nouveat lableau
simplexe ( meme formules que pour
Ltalgorithme du Simplexe )

L D et i e . g S - Y . i e S e .+ et
. .} . LU puar
4 Mm1n meme proceaure mals oh relplace L C)-2] 24

LU
=)



VEGANIGRAMME Wik LA MLIHUOME LL CONTRAINTL ARTILLICILLLE

PL & maximum Mettre les

vonlllalntes
Sous turme d'esgalitles

bt e e . et e e e e ——— e e e e

PL wmoaifie
) Delermlner le;uVﬂnlggigb hot's - base
AT, ceeevn ., Kil* ) aux quelles correspondent ues ) )

.
t

2) Intr.dulre les contraintes artificielles

(=1
L Xii+K + XU = M
£=1

AU 2 0, M arbitrairement granuy

3) Uetermlner parmi ces varlabies, la Val'labile X
@ iaquellie correspond le C) - 23 maximum

4) Bubstituer a Xw+s l'expression

8
Ars = M - XU - L Xm+k Dans les counltiralntes
K=1 lnitilales

e e e e e

(8
(=

3

viullion oplimale au rin
L mouifie est tg X0»u o Jsolution oplimale 1nfinie

Kesouure le PL moailfie par 1'algorithme
Dual-Simplexe

~e¢ 'L moailtfile aumet Fin.Le PL 1nitial
ues SulS reallsables DO by nN'admet pas des sols
il o2 realilsables
Qu Ll s . i ]

LQU\

Finila souution optimale du FL 1nitial
¢5T la =olution optimale du PL modifle
abstrac - 1on falte ge X0

e Meme procedure
Mals on remplace
CDl=el ] P AT il




Kemalrque : Des que x0 - entre en base,la contrainte
artificielle jevient lache pour la solution de base

redllisable correspondante,les variables de base autres que
0 ne sont plus explicitement fonction de M el elles
constltuent une solution de base du programme linealre
"Inltlal" satisfalsant au critere d'opltimalitécles ¢J-2) ne
sont plus fonction de M) on peut donce & partir de ce motient
supprimer dans le tableau simplexe la ligne et la colunne
relatives a x0 et continuer 1l'application de 1'algorithme
dual-simplexe dans le tableau redultiqui'est un tableau
relat1f au programme principal).
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cHaplIRE 1V
EQRME KEVISEE RE LA METHORE RU SIMELEXE
l- INTRQRUCILION

L'examen de déroulement des calculs dans 1'algurithme
ordinaire du simplexe condult a conbtater yue plusieurs
1nvariants se trouvent present dans chaque tableau de cette
methode .En effet,a chaque 1tération on retrouve:

- La Sous Matrlce 1dentite Im,m ;

- Les memes colts unitaires

- Des couts marginaux nuls pour les varliables de la bLawe
Tandis Jue seules les 1nformations suilvdntes Sunt
Necessalres: -

1/ les colts marglnaux des varlables hors-base )

2/ les valeurs des variables en base n.

3/ et le vecteur qul entre daens lda base as

Alnst dunc un seul vecteur hors-base est vialiment utillse
par  la methode du s1mplexe,les autres colonnes restantes
serunt memorlsees pour rlen entralnant alnsl un ceSpale
memolre occupe sans 1nteret et un tewmps de calcul
1mportant (gaspilllage).

La methode du simplexe revisee conslstle Justement a eviter
toutes les demarches 1nutlles en  generant a chagque
1teration a partir du probleme origlnal (en utilisant
1" inverse de la matrice de base)les couts marglnaux el le

vecteur qul entre dans la base donc: ¢) el a5 .

Il- RRINCIPES

Cunsiderons le programme linealre sulvant
Max Z = el =l + 2 X2 + . . <« v Cnh AN

= in
L a) X) = b
J=1
X) ¢ U i e s n
T
ou ) clCaniyi a2yl ,am)) Jeme colonne de la matrice A
qul evst de rang m
Soait B 1= aymk s o, ,a)m] 1la base de ce prograumnme lineulre
T
et, Solt X = Cir)lia. el L.XJm) el ¢ e DO Bt S Comd g
B 3]

(vecteur ligne.

Les vecteurs correspondants respectivement aux Vvarlables de
Lause et aux facteurs de coGt relatif a ces variables
-1
x ,suppose reallsable, est donne par : X = B b = b
B B



bans cette methude on considerera le systeme completle vu au

sysleime de G contralntes Viendera s'ajouter la (el deme
r
equation decrivant la forme linealre & optimiser (Ec)-Z-<U0)
Jiz
avet -/ comme varlable de base permanente.
alnsi les wvecteurs du systeme 1nltlal devienderont
T

[

a) SR A S a1 ) o le) N Ri)sesdin
; i

- b= Gy e b, )

— o~

= g Rl I e O |
¢t le systeme complete est décrit par 1'equation

n i &

L a) ®) + pn+1(-Z) = b

1=1
et comme B est la matrice de base,la (m+1)x{m+l dmalrice

B | ©
B = [a)il,.o ... ,d)jm,an+1] = - - - - =] gut egalement
¢ | 1 la base du sys-
B | teme complete
un montre egalement (annexe Clque :
.= -
==l b | u |
B = - — = =
-1
-¢ B 1
-1
veKlsSle s1 B exlste.
=7
LDefinition : le vecteur ligne n = (nl.....Hnm) = ¢ b
B

vest  appele le wvecteur des multiplicateurs du sSlwplexe
assocles a la base B.

Interpretatlon: =
(volr [(4]) T sie i BR T = E e B R e S
B B
bonc n est un vecteur qul nous permet d'eliminer les

coeffiglents des varliables de base
On peut donc écrire :
2 =1

Ln falsant des rearrangements des coueffiglents al) de telle
manlere a faire apparditre la matrice B dans les m
premleres colonnes, le systeme peut etre ecrlt Suus la
forme sulvante:
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| B | tas) | 0 X b
C {c)) 1 =2 0 A
B
Ln multipliant 4.2.1 et 4.2.2
nous obtenons:
=5 =1
B | 9] B |idJ} | O X B | v | L
- n 1 e (| 1 =7 -0 1 0]
B J
-1 -1 -1 -1
B +0 x ¢ B x {e))+0 x {cJ))|B x 0+0 x 1 X B 0
B
-1l X Bre -0X {a))*1l X (c))]-mw x 0 + 1 —~7 -nx b+1x 0
- |
1 B x { a) |} 0] X B x b
- X B o+ C - X {a)) + ¢y 1 =2 n x b
B
v - Xx B - ¢ = 0 pour toutes les variables en  base,on
B
peul donc ecrire le systeme sous la forme canonlique
K)1 5 . .
= bi
+ L aj) x) =
JeEB
XJ)n bn
k J i
S G RE DL EJ X) = - 20 :E etant l'ensemble des 1ndices des
JEB variables hors-base
ou ( par identification )
__,i_ G i
b = B b 4.2.3
0 = n b 4.2 . 4
N -1
a) = B a)l 4.2.5
EJ = ¢) - aj 4.2.6
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Les deux dernleres formules sont fondamentales,elles
1=
montrent comment peuvent étre calculees,pour B dunnee tou
_I e =
H et I ),les quantites ¢) et a) Nnecessallres a Chiagque
iteration du simplexe en utilisant les 1informations
initlales ¢c) et a)
allnsl les vecteurs entrant et sortant sont facilement
determines a l'alde des deux criteres de Dantzing.

L'equation 4.2.6_ permet de calculer ¢j d'ou on obtilent | e
vecteur entrant as en appliquant le ler critere de Dantzing
cs = min ¢

] =
L'equation 4.2.5 nous permettera alors de calculer notre as
Les equations 4.2.3 et 4.2.4 nous donnent le vecteur : b
Ce qul determlnera le vecteur sortant (2eme critere de
Dantzing )

= br b1
ajr tel que ————_ = _mln s
ars als »0 als
Ayant determine les vecteurs entrant et sortant i1l  rnous

reste maintenant la génération de la nouvelle base
a cet effet considerons la matrice partitlonnee sulvante

I : ; ., ajm an+l I als
a5
L 4.2 .7
allis
cs
=]
Multiplions cette matrice par H on obtlent alors
B
~ _
B als
1 £
azis
4 4.2.8
ains
cs

en falsant une operation de plvotage autour de ars sur  la
matrice 4.2.8 on obtient :
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[ ul . e = U ur+l . : A SO | ur }
T
ol Wl = 000 e o o PO e e T ;el=1 la léme courduniee

du vecteur égale a 1
L'operation de pivotage de la matrice 4.2.8 est equivalente
=

a4 la multiplication de 4.2.7 pour la maetrice B Ue ogul
liew
donne: ] 2 2 =) - ~ -
B B B ur d'ou @ = B
new ‘ new \ - Nnew
i
o=
ainsl l'inverse de la nouvelle base b est obtenue par
hew
urie operatlion de plvotage autour de ars sur la matrice
xS o e
B als
ars
alhs
cs
L J
Un retiliendra alors les (m+1) premleres colonnes de la
5 = =
latrice resultante pour former la nouvelle base B
new

L1l- ALGORITHME RE LA EOQOKME REVISEE RU SIMPLEXE
& -1

A b, G, B sont les informations 1nitiales du
probleme (donnees)
S
1/ La (m+1)eme ligne de B = G T e s coim, 1) donnera

le vecteur n des multiplicateurs du simplexe,pour chaque
variable hors-base on peut ainsl calculer les facteurs de
couts relatifs m
¢) = ¢) =0 ad = @g = Ll a1)
1=1
2/ Belection de la colonne entrante : ¢S = _Win ¢
c)<o

3/ 61 ¢s 2 0,5tup :la solution est optimale,elle est dunnee
par les formules (4.2.3 et 4.2.4 )
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4/ b1 s < 0 : calcul de la colonne transtformee

— r '] i
.as s = as als
. = B z
dilis
CYH
- -l — -t L -

6/ Bl tous les a1)20 :65top la solution optlmale est 1nfinle

6/ 8'11 existe a1) » O,calculer b par 4.2.3 et 4.2.4

et utiliser la regle : _ #,
br b1

- = min — = o

ars arsr0 ais

7/ Construlre la matrice .

B et la transtormer

a l'alde du plvotage autour de ars
les (m+1) premieres colonnes donneront alors la nouvelle
bdbc

b/ kcrire la solution de base

(X 1 = (A )- & als 1 different de r
B B
(X r = o
B
Y/ Retour a 1

L!; RESQLUTION INFOKMATIQUE DEOD PROCGKAMMES LINEALKLE A
L_AIRE RE LA METHODE REVISEE DU SIMPLEXE

Volr annexe Hz2

RKemarque :

On constate que cette methode suppose la connalssance
prealable d'une base réalisable de depart.
S1 l'obtention d'une telle base n'est pas 1hmedlate ont
peutl alors avoir recours & la methode des deux phases
decrites precedement mals au lieu d'utiliser la wmethode
ordinalre dans les deux phases on utilisera la wmethode
revisee dans chacune des deux phases.
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CHAPLITKE YL

ERINCIPE DRE DRECOMPOSITION RE DANIZLING-WOLEE

1- INIRORUCTION

L'algorithme du simplexe est ti'res  efficace dans les
systemes relativement bas mals des que l'ordre de systele
devient 1trés eleve on se heurte a des difficultes de
calculs, pour eviter ces difficultés dans certalns cas

on peut recourlr a l'algorithme de deécomposition de
Dantzing et Wolfe quil permet de rendre tout probleme de
Programmation lineaire en scindant l'ensemble des

contralntes,c'est a dire en partltlionnant horizontalement
la matrice (A,b).

Alnsl cette me hode s'applique donce directement a tous les
problemes de programmation linealre dans lesquels
l'ensemble des contralntes peut étre partitionne en  (p+1)
sous  ensembles de fagons que p sous ensewmbles constituent
des systemes mutuellement I1ndependants,c'est a dire
tassent ;chacun;intervenir des 1nconues differentes, les
contralntes du (prl)eme sous-enscmble etant des contraulntes
de lialsons affectant l'ensemble de toutes les variables.

La resolution du problemes 1nitial est alors remplacee par
celles des (pe1) problemes:les p problenes 1ndependants et
un probléme de lialson (coordination) de tallle en general
tres 1nferieure a celle du probleme primitif.

La procedure est plus efficace lorsque les p  problemes
independants ont une structures simples.

EOKMULATION DU EROBLEME QRIGINALE EI D'UN ERULLEME
EWULIYALENT

La structure caracteristique des problemes que nous venons
de decrire(et qul sont appelés problemes angulalres lorsque
poi Jest filguree par la matrice suilvante dans laquelle
seuls les blocs encadres peuvent contenir des eélements non
nuls.
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ni
mu Al
mo D1
mi
|
I
i
|
|
I
i
|
------- 1
c1 ]
La matr

ice de

la liaison A com

hp
Ap Lo
| b1
| b2
| b3
| :
“]_ = =2 :
e
[
pOsew L;Lf‘.':v mo P

eihlel’es

lignes est partitionnée verticalement en p sous-alrices A)

(J=1.....p) ayant respectivement les memes colonnes que les
matrices D) des p problemes 1ndependants.

Certalnes des matrices D] peuvent ne pas exlster et la

matrice A peut étrte partiellement creuse(c'est a Jdire a

beaucoup d'eélements nuls) le vecteur demande b et le

veclteur cout G sont partlitlionnes revspeclivemernt

horizontalement et verticalement, comme la matrice D

P
Le probleme o¢riginal est donc un probleme a £ m) eyquatltlons
P J=0
et L n) 1nconues.
) =1
Le probleme linealre s'ecrit alors
}J
Milr 28 =G S G2 X2 Ll e ot e B R T €]
- - - - - -~ J—I - -
P
Al X¥ o+ A2 X2 & . . + Ap Xp = £ A) X)
- - & J—} -
( V : 1ndique gque V represente un vecteur )

49



b1 X1 = 3

b2 X2 = b2

Dp Xp bp

(1]

D'ou sous forme vectorielle :

= P T
Min Z = L Cj X)
Jodl ek
P
E A) X) = bo
(1) j=1 - - (1)
D) X3 = bj
X)] z2 0

»

Oou chacun des systemes de contralntes :

D) X) = bj
= = (2)
X) 2 O

Lefinit wun trongon (annex A) S) dans l'espace R") des
solutions (ce trongon est d'ailleur entierement situe dans
la varieté lineaire définie par les équations (2) ) .Nous
supposon que tous les tron¢ons S) sont bornes,c'est a dire
sont,par définition des polyédres convexes.

k
SO 1e iy BN LAt o) S »81) les point extremaux du polyedre
convexe 8.
Tout polnt x) de 8] peut etre represente Colmme Ule
comblnalson linealre convexe des polnts extremaux

k 5] K
ce qui 1mplique que pour kj 2 0 et E Aj = 1
k=1

S8)-. k Kk
on peut ecrire X) = E .AJ X) o ARESALS  ade) (3)
k=1 =
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Les relations (1) deviennent lorsqu'on y remplace X) pParl
l'expression (3) : -

. P 5) k K
Min Z = L LANGE) JkJ X)
J=1 k= -
s p 5) ~k Kk
L E A3 Aj X) = bvu
(I1) =1 k=il = - (4)
S5) '
. E lj SFE AJ 2 0 1 I P
J=1 k=1. .8

Les relations (4) definissant un nouveau probleme lincalre
k
(II) par rapport 4aux varlables )] (appele programe
maltre); celu' -c1l est équivalent «u probleme (I)lorsqu'aon
lul adjoint les relations (3) de definition des X) & partir
“k - x
des ,X J (J=1.....p).En effet & toute solution optimale X]

de (1) correspond une solution optimale de (11) definle par

-

k
les wvaleurs A.J des coeffiglents des comblnalsons linealres
convexes (3) et recilprogquement.

Ln pPassant de 1) =] (11),o0on falt decrvitre le nuvmbre

F
d'equations de L m) a mo + p
]:
all detrimant d'une augmentation du nombre des varlables:
P P
de' E n) a E 8
J=1 J=1

Le bllan peut etre consildere cullithe positif, puloqgue e
nowbre des varlables n'influe qu'assesz peu sur le volube
des calculs.
K

Les quantites X] ,polnts extremaux,doivent ellre coliliues
pour., pouvolr resoudre le programiie maltite, uus munlirerons
ulterieurement comment les obtenir,malntenant,considerons
ces  quantités comme données,le programme moeltre pourca
alors etre résolu a l'aide de la méthode revisee du Slmplexe
Sult B la base currespondante au programine d'une 1teration

precedente et C le vecteur cout relatif aux varailbles de
-bB
base;la solution en cours serait voptimale pour Ltoul vecoleur
k k k = k k
P) hors-base telle que: Zj - Cj = C B ST (5] ol t
-3

puositlif ou nul.,




ur

et

FOsons B =

Ju KU est (r0 + n) x rO0 -matrice compousee des U Prleiileres
=51 =)
colonnes de B ,et V) est la (ro -+ Jdeme colonne de B
k K - “k "k
bonc £Z) - €C) = ¢ [ KO | Vi Vi ] By - C3 XJ
-B - - s
“k Y
= C [ KO A) Xj = V) ] - C) X3
_B —
= [ C KU A) - C) ] X3 + ¢ V) (5)
_B = _B —
51 la solutiun en cours n'est pas optlmale (11 exlste
k k
Z) - C) < 0 ) alors on applique le critere d'entrec
k
Dantzing afin de selectionner le vecteur Fj enlrant en
k k
Ce qul equlvaut a chercher min ( Z) €3 ) = [
k k
Le calcul de 23 CJ] suppose la connalssance du vecteur
k “k
P) donc des polnts extremaux X) d'ou pour faciliter
tache et ne pas etre amené a determiner tous les
eXtremauXx pour toutes les iterations
“k
on culculera Xj) a chaque 1tération pour k donne
k Kk '
dlinsl le calcul de A= Z)" = Caspours = ). b
lminedlat ,on détermlinera ensulte [ = min l[J}

= et r<U,la Vdpldblﬂ‘kj

pour base

=1

rentrer en

C) X)
- 2k
A) X)
(0]
1
0]
L

[ KO ] Vi v2s o .

k

(ro +

v ]

correspondant & [

(d'apres la definition de

Jleme pusil

11)

Liun

polnts

Sel'al

estl selectionnee

LJ.'.L‘.::‘



81 |20,1la solution optimele est attiente.
; ) “k

Kevenons a la determination des polnts extremaux X)

ces points sont obtenus en resolvant le programme lincalre

sulvant: '

-2y + C)

min Z'
Dy X3 = by

X)] 2 0

ur (5) entraelne que la minimisation de Z' equivaut a la
Minlmlsatlon de:

w) = [ C RO A) - C) ] X) 5, (car € VN) est
_B _b =
constant et

assoclee 4 D) X) = b) independant de k
X)] z 0 (LI1)
" i - ) "‘k

L'ou |j = w)] + C V) avec w) = [C KU A] - Cj ) x) Valeur

-B. - -B

vptlimale de wj)

La determination du vecteur sortant se fera 4 l1'aide du
critere de sortie de Dantzing.

Une f¢gls que [ = ;in l[ji > 0 la solution optimale du
]
prograumne optimale globale est donnee par :

L SJ'ATk LA

X)) = X T T A
J=1
"k
ou ) est la solution optimale du programne

*k
haltre et x) est le polnt extreme correspondant dedult de

la resolution du programme locale (III).
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CHARIIRE I i

EROBLEME DE LIQPTIMICATION DYNAMIQUE

Cunsiderons un systéme dynamigque linealre decrit patr les
equations d'état suivantes:

X(tr= F(X(t),u(t),t)
X(to)- X0

vu X est un n-vecteur d'état, U un m-vecteur de Colthande
et F un vecteur de fonctions non linealres continues et
derivables;l'état initial X(t0) est suppose connu.

un veut choilsir un vecteur U(t) (t0 ¢ t ¢ tf),ou tf est le
temps final,11 peut @&tre libre ou fixe,afin d'avoir un
comportement desirable de notre systeme.

tf
Solt J = hiXcef),tf) « J giX(t),U(t),t) dt (1=2)
t0
La fonction objectif du systeume dynalygue (par convenl 1o
on ne considerera que les problemes de minimlisationiou h
et g sont generalement des fonctions scalalres rnor
linealres.

luterpretation de b gl 8
al hiX(tf),tf):assure q'au temps final,notre systeme tendra
vers un certain etat deéesirable.

= la forme 1ntegrale: assure que, sur l'intervalle
d'optimisation, nous n'utiliserons pas un effort excessift
de controle et qu'on ne dévie pas beaucoup de la trajecto-
ire désirable.

Le probleme d'optimisation dynamique coufislisle a trouver
urn  vecteur de commande U* admissible falsant sulvre au
systeme une trajectoire admissible X* qui minimise le
critere J dont 2 par la relation (II1-2).
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CHARPIIKE LIi

LECHNIQUES YAKIALLONMELLLES (5]

Lans c¢e chapitre nous presentons la methode classique de
resolution des problemes dynamiques, le principe du maxlmun
dans les cas continus et discret.

1i-1- BERINC.PE DU MAXIMUM (case coutiuu)

Etant donne le probleme dynamique decrit par les equatlivns
(I-1)et(l-2),nous definissons la fonction HAMILTONIEN H:

T
H(K(t.),U(t},R(t),L)z gOX(t), UCt),t)- xll-'(x(t),UltJ,tJJ;(Il 1)

uu 1([) €50 un n-vecteur de multiplicateurs de Lagratgel(s)

11-1-1-CONDITONS NECESSAIRES D'OPTIMALIIE[S]
X*(t),U*(t)et A*(t) sont les solutions optimales du prub
leme dynamique s1 et seulement s1i:

: a}l
X))

SR N A:(t).t}
o .
P T Y (X'(t),U'{t),;\‘itJ,li telto,tf); (LLl-2)
o X
511
o5 L (K”(t},U‘(tJ,;\'(t),IJ
QU !
el

ah
{ = m et ef = A}(tf)l OXf +[H(X'(tf),U'(LfJ,;\'(LfJ,L1J+

=,

¥ XMoottt f = 0 S ET =8

OXI,0tf etant respectivement des petites variatlons de
l'etat et du temps finaux.

d1-1-2-CONDITIONS AUX LIMIIES
Dans les problemes particuliers nous substituerons leo

¢tals et temps limites dans 1l'equation (I1I-3),ce qul donnera
les conditions aux limites.
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Nous donnons 1¢1 deux types de problemes aux limites:
a) problemes a temps final fixe(cas tres trequent)

-tf etant specifié,l'etat X(tf) peut etie fixe,libre ou
varlant dans une certalne région de l'eéspace d'etat,

a-1) X(tf) specifie entralne dtf-=0 et d3X(t1)=0 dans (11-3)
ce.qul donne:
Xttf) = Xf

a-2) 51 X(tf) est libre,alors seul &tf qui est nul dans
(1I-3) on aura donc:
. ah
e (X*(TE))- AMCEE) = 0
OX
a-3) 51 l1'etat final varie dans une region definle par
R{X(t)=0, W& etant un K-vecteur ou chagque composante
de Q represente une hypersurface dans l'espace d'éetat
a n dimensions, alors l1'équation relatives aux
conditions aux limites s'ecrira [(5):

5#1 k -aql
e (K"(tf))~>\'(tf) S ST I WIS LS 5 0 Y61
AX 1=1 D X

Pour determilrzr les 2zn constantes d'integration dans 1a
solutiun des equations d'etat alnsl que les dl on utilisera
les n equations X*(t0)= X0 et les equations Qextfr=o0.

b) problemes a temps final libre (btf non nul)

b-1) l'etat final X(tf) est fixe:b6Xf=0
l'equation (1I-3) donne dans ce Cau:

_:.jli
H(K'Ltf},U“(th,)\_“(ti’),tf) 2 E (UL (e B e e
ot
b-2) l'etat final est llbre.dlufb Lt et LKL sont

arbitralires et i1ndependants d'ou leurs coetfigilents
sont nuls dans (1I1-3):

25h
}\'(tf); = EXmGETY R 7 (n equations)
S X -
@) h
et HX*(ttf),u=(tfH, )c(tf),u') LA (X=(tf) vty = 0
ot

de manlére simllailre,on peut developper,pour d'autires Lypes
de problemes des conditions aux limites par substltusion
dans 1l'égquation (II1-3).
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ai 2-PKOULEMES QUADKATLIQULS LINZALKLE

Ma.gre qu'une description reellie des systeumes dynaiilgues
necessite generalement l'utiliisation d'équations different -
ie..€s5 non linéaires,1l est possible d'obtenir avec Unhe
bonne dpprodimation le comportement ayhnafmidue ue tels
systemes en .inearisant les equallons non lineaires aulour
d'une Ltrajeciolre convenable,alnsi beaucoup de systemes
veuvent étre decrit par les equatlions d'elat:

X)) = A(CL) X(t) + B(t) UCL) .

XK{(tu) = X0 .
vu A el B sount respectivement des (nxn) et (nxim) Malpllies.

La fonction critere a mlnlmlser est  ule fonctiun
duaul'allgue: fLf
J«li/?)'iX(th;jzs(Lf)f(T/Q)J fjiK(t)jj1QiL}+EjU(L):i‘v(lJ]dl
t0
avel wliet = be b LT =020

uu q.b:de:Léé5 reclles symétriques seml deflliles LoLilives
Clmatrice reellie symetrique definle positive.
Nulus suppusuns due les etats el les commandes e Sult ab
wornes et gque X(tf) est libre.

-interpretation physinue:
*Cette forme du critere signifie qu'on desire maiiilenl
le vecteur d'etdat pres de l'origine des espales Sdalis
utiliser un effort de controle excessift.

"Les Mmatrices de ponderatlion q.r et S  pel'liellent e
velfinir les efforts de controle fournis alnsi due de

wetllre les dilferenits etats au voislnage de l'origlne.

“a resoviution de ce probleme par la wethode du principe
au e X LU condult [57 a resocudre des equatlons
criferentie. les de Ricatti:
20y =P A E )= ACEY RGEY v POt) BiaE: e 0BG GG ) = et
(IO o R )
avec POLL) = s
ou P malrice (nxn);
el Ce pour trouver ia trajectolre de Colitiende 105,

Utt) -= piet) B(L) PGt) G CE Gl

L'eduation (olelemp2 =30 est dlte egualtion Mmatll'iclelle ue
KICATTI.

KEMARQUL:Le probleme decrit cil-dessus s'appelle probleme de
regulation, 1l consiste a trouver les comMandes qui forgent
se5 etats a l'origlne; wals dans beaucoup d'appllcations on
vouuralt que les sortlies de notre systeme sulvent corballies
‘rajectolres aesirables donnees,en plus le dit systeme est
SouUIlS a aes perturbations .
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On  considere donce le probleme de servomecanisie lineulire
sulvant:
501t & minlmise:
th
JEC1/2) | |uCtE)-Y(tf) | |25+(1/2) [||u<L)—Y(t}||=q+11Utt}||=r(t:]dt
to

ou Y sont les sorties du systeme tandls que u sont les
trajectolres de sortie désirables ;
le systeme dynamique s'ecrira alors :

Xit)
Y(tr)

A X(t) » B U(t) + W ; X(t0)=X0
C X(t)

Ou W est une perturbation & l'entree(suppose connue ) ;
comme precedemment la reésolution de ce systeme par le pri-
nclpe du maximum condult & n équations de Kicatti [5].

ll-Jd- PRINCIPE DU MAXIMUM DANS LE CAS DRISCKET

Beaucoup de systemes particullérement ceux economlques
sont naturellement représentes come des processus
discrets; pour de tels systemes nous pouvons utiliser la
version discrete du principe du maxlmum.

Bo1t un systéme dynamique discret non lineaire, avec
vecteur d'etat X(k) et U(k) ¢elul de commande 4 l'instant k.

L'etat du systeme & l'instant k+1 est relie au precedent k
par la relation:

X(k+1) = F(Xk,Uk,k) s s ) )

ou F est une fonction continue doublement differentiable.
Nous souhailton s minimlser le critere

kf kf-1
J = [g(Xk,k)] + E hiXk,Uk,k) ;(I11-4-2)
kO k=koO
Suus les contralintes (11-3-1).
L11-J-1-CONDITIONS NECESSAIRES D'OPIIMALILIIE

Comme dans le cas continu nous definissons le Hamlltonlen
discret:

H(Xk,Uk, k+1,k) = Hk = h(Xk,Uk,k) ;Lk'l ElXl, Uk, ky; (L1-3-4)

LnJAk sont les multiplicateurs de Luagrange.
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La trajectolr.: optimale dolt satisfalre les cunditlions
sulvantes:

! O Hk

= Xk )

D \k+1

O HK hk DF"

_._}i_ 0; ou ?___. + [__I:__] }k*l = 0
DUk DUk :

S/
=
[:
=
[ =]
o
=
=
OJ
L..,._‘..JF—!
j;/
=
+
| o/
| =

1 O Hk

e s 2 [ - 220

TB Xk D Xk

JF -
(51 [____J est une matrice reguliere)

- - = 8gk0. -
1k Xko - —_@____] -0

L L O Xkod

: = E gkf. -

g L O xkfd J

ou pk son:. des perturbations a differents 1nstants k.
Kemarque: ces =quations ne sont applicables que s'1l n'ya
pas de contrelntes,sur les états et les commandes,de type
lnégalites sinon on aura des ditfficultes dues au failt
que,contralrement au cas contlnu oU une variatlon 1mporty-
nte de la commande U(t) n'entraine pas une forte perturbat-
1on,dans le cas discret une variation 1mportante de UK pro-
voquera une perturbation lmpotante.

11-4-PROBLEME QUADKATIQUE-LINEALKE DISCKET
Considerons le probleme du régulateur sulvant:
kf-1

HlN(J—(I/E)!]X(kf)““ﬁ(kf)*(]/E)E [I]X(k)]|1q{kl'ljU(k}||2vik}l)
kO

Ou q et s sont des mdatrices définies non néegatives|annexet)
r est une matrice définle positive ;

avec les contraintes dynamiques linedlres

K(k+1) = ACk) X(k) + B(k) U(k)
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Pour reésoudre ce probleme,ecrivons son Hamiltonilen

H = (1/2}|1th>Iliq(k)ﬁl/.?J[]U(kJ||‘r(k)+>\k'1 [ACK) X(k)+
+ Bi(k) Utk)]

Un  applique alors le principe du maximum discret ce quil
condulra finalement a la résolution d'une equatlon matrigl-
elle de RICATTI [5]):

= ¥ =1
T
PCK) = q(k) = ACK)[I + B(k) r(k) B(k) P(k+1)]) ACk)

avec P(kfl= s (conditions aux limites)
qul donnera finalement le vecteur de commande:

= t et
UCk) = - pr(k) B(k) A(Kk) [P(k) - q(k)] X(k)
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CHARLIRE ILL:

QEIIHI&&ILQH HIERAKCHIQUE ET CUNITRQLE AVEC EUNGIION
QBJECTIF QUADKATLIQUE

LAL-1-INTRQRUCTION

Comme nous l'avons muntre,la resolution des problemes
qUadratiques linéaires continus ou discrets conduit =
1'1ntegration d'équations différentielles appropriees de
type Kicatti.

L'equation Kicattl d'un systewe d'ordre n est une equallun
hatriglelle comprenant [nxtn+1)s2] equatlions
differentielles non linéaires ou équations aux differences
(selon  le cas discret ou continu);donce la reéesolution d'un
tel systeme demsnde un nombre de calculs Lportant augiient -
ant avec l'ordre du systeme.

De plug,l'intégration d'équations d'ordre eleve enliralhe
beaucoup d'erreues d'arrondis(sur ordinateur),ce qul I'lsque
de distabilliser notre calcul numerlyue.

Alnsl les methodes variationnelles décrites au chapitre 11
s'averent limitees d'ou la nécessité d'utiliser dans les
problemes multidimensionnels et complexe les technigques  du
controle hierarchique.

L1-1-1-PROBLEME

bolt & controler de manlere optimale un systeme dynhuimlgue
complexe,subdivisons ce systeme en N SuUsS Syslelies
interconnetes de la fagon montrée sur la Fig.1;
pour chaque sous systeme 1, X1 est un vecteur d'etat de
dimension ni1, Ul est un mi-vecteur de commande et 21 eot uri
ri-vecteur d'entrée,lesquelles entrees sont géherees jrar
les etats des autres sous systemes.,

On  suppose Qque les sous systemes euUx meles sont decrits
par des equations différentielles linealires

X1(L) = A1 X1(t) + Bl U1(t) + C1 Z1(t)
G ==00)

avec X! (0) = X10
on suppose c4alement que le vecteur des entrees 21 est
une comblnalson linealre des etats des N sous systemvs:
N
Z1 = L Laj X3 (IELOT = 24)
=1
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11 s'aglt alors de cholsir les commandes U1, U2, .. ,Un
minimlsant(par convention) les tonctions objectlfs de Lype
N JT
Ji= ok L(1/2)||Xl(t)||2f1+ (IKZ){||X1(t)112q1+||U1(l}ll*rlr
1=1
+||21tt)||isi]]

soumises aux contrailntes (11I-1) et (II1-2)

q1,fi1:des matrices seml definles posilives
ri,si:des matrices définles positives

E e g,

——

v N 2
“"*L_i { 4 ‘T’[

Fig.1 exemple de systeme 1Lnterconnecte

51 on  substitue Z1 donne par DT =20 dans G O O sl 1 LV

obtient la forme standard de l'equation d'etat:
z T L
X = A X + B U S5 g0 XaEXA . XIEE | UaBuats s Ui

111-2-APPRUCHE DE COOKRINALLION DU BUIL

L11-2-1-FORMULATION

la pussibilite de conversion

Cette approche est basée sur
de

du probleme de minimlsation original en un probleme
maximlsation plus simple ,et sa resolution par unhe sructure

l1terative a deux niveaux. -
pPour cela on deéefinit une fonction duale Q()J:

otkg;MiN ( L(K,U,Z,AJ avee les contralntes 11I-1 ] ;CLIL-4)
Koty Z

64



uu N L
Lnx,u.z;))a E [(1/2)1]X1(T)J’4f1 +J [(1/!)||X1]]‘q1 r
: 1=1 0
T N
+(I/2)]|U1||2Pi +(1/2)|]11]|=51+-A4(11-£ Li) X)) jdu]
J=il
(EISIale 5
davec K : vecteur des multiplicateurs de Laglatige
L :Lagranglen forme par l introduction des
multiplicateurs
Et comme les contraintes de notre probleme sont lineallres

et sa fonctlon critere est quadratique(le: le probleme est
convexe),le tneoreme de dualite de dualite de Lagrangels)
nous permet d'ecrire:
MAX o(;\) = MIN J (11[-6)

u
la resvlution de ¢ce probleme de MaXlmlsdatilon est
relativement alsée par les méthodes hilerarchiques.

Four }\ = )\‘ donnee

on 4a:d
N
L(X,U,I,-k'>= ELQ/72)C| X2 | |2qav | |Ud||4rae]| |21 |]*s1)r

1=1 T N 7
* }\*i L e E‘R’j Li1) X1
J=1

1e: le Lagranglen L est additivement seéparable(pour cette
valeur A*),et peut donc etre décomposé en N sous
Lagranglens 1ndépendants ;alnsi 11 est possible de
minimlser, pour un}t donné , chaque sous Lagranglen
(sous les contralintes (III-1):

T
Ll;(1/2JJ|Xl(T}|I“f1+[ [(1/2)(]]X11|=q1f||U1||‘r1+||(1||4»x)
T N
?\~1 Z1 = I A*j Lj1 Xi1ldt (111-7)
)=1
Independemment des dautres sous syslelies,ce yul permettinra
d'obtenir 0(?\') de l'equation (III-4).

La minimisation des sous Lagranglens constiltue l e ler
niveau de la sructure hierarchique,le second niveau alors a
ameliorer successivement et A *) en echangeant e
Iinformations , le manlére 1tératlve ,avece le ler niveau.

Cette échange sera basé sur le calcul,a chaque 1teration,
de l'erreur residant dans les relations d'interconnectlion,
donnee par le gradient:

. N ;
V4 O(A,) = &I = ELl] X) = £ z E S CL L Te=0)
IA4A.~ (3= .
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Dunc 11 est possible d'envisager un algurithie a 2 niveaus
comme le montre la Fig.2 o0 au lér niveau s'effectue |
resolution des equations (III-7),les resultats seront alurs
eNvVoyes au niveau 2 ou s'effectuera le calcul de 1'eéprreur.

Ixﬂ_kk ; uk Dk

min : min . min
L1 : L1 . LN

Fi1g.2 structure de coordingtion du but a 2 Hhilveausx

Celte erreur sera utillisee dans celtte procedure de
gradient [Annexe D] pour produlre un nouveau k~;
par exemple : pour passer de l'itération k a la (K+1l)eme:

k+1 k k k
P\ A :\ (FER) + a D (t) ; (0StsT) CLT L=9)

Gu u  est le pas et D la direction de recherche.
81 1'on utilise la methode du gradient,on prend alors

k k
D (t) = E (t) : (0$tsT)
51 la methode du gradient quil est utilisee On aura:
K+1 k+1 k+1 k
D (t) = E (t) + f3 D 3 (02tsT) (IIL-10)
k*IJT k+11t k+1 kt k
ou Bo=J [ ¢ E N E ) dt]/s[ C E = B addt s
4]
U 0
avec D =)

L'optimum sera attelnt(arret des 1terallions) yuand:
k
E ;08tsT; est suffisemment proche de zero.

A11-2-2-COMMENTAIRES

wuolque cette methode facilite l'etude des systemes d'ordre
eleve, deux 1ncovenlents principaux font qu'elle n'est pas
tres utilisee :

a) chaque 1teration de la methode du gradient necessite la
determination du pas optimal « car un  pas constant
nulralt a la convergence de la methode (du point de vue
l'apldite).




Pulsqu'au debut de la procedure du gradient,on est loin de
L'optimum,il faut alors cholsir un pas 1oportant tandls
qu'aux environs de 1'optimum un pas faible Seltalt
convenable;cette recherche du pas augmentrait le Lewmps de
calcul et la capacité mémoire requise.

b)l'introduction du terme quadratique | |21 ] |451 qui n'a
d'ailleurs aucun sens physique et dont l'aventuge Scralt
d'eviter les solutions singulleres,augmente encure plus
le nombre de calculs et condult aux mémes 1hconvenlents
que cl-dessus.

Kemurque: pour volr comment ce terme quadratique releve
les singularites; considerons un sous Systeme 1 , et
minimlisons son Lagranglen L1(I111-7) sous les contraintes
(III-1)
le Hamiltonien s'écrit:

T N
H;-(i/z)i||xi]|¢q1+]|Ui|]2P1+]121i|251:;kJ 21 z:AJ Lig X1+
t J=1

+ pl (A1 X1 + B1r Ul + C1 Z1)

O H1 -1 t

e 0 e 21 = - 51 [ C1 p1 'Rl J
‘321
or si ||2111151 n'existall pdas ol auirdlt

qslll T t ~
—— = >\l + gl Cl1 = 0O _ﬁslraguluriteb (L.'ul'/\l,}-il,b'l
D1

sont donnees)

Et comme l'introduction d'un terme linealtre nhe leveralt
ras les singularites, on a alors optée a l'ajout d'un
terme quadratique a la fonction cobjectif.

Tout ce qui precede montre que 1l'approche de coordinal ton
du but n'est pas tres pratique pour les osystemes d'ordre
tres elevé ,vue le nombre de calculations et la capacite
memolre * l1mportants qu'elle demande.

Pour alleéger les éxigences de la resolution de tels probl-
emes [ temps de calcul et encombrement wmemolire] TAMUKA o
Ppropuse une modification assez 1nteressante de la methode
de coordination du but.
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CHARLITIKRE 1Vi

LA MEIHORE A IRQLIS NIYEAUX RE IAMUKA

Avant d'aborier ce chapitre nous developpons d'abord la
methode de cooirdination du but en temps discrets.

¥Yi-¢AS RISCRET DE LA MEIHQDE DE COORDINATILON DU BUT

Sult a minimliser le c¢critere
N K=
J= B (1(2}||K1(K)]i*fi + L tI/Z)(||XL(kJ]|1qL +
1=1
+|1U1||=r1*||211|251> ]

s {EEM=1)
sous les contraintes
"X1(k+1) = A1 Xi(k) + B1 Ui(k) + C1 Z1(k) ;(I1Vv-2)
L D i . K=0,1...K-1
AX1(0)=X10 i (IV-3)

comme dans le cas continu 21 est le vecteur des entrees
d'interactions venant des autres sous systemes:
N
Z1(k)= £ Li1) X)(k); k=0,1,...k-1 e s RN (Lv-4)
i)
pour resoudre ce probléme 11 est necessalre, comme dans le
Cas continu , de maximiser la fonction duale

0CA) = MIN L(X,U,Z, A (IV-5)
sous les contralntes (V-2) et (V-3)
avec N K-1
LO%, Wy 2\ bes (B el ek [Hlaf i e n (1/2) | |X1CK) | [2q1e
1=1 k=0
T N <
(1X2)||U1(RJ|]2r1+(1/22||21[]?si +;K1 Feals ITAJ Lyl i cle o) = g e
141
(IV-6)

K-1
ou L1:<1/2}||K1(K)]]=f1+2 (1/2)(||X1(k)||2q1f]]U1(kJ||ﬂrL+

T N oA
f||21(k)t|351) + ‘Rl Z1 - L A-J Ly1 Xack) ;5 CINV=7)
J=1
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Alnsl que dans le cas continu,1l est pussihble de
separer,pour u.,a donné le probléme 1nitial en N problemes de

minimisation des sous Lagranglens 1ndeépendants Li;chacun
des L1l étant soumis aux contraintes(IV-2)et ([V-3)
Le vecteur des multiplicateurs de Lagrange peut etre

amélioreé au niveau 2 par la methode du gradient comme dans
le cas continu:

N (IV-u)

Y?ro(}\l & Zitk) - L Li1) Xj(k» si=1.:..N
A:A " H=i k=0, 1. . K1
Av-2-MODIEICATION DE ITAMURA
Un sdal1t que pour}\'tk).donnetk:u,...K—l),iu probleme du ler
niveau (minimlsation de L1 sous les contraintes (IV-2)et
(IV-3)) peut lui méme étre tralte par dualite et

decomposition mals au lleu de d}uiser le lagrangien L1 de
chaque sous systeme, on le décompose sulvant les 1nstants K
créant alnsl un autre niveau supplémentalre qul rendra les
calculs plus simples.

Pour cela on définit le probleme dual de minimisation de
L1 de (IV-7) sous les contralintes (IV-2) tel que:

MAX M(p)
P
ou
K-1
M(p)=MIN[C1/2) | |X1(K) I |‘f1f£ [C172)¢ | |Xi(kl ‘ l‘ql*”UL(k) I l-‘r‘lf
X,u k=0
18

v |Z1¢k) ] |*51 +pr(k)[A1l X1(k)+*B1 Ul(k)+CL Z1(K)-X1(kel) ]
|

T N T
*:\1‘ 21 - L AJ' Lyd X1 ] (IV-Y)
J=1
avec les contralntes 1nitiales : X1(0) = Xi0
la resolution numérique du probleme dual repose sur le
calcul de la valeur de la fonction duale M(p) pour p = p*

donne et par la sulte la maximisation de M(p) par une
technique du gradient.
Le gradient de M(p) s'ecrit:

W Mip) = -X1(k+1)+Al Xi(k)+B1 Ul(k)+C1 Z1(k);(LV-10)
pP=p*"

ou X1, Ul sont les solutions des problemes de mlnimisatlon
des L1 sous ‘les contraintes (Iv-2).,
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Four calculer M(p),on Minlmlsel'a celle toncliun
indépendemment pour chaque 1nstant k(pour p*et donnevs)
comme sult:

ecrivons le Hamiltonlen du sous systeme 1@
Hi(X1(k),U1(k),Z1(k), k)= (1/2)(llKl(k}||=q1r’|UL<kJl]*rlr
T N ST t
1;‘EHZNk)H“sm* }J* Zi—_Z )~j‘ Ly1 X) +p1ek) [AL X1(k) +
J=1
+ B1 Ui(k) + C1 Zi1(k)]; k=0, 1 - Kk=15as1.0N  (IVv=-11)
en substituant H1l dans (IV-9) ,on aura
[ t
H(p)=(1/2}1|X1(K)||3fi - PL*(K-1) X1(k) =
K-1 t
+ E [ Hi(X1i(k),Ui(k),Z1(Kk),k) - p1*(k-1) X1(k) ]
k=0
ou plL(-1) est suppose nul;
d'ou nétre probleme de minimisation deviendra fractionne
Colnme sult:

* Pour K=0: trouver U1(0),Z1(0) tels qu'on ait:

MIN [ H1(X1¢(0),U1(0),Z21¢0)) ] ;avec X1(0)=X10
la resolution de ce probléeme sera obtenue en falsanlt

D H1 H1
e RO e e — = O
UL A!
-1 T
doncec : Ur(0)=-r1 Bl p1%(0)
(IV-12)
i | t

21(0)=-51 (C1 p1*(0)+ 1"(k))
* Pour k=0,1...K-1

probleme : MIN [ Hi(Xi¢(k),Ui(k),Zi(k),k)- pr*(k-1) X1(k))

la solution sera

-1 4 N t L
Xi(k)=-qi(k) (A1 pi*(k) - pi1*(k-1) -L {>\J* Lji1] |
-1 T J=1
Ui(k)= -ri(k) Bl pi*(k) (IV-13)

==} t

Z1(k) -s1(k) [ Ci1 pi=(k) v}\x'(k)]
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* Pour k=K

-

probleme : MIN [ (1/2)||K1(K)]|kf1 - P1*(K-1) X1(K)]
=7}

solution: X1(K) = f1 pi®(K-1) (IV-14)

Alnsl1 le probleme global de minimisation de J (IV-1) ous
les contraintes(IV-2) et (IV-3) peut etre traite & l'aide
d'un algorithme a 3 niveaux, ou l'on substiltue,au ler nive-
au,les A *(k) et p*(k) dans l'expréssion des solutiuns

dunnees par les relations (IV=-12)-(IV-14) el vue
d'optimiser lec valeurs des vecteurs X , U et Z

Au nilveau 2, en partant des solutions obtenues au  ler
niveau,on calculera le gradient de M(p) afin de WaXliloer

cette fonction en ameéeliorant succeéssivenient les valeurs dJde
P Jusqu'a ce que \J M(p) tende vers zero:

l1'optimum du vecteur p issu du Z2elie Nlveal est utl1lise, au
Jeme Niveau, pour ameliorer 1térativement Qt}‘) alfin Jde la
makimiser, l'optimun global sera attelnt au mowent ouN ¢ A)
et M(p) seront nulles simultanemment; la Fig.3 wontre cette
structure d'optimlsation.

1 Jeme niveau courdinatleur
. S
1=1 l [ TN Nj

et : == S I — ) = 4. >
) ) (B[] [
Eylg. 3 methode de TAMURA & 3 nilveaux

Remarque
"cette méthode simplifie enormemment les calculs  du muiment
qu'elle permet d'obtenir une solution au nNiveau bas Sans
avoll® recour:s 4 la resolution d'equations compliquees,
" on constate egalement l'existance du terme quadratique
J|Zl]|251 dans la fonction critére qul permet, toul comme
ans la méthode de coordination du but yd'eviter les
solutions singulieres [5].
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AY-J-RESQLUTION INFORMAIIQUE

Le programme de cette methode est donne en annhexe Hé,
pour son élaboration 11 a fallu avolr recours a pluslieurs
méthodes numériques entre autres quelques methodes du
calcul matrigiel [Annexe F),la methode du gradient ;qu'on a
d'allleurs développé en annexe(D];

en particulier la méthode du gradient conjuguee dont
l'utilisation acceélerera le processus de convergence de
l'algorithme de calcul du nouveau vecteur p

1+1
Elle consiste & determiner p (1teration 1+1) comme sult:
1+1 1 1
p = p + «w D i« etant le pas
1 1 1-1 1-1 1 1
ou D = E(p ) + B D i B =cEGp )
1
E(p ): gradient a l'iteration 1
avec
1-1 K-1 1 1 t K-1 1 1 L
(3 = T E(p (k)). E(p (k)) J/[ L E(p (K).E(p (k) |
k=0 k=0
ulh & egalement utilise le test de Cholesky, qui permet de

volr s1 une matrice est définie positivelAnnexe E],alnsi
que le calcul des normes .
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CHARLIIRE ¥ 1

ALCORLITHME RE TAMUKA RU KRLIARR

Cotme on a souligne auparavant la methode de Tawura ne
resout pas les systemes soumls a des contralntes
de type 1negalite, or 1l se trouve yque la plupart des
systemes pratiques comportent des retards et sont souvent
soumls a des contralntes de type 1negallité vue la nature
physique de ces systemes.

Tamura a prorovse un algorithme dit de retard qul permetl de
tralter ce gernre de problemes.

. Tout systeme dyndmlique peut elre representes par des
equatlions aux differences d'ordre eleve :

0 ©
XK(k+1)= £ A1l X(k-1) + L B1 U(k-1) (V-1)
1=0 10 2
ou Al (1=0,1,...,8) est une malrlce (nxn)

X est un n-vecteur
U est un r-vecteur
Bli (i=0,1,...,8) est une maltrice (nxr)

aveCc X(0)=X0 s (V=-2)
nous supposons qQue X(k)=Utk)=0 ; pour k«0.
Les etats et les commandes etant soumls aux cunlralites
sSulvanhtes: '

Xmin s X(k) § Xmax ; k=0,1,...K
(V=-3)
Umin £ UCk) S Umax ; k=0,1,...K-1
probleme:
K-1

MIN[J:(1/2}|]X(KI|“f* Z(]/?)l||X(k)]l“qikJr||U(k)ll*r\k:J]

(V-4)
ou f,r et q sont des matrices dlagonales deflnles posilives

Un  examen prcalable de ce probleme wmontre gqu'il est

difficile & réscudre et ce pour 2 ralsclis.

1=-les contralntes de type 1lnegalites que nous ne  pouvons
resovudre avec les methodes vues precedemment.

2-les retards peuvent entralner une augmentation de l'eopace
d'etat ce qul accroltera l'ordre de notre aystéeme
Lnpllgquant alnsl une augmentation des calculs
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[llustrons cecl par un exemple:
01t un systeme decrit par l'equation d'etat:
Xtk+1)= X(k) + X(k-1)
pour etudier ce probleme on 1ntrodult une varlable additi-
onnelle :
X1¢(k) = X(k-1)
notre systeme devient alors:

XK(k+1) 1 1 KUk)

X1(k+1) 1 u X1 (k)
L
alhnsl un  seul retanrd augiiente L'ordre des mialirloes

d'evolution et des vecteurs d'état,cetl acCrolssement sera
encore plus ilmportant si le dit systéeme comportalt plusile-
urs retards.

La preésente methode de Tamura permet de surmonter’ aubsi
bren les difficultés des contrdintes d'inegalites que celle
de 1'accroilssement de l'espace d'état.

Eerivons le Hamlltonlen du systeme global

H(X(Kk),UCk),p(i), k) = (1/2)[||X(k)||2q(k)r||u<k)|1=r(k;1 +

+ ; lp(k+])]t[Aj XiCk)y » "By Uokiyl; k=010 0. K-1 (V=%)
J=0

ou ptk) = 0 pour kK 2z K

puour P = p* (donne) = [p*(0),p (1), ..., ,p"(K-1)]

on a t

L(K,U,p,k)—'(l/Z)HX(K)]‘11"(1\'} = P*(K-1) XtKk) =+

K=1 _
+ L [H{X(k),UCk),p*(k), k) - p*(k-1) Xik)];(V-0)
k=0

sous les contraintes (V-3)

FPour obtenir 1le contrdle optimale un calculera p  qui
maximise le minlmum de L(X,U,p,K) (par rapport d4ux vecteurs
X et U,

Comme dans l'algorithme a 3 niveaux,on decompose ,pour p
donne, le Lagranglien L (V-6) ,sulvant les 1nstants k, el
K+1 problemes de minimisation independents:



" bPour k=0
probleme:

HIN[H(X(O).U(O).p(O))]=MlN[(]X2)(l](X{U}||3q(UJr

Gt
*l[U(U)llﬂr(O))+ L p*()) (A) X(U)+B) UC0)}]
1=0
avec
X(0)=X0
et
Unin $ U(0) ¢ Umax
<o) étant une Mmatrice diaguvnale, le probleme de

minimisation se redult donc a r problemes de minimisatlun
independants & une seule variaeble,ce qui facllitera la
prise en compte des contraintes

La solution sera:

i =1 ]
u&u;:S@Tz[—v(O)_z B§ pr())] (V-7)
=0 :
ou pour 1=1,...r, le l1eme element de SATZ estl:
i Umax 51 pylzUmax, 1
SAT2Z2(p1) = ThE 51 Umin,1spmlsUmax, 1 (V-8)
Umin 51 pl<Umin,l

* pPour k=1,...K-1
probleme
MIN[H(X(k),UCk),p*(k),k) - p:tk—l) X(k) ]
sous les contraintes: XminsSX(K)sXumax
UminsU(k) sUmax
comme precedemment en raison des matrices dlagonales 4 et r

le probléme original devient (n+riproblémes de minimisation
,independents,a une variable;
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ce qul donne coumme solution:

) = (V] T
X(k)=8AT1 [-q(k) [-p*(k-1)+ L A) p*(k+))]]
)=0
i =i +] t (V-92)
U(k)=SAT2 [-r(k) £ Bj p=(k+3)]
=0
ou pour 1=1,...,n ;le 1eme élement de SAT1 est:
. Xmax, 1 si T1»Xwmax,1
SAT1(m1) = T1 S1 Xmin,1<T1lsXmax, 1
Xmin,1 sl T1<Xmin (V-10)
* Pour k=K

probleme :
MIN1(1/2)|IX(KJ]I‘f(K)"p'(K"]} X(K)]

sous les contralntes: Xmin $& X(K) $ Xwax

la suvlution est donnee par:

. -1

X(K)=8AT1[f(K) p*(K-1)] (V-11)

Les solutions donnees par les relations (V-7) a (V-11)
permettent d'obtenir le minimum du Lagranglen pour un p
donne
au  second niveau on ameliore p en vue de maximlser la
fonction duale en calculant le gradient:

(%]
X(k+1) - £ [A) X(k-)) + Bj Utk-))]
J=0

Commentalres:

L'algorithme du retard est une methode de Ly poe
coordination du but, largement applique dans la pratique
pour les railsons sulvantes:

1711 y'a moins de calculs car, 11 n'est pas necessalle
d'augmenter 1'espace d'état pour prendre en compte les
differents retards.

2)les contraintes d'inegalites sont traltees de manlere
slmple.

J)la fonction objectif possede un sens physlque ,car  aucun
terme additionnel n'est ajoute pour éviter les solutilons
si1ngulleres qul se presentent souvent dans l'approche de
coordination du but.

77



Urganlgramme :

11 ressemble
contralrement
l'algorithme du retard comprend 2 niveasux et la phase de
Calcul des solutions dans cette approche comporte des tests
d'inegalités.

En ralson

de la longueur du programme de

fortement a celul a 3 niveaux
la methode sans retards de Tawmura

erRceple e,

cetlle methode

nous ne donnons 1¢1 que l'organlgramme de la meéthode.

Debut

Introduction des données ,N,a,n,m,r

R: Calcul des solutions données pae les relations

uck) , Xtk

|
Calcul du gradient 5] :
Ei(k) = - X(k+1)+ £ (A] X(k-3)

+ Bj UCk-3)»)

l

|| Eitk) || ¢

nouveau
P

5

non oul

La solution optimale
est atteinte

méthode du gradient

conjugée
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L CLUL Lo GLiREKRALL

Duns e travall,nous avons presenle les diffterentles
methodes de contrdole et d'uptimisation  des YL lehes
linealires.

Alnsi pour les systemes statlyues,on o developpe quelgues
algurithmes de resoluton 1ssus de la theorile du  Simplexe, et
nous avons montreée que pour les systemes d'ordre eleve la
methode de deécomposition de Dantzing-Wolfe est la plus
adequate aussl bilen du polnt de Vue Capacltle lieholire yue de
celul du temps de calcul necessalres a ce Lype de pruglaie.

Pour les systemes dynamlques,on o vUu  gue les  methodes
varlationnelles s'averent lnaptes a resoudre d'innombruables
problemes poses par les technlyues actuelles

pqriltuliérrmcnt le probleme de controle des grands systedies
cullprlexes; alssl wli a opte a l'uti1lisation des e thodes
d'uptimlisation hierarchigues longuement expousees dans lLa
leme partle

Nous avons egulement montre que la e lhode Je Lamul o
apporte beaucoup de simplificativns quant a la regolutiun de
ce Ltype de problemes .

En annexe,nous donnons quelgques prograimmes de controle des
SYysteles linéglres notamnent ceux du simplexe,sluplexe
reviseé,lDantzing-Wulfe et celul de Tamura.

Nuus  esperons enfin que le travall qul a ete develuppe
dans cette pPiresente these ailns1 que celles precedentles
traltant le robleme de commande el de cuntrole des
systemes serviicont de gulde aux 1ngenleurs gqul dolvent tout
Simplement cholsir une methode ou urne comblnalsun  de
methudes en fonction des problemes poses el,evidement, des
moyens de calcul dont 1ls disposent
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ANNEALE A
RARREL SUR LLD CONVEXEDS EI LES CONIKAINILS SATUKLLY
1-LES CONVEXES

defipitllen 1 @ solt A une partle d'un espace atfline E; A est dit
gonvexrg S1 toute comblnalson linealre convexe

n I
V = & w1l Vi ; el 2 0, L wl =]
1=1 1=1

des polints de A est un pouint de A.
Plupusitlieon 1 @ L'intersection d'une famille de CONVEeRe el
coOnvexe.
deflpitivn 2 un pulnt V de A est appele point extremal o'1il
e peut eétre exprlme culithe une comblnalson
linéaire convexe des polnts de Alexemple:
sommets d'un triangle,frontilere d'un disque)

defipltivi 2 on appelle face d'un convexe une partle F de A
telle que pour toute drolte D, JDNAL N A =

—_ —» (D N A) €C F. un convexe dont le nombre de

faces est finl est appele polyedire conveds

definitivn 4 1 une varilete linealre de l'espace E  est  une

partie A de E gquil countilent toules les
drol1tes passannt par 2 quelcongues de Ses

polnts.
Upn  hypercplgn de E esl une varlele linealie
de dimension (dim E - 1)
en particuliler 1l'ensemble des polnts M de L
tels que f(M)+vra=0U;0u £ esl ulie forme

linealre sur E et a un scalalre ;est une
variéete linéailre.
propusition 2 : l'intersection de 2 polyedres convexes est un
polyedre convexe.
propesition 3 @ Une varlete linéalre est un polyedre convexe.
Propesitlion 4 :Le deml espace ferme contenant les poilnts M de
E tels que f(M) + a ¢ 0;0u f est une forwme
lineaire sur E et a un scdlalre;est un
polyedre convesxe.
2-8SYSTEME SATURE
On appelle systeme de contralintes saturées(ou systeme salUie) Ul
sous  systeme de l'ensemble des contralntes du probleme,de la

torme : ai x = di ; 1e I (I1 C M)
X)) = @ : Je (N-J1) (J1 C N)

ou M et N sont reéspectivement les ensembles dse 1ndices des

contraintes et ceux des variables.

avec Card(Il1)=Card(J1),c'est a dire obtenu en reiplagant
certalnes 1néquations par des equatlons.

Un systeme de contralntes saturées est dit regulier lorsgue |l a
atlrice Al=(alj);lell et Jeldl;est regullere.

Le systeme ol X1 = di,1ell, constiue alors par definitiun un
systeme de Cramer par rapport aux varlables x),Jedl,lorsqu'on vy
est falt x) ="0,Je(N-J1).
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ANNEXE B
RABPELE R'ALGLEBRE LINEALKE

THEQREME 1:
Des vecteurs X1,X2,...,XK sont dits linealrement i1ndependants si
¢t seulement si1 :

k

L Xa =0 =iminlecis > n1 = 0 = 20 )

151

dans le cas contraire ils sont dits dépendants.
defipition 1

Un  vecteur X est une comblnailson linealre de vecleurs X
Y=Y, k) 51

k
X = L nj) X)
=1

definlilivn 2

On appelle base d'un espace vectoriel V' a n dimenslons  tout
erisemble de n vecteurs linéailrement indeépendants de Vo,

THEQREME

Etant donne une base X1 (1=1,2,..n) d'un enscuble &1 de
vecteurs et l'expression linealre d'un vecteur X guelcoungue
(autre Jue le 0)de cet ensemble en fonction des vecteurs de la
base n

X = £ n1 X1 (au molns un ni non nul)
1=1
on  obtient encore une base en substituant X a X1 dans la buse
actuelle 51 et seulement si ni est different de 0.
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ANNEXE C
1- INVERSION PAR PARTITIONNEMENT

Bolt A une matrice carrée regullere partitionnee de la tagon
sulvante: L

M K M:matrice mxm
A= L:matrice nxm
L N K:matrice mxn

Nimatrice nxn

et telle que N solt reguliere.
=1

Partitionnons A de la meme fagon que A:
-1 U ]‘
A =
n Y]
=1 (m+n)
en effectuant le prodult de A.A et en l'identifiant & I

11 west facile de voir que u,n, [,Q sont données par les relations
sulvantes:

S -1 -1
u =[M - K N L ]
=1
m = - N L u
-1
[ = pu K N
=i =3
W = N - N L [

2-FOKME PKODUIT DE L'INVERSE
alresultats préliminalres:
Bolt A = (al,a2,...,dap,...,am) -1

une maltrice reguliere mxm, dont l'inverse A esl connue.
Nous nuous proposons de trouver l'inverse de

A' = ( al,a2,...,Pye..,al)
dedulite de A par substitution du vecteur ap ;
pulsque A est reguliere ,pPar hypothese ,les  wvecteurs a)
(3=1,..,m) sont linéalrement indépendents et forment donc une

base
S0lt y le vecteur exprimant p en fonction des vecteurs aj:
mn
P - Ay = L y) a)

J;] - =l
une condition necessalre et suffisante pour que (A' )  cexiste
est que les vecteurs (al , a2, ...,Ps-:.am) solent lineatirewent

indepndents
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Nous suppousons qu'il en est blen alnsi

ap- - (1/yp) £ y) 4] + (p/yp)
j= P
soit ap =AY vp [€C-1]
en posant
VPSEIFyI/Yp),(*YQ/Yp),..("yp-i/yp),(*I/yp),(-yp*l/yp},..(“ym/yp;l
¢l  en notant que le prodult d'une matrice quelcongue par le leue
vecteur unité est la iéme colonne de la matrice ,11 resulte alors
de la definition de A' et de la formule [C-1] que:
A - A'(el,e2,...,ep-1,vp,ep+1,...,em) = A' Jp [C-2]
ou el designe comme d'habltude le iéeme vecteur unite,lJp est une
metrice obtenue a partir de la matrice wunite I(m) par la
substitution de vp a la peme colonne ep;
multiplions les deux membres extremes de [C-2] a gauche par
_.‘l
GIAAD , on obtient =] =
(A') = Jp A
avec Jp = (helire 2 e p=l ViR LR, el )
8 y1 y2 yptl 1 yp+l Yin
VP = ( e -~ ——aa |- oo l"‘l- T '_'___|_ et L. I_. -'“_'_'J
yp yp yP yP yp yp
(YT Y25 o o s Y P= QY PP 15 o YO0 = Sy
=8
y = A p
L/ Calcul de l'inverse de A

(VA1

peut alors ecrire :

Le resultat précedent peut servir a celculer de proche en proche

I1'"i1nvers

Wl
(i
formant
onh o &

jpranrt
ol

LR ey

avedl

=
¢ de A d'une matrice reéguliere, m x m : A - (ul,...,«Wm)
(m)
de la*matrice unite I: = Gel, e2 vaia em)
remplace cuccessivement el,e2,...,em par al,ad,...,ald

lnsl les matrices Al ,A2,A3,...,AN
=i tin)
1 P 1 [ = J1
-1 -1
AR = J2 Al = J2 Jdi
= 2 | -1
A = Am = Jm Al(m-1)= ....= Jm
Jl = ( el,e2,...,et1-1),vi,e(1+1),...
' yll yi2 y1,1-1 1
VST R O e R S O S e i it
y1l yi1i » y1l1 y11
( y11,y12,...,yim) = yi
YA TG = I a2 PRI IR

B4

Jlm-1)...Jd1

, el

yi,1+1 A
______ = L ey
yi1 y1l1l



ANNEXE L
METHODE DU GRADIENT

Su1lt une fonction dont on cherche le wminimuwm , 51 fen) el
cuontlnue et differen’l1able,alors dans le volsinage proche de x on
peut developper en scrie de Taylor limite au ler terme:

fix vx) = fou) + f0x)
. 1 fix) <« 0O alors fixx) < LT(X)
et est dit direction de descente.
Le cholx de la directionx minlmlsant f(xx) est celul qui

rend x fix) algebriquement minlmum, et ce sera bien sur la
direvction colinealre a f(x) et de sens countralre - ) o5 b G
On  dit  aussl que la direction - f(x) est la direction de la

plus @rande pente de f(x) au polnt Xx.
admgthedy du wradient (ou de la plus sirande penle)
(k) *
Un passe d'un eéstime X de la solution x par l'algorithume:

|

I EE N ESEEEEEEE RN ESR R RN ERENE SRR RSN RS SRR EEES]

o (k+1) (k) (k) (k) »
B X = X = N f(x) »
# (k+1) -
= jusqu'a ce que || t(x >|| <o .
I EEE SRR E R EE N EEE R E N R E R RN BN R NN NE RN R R NN N
n: nombre tres petlt (k)
deux techniques exlstent pour determiner le scalalre t qu'on

appelle aussi le pas:

1-pas vptimal

(k) (k+1)
On determine t minimisant f(x )
2-pas de descente
(k) (k+1) (k)
un choisit t t=2l que :f(x ) < fix )

bormgtlhede du gradient conlusgdes

Generalement le cholx de la direction de recherche

(k) (k)
P = - f(x )
n'est pas globalement le mellleur en pratiyue. (k)
Dansw la presente methode,on genere des dlrectlons p definles
cl-dessous:

L'dlgorlthme est: R N N R R R RN N NN R
ol (k+1) (k) (ERE) (k) *
£ X - X + 1 W -
! (k) (k) () (k) (0 =
e onhp s = f + " U HY - o)
* (k) (k) (k-1) »
* = il fix }]14/]| fix Tl »
IEE SR RN E RN ESEEE BN XN N N R B NN EEEENEE SR EEEE EE NN ER.]
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ANNEAE K

TEST DE CHOLEBKY
a-1-forme quadratique

la forme quadratique est un scalalre defini par :
T n
4 = X Q@ x = L ql] X1 x)
1,)=1

W est une matrice carree (nxn) et symetrique,c'est a dire ERERS
elements doilvent respecter la condition qij=4qJ)1i ;le veuleur X
posseéde alors la dimension n.

d-2-matrices définies positlives
La matrice carreée est définie positive lorsqu'il edlste puour sa
forme quadratique la condition
t
. g = X & X » 0 ;% non nul
le scaulalre x doit donc etre positif pour toutes les valeurs du
vecleur X exception falte pour X=0 ,dans ce Ccas on 4 eVidemhent
q=0.
La mutrice K est seml definie positive lorsgue pour cerlalnies
valeurs de %=0 le scalalre g s'annule et, mls a part ces pulnils
particuliers, le scalaire est toujours positif.
On a done la condition
t
g = X W& X 2 0 ; % non nul
puur tester S1 une matrice est definte puoslitive ol ol ,ull peut
appligquer le test de Sylvester [16],0u bilen le test de Cholesky
decrit cir-dessous.
b-Test de Cholesky
Lb-1-Theoreme de Cholesky
1 une matrice est symetrique et definle pousitive,alors elle peut
etre decomposee en
T
A = s L
ou L est *une maeirice reelle triangulaire 1nfericure.
L-2-Decomposition de la matrice A

Algourithme de Cholesky

i r-1
Ler= Jlarr- £ Lérk]
k=1 U e 1 L6
Ll o s g
r-1
Lyr= [ar) - £ Lrk . Lkj 1/ Lrrc
k=1
b-3-Test
g
51 un terme ¥ [arr - £ L2pk] < 0
k=1

alors la matrice n'est pas deéfinle positive.
Ce test constitue un moyen simple pour verifier q'une matrive
est blen defilnle positive.

8o




ANNEXE E

INVERSION D'UNE MATRICE

Caleul de l'inverse d'uus watclee A kar lg wslbeds de Jerdan

L'algorithme de Jordanl[13)]) opere le passage de la matrice C=[A,bL]
4 la matrice D=[I,X] ou X est solution du systewe llnealre A X=b
=
501t X =0A b
Donc ,fonctionnellement,l'algorithme de Jordan fait la
§ =1
transformation de ¢ = [A,b]l a b = [I,A ,b]
l'interet de cette remarque est que si1 l'on augmente a nouveau C

on lul adjoinant la matrice identite In,on aura C = [a,I]
apres les operations de l'algorithme de Jordan on obtienderd
=1 = =]

D = A G = A DARTE) = [IA

La methode se divise e¢n deux phases

lere phuse : recherche du pivot:
(k-1)
a/ Y1 le pivot akk est nul,on cherche alors un  autre pilvuot
(k=-1) (k-1) k=19
akk telque : akk = max 1 alk |
1e[k,n]

b/ ©1 le plvot est tres petlt ce qul peul Causer’ des elrleul’s
d'arrondis lmportantes [13] on cholsira alors un pivot:
(k-1) (k-1)
alm = Ma X | ai) |
1,) €lk,n] =
¢/ B tous les pilvots sont nuls alors la wmalrice A est
singulilere donec non 1nversible.

zemwe phase : algorithme de Jordan
aki = ak)yfakk 3 3 = 2 Dk |
Gl = argl - atkrakd s 3= 2 ok Ko = ] i
i ki 20, LT
1 = )

cette methode permet de calculer l'lnverse d'ufie matrice avec un
nombre d'operations netement inferieur a celul de la methode de
Cramer [13])
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17 KEY OEE:CLB
3 FUOR I=3 TO 70 STEP 2:LOCATE 2,I1:PRINT "“"=":LOCATE u,l1:PRINT "=*":LUCATE 20,1:P
NT “"*":NEXT I
5 Fuk 1=2 TO 20:LOCATE 1,3:BRINT "*":LucAlE I,14:PRINT "*" . LUuCATE I,70:PRINT "
TNEXT I
7 LOCATE 5,20:PRINT " TAPER SUR UN DES CHIFPPKLL "
Y FOR I=1 TO 2:LOCATE 4+6*I,8:PRINT I:NEXT I
11 LOCATE 10,20:PRINT "™ METHODE DU SIMPLEXE GLNLKAL "
13 LOCATE 16,20:PRINT " METHODE DU SIMPLEXE PRIMAL-DUAL "
1% LOCATE 23,70:INPUT Y:IF ¥Y=1 THEN 17
«1s IF Y=2 THEN 17 ELSBE 15
17 LOCATE 23,20:PRINT " VUULEZ VOUS COKRKRIGLK (0/N) "
18 CCYL-INKEYS:IF CC$="" THEN 18
o IF ASCCEECS)=T% THEN 15
24 IF ASC(CCY%)=78 THEN 28 ELSE 17
28 BCKRLEEN O0,0:CLS
29 [F Y=2 THEN 1590
30 'wedwnnannannane Al GURITHME GENEKAL DU SIMPLEXKE ®wtensasnsnaanansn
35 CLS
‘CU LI B B B B R B O B B B O B B B LNI‘HL& UES UlJNNLLLi ITEREE ETE N B O B I A S B S B BN
45 FOKR 1-3 TO 70 STEP 2:LUCATE 1,I:PRINT "*":LOCATE 22,I1:PKRINT vew  NEXT I
50 FOR I=¥ T0 22:LOGATE T, 3:PRINI "sv-10CATE 1% 70BRENT “eNiNEKT
57 LUUATL 4, 20:PRINT" ALGORITHME GENERAL DU SIMPLEXE "
60 LOCATE 9,10:PKRINT "NOMBRE D'INCONNUES =";:INPUT N
70 LOCATE 12,10:PRINT "NOMBRE DE CONTRAINTLS DU TYPE =¢ ";:1NPUT T1
650 LOCATE 15,10:PRINT "NOMBRE DE CONTKAINTES DU TYRE 2= ", :INpUT T2
90 LOCATLE 19,10:PKINT "NOMBKRE DE CONTRALNTES DU TYRE =";:INPUT T3
25 CLS :
100 DY -T1+T2+«T4-1:D2=N+D1+1+«T2:DIM PGM(D1,D2)
110 DIM BASB(DY)
120 FOR 1=0 TO D1
130 FOR J-=0 TO D2
140 PGM(1,J)=0
V50 NEXT -J
100 NEXT I
170 IFE LT1=0 THEN 250
180 FOR K=1 TO0 T
190 LOCATE o,20:PRINT K;"1e CONTRAINTE DU TYRPE =<:V
" 200 FOK J=0 TO N-1
210 LOCATE 10,20:PRINT "COLF DE X";J+1;:INPUT " = "o PGMOK-1,J)
220 NEXT J
230 LOCATE 14,20:INPUT "VALEUR DU SECOND MEMBRE =";PGM(K-1,DZ)
240 NEXT K
250 IF T2=0 THEN 340
20 LN=T1+1 :L2=T2+T1:CLE
270 FOR K=L1 Tu L2
260 LOCATE o,20:PRINT K-Li+1;"1e CONTRAINTE DU TYPL -»="
2Y0 FOR J=0 TU N-1
300 LOCATE 10,20:PRINT "COEF DE X";J+1;:1INRUT "™ = ";PGMP(K-1,J)
310 NEXT J
320 LOCATE 14,20:INPUT "VALEUK DU SECUND MEMBKE =" ;PoM(K-1,D2)
330 NEXT K
340 IF T3=0 THEN 430
350 L1=Tl+T2+1:L2=T1+T2~T3:;CLE
360 FOR K=L1 TO L2
370 LOCATE o6,20:PRINT K-L1+«1;"1e CONTKAINTE DU TYPE ="
J80 FOR J=0 TU N-I
390 LOCATE 10,20:FPRINT "CUOEF DE X";J+1,;:INPUT " =MiPOMIK-1,d)
400 NEXT J
410 LOCATE 14,20:INPUT "VALEUR DU SECOND MEMUBKE =M PGMIK-1,D2)
420 NEXT K
425 CLS
430 A1=N+T1-1:A2=A1+T2:A3=A2+T2:DIM ECUM(2,D2):A4-AS+T3
450 FOR J=0 TO B2

#uy0 NEXT I

990 ECOM(O0,J)=0:ECOM(1,J)=0

1000 NEXT J

1010 EX0=1:COEF=MODE:GOSUB 1270

1020 1IF RET=2 THEN 1180

\HSH KhWuawnuwunwnnuwn AFFICHAGE DU PROGKAMME OPTIMAL #wme=nmsmsnmmmanans



10U KEM
1070 CLS
lotu FOR
1070 FOR
1100 IF
1110 NEX
1120 LOC
1130 NEX
1140 LOC
1160 END
170 CLS
TO 1150
11Y0 FOR
200 IF
1210 FOR
1220 BEGM
1230 NEX
1240 ECO
1250 NEX
1260 6OT
1270 REM
280 REM
1290 REM
1500 MAX
1310 FOK
i e) A
1330 NEX
1340 IF
1350 MI1=
1360 FOR
1370 A=P
1360 IF

:LOCATE J3,30:"50LUTION "
I=1 To N
J=0 TO Di
BASE(J)=1-1 THEN LOCATE 5+1,10:PRINT "X";l,"=";PoMiJ,Ll):6ul0 1130
T .
ATE LUCATE 5+1,10:PRINT "X";I;"=0"
it e
ATE 7+N:PRINT "VALEUR DE LA FONCTION ECUNUMIWUE=";ECUMCI, DZ)

:LOCATE 13,10:PRINT "CE PRUBLEME N'A PAS DE SOLUTION OPTIMALE":PRINT @G

JJ=0 TO A4
ECOM(O0,JJ)>-2ZZ THEN 1250
I-=0 TO D1
(1,JJ1=0
it
M(O,JJ)=0:ECOM(1,JJ)=0
T
0 1010

BUUCLE ALGORITHME DU SIMPLEXE
=LZ

J=0 To b2-1
ECOM(EXO,J)*COEF»MAX THEN MAX=ECOM(EXO,J)*COLF:J1=J

T J

MAX-ZZ THEN RET=1:RETURN
1E+20
I1-0 TOo D1
GMCIL,J1)
A<ZZ THEN 1410

13v0 R=PGM(I,D2)/A

400 1F
410 NEX
420 1F
430 BAGS
440 FOR

Kk o il

—

450 PGM
400 NEX
470 FOK
480 IF
490 B1-
500 FOR
510 PGM
520 NEX
530 NEX
540 B1=
550 FUR
560 ECO
J)

1570 NEX
1580 GOT
1581 LEND
1590 LET
1597 CLS
J 600 DIM
1610 FOR
INT"*" N
612 LOC
1615 FOR
INT"®*":N
1629 LOG

s e e e S S S

R<MI THEN MI=R:I11=1
T I
MI=1E+20 THEN KRET=2:KETURN
ECL1)=J1:P=PGM(IT,J1)
J=0 TO D2

(11,J)=PGM(I1,J:/1450 PGM(I1,J)=PGM(I1,J)/P

g

1=0 TO D1
I11=I THEN 1530
PGMiL1,J1)
J=0 TO D2 _
(I,J)=PCM(I,J)-B1"P6M(I1,J)
T
Ag
ECUM(EXU,J1):B2=ECOM(EX0+1,J1)
J=0 TO D2
M(EXU,J)=ECOM(EXO,J)-B1*PGM(I1,J):ECOM(EXO+1,J)=ECOMCEXU+],J) B2"PGMIN

9%
0 1300

C=1

A(C18,30) _

I=1 TO 71 STEP 2:LOCATE 2,I:PRINT"*":LOCATE 6,I:PRINT"*":LOCATE 22,1:k
EXT I
ATE 4,10:PRINT" CHOISISSER LE TYPE DE REPONS QUE VoUS VOULEZ " ‘

I=1 TO 21 :LOCATE 1+I,1:PRINT"*":LOCATE 1+I,8:PRINT"*":LOCATE 1-1,73:F
EXT 1 |
AIEJIWVI@:ﬂRIHT“1PbUHASORIIR4ﬂE$4IRBﬂHKUX‘ETNLHTBASE A CHAQUE ITEKRATLON



1640 LOCATE 14,10:PRINT " POUK LA BASE SEULEMLENT,K "

163% LUCATE 18,10:PRINT " POUK LA SOLUTION SEULEMENT."

le3u LOCATE 24,75:INPUT PS5

le40 LUOUCATE 23,40:PRINT" VOULEZ VOUS CORRIGER (O/N) "

le43 CCE=INKEY$:1IF CC%="" THEN 1643

lo4s |F ASBC(CCS)=79 THEN 1625

1647 1F ASC(CC$%)=78 THEN 1660 ELSE 1640

loo CLB

1664 LOCATE 13,20:PRINT "DONNEK LE NOMBRE DE CUNIRAINTES";:1INPUT M
1666 CLS

1570 LOCATE 13,20:PRINT "DONNER LE NOMBKE DE VAKIABLES"™; :LINPUT N
1675 CLB

1677 LOCATLE 8,20:INPUT "NUMBRE D'EQUATIONS DE TYPL =< R 1

leo 78 PRINT

1679 LOCATE 13,20:INPUT ' NUMBRE D'EQUATIONS DE TYWME - ikl 3
TotsO PRINT
letbl LOCATE 18,20:INPUT * NOMBRE D'EQUATLUNS LE TYRE .= " G

el CLS
1710 1F L+E+G-M THEN 1740
1720 PRINT "LES DONNEES NE SONT PAS PRATICABLES.M
1730 B8Top -
1740 B=M+N+rG+l
1750 W=M
1760 1F B®*(W+1)<540 THEN 1790
1770 PRINT "LE PROBLEME EST TKROP GKRAND"
1780 BTOP
1790 IF B-30 THEN 1810
100 IF W+«1<30 THEN 1910
1610 PRINT "CHANGER LA DIMENSION D'ENTREE(NO 102) PUUK A";W+1;"BY";B;"MATKICE"
1020 PRINT
1830 PRINT "SOIT L'INSTRUCTION 164 OU 168 0OU LES DEUX DOIVENT ETkE CHANGEEG"
1840 PRINT "CUMME SUITE:"
1650 PRINT
1860 IF B+~J41 THEN 1880
1870 PRINT "™ 184 IF B>";HB;"THEN 169"
fTou0 IF W+1<148 THEN 1900
1890 PRINT "l1os IF W+1<"™;"THEN 180"
1900 REM INITIALISATION DU TABLEAU SIMPLEXE
910 M=M-1
1920 H=1
1930 FOR 1=0 TO W+1
1940 FOR J=1 TO B
1950 A(I,J)=0
1960 NEXT J
1970 NEXT 1
1t}zb REH TR R EE R S B E R BN NS S lNIRoDUCTION ULH buNNLLS 'S SR s R EEE B ESE NN
1980 FOR I1=0 TO M '
1985 PRINT "DONNEKR LES COEFS DE L'EQUATION";I+1
1986 PRINT
1990 FOR J=1 TO N,
2000 PRINT "LE COEF DE X";J;:INPUT A(I,J)
2005 PRINT
2010 PRINT
2015 PRINT
2020 NEXT J
2030 NEXT 1
2040 FOR [=0 Tu M
2050 PRINT "DONNER LE SECOND MEMBKE DE L'EQUATION";1+1;:INRUT ACL,B)
2055 PRINT
gUoU PRINT
070 NEXT I
")0"}2 CLS:PHJNT :PHINT ||ﬂﬂllﬂﬂ.ll*hlﬁﬁﬂ‘ﬂl.ﬂﬁﬂl’lﬂ!‘ﬂllﬂ’l‘lllIIIRRI-I‘“:pRlN'l‘
2074 PRINT "™ TAPER 1 POUKR UNE MINIMISATION ":PKRINT :PRINT
2076 PNpYT 2 2 POUR UNE MAXIMISATION



L]

2085
2090
2095
2oy
2100
2105
2110
2118
2120
2125
2130
2140
2150

glbO

2170

2400
2310
2320
2330
2340
2450
2300
2370
2380
23v0
2400
2410
2420
2430
2440
2450
2400
2470
2480
2490
2500
2510
2520
2530
2540
2550
2560
2570
2580
2590
2000
2610
2620
2630
2640
26b0

2848

PRINT

PRINT "LA FONCTION ECONOMMIQUE"
PRINT .

FOR J-1 TO N

PRINT "LE COEF DE X";J;:INPUT A(W,J)
PRINT

PRINT

I[F Z-1 THEN 2125
A(W,J)=-A(W,J):60TO0 2130
ACW,J)=A(W,J)

NEXT J

FOK K=1 TO M+1
ACK-1,N+G+K)=1

A(K-1,0)=K+N+6

NEXT K

IF E«»>0 THEN 2200

IF G=0 THEN 2350

FOR K=L+E+1 TO M+1
A(K-1,K+N-L-E)=-1

NEXT K

Wal+

W =0

FOR J=1 TO N+G

5-0

FOR 1=M-G-E+1 TO M

8=8+«A(1.J)

NEXT 1

A(W,J)--8

IF @W<A(I,J) THEN 2340
Q=A(W,J)

C=J

NEXT J

PRINT

PRINT "V0S VAKRIABLES";H;"A";N
I[F G=0 THEN 2390

PRINT "V0S VARIABLES DE SURPLUS™;N+1,"A";N+G
[F L=0 THEN 2410

PRINT "VOS VARIABLES D'ECART";N+G+1;"A";N+G+L
IF G+E=0 THEN 2430

PRINT "VARIABLES AKRTIFICIELLES";N+G+L+1;"A";B-1
IF P5=0 THEN 2450

GOSUB 3190

[F G+E=0 THEN 2790

IF Q-0 THEN 2860

IF P5>0 THEN 2980

H=H+1

Q=1E+30

R=-1

FOR [=0 TO M

IF A(1,C)<=0 THEN 2560

IF A(L,B)/ACI,C)>Q THEN 2560
Q=A(I,B)/ACI,C)

R=1

NEXT 1

IF K»=-.5 THEN 2610

PRINT "SOLUTION NON DEFINIE™
GUSUB 3190

sTOp
P=A(K,C)
A(R,0)=C

FOR J=1 TO B
A(R,J)=A(K,J)/P
NEXT J

PR LROTAENY 2740



L ]

Jobu FUK J=1 TO B

26%0 IF J=C THEN 2730

2700 ACL,J)=A(I,J)-A(R,J)I*A(],C)
2710 1F ABS(A(I,J))>»1E-08 THEN 2730
2720 AC1,J)=0

2730 NEXT J

2740 NEXT I

2750 FUR 1=0 TO W

2760 A(I,C)=0

2770 NEXT 1

270 A(R,C)H=1

27%0 Q-0

2800 FUR J=1 TU N+G~L

2810 IF A(W,J)>d THEN 2840

2020 Q=A(W,J)

2830 C=J

2640 NEXT J

200 6UTO 2460

2660 1F W=M+1 THEN 289y

2870 W-W-1

2u80 GOTOL 2790

28Y0 PRINT

2y00 FUk 1-=0 TO M

2910 IF AC(I,Q)<N+L+G+1 THEN 2930
2920 IF ACL,B)<>»0 THEN 2950

2930 NEXKT I

2vY40 GOTO 2970

2950 PRINT "FAS DE SOLUTION FAISABLE TROUVEE"™
2Y60 GUTO 3320

2970 PRINT "REPONSES"

2980 PRINT

2990 IF Q=u THEN 3010

3000 PRINT "BASE AVANT ITEKATION";H
3010 PRINT "VARIABLE","VALEUR"
3020 FOR 1-0 Tu M

3030 IF A(1,0)=0 THEN 3050

3032 IF A(I,0)>N THEN 3050

3040 PKRINT™ X ";AC(I,0);"=",A(I,B)
3050 NEXT 1

305 IF Z-1 THEN 3075

J06U PRINT

3070 PRINT "VALEUR DE LA FONCTION OBJECTIVE" ,A(W,B):60T0 30uu
3075 PRINT "VALEUR DE LA FONCTION OBJECTIVE",-ACW,B)
3080 1F @<,0 THEN 2480

3090 PRINT

3100 PRINT

33100 PRINT

3110 PRINT "VAKIABLES DUALES"
4120 PRINT "COLONNE™,"VALEUR"
3130 FOR J=N+1 TO B-G- 1|

3140 PRINT"Y"J-N,"="A(W,J)

3150 NEXT J

3160 IF P5=0 THEN 3180

3170 G08UB 31Y0

3180 GOTo 3320

3190 PRINT

3200 1F P5=1 THEN 3300

3210 PRINT

3220 RPRINT "TABLEAU APRES";H-1;"ITERATIONG"
3230 FOR I=0 TO W

3240 FOR J=1 TO B

3250 PRINT A(L,J),

3260 NEXT J

dgdo PRINT



§2YuU NEXT 1
3300 RETUKN
3310 GO0TO 1590
3320 END



2k

EY QFEF:CLS

3 I.(LM IR AN EENEE R RS SN

5 C

o F

7 FOR 1=5 TO0 é5 STEP 2:

gk

11U

Ii%
.20

.
25

OLUK b5,3:LOCATE 13,
wes":COLOR 3,0:FOR
vk I1=5 TO &5 BTEP 2

OR I=1 TO 21:LOCATE

#aam  PROGRAMMATION DE LA M.K.O

UE S RS S R B B B B B B

i3 PRINT

n=1 TO 1500:X=X+1:NEXT X:CLGb

LOCATE 2,I:PRINT"*":LOCATE
LOCATE 3,I:PRINT

2+1,5:PR

INT

LOCATE 4,15:PRINT "NOMBRE DE VARIABLES ";:INPUT N
LOCATE #,15:KRRINT "NOMBRE DE CONTRAINTES"; :INPUT M
"NOMBRE DE CONTRAINTES DE TYPRE =<";INPUT L

LOCATE 12, 15 ERIINT
LOCATE 16,15:PRINT
COLOR 3,5

LOCATE 20,15:PRINT"
COLOR 3,0 )

IF ASC(CC$%)»=79 THEN
IF ASC(CCY)=78 THEN
IF ASC(CC$)<>78 AND
CLS

}\'LM LE R N AR SRR R R R R
DIM AC100,100)
W=N+L+G:H=0

BzL+G~+1

FOR I=1 Tu B

FOR J=0 TO W+l
ACl,J)=0

NEXT J

NEXT I

1‘:1’.” LR N N R R NN

"NOMBRE DE CONTRAINTES DE TYPE

. 22, LiPRINT
nav:LOCATE 23,1:PKRINT
*":LOCATE 2+I,63:PRINT "

L B RS R B B B R

PROGRAMMATION DE LA M.K.DB

RSN i

MmN EXT

»=", D INPUT G

1

LA

e NEXT L

VOULEZ VOUS CORRIGEK VUS DUNNELS (U/N) ";:iINPULT CCH

10
L4/
79 THEN

INITIALISATION DU TABLEAU

wanmw INTRODUCTIO DES DOUNNEED

32

LE LA M.KR.5

CLS:LOCATE 4,20:PRINT™ LES COEFS DE LA MATRICE CONTRAINTE"

FOK I=1 TO M
LOCATE 8,10:PRINT

"CONTRAINTE No:";I

LOCATE 10+J,10:PRINT"LE COEF DE X";J;:INPUT ACLl,J)

FOK J=1 TO N

NEXT J

NEXT 1

CLS:LUCATE 10,20:P

FOR I=1 TO M

RINT " LES SECONDS MEMBKES "

LOCATE 10+2"I,10: INPUT ACL,W+1)

NEXT 1

CLES:COLOR 3.5
LOCATE 10,20:PRINT
LOCATE 15,20:PRINT
COLUKR 0,3:0N Y GOT
CLS:LUCATE 8,10:PR
FOR J=1 TO N
LOCATE B+2"J,8:INP
IF Y=1 THEN 174
A(B,J)=-A(B,J)
NEXT J

ClbCoLOR &85
LOCATE 13,20:PRINT
CUuLuk 3,0

1F ASC(CC$%$)=79 THE
IF ASC(CC$)=78 THE
IF ASC(CC$)<«>»78 AN
1F L=0 THEN 251
FurR I=1 TO L

ACT M«1)=1
ACI,0)=N+1

NEXT 1

IF G=0 THEN 260
FOR I=1 TO G

REfil Hylndger!

" TAPER
" TAPER

0 165,165:60T0

i
it

POUR UNE MINIMISATION "
POUR UNE MAXIMISATION

INT" LES COEFS DE LA FONCTION OBJECTIVE"

UT A(B,J)

" VOULEZ VOUS CORRIGEK VOB DOUNNEES

N 100
N 195
D 79 THEN

180

(O/N)

" INPUT Y

"o INPUT

AAAAR AR AR AR AR RN

oW W AR R E W R RN N RR RN AR

cCY



255 NEXT 1

260 KREM 'EEEREREE R SRR R E B BB B APPLICATION DE LA M.Kk.G5 A X AR AR AR R R R R REE N AR AW NN
270 W=0

200 FUR J=1 TO W

290 IF A(B,J)>=Q THEN 320

Ju0 Q=A(B,J)

310 C=J

320 NEXT J

330 IF w-0 THEN 800

340 U=1E+30

345 k=0

346 FOR 1=1 TO L+G

350 IF ACI,C)r=<0 THEN 370

360 IF ACI,W+1)/A(1,C)>U THEN 370
365 U=A(I,W+1)/ACI,C)

Jo7 K-=1

370 NEXT 1

378 1F K=0 THEN 800:P=A(K,C)

380 FOR J=1 TO W+

iu% A(R,J)=A(K,J)/P

3v0 NEXT J

3vH FOR 1=1 TOo B

400 1F I-R THEN 440

410 FOR J=1 TO W~

415 1F J=C THEN 435

420 ACL,J)-=AC1,J)-A(R, 1H"ACI,C)
425 1F ABS(ACI,J))>»1E-u8 THEN 435
430 ACL,J)=0

435 NEXT J

440 NEXT 1

450 FOR L1=1 T0 B

455 ACL,C)=0

400 NEXT I

£70 ALR, )=

475 A(K,0)=C

500 H=H+1

530 KEM nnannunnnannnnnnnwn TMPRESSION DES RESULTATS PR R R E R R E N E RN RN R

K40 PRINT " TR RN NN R N R R REPONSES TR EFEE R R E R R N N R B B B B AL
550 PRINT :PRINT "™ ITEKATION NO ";H:PRINT :PKINT
600 BKRINT " VARIABLE " ; " VALEUR " IPRINT

610 FOR I=1 TO B

620 IF A(I,0)=0 THEN 640

630 PKINT " X ";A(254 A(I+L,0)=N+L+I
255 NEXT 1

260 HhM P A R N APPLICATION UE LA H.k.ﬁ SRR R E R RN RN R
270 Q=0

280 FOR J-1 TO W

290 IF A(B,J)y»-q THEN 320

300 w=A(B,J)

J1u C=J

320 NEXT J

430 IF Q=0 THEN 8OO

340 U=1E+30

345 R=0

346 FOR I=1 TO L+G

350 IF ACI,C)=<0 THEN 370

360 IF A(CI,W+1)/A(1,C;>U THEN 370
365 U=A(I, W+1)/A(]I,C)

367 K=1

370 NEXT I .

378 1F KR=0 THEN 800:P=A(K,C)

380 FOR J=1 TO W+1

385 A(R,J)=A(KR,J)I/P

498 Fbhrlidy 10 B

* 040 KLEM "ewewwxwnwssws [NTRODUCTION DEB MATKICLS ILUHNULUGLIWULD
2865 FOR K=1 TO PO:IF H1>=1 THEN 350
268 COLOK 3,0:N(0)=0:CLS:LOCATE 2,27:PRINT “ MATKRICES TECHNOLOGIQUES"
290 FOR X=1 TO 500:X=X+1:NEXT X
295 IF H1<>0 THEN 350
3y LOGATE 9, 10:BRINT " HETNOMBREODE ' WARIABLES ";:INPUT N(K)



J15
S0
330
335
340
342
S477
350
355
360
Job
240
Juz
3ub
3v0
39y2
3ve
400
410
412
415
420
425
ER ]
4437
434
440
443
bdiab
450
453
L4h 4
Lhe
400
404
Lod
400
4ol
At
470
4775
4840
LB 2
483
Ly 4
4490
LY
49 3
LY 5H
H10
515
Hle
HlB
520
H25
Hiu
BE3b
540
545
546
5450
555

56U

LOCATE 10,10:PRINT " INTRODULKRE LES ELEMENL1E LEL LA MATKICE "

ForR I=1 T0 kKO

FOR J=1 TO N(K)

LOCATE 12,10%1-7:PRINT"l1gne No=";I

LOCATE 13+J,10*1-8:PRINT T (Vi B s T S e ety e ST NPUT E4K,I,J)
NEXT J .

NEXT 1

FOR J=1 TO KU

FOR I1=1 TO N(K)

C(I)=C(I)+B(J)®E(K,J,):PRINT "C";C(I):INPUT T

NEXT 1 :

NEXT J

GOTO 420

t(LM n-u-nnlnunnluaunnu CALCUL DE UVJ iﬁhﬂﬂbﬂﬂlﬂlﬂllll!l’ﬂ
FOR J=U-KO TO U

Viu+1,J)=0

FOR I=1 TO U

U(Url,J):V(U+1.J)+B(I.U+J+1J*B(U+1.I)

NEXT I

NEXT J

GUTU 240

GOBUB 1500

NEXT K

1F £ GK20 3 THEN AQW0

REH Y T S R R R R CALCUL DE Cb uannﬁ-nnﬂlnlnnanl.hntnl.
c20(J)=0

FOr J=1 TO U

IF J<»R2 THEN 456

FOR K3=1 TO N(K2)

C2(J):C2(J)fAl(U](RZ),KJ)"B(U*K3+1,Hl*]):PRlNI gl AT (WL ORZ) LKD)
NEAT K3

PRINT “C20"; 353" )=";02(J) s INPUT “TTTVGT

NEXT J

HEH YRR R R R R R RN CALCUL DE PHUUUlT ﬂ] K XJ AR oA R R NN RN AN R AR AR
FOK L400 KEM ®w#wessasssssseasss  CALCUL DE PRODUIT A) x XJ R R R
FOR 1=1 TO U+l]

B(1,0)=0

NEXT 1

FOR J=1 TO KO

P2(I1)=0

FUR K4=1 TO N(R2)

P!(J):P2(J3+E(R2,J,K&)'B(U+1+K4,H1+])

NEXT K&

B(J,0)=pP20J)

NEXT J

B(R2Z+1,00=1

B(U+1,0)=2(R2)

'FOR I=1 TO U+l

"NEXT I

KEM gAaaRARRRARARRRRARNASN CRLCUL DE B(l“VﬁFb&)n&RL AR RRARRRRERREANRER
W=1E+20

1F R1=0 THEN 520

IF K1=<KO THEN 1000

For I=1 To U

PRINT "H(“;I:".OJ=";B(I.O):IF B(I,0)=¢<0 THEN 545

[F B(L,U+1)/B(1,0)°Q THEN 545

W=B(I,U+1)/B(1,0)

K1=1

NEXT 1

B(U+1,K1)=C2(R2)

IF R1>=-.5 THEN 573

PRINT " SOLUTION NO DEFENIE"

STuUP

Lol A ¥y = BiCRH 14,00 .
B4d h@k155k=§@k¥:])/P1:PRINI "gUB(R1,J)



505 NLEXT J

590 FOR I=1 1o U

593 IF I=KI1 THEN 620

597 IF B(1,0)=0 THEN 620
600 FOk J=1 TO U=+1

610

615 NEXT J

620 NEXT 1

630 REM wmwmnmwmmans  CALCUL D
635 FOR 1=1 TO U

640 FOR J=2 TO U=+1

o4b CI(I, U-J)=0

6h0 FOR K4=1 TO U

L0655 C1(I,Uu+J)=C1(I,U+J)+B(
coU NEAT K4

670 NEXT J

675 NEXT 1

o0 FUR I=1 TO U

685 FOR J=0 TO U

- " L] - L] L3 - - - - -

1516 LOCATE 3,2:PRINT"® *

- 1

“ & ® @ % @ » “FOR I=1 TO
“EXT 1
1520 LOCATE 22,2:PRINT"* *

- L] L] " L "

1521 LOCATE 23,2:PRINT"* *
- L - - - - = n
1530 LOERTE

CALCUL DE Cb x B(inv)

U PRODUIT

I1,K4)*B(K4,U+J)

X Ps)

L

CALCUL DE Cb x B(inv)

FIN DU CALCUL

690 IF I<>J THEN 700
o¥5 B(1,J)=1:60TQ 705
700 B(I,J)=0
TS5 NEXT
708 NEXT 1
710 B(U+1,0)=0
720 H1=H1~+1
730 FuR 1=1 TO U
740 FOR J=2 TO U~+1
750 B(L,J+U)=C1(IL,U+J)
760 PRINT "B(";I;",";J~U;")=";B(I,U+J)
770 NEXT J
760 NEXT I
900 INPUT “"T=";T:G0TO0 227
1000 RLM LR R EREREE SR B & B
1005 PRINT
]U}U i(LM IR E N EE R RN E S B XN
1020 CCJ)y -0
1030 FOR J=1 TO U
¢ 1040 FOR 1=1 TO U
1050 C(J)r=C(J)+B(I,U+J+1)*B(U=+1,J)
1060 NEXT I
1070 FOR I=1 TOo U
10680 PS(I)=0
1090 NEXT 1
1000 NREXRI11-=1
1100 PS(K1)=1
1110 Z2(J)=Z2¢(J)r+kPB(JI*C(J)
1120 NEXT J
1130 IF Z(U)»=2(R2) THEN 520
1140 RI-=RZ .
1150 H(O,R2)=R1:G0TO0 &80
]]bU Ht‘M AEERERERESE RS S RN E R 8 N
1500 KLY OFF:CLS
1510 1F H1 =1 THEN 1900
1515

COLOR: 2., .0 LOGCRTE 2/, 2 PRINTY® * M & % & 8w &

" » L L

20:LOCATE 3+1,2:PRINT""

Blinverselstar

L L LA L] L] " "

B(I,J)=B(1,J)-B(R1,J)*B(1,0):PRINT "B(1l,J)=";0BC1,J):

t ¥ Blinverselnext

LR R N B N

AR NSERA AR AR AN

R ER RN R RN R AN AN AR RRN

- - - L2 - L] - - L L] - -

- - L3 " L L " L " - - L]

#":LOCATE 3+1,70:PKRINT"*

1918 BRINT " AYRERGHEIKE BESLBONKEEYVBEVEOUSEERELEnELNbEALK

O B ]



1h4u
1550
1560
1570
1590
le40
1645
1900
1910
1920
%30
1940
1950
«1 Y60
1%70
1975
19680
1990
2164
2167
2500
2175
2190
2200
2210
2220
2230
2240
2250
2260
2270
2280
2290
2300
* 2310
2320
2330
2340
2350
2450
2400
2470
2480
2490

X=U

FUR 1=1 TOo 50
X=X+1
NEXT I
LET C=1
P5=0
CLB

.

REM nonanennnan  INITIALISATION DU TABLEAU SIMPLEXE

PRINT "MAM";;M(K):INPUT "Oh";T:M(K)=M(K)-1

H=1

FOK I=0 TO 20

FOR J=1 TO 20

ACI,J)=0

NEXT J

NEXT 1

GOSUH 5300 »

I R R R R R R R R R R R R R R R R R N FIN D'INI‘IIALISATIUM
MOK)=M(K) -1

PRINT "W(k)=";W(K):INPUT T:FOR K1=1 TO M(K)+]
ACK1-1,N(K)+G(K)+K1)=1

ACK1-1,0)=KT+N(K)+G(K)

NEXT K1

IF E1(K)<»0 THEN 2200

IF G(K)=0 THEN 2350

FOR K1=L(K)+E1(K)+1 TO M(K)+1
ACK1-1,K1+N(K)-L(K)-E1(K))=-1

NEXT K1

WK =W (K) =1

w=0

FOR  J=1 TO N(K)+G(K)
80

FOR 1-M(K)-G(K)-E1(K)+1 TO M(K)
S=8+A(I,J)

NEXT 1

A(WIK),J)=-8

IF Q¢eACI,J) THEN 2340
=-A(WIK) K J)

C=J

NEXT J

PRINT

IF G(K)+E1(K)=0 THEN 2790
IF Q=0 THEN 2860

IF P5>0 THEN 298¢

H=H~+1

W-=TE+30

2501500 KEY OFF:CLS
1510 IF H1.,=1 THEN 1900

1515

1506, LOGATE, 3, 2: DR INT s o ini ox a6 o) o) % &) w0 o & &

L] -
EXT
1520
- "
a2 |
- L]
1525
1530
-
1540
1550
s 1560
1570
15%0
1646

I

COLOR 2, 0:LOCATE 2,27 PRENT™® % & & ia & & & 8

- L] L] " " L] L] - LA

# & @ & MoFOR I=1 TO0 20:LOCATE 3+1,2:PRINT™®

LUU&I-L. Z?,Z:PRINT"" * m w ® % # n #* »n L L] -

L. - L] AL

LUL:A'[E !3.2:PH1NT|I‘ L3 - - L - L - L L] L L] L -

L] - - - "

LOCATE 10,15:PRINT"APPLICATION DE LA METHODE DU

AR RERAARR AR

LA S E RS E R SRS NSRS ESE SRS EEES]

L L L] L

" L L4 -

#«" . LOCATE

SIMPLEXE

3 "

1

7O PRINT!»

GLHNERAL"

LOCATE 15,10:PRINT "INTKODUIRE LES DONNEES DE S0US-8YSTLEML NO=" K

X=0

FOk I=1 TO 50
X=X+1

NEXT I

LET C=1

BbHsU



1400

1910
1i9 20
1940
1940
1Y50
1vY60
1970
1975
1200
1990

DA I

2167
2170

2175

2180
2190
2200
2210
2220
2230
2240
2250
2270
2200
2290
2400
2310
2320
2330
2340
2350
2450
24060
2470

2480

2490
2500
2510
2520
2530
26530
2540
2550
2560
2570
2560
2600
2010
2620
2630
L2640
2650
2660
2070
2o8U
20Y0
2700
2710
2720
2730
2740
2750
2760

T e T e ——e .

KEM #wwanmannnn INITIALISATIUON DU TABLEAU SIMBPLEXE CRLRE L LSS LT
PRINT "MAM";M(K):INPUT "Oh";T:M(K)=M(K)-1 .
H=1

FOr I1=0 TO 20

FOR J=1 TO 20

ACI,J)=0"

NEXT J

NEXELE

GOBUB 5300

YT EE R R EE R EE R E R EE R N BN I_‘IN D‘lNl’llALlsﬁl'iuM AR R B R N R AR N A R I A R AR
M(K)-=M(K) -1

PRINT "W(k)=";W(K):1INPUT T:FOR Ki1=1 TO M(K)+1
A(K1-1,N(K)+G(K)+K1)=1

A(K1-1,0)=K1+N(K)+G(K)

NEXT K1

IF E1(K)<20 THEN 2200

IF G{(K)=0 THEN 2350

FOR K1-=L(K)»+E1(KJ}+1 TO M(K)+I1
A(CK1-1,K1+«N(K)-L(K)-E1(K))=-1

NEXT K1

WIK)=W(K)*1

w=0

FUrR J=1 TO N(K)+G(K)

= )

FOR 1=M(K)-G(K)-E1(K)+1 TO M(K)

B=8+AC1,J)

NEXT 1

A(W(K),J)=-B

IF Q¢A(I,J) THEN 2340

W=A(W(K),J)

C=J

NEXT J

PRINT

I1F G(K)~E1(K)=0 THEN 27%0

[F Q=0 THEN 2860

IF P5,0 THEN 2980

H=H+1

W=1E+30

R=-1

FOR =0 TO M(K)

IF A(I,C)<=0 THEN 2560

IF A(LI,B1(K))/A(I,C)>Q THE2520 IF A(l,C)<-0 THEN 2500
1F A(I,B1(K))/A(I,C)>»Q THEN 2560

Q=ACI ,B1(K))/A(I,C)

R=1

NEXT 1

IF R»=-.5 THEN 2610

PRINT "SOLUTION NON DEFINIE POUR CE S0USB-SYSTEME NO=" K
GUOTO 4000

P=A(K,C)

A(CR,0)=C

Fuk J=1 To B1(K)

ACR,J)I=A(R,J)/P

NEXT J

FOR 1=0 Tu W(K)

IF I:K THEN 2740

FOR J=1 TO B1(K)

IF J=C THEN 2730

A(L,J)=A(I,J)-A(R,J)*AC(I, C)

IF ABS(A(I,J))»1E-08 THEN 2730

A(CIL,J)=0

NEXT J

NEXT 1

FOR 1=0 TO W(K)

A(I,C)=0



PRrAVAT
2760
2790
2600
2810
2820
280350
2840
2450
2860
2670
2800
28Y0
2900
2Y 10
220
SYA0
2Y 40
2950
2Y00
2970
2980
29%0
000
JO10
J020
3030
3032
3040
J0ho
J06H5
JUe0
3070
3075
30B0
J0u2
30865
3100
3110
3120
315310
3130
3140
3150
3160
3170
J180
3190
320
32 2
3214
3210
3218
3220
3240
325

3260
4000
4010
4020
4130
4150
4160

214

NEXT I

A(K,C)=1

W=0

FOR J=1 TO N(K)+C(K)+L(K)

IF ACW(K),J)>»Q THZIN 2840
Q=A(W(K),J)

c=J

NEXT J

GOTO 24060

IF W(K)=M(K)+1 THEN 28%0
WIK)=W(K) =1

GOTu 2790

PRINT

FOR 1-0 TO M(K)

IF ACL,0)<N(K)+L(K)+G(K)+1 THEN 2930
Iy ACT,B1TIK))<>»0 THLEN 29Y40

NL AT L

GuTo 2v70

PRINT "PAS DE BSBOLUTION FAISABLE TROUVEE"
GUTO 4110

PRINT "KEPONSES"™

PRINT

1F w=0 THEN 3010

PRINT "BAUE AVANI [lERKALLIUN";H
PRINT "VAKRIABLE","VALEUR"™

FOR I-0 TO M(K)+1

IF ACL,0)=0 THEN 3050

IF ACI,O0)»N(K) THEN 3050
PRINT" X ";A(I,0);"=",A(1,B1(K))
NEXT 1

IF Y=2 THEN 3075

PRINT

PRINT "VALEUR DE LA FONCTION OBJECTIVE" ,A(W(K) , B1(K)):GULTO 3080
PRINT "VALEUR DE LA FONCTION OBJECTIVE",-A(CW(K),B1(K))

Z(K)=-A(W(K),B1(K:)+V(U+1 ,K+RO)

ERINT MZ (MoK )y =wagioky s INPUT M£1”, T

IF w<>0 THEN 2480

IF Z(K)>=U1 THEN 3260

Uili= 2GR

R2=K

K1=1

K1=1

FOR 1-0 TO M(R2)+1

IF ACI,0)>»N(R2) THEN 3190

IF ACI,0)<>K1 THEN 3190
B(U+K1+1,H1+1)=ACI,B1(K)):B(O,H1+1)=K2
K1=K1+1

NEXT 1

IF K1<=N(k2) THEN 3240

ALPHA=K1-1:FOR K1=1 TO ALPHA

PRINT "™ B(™;U+K1+1;" ,";H1+1;")=";B(U+K1+1,H1+1)
NEXT K1

INBUT “r2h:x

GOTO 3260

B(U+K1+1,H1+1)=0

K1=K1+1:60T0 3140

KRETURN

CLS:REM #ewswanunnunrnns TMPpRFSSION DES RESULTATS
R=H1;

1=

FOR J=1 TO0 P

FOK K=1 TO N(J)
B1(U«1+K,I1)=B(U+1+K,I)*B(J,U+1)

( EE R EEREENEEE SR BB B B S S NN

KEGATE 5+K*2,15:PRINT "B1(";UvKe13","{13")=" Bl (UvKe1, 1)



41%0 I=1+1:INPUT "t=";T:1F 1l<=R THEN 4025

4200 NEXT J

4210 END

5300 IF H1»=1 THEN 7400

5664 LOCATE 13,30:PRINT "DOUNNER LE NOMBRE DE CONTRAINTES"; :INFUT M1 ok
50666 CUOLOR 2,4:LOCATE Z20,12:PRINT "VOULEZ VOUS CUORKIGER (U/N)":CULUK 2,0
5667 CCH=1INKEYS$S:IF CC%-"" THEN 56067

hoatd IF ASC(CC$)=79 THEN 5664

5069 IF ASC(CC3)=78 THEN 5670 ELBE 5667

570 CLS:LOCATE 13,30:PRINT "DONNER LE NOUMUBEKE DE VARIABLEG"; :INRUT N1 (K)
5671 COLOR 2,4:LOCATE 20,12:PRINT "VOULEZ VOUS CURKRIGER (OU/N)":COLUK 2,0
$672 CCE=INKEYS$:IF CC8="" THEN 5672

5073 IF ABC(CC%)=79 THEN 5670

Yel4 IF ASC(CUS)=78 THEN 5675 ELSE 5672

He?75 CLS

5678 LOCATE 5,5:PRINT " NOMBRE D'EQUATIONS DE TYPRE = el LNPUT LY CK)
S5et0 LOCATE 10,5:PRINT " NOMBRE D'EQUATIONS DE TYPE e TN TR (Gl
5085 LOCATE 15,5:PRINT " NOMEBRE D'EQUATIONS DE TYPE - e INRPUT G1(K)
5090 COLOK 2,4:LOCATE 20,12:PRINT "VOULEZ VOUS CORKIGEK (U/N)":COLUR 2,0
5692 CCH$-INKEYS$:IF CC$="" THEN 5690

5095 [F ASC(CCS$)=79 THEN 5675

5700 IF ASC(CC%)=78 THEN 5710 ELSE 5690

59710, IFE 5700 IEF ASCCCCS)=78 THEN 5710 ELSE 5890

5710 LF LTCKY+-E2CK)NE6] CR)=M1 CKK)Y THEN 5725

5715 PRINT "LES DONNEES NE SONT PAS PRATICABLEE.™

5720 GOTO bSseseb

5725 B2Z(K)=MI(K)+*NI1(K)+G1(K)+1:W1(K)=M1(K)

IRl R 0 0 o 1 B BB ENTTEALTSATTON DUS TABEEAUSEBTIMEEEXE  #R & hns naeh sin ks 68
5740 FOR 1=0 TO WI(K)~1

5743 FOR J=1 TO B2(K)

5744 FOKR K4a=1 TO PO

5746 AZ2(K4,1,J)=0

5747 NEXT K4

5748 NLXT J

5750 NEXT 1

JO760 1F B2(K)*(W1(K)+1)<540 THEN 5790

%770 PRINT "LE PROBLEME EST TROP GRAND™

5790 IF B2(K)»30 THEN 5810

HBO00 IF WI(K)+1<30 THEN 6975

5610 PRINT "CHANGER LA DIMENSION D'ENTREE(NO 10Z) POUR A ;W+i1 ;"BY", b, "MATKICLE"
5820 PRINT

5830 PRINT "SOIT L'INSBTRUCTION 164 0OU 168 0OU LES DEUX DOIVENT ETRE CHANGELEO"
5840 PRINT "COUMME SUITE:"

5850 PKRINT

HhseO I[F B2(K)«31l YHEN 5880

5870 PRINT "™ 164 IF B>";B(K);"THEN 169"

5880 IF WI1(K)+1<18 THEN 6975

5890 PRINT "t1et IF W+l <" ;"THEN 180"

6975, CLB:REM ##stnitarassnwmwmnnt  INTRODUCTION DEG DONNEELD  Mfs st miifingrinn mmn e
6980 PRINT "M(K)=";M(K)

6982 FOR I=0 TO M1(K)-1

6¥65 LOCATE &,20:PRINT "DONNER LES COEFS DE L'EWQUATION";I+1

oYude PRINT

6990 FOKR J=1 TO NI1(K) )

7000 LOCATE 10+2*),6:PKINT "LE COEF DE X";J;:1INPUT AZ2(K,1,6J)

7005 NEXT J

7050 LOCATE 12+2*N1(K),6:PKINT "DONNER LE SECOND MEMURE DL LA CUNIKAINTE™,1+1:
PUT A2(K,I,BZ2(K))

/055 PRINT

7060 NEXT I

7064 CLS:FOR I=1 TO 45 STEP 2:LOCATE 2,I+14:PRINT "*":LOCATE d,l+14:PRINT "“»"]
b o N

7068 FOK I[=1 TO o6:LOCATE 2+1,15:PRINT"*":LOCATLE 2+1 59:PRINT"*":NEXT 1
%Bag EH&NT 1,3:LO0CATE 5,26:PRINT "LA FONCTION ECONOMMIQUE":CULOUK 2,0

-~



7T0v7 Fuk J=1 TO N1(K)

7100 LOCATE 9+J,10:INPUT A2(K,WI1(K),J):AT(WI(K), J)-A2(K,WIC(K), K J)

7103 PRINT

7107 AZ(K,WIC(K),J)=C(J)-A2(K,W1(K),J)

7109 IF Y=2 THEN 7117

7112 AZ(K,W1(K),J)=-A2(K,W1(K),J):60TO 2120

7117 AZ(K,WI1(K),J)=A2(K,W1(K),J)

7120 NEXT J

7123 LOCATE 23,00:COLOKR 2,4:PKINT" VOULEZ VOUS CORKIGER (O/N)":COLOR 2,0
7125 CC$=INKEY$:IF CC$="" THEN 7125

7128 IF ASBC(CC$)=79 THEN 6975

7130 IF ASC(CC$)=78 THEN 7500 ELSE 7123

7400 "FOR I=1 TO M1(K)+1

420 '"FOR J=1 TO N1(K)~+1 .

7440 "ACI,J)=0:AC1,B2(K))=0:A(WI1(K),J)=0

7460 'NEXT J

7480 'NEXKT 1

Z500 HEM S as e twanenncanen ABRECGEATION DES VARIABLEES! sRrhain@es s sananxn
7510 MOK)=M1(K):N(K)=N1(K):W(K)=WI1(K):PRINT "CONT";M(K),"CONT1" ,W(K)

7520 BI(K)=B2(K):L(K)=L1(K):G(K)=61(K):E1(K)=E2(K)

75_‘0 KLM I ENENEREEREE R SRS RN RN R R ].IN DIA}EECTA‘I‘ION SN NN RR RN R RR RN
7540 FOR 1-0 TO M(K)-1

7550 FuUr J-=1 TO NC(K)

7560 ACI,J)=A2(K,I1,J)

7580 ACWIK) ,J)=A2(K,W(K),J):PRINT "“"COEF";A(W(K),bJ)

7590 NEXT J

7600 ACL , BI(K))=A2(K,I,B1(K)):PRINT "COEF1"759Y0 NEXT J

70600 ACI,B1(K))=A2(K,I,B1(K)):PRINT "COEF1";A(I ,B1(K)):INPUT T
7610 NEXT 1

7020 KETUKN

000 DIM B(F1 ,X2+1):DIM EC10,10,10)

8100 DIM A1(20,30),B1(20)

8200 DIM C(20):DIM C1(20,20)

84300 DIM A2(20,20,20),A020,20)

sB0U0 KETUKN



hOKEY 0EHLCLS

10 "e*= LTUDE DES SYSTEMES LINEAIRES AVEC FONCTIUN WUADKRATLWULE ==

200 imensmesn e pwseniGhs LEOARDE DEV LDACMETHODE DE TAMURAS S22 0R s n e en s
23 PRINT

27 PRINT

30 IR R RN E R R E R N ENTREE DES DuNNEES LR RN E R R R NN

40 PRINT "EpPo="::INPUT EPS

41 PRINT "ALPHA-"::INPUT ALPHA

42 PRINT "N="::INPUT N

43 PKRINT "K=%";:INPUT K

e4d PRINT "N1="::INPUT NI

45 PRINT "M=";:INPUT M

46 PRINT "k="::INPUT R

*47 PRINT "NX=";:INPUT nX

50 FOR I-! TO N

h3 Vmwmaws  UNTREE DES MATRICES Al,Bi,€1  weekans

60 GOTOU 20000

76 PRINT " DONNLK LA MATKICE D'EVOLUTION Al T

vU FOR Ti-1 TOo NI

YO FOR I2=1 TO NI

100 NPT AICT T 122

110 NEXT I
120 NEXT I
125 PRINT " DUNNER LA MATKICE DE COMMANDE & et
130 FOR I1=1 TO N?

140 FOR I2 =7 Tu M

150 INPUT BCI,11.12)

‘)
-

Te0 NEXT 12
IEQINE KT vt _
T80 PRINT " DONNEK LA MATRICE D'INTERACTION C";1

190 FOk Ii=1 Tu NI

200 FOR I2-=1 TO K

210 INPUT C(L,I!,I2)

220 NEXT 12

230 NEXT 17
* 240 FOR J=1 TO N

250 PKINT " DONNER LA MATRICE L(“3;I;",";J;")»"
.Qbu FOR I1=1 TO K

270 YOR I2=1 TO Nt

280 PRINTIL (M- smoiine, g - il ygieaty 00y o amyiz eI NPUT LT 1T L 20

290 NEXT 12 :

300 NIXT It

310 NEXT J

315 DIM LANDA(S5,5,5)

320 DIM ET(5,5,9)

328 DIM 5L(5,5,5)

335 PRINT "™ DONNER LES MATKRICES DE PONDEKATIUN "

344 FOK Ki1=0 TO K-1

3&“ IEE NN SRR N N R E R R R R S N R MATRICE Q AR KRR AR R R R AR R R R AR AR R A
350 FOR Il=1! TO N!
Jo0 FOR I2-1 TO N1

370 INPUT Q¢I,K',I1,12)
380 NEXT Iz

3U4 IR NSRS MATRICE 5] AW RN AR RN R AR R RR
390 NEXT T!

391 'DIM V(N1 M)

392 FOR I1=1 TO N

i

. 393 TOR 1221 TO.NI
394 V(I1,T2)=Ql 61, 11,12)
395 NEXT 12

s 396 NEXT I

397 GousuB 10000

400 NEEERE AT R R R SRS NSNS MATRLCE R I EERNEEREEEEES EEER BN E B E & S A



e e e e e S e e e e B e e = ol

"1UU ---naun-nnllnlﬂnuuﬂat* HATRICE’.‘. H MR R R R AR R A REA N RRE R NAR R A

410 FuR I:=1 TO M

420 FOR 'I2=! TO M

430 INPUT R(I._K1,ILt,I12)
440 NEXT 12

450 NEXT I

451 FOR It=! TO M

452 FOR 1I2=1 TO M

453 V(It,I2)=R(I,K1,I1,12)
454 NEXT 12

455 NEXT I

456 GOUSUB 1uoowo

460 IR EE R E R RS HAIRICE S T SRR R R R R NN R R B
*4'70 FOR =1 TO R

T
480 FOR I2-! TO R
490 INPUT S¢1,K1,I1,12)
500 NEXT I
510N -EXT =l

540 FOok I1t=1 TO R

512 POk I2-=1 TO R

L30T S T 20 =8 L G T B T2
514 NeXT 12

i eV oo o S

H2U LuLUub lTuuou

530 NEXT K!

540 '®**s= LICTURE DES MATRICES P(I,k)=F1 I
550 FuUk 111 TO Ni

FeL FOR T2z=1 TO N1

570 INPUT FCI,I1,12)

50 NEXT 12

590 NEXT 1!

591 POR [1=1 TO NI

5y2 FOR I2=t TO*NI1

593 V(I1,I2)sF(1,11,1%2)

94 NEXT 12

* 595 NEXT Il
600 GOBUB 10000 |
610 '#=#®» INITIALISATION DU VECTEUR LANDA ET P **=*="*®
620 FOR Ki=0 TO K-1
630 For I1=1 TO R
040 I[NPUT LANCI,K1,I1)
6b0 NEXT I1
660 FOR L1=1 TO N
670 INPRPUT P(I,K1,I1)
o0 NEXT L1
090 NEXT K1
700 Fok I2=1 TO NI
710 B(I,-1,12)=0
720 NEXT I2
72y temeasensnwsswewwnes  INTRODUCTION DE XO(I) weswssssmexszessns
724 FOR Hi=! TO NI
726 INPUT XO(I,H1)
728 NEXT H!
730 NEXT I
TA0 FUOR I=1 TO N
y6( tmmmensammansnanwws  OPTIMISATION INTEKMEDIAIKE mAARRANARR AR R R
7g( 'memessessawsws TRANSPOSITION DES MATKICES A, B et C ssmmxrssss0cuss
770 N EEEC AR R LR BB A TRANSPOSEE DE A et TR R R R R RN R L
760 FOk Ji=1 TO W!
790 'DIM D(WI . W2)

s B00 FOR J1=1 TO Wi



Yuu
810
820
830
840
H50
HoU
H/u
su0
vy 0
Yyou
910
Y20
J30
Y40
950
Y00
970
Yuu
990
1000
10110
1020
1030
Tu40
10bu
106U
1070
1080
1ovyu
1100
1500
120
130
1140
o 150
Tlou
1170
175
180
1190
200
A
210
220
230
240
25H0
200
270
260
2v0
300
1310
1320
1330
1340
350
" 380
1370
:3uu
1390
1400

—t

-

ik

e

B " (e e Gy

——

=4k

-k

FOR J1-t To W
FOkR J%=1 TO W2
D(JY.J2)=A(1,J7,J2)

NEXT J2
NEXT J1

GOBULS 11000

FOR J'=1 TO W1

FoOR J2=1 TO W2

AT(CI.J1,32)=D(J1,J2)

NEXT J2
NEXT J1

IR R B RN E S NN E S NERERE S & NN

W2-M

F'OR J1=1 TO W3

FOR J2=1 TO W2

DCJY,J2)=A(1,J1,J2)

NEXT .J2

NEXT J4

Gusup 11000
FOR J'=1 TO W1

FOR J2=1 TO W2

BT (X1.J1,J2)=D(J1,J2)
NEXT J2

NEXT J1

T oo Won B RAR R RN RR
W=k

TOR J!'=1 TOo W1

FOR J2=1 TO W2
DeJY,J2)=A¢(1,J1,J2)
NEXT J2

NEXT J1

GOSUL 11000

FOR J1=1 TO W1

FOR J2=1 TO W2

CT(J 1, 029 =DCJan, J20)
NEXT J2

'#en INVERSION DES MATRICES
FOR K1=0 TO K-1

'DIM ACN1.N1),B(N1,N1)
W=M

FOR H1=0 Tu W

FOR H2=0 TO W

FOR H2-0 TO W

A(H!  H2)=R(I K1, ,H1.H2)
NEXT H2

NEXT H?

GOBUB 12004

FOR H1=1 TO W

FOR H2=1 TO W
R(I,K1,H!,H2)=A(H1,H2)
NEXT H2

NEXT H1

W:K

FOk H1=1 TO W

'OR H2=1 TO W

ACHY ,H2)=6(I K!,H1.H2)
NEXT H2

NEXT H1

GOSUL 12000

Folkk H'=1 TO W

TOR Hz=1 TO W

S5(I, K1 ,H! ,H2)=A(H?.H2)
NEXT H2

TRANSPOSEE DE

TRANSPOSEE DE

B

LA A SRS EE R R EERE RN SR ERE NSNS

LE B N B B N N S ENEERERESESERNESRSESE]

DE PONDERATION ®®==»



140
T4t 2
AR IS
1420
1430
440
450
1400
4’10
1480
490
ih00
1510
520
530
540
1550
500
9]
5850
b0
oUl
olU
ol
1630
lo4U
febu
Teol
1070
loyu
leYu
1700
710
720
T30
1140
750
e
770
780
C 790
1800
!0
C820
430
T840
Tubuy
60
470
1800
49?0
1900
3410
191 5
1yYly
1Y 20
1930
1940
Y50
Y60
970
TYU0
19Y0

—

P

S0 el

i - -

o

7

MEXT U3

B=K1+!

I¥ B>K-1 THEN 1540
W=N

FOR Hi=1 TO W

FOR H2=1 TO W

ACH! ,H2)=Q(I, K1,H1 ,H2)
NEXT HZ2

NEXT HI

GosuB 12000

FOkR H!'=1 TO W

FUR Hz=1 TO W

W(I Kt ,H1 ,H2)=A(H! ,H2)

NLXT H2

NEXT H!

tewd CALCUL DU PRODUIT R(invers)xB(transposee)*®®
Fok I1=1 TO M

T'oR 12=1 TO M

ACTT, 12)ERGT K1, 10, 1:2)
NEXT 12

NEXT 11

FokrR I1=1 TO M

FOR 12=1 TO N1

BT e L) = BiTa Gl e e Ta )
NEXT L2

NLXT 11

Wi-M:WhH=M:W4=N"

GUSUB 13000

FOrR I1=17 TO M

YOR Iz=1 TO N1
GC(I,KY,I1,I2)=H(I1, I2)

- b

=

| Ll 4o
e S
— o=
b= =

fane CALCUL

YOR I1=! TO R

roRk I12=1 TO R

ALV 2= G Todel L T a2
NEXT 12

N EXCTe T

FOR Xl1=3 TO R

FOR I2=1 TO N!

BTV SR Y= Gk I, T
oo, G A L

NEXT It

W3=R

W4 =N

Wh =

GusUB 13000

FOR IT1=1 TO R

FOR I2=1 TO Ni
GDCI,KY,I1, I2)=H<{I1,12)
NEX T L2

NEXT I

V=1

Vi=i

GOSUB 14000

NEXT K1 .

IFEXEER SRR EEE S S R B N N B B CALCUL DE X'I(K)
WJ3=N1

Wa=1

Wh=z=N!

OrR I1=1 ToO N1
FOR I2-17 TO NI

DU PRODUIT Si{invers)xCi(lransposece)™**

FEE R B R N RN ERE S E N ENEEEEE N
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S0
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2H0
<YU
U
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>

UK
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NEX
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L=t EQNNT

EZ2=Y T0O W4

12
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I
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N~
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N s T CALCUL DU GRADIENT

H2:)=X0E 36 Gl D
[ H3

A HY =B GTE I cHTD e HCH S HS

[ H3
{ HI
r‘l
H TO W4

2, H1¥y=U(T, K1, ,H2)
3 H 3

SUB 13000

H 2 [0 W4

KT OHY)Y=E(T KT ,HT)+H(HT ,H2)
I s

I

H1=1 TO W3

Hz=71 0 WS

Voo H2D =G GESHY H2Z20
H3=1 TO W4
23N =A0T LK) SR
T H3

[ HZ

DE

L I A R




JoUU NIXT H?
2010 GUSUB 13000
2620 FOR H'=1 TO N1
2630 FOR H2=1 TO W4
2040 T(I.K1,H1)=E(I,KY',H1)+H(H1, 6 H2)
2050 NEXT H2
2670 GL(I, K1 ,H1)=-X(I,K1,H1)
2680 E(I,K1,H1)=E(I K!,H1)+6GL(I K1,H1)
2690 NEXT H1
2700 NEXT K1
2710 W=N*K
» 2720 DIM Y(W)
2730 I'OR K1=1 TO N1
2740 FOR Ki=1 TO NI
* 2750 M(I,K1,H1)=E(I,K1,H1)
2760 NEXT H!
2770 NEXT K21
27680 T=0!
2790 FOR K1=0 TO K-1
2795 IN=12+T @ »*
2600 TOR I2=1 TO N1
2810 Y(I1)=M(I,Ki1.I12)
2820 NEXT I2
2830 T=N!
2840 NIXT K!
2850 DF=0!
2660 TOR I1=1 TO W
2870 DG(I1)=¥Y(I1)*Y(I1)
26880 DF=DF+DG(I1)
2890 NEXT I
2900 DR=BWR(DF)
2910 IF DR<=EPS THEN 3085
2920 IF V <» 1 THEN 2972
2930 FOR Ki1=0 TO K-1
2940 TOR H1=1 TO N1
2950 DCKY,H1)=E(CI,K1.H1)
2960 NEXT H1
2v65 NEXT K!
2970 GOTO 2945
2972 WUB-0:WY=K-1T:W10=41:W11=1
2980 GOBUD 10000
2Yu85 FOR Ki=0 T0O K-1
2990 FYOR Hi=1 TO Ni
J000 OCKI,Hi)=ALPHA*D(K1 ,H1)
3070 PCILKYT H1)=P(I,K1 ,H1)+0(K1,H1)
3020 DC(K1,H1)=E(I,K1,H1)
JO30 NLXT HI
JO40 NEXT K|
3060 II' VoNX THEN 30%0
JO70 V=\N+!
3075 TOR K!1=0 TO K-1
3080 GOTO 1920
Jouyd NEXT I
JO0uve LOUTO 3110
30Y0 PRINT™ 1L Y A TROP DE CALCULS LE GKRADIENT NE COUNVERGL FAL AU bBuUT DE™;NX
TZRATION"
310U GUTO 3920
35110 '#wsmmnwneawwn CcALCUL DU GRADIENT DE FI(LANDA) SN SN, W N N,
3120 FOR Ki=0 TO K-1
3130 TOR I=1 TO N
‘3];‘0 IR RN R ER R R R N CELCUL DE SIGMPL L]l X] CEE N E R I NN AR AR
= 1150 Fruk Hi=1 TO K
3160 D(H1)=0



J1y70 NEXT K.

3igo FOR J=' TU N
3190 W3=K
3200 W4as=1
3210 WH=RK
3220 FOR H1=1 TO W3

3230 FOR H2=1' TO W5

3240 A(H1T.H2)=L(J,I,H1,H2)

3250 NEXT H2 ’

3260 FUR H3=1 TO W4

3270 B(HT,H3)»=X(J,H3)

3280 NEXT HJ3

3290 NEXT HI

4300 GUSUB 13000

3310 FOR Hi=1 TO W3

3320 FOR Hz=1 TO W4

3330 D(H1)=-(DC(H1)+H(HY,H2))
3340 NEXT H2

3350 NEXT J

3460 TOR H1=1 TO K

3370 ECI, K! , M1)=2(¢I,K1,H1)+D(H1)
33680 NIXT HI

3390 NEXT I

3400 W=N"k

3410 DIM Y(W)

3420 FOR I=1 TU N

3430 FOR H1=1 TO R

3440 M(I, H1)=EC(I,K1,H1)

3450 NEXT H!

3400 NEXT I

24770 T=0

3480 FOR I1=1 To N1

3490 I11=12+T

3500 Y(I1)=M(1I,12)

3510 NEXT I2

3520 T=R
3530 NCXT I
3540 bLI'=0
3550 Fuk Ii

3500 De(ll)=

3570 DF=DF+DG(I1)
3580 NEXT Il

3590 DR(K1)=80R(DF)

35%5 NLXT K}

3597 TEST:=0

3598 YOR K1=0 TO K-1

1600 IF DR(K1)<=EPS THEN 3770

3610 IF V1<»1 THIN 3661

3620 FOR I=1 TO N

3630 TOR H1=1 TO K

Jo40 D(I,H1)=ECI K1 ,H1)

3650 NEXT Hi

Joebs NEXT I

3660 GOTO Jo75

do6! WB=1:WY=N:W10=R:W11=1

3670 GOSUB 16000 :

3675 FUR I=1 TO N

3a60 FOR H1=1 TOU R

3690 O(I,H1)=ALPHA®*D(I,H1)

3700 LANDA(I,K1,H1)=LANDAC(I,K1,H1)+0(I,H1)
3710 DI, H1)=EC(I, K1 ,H1)

3720 NELXT H1

3730 NEXT I

Y9l ¥r=Vi+NX THL 90
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3760 GOSUB 14000

3765 NEXT I

3770 TEST=TEST+!

3780 NEXT K1

3/81 1IF TE3T=K THEN 3800

J782 FOR I=1 TO N

2784 GOTO 1940

1790 PRINT "LA METHODE NL CUNVERGE PAS5 AU BOUT LL";NA;"ilerations"
3795 GOTO 3920

3800 PRINT ™ SOLUTION OPTIMALE ATTEINTE AU BOUT DE";V1,"ITERAIIUN"
*44310 LOUCATE 2,10

3620 'wwsanswnns TRACE DES TKRAJECTOILRES DE COMMANDE #mwmnesnnesan
Sud0 FOR I-1 TO N

38640 PRINT " TRACL DES TRAJECTOIKES DE COMMANDE UcC";L;"™) Y
3gs0 FUR H1=1 TO M

3460 TF'OR K1-0 TO K-1

3870 PSET(K1,U(I,K1,H1))

3880 NEXT K1

3890 CL3

3900 NEXT H1

3910 NEXT I

3Y20 ELND
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