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Notation

R : I'ensemble des nombres réels.

x : 'ensemble des vecteurs d’états.

[E, A, B,C, D,n] : réalisation du systeme descripteur d’ordre complet
[E., Ay, B, Cy, D, r] : réalisation du systéeme descripteur d’ordre réduit
(AE — A) : pencil du systéme descripteur.

u(.),y(.), z(.) : entrée, sortie, état du systeme.

t, k : temps continu, temps discret.

s, z . variables fréquentielles dans le cas continu, dans le cas discret .

1 =v/—1.
A~1:inverse de A.
1 0 ... 0 0
o . 0 ... 0 o _
I=1,= : matrice identité d’ordre n.
. ) 0
0 0 1




0 1 0 0
0O 0 " 0 _ _
N, = . matrice nilpotent d’ordre n, dans la forme
. ) 1
0 o 0
de Jordan. o
A 10 0
0o X . . .
J; = : matrice de Jordan associée a la valeur
. , )
0 ... ... 0 N
propre); . ]

SV D : singular value decomposition (décomposition en valeurs singulieres).

Ni(E,A), A\i(A) s iéme valeur propre du penciE, A), ieme valeur propre de

o;(A) : ieme valeur singuliere de A.
Y : matrice des valeurs singuliéres.
zeros(m,n) : matrice (m-lignes, n-colonnes) a éléments nuls.
M IMO : multi-input/multi-output (multi-entrées/multi-sorties).

SIS0 : single-input/single output (une seule entrée/ une seule sortie)
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Chapitre 1

INTRODUCTION GENERALE

Nous présenterons dans le présent travail une nouvelle théorie de réduction
d’'ordre de systemes descripteurs appelés aussi systemes semi-états, systemes
implicites, systemes algébrico-différentiels, ou systemes généralisés qui sont une
généralisation des systémes décrits dans I'espace d’état, dits systémes réguliers
ou classiques, ces derniers sont rencontrés, dans la littérature, sous I'appellation
de systemes standards [1]. A cet effet, le travail sera réparti en deux grands vo-
lets : dans le premier, nous poserons le probleme de réduction en général, par la
suite nous présenterons les diverses définitions et propriétés relatives a la théorie
de systemes descripteurs. Le second volet traitera une technique de réduction
d’ordre de modeles, présentant deux propriétés intéressantes : elle permet d’'as-
surer toujours la stabilité et en second lieu, permet une quantification de I'erreur
d’approximation : c’est la techniquel” D (Singular Values Decomposition)[2]

qui, utilisée dans I'approximation de systemes dynamiques standards, a été éten-
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due aux systemes généralisés.

La thése est organisée comme suit :

Dans le chapitr@, nous posons le probléme de réduction dans le cas classique.
Le Chapitre3 couvre I'essentiel de la théorie des systemes descripteurs linéaires,
invariants dans le temps, stables. Il inclue les notions de commandabilité, d’ob-
servabilité et des grammiens des systémes descripteurs qui sont les solutions des
equations déyapunowénéralisées [3].

Le chapitret introduit I'idée de réduction d’ordre des systémes descripteurs, ba-
sée sur I'extension de la techniqdé&’D, reposant essentiellement sur le calcul
d’'un ensemble d’invariants appelés "valeurs singulieres propres et valeurs sin-
gulieres impropres deankel' [3], sur lesquelles s’opere la réduction d’ordre.

La nouveauté qu’apporte notre travail, réside dans le fait que I'algorithme de
réduction élaboré permet de synthétiser des modeles d’approximation issus de
la réduction, a la fois des sous-systemes propres et impropres, permettant la
construction d’approximants d’ordres faibles de natures différentes, I'un des-
cripteur, I'autre régulier . Pour implémenter notre algorithme décrit dans le cha-
pitre 4, un programme a base de Matlab [4] , et des routines en Fortran [5] ont
été élaborés. Diverses simulations sur de systémes descripteurs de trés grande

dimension ont été réalisées, montrant I'efficacité de notre algorithme.
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Chapitre 2

MOTIVATION DE LA

REDUCTION DE MODELES

2.1 Introduction et position du probleme

Tres souvent, dans le cadre classique de la théorie et de la commande des
systemes, les systémes a grande dimension ne s’apprétent pas facilement a I'ana-
lyse qui s’avéere, parfois non faisable et/ou tres colteuse, ce qui rend la nécessité
de réduire plus que souhaitable : mais irremédiablement imposable : surtout si
I'on sait que la dimension (ordre) du modele mathématique utilisé, qui pour
représenter correctement un systeme physique, en tenant compte de toutes les
contraintes auxquelles il est assujeti, devient relativement trés importante. La
réduction d’ordre de modéle est la simplification ou I'approximation d’un mo-

déle mathématique sous la contrainte que le comportement globale Entrée/Sortie
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(E£/S) du modéle initial, pour un méme ensemble d’entrées soit bien approxime.
Dans ce chapitre, nous poserons le probléme de la nécessité de simplification
de modéles dynamiques, par la suite, nous présenterons deux approches de ré-
duction d’ordre de systémes classiques opérant dans I'espace d’état, basées sur
'approcheSV D [6].

Un systeme dynamique est généralement représenté par un ensemble d’équa-
tions différentielles et un ensemble d’équations algébriques.

Le systeme en question naté est définit par [7]

2.1)

Pour plus de simplicité, on adoptera la notation suivante

S = (f,h) avecx(t) € R", u(t) € R™ ety(t) € RP

ou u est I'entrée ou fonction d’excitation; le vecteur d’état, et la fonctiofi
décrit la dynamique dé&'; y étant la sortie, ou ensemble des observatioris et
décrit comment les observations sont déduites a partir de I'état et de I'entrée.
La dimensiom d’'un systeme n’est autre que le nombre des équations difféeren-
tielles qui le représentent (c’est aussi le nombre des états).

Le probleme de la réduction est d’approximermpar un autre systéeme dyna-
mique S de dimension, donné parS = (f, h) aveci(t) € R", u(t) € R™ et

y(t) € RP, ou le nombre des états de I'approximant doit étre trés faible devant

celui du systéme original < n. Dans le cas de systéemes dynamiques linéaires,
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invariants dans le temps,sera représenté par

(t) = Ax(t)+ Bu(t),

(2.2)
y(t) = Cx(t)+ Du(t),
et I'on adoptera la notation
A|B
S = , (2.3)
D
le probleme est alors de trouver un approximant d’ordre réduit
S = (2.4)

Selon la technique de réduction utilisée, le modéle d’ordre rédigatt satisfaire

certaines contraintes, telles-que

1. une préservation de la stabilité, et passivité ,
2. une procédure de calcul efficace, rapide, et un volume de stockage faible,

3. une possibilité de quantification de I'erreur d’approximation.

Le probléme classique de la réduction d’ordre a recu une attention considérable
lors des deux derniéres décennies. Parmi les diverses approches construites dans
ce domaine, on retiendra les plus récentes, celles basées sur la mgthbde

qui seront I'objet de la section suivante. Ces méthodes ont le grand avantage de

satisfaire les contraintes sus-citées.
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2.2 ApprochesSV D

Les techniques de réduction d’ordre de modeles basées sur la métridde
operent dans I'espace d’état. Elles reposent sur le calcul d’'une certaine base ap-
pelée base d’équilibre [8] dans laquelle les grammiens de commandabilité et
d’observabilité sont égaux et diagonaux ; leurs composants appelés valeurs sin-
gulieres deHankelsont d’'importants invariants qui rentrent dans la construction
du modele d’ordre réduit (par troncature des valeurs singulieres les plus faibles),
et aussi dans le calcul de la normetdienkel[6]. Divers travaux ont été réalisés
dans ce sens, et ont été aussi bien orientés vers I'approximation des systemes
continus G150 et MIMO [9]) que systemes numériques [10], sur les control-
leurs [11], et tres récemment elle a permit de développer une nouvelle approche

de modélisation de systémes de production du signal de parole [12].

2.2.1 Méthode de&MOORE

Introduite parMoore [8], cette approche est basée sur une transformation

d’état particuliere dite "transformation d’équilibrél3] (Annexe B) qui rend

symetrique certaines propriétés du systeme, du point de vue entrées/sorties, dans
un sens énergétique [14].

Le calcul de certains invariants dits "valeurs singulieres" (Annexe C) permet de
construire un approximant d’ordre faible en éliminant les valeurs singulieres les
moins significatives. Le probleme qui peut se posé est le mal conditionnement de

la transformation (matrice) d’équilibre qui peut étre causé par quelgues modes
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du systéme, presque non commandables ou/et mal observables [15]. Pour y re-

médier, la technique dechurest utilisée.

2.2.2 Technique deSchur

Cette approche permet d’aboutir au méme modél&ldere sans calculer
la transformation d’équilibre. Elle repose essentiellement sur le calcul d’espaces
propres droite et gauche [16], mais cette fois-ci associés aux plus grandes valeurs
propres des grammiens de commandabilité et d’observabilité. Plus générale que
la méthode déloore elle est principalement utilisée dans des problemes de sim-
plification de systémes non minimaux.
Algorithme de Schur.
Entrées : La réalisation d'état d’'ordre (A, B,C,D), et 'ordre du modéle
réduitr.
Etape 1- Calcul des deux grammieng, et W, (Annexe B).
Etape 2- Calcul de la matrice réelle orthonormalé telle que la matrice
(VW W,VT) soit triangulaire supérieure ; c’est a dire, la mettre sous la forme
de Schur
Etape 3- En utilisant les rotations orthogonales [17], calculer les transforma-

tions réelles orthogonalés, etV qui ordonnent la forme d8churrespective-
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ment en ordre ascendant et descendant, telles-que

Vg WCWOVA = 0 * *

Ap, * x %

VDT Wc Wo VD - 0 * *

avec

rn-roor
—_ | A~
Va = Vd,p ‘/;Jg
r n-r
Vp = | o o
i Vd,g V%p
Etape 5- Former la projection [17]
By = V;;Vd,g
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et calculer sa décomposition en valeurs singulié®¥% (Annexe C)

E, = UE,QEE,ng, g (2.12)

Etape 6- Former les matrices
Sog = VouUpySg, € R (2.13)

Sig = VagVigSg,, € R™ (2.14)

Etape 7- Construction de la réalisation d’état du modeéle simplifié

A B | | 5],ASs, S],B 219
G, D, CSiy D

Fin de la procédure.

2.3 Conclusion

Nous avons posé le probleme de la simplification de systémes classiques dé-
crits dans I'espace d’état, et décrit de récentes approches de réduction d’ordre.
Dans ce qui va suivre nous allons voir une classe de systemes plus large que
celles des systemes standards, qui est celle des systémes descripteurs appelés
aussi systemes singuliers, et par la suite nous allons montrer comment sera éten-
due la théorie d’approximation par la réduction d’ordre aux systemes descrip-

teurs singuliers.
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Chapitre 3

THEORIE DES SYSTEMES

DESCRIPTEURS LINEAIRES

3.1 Introduction

Dans la littérature, diverses appellations sont rencontrées pour les systemes
descripteurs, telles-que systémes singuliers, systémes implicites, systemes dans
I'espace d’état généralisé, systemes algébrico-différentiels ou systémes a semi-
état [1]. De tels systemes présentent le grand avantage d’étre présents dans divers
domaines [18], tels-que les circuits électriques, les systémes interconnectes [19],
les systemes économiques [20], en chimie et autres. Nous présenterons dans ce

chapitre quelques concepts de base et propriétés des systémes descripteurs.

21



3.2 Notions d’espace d’état généralisé

Un systeme descripteur lin€aire, invariant, continu dans le temps, est repré-
senté dans I'espace d’'état généralisé par
Ei(t) = Az(t)+ Bu(t), z(0) = xo,

y(t) = Cux(t),

et un systeme descripteur linéaire, invariant, discret dans le temps, par

(3.1)

Ex(k+1) = Az(k)+ Bu(k), z(0) = zo, (3.2)
y(k) = Cu(k),
ouz € R" estle vecteur d’étayy € R™ est le vecteur de commandeet R?
est le vecteur de sortié;, A € R™*", B € R™*™ etC € RP*" sont des matrices
constantes, ave€ matrice descripteur, supposée singulierecgte R™. On
supposera que le pen¢h E — A) est régulier. Comme il n’y a pas de pertes de
généralité, on a posé nulle la matrice de couplage directe B.-Sil,,, ou,, est

la matrice identité d’'ordre, les systemes (3.1) et (3.2) sont appelés systemes

réguliers et seront décrits dans I'espace d’état standard.

3.3 Fonction de transfert et réalisations.

3.3.1 Cascontinu

En introduisant la transformée tlaplacedans le systéme descripteur (3.1),

on obtient

X(s) = O(sE—A)'BU(s) + (sE — A)"'Ex(0), (3.3)
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Y(s) = C(sE—A)"'BU(s) + C(sE — A)"'Ex(0), (3.4)

ou X (s), U(s), Y(s) sont respectivemment, les transforméed_dplacede
x(t), u(t) ety(t).
Si Ex(0) = 0, la fonction de transfert est alofgs) = C'(sE — A)~! B, elle dé-

crit le comportement E/S du systeme (3.1) dans le domaine fréquentiel continu.

3.3.2 Casdiscret

En appliquant la transformée ¢hau systeme (3.2), on obtient aldrgz) =
C(zE — A)7'BU(z), ou U(z), Y(z)sontrespectivemment, les transformées
enZ des séquencesi(k) }rez et{y(k)}rez-

La fonction de transfert correspondante est alefs) = C'(zE — A)~'B, elle

décrit le comportement E/S du systéme (3.2) dans le domaine fréquentiel discret.

3.3.3 Réalisations

Tout systéme (3.1) ou (3.2) construit & partir[de A, B, C] est appelé une
réalisation de G(s) ou G(z). Comme dans le cas de systémes standards, il en
existe une infinité de réalisations pour les systémes descripteurs.

Définition 3.1. [3] Deux réalisation$E, A, B, C] et [E, A, B, C] sont équiva-

lentes s'il existent deux matricé¥ et telles-que
E=WET, A= WAT, B=WB, C = CT. (3.5)
La paire(WW, T') est appelée transformation d’équivalence du systéme descrip-

teur.
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3.4 Commandabilité et observabilité

Contrairement aux systémes standards, il existe pour les systemes descrip-
teurs, plusieurs notions de commandabilité et d’ observabilité [21], ils seront

définis dans cette section [22].

3.4.1 Commandabilité

Définition 3.2. Les systemes (3.1) et (3.2) sont dits completement comman-

dables (C-commandables) si
ranglaE — BA, B] = n, V(a, ) € R*\{(0,0)}. (3.6)

Définition 3.3. Les systemes (3.1) et (3.2) sont dits commandables sur un en-

semble gouvernable ( sont notés R-commandables) si
rang[A\E — A, Bl =n, VXA € R (3.7)

Définition 3.4. Les systemes (3.1) et (3.2) sont dits commandables a l'infini
(I-commandable) si

rang|E, AKg, Bl =n (3.8)

ou les colonnes d& ; engendrent I'espace nul de
Définition 3.5. Si les équations (3.7) et (3.8) sont satisfaites, alors (3.1) et (3.2)
sont dits fortement commandables (S-commandables).
Remarques [22]
— Les systemes (3.1) et (3.2) sont C-commandables si I'équation (3.7) est

verifé etrang[E, B] = n.
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— La C-commandabilite implique que pour tout etgtet un état finak ; €
R", il existe une entrée de commandg:) qui transfert le systéme de
axy en un temps fini.
— La R-commandabilité assure que pour tout etaket etatr; € , il existe
une commande qui transfert le systeme dg ax; en un temps fini.
Dans le cas ol = I, la R-commandabilité coincide avec la C-commandabilité
et représente la commandabilité des systemes standards.

— La l-commandabilité :

1. Dans le cas continu, elle est aussi appelée commandabilité impul-
sive.
elle signifie que les modes impulsifs dans la solution, peuvent étre
exclus ou suprimés par un choix de commande par retour d’état ap-
proprié ; c’est a dire, pour tout vecteur d’'état initigl il existe une
commandeu(t) = F.z(t) + v(t) ou F, € R™*™ et un nouveau vec-

teur de commande(t) € R™ tels-que le systeme en boucle fermée
Ei(t) = (A+ BF.)z(t) + Bo(t), x(0) = zo,
ne présente pas de solutions impulsives.

2. Dans le cas numérique, elle implique que pour tout état initjat
R™, on peut trouver une commande par retour d’et&) = F.z(k)+
v(k), avec une matrice gaih. € R™*™ et un nouveau vecteur de

commandes(k) € R™, tels-que le systéme en boucle fermée

Ex(k+1)=(A+ BF.)z(k) + Bv(k), x(0) = xy,
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soit causal.

Définition 3.6. Les matrices”, etC_ données par

Cy=[RB, - FB,--] et C_=[ - F,B,--- ,F.B], (3.9
avec
JE 0
71 W k=0,1,2,--,
0 O
F, = (3.10)
0 0
T-! Wt k=-1,-2---
0 _N—k—l

représentent, respectivement, dans le cas continu, les matrices de commandabi-
lité propre et impropre ; dans le cas numérique, les matrices de commandabilité
causale et non-causale [22].

Les matrices T et W sont des matrices non singuliéres, de transformation.

La matrice de commandabilité de tout systéme descripteur (3.1) et (3.2) est alors

c=[C, C,] (3.11)

3.4.2 Observabilité

Comme dans le cas de systemes standards, I'observabilité est le concept dual
de la commandabilité [23].

Définitions 3.7.

— Les systemes (3.1) et (3.2) sont dits complétement observables (C-observable)
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Si

aF — BA
rang =n, ¥(a, B) € R*\{(0,0)}. (3.12)

C

— Les systemes (3.1) et (3.2) sont dits observables sur un ensemble gouver-

nable (R-observables) si

AE — A
rang =n, VA € R. (3.13)

C

— Les systemes (3.1) et (3.2) sont dits observables a l'infini (I-observables),

Si
FE

rang | KL, | =n, (3.14)

C

ou les colonnes d& ;r engendrent I'espace nul d&’.

— Les systemes (3.1) et (3.2) sont dits fortement observables (S-observables)
si les équations (3.7) et (3.8) sont vérifiées.

Définition 3.8. Les matrice$), etO_ données par

CFEy

: CF_,
O, = et O_ = , (3.15)

CF

CF.,

sont respectivement appelées : dans le cas continu, matrices d’observabilité propre

et impropre ; dans le cas numérique, elles sont dites, respectivement, matrices
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d’observabilité causale et non-causale.
La matrice d’observabilité de tout systéme descripteur (3.1) et (3.2) est donnée

par

O = . (3.16)

3.5 Reésolution

3.5.1 Cascontinu

Sous la transformation de coordonnées

2(t)

w(t)

= Tx(t)

le systeme (3.1) est découplé en un sous-systéme lent

2(t) = Jz(t) + Byu(t), z(0) = 2o, (3.17)

et un sous-systeme rapide

Nuw(t) = w(t) + Bou(t), w(0) = wo. (3.18)
avec
y(t) = Cra(t) + Cowd), et | | = Tao
Wo

Ainsi, la solutionz (¢, zo, u) de tout systéeme descripteur (3.1), sera [21]

x(t,xo,u) = T7F = go(t)Ea:0+/t go(t—T)B(T)dT—l-VZ_IF,k,lBu(k) (t).
w(t) ’ k=0
(3.19)
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avecy(t)) donnée par [22]

w@):2;%£eMQE¥n®_WA, (3.20)

ouTI estla courbe de Jordan fermée incluant les valeurs propres finies du pencil

(A\E — A).

3.5.2 Cas numérique

D’une maniéere analogue que pour le cas continu, [24], on découplera le sys-

téme (3.2) et il lui correspondra la solutiak, xq, u), telle que,

z(k) k+v—1
I(]f,l’o,u) = T_l = FkE[EO + Z F_j_lBUj7 k Z 0. (321)
w(k) 7=0

3.6 Stabilite

3.6.1 Cas continu

Théoréme 3.11. [22] Soit un pencil réguliefA\E — A) ; le systéme(3.1)
est asymptotiquement stable si et seulement si tous les poles filng'de A)

appartiennent au demi plan gauche.

Définition 3.12. Un pencil(A\E — A) est c-stable s'il est régulier et si tous

les pbles finis d€AE — A) appartiennent au demi plan gauche.
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3.6.2 Cas numérique

Théoréme 3.13. [25] Soit un pencil réguliefA\E — A); le systém&3.2)
est asymptotiquement stable si et seulement si tous les poles fil&'de A)

sont a I'intérieur du cercle unité.

Définition 3.14. Tout pencil(A\E — A) est d-stable s’ il est régulier et si

tous les péles finis de\F — A) sont a l'intérieur du cercle unité.

3.7 Calcul des grammiens

Les grammiens d’'un systéme descripteur sont les solutions des équations

projetées généralisées de Lyapuni@v].

3.7.1 Cas continu

Le grammien de commandabilité progrg, et le grammien d’observabilite
propreG,, sont les solutions uniques symmeétriques, semidéfinies positives des

éguationgrojetées généralisées de Lyapunocantinues
EG,. A" + AG,.ET = -PBB"P!, (3.22)

ETG,,A + ATG,E = —P'CTCP,, (3.23)

ou P, et P, sont lesprojecteurs spectraugur les sous-espaces gauche et droite
engendrés pai\E — A) correspondant aux valeurs propres finies. Par ailleurs;

le grammien de commandabilité improptg. et le grammien d’observabilité
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impropre G;, sont les solutions uniques symmeétriques, semidéfinies positives

des équationprojetées généralisées de Lyapundigcretes [26]
AG;. AT — EG.E" = (I - P)BB"(I - P)", (3.24)
ATG A — BTG E = (I - PHCTo(I - P,). (3.25)

ou les matrices de projectidn. et P, ont pour expressions suivantes

I, 0
P.=7"! T, (3.26)
0 0
I, 0
P=W Wt (3.27)
0 0

L'ensemble des grammiens propres et impropres constitue les grammiens du

systéme descripteur (3.1).

3.7.2 Cas numérique

Pour les systemes descripteurs numériques [25], on définit

— Grammien de commandabilité causélg..

Gaee = C1CL = iFkBBTF,;[ : (3.28)
k=0
— Grammien de commandabilité non causalg..
Gane = C_CT = i F.BBTF[. (3.29)
k=—v
— Grammien d’observabilité causalg,.,

Gaw = OTO, = S FI'C"CF,. (3.30)

k=0
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— Grammien d’observabilité non causélg,,
—-1
Gano = OTO_ = > FICTCF,. (3.31)
k=—v
Ainsi,
— le grammien de commandabilité d’'un systeme descripteur numérigue est
donné par

Gdc - Gdcc + Gdnc. (332)

— le grammien d’observabilité d’un systéme descripteur numérique est donné
par

Gao = Gaeo + Gano- (333)

3.8 Conclusion

Nous avons présenté dans cette section quelques notions et résultats impor-
tants relatifs aux systémes descripteurs continus et discrets, tels-que la com-
mandabilité, 'observabilité et la stabilité, et donner les expressions des vecteurs
d’état généralisés continu et discret, nous avons aussi donné les expressions ana-
lytigues des grammiens de commandabilité et d’observabilité auxquels la ré-
duction d’'ordre est étroitement liée. Dans la prochaine section, nous décrirons
comment sera étendu la procédure de réduction d’ordre aux systémes descrip-

teurs.
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Chapitre 4

APPROXIMATION DES

SYSTEMES DESCRIPTEURS

4.1 Introduction
Considérons un systéme descripteur, linéaire, continu dans le temps, c-stable,

Ei(t) = Az(t)+ Bu(t), 4.1

y(t) = Cx(t)+ Du(t),
ou z(t) € R™ est le vecteur d’'étaty(t) € R™ est le vecteur de commande,
y(t) € RP est le vecteur de sortie; éi,A € R**", B € R, C € RP*"
sont des matrices constantes a¥esinguliére. On suppose que le pengiE{—
A) est régulier. L'objectif de toute procédure de réduction d’ordre de systéme

descripteur est de remplacer un systeme complet d'erddel) par un modeéle
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d’ordre réduitr,

E.i.(t) = Apx.(t) + Byu(t), 4.2)

yr(t) = Cyx,.(t) + Dyu(t),
OUE, A, € R*", B, € R™*™ C, € RP*", etr < n.
Le systémé4.2) doit conserver les propriétés clés du systeme initial (4.1), telle-
gue la stabilité, et I'erreur d’approximation doit étre relativement faible. Divers
travaux ont été réalisés dans ce sens [27, 28]. Dans ce qui suit, nous présenterons
une geénéralisation de la technig®& D "Singular Values Decomposition” aux
systemes descripteurs, permettant de construire un approximant d’ordre réduit

par troncature des valeurs singuliéres les plus faibles, puis nous développerons

notre propre algorithme de réduction.

4.2 Valeurs singuliéres

Soit un systeme descripteur donné par (4.1), c-stable. Les grammiens décrits
précédemment peuvent étre utilisés pour définir les valeurs singuliéres qui ont un
réle déterminant dans la réduction d’ordre de modéles. Sous une transformation
d’équivalencg W, T') [29],

— le grammien de commandabilité progre,. sera transformé en
~ -1 =T
chc =T chcT )

— le grammien de commandabilité improgre;. sera transformé en

Gcic =T ! GcicTiTa

34



— le grammien d’observabilité propre,,, sera transformé en
Gopo = W GopoW ™,

— le grammien d’observabilité impropre.;, sera transformé en
Geio =W GV,

On remarque que le spectre du produit des deux grammiens (de commandabilité
et d’observabilité) propres reste invariant sous la méme transformation d’équi-

valence :

* Y= GuopeETGopoE.

Sous une transformation d’équivaler(@&, T, elle sera transformée en

* Gepe BT GapoE=T G ope BTG opo ET.

Un résultat similaire reste valable aussi pour le produit des deux grammiens
impropres,

*Ieoi= GcicATGcioA-

Les matricesl et jouent le méme rdle que le produit des grammiens de com-
mandabilité et d’observabilité pour les systemes standards. La racine carrée des
composantes d¥ représente 'ensemble des valeurs singuliéres propres et la ra-
cine carrée des composantesldeprésente I'ensemble des valeurs singuliéres
impropres.

Remarque : PourE = I, les valeurs singuliéres propres sont les valeurs sin-
guliéres du systéeme standard.
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4.3 Reéduction d’ordre des modeles descripteurs conti-
nus

La réduction opérée dans la base d’équilibre peut soit ne pas s’effectuer
lorsque le systeme n’est pas R-minimal, soit elle peut renconter le probleme
de mal conditionnement de la matrice d’équilibre, c’est a dire lorsque la ma-
trice X présente des valeurs singulieres trés faibles, elle peut devenir singuliére,
c’est pourquoi I'algorithme que nous proposons est plus général car nous pour-
rons constuire nos approximants méme si le systeme descripteur initial n’est pas
R-minimale [35], et la réduction d’ordre s’opérera par troncatures des valeurs
singuliéres faibles correspondants aux états dont I'élimination n’affecte pas les
propiétés du systéme descripteur initial. Initialement, le pefidil — A) est

transformé sous la forme de GUPTRI (Generalized Upper Triangular) [29]

E,, E,

E=V ur, (4.3)
0 E,_
Ao, Ay

A=V ur, (4.4)
0 A,

ou £, est triangulaire supérieure, nonsingulierefgt, est triangulaire supé-
rieure avec des zéros sur la diagonalg, est quasi-triangulaire supérieure et

A, esttriangulaire supérieure, nonsinguliere. On a aussi

We =V , (4.5)



Too=U : (4.6)

oo

ouY satisfait les équations dgylvestegénéralisées (4.7) et (4.8).

L'algorithme que nous suggérons permet de construire deux types de modeles ré-
duits. Le premier approximant 1, donné par la réalisatidi,;, A1, By1, Cr1, D],
résulte de la réduction d’ordre uniquement de la partie propre du systéme des-
cripteur, la partie impropre étant copiée intégralement dans le modele réduit.

Le modéle)M 2, construit par la seconde approche, donnéPar, A,o, B.o, Cya, D,2],
résultera de la réduction d’ordre simultanée des parties propre et impropre du
descripteur initial [35].

Algorithme.

Les modéles d’ordre réduifd 1 et M2 sont calculés selon la procédure suivante
Entrées : Une réalisationZ, A, B, C, D] du systeme descripte(t.1) tels-que

le pencil AE — A) soit régulier et c-stable.

Etape 1- TransformerE et A sous la forme de GUPTRI (4.3) et (4.4).

Etape 2- Calculer les solution¥” et Z des équations d8ylvestergénéralisées

[29]

E.Y — ZE,_ = —E,, 4.7)
AY = ZA, = —A,. (4.8)
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Etape 3- Conformément a la partition d& et U donnée par (4.3) et (4.4),

former et partitionner les matrices

B,,

VIB = , (4.9)
B,

U = {Cnf o } . (4.10)

Etape 4- Calculer les facteurs deéholeskyR; et Ly solutions deX, = RyRY

etX, = L?Lf des équations géenéraliséeslgapunov

B X A, + Ay X.E, = —(Bn, = ZBn,)(Bn, — ZB,.)", (4.11)

By XoAn, + AL XoE, = —Cp C,, . (412)

Etape 5-Test: Siranglk;)<n; (rang( s)<n,), calculer la matrice?, (L) issue

de la décompositio®) R

RY
R} = Qr , (4.13)
0
Ly =0, { I 0} . (4.14)
SinonR, = Ry (L, = Ly).
Etape 6- Former les matrices
Ry
R=U , (4.15)
0

75 (4.16)




Etape 7- Calculer les matrices

0
W, =V , (4.17)
I
Y
Tw=U . (4.18)
I

Etape 8- Décomposition en valeurs singuliéres de la matfiéeR, puis parti-

tionner

LER = [ U, U, } , (4.19)

i W

ouY; = [o1,09,---,0,] €tant la partie a préserver correspondant iaydus
grandes valeurs singulieres propres du systéeme.

Etape 9- Construire les matrices

W, =

LU 2, Wm} , (4.20)

1= | vzt T | (4.21)

Etape 10- Réduire la partie impropre,,__, A,._, Bn.., Cn_.], OU d'une maniére
équivalente : réduire le systeme régulier discret dans le temps par la méthode de

Schur[9, 16], et selon la décomposition GUPTRA,,__ est nonsinguliere,

A, z2(k+1) = E,_z(k)+ B, v(k)

(k) = Cnz(k).

(4.22)

La méthode dé&chur des systemes discrets [9,16] donne un modeéle d’ordre ré-

duit [Eoor, Aoors Boor, Coor] du modele impropre, et les valeurs singuliéres du
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systéeme (4.22) sont appelées les valeurs singulieres impropres du systéeme (4.1),
et sont données paf®: = [¢1, ¢, -+, ¢, 0,---,0].

Remarque : S présente des valeurs singulieresHiEnkelimpropres répéti-

tives, le sous-systeme correspondant doit étre soit éliminé soit inclus comme un
tout dans I'approximant d’ordre réduit ; par contre les valeurs singuliéres nulles
sont a éliminer.

Sorties: Les deux systemes d’ordre réduitsl and M2 sont donnés par

[Erla ATl? Brla 07"17 Drl] - [VVY[TE,IVI? M/ZTAJ—‘D VVITBa C,I}a D]a (423)

SEfT — AfT Bfr
5E7'2 - Ar2 Br2
= §Esr — Aoy | Boor | » (4:24)
Cr2 Dr2
Cy, Coor D

ou les matricesy,, Ay, € élf”f, By, € Rly*m Oy, € RPXU, _sont obte-
nues par troncature deés lignes et colonnes dd,,, /; lignes deB,,, et des
l; colonnes de”,, respectivement. Les matricés,, = I;_, Ay, € Rl=*l=,
Bo, € Rlexm (O, € RP*!= sont des matrices du systéme d’ordre rédyit
résultant de la réduction d’ordre de la partie impropre de I'(Etape 10). On note
que le system@/1 est d’ordre {; + n,), alors que I'ordre dé//2 est plus petit
et est égal alf + I).
Remarques
— Les équations (4.3, 4.4, 4.9, 4.10) découplées selon GUPTRI, du systeme
descripteur (4.1) sont équivalentes a la décomposition additive de la fonc-
tion de transfert el (s) = H,(s) + H;(s), ou H,(s) est la partie propre,

et H;(s) est la partie polynébmiale d€/(s). La fonction de transfert du
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modeéle d’ordre réduif/1 est aussi donné paf,(s) = H,,(s) + H;(s);
dans ce cas, la fonction de transfert d’erréuif (s) = H(s) — H,.(s) =
H,(s) — H,,(s) est indépendante de la partie polynébmiale, et sa norme

H, vérifie la borne supérieure suivante [6]

ny
[1H(s) = Hr(s)l| e = sup||H(jw) = Hy(w)l}> < 2 > o, (4.25)

i:lf+1

ou|l.||, est la norme spectrale.
— Par ailleurs, nous soulignons un important résultat : si I'on n’effectue au-
cune troncature dans (Etape 10), c’est-a-dite,= n.., I'approximant

M?2 est toujours régulier.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté quelques importants résultats relatifs
au calcul des valeurs singulieres propres et les valeurs singuliéres impropres.
Ces parametres sont étroitement lies au choix de I'ordre de I'approximant ré-
duit. Pour éviter le probleme de mal conditionnement de I'équilibre ( dont I'al-
gorithme est présenté dans Annexe D), nous avons présenté deux techniques de
réduction d’ordre basée sur 'approcB¥Dde systéemes descripteur continu, c-
stable. Nous avons considéré I'algorithme donné par Stykel [22], et nous I'avons
étendu a la réduction d’'ordre des deux parties propre et impropre du systéme
descripteur [35]. Pour concevoir le nouvel algorithme de réduction d’ordre (qui
concerne les parties propre et impropre) nous nous sommes basés sur la tech-

nique deSchurréguliere, discrete dans le calcul de modéles d’ordre réduit concer-
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nant la partie impropre du systeme descripteur initial. L'algorithme permet de
construire deux approximants différents : dans le preniiét, juste la partie
propre (correspondant aux valeurs propres finies du pekEil{ A)) est sujet

a une réduction d’ordre, la partie impropre (correspondant aux valeurs propres
infinies du pencil AKE — A)) est copiée telle quelle dadg 1. La seconde, notre
propre approche, présente un résultat intéressant car le modele d’ordre réduit
M?2 est toujours décrit dans I'espace d’état par une réalisation réguliére. Pour
les deux approximants, la c-stabilité est toujours garantie et la distance entre le

systeme original et ses deux approximants est quantifiable.
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Chapitre 5

Simulations

5.1 Introduction

Dans cette section, nous traiterons diverses applications sur la réduction d’ordre
de systémes descripteurs contirflsSO et M 1M O. Pour chaque exemple, on
part de la réalisation d’état généraligée A, B, C, D,n) d’ordren du descrip-
teur initial et en appliquant I'algorithme donné dans le chapitries modeles
M1 et M2 d’ordre réduits < n sont calculés. Pour mieux apprécier la qualité
des approximants, nous tracerons les réponses fréquentielles (spectres d’ampli-
tude et spectres de phase) qui seront confortées par les spectres des valeurs sin-
gulieres. Afin d’avoir une idée claire sur le choix de ordre de réduction du
sous-systeme propre &t, ordre de réduction du sous-systeme impropre, nous
tracons la répartition des valeurs singuliéres propres et impropres en fonction de

I'ordre. Pour le modélel/1, la borne supérieure sera calculée et la norme de
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'erreur deHankel est vérifiée. Notons que le packag&cot[5] a été utilisé

pour la résolution des équations généraliséeSydeesteet deLyapunov.

5.2 Exemplel

Considéerons un systeme descripteur d’olrgf36], oln; = 16 andn., =
4. Les valeurs singuliéres propres soft= [4.703@&- 1, 2.278%- 2, 2.3584- 3,
2.845%- 4,8.820%- 5, 8.3374- 6,6.1548- 7,8.510@- 8,2.719%- 8,5.444%- 9,
2.948%- 10,1.1302- 10, 1.6944- 11,1.884@- 12, 6.515%- 14, 3.8902- 15|,
etles valeurs singuliéres impropres sont [1.1172- 1, 7.752%- 3,6.147%- 10,
Oe+0].
En fixant d’apres les figures4 et5.5 les ordres réduits; = 1 etl,, = 3, nous
calculons les deux approximant$1 et M2 dont les réponses sont données ci-

dessous, voir Tab 5.1 et les fig. (5.2, 5.3, 5.4, 5.5).

TAB. 5.1 — Estimation de 'erreur et les bornes supérieures des modeles d’ordre
réduitsiM 1, Iy = 1, ny = 16, pour 'exemplel

E[S  sup,eg |[H(jw) — Hu(jw)||2 22?:flf+1 gi

1/1 2.4033695e—-2 5.1060054e—2
1/2 2.1975731e—-2 5.1060054e—2
2/1 2.4033695e—2 5.1060054e—2
2/2 2.1053715e—-2 5.1060054e—2
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,  Sectres d'amplitude (dB) du systeme original et ses deux approximants M1 et M2, 1°"°E/1%"Cs

10 ; ;
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—— Descripteur initial
— — Approximant M1
~ - Approximant M2
107" ‘ .
10° 10' 10° 10°
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FIG. 5.1 — Spectres d’amplitude (dB) des systemes original et réduits

. Spectres des spectres des val. sing. (dB) des systemes original et réduits
10 T

10" B

—— Descripteur initial
— — Approximant M1
—+— Approximant M2

Valeurs singuliéres dB
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FIG. 5.2 — Réponses des valeurs singuliéres en (dB) des systemes original et

réduits
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Spectres de phase des systemes original et réduits
0.2 T T

Phase
s
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— — Approximant M1
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FIG. 5.3 — Spectres de phase des systemes original et réduits
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FIG. 5.4 — Distribution des valeurs singulieres propres
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0.12

Valeurs singuliéres impropres

25 3.5 4.5
Ordre

FiG. 5.5 — Distribution des valeurs singulieres impropres
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5.3 Exemple 2

Considérons un systéme descripteur Considérons un systeme descripteur MIMO
(2E/3S), d’ordrel20 oluny = 100 etn., = 20. L'approximant}/1 dont I'ordre
estr = 21, est singulier, tandis-qu&/2 dont I'ordre estr = 2, est régulier. Les
deux modeles d’ordre réduit sont stables. Le modéie est représenté par la

réalisation/E,, A1, B.1, Cy1, D] donnée ci- dessous

6.8019
—7.4952
7.4919
7.4919
7.4919
7.4919
7.4919
7.4919
74919
7.4919
) LA =10% X diag | —7.4019 |,

—7.4919

_ ( —0.9728

E,. = diag

zeros(20,1)
7.4919
—7.4919
7.4919
7.4919
—7.4919
—7.4918
—7.4918

—7.4918

7.4918
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[ 517414+ 0.0065i  5.1684 — 0.0116i |
—2.3529 —2.2568
—0.0157 —0.3809
—0.0535 0.1323
—0.1447 —0.1645
—0.0727 0.1688
0.1423 —0.3308
—0.4818 —0.1144
0.0983 —0.1387
0.2423 —0.1820
B, = 0.1104 —0.3887 ,
—0.1757 0.2145
—0.5596 0.2444
0.2904 —0.0023
0.3686 —0.3042
—0.0581 —0.6274
—0.1413 —0.3757
0.6125 0.4040
—0.2563 —0.0428
0.1960 —0.1160
I 0.1928 -01762 |
—5.4660 — 0.0010i —2.1227 0.2429  —0.0401 0.3132  —0.0046
Crf1 = | —5.0687—0.0014i —2.5372 04990  0.0237  —0.2544 0.3224
—5.1871 — 0.0009i —2.0696 —0.1419 —0.4377 —0.3414 0.1191
—0.2746 0.2823  0.3199  —0.6008 0.0656 —0.4923 —0.1050
Crra = | 00014  —01894 —0.0537 04382 01431 04394  —0.2528
—0.1918 —0.1188 0.1348  0.2871  0.1417 0.1997  0.5422
0.0637  —0.2116 —0.0317 0.4958  0.1409
Crfs = | —01317 —0.1471 —0.0638 0.238  0.2938 | ,
—0.2080 —0.3478 0.0238  —0.7221 0.1524
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0.0912  —0.1006
0.3785  —0.4103
—0.1134 0.0740
0.0835

—0.2905 | ,
0.1741



Ch = Cry1 Crya Cryz |

0.5771  0.1599
Dy =D =] 01422 06133 |,
0.2257  0.9509

Ses péles seront représentés dans le vecteur polM1.

—6.9924e + 2 + 4.2095¢ — 4i
—00
—00
—00
—00
—00
—00
—00
—00
—00
polM1 = |
—00
—00
—0o0
—00
—00
—0o0
—
—00

—00

—00
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Le modélel 2 estrégulier et est représenté par la réalisdign Ao, B,2, Cyo, D]

telles-que :

—0.9728 0 6.8019 0
E.o = ) Ar? = 102 X )

0 -1 0 0.01

—5.4669 — 0.0010; 2.0120
5.1741 + 0.0065i 5.1684 — 0.01167
B,y = ,Cra = | —5.0687 — 0.0014i 2.5235
0.0062 0.0062

—5.1871 — 0.0009¢ 2.0395

Ses poles seront représentés par le vecteur polM2.

—6.9924
pol M2 = 10? x ,

—0.0100

L'approximant)M 2 est stable.

Les comportements des approximants seront représentées par les figures fig.

(5.6,5.7,5.8,5.9,5.10,5.11, 5.12,5.13, 5.14, 5.15, 5.16, 5.17).
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Amplitude

Amplitude

Spectres d’amplitude des systémes initial et réduits, 1ereS-1éereE
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Spectres d’amplitude des systemes initial et réduits, 3émeS-1ereE
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FIG. 5.6 — Spectres d’amplitude des systémes original et réduits relatifs’a la

entrée
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Spectres d’amplitude des systémes initial et réduits, 2émeS-2émeE

0.7 T T T
0.6 4
0.5 4
o 041 R
°
=
E- —— Descripteur initial
< —— Approximant M1
03 —— Approximant M2 B
—— Erreur Approchel
* Erreur Approche2
0.2 B
0.1F B
*
0 -1
10
Fréquences (rad/s)
Spectres d’amplitude des systémes initial et réduits, 3emeS-2émeE
1 T
0.9 i
0.8 i
0.7 B
0.6 B
[}
kel
2
5 05F- —
£
< —— Descripteur initial
0.4} —— Approximant M1 T
—— Approximant M2
—— Erreur Approchel
0.3F * Erreur Approche2 B
0.2 i
0.1 i
B el e i um—m———
0 S e M

Fréquences (rad/s)

FIG. 5.7 — Spectres d’amplitude des systémes original et réduits relatifs’a‘la

entrée
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Spectres d’'amplitude des systémes initial et réduits, 3émeS-1éreE
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FIG. 5.8 — Spectres d’amplitude (dB) des systemes original et réduits relatifs a

la 1¢¢ entrée
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Spectres d’amplitude des systemes initial et réduits, 2émeS-2émeE
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FIG. 5.9 — Spectres d’amplitude (dB) des systémes original et réduits relatifs a

la 2¢¢ entrée
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Spectres d'amplitude de I'erreur par approche 2, 1éreS-1ereE
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Spectres d'amplitude de I'erreur par approche 2, 3¢meS-1éreE
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FIG. 5.10 — Spectres d’amplitude de I'erreur d’approximation par I'approche2,

relatifs a lal¢™ entrée
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Spectres d’amplitude de 'erreur par approche 2, 1éreS-2emeE
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Spectres d’'amplitude de I'erreur par approche 2, 2émeS-2émeE
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Spectres d’'amplitude de I'erreur par approche 2, 3émeS-2émeE
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FIG. 5.11 — Spectres d’amplitude de I'erreur d’approximation par I'approche2,

relatifs a la2¢™¢ entrée
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Phase en degré
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Spectres de phase des systémes initial et réduits, 3emeS-1éreE
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FIG. 5.12 — Spectres de phase des systémes original et réduits relatif§'a la

entrée

63



Phase en degré
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Spectres de phase des systéemes initial et réduits, 3émeS-2émeE
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entrée
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Spectres des val. singul. des systémes initial et réduits
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FIG. 5.14 — Réponses des valeurs singulieres en (dB) des systémes original et
réduits
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o Distribution des Valeurs Singulieres du sous—systéme Impropre
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FIG. 5.17 — Valeur singuliére de I'Erreur de I'approchel comparée a la borne

supérieure de Hankel
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5.4 Exemple 3

Considérons un systeme descript®diSO d'ordre7 oluny = 5 etne, = 2,

donné par la réalisatioif, A, B, C, D]

10.1306 0.2701 0.4104 0.7346 0.1034 0 O
0.2970 10.1259 0.5448 0.1493 0.2248 0 0
0.3060 0.9304 10.6043 0.0962 0.4278 0 0
E=105228 08545 0.7659 10.3296 0.6705 0 O |
0.3562 0.0818 0.3512 0.4205 10.6712 0 O
0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

_ —73.8015 1.5622 2.7738 5.6520 1.2507 0 0 |
2.0340 —74.5921 4.3411 1.8052 2.3102 0 O
2.5364 7.1592 —71.3989 0.8006 3.5929 0 0

A= 36724 6.2465 4.7759 —72.7131 4.3354 0 0 )
2.8893 0.6461 2.4423 3.2402 —70.1848 0 O
0 0 0 0 0 -7 0
I 0 0 0 0 0 0o =7 |
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0.5117
0.8221
0.5373
B=10.9336 |
0.9774

0.7155

0.6718

C'=10.8380 0.0881 0.6548 0.0936 0.7108 0.4088 0.8565 |-

D = 0.6560.

L' approximant)/1 dontI'ordre est = 4, est représente pak,, A,1, B,1, Cr1, D]

ou:

9.1099 —-2.8779 0 0

7.5337 1.0744 0 O
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—43.8371 18.0989 0 0
—38.9178 —9.0271 0 0
A'r’l— 9
0 0 -7 0
0 0 0 —7
—1.2978
—1.1126
Brl_ )
0.7155
0.6718
Cr1 =1 —0.9430 0.3435 0.4088 0.8565 | -

Les pbles du model#/1 sont donnés par

—4.9745

—7.0275
polM1 =

Quant au modélé/2 d’ordrer = 3, il est régulier, stable , et est représenté par

la réalisationE,z, Ao, Bro, Cra, D] :

9.1099 —-2.8779 O
Eyp = 75337 1.0744 0 )
0 0 -1
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—43.8371 18.0989 0

A= | —389178 —9.0271 0 |,
0 0 1
—1.2978
BT2: —11126 )
0.2707

Cro = [—0.9430, 0.3435, 0.9161].
Les pdles du model&/2 sont

—4.9745
polM?2 = | —7.0275 |,

-1

Les réponses de ces deux modeles seront donnés par les figures fig. (5.18, 5.19,

5.20,5.21,5.22,5.23, 5.24, 5.25, 5.26, 5.27).
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Amplitude
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FIG. 5.18 — Spectre d’amplitude du systeme original

Spectre d’amplitude de I'approximant M1
0.815 T

0.81 q

0.805 q

Amplitude
o
~
©
o
T
L

0.785[ q

0.775 - : X :
10 10 10 10 10
Fréquences (rad/s)

FIG. 5.19 — Spectre d’amplitude de I'approximant M1
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Spectre d’amplitude de I'approximant M2
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FIG. 5.20 — Spectre d’amplitude de I'approximant M2
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FIG. 5.21 — Spectres d’amplitude (dB) des systemes original et réduits
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Spectres de phase des systemes initial et réduits
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FIG. 5.22 — Spectres de phase des systemes original et réduits
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FIG. 5.23 — Spectre d’'amplitude de I'erreur d’approximation par approche2
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Spectres des val. singul. des systemes initial et réduits
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FIG. 5.24 — Réponses des valeurs singulieres en (dB) des systémes original et

réduits
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FIG. 5.25 — Distribution des valeurs singulieres propres
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Distribution des Valeurs Singuliéres du sous-systéme impropre
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FIG. 5.26 — Distribution des valeurs singulieres impropres
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FIG. 5.27 — Valeur singuliére de I'Erreur de I'approchel comparée a la borne

supérieure de Hankel
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5.5 Interprétation.

Partant d'un descripteur de grande dimension, c-stable, notre algorithme per-
met de calculer deux modeles d’ordre réduifs et M2 tel-que : I'approximant
M1 est singulier)12 est régulier. Les deux types d’approximants sont c-stables.
Pour les trois exemples, nous avons illustré les réponses fréquentielles en tracant
les spectres d’amplitude, spectres d’amplitude en (dB), spectres de phase ainsi
que la réponse des valeurs singuliéres en (dB). Les graphes montrent que les
approximants suient fidelement le comportement du systéeme initial (les courbes
donnant les spectres des écarts entre descripteur intiglletdescripteur in-
tial et M2 en témoignent) plus particulierement, dans la bande de fréguences
moyennes. On notera comme méme une légére déviation au niveau des fré-
guences basses la méme remarque pour le spectre de phase du hi@dsie
niveau des fréquences hautes : ces erreurs sont des a une réduction conséquente
d’ordre. On précise que pour I'exempleon a trace les spectres d’amplitude en
(dB), uniqguement pout¢*E/1¢7¢S, nous avons obtenu des graphes similaires
pour les autres canaux. Les figures montrant la distribution des valeurs singu-
lieres propres et impropres, nous donnent une idée quant au choix de I'ordre
de réductior/; de la partie propre du systeme descripteur, lorsque uniquement
les valeurs singulieres de la partie propre sont a éliminer, et de I'éxdiae
la partie impropre du systeme descripteur : elles illustrent bien les valeurs sin-
gulieres répétitives qui doivent étre soit éliminées soit incluses dans le modéle

d’ordre réduit, celles qui sont nulles seront éliminées. Pour le mad@lgla
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norme H,, vérifie la borne supérieure (4.25) et ce pour chaque exemple (voir
Table ou graphes correspondants). Pour bien apprécier la distance entre modele
initial et approximant issus de I'approche2, le spectre d’erreur d’approximation
a été tracé et montre bien que les spectres d’amplitude du systéme original et

celui réduit (\/2) sont presque confondus.

5.6 Conclusion

Diverses simulations ont été réalisées, parmi lesquelles nous avons choisi de
proposer trois exemples pour mettre en évidence les traits caractéristiques des
approximants issus de I'algorithme proposé dans le chapitre 4, construits a par-
tir de la réduction d’ordre par I'approche SVD, opérée sur la partie propre d'un
descripteur d’ordre élevé, en retenant le caractéere impulsif du systeme original
(partie infinie est copiée dans le modéle réduit), c’est ce que nous avons appelé
"M1" qui a la méme nature que le systéme descripteur ; soit en réduisant simul-
tanément sur les parties propre et impropre de systeme descripteur initial, dans
ce cas la, il s’agit de "M2" qui a la particularité d’étre un systeme régulier. Trés
important a souligner, que ces deux modeles réduits suivent fidélement le com-
portement du systeme original, I'écart entre approximant et modéle initial est tres
faible, ceci permet de conclure quant a I'eficacité de notre algorithme qui permet
de construire des approximants de différentes natures (régulier et descripteur) de
faible ordre, pour lesquelles la stabilité est toujours garantie et permettant de

modéliser le comportement globale du systéme initial.
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Chapitre 6

Conclusion générale

Dans cette thése, nous avons présenté quelques aspects importants de la
théorie des systemes descripteurs. Ainsi, un systéme singulier est asymptotique-
ment stable si les pdles du pencil qui lui correspond appartiennent au demi plan
gauche, dans le cas de systémes descripteurs continus, ou s'ils sont a l'intérieur
du cercle unité dans le cas de systemes descripteurs numeriques.

Nous avons posé la solution complete de la résolution des systemes générali-
sés de tout systéme descripteur. Par la suite, nous avons présenté les équations
de Lyapunov projetées généraliségsi donnent une notion sur les propriétés

de commandabilité et d’observabilité, et dont la résolution permet de calculer
les grammiens de commandabilité et d’observabilité importants parameétres qui
rentrent dans la réduction d’ordre de modéles. Dans ce contexte, nous nous de-
vons de souligner que les équationsLg@punovassociées aux systemes stan-

dards ont été I'objet d'innombrables travaux [30, 31, 32], ce n'est pas du tout le
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cas des équations dgapunov projetées généraliségs ont été seulement ré-
solues par deux algorithmes [33], I'algorithme généralisBddels-Stewaret

celui deHammarling Nous avons défini alors dans le cas de systémes singuliers,
les valeurs singulieéres propres et impropres qui sont les composants des gram-
miens et peuvent étre considérés comme mesure de I'énergie de chaque état du
systéme comme pour le cas standard [14] : une faible quantité d’énergie (grande)
est demandée a I'entrée pour transférer des état correspondants a une grande
(faible) valeur singuliére. Ces mémes états vont générer une faible (grande) éner-
gie en sortie. L'algorithme que nous avons proposé permet de découpler le sys-
teme en sous-systéme propre (partie dynamiqgue) et en sous-systeme impropre
(partie algébrique), puis de construire deux types d’approximants d’ordre faible,
I'un descripteur, I'autre régulier, tous les deux sont obtenus par troncature des
états dont les valeurs singuliéres (propres et impropres) sont faibles ce qui cor-
respond aux états contribuant faiblement dans la réponse du systeme. L'intérét
majeur de ce type de schéma de réduction d’ordre est que la stabilité est toujours

garantie et I'erreur d’approximation quantifiable.
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Annexe A

Définitions

Matrice symétrique. Une matriced ¢ R™*" est symétrique sil = A7

Matrice (semi) définie positive (négative).Une matriceA € R™ " est res-
pectivement définie positive (définie négative), est semi-définie positive
(semi-définie négative) dans un sous-espaceR, si v Av > 0 (v Av <

0), et vTAv >0 (vTAv < 0), pour tout non nub € Y.

Décomposition de Cholesky.Une matriceA € R™ "™ semi-définie positive
peut étre décomposée én= ULU,, oulU, € R est dite facteur de

Cholesky, matrice triangulaire supérieure.

Décomposition QR. Soit A € R™ ™. Il existe alors une matrice orthogonale
QQ € R™™ et une matrice triangulaire supérieuRee R"*" telles que
A= QR.

Décomposition rang complet.Une matriceA € R™*" semi-définie positive,
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de rang r. Alors il existe une matride, € R™*" telle que A = R Ra.

R, étant le facteur rang de ligne complet &t est le facteur rang de

colonne complet.

Décomposition de GUPTRI (generalized upper triangular form). La décompo-

sition de Guptri transforme un pencil — A B) en la forme triangulaire

supérieure généralisée (guptri) donnée(par A b) via la transformation

d’équivalenceP’” x (A — X\ B) x Q. Cette forme est décrite ci-dessous.

_ Qpp % * k% _ bty * ok  x % —
0 a, * * 0 b, * *x =«
a=1 0 0 ap *x * 0 0 by *
0 0 0 apn * 0 0 0 by =
00 0 0 ay 00 0 0 bu|
Avec

1. (a,s — A by) posséde une structure singuliere droite,
2. (a, — A b,,) posséde une structure de Jordan pour la valeur propre 0,

3. (as, — A by,) possede une structure de Jordan pour les valeurs propres non

nulles,
4. (a; — A by,) posséde une structure de Jordan pour les valeurs propres infi-
nies,

5. (a; — A b)) posséde une structure singuliére gauche.
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Annexe B

ALGORITHME D'EQUILIBRE
(MODELES CONTINUS

STANDARDS)

Equilibre de modeles
L'équilibre des modeles est I'étape fondamentale sur laquelle repdgela.
Il consiste en la détermination d'une transformation non singulédont le
calcul est essentiellement basé sur les grammiens de commandabilité et d’obser-

vabilité du modeéle.

Procédure de I'équilibre

Entrées : Ayant la réalisation d’ordre (A, B, C,n).
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Etape 1- Calcul des grammiend’, etlV,, solutions des équations de Lyapunov,
AW, +W,A+CTC =0, (B.1)
AW, + W.AT + BBT = 0. (B.2)
Ces deux grammiens sont donnés par les quantités suivantes
W, — /O A RT AT gy (B.3)

too
W, = / ATOT O . (B.4)
0

Remarque
Sile modele est asymptotiquement stable et 1V, convergent pour un nombre
fini de termes.

Etape 2- Factorisation de Cholesky de la paiié&., I,) telle que
W, = LoLga (85)

W, = L.L". (B.6)
avecL, et L. des matrices triangulaires inférieures.
Etape 3- Décomposition en valeurs singuliérgs” D (Annexe C) de la quantité
M=LIL, (B.7)
telle que
M=UxV", (B.8)
ouU etV sont des nxn-matrices orthogonales.
Y = nxn-matrice diagonale (matrice des valeurs singulieres du systéme) telle que
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Y=diag(o1,09,---,0,) avec o; > o, pour i<j.

Etape 4- Obtention de la transformation d’équilib¥eet de son inversgé !
T=LVS 2 (B.9)

Tt =»n"2uTLrt. (B.10)

Etape 5- Construction de la réalisation équilibrée

A, =T AT =2 YV2UTLT AL VS ™V2, (B.11)
B, =T'B=x"Y2UrLlB, (B.12)
C,=CT=CLVY V2 (B.13)

Sorties : La réalisation équilibrée du modéle d’ordre compglét, B, C., n).
Fin de la procédure.
Et on montre que les grammiens d’observabilité et de commandabilité s’ex-

priment dans la base d’équilibre par

Wee = TTW,T,
=S V2VTLI L, LT L.VES™2,
(B.14)
=S VT MTMY ST,
=,

et
Wee =T W, T-T,
=S VPUTLTL LT LUS ™2,
(B.15)
=S Ut MMTUS Y,

= 2.
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d'ot (Wee, Wee) = (%, %).

De point de vue mathématiqug,est aussi solution des équations de Lyapunov
AXAT - ¥ + B.BT =0, (B.16)

AlSA, -2+ ClC.=0. (B.17)
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Annexe C

ALGORITHME SVD

Les valeurs singulieres d’'une matricee R™™ de rangq, notéess;, sont
les racines carrés non négatives des valeures propras deordonnées telles
que :

01209220, 2>0.

Si¢ < n nous aurons — ¢ valeurs singuliéres nulles, c’est a dire :

Ogt1 = Ogqp2 = -+ =0y, = 0.

Il existe deux matrices orthogonalese R™™,V € R™" et une matrice diago-
naleX € R™" telles que [37]

%, 0

A=UxvT =U VT, (C.1)

0 0

et les valeurs singuliéres;, i = (1,q) sont les racines carrées dewvaleurs

propres positives (non nulles) d&’ - A.
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U etV sont les matrices orthogonales ayant pour colonnes les vecteurs propres
de AT A et AAT respectivement.

Cette décomposition est dite "Décomposition en Valeurs Singuliéf€d) de

la matriceA.

Remarque

Si A = UXV7T estla décomposition en valeurs singuliéres de la mattjadors

les décompositions en valeurs propresidel et deAA” sont données par
ATA=Vv TVl = ve2vT, (C.2)

AAT = U(syhHut = uxrurt. (C.3)

Notons

o(A) = oy [la plus grande valeur singuliére de la matritk

a(A) = o, [la plus petite valeur singuliere de la matridg

Les valeurs singulieres maximum et minimum d’une matrceotées respecti-

vements etg, sont équivalentes en terme de norme spectrale a

7(A) = [[All2 (C.4)

A3, sidet(A) #0,
Sy | AT sidet(4) cs)
0, sidet(A) =0
La valeur singuliére minimale(A) donne une mesure de la tendance a la

singularité de la matricd.

Propriétés des valeurs singuliéres [33]
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(A) = man4zll

]

r#0,x e R"

19

[[Ax]|

r#0,xeR"

ol \(.) est lai®™ valeur propre de (.)

. Si A~! existe,

. Si A~ ! existe,

maz[a(A),7(B)] < 7(AB) < vV2maz[a(A),7(B)]

7(A+ B) <o(A)+7(B)

o(AB) <a(A)g(B)
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(C.7)
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(C.9)
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(C.11)

(C.12)
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10.

11.

maz|a; ;| <7(A) < nmazx|a;;|, pour i, j

> o7 = tr[AT A]

i=1
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Annexe D

ALGORITHME D'EQUILIBRE
(SYSTEMES DESCRIPTEURS

CONTINUS)

Théoréme D.1. [22] Une réalisation E, A, B, C, D] est dite minimale si et
seulement si le descripteur donné fdrl) est completement commandable et

compléetement observable.

Définition D.2. Une réalisationE, A, B, C,n) de la fonction de transfert
G(s) est diteR — minimale, si le triplet(E, A, B) estR — commandable et le
triplet (E, A, C') estR — observable.

Définition D.3. Une réalisation F, A, B,C,n) de la fonction de transfert c-
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stableG(s) est "équilibrée" et est "propre” si le grammien de commandabilité
propre et le grammien d’observabilité propre sont égaux et diagonaux.
Procédure de I'équilibre

Entrées : Ayant une réalisation d’ordre (E, A, B,C, n).

Etape 1- Calcul des grammien§.,. et G.,,, solutions des équations tlga-
punov projetées généralisées

Etape 2- Factorisation de Cholesky de la patre,. etG.,, telle que
cho - LTL7 (Dl)

chc = RRT, (D2)
avecL et R des matrices triangulaires inférieures.
Etape 3- Décomposition en valeurs singuliérgs’ D (Annexe C) de la quantité
M =L"R, (D.3)
telle que
M = UV, (D.4)

ouUy etV; sont desyxn s-matrices orthogonales.
¥ = nyXns -matrice diagonale non singuliére (matrice des valeurs singuliéres du
systéme) telle queX=diag(oy, 02, --,0,5) avec o; > o; pour i<j.

Etape 4- Considérer les matrices
W, = [LTUS"Y2 W], W, =[ERV;S™ Y2 W], (D.5)

Ty = [V;RES Y2 T.], T, = [ETL"US Y2 1! ], (D.6)
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telles-que les matricdd’,, et T, engendrent respectivement les sous-espaces
gauche et droite du pencilE — A correspondant aux valeurs propres infinies, et
les matricedV., et T., sonttelles-quéVIW! = (T')"T. = I,...

Sorties : Construction de la réalisation équilibrég,, A., B., C.,n)

S V2UTLERVYY2 S12UTLET.,

E. = , (D.7)
W ERVYL /2 WLET,,
Y 12UTLERVYS Y2 ©12UTL AT,
A, = , (D.8)
W ARV Y ™1/2 WT AT,
B, = W/!'B, (D.9)
C.=CT,. (D.10)

Fin de la procédure.
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Abstract

Two SVD-based techniques to construct different types of lower degree approximants of a
singular system are presented. Such techniques enable to preserve the key properties of the
original system, such as stability, and give a quantization of approximation error.

The first technique consists in reducing only the proper part of the descriptor system, while
the second allows to reduce at once the proper and the improper parts of the system.

The numerical results reveal the capabilities of the proposed techniques.

Keywords: Balancing, Descriptor system, Model reduction, Proper and improper subsystems, Singular values,
Weierstrass canonical forms.

Résumé

Nous présenterons dans le présent travail une nouvelle théorie de réduction d'ordre de
systemes descripteurs qui sont une généralisation des systemes décrits dans l'espace d'état,
dits systemes réguliers ou classiques. La nouveauté qu'apporte mon travail, réside dans le
fait que l'algorithme de réduction élaboré permet de synthétiser des modeles d'approximation
issus de la réduction, a la fois des sous-systemes propres et impropres, permettant la
construction d'approximants d'ordres faibles de natures différentes, I'un descripteur, l'autre
régulier . Pour implémenter notre algorithme, un programme a base de Matlab, et des routines
en Fortran a été élaboré. Diverses simulations sur de systémes descripteurs de tres grande
dimension ont été réalisées, montrant I'efficacité de notre algorithme.

Mots clés : Equilibre, System descripteur, Réduction de modéle, Sous-systémes propre et impropre, Valeurs
singulieres, Forme canonique de Weierstrass.
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1 INTRODUCTION GENERALE

Nous présenterons dans le présent travail une nouvelle théorie de réduction
d’ordre de systémes descripteurs appelés aussi systemes semi-états, systemes im-
plicites, systéemes algébrico-différentiels, ou systémes généralisés qui sont une
généralisation des systemes décrits dans I'espace d’état, dits systemes réguliers
ou classiques, ces derniers sont rencontrés, dans la littérature, sous I'appellation
de systemes standards [1]. A cet effet, le travail sera réparti en deux grands vo-
lets : dans le premier, nous poserons le probleme de réduction en général, par la
suite nous présenterons les diverses définitions et propriétés relatives a la théo-
rie de systemes descripteurs. Le second volet traitera une technique de réduction
d’ordre de modeles, présentant deux propriétés intéressantes : elle permet d’as-
surer toujours la stabilité et en second lieu, permet une quantification de I'erreur
d’approximation : c’est la techniqu&l’ D (Singular Values Decomposition)[2]
qui, utilisée dans I'approximation de systemes dynamiques standards, a été éten-

due aux systemes généralisés.

La nouveauté qu’apporte mon travail, réside dans le fait que I'algorithme de réduc-
tion élaboré permet de synthétiser des modeéles d’approximation issus de la réduc-
tion, a la fois des sous-systémes propres et impropres, permettant la construction
d’approximants d’ordres faibles de natures différentes, I'un descripteur, l'autre ré-
gulier . Pour implémenter notre algorithme décrit dans la se@tian programme

a base de Matlab [3], et des routines en Fortran [4] ont été élaborés. Diverses si-
mulations sur de systemes descripteurs de tres grande dimension ont été réalisées,

montrant |'efficacité de notre algorithme.



2 APPROXIMATION DES SYSTEMES DESCRIP-
TEURS

2.1 Introduction
Considérons un systeme descripteur, linéaire, continu dans le temps, c-stable,

Ei(t) = Az(t)+ Bu(t),
y(t) = Cx(t)+ Dul(t),

1)

ou z(t) € R" est le vecteur d'étaty(t) € R™ est le vecteur de commande,

y(t) € RP est le vecteur de sortie; &, A € R™*", B € R"*™, C € RP*"™ sont

des matrices constantes avBcsinguliere. On suppose que le pencilE{ — A)

est régulier. SE = I,,, ou [,, est la matrice identité d’ordre, le systeme (1) est
appelé systeme régulier et sera décrit dans I'espace d’état standard. L'objectif de
toute procédure de réduction d’ordre de systéme descripteur est de remplacer un

systéme complet d’ordre (1) par un modele d’ordre réduit(2),

E.i.(t) = Ayx.(t)+ Bru(t),
Y- (t) = Cyx,(t) + Dyu(t),

@)

OUE, A, € R"*", B, € R, C, € RP*", etr < n.

Le systeme (2) doit conserver les propriétés clés du systeme initial (1), telle-que la
stabilité, et I'erreur d’approximation doit étre relativement faible. Divers travaux
ont été réalisés dans ce sens [5, 6]. Dans ce qui suit, nous présenterons une génée-
ralisation de la techniqueV’ D "Singular Values Decomposition" aux systemes
descripteurs, permettant de construire un approximant d’ordre réduit par tronca-
ture des valeurs singulieres les plus faibles, puis nous développerons notre propre

algorithme de réduction.



2.2 Reéduction d’ordre des modéles descripteurs continus

Laréduction opérée dans la base d’équilibre peut soit ne pas s’effectuer lorsque
le systeme n’est pas R-minimal [7], soit elle peut renconter le probleme de mal
conditionnement de la matrice d’équilibre, c’est a dire lorsque la malripeé-
sente des valeurs singulieres tres faibles, elle peut devenir singuliére, c’est pour-
quoi dans I'algorithme que nous proposons est plus général car nous pourrons
constuire nos approximants méme si le systéme descripteur initial n’est pas R-
minimal, [8, 9] et la réduction d’ordre s’opérera par troncatures des valeurs singu-
lieres faibles correspondants aux états dont I'élimination n’affecte pas les propié-
tés du systéme descripteur initial. Initiallement, le pefcll — A) est transformé

sous la forme de GUPTRI (Generalized Upper Triangular) [10]

ETL Eu
E=V ! ur, (3)
0 E,_
) N _
A=v | ur, (4)
0 A,

ou E,, est triangulaire supérieure, nonsingulierefgt, est triangulaire supe-
rieure avec des zeros sur la diagonalg, est quasi-triangulaire supérieure et

A, esttriangulaire supérieure, nonsinguliere. Aldrg et 7., sont données par

0
I,
Y

I
ouY satisfait les équations dgylvestegénéralisées (7) et (8).
L'algorithme que nous suggérons permet de construire deux types de modeles ré-

duits. Le premier approximat 1, donné par laréalisatidiv,, A1, By1, Cr1, D11,
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résulte de la réduction d’ordre uniquement de la partie propre du systeme descrip-
teur, la partie impropre étant copiée intégralement dans le modele réduit.

Le modéle)M 2, construit par la seconde approche, donnéBar, A,o, B2, Cya, D;s),
résultera de la réduction d’ordre simultanée des parties propre et impropre du des-
cripteur initial [8].

Algorithme.

Les modeles d’ordre réduifs/ 1 et /2 sont calculés selon la procédure suivante
Entrées : Une réalisation, A, B, C, D] de systeme descripte(r) tels-que le
pencil \E — A) soit régulier et c-stable.

Etape 1- TransformerE et A sous la forme de GUPTRI (3) et (4).

Etape 2- Calculer les solution¥” et Z des équations d8ylvestergénéralisées

[10]

E,Y — ZE,_ = —E,, 7)
AY = ZA,. = —A,. (8)

Etape 3- Conformément a la partition dé et U données par (3) et (4), former

et partitionner les matrices

B,
VIB = ., 9)
B

Noo

Etape 4- Calculer les facteurs de Cholesky et L, solutions deX, = R;R} et

X, = L},FLf des équations généraliséeslgapunov

B, XA, + An X B, = —(Bn, = ZBn,)(Bn, — ZBn)", (11)

By, XoAn, + Ay XoE,, = —Ch G, (12)



Etape 5-Test : Si ranglf)<n; (rang(s)<n,), calculer la matrice?, (L,) issue

de la décompositio® R

RT
Rf =Qr| ' |, (13)
0
szQL[Llo}. (14)
Sinoan == Rf (L1 - Lf)
Etape 6- Former les matrices
Ry
R=U : (15)
0
L= [ L, —L,Z |V'. (16)
Etape 7- Calculer les matrices
0
We =V : (17)
I
Y
T, =U : (18)
I,
Etape 8- Décomposition en valeurs singulieres de la matrideR, puis parti-
tionner
¥ 0 T
0 X
ouX; = [o1,09,---,0;,] €tant la partie a préserver correspondant guplus

grandes valeurs singulieres propres du systéeme.

Etape 9- Construire les matrices
_1
W, = { LTUY, 2, W ] ; (20)
1, = [ RVI¥, 2, T } : (21)
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Etape 10- Réduire la partie improprg¥,..., A..., Bn.., Cy.. ], Ou d’'une maniére
équivalente : réduire le systeme réegulier discret dans le temps par la méthode de

Schur[11, 12], et selon la décomposition GUPTRA,__ est nonsinguliére,

A, z(k+1) = E,_z(k) + B,_v(k)
(k) = Chz(k).

(22)

La méthode de&schur des systemes discrets [10,16] donne un modele d’ordre
réduit[Fw.;, Asor, Boors Coor] du modeéle impropre, et les valeurs singuliéres du
systéme (22) sont appelées les valeurs singuliéres impropres du systeme (1), et
sont données park = [¢1, ¢, -, ¢, 0,---,0].

Remarque : SP présente des valeurs singulieredHimkelimpropres répétitives,

le sous-systeme correspondant doit étre soit éliminé soit inclus comme un tout
dans I'approximant d’ordre réduit ; par contre les valeurs singuliéres nulles sont a
éliminer.

Sorties : Les deux systemes d’ordre rédultsl and M2 sont donnés par

[E7'17 AT17 Brla Crh Drl] - [‘/I/[TEﬂa mTAﬂu VVlTBa Cﬂa D]a (23)
sEs — Ay, By,
SE’I‘2 - A’/‘Q BrQ ! ! !
= SEoor - Aoor Boor ) (24)
CT2 ‘ Dr2
Cyr Coor D

ou les matrice€’;,., Ay, € Rl+*ls, By, € R'y*™ C;, € RP*!7, sont obtenues par
troncature des; lignes et colonnes daé,,, [, lignes deB,, et degd; colonnes de

C,., respectivement. Les matricés,, = [, Ay, € Rl~>Xl~ B_ . € Rlexm,

Csr € RPXl> sont des matrices du systéme d’ordre réduyitrésultant de la
réduction d’ordre de la partie impropre de I'(Etape 10). On note que le systéme
M1 est d’'ordre {; + n..), alors que I'ordre del/2 est plus petit et est égal a

(I + 1)

Remarques



— Les équations (3, 4, 9, 10) découplées selon GUPTRI, du systeme des-
cripteur (1) sont équivalentes a la décomposition additive de la fonction
de transfert er (s) = H,(s) + H,(s), ol H,(s) est la partie propre, et
H;(s) est la partie polyndmiale d€ (s). La fonction de transfert du modele
d’ordre réduit)/1 est aussi donné p&f,(s) = H,,(s)+H;(s); dans ce cas,
la fonction de transfert d’erreu H (s) = H(s) — H,(s) = Hy(s) — Hyp(s)
est indépendante de la partie polynémiale, et sa ndiimerérifie la borne

supérieure suivante [13]

1) = o)l = sup|[H(jw) = H, ()l <2 3 o, (25)

i=lp+1
ou|[.||; est la norme spectrale.
— Par ailleurs, nous soulignons un important résultat : si 'on n’effectue au-
cune troncature dans (Etape 10), c’est-a-dite= n.., 'approximanti/2

est toujours régulier.

2.3 Conclusion

Un algorithme de réduction d’ordre de systemes descripteurs a été explicité ;
permettant de construire deux natures différentes de modeles réduits des systemes
descripteurs, I'un singulier et résultant de la réduction d’ordre effectuée unique-
ment sur la partie propre, I'autre toujours régulier construit a partir de la réduction
effectuée simultanémént sur la partie propre et la partie impropre du systéme des-

cripteur global.

3 CONCLUSION GENERALE

Nous avons présenté deux techniques de réduction d’ordre basée sur I'ap-

procheSVD de systemes descripteur continu, c-stable. Au départ, nous avons
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considéré l'algorithme donné par Stykel [7], et nous I'avons étendu a la réduc-
tion d’ordre des deux parties propre et impropre du systeme descripteur [9]. Pour
concevoir le nouvel algorithme de réduction d’ordre (qui concerne les parties
propre et impropre) nous nous sommes basés sur la techniggehdeéguliere,
discrete dans le calcul de modeéles d’ordre réduit concernant la partie impropre du
systéme descripteur initial[8]. L'algorithme permet de construire deux approxi-
mants différents : dans le premiér1, juste la partie propre (correspondant aux
valeurs propres finies du penchf — A)) est sujet a une réduction d’ordre, la
partie impropre (correspondant aux valeurs propres infinies du pewci( A))

est copiée telle quelle dadg 1. La seconde, ma propre approche, présente un ré-
sultat intéressant car le modeéle d’ordre réddit est toujours décrit dans I'espace
d’état par une réalisation réguliere. Pour les deux approximants, la c-stabilité est
toujours garantie et la distance entre le systeme original et ses deux approximants

est quantifiable [14,15].
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