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Notation

R : l’ensemble des nombres réels.

χ : l’ensemble des vecteurs d’états.

[E,A, B, C, D, n] : réalisation du système descripteur d’ordre completn.

[Er, Ar, Br, Cr, D, r] : réalisation du système descripteur d’ordre réduitr.

(λE − A) : pencil du système descripteur.

u(.), y(.), x(.) : entrée, sortie, état du système.

t, k : temps continu, temps discret.

s, z : variables fréquentielles dans le cas continu, dans le cas discret .

i =
√−1.

A−1 : inverse de A.

I = In =




1 0 . . . 0 0

0
. . . 0 . . . 0

...
. .. 0

0 . . . . . . 0 1




: matrice identité d’ordre n.
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Nn =




0 1 0 . . . 0

0 0
. .. 0

...
. .. 1

0 . . . . . . . . . 0




: matrice nilpotent d’ordre n, dans la forme

de Jordan.

Ji =




λi 1 0 . . . 0

0 λi
.. .

...
.. . 1

0 . . . . . . 0 λi




: matrice de Jordan associée a la valeur

propreλi .

SV D : singular value decomposition (décomposition en valeurs singulières).

λi(E, A), λi(A) : ième valeur propre du pencil(E, A), ième valeur propre de

A.

σi(A) : ième valeur singulière de A.

Σ : matrice des valeurs singulières.

zeros(m,n) : matrice (m-lignes, n-colonnes) à éléments nuls.

MIMO : multi-input/multi-output (multi-entrées/multi-sorties).

SISO : single-input/single output (une seule entrée/ une seule sortie)
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Chapitre 1

INTRODUCTION GENERALE

Nous présenterons dans le présent travail une nouvelle théorie de réduction

d’ordre de systèmes descripteurs appelés aussi systèmes semi-états, systèmes

implicites, systèmes algébrico-différentiels, ou systèmes généralisés qui sont une

généralisation des systèmes décrits dans l’espace d’état, dits systèmes réguliers

ou classiques, ces derniers sont rencontrés, dans la littérature, sous l’appellation

de systèmes standards [1]. A cet effet, le travail sera réparti en deux grands vo-

lets : dans le premier, nous poserons le problème de réduction en général, par la

suite nous présenterons les diverses définitions et propriétés relatives à la théorie

de systèmes descripteurs. Le second volet traitera une technique de réduction

d’ordre de modèles, présentant deux propriétés intéressantes : elle permet d’as-

surer toujours la stabilité et en second lieu, permet une quantification de l’erreur

d’approximation : c’est la techniqueSV D (Singular Values Decomposition)[2]

qui, utilisée dans l’approximation de systèmes dynamiques standards, a été éten-
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due aux systèmes généralisés.

La thèse est organisée comme suit :

Dans le chapitre2, nous posons le problème de réduction dans le cas classique.

Le Chapitre3 couvre l’essentiel de la théorie des systèmes descripteurs linéaires,

invariants dans le temps, stables. Il inclue les notions de commandabilité, d’ob-

servabilité et des grammiens des systèmes descripteurs qui sont les solutions des

équations deLyapunovgénéralisées [3].

Le chapitre4 introduit l’idée de réduction d’ordre des systèmes descripteurs, ba-

sée sur l’extension de la techniqueSVD , reposant essentiellement sur le calcul

d’un ensemble d’invariants appelés "valeurs singulières propres et valeurs sin-

gulières impropres deHankel" [3], sur lesquelles s’opère la réduction d’ordre.

La nouveauté qu’apporte notre travail, réside dans le fait que l’algorithme de

réduction élaboré permet de synthétiser des modèles d’approximation issus de

la réduction, à la fois des sous-systèmes propres et impropres, permettant la

construction d’approximants d’ordres faibles de natures différentes, l’un des-

cripteur, l’autre régulier . Pour implémenter notre algorithme décrit dans le cha-

pitre 4, un programme à base de Matlab [4] , et des routines en Fortran [5] ont

été élaborés. Diverses simulations sur de systèmes descripteurs de très grande

dimension ont été réalisées, montrant l’efficacité de notre algorithme.
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Chapitre 2

MOTIVATION DE LA

REDUCTION DE MODELES

2.1 Introduction et position du problème

Très souvent, dans le cadre classique de la théorie et de la commande des

systèmes, les systèmes à grande dimension ne s’apprêtent pas facilement à l’ana-

lyse qui s’avère, parfois non faisable et/ou très coûteuse, ce qui rend la nécessité

de réduire plus que souhaitable : mais irremédiablement imposable : surtout si

l’on sait que la dimension (ordre) du modèle mathématique utilisé, qui pour

représenter correctement un système physique, en tenant compte de toutes les

contraintes auxquelles il est assujeti, devient relativement très importante. La

réduction d’ordre de modèle est la simplification ou l’approximation d’un mo-

dèle mathématique sous la contrainte que le comportement globale Entrée/Sortie
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(E/S) du modèle initial, pour un même ensemble d’entrées soit bien approximé.

Dans ce chapitre, nous poserons le problème de la nécessité de simplification

de modèles dynamiques, par la suite, nous présenterons deux approches de ré-

duction d’ordre de systèmes classiques opérant dans l’espace d’état, basées sur

l’approcheSV D [6].

Un système dynamique est généralement représenté par un ensemble d’équa-

tions différentielles et un ensemble d’équations algébriques.

Le système en question notéS, est définit par [7]

ẋ(t) = f (x(t), u(t)),

y(t) = h(x(t), u(t)).

(2.1)

Pour plus de simplicité, on adoptera la notation suivante

S = (f , h) avecx(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm ety(t) ∈ Rp

où u est l’entrée ou fonction d’excitation,x le vecteur d’état, et la fonctionf

décrit la dynamique deS ; y étant la sortie, ou ensemble des observations eth

décrit comment les observations sont déduites à partir de l’état et de l’entrée.

La dimensionn d’un système n’est autre que le nombre des équations différen-

tielles qui le représentent (c’est aussi le nombre des états).

Le problème de la réduction est d’approximerS par un autre système dyna-

miqueŜ de dimensionr, donné par̂S = (f̂ , ĥ) avecx̂(t) ∈ Rr, u(t) ∈ Rm et

y(t) ∈ Rp, où le nombre des états de l’approximant doit être très faible devant

celui du système originalr ¿ n. Dans le cas de systèmes dynamiques linéaires,
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invariants dans le temps,S sera représenté par

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) ,

y(t) = Cx(t) + Du(t) ,

(2.2)

et l’on adoptera la notation

S ≡




A

C

B

D


 , (2.3)

le problème est alors de trouver un approximant d’ordre réduit

Ŝ ≡




Â

Ĉ

B̂

D̂


 . (2.4)

Selon la technique de réduction utilisée, le modèle d’ordre réduitr doit satisfaire

certaines contraintes, telles-que

1. une préservation de la stabilité, et passivité ,

2. une procédure de calcul efficace, rapide, et un volume de stockage faible,

3. une possibilité de quantification de l’erreur d’approximation.

Le problème classique de la réduction d’ordre a reçu une attention considérable

lors des deux dernières décennies. Parmi les diverses approches construites dans

ce domaine, on retiendra les plus récentes, celles basées sur la méthodeSV D,

qui seront l’objet de la section suivante. Ces méthodes ont le grand avantage de

satisfaire les contraintes sus-citées.
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2.2 ApprochesSV D

Les techniques de réduction d’ordre de modèles basées sur la méthodeSV D

opèrent dans l’espace d’état. Elles reposent sur le calcul d’une certaine base ap-

pelée base d’équilibre [8] dans laquelle les grammiens de commandabilité et

d’observabilité sont égaux et diagonaux ; leurs composants appelés valeurs sin-

gulières deHankelsont d’importants invariants qui rentrent dans la construction

du modèle d’ordre réduit (par troncature des valeurs singulières les plus faibles),

et aussi dans le calcul de la norme deHankel[6]. Divers travaux ont été réalisés

dans ce sens, et ont été aussi bien orientés vers l’approximation des systèmes

continus (SISO etMIMO [9]) que systèmes numériques [10], sur les control-

leurs [11], et très récemment elle a permit de développer une nouvelle approche

de modélisation de systèmes de production du signal de parole [12].

2.2.1 Méthode deMOORE

Introduite parMoore [8], cette approche est basée sur une transformation

d’état particulière dite "transformation d’équilibre" [13] (Annexe B) qui rend

symétrique certaines propriétés du système, du point de vue entrées/sorties, dans

un sens énergétique [14].

Le calcul de certains invariants dits "valeurs singulières" (Annexe C) permet de

construire un approximant d’ordre faible en éliminant les valeurs singulières les

moins significatives. Le problème qui peut se posé est le mal conditionnement de

la transformation (matrice) d’équilibre qui peut être causé par quelques modes
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du système, presque non commandables ou/et mal observables [15]. Pour y re-

médier, la technique deSchurest utilisée.

2.2.2 Technique deSchur

Cette approche permet d’aboutir au même modèle deMoore sans calculer

la transformation d’équilibre. Elle repose essentiellement sur le calcul d’espaces

propres droite et gauche [16], mais cette fois-ci associés aux plus grandes valeurs

propres des grammiens de commandabilité et d’observabilité. Plus générale que

la méthode deMoore, elle est principalement utilisée dans des problèmes de sim-

plification de systèmes non minimaux.

Algorithme de Schur.

Entrées : La réalisation d’état d’ordren (A, B,C,D), et l’ordre du modèle

réduitr.

Etape 1- Calcul des deux grammiensWc etWo (Annexe B).

Etape 2- Calcul de la matrice réelle orthonormaleV , telle que la matrice

(V WcWoV
T ) soit triangulaire supérieure ; c’est à dire, la mettre sous la forme

deSchur.

Etape 3- En utilisant les rotations orthogonales [17], calculer les transforma-

tions réelles orthogonalesVA etVD qui ordonnent la forme deSchurrespective-
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ment en ordre ascendant et descendant, telles-que

V T
A WcWoVA =




λAn ∗ ∗ ∗ ∗

0 λAn−1 ∗ ∗ ∗
... 0 ∗ ∗ ∗
... · · · ∗ ∗ ∗

· · · · · · · · · · · · λA1




(2.5)

V T
D WcWoVD =




λD1 ∗ ∗ ∗ ∗

0 λD2 ∗ ∗ ∗
... 0 ∗ ∗ ∗
... · · · ∗ ∗ ∗

· · · · · · · · · · · · λDn




(2.6)

avec

λAi
= λDi

= σ2
i , (i = 1, r) (2.7)

λAi
= λDi

= σ2
i , (i = r + 1, n) (2.8)

Etape 4- Partition deVA etVD telles-que

VA =

[ n-r︷︸︸︷
Vd,p

r︷︸︸︷
Vg,g

]
(2.9)

VD =

[ r︷︸︸︷
Vd,g

n-r︷︸︸︷
Vg,p

]
(2.10)

Etape 5- Former la projection [17]

Eg = V T
g,gVd,g (2.11)
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et calculer sa décomposition en valeurs singulièresSV D (Annexe C)

Eg = UE,gΣE,gV
T
E,g (2.12)

Etape 6- Former les matrices

Sg,g = Vg,gUE,gΣ
−1
2

E,g,∈ Rn×r (2.13)

Sd,g = Vd,gVE,gΣ
−1
2

E,g,∈ Rn×r (2.14)

Etape 7- Construction de la réalisation d’état du modèle simplifié




Ar Br

Cr Dr


 =




ST
g,gASd,g ST

g,gB

CSd,g D


 (2.15)

Fin de la procédure.

2.3 Conclusion

Nous avons posé le problème de la simplification de systèmes classiques dé-

crits dans l’espace d’état, et décrit de récentes approches de réduction d’ordre.

Dans ce qui va suivre nous allons voir une classe de systèmes plus large que

celles des systèmes standards, qui est celle des systèmes descripteurs appelés

aussi systèmes singuliers, et par la suite nous allons montrer comment sera éten-

due la théorie d’approximation par la réduction d’ordre aux systèmes descrip-

teurs singuliers.
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Chapitre 3

THEORIE DES SYSTEMES

DESCRIPTEURS LINEAIRES

3.1 Introduction

Dans la littérature, diverses appellations sont rencontrées pour les systèmes

descripteurs, telles-que systèmes singuliers, systèmes implicites, systèmes dans

l’espace d’état généralisé, systèmes algébrico-différentiels ou systèmes à semi-

état [1]. De tels systèmes présentent le grand avantage d’être présents dans divers

domaines [18], tels-que les circuits électriques, les systèmes interconnectés [19],

les systèmes économiques [20], en chimie et autres. Nous présenterons dans ce

chapitre quelques concepts de base et propriétés des systèmes descripteurs.
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3.2 Notions d’espace d’état généralisé

Un système descripteur linéaire, invariant, continu dans le temps, est repré-

senté dans l’espace d’état généralisé par

Eẋ(t) = Ax(t) + Bu(t), x(0) = x0,

y(t) = Cx(t) ,

(3.1)

et un système descripteur linéaire, invariant, discret dans le temps, par

Ex(k + 1) = Ax(k) + Bu(k), x(0) = x0,

y(k) = Cx(k) ,

(3.2)

où x ∈ Rn est le vecteur d’état,u ∈ Rm est le vecteur de commande ety ∈ Rp

est le vecteur de sortie,E, A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m etC ∈ Rp×n sont des matrices

constantes, avecE matrice descripteur, supposée singulière etx0 ∈ Rn. On

supposera que le pencil(λE − A) est régulier. Comme il n’y a pas de pertes de

généralité, on a posé nulle la matrice de couplage directe D. SiE = In, oùIn est

la matrice identité d’ordren, les systèmes (3.1) et (3.2) sont appelés systèmes

réguliers et seront décrits dans l’espace d’état standard.

3.3 Fonction de transfert et réalisations.

3.3.1 Cas continu

En introduisant la transformée deLaplacedans le système descripteur (3.1),

on obtient

X(s) = C(sE − A)−1BU(s) + (sE − A)−1Ex(0), (3.3)
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Y (s) = C(sE − A)−1BU(s) + C(sE − A)−1Ex(0), (3.4)

où X(s), U(s), Y (s) sont respectivemment, les transformées deLaplacede

x(t), u(t) et y(t).

Si Ex(0) = 0, la fonction de transfert est alorsG(s) = C(sE −A)−1B, elle dé-

crit le comportement E/S du système (3.1) dans le domaine fréquentiel continu.

3.3.2 Cas discret

En appliquant la transformée enZ au système (3.2), on obtient alorsY (z) =

C(zE −A)−1BU(z), où U(z), Y (z) sont respectivemment, les transformées

enZ des séquences{u(k)}k∈Z et{y(k)}k∈Z .

La fonction de transfert correspondante est alorsG(z) = C(zE − A)−1B, elle

décrit le comportement E/S du système (3.2) dans le domaine fréquentiel discret.

3.3.3 Réalisations

Tout système (3.1) ou (3.2) construit à partir de[E, A, B, C] est appelé une

réalisation de G(s) ou G(z). Comme dans le cas de systèmes standards, il en

existe une infinité de réalisations pour les systèmes descripteurs.

Définition 3.1. [3] Deux réalisations[E, A, B, C] et [Ě, Ǎ, B̌, Č] sont équiva-

lentes s’il existent deux matricešW et Ť telles-que

E = W̌ ĚŤ , A = W̌ ǍŤ , B = W̌ B̌, C = ČŤ . (3.5)

La paire(W̌ , Ť ) est appelée transformation d’équivalence du système descrip-

teur.
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3.4 Commandabilité et observabilité

Contrairement aux systèmes standards, il existe pour les systèmes descrip-

teurs, plusieurs notions de commandabilité et d’ observabilité [21], ils seront

définis dans cette section [22].

3.4.1 Commandabilité

Définition 3.2. Les systèmes (3.1) et (3.2) sont dits complètement comman-

dables (C-commandables) si

rang[αE − βA, B] = n, ∀(α, β) ∈ R2\{(0, 0)}. (3.6)

Définition 3.3. Les systèmes (3.1) et (3.2) sont dits commandables sur un en-

semble gouvernable ( sont notés R-commandables) si

rang[λE − A, B] = n, ∀λ ∈ R (3.7)

Définition 3.4. Les systèmes (3.1) et (3.2) sont dits commandables à l’infini

(I-commandable) si

rang[E, AKE, B] = n (3.8)

où les colonnes deKE engendrent l’espace nul deE.

Définition 3.5. Si les équations (3.7) et (3.8) sont satisfaites, alors (3.1) et (3.2)

sont dits fortement commandables (S-commandables).

Remarques [22]

– Les systèmes (3.1) et (3.2) sont C-commandables si l’équation (3.7) est

vérifé etrang[E, B] = n.
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– La C-commandabilité implique que pour tout étatx0 et un état finalxf ∈

Rn, il existe une entrée de commandeu(k) qui transfert le système dex0

àxf en un temps fini.

– La R-commandabilité assure que pour tout étatx0, et étatxf ∈ χ, il existe

une commandeu qui transfert le système dex0 àxf en un temps fini.

Dans le cas oùE = I, la R-commandabilité coïncide avec la C-commandabilité

et représente la commandabilité des systèmes standards.

– La I-commandabilité :

1. Dans le cas continu, elle est aussi appelée commandabilité impul-

sive.

elle signifie que les modes impulsifs dans la solution, peuvent être

exclus ou suprimés par un choix de commande par retour d’état ap-

proprié ; c’est à dire, pour tout vecteur d’état initialx0 il existe une

commandeu(t) = Fcx(t) + v(t) où Fc ∈ Rm×n et un nouveau vec-

teur de commandev(t) ∈ Rm tels-que le système en boucle fermée

Eẋ(t) = (A + BFc)x(t) + Bv(t), x(0) = x0,

ne présente pas de solutions impulsives.

2. Dans le cas numérique, elle implique que pour tout état initialx0 ∈

Rn, on peut trouver une commande par retour d’étatu(k) = Fcx(k)+

v(k), avec une matrice gainFc ∈ Rm×n et un nouveau vecteur de

commandeu(k) ∈ Rm, tels-que le système en boucle fermée

Ex(k + 1) = (A + BFc)x(k) + Bv(k), x(0) = x0,

25



soit causal.

Définition 3.6. Les matricesC+ etC− données par

C+ = [F0B, · · · , FkB, · · ·] et C− = [· · · , F−kB, · · · , F−1B], (3.9)

avec

Fk =





T−1




Jk 0

0 0


 W−1, k = 0, 1, 2, · · · ,

T−1




0 0

0 −N−k−1


 W−1, k = −1,−2, · · · .

(3.10)

représentent, respectivement, dans le cas continu, les matrices de commandabi-

lité propre et impropre ; dans le cas numérique, les matrices de commandabilité

causale et non-causale [22].

Les matrices T et W sont des matrices non singulières, de transformation.

La matrice de commandabilité de tout système descripteur (3.1) et (3.2) est alors

C = [C−, C+] (3.11)

3.4.2 Observabilité

Comme dans le cas de systèmes standards, l’observabilité est le concept dual

de la commandabilité [23].

Définitions 3.7.

– Les systèmes (3.1) et (3.2) sont dits complètement observables (C-observable)
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si

rang




αE − βA

C


 = n, ∀(α, β) ∈ R2\{(0, 0)}. (3.12)

– Les systèmes (3.1) et (3.2) sont dits observables sur un ensemble gouver-

nable (R-observables) si

rang




λE − A

C


 = n, ∀λ ∈ R . (3.13)

– Les systèmes (3.1) et (3.2) sont dits observables à l’infini (I-observables),

si

rang




E

KT
ET A

C




= n, (3.14)

où les colonnes deKET engendrent l’espace nul deET .

– Les systèmes (3.1) et (3.2) sont dits fortement observables (S-observables)

si les équations (3.7) et (3.8) sont vérifiées.

Définition 3.8. Les matricesO+ etO− données par

O+ =




CF0

...

C Fk

...




et O− =




...

C F−k

...

C F−1




, (3.15)

sont respectivement appelées : dans le cas continu, matrices d’observabilité propre

et impropre ; dans le cas numérique, elles sont dites, respectivement, matrices
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d’observabilité causale et non-causale.

La matrice d’observabilité de tout système descripteur (3.1) et (3.2) est donnée

par

O =




O−

O+


 . (3.16)

3.5 Résolution

3.5.1 Cas continu

Sous la transformation de coordonnées



z(t)

w(t)


 = Tx(t)

le système (3.1) est découplé en un sous-système lent

ż(t) = Jz(t) + B1u(t), z(0) = z0, (3.17)

et un sous-système rapide

Nẇ(t) = w(t) + B2u(t), w(0) = w0. (3.18)

avec

y(t) = C1z(t) + C2w(t), et




z0

w0


 = Tx0

Ainsi, la solutionx(t, x0, u) de tout système descripteur (3.1), sera [21]

x(t, x0, u) = T−1




z(t)

w(t)


 = ϕ(t)Ex0 +

∫ t

0
ϕ(t−τ)B(τ)dτ +

ν−1∑

k=0

F−k−1Bu(k)(t).

(3.19)
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avecϕ(t)) donnée par [22]

ϕ(t) =
1

2π

∮

Γ
eλt(λE − A)−1dλ, (3.20)

oùΓ est la courbe de Jordan fermée incluant les valeurs propres finies du pencil

(λE − A).

3.5.2 Cas numérique

D’une manière analogue que pour le cas continu, [24], on découplera le sys-

tème (3.2) et il lui correspondra la solutionx(k, x0, u), telle que,

x(k, x0, u) = T−1




z(k)

w(k)


 = FkEx0 +

k+ν−1∑

j=0

F−j−1Buj, k ≥ 0. (3.21)

3.6 Stabilité

3.6.1 Cas continu

Théorème 3.11. [22] Soit un pencil régulier(λE − A) ; le système(3.1)

est asymptotiquement stable si et seulement si tous les pôles finis de(λE − A)

appartiennent au demi plan gauche.

Définition 3.12. Un pencil(λE − A) est c-stable s’il est régulier et si tous

les pôles finis de(λE − A) appartiennent au demi plan gauche.
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3.6.2 Cas numérique

Théorème 3.13. [25] Soit un pencil régulier(λE − A) ; le système(3.2)

est asymptotiquement stable si et seulement si tous les pôles finis de(λE − A)

sont à l’intérieur du cercle unité.

Définition 3.14. Tout pencil(λE − A) est d-stable s’ il est régulier et si

tous les pôles finis de(λE − A) sont à l’intérieur du cercle unité.

3.7 Calcul des grammiens

Les grammiens d’un système descripteur sont les solutions des équations

projetées généralisées de Lyapunov[24].

3.7.1 Cas continu

Le grammien de commandabilité propreGpc et le grammien d’observabilité

propreGpo sont les solutions uniques symmétriques, semidéfinies positives des

équationsprojetées généralisées de Lyapunovcontinues

EGpcA
T + AGpcE

T = −PlBBT P T
l , (3.22)

ET GpoA + AT GpoE = −P T
r CT CPr , (3.23)

où Pl et Pr sont lesprojecteurs spectrauxsur les sous-espaces gauche et droite

engendrés par(λE − A) correspondant aux valeurs propres finies. Par ailleurs ;

le grammien de commandabilité impropreGic et le grammien d’observabilité
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impropreGio sont les solutions uniques symmétriques, semidéfinies positives

des équationsprojetées généralisées de Lyapunovdiscrètes [26]

AGicA
T − EGicE

T = (I − Pl)BBT (I − Pl)
T , (3.24)

AT GioA − ET GioE = (I − P T
r )CT C(I − Pr) . (3.25)

où les matrices de projectionPr etPl ont pour expressions suivantes

Pr = T−1




Inf
0

0 0


 T , (3.26)

Pl = W




Inf
0

0 0


 W−1 . (3.27)

L’ensemble des grammiens propres et impropres constitue les grammiens du

système descripteur (3.1).

3.7.2 Cas numérique

Pour les systèmes descripteurs numériques [25], on définit

– Grammien de commandabilité causaleGdcc

Gdcc = C+CT
+ =

∞∑

k=0

FkBBT F T
k . (3.28)

– Grammien de commandabilité non causaleGdnc

Gdnc = C−CT
− =

−1∑

k=−ν

FkBBT F T
k . (3.29)

– Grammien d’observabilité causaleGdco

Gdco = OT
+O+ =

∞∑

k=0

F T
k CT CFk. (3.30)
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– Grammien d’observabilité non causaleGdno

Gdno = OT
−O− =

−1∑

k=−ν

F T
k CT CFk. (3.31)

Ainsi,

– le grammien de commandabilité d’un système descripteur numérique est

donné par

Gdc = Gdcc + Gdnc. (3.32)

– le grammien d’observabilité d’un système descripteur numérique est donné

par

Gdo = Gdco + Gdno. (3.33)

3.8 Conclusion

Nous avons présenté dans cette section quelques notions et résultats impor-

tants relatifs aux systèmes descripteurs continus et discrets, tels-que la com-

mandabilité, l’observabilité et la stabilité, et donner les expressions des vecteurs

d’état généralisés continu et discret, nous avons aussi donné les expressions ana-

lytiques des grammiens de commandabilité et d’observabilité auxquels la ré-

duction d’ordre est étroitement liée. Dans la prochaine section, nous décrirons

comment sera étendu la procédure de réduction d’ordre aux systèmes descrip-

teurs.
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Chapitre 4

APPROXIMATION DES

SYSTEMES DESCRIPTEURS

4.1 Introduction

Considérons un système descripteur, linéaire, continu dans le temps, c-stable,

Eẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) ,

y(t) = Cx(t) + Du(t) ,

(4.1)

où x(t) ∈ Rn est le vecteur d’état,u(t) ∈ Rm est le vecteur de commande,

y(t) ∈ Rp est le vecteur de sortie ; etE, A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, C ∈ Rp×n

sont des matrices constantes avecE singulière. On suppose que le pencil (λE −

A) est régulier. L’objectif de toute procédure de réduction d’ordre de système

descripteur est de remplacer un système complet d’ordren (4.1) par un modèle
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d’ordre réduitr,

Erẋr(t) = Arxr(t) + Bru(t) ,

yr(t) = Crxr(t) + Dru(t) ,

(4.2)

oùEr, Ar ∈ Rr×r, Br ∈ Rr×m, Cr ∈ Rp×r, etr ¿ n.

Le système(4.2) doit conserver les propriétés clés du système initial (4.1), telle-

que la stabilité, et l’erreur d’approximation doit être relativement faible. Divers

travaux ont été réalisés dans ce sens [27, 28]. Dans ce qui suit, nous présenterons

une généralisation de la techniqueSV D "Singular Values Decomposition" aux

systèmes descripteurs, permettant de construire un approximant d’ordre réduit

par troncature des valeurs singulières les plus faibles, puis nous développerons

notre propre algorithme de réduction.

4.2 Valeurs singulières

Soit un système descripteur donné par (4.1), c-stable. Les grammiens décrits

précédemment peuvent être utilisés pour définir les valeurs singulières qui ont un

rôle déterminant dans la réduction d’ordre de modèles. Sous une transformation

d’équivalence(W̃ , T̃ ) [29],

– le grammien de commandabilité propreGcpc sera transformé en

G̃cpc = T̃−1GcpcT̃
−T ,

– le grammien de commandabilité impropreGcic sera transformé en

G̃cic = T̃−1GcicT̃
−T ,

34



– le grammien d’observabilité propreGcpo sera transformé en

G̃cpo = W̃−T GcpoW̃
−1,

– le grammien d’observabilité impropreGcio sera transformé en

G̃cio = W̃−T GcioW̃
−1,

On remarque que le spectre du produit des deux grammiens (de commandabilité

et d’observabilité) propres reste invariant sous la même transformation d’équi-

valence :

* Υc := GcpcE
T GcpoE.

Sous une transformation d’équivalence(W̃ , T̃ ), elle sera transformée en

* G̃cpcẼ
T G̃cpoẼ=T̃−1GcpcE

T GcpoET̃ .

Un résultat similaire reste valable aussi pour le produit des deux grammiens

impropres,

* Γc := GcicA
T GcioA.

Les matricesΥ etΓ jouent le même rôle que le produit des grammiens de com-

mandabilité et d’observabilité pour les systèmes standards. La racine carrée des

composantes deΥ représente l’ensemble des valeurs singulières propres et la ra-

cine carrée des composantes deΓ représente l’ensemble des valeurs singulières

impropres.

Remarque : PourE = I, les valeurs singulières propres sont les valeurs sin-

gulières du système standard.
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4.3 Réduction d’ordre des modèles descripteurs conti-

nus

La réduction opérée dans la base d’équilibre peut soit ne pas s’effectuer

lorsque le système n’est pas R-minimal, soit elle peut renconter le problème

de mal conditionnement de la matrice d’équilibre, c’est à dire lorsque la ma-

trice Σ présente des valeurs singulières très faibles, elle peut devenir singulière,

c’est pourquoi l’algorithme que nous proposons est plus général car nous pour-

rons constuire nos approximants même si le système descripteur initial n’est pas

R-minimale [35], et la réduction d’ordre s’opérera par troncatures des valeurs

singulières faibles correspondants aux états dont l’élimination n’affecte pas les

propiétés du système descripteur initial. Initialement, le pencil(λE − A) est

transformé sous la forme de GUPTRI (Generalized Upper Triangular) [29]

E = V




Enf
Eu

0 En∞


 UT , (4.3)

A = V




Anf
Au

0 An∞


 UT , (4.4)

où Enf
est triangulaire supérieure, nonsingulière etEn∞ est triangulaire supé-

rieure avec des zéros sur la diagonale,Anf
est quasi-triangulaire supérieure et

An∞ est triangulaire supérieure, nonsingulière. On a aussi

W∞ = V




0

In∞


 , (4.5)
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T∞ = U




Y

In∞


 , (4.6)

oùY satisfait les équations deSylvestergénéralisées (4.7) et (4.8).

L’algorithme que nous suggérons permet de construire deux types de modèles ré-

duits. Le premier approximantM1, donné par la réalisation[Er1, Ar1, Br1, Cr1, Dr1],

résulte de la réduction d’ordre uniquement de la partie propre du système des-

cripteur, la partie impropre étant copiée intégralement dans le modèle réduit.

Le modèleM2, construit par la seconde approche, donné par[Er2, Ar2, Br2, Cr2, Dr2],

résultera de la réduction d’ordre simultanée des parties propre et impropre du

descripteur initial [35].

Algorithme.

Les modèles d’ordre réduitsM1 etM2 sont calculés selon la procédure suivante

Entrées : Une réalisation[E, A,B,C,D] du système descripteur(4.1) tels-que

le pencil (λE − A) soit régulier et c-stable.

Etape 1- TransformerE etA sous la forme de GUPTRI (4.3) et (4.4).

Etape 2- Calculer les solutionsY etZ des équations deSylvestergénéralisées

[29]

Enf
Y − ZEn∞ = −Eu, (4.7)

Anf
Y − ZAn∞ = −Au . (4.8)
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Etape 3- Conformément à la partition deV et U donnée par (4.3) et (4.4),

former et partitionner les matrices

V T B =




Bnf

Bn∞


 , (4.9)

CU =
[

Cnf
Cn∞

]
. (4.10)

Etape 4- Calculer les facteurs deCholeskyRf et Lf solutions deXc = RfR
T
f

etXo = LT
f Lf des équations généralisées deLyapunov

Enf
XcA

T
nf

+ Anf
XcE

T
nf

= −(Bnf
− ZBn∞)(Bnf

− ZBn∞)T , (4.11)

ET
nf

XoAnf
+ AT

nf
XoEnf

= −CT
nf

Cnf
. (4.12)

Etape 5-Test : Si rang(Rf )<nf (rang(Lf )<nf ), calculer la matriceR1 (L1) issue

de la décompositionQR

RT
f = QR




RT
1

0


 , (4.13)

Lf = QL

[
L1 0

]
. (4.14)

SinonR1 = Rf (L1 = Lf ).

Etape 6- Former les matrices

R = U




R1

0


 , (4.15)

L =
[

L1 −L1Z

]
V T . (4.16)
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Etape 7- Calculer les matrices

W∞ = V




0

In∞


 , (4.17)

T∞ = U




Y

In∞


 . (4.18)

Etape 8- Décomposition en valeurs singulières de la matriceLER, puis parti-

tionner

LER =
[

U1 U0

]



Σ1 0

0 Σ0




[
V1 V0

]T

, (4.19)

où Σ1 = [σ1, σ2, · · · , σlf ] étant la partie à préserver correspondant auxlf plus

grandes valeurs singulières propres du système.

Etape 9- Construire les matrices

Wl =
[

LT U1Σ
− 1

2
1 , W∞

]
, (4.20)

Tl =
[

RV1Σ
− 1

2
1 , T∞

]
. (4.21)

Etape 10- Réduire la partie impropre[En∞ , An∞ , Bn∞ , Cn∞ ], ou d’une manière

équivalente : réduire le système régulier discret dans le temps par la méthode de

Schur[9, 16], et selon la décomposition GUPTRI ,An∞ est nonsingulière,

An∞z(k + 1) = En∞z(k) + Bn∞ν(k)

ψ(k) = Cn∞z(k) .

(4.22)

La méthode deSchur des systèmes discrets [9,16] donne un modèle d’ordre ré-

duit [E∞r, A∞r, B∞r, C∞r] du modèle impropre, et les valeurs singulières du
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système (4.22) sont appelées les valeurs singulières impropres du système (4.1),

et sont données par :Φ = [φ1, φ2, · · · , φl∞ , 0, · · · , 0].

Remarque : SiΦ présente des valeurs singulières deHankel impropres répéti-

tives, le sous-système correspondant doit être soit éliminé soit inclus comme un

tout dans l’approximant d’ordre réduit ; par contre les valeurs singulières nulles

sont à éliminer.

Sorties : Les deux systèmes d’ordre réduitsM1 andM2 sont donnés par

[Er1, Ar1, Br1, Cr1, Dr1] = [W T
l ETl, W T

l ATl, W T
l B, CTl, D] , (4.23)




sEr2 − Ar2

Cr2

Br2

Dr2


 =




sEfr − Afr

sE∞r − A∞r

Cfr C∞r

Bfr

B∞r

D




, (4.24)

où les matricesEfr, Afr ∈ Rlf×lf , Bfr ∈ Rlf×m, Cfr ∈ Rp×lf , sont obte-

nues par troncature deslf lignes et colonnes deAr1, lf lignes deBr1, et des

lf colonnes deCr1, respectivement. Les matricesE∞r = Il∞ , A∞r ∈ Rl∞×l∞,

B∞r ∈ Rl∞×m, C∞r ∈ Rp×l∞, sont des matrices du système d’ordre réduitl∞

résultant de la réduction d’ordre de la partie impropre de l’(Etape 10). On note

que le systèmeM1 est d’ordre (lf + n∞), alors que l’ordre deM2 est plus petit

et est égal à (lf + l∞).

Remarques

– Les équations (4.3, 4.4, 4.9, 4.10) découplées selon GUPTRI, du système

descripteur (4.1) sont équivalentes à la décomposition additive de la fonc-

tion de transfert enH(s) = Hp(s) + Hi(s), oùHp(s) est la partie propre,

et Hi(s) est la partie polynômiale deH(s). La fonction de transfert du
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modèle d’ordre réduitM1 est aussi donné parHr(s) = Hrp(s) + Hi(s) ;

dans ce cas, la fonction de transfert d’erreur∆H(s) = H(s) − Hr(s) =

Hp(s) − Hrp(s) est indépendante de la partie polynômiale, et sa norme

H∞ vérifie la borne supérieure suivante [6]

||H(s)−Hr(s)||H∞ = sup
ω∈R

||H(jω)−Hr(jω)||2 ≤ 2
nf∑

i=lf+1

σi , (4.25)

où ||.||2 est la norme spectrale.

– Par ailleurs, nous soulignons un important résultat : si l’on n’effectue au-

cune troncature dans (Etape 10), c’est-à-dire,l∞ = n∞, l’approximant

M2 est toujours régulier.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté quelques importants résultats relatifs

au calcul des valeurs singulières propres et les valeurs singulières impropres.

Ces paramètres sont étroitement liés au choix de l’ordre de l’approximant ré-

duit. Pour éviter le problème de mal conditionnement de l’équilibre ( dont l’al-

gorithme est présenté dans Annexe D), nous avons présenté deux techniques de

réduction d’ordre basée sur l’approcheSVDde systèmes descripteur continu, c-

stable. Nous avons considéré l’algorithme donné par Stykel [22], et nous l’avons

étendu à la réduction d’ordre des deux parties propre et impropre du système

descripteur [35]. Pour concevoir le nouvel algorithme de réduction d’ordre (qui

concerne les parties propre et impropre) nous nous sommes basés sur la tech-

nique deSchurrégulière, discrète dans le calcul de modèles d’ordre réduit concer-
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nant la partie impropre du système descripteur initial. L’algorithme permet de

construire deux approximants différents : dans le premier,M1, juste la partie

propre (correspondant aux valeurs propres finies du pencil (λE − A)) est sujet

à une réduction d’ordre, la partie impropre (correspondant aux valeurs propres

infinies du pencil (λE − A)) est copiée telle quelle dansM1. La seconde, notre

propre approche, présente un résultat intéressant car le modèle d’ordre réduit

M2 est toujours décrit dans l’espace d’état par une réalisation régulière. Pour

les deux approximants, la c-stabilité est toujours garantie et la distance entre le

système original et ses deux approximants est quantifiable.
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Chapitre 5

Simulations

5.1 Introduction

Dans cette section, nous traiterons diverses applications sur la réduction d’ordre

de systèmes descripteurs continusSISO et MIMO. Pour chaque exemple, on

part de la réalisation d’état généralisée(E, A, B, C, D, n) d’ordren du descrip-

teur initial et en appliquant l’algorithme donné dans le chapitre4, les modèles

M1 etM2 d’ordre réduitsr ¿ n sont calculés. Pour mieux apprécier la qualité

des approximants, nous tracerons les réponses fréquentielles (spectres d’ampli-

tude et spectres de phase) qui seront confortées par les spectres des valeurs sin-

gulières. Afin d’avoir une idée claire sur le choix delf , ordre de réduction du

sous-système propre etl∞, ordre de réduction du sous-système impropre, nous

traçons la répartition des valeurs singulières propres et impropres en fonction de

l’ordre. Pour le modèleM1, la borne supérieure sera calculée et la norme de
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l’erreur deHankel est vérifiée. Notons que le packageSlicot [5] a été utilisé

pour la résolution des équations généralisées deSylvesteret deLyapunov.

5.2 Exemple 1

Considérons un système descripteur d’ordre20, [36], oùnf = 16 andn∞ =

4. Les valeurs singulières propres sont :Σ = [ 4.7036e- 1, 2.2789e- 2, 2.3584e- 3,

2.8453e- 4, 8.8205e- 5, 8.3374e- 6, 6.1547e- 7, 8.5106e- 8, 2.7199e- 8, 5.4447e- 9,

2.9487e- 10, 1.1302e- 10, 1.6944e- 11, 1.8849e- 12, 6.5155e- 14, 3.8902e- 15],

et les valeurs singulières impropres sontΦ = [ 1.1172e- 1, 7.7527e- 3, 6.1473e- 10,

0e+0 ].

En fixant d’après les figures5.4 et 5.5 les ordres réduitslf = 1 et l∞ = 3, nous

calculons les deux approximantsM1 et M2 dont les réponses sont données ci-

dessous, voir Tab 5.1 et les fig. (5.2, 5.3, 5.4, 5.5).

TAB . 5.1 – Estimation de l’erreur et les bornes supérieures des modèles d’ordre

réduitsM1, lf = 1, nf = 16, pour l’exemple1

E/S supω∈R ||H(jω)−HM1(jω)||2 2
∑nf

i=lf+1 σi

1/1 2.4033695e−2 5.1060054e−2

1/2 2.1975731e−2 5.1060054e−2

2/1 2.4033695e−2 5.1060054e−2

2/2 2.1053715e−2 5.1060054e−2
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FIG. 5.5 – Distribution des valeurs singulières impropres
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5.3 Exemple 2

Considérons un système descripteur Considérons un système descripteur MIMO

(2E/3S), d’ordre120 où nf = 100 et n∞ = 20. L’approximantM1 dont l’ordre

estr = 21, est singulier, tandis-queM2 dont l’ordre estr = 2, est régulier. Les

deux modèles d’ordre réduit sont stables. Le modèleM1 est représenté par la

réalisation[Er1, Ar1, Br1, Cr1, D] donnée ci- dessous

Er1 = diag


 −0.9728

zeros(20, 1)


 , Ar1 = 102 × diag




6.8019

−7.4952

7.4919

7.4919

−7.4919

7.4919

7.4919

7.4919

−7.4919

7.4919

−7.4919

−7.4919

7.4919

−7.4919

7.4919

7.4919

−7.4919

−7.4918

−7.4918

−7.4918

7.4918




,
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Br1 =




5.1741 + 0.0065i 5.1684− 0.0116i

−2.3529 −2.2568

−0.0157 −0.3809

−0.0535 0.1323

−0.1447 −0.1645

−0.0727 0.1688

0.1423 −0.3308

−0.4818 −0.1144

0.0983 −0.1387

0.2423 −0.1820

0.1104 −0.3887

−0.1757 0.2145

−0.5596 0.2444

0.2904 −0.0023

0.3686 −0.3042

−0.0581 −0.6274

−0.1413 −0.3757

0.6125 0.4040

−0.2563 −0.0428

0.1960 −0.1160

0.1928 −0.1762




,

Crf1 =




−5.4669− 0.0010i −2.1227 0.2429 −0.0401 0.3132 −0.0046 0.0912 −0.1006

−5.0687− 0.0014i −2.5372 0.4990 0.0237 −0.2544 0.3224 0.3785 −0.4103

−5.1871− 0.0009i −2.0696 −0.1419 −0.4377 −0.3414 0.1191 −0.1134 0.0740


 ,

Crf2 =




−0.2746 0.2823 0.3199 −0.6008 0.0656 −0.4923 −0.1050 0.0835

0.0014 −0.1894 −0.0537 0.4382 0.1431 0.4394 −0.2528 −0.2905

−0.1918 −0.1188 0.1348 0.2871 0.1417 0.1997 0.5422 0.1741


 ,

Crf3 =




0.0637 −0.2116 −0.0317 0.4958 0.1409

−0.1317 −0.1471 −0.0638 0.2380 0.2938

−0.2080 −0.3478 0.0238 −0.7221 0.1524


 ,
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Cr1 =
[

Crf1 Crf2 Crf3

]
,

Dr1 = D =




0.5771 0.1599

0.1422 0.6133

0.2257 0.9509


 ,

Ses pôles seront représentés dans le vecteur polM1.

polM1 =




−6.9924e + 2 + 4.2095e− 4i

−∞

−∞

−∞

−∞

−∞

−∞

−∞

−∞

−∞

−∞

−∞

−∞

−∞

−∞

−∞

−∞

−∞

−∞

−∞

−∞




.
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Le modèleM2 est régulier et est représenté par la réalisation[Er2, Ar2, Br2, Cr2, D]

telles-que :

Er2 =



−0.9728 0

0 −1


 , Ar2 = 102 ×




6.8019 0

0 0.01


 ,

Br2 =




5.1741 + 0.0065i 5.1684− 0.0116i

0.0062 0.0062


 , Cr2 =




−5.4669− 0.0010i 2.0120

−5.0687− 0.0014i 2.5235

−5.1871− 0.0009i 2.0395




,

Ses pôles seront représentés par le vecteur polM2.

polM2 = 102 ×



−6.9924

−0.0100


 ,

L’approximantM2 est stable.

Les comportements des approximants seront représentées par les figures fig.

(5.6, 5.7, 5.8, 5.9, 5.10, 5.11, 5.12, 5.13, 5.14, 5.15, 5.16, 5.17).
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FIG. 5.6 – Spectres d’amplitude des systèmes original et réduits relatifs à la1ère

entrée
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FIG. 5.8 – Spectres d’amplitude (dB) des systèmes original et réduits relatifs à

la 1ère entrée

10
−1

10
0

10
1

10
2

10
3

10
−0.72

10
−0.71

10
−0.7

10
−0.69

Fréquences (rad/s)

A
m

pl
itu

de
 d

B

 Spectres d’amplitude des systèmes initial et réduits, 1èmeS−2èmeE

Descripteur initial
Approximant M1
Approximant M2

56



10
−1

10
0

10
1

10
2

10
3

10
−0.196

10
−0.194

10
−0.192

10
−0.19

10
−0.188

10
−0.186

10
−0.184

10
−0.182

Fréquences  (rad/s)

A
m

pl
itu

de
 d

B

 Spectres d’amplitude des systèmes initial et réduits, 2èmeS−2èmeE 

Descripteur initial
Approximant M1
Approximant M2

10
−1

10
0

10
1

10
2

10
3

10
−0.009

10
−0.008

10
−0.007

10
−0.006

10
−0.005

10
−0.004

10
−0.003

10
−0.002

Fréquences (rad/s)

A
m

pl
itu

de
 d

B

 Spectres d’amplitude des systèmes initial et réduits, 3èmeS−2èmeE 

Descripteur initial
Approximant M1
Approximant M2

FIG. 5.9 – Spectres d’amplitude (dB) des systèmes original et réduits relatifs à

la 2ème entrée
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FIG. 5.10 – Spectres d’amplitude de l’erreur d’approximation par l’approche2,

relatifs à la1ère entrée
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FIG. 5.11 – Spectres d’amplitude de l’erreur d’approximation par l’approche2,

relatifs à la2ème entrée
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FIG. 5.12 – Spectres de phase des systèmes original et réduits relatifs à la1ère

entrée
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FIG. 5.13 – Spectres de phase des systèmes original et réduits relatifs à la2ème

entrée
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FIG. 5.14 – Réponses des valeurs singulières en (dB) des systèmes original et
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FIG. 5.15 – Distribution des valeurs singulières propres
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FIG. 5.16 – Distribution des valeurs singulières impropres
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FIG. 5.17 – Valeur singulière de l’Erreur de l’approche1 comparée à la borne

supérieure de Hankel
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5.4 Exemple 3

Considérons un système descripteurSISO d’ordre7 où nf = 5 et n∞ = 2,

donné par la réalisation[E,A, B,C,D]

E =




10.1306 0.2701 0.4104 0.7346 0.1034 0 0

0.2970 10.1259 0.5448 0.1493 0.2248 0 0

0.3060 0.9304 10.6043 0.0962 0.4278 0 0

0.5228 0.8545 0.7659 10.3296 0.6705 0 0

0.3562 0.0818 0.3512 0.4205 10.6712 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0




,

A =




−73.8015 1.5622 2.7738 5.6520 1.2507 0 0

2.0340 −74.5921 4.3411 1.8052 2.3102 0 0

2.5364 7.1592 −71.3989 0.8006 3.5929 0 0

3.6724 6.2465 4.7759 −72.7131 4.3354 0 0

2.8893 0.6461 2.4423 3.2402 −70.1848 0 0

0 0 0 0 0 −7 0

0 0 0 0 0 0 −7




,
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B =




0.5117

0.8221

0.5373

0.9336

0.9774

0.7155

0.6718




,

C =
[

0.8389 0.0881 0.6548 0.0936 0.7108 0.4088 0.8565

]
,

D = 0.6560.

L’ approximantM1 dont l’ordre estr = 4, est représenté par[Er1, Ar1, Br1, Cr1, D]

où :

Er1 =




9.1099 −2.8779 0 0

7.5337 1.0744 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0




,
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Ar1 =




−43.8371 18.0989 0 0

−38.9178 −9.0271 0 0

0 0 −7 0

0 0 0 −7




,

Br1 =




−1.2978

−1.1126

0.7155

0.6718




,

Cr1 =
[
−0.9430 0.3435 0.4088 0.8565

]
.

Les pôles du modèleM1 sont donnés par

polM1 =




−4.9745

−7.0275

−∞

−∞




.

Quant au modèleM2 d’ordrer = 3, il est régulier, stable , et est représenté par

la réalisation[Er2, Ar2, Br2, Cr2, D] :

Er2 =




9.1099 −2.8779 0

7.5337 1.0744 0

0 0 −1




,

70



Ar2 =




−43.8371 18.0989 0

−38.9178 −9.0271 0

0 0 1




,

Br2 =




−1.2978

−1.1126

0.2707




,

Cr2 = [−0.9430, 0.3435, 0.9161].

Les pôles du modèleM2 sont

polM2 =




−4.9745

−7.0275

−1




,

Les réponses de ces deux modèles seront donnés par les figures fig. (5.18, 5.19,

5.20, 5.21, 5.22, 5.23, 5.24, 5.25, 5.26, 5.27).
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FIG. 5.18 – Spectre d’amplitude du système original
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FIG. 5.19 – Spectre d’amplitude de l’approximant M1
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FIG. 5.20 – Spectre d’amplitude de l’approximant M2

10
−1

10
0

10
1

10
2

10
3

10
−0.3

10
−0.2

10
−0.1

Fréquences (rad/s)

A
m

pl
itu

de
 (

dB
)

 Spectres d’amplitudes des systèmes descripteur initial et réduits 

Descripteur initial
Approximant M1
Approximant M2

FIG. 5.21 – Spectres d’amplitude (dB) des systèmes original et réduits
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FIG. 5.22 – Spectres de phase des systèmes original et réduits
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FIG. 5.23 – Spectre d’amplitude de l’erreur d’approximation par approche2
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FIG. 5.24 – Réponses des valeurs singulières en (dB) des systèmes original et

réduits
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FIG. 5.25 – Distribution des valeurs singulières propres
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FIG. 5.26 – Distribution des valeurs singulières impropres
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FIG. 5.27 – Valeur singulière de l’Erreur de l’approche1 comparée à la borne

supérieure de Hankel
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5.5 Interprétation.

Partant d’un descripteur de grande dimension, c-stable, notre algorithme per-

met de calculer deux modèles d’ordre réduitsM1 etM2 tel-que : l’approximant

M1 est singulier,M2 est régulier. Les deux types d’approximants sont c-stables.

Pour les trois exemples, nous avons illustré les réponses fréquentielles en traçant

les spectres d’amplitude, spectres d’amplitude en (dB), spectres de phase ainsi

que la réponse des valeurs singulières en (dB). Les graphes montrent que les

approximants suient fidèlement le comportement du système initial (les courbes

donnant les spectres des écarts entre descripteur intial etM1, descripteur in-

tial et M2 en témoignent) plus particulièrement, dans la bande de fréquences

moyennes. On notera comme même une légère déviation au niveau des fré-

quences basses la même remarque pour le spectre de phase du modèleM2 au

niveau des fréquences hautes : ces erreurs sont dûes à une réduction conséquente

d’ordre. On précise que pour l’exemple1, on a tracé les spectres d’amplitude en

(dB), uniquement pour1èreE/1èreS, nous avons obtenu des graphes similaires

pour les autres canaux. Les figures montrant la distribution des valeurs singu-

lières propres et impropres, nous donnent une idée quant au choix de l’ordre

de réductionlf de la partie propre du système descripteur, lorsque uniquement

les valeurs singulières de la partie propre sont à éliminer, et de l’ordrel∞ de

la partie impropre du système descripteur : elles illustrent bien les valeurs sin-

gulières répétitives qui doivent être soit éliminées soit incluses dans le modèle

d’ordre réduit, celles qui sont nulles seront éliminées. Pour le modèleM1, la
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normeH∞ vérifie la borne supérieure (4.25) et ce pour chaque exemple (voir

Table ou graphes correspondants). Pour bien apprécier la distance entre modèle

initial et approximant issus de l’approche2, le spectre d’erreur d’approximation

a été tracé et montre bien que les spectres d’amplitude du système original et

celui réduit (M2) sont presque confondus.

5.6 Conclusion

Diverses simulations ont été réalisées, parmi lesquelles nous avons choisi de

proposer trois exemples pour mettre en évidence les traits caractéristiques des

approximants issus de l’algorithme proposé dans le chapitre 4, construits à par-

tir de la réduction d’ordre par l’approche SVD, opérée sur la partie propre d’un

descripteur d’ordre élevé, en retenant le caractère impulsif du système original

(partie infinie est copiée dans le modèle réduit), c’est ce que nous avons appelé

"M1" qui a la même nature que le système descripteur ; soit en réduisant simul-

tanément sur les parties propre et impropre de système descripteur initial, dans

ce cas là, il s’agit de "M2" qui a la particularité d’être un système régulier. Très

important à souligner, que ces deux modèles réduits suivent fidèlement le com-

portement du système original, l’écart entre approximant et modèle initial est très

faible, ceci permet de conclure quant à l’eficacité de notre algorithme qui permet

de construire des approximants de différentes natures (régulier et descripteur) de

faible ordre, pour lesquelles la stabilité est toujours garantie et permettant de

modéliser le comportement globale du système initial.
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Chapitre 6

Conclusion générale

Dans cette thèse, nous avons présenté quelques aspects importants de la

théorie des systèmes descripteurs. Ainsi, un système singulier est asymptotique-

ment stable si les pôles du pencil qui lui correspond appartiennent au demi plan

gauche, dans le cas de systèmes descripteurs continus, ou s’ils sont à l’intérieur

du cercle unité dans le cas de systèmes descripteurs numériques.

Nous avons posé la solution complète de la résolution des systèmes générali-

sés de tout système descripteur. Par la suite, nous avons présenté les équations

de Lyapunov projetées généraliséesqui donnent une notion sur les propriétés

de commandabilité et d’observabilité, et dont la résolution permet de calculer

les grammiens de commandabilité et d’observabilité importants paramètres qui

rentrent dans la réduction d’ordre de modèles. Dans ce contexte, nous nous de-

vons de souligner que les équations deLyapunovassociées aux systèmes stan-

dards ont été l’objet d’innombrables travaux [30, 31, 32], ce n’est pas du tout le
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cas des équations deLyapunov projetées généraliséesqui ont été seulement ré-

solues par deux algorithmes [33], l’algorithme généralisé deBartels-Stewartet

celui deHammarling. Nous avons défini alors dans le cas de systèmes singuliers,

les valeurs singulières propres et impropres qui sont les composants des gram-

miens et peuvent être considérés comme mesure de l’énergie de chaque état du

système comme pour le cas standard [14] : une faible quantité d’énergie (grande)

est demandée à l’entrée pour transférer des état correspondants à une grande

(faible) valeur singulière. Ces mêmes états vont générer une faible (grande) éner-

gie en sortie. L’algorithme que nous avons proposé permet de découpler le sys-

tème en sous-système propre (partie dynamique) et en sous-système impropre

(partie algébrique), puis de construire deux types d’approximants d’ordre faible,

l’un descripteur, l’autre régulier, tous les deux sont obtenus par troncature des

états dont les valeurs singulières (propres et impropres) sont faibles ce qui cor-

respond aux états contribuant faiblement dans la réponse du système. L’intérêt

majeur de ce type de schéma de réduction d’ordre est que la stabilité est toujours

garantie et l’erreur d’approximation quantifiable.
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Annexe A

Définitions

Matrice symétrique. Une matriceA ∈ Rn×n est symétrique siA = AT .

Matrice (semi) définie positive (négative).Une matriceA ∈ Rn×n est res-

pectivement définie positive (définie négative), est semi-définie positive

(semi-définie négative) dans un sous-espaceχ ⊂ R, si vT Av > 0 (vT Av <

0), et vT Av ≥ 0 (vT Av ≤ 0), pour tout non nulv ∈ χ.

Décomposition de Cholesky.Une matriceA ∈ Rn×n semi-définie positive

peut être décomposée enA = UT
AUA, oùUA ∈ Rn×n est dîte facteur de

Cholesky, matrice triangulaire supérieure.

Décomposition QR. Soit A ∈ Rn×n. Il existe alors une matrice orthogonale

Q ∈ Rn×n et une matrice triangulaire supérieureR ∈ Rn×n telles que

A = QR.

Décomposition rang complet.Une matriceA ∈ Rn×n semi-définie positive,
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de rang r. Alors il existe une matriceRA ∈ Rr×n telle que A = RT
ARA.

RA étant le facteur rang de ligne complet etRT
A est le facteur rang de

colonne complet.

Décomposition de GUPTRI (generalized upper triangular form). La décompo-

sition de Guptri transforme un pencil(A − λ B) en la forme triangulaire

supérieure généralisée (guptri) donnée par(a− λ b) via la transformation

d’équivalenceP T × (A− λ B)×Q. Cette forme est décrite ci-dessous.

a=




art ∗ ∗ ∗ ∗

0 azr ∗ ∗ ∗

0 0 afn ∗ ∗

0 0 0 ain ∗

0 0 0 0 alt




, b=




brt ∗ ∗ ∗ ∗

0 bzr ∗ ∗ ∗

0 0 bfn ∗ ∗

0 0 0 bin ∗

0 0 0 0 blt




.

Avec

1. (art − λ brt) possède une structure singulière droite,

2. (azr − λ bzr) possède une structure de Jordan pour la valeur propre 0,

3. (afn−λ bfn) possède une structure de Jordan pour les valeurs propres non

nulles,

4. (ain − λ bin) possède une structure de Jordan pour les valeurs propres infi-

nies,

5. (alt − λ blt) possède une structure singulière gauche.
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Annexe B

ALGORITHME D’EQUILIBRE

(MODELES CONTINUS

STANDARDS)

Equilibre de modèles

L’équilibre des modèles est l’étape fondamentale sur laquelle repose laMRE.

Il consiste en la détermination d’une transformation non singulèreT dont le

calcul est essentiellement basé sur les grammiens de commandabilité et d’obser-

vabilité du modèle.

Procédure de l’équilibre

Entrées : Ayant la réalisation d’ordren (A,B,C, n).
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Etape 1- Calcul des grammiensWc etWo, solutions des équations de Lyapunov,

AT Wo + WoA + CT C = 0, (B.1)

AWc + WcA
T + BBT = 0. (B.2)

Ces deux grammiens sont donnés par les quantités suivantes

Wc =
∫ t∞

0
eAtBBT eAT tdt, (B.3)

Wo =
∫ t∞

0
eAT tCT CeAtdt. (B.4)

Remarque.

Si le modèle est asymptotiquement stable,Wc etWo convergent pour un nombre

fini de termes.

Etape 2- Factorisation de Cholesky de la paire(Wc,Wo) telle que

Wo = LoL
T
o , (B.5)

Wc = LcL
T
c . (B.6)

avecLo etLc des matrices triangulaires inférieures.

Etape 3- Décomposition en valeurs singulièresSV D (Annexe C) de la quantité

M = LT
o Lc, (B.7)

telle que

M = UΣV T . (B.8)

oùU etV sont des nxn-matrices orthogonales.

Σ = nxn-matrice diagonale (matrice des valeurs singulières du système) telle que
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Σ= diag(σ1, σ2, · · · , σn) avec σi ≥ σj pour i<j.

Etape 4- Obtention de la transformation d’équilibreT et de son inverseT−1

T = LcV Σ−1/2, (B.9)

T−1 = Σ−1/2UT LT
o . (B.10)

Etape 5- Construction de la réalisation équilibrée

Ae = T−1AT = Σ−1/2UT LT
o ALcV Σ−1/2, (B.11)

Be = T−1B = Σ−1/2UT LT
o B, (B.12)

Ce = CT = CLcV Σ−1/2. (B.13)

Sorties : La réalisation équilibrée du modèle d’ordre complet(Ae, Be, Ce, n).

Fin de la procédure.

Et on montre que les grammiens d’observabilité et de commandabilité s’ex-

priment dans la base d’équilibre par

Woe = T T WoT,

= Σ−1/2V T LT
c LoL

T
o LcV Σ−1/2,

= Σ−1/2V T MT MV Σ−1/2,

= Σ,

(B.14)

et

Wce = T−1WcT
−T ,

= Σ−1/2UT LT
o LcL

T
c LoUΣ−1/2,

= Σ−1/2UT MMT UΣ−1/2,

= Σ.

(B.15)
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d’où (Woe,Wce) = (Σ, Σ).

De point de vue mathématique,Σ est aussi solution des équations de Lyapunov

AeΣAT
e − Σ + BeB

T
e = 0, (B.16)

AT
e ΣAe − Σ + CT

e Ce = 0. (B.17)
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Annexe C

ALGORITHME SVD

Les valeurs singulières d’une matriceA ∈ Rm,n de rangq, notéesσi, sont

les racines carrés non négatives des valeures propres deAT A, ordonnées telles

que :

σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σn ≥ 0.

Si q < n nous auronsn− q valeurs singulières nulles, c’est à dire :

σq+1 = σq+2 = · · · = σn = 0.

Il existe deux matrices orthogonalesU ∈ Rm,m, V ∈ Rn,n et une matrice diago-

naleΣ ∈ Rm,n telles que [37]

A = UΣV T = U




Σq 0

0 0


 V T , (C.1)

et les valeurs singulièresσi, i = (1, q) sont les racines carrées desq valeurs

propres positives (non nulles) deAT · A.
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U et V sont les matrices orthogonales ayant pour colonnes les vecteurs propres

deAT A etAAT respectivement.

Cette décomposition est dite "Décomposition en Valeurs Singulières"SV D de

la matriceA.

Remarque

Si A = UΣV T est la décomposition en valeurs singulières de la matriceA, alors

les décompositions en valeurs propres deAT A et deAAT sont données par

AT A = V (ΣT Σ)V T = V Σ2V T , (C.2)

AAT = U(ΣΣT )UT = UΣ2UT . (C.3)

Notons

σ(A) = σ1 [la plus grande valeur singulière de la matriceA],

σ(A) = σn [la plus petite valeur singulière de la matriceA].

Les valeurs singulières maximum et minimum d’une matriceA, notées respecti-

vementσ etσ, sont équivalentes en terme de norme spectrale à

σ̄(A) = ‖A‖2 (C.4)

σ(A) =





‖A−1‖−1
2 , si det(A) 6= 0,

0, si det(A) = 0

(C.5)

La valeur singulière minimaleσ(A) donne une mesure de la tendance à la

singularité de la matriceA.

Propriétés des valeurs singulières [33]
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1.

σ(A) = min ||Ax||
||x||

x 6= 0 , x ∈ Rn

(C.6)

2.

σ(A) = max ||Ax||
||x||

x 6= 0 , x ∈ Rn

(C.7)

3.

σ(A) ≤ |λi(A)| ≤ σ(A), (C.8)

oùλi(.) est laième valeur propre de (.)

4. Si A−1 existe,

σ(A) =
1

σ(A−1)
(C.9)

5. Si A−1 existe,

σ(A) =
1

σ(A−1)
(C.10)

6.

σ(α · A) = |α|σ(A) (C.11)

7.

σ(A + B) ≤ σ(A) + σ(B) (C.12)

8.

σ(AB) ≤ σ(A)σ(B) (C.13)

9.

max[σ(A), σ(B)] ≤ σ(AB) ≤
√

2max[σ(A), σ(B)] (C.14)

95



10.

max|ai,j| ≤ σ(A) ≤ n max|ai,j|, pour i, j (C.15)

11.
n∑

i=1

σ2
i = tr[AT A] (C.16)

96



Annexe D

ALGORITHME D’EQUILIBRE

(SYSTEMES DESCRIPTEURS

CONTINUS)

Théorème D.1. [22] Une réalisation[E,A, B,C,D] est dîte minimale si et

seulement si le descripteur donné par(4.1) est complètement commandable et

complètement observable.

Définition D.2. Une réalisation(E, A,B, C, n) de la fonction de transfert

G(s) est diteR−minimale, si le triplet(E,A, B) estR− commandable et le

triplet (E, A, C) estR− observable.

Définition D.3. Une réalisation(E, A,B, C, n) de la fonction de transfert c-
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stableG(s) est "équilibrée" et est "propre" si le grammien de commandabilité

propre et le grammien d’observabilité propre sont égaux et diagonaux.

Procédure de l’équilibre

Entrées : Ayant une réalisation d’ordren (E, A, B, C, n).

Etape 1- Calcul des grammiensGcpc et Gcpo, solutions des équations deLya-

punov projetées généralisées.

Etape 2- Factorisation de Cholesky de la paireGcpc etGcpo telle que

Gcpo = LT L, (D.1)

Gcpc = RRT , (D.2)

avecL etR des matrices triangulaires inférieures.

Etape 3- Décomposition en valeurs singulièresSV D (Annexe C) de la quantité

M = LT R, (D.3)

telle que

M = UfΣV T
f , (D.4)

oùUf etVf sont desnfxnf -matrices orthogonales.

Σ = nfxnf -matrice diagonale non singulière (matrice des valeurs singulières du

système) telle queΣ= diag(σ1, σ2, · · · , σnf ) avec σi > σj pour i<j.

Etape 4- Considérer les matrices

Wb = [LT UfΣ
−1/2,W∞], W ′

b = [ERVfΣ
−1/2,W ′

∞], (D.5)

Tb = [VfRΣ−1/2, T∞], T ′
b = [ET LT UfΣ

−1/2, T ′
∞], (D.6)
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telles-que les matricesW∞ et T∞ engendrent respectivement les sous-espaces

gauche et droite du pencilλE−A correspondant aux valeurs propres infinies, et

les matricesW ′
∞ et T ′

∞ sont telles-queW T
∞W ′

∞ = (T ′
∞)T T∞ = In∞ .

Sorties :Construction de la réalisation équilibrée(Ee, Ae, Be, Ce, n)

Ee =




Σ−1/2UT LERV Σ−1/2 Σ−1/2UT LET∞

W∞ERV Σ−1/2 W T
∞ET∞


 , (D.7)

Ae =




Σ−1/2UT LERV Σ−1/2 Σ−1/2UT LAT∞

W∞ARV Σ−1/2 W T
∞AT∞


 , (D.8)

Be = W T
b B, (D.9)

Ce = CTb. (D.10)

Fin de la procédure.
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Abstract 
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Résumé 
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régulier . Pour implémenter notre algorithme, un programme à base de Matlab, et des routines 
en Fortran a été élaboré. Diverses simulations sur de systèmes descripteurs de très grande 
dimension ont été réalisées, montrant l'efficacité de notre algorithme. 
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1 INTRODUCTION GENERALE

Nous présenterons dans le présent travail une nouvelle théorie de réduction

d’ordre de systèmes descripteurs appelés aussi systèmes semi-états, systèmes im-

plicites, systèmes algébrico-différentiels, ou systèmes généralisés qui sont une

généralisation des systèmes décrits dans l’espace d’état, dits systèmes réguliers

ou classiques, ces derniers sont rencontrés, dans la littérature, sous l’appellation

de systèmes standards [1]. A cet effet, le travail sera réparti en deux grands vo-

lets : dans le premier, nous poserons le problème de réduction en général, par la

suite nous présenterons les diverses définitions et propriétés relatives à la théo-

rie de systèmes descripteurs. Le second volet traitera une technique de réduction

d’ordre de modèles, présentant deux propriétés intéressantes : elle permet d’as-

surer toujours la stabilité et en second lieu, permet une quantification de l’erreur

d’approximation : c’est la techniqueSV D (Singular Values Decomposition)[2]

qui, utilisée dans l’approximation de systèmes dynamiques standards, a été éten-

due aux systèmes généralisés.

La nouveauté qu’apporte mon travail, réside dans le fait que l’algorithme de réduc-

tion élaboré permet de synthétiser des modèles d’approximation issus de la réduc-

tion, à la fois des sous-systèmes propres et impropres, permettant la construction

d’approximants d’ordres faibles de natures différentes, l’un descripteur, l’autre ré-

gulier . Pour implémenter notre algorithme décrit dans la section2, un programme

à base de Matlab [3] , et des routines en Fortran [4] ont été élaborés. Diverses si-

mulations sur de systèmes descripteurs de très grande dimension ont été réalisées,

montrant l’efficacité de notre algorithme.
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2 APPROXIMATION DES SYSTEMES DESCRIP-

TEURS

2.1 Introduction

Considérons un système descripteur, linéaire, continu dans le temps, c-stable,

Eẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) ,

y(t) = Cx(t) + Du(t) ,
(1)

où x(t) ∈ Rn est le vecteur d’état,u(t) ∈ Rm est le vecteur de commande,

y(t) ∈ Rp est le vecteur de sortie ; etE, A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, C ∈ Rp×n sont

des matrices constantes avecE singulière. On suppose que le pencil (λE − A)

est régulier. SiE = In, où In est la matrice identité d’ordren, le système (1) est

appelé système régulier et sera décrit dans l’espace d’état standard. L’objectif de

toute procédure de réduction d’ordre de système descripteur est de remplacer un

système complet d’ordren (1) par un modèle d’ordre réduitr (2),

Erẋr(t) = Arxr(t) + Bru(t) ,

yr(t) = Crxr(t) + Dru(t) ,
(2)

oùEr, Ar ∈ Rr×r, Br ∈ Rr×m,, Cr ∈ Rp×r, etr ¿ n.

Le système (2) doit conserver les propriétés clés du système initial (1), telle-que la

stabilité, et l’erreur d’approximation doit être relativement faible. Divers travaux

ont été réalisés dans ce sens [5, 6]. Dans ce qui suit, nous présenterons une géné-

ralisation de la techniqueSV D "Singular Values Decomposition" aux systèmes

descripteurs, permettant de construire un approximant d’ordre réduit par tronca-

ture des valeurs singulières les plus faibles, puis nous développerons notre propre

algorithme de réduction.
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2.2 Réduction d’ordre des modèles descripteurs continus

La réduction opérée dans la base d’équilibre peut soit ne pas s’effectuer lorsque

le système n’est pas R-minimal [7], soit elle peut renconter le problème de mal

conditionnement de la matrice d’équilibre, c’est à dire lorsque la matriceΣ pré-

sente des valeurs singulières très faibles, elle peut devenir singulière, c’est pour-

quoi dans l’algorithme que nous proposons est plus général car nous pourrons

constuire nos approximants même si le système descripteur initial n’est pas R-

minimal, [8, 9] et la réduction d’ordre s’opérera par troncatures des valeurs singu-

lières faibles correspondants aux états dont l’élimination n’affecte pas les propié-

tés du système descripteur initial. Initiallement, le pencil(λE−A) est transformé

sous la forme de GUPTRI (Generalized Upper Triangular) [10]

E = V




Enf
Eu

0 En∞


 UT , (3)

A = V




Anf
Au

0 An∞


 UT , (4)

où Enf
est triangulaire supérieure, nonsingulière etEn∞ est triangulaire supé-

rieure avec des zéros sur la diagonale,Anf
est quasi-triangulaire supérieure et

An∞ est triangulaire supérieure, nonsingulière. AlorsW∞ etT∞ sont données par

W∞ = V




0

In∞


 , (5)

T∞ = U




Y

In∞


 , (6)

oùY satisfait les équations deSylvestergénéralisées (7) et (8).

L’algorithme que nous suggérons permet de construire deux types de modèles ré-

duits. Le premier approximantM1, donné par la réalisation[Er1, Ar1, Br1, Cr1, Dr1],
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résulte de la réduction d’ordre uniquement de la partie propre du système descrip-

teur, la partie impropre étant copiée intégralement dans le modèle réduit.

Le modèleM2, construit par la seconde approche, donné par[Er2, Ar2, Br2, Cr2, Dr2],

résultera de la réduction d’ordre simultanée des parties propre et impropre du des-

cripteur initial [8].

Algorithme.

Les modèles d’ordre réduitsM1 etM2 sont calculés selon la procédure suivante

Entrées : Une réalisation[E, A,B,C, D] de système descripteur(1) tels-que le

pencil (λE − A) soit régulier et c-stable.

Etape 1- TransformerE etA sous la forme de GUPTRI (3) et (4).

Etape 2- Calculer les solutionsY et Z des équations deSylvestergénéralisées

[10]

Enf
Y − ZEn∞ = −Eu, (7)

Anf
Y − ZAn∞ = −Au . (8)

Etape 3- Conformément à la partition deV et U données par (3) et (4), former

et partitionner les matrices

V T B =




Bnf

Bn∞


 , (9)

CU =
[

Cnf
Cn∞

]
. (10)

Etape 4- Calculer les facteurs de CholeskyRf etLf solutions deXc = RfR
T
f et

Xo = LT
f Lf des équations généralisées deLyapunov

Enf
XcA

T
nf

+ Anf
XcE

T
nf

= −(Bnf
− ZBn∞)(Bnf

− ZBn∞)T , (11)

ET
nf

XoAnf
+ AT

nf
XoEnf

= −CT
nf

Cnf
. (12)
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Etape 5-Test : Si rang(Rf )<nf (rang(Lf )<nf ), calculer la matriceR1 (L1) issue

de la décompositionQR

RT
f = QR




RT
1

0


 , (13)

Lf = QL

[
L1 0

]
. (14)

SinonR1 = Rf (L1 = Lf ).

Etape 6- Former les matrices

R = U




R1

0


 , (15)

L =
[

L1 −L1Z

]
V T . (16)

Etape 7- Calculer les matrices

W∞ = V




0

In∞


 , (17)

T∞ = U




Y

In∞


 . (18)

Etape 8- Décomposition en valeurs singulières de la matriceLER, puis parti-

tionner

LER =
[

U1 U0

]



Σ1 0

0 Σ0




[
V1 V0

]T

, (19)

où Σ1 = [σ1, σ2, · · · , σlf ] étant la partie à préserver correspondant auxlf plus

grandes valeurs singulières propres du système.

Etape 9- Construire les matrices

Wl =
[

LT U1Σ
− 1

2
1 , W∞

]
, (20)

Tl =
[

RV1Σ
− 1

2
1 , T∞

]
. (21)
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Etape 10- Réduire la partie impropre[En∞ , An∞ , Bn∞ , Cn∞ ], ou d’une manière

équivalente : réduire le système régulier discret dans le temps par la méthode de

Schur[11, 12], et selon la décomposition GUPTRI ,An∞ est nonsingulière,

An∞z(k + 1) = En∞z(k) + Bn∞ν(k)

ψ(k) = Cn∞z(k) .
(22)

La méthode deSchur des systèmes discrets [10,16] donne un modèle d’ordre

réduit [E∞r, A∞r, B∞r, C∞r] du modèle impropre, et les valeurs singulières du

système (22) sont appelées les valeurs singulières impropres du système (1), et

sont données par :Φ = [φ1, φ2, · · · , φl∞ , 0, · · · , 0].

Remarque : SiΦ présente des valeurs singulières deHankelimpropres répétitives,

le sous-système correspondant doit être soit éliminé soit inclus comme un tout

dans l’approximant d’ordre réduit ; par contre les valeurs singulières nulles sont à

éliminer.

Sorties : Les deux systèmes d’ordre réduitsM1 andM2 sont donnés par

[Er1, Ar1, Br1, Cr1, Dr1] = [W T
l ETl, W T

l ATl, W T
l B, CTl, D] , (23)




sEr2 − Ar2

Cr2

Br2

Dr2


 =




sEfr − Afr

sE∞r − A∞r

Cfr C∞r

Bfr

B∞r

D




, (24)

où les matricesEfr, Afr ∈ Rlf×lf , Bfr ∈ Rlf×m, Cfr ∈ Rp×lf , sont obtenues par

troncature deslf lignes et colonnes deAr1, lf lignes deBr1, et deslf colonnes de

Cr1, respectivement. Les matricesE∞r = Il∞ , A∞r ∈ Rl∞×l∞, B∞r ∈ Rl∞×m,

C∞r ∈ Rp×l∞, sont des matrices du système d’ordre réduitl∞ résultant de la

réduction d’ordre de la partie impropre de l’(Etape 10). On note que le système

M1 est d’ordre (lf + n∞), alors que l’ordre deM2 est plus petit et est égal à

(lf + l∞).

Remarques
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– Les équations (3, 4, 9, 10) découplées selon GUPTRI, du système des-

cripteur (1) sont équivalentes à la décomposition additive de la fonction

de transfert enH(s) = Hp(s) + Hi(s), où Hp(s) est la partie propre, et

Hi(s) est la partie polynômiale deH(s). La fonction de transfert du modèle

d’ordre réduitM1 est aussi donné parHr(s) = Hrp(s)+Hi(s) ; dans ce cas,

la fonction de transfert d’erreur∆H(s) = H(s)−Hr(s) = Hp(s)−Hrp(s)

est indépendante de la partie polynômiale, et sa normeH∞ vérifie la borne

supérieure suivante [13]

||H(s)−Hr(s)||H∞ = sup
ω∈R

||H(jω)−Hr(jω)||2 ≤ 2
nf∑

i=lf+1

σi , (25)

où ||.||2 est la norme spectrale.

– Par ailleurs, nous soulignons un important résultat : si l’on n’effectue au-

cune troncature dans (Etape 10), c’est-à-dire,l∞ = n∞, l’approximantM2

est toujours régulier.

2.3 Conclusion

Un algorithme de réduction d’ordre de systèmes descripteurs a été explicité ;

permettant de construire deux natures différentes de modèles réduits des systèmes

descripteurs, l’un singulier et résultant de la réduction d’ordre effectuée unique-

ment sur la partie propre, l’autre toujours régulier construit à partir de la réduction

effectuée simultanémént sur la partie propre et la partie impropre du système des-

cripteur global.

3 CONCLUSION GENERALE

Nous avons présenté deux techniques de réduction d’ordre basée sur l’ap-

procheSVD de systèmes descripteur continu, c-stable. Au départ, nous avons
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considéré l’algorithme donné par Stykel [7], et nous l’avons étendu à la réduc-

tion d’ordre des deux parties propre et impropre du système descripteur [9]. Pour

concevoir le nouvel algorithme de réduction d’ordre (qui concerne les parties

propre et impropre) nous nous sommes basés sur la technique deSchurrégulière,

discrète dans le calcul de modèles d’ordre réduit concernant la partie impropre du

système descripteur initial[8]. L’algorithme permet de construire deux approxi-

mants différents : dans le premier,M1, juste la partie propre (correspondant aux

valeurs propres finies du pencil (λE − A)) est sujet à une réduction d’ordre, la

partie impropre (correspondant aux valeurs propres infinies du pencil (λE − A))

est copiée telle quelle dansM1. La seconde, ma propre approche, présente un ré-

sultat intéressant car le modèle d’ordre réduitM2 est toujours décrit dans l’espace

d’état par une réalisation régulière. Pour les deux approximants, la c-stabilité est

toujours garantie et la distance entre le système original et ses deux approximants

est quantifiable [14,15].
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