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Rosumé

Le but de ce travail consiste 2 etudier les méthodes d'optimisations multicritéres et leurs
applications en Génie Civil. En premier lieu, on traitera la théorie des méthodes d'optimisation, on
exposera quelques exemples d'applicationgen calcul de structures.

Enfin, nous opterons pour l'utilisation de la méthode de génération aléatoire des vanables
(méthode Monté-Carlo) et I'algorithme Min-Max dans fa recherche de la solution optimale relative
un probléme de dimensionnement de poutres en béton précontraint.

Abstract

The purpose of this work consists to study the multicriterion optimisation methods and their
application in Civil Engineering.

First time, we will present the theory of these methods, after we will expose several examples
of application in calculus of structures.

Finally, we use a random generation method of variables (Monte-Cai 10 method) and Min-Max
algorithm in searching an optimal solution relative to a problem of beams dimensionement in
precast concrete.
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ntroduction

La méthode d'optimisation multicritére est probablement une méthode mal connue dans le

domaine de Génie - civil pour le calcul et le prédimensionnement des structures.

Ainsi nous allons essayer de présenter ici cette méthode et de montrer son intérét pour le
dimensionnement des structures. Pour cela, ce mémoire s'articulera autour de quatre chapitres ot

seront développées les points essentiels congernant c.ite méthode.

— Dans le premier chapitre sera décrite la formulation d'un probléme d'optimisation

multicritére.

On définira parallélement : tous les éléments constituant cette formulation tel que variables de
décision et paramétres les contraintes liées a l'environnement et au processus, ou aux ressources,

on présentera de plus les fonctions objectifs ou critéres.

Le deuxiéme chapitre illustre le principe d'optimisation, il introduit la notion de solutions de

paréto et la solution optimum min-max par des exemples simples.

De plus on présentera le probléme de prise de décision par suite on expose, quelques méthodes

basées sur la scalarisation de fonctions tel que :
- La méthode de pondération des objectifs.
- La méthode de programmation de but.
- Et 1a méthode du critére global.

Dans le troisiéme chapitre est présentée trois cas d'exemple d'application en calcul de

structures :
Exemple N° 1 : Optimisation d'une section rectangulaire soumise a une flexion composée.

Exemple N° 2 : Optimisation d'une poutre de section rectangulaire soumise i une force de

précontrainte des cibles



Exemple N° 3 : Optimisation d'un ensemble de barres soumises & des forces statiques (systéme
a treilhs).
Dans le quatriéme chapitre sera traité I'optimisation de poutres précontraintes. Ce qui constitué

le but de notre travail.

En effet et en premier lieu on procéde a une présentation détaillé du probléme du béton

précontraint et des différents classes de précontrainte. Concernant la limitation des contraintes

aux contraintes admissibles.

On en parlera aussi des différents poutres utilisées pour n'utiliser que la section en double Té

qui nous intéresse dans notre étude.

En second lieu en procéde a une formulation mathématique (sous forme d'équations et
d'inéquations) pour pouvoir résoudre notre probléme a laide dun programme dont les

algorithmes de résolution et programmation sont détaillés dans la troisiéme partie de ce chapitres.

En dernier lieu c'est-a-dire 4 la quatriéme partie vient la partie de discussion de I'ensemble des

résultats qu'on a pu obtenir du programme utilisé.

Finalement on procéde a une conclusion générale ou on écrit toutes les constatations possibles

et efficaces.
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Chapitre I : Programme mulfticritére

“Programme mulficritére

I.1 Généralités et notations:‘ Réfbib [1) | Réfbib [16] ]

o Introduction a la formulation d'un probléme .d'optimisation multicritéres:

Dans les problémes complexes d'optimisation d'ingénierie, il existe souvent un nombre élevé de
. critéres dont on doit considéres.

Cette situation est formulée comme : un probléeme d'optimisation multicritére (appeler aussi
multiperformance, multiple objectif ou vecteur optimisation) ou le but d'ingénieur est de
minimiser et / ou maximiser pas seulement une fonction objectif mais plusieurs fonctions
simultanément.

La formulation d'un probléme d'optimisation consiste 4 construire un modele mathématique
décrivant le comportement d'un systéme physique cernant le domaine du probléme.

Ce modéle doit approcher étroitement le comportement réel du systéme pour que la solution
obtenue soit satisfaisante et utilisable. Nous allons voir comment formuler un probleme
d'optimisation multicritéres pour la programmation mathématique, c'est-a-dire comment
construire le modéle mathématique du systéme.

Généralement parler la programmation mathématique dans le sens considéré ici est I'analyse
des problemes du type:

Trouver l'optimum des fonctions objectifs quand les variables de décision sont liées a des
contraintes inégalités et égalités. La programmation mathématique est rapidement devenue
praticable et fondamentale pour I'étude des problémes d'ingénierie et autres.

I.1.1 Variables de décision:

Dans un probléme d'optimisation d'ingénierie les grandeurs numériques dont on devra choisir
les valeurs seront appelées : "Variables de décision” ¢ plus simplement "Variables", dans la
programmation mathématique ces quantitées nous les noterons : X ;i = 1,2, ... ,n oux; est la
variable représentatif de la i¥M€ quantité.
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1.1.2 Variables de décision et paramétres:

Pour certain modéles d'optimisation, le choix du nombre et du type de variables de décision est
simple, mais assez souvent la situation n'est pas claire au stade de la construction du modéle

d'optimisation.

On décidera donc qu'elles grandeurs seront traitées comme variables de décision et les quelles

variables de décision et les paramétres constituent "Un modéle d'optimisation”.

Une grandeur peut étre considérée comme un "Paramétre" parce qu'on n‘a pas la liberté de
changer sa valeur, ou bien parce qu'on sait par expérience qu'une valeur donnée améne toujours
de bons résultats.

Parfois, pour simplifier un probléme, on peut traiter certaines quantités comme des paramétres
alors qu'elles devraient étre considérés comme des variables de décision. '

Le probléme est alors plus facile a résoudre, mais la solution ne correspond pas strictement a
la réalité. Il faut donc décider quel degré de simplification est permet.

I.1.3 Notation formelle:

- Maintenant on peut créer un vecteur des variables de décision, X , qui n'est qu'une colonne
contenant toutes les variables d'un probiéme.

Exemple :

(%)

X2

\Xp/

L'ordre des composantes du vecteur est arbitraire, mais une fois que la construction du vecteur
est definie, n'importe quel vecteur de cette sorte peut étre considéré comme une "solution".

1.2 Contraintes:

Pour chaque probléme d'ingénieur, des conditions liées a I'environnement, au processus et / ou
aux ressources doivent étre satisfaites si on veut obtenir une solution acceptable. Ces conditions
sont appelées fonctions de contrainte ou plus simplement contraintes et décrivent de qu'elle
maniére les variables de décision et les paramétres dépendent les uns des autres. Cela se traduit
par des inégalités mathématiques et par fois par des égalités.
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L2.1 Contraintes sous forme inégalités:

En général, on écrit les contraintes inégalités sous ia forme :
g(x)20 pour j=1,2 ... , m

ou gi(x)<0

L2.2 Contraintes sous forme d'égalités:

Pour certains modéles, nous pouvons avoir des contraintes égalités qui seront écrites sous la
forme :
hj(x)=0 o j=1,2, ... P
Remarquons que p, le nombre d'égalités, doit étre inférieur 4 n, le nombre de variables de
décision; siona p>n, le probléme est dit "Surcontraint”, c'est-a-dire qu'on n'a aucun degré de
liberté pour optimiser.

Le nombre de degrés de liberté est donnée par la différence (n-p).

1.2.3 Forme implicite des contraintes:

Dans la plupart des cas, des exemples traités par l'optimisation multicritéres toutes les
contraintes sont écrites de maniére explicite, mais il existe des modéles plus complexes pour
lesquels on ne peut pas écrire directement les gj » c'est-a-dire les relations liant les composantes
du vecteur x.

Mais pour de nombreuses méthodes numériques d'optimisation, il est suffisant d'écrire les
contraintes de fagon implicite.

Evidement, cela doit permettre le calcul des g; (x) pour tout vecteur X , et clest
habituellement un algorithme qui le fait.

1.3 Fonctions objectifs ou critéres: (fonctions but)

- Fonction but:

Parmi toutes les solutions qui satisfont les contraintes, on doit ensuite choisir une bonne
solution; on a donc besoin de critéres permettant de comparer les solutions entre elles.

ces critéres sont les aualités inhérentes a chaque solution, et dans le modéle d'optimisation
elles doivent étre exprimées par des fonctions des variables de décision.

Ces fonctions, appelées fonctions but, ne sont pas proportionnelles entre elles et
genéralement, certaines sont méme en conflit avec les autres.

On désigne les fonctions but par f] , f5 , f3,...., fi; ou, pour accentuer leur dépendance vis 4
vis des variables de décision, par f|(x), £5(x), f3(X),...., fk(X).
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1.3.1 Fonction objectif et contrainte:

Depuis que les méthodes d'optimisation & un seul critére sont développées, beaucoup de
problémes d'ingénierie sont réduits 4 des modéles d'optimisation 4 un seul critére qui ne
demandent la sélection que d'une seule qualité comme fonction but, ce qui est assez souvent
difficile; pour les modéles d'optimisation multicritéres, cette question ne se pose pas puisqu'on
peut avoir autant de fonctions but que I'on veut.

Le seul probléeme est de décider quelles qualités seront traitées comme fonctions but et les
quelles seront des contraintes.

1.3.2 Notation formelle:

Les fonctions but forment un vecteur fonction f(X) qui est une colonne contenant toutes les
fonctions considérées dans ce modéle. Comme pour le vecteur des variables de décision X,
l'ordre des composantes du vecteur f(x) est arbitraire, mais une fois qu'il est choisi, on ne peut
plus le changer. Ce choix est fait lorsque I'on prescrit un indice 4 chaque fonction but.

De maniére générale : T (x) = (f](x), f(x), f3(x),...., fi())}

1.4 Représentation graphique

#

L4.1 Espace des variables de décision et espace des fonctions objectif (fonction but):

L'ensemble de tous les n-uplés de nombres réels noté ED est appelé n-espace Euclidien. Comme
on a le vecteur des variables de décision et le vecteur des fonctions but, on doit considérer deux

espaces euclidiens :

(1) - L'espace a n dimensions des variables de décision ou chaque axe de coordonnées
correspond & une composante du vecteur X et

(2) - L'espace 4 k dimensions des fonctions objectif ou chaque axe correspond i une
composante du vecteur T (x).

Chaque point du premier espace représente une solution et donne un point dans le deuxiéme
espace qui détermine une qualité de cette solution grice 4 une valeur de la fonction but.

1.4.2 Exemple:

On se limite simplement au probléme de planification d'une production détermination du
nombre de sacs de ciment a fabriquer pour deux classes de ciment tel que: la classe A et la classe
B On peut définir ainsi.

X1 : Nombre de sacs de classe A a produire.
X5 : Nombre de sacs de classe B a produire.

Les deux produits A et B demandent du temps dans deux départements.
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Le procuit A passe 1 heure dans le premier départernent et 1 heure !/4 dans le second.
Le produit B passe 1 heure dans le premier département et 3/4 d'heure dans le second.

Le nombre d'heures disponibles dans chaque département est de 200 heures par moins de plus
il existe un marché potentiel maximum de 150 unités pour le produit B.

Ces restrictions sont traduites par les inégalités de contraintes suivantes :
X +Xp <200
1,25.X7 +0,75.X, £200
Xy <150
X120
X,20
La représentation graphique est de ce fait un espace bidimensionnel.

La figure 1.4.2.(a) montre l'espace des variables de décision. Dans cet espace, les contraintes
inégalités sont données par leur formes générales.

g1(x)=200-xj ~xp 20

g2(X) =200 ~ 1,25.x] - 0,75.x3 >0
23(x)=150-X; >0

gy(x)=X; 20

gs(x)=X; 20

Ou: lesymbole = signifie "est défini comme"

Ces cinq inéquations forment un ensemble de solutions possibles, c'est-a-dire : une région
possible notée X est désigne par l'aire hachurée, chaque point X tel que X € X définit une
solution possible.

Pour cet méme exemple ou le produit A est de haute qualité et le produit B de moins bonne
qualité.

Les bénéfices sont respectivement de 43 et 53 par produit. Le meilleur client de la compagnie
souhaite avoir autant de produits A que possible.

Pour résoudre ce probiéme, on doit donc considérer deux objectifs :

(1 la maximisation du bénéfice;

(2) la maximisation de la production de A.

Ces foncrions but qui s'écrivent de la maniére suivante :
fl(x)=4x; +5x; ‘

f5(x) =x;
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N.B: On s'intéressera seulement 4 1a représentation graphique de l'espace des fonctions but.

Cet espace de fonctions but est un ensemble des valeurs que ces fonctions objectif, ¢'est-a-dire
les fonctions fj(x) et f(x) peuvent prendre, noté F et désigné sur la figure 1.4.2 (b) par lair
hachurée.

L.4.3 Représentation graphique, de I'espace des solutions possibles noté X dont les
axes sont (X1, X,) et de son image noté (F) dont les axes seront respectivement

(f1(x), H(x)):

Voir schéma.

I.4.4 Calcul correspondant a la détermination de I'ensemble image (F), équations des
différentes droites qui le limite: -

Rappel : Des équations qui limitent le domaine intérieur X.

g1(x) =200 -x] —xy =0 (A)

g2(x) =200 - 1,25.x) —0,75.x5 =0 (B)

g3(x)=150-xy =0 (©) -

ga(x)=x] =0 D)

gs(x)=xp =0 (E)
d'une part,

et d'autre part les fonctions but : " f;(x) et f,(x)! sont définies par

fl(;) = 4.x1 + 5.X2

f2(x) =x ou:  F(x)=(fi(x); fa(x))
18T Cas : Image de la droite définie par : x2=0 et 0<x) <160
fi(x) = 4.
Soit : { l(f) B
L (x) = x4 et 0<x <160

D'ou :

— 1 —
B(x) =7 fix)

et 0<f](x) <640 quireprésente une droite affine dans I'espace (f|(x) ; £(X)).
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2éme Cas : Image de la droite définie par : x]=0 et 0<xy<150
fi(x) = 5x,

Soit : { 1(__) 2
f(x) = 0

D'ou : F=(5x,0)et 0<x,<150

Il y'aura variation seulement sur 'axe de la premiére fonction objectif c'est-a-dire la fonction
f(x) de l'ensemble F tel que : 0 < fi(x) <750

3éme Cygg 0<x] <50 et xp=150
] fi(x) = 4x,+ 750 ) _ _
Par la suite : o Soit : fj(x)=4.H(x)+750
f,(x) = x
Finalement : . 1 “F) 750
2Ax)=7 filx) -~
750 < fi(x) < 950
et _ — -
0<f5(x)<50 quiest une droite affine dans l'espace (fj(x) ; fo(x)).
4éme Cag ; 50<x; <100 et xp=200-x]

Dans ce cas : fj(x)=4.x] +5.(200 - x]) = (1000 —x;) et fi(x)=x

On obtient alors : f5(x) = 1000 - f](x)

et 900<f)(x)<950 quiest une droite affine dans I'espace (fj(x) ; f3(X)).

séme Cas ; 100<x; <160 et 0<xy<100

tel que l'équation : 200 — 1,25.x; — 0,75.xy = 0

Soit 2 g+ 20

. Xy=—7TX —
273 Ty

Ainsic | B(D)—d +5[—_5 +soo]_—13 . 4000
st 1{x)=4.x; +5. P )= 3 Xl 3
et fz(E)ZXI

On tire par conséquent : )
= —13 - 4000
f(x) = “—3—.f1(x)+—§— et 640 <fj(x) <900
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1.5 La formulation du probléme intégré:

Aprés avoir fait le jugement adapté du point de vue de l'ingénierie et défini les fonctions but et
les fonctions de contraintes, on FORMULE un probléme d'optimisation multicritéres pour la
programmation mathématique comme suit:

- Trouver le vecteur X qui satisfait les m contraintes inégalités:

et optimise le vecteur fonction ().

~ . . * * * . .
En d'autres mots, on veut déterminer l'ensemble : x), X3, ....... ,Xp qui produit les valeurs
optimum de toutes les fonctions but, 2 partir de I'ensemble de tous les nombres qui satisfont les
contraintes inégalités et égalités indiquées ci-dessus.

Ici, "Optimiser" ne veut pas simplement dire trouver le maximum ou le minimum de la fonction
but comme c'est le cas pour un probléme d'optimisation monocritére.

Cela veut dire trouver une "bonne" solution en considérant toutes les fonctions but.

Bien sur, on doit d'abord décider sur quels critéres une solution est jugée "bonne” ou
"mauvaise”.

On parlera de cette importante question dans le chapitre suivant. Considérons donc qu'on s'ait
déja ce qu'est cet optimum.

Le probléme suivant est de trouver cet optimum ou un ensemble de solutions optimum qui
aidera l'ingénieur a prendre une décision on en parlera également dans le chapitre suivant dans la
formulation standard donné ci-dessus, les contraintes égalités et inégalités apparaissent toutes
deux.

Bien sur, on doit pouvoir aussi résoudre des problémes dans les quels on a :
1- Que des contraintes inégalites.

2- Que des contraintes égalités.

3- Pas de contraintes.

Dans ce dernier cas, appelé probléme d'optimisation sans contrainte, il n'y a aucune restriction
sur le vecteur X et I'ensemble des solutions possibles X est donc espace Euclidien E".

Dans la plupart des problémes traduisant des cas réels, cela se produit trés rarement.
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L.5.1 Forme de la programmation mathématique:

Les méthodes de programmation mathématiques qui servent a résoudre le probléme que nous

venons de formuler peuvent étre classées comme suit :

1 - Programmation linéaire : Les fonctions but et de contrainte sont toutes deux des
fonctions linéaires des variables de décision (cf : voir exemple déja cité: probléme de
planification d'une production).

2 - Programmation non linéaire : Au moins une des fonctions mentionnées ci-dessus n'est
pas linéaire.

3 - Programmation entiére : La solution n'est pas choisie dans I'ensemble des nombres réels,
mais dans celui des nombres entiers.

Les methodes numériques de résolution de tels problémes sont plus complexes et sont

beaucoup moins développés que les deux précédentes, méme pour des problémes
d'optimisation monocritéres.

4 - Programmation discréte : La solution est choisie dans un ensemble de valeurs discrétes
possibies.

Cette programmation est la plus complexe pour résoudre des problémes d'optimisation 4 un
seul critére, ainsi que les multicritéres.

Mais elle apparait assez souvent dans le travail des ingénieurs.
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Optimisation

II.1 Généralités et notations: Refbib[1] ' Réfbib [16] I Réfbib [6]

11.1.1 Le probléme de la programmation mathématique multicritéres:

Le probléme est formulé comme suit :

Trouver un vecteur de variables de décisions qui satisfait les contraintes et optimise un
vecteur fonction dont les éléments représentent les fonctions but.

Ces fonctions forment une description mathématique de critéres de performance qui sont
généralement en conflit,

A partir de 14, le terme "Optimiser" signifie trouver une solution qui donnerait des valeurs
acceptables pour toutes les fonctions but.

On peut discuter de ce qu'une approche mathématique formalisée peut offtir ici.

D'abord on définit I'optimum paréto. Cet optimum désigne une solution "non inférieure”, c'est
a dire une solution pour laquelle on ne peut pas améliorer un critére sans en faire empirer un
autre. Il est clair que la solution doit étre choisie dans "l'ensemble de paréto", mais cela. est
encore vaste.

En suite, on définit I'optimum "min max". Cet optimum donne une solution qui considére tous
les problémes comme étant d'égale importance.

Pour cette solution, la valeur de chacune des fonctions but est aussi proche que possible du
minimum qu'elles atteindraient séparément. Si la solution n'est pas acceptable, ce qui arrive encore
assez souvent, I'ingénieur est confronté au probléme de prise de décision.

11.1.2 La formulation du probléme:
Nous avons déja formulé le probléme Cans le paragraphe 5 du chapitre précédent ;

Il s'agit en effet de :
Trouver X  tel que : f (;*) = opt f (x) ' [2.1]

et : g(x)=0. , j=1,2,.... , m [2.2]
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hj(§)=0 , j=1,2, ... ,p telque p<n [2.3]
Ou:
x= (xl 23X g X n)t est le vecteur des variables de décision définit dans l'espace Euclidien a
n dimensions E®, et T (x) = (f1{x) ;... ... ; fi(x)* est le vecteur fonction défini dans 'espace

a k dimensions EX.

8 (x), hi (%) et fi(x) sont des fonctions linéaires et / ou non linéaires des variables
Onréserve x pour noter la solution optimale, ou un ensemble de solutions optimales.
I=(1,2,...... , k) représente 'ensemble des indices de toutes les fonctions but.
Dans un probléme d'optimisation multicritéres, on peut :

(1) mmimiser toutes les fonctions objectif ;
(2) maximiser toutes les fonctions objectif ou

(3) en minimiser certaines et maximiser les autres.

Pour une raison pratique, on exprime toutes les fonctions que l'on doit maximiser sous une
forme qui permet de les minimiser griace a lidentité :

-0 30 0 m“\‘m’” xp 1

Fig. IL.1 : Ensemble F du probléme de planification de production aprés I'emploi de 2.4

max £, ( x ) = - min (£ ( x )) [2.4]
De la méme fagon, les inégalités :

g(x)<0 ; j=12 m [2.5]
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sont équivalenates a
—gj(E)zo ;o J=1,2, ,m- [2.6]

qui est de la méme forme que [2.2] et les p égalités données par [2.3] peuvent  étre
remplacées par 2.p inégalités :

hj(x)20 5 j=12,.,p

- (X)<0 ; j=12,p [2.7]

Comme les méthodes numériques pour traiter les contraintes sous forme d'égalités ou
d'inégalités sont différentes, on préfére les traiter séparément. De nombreuses méthodes
d'optimisation ne peuvent faire face qu'a des inégalités, et ce sont donc elles qui reviennent le plus
souvent pour traiter des travaux d'ingénierie.

Un probléme d'optimisation multicritéres peut étre écrit plus simplement sous la forme :
FG)=optfx) ,xeX
Ou: f: X - EX |
X={x eE"/g(x)=0,h(x)=0} [2.8]
L'abréviation " opt " signifie ici 'optimum du vecteur fonction.
I n'y a pas de définition générale de cet optimum, mais bien sur s'il existe X eX tel que
Vi=1,2,...... kLY Xe X, fyxM<f(x) [2.9]

° —
Alors x est une solution acceptable. Un exemple de cette situation est illustré figure IL.2.

Malheureusement, c'est une solution utopique, il est trés improbable que tous les fi(x)
-

‘trouvent leur minimum en méme point x .

e ae s aa PR

LI

————

Fig. 11.2 : Hlustration graphique de la solution utopique.



Chapitre II : Optimisation 14

Avant de continuer, nous allons définir deux termes qui nous seront utiles,

I1.1.3 Définition de la solution idéale:

Pour la déterminer, il faut trouver les minima que chaque fonction objectif atteindrait

séparément, si on peut les trouver, appelons :

vyt . R At N . . . -
00 _ (x?(') ,xg(l) , xg(’)) le vecteur qui minimise la i€™€ fonction objectif fi(x )

On a donc : fi(;o(i)) =minfi(x) , x€X [2.10]

Nous utiliserons fi‘) pour noter la valeur minimum de la i€ fonction.

- t
Un vecteur : f'O=(f]0,f§,............,f£) est idéal.

Pour un probléme d'optimisation multicritéres et le point de E® qui détermine ce vecteur est
la solution idéal.

[

Pour trouver le vecteur F°, il faut résoudre k problémes d'optimisation scalaires.

.y . . . - +0
La solution idéale n'est jamais possible, mais on se référe souvent au vecteur f .

I1.1.4 Convexité:
11.1.4.1 Ensembles et fonctions convexes:

I1.1.4.1.a Ensembles convexes:

- Ensemble convexe:

Un ensemble convexe dans E" est un ensemble tel que, étant donné deux points xjet x5
appartenant a I'ensemble, et 0 <8 < 1, tous les points qui se trouvent sur la ligne j'oignent x; &
X7 et définis par :

x={1-0)x;+0x [2.11]

Sont aussi dans 'ensemble, le convexe d'un ensemble donné est l'intersection de tous les
ensembies convexes qui contiennent l'ensemble donné.

Un point extréme d'un ensemble convexe est un point qui n'appartient pas & une ligne
joignant deux distincts de I'ensemble.

Un polyédre ~st un ensemble convexe, il est le convexe de ses points extrmes, qui sont ses
somimets.
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II.l.4.1.b’I Fonctions convexes:

- Fonction convexe:

La fonction f{x) est dite convexe sur un etisemble convexe X dans E" si pour toute paire de
points Xj et Xy dans X et pour tout 9, tel que 0 <9 < 1-

- f0xp+(1~0)x1] < \éa.f(xz) +(1 - 0).£(x)) (2.12]

La méme fonction f{x) est dite strictement convexe si le signe < est remplacé par le signe <

Géomeétriquement [2.12] signifie que I'hypersurface Z = f (x) est convexe si la ligne
joignant toute paire de points (x1, Z1) ; (x3, Z3) qui se trouvent sur la surface, se trouve sur ou
au-dessus de la surface.

Une somme de fonctions convexes est une fonction convexe.
Exemple:
- Fonction linéaire:

Z = ¢ x x est une fonction convexe, sur tout I'espace E”, puisque :

C.[8x3+(1-8)x;] = 0.(C.xp) + (1 - 0).(Cxy)

Toute fois, elle n'est pas strictement convexe. En utilisant les deux définitions précédents on
peut citer la définition suivante:

Définition:
L'ensemble F est convexe pour tout El, u’ eFettout c [0,1] si:

fl0.0° +(1-6).0' ] < 6 @2)+(1 -0).£(02) - [2.13]

(Le segment joignant ces points est aussi dans l'ensemble).
Les figures a et b montrées ci-dessous: sont convexes contrairement aux figures c et d.

Voir schéma.

Fig, I1.3 : Ensembles convexes et concaves.
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Pour les méthodes d'optimisation, on a souvent besoin de savoir si ce qu'on appelle "L'ombre

t-directionnelle” pour le champ d'action F est convexe. On appelle F* cette ombre et elle est
définie par :

Fl={yerEX/y=F+al, FeF?,acE,a20}
y

La figure suivante illustre cette définition.

Fig. I1.4 : [llustration graphique de 'ombre t-directionnelle pour le champ d'action F.

Un probléme d'optimisation multicritére est dit convexe si Ft est convexe V T >0 .

Certaines méthodes de résolution demandent un probléme convexe. Si ce n'est pas le cas, ces
méthodes ne sont pas valables.

Mais on ne dispose d'aucune méthode analytique pour savoir si un probléme est convexe ou
non. o

I1.2 Solutions de paréto ou solutions non dominées:

- Optimum paréto :

Le concept de cet optimum a été formulé par V.Paréto en 1896 et il représente encore
aujourd'hui la partie la plus importante de i'analyse multicritéres. Habituellement, on énonce cet
optimum de la fagon suivante:

Un point x € X est un minimum paréto si pour tout x € X -
Viel,f(x)=£f(X) [2.14]
Ou, il existe au moins un i € I tel que:

£ (x)>f(x) [2.15]
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., , . . . . . —% . v .
Cette définition est basée sur la conviction intuitive que le point x est le point optimal si
aucun critére ne peut étre amélioré sans en empirer un autre.

Malheureusement, l'optimum paréto donne presque toujours un ensemble de solutions au lieu
d'une solution unique, ces solutions sont appelées solutions "non-inférieures" ou "non-dominées".

On note cet ensemble de solutions XP et sa correspondance dans l'espace des objectifs est
appelée FP,

Considérons le probléme représenté en figures 1.4.2 (a); (b) pour le quel XP et FP sont
désignés par les traits en gras figures I1.2 (a); (b).

Les équations [2.14] et [2.15] ne sont satisfaites que lorsque FP correspond aux frontiéres de
F. 1l arrive que XP corresponde également aux frontiéres de X, mais ce n'est pas une régle.

Exemple 2.1:  Le probléme est :
D'optimiser :
fi(x)=x3 +x3 +12.(x; +xp) — min.
f (E) =X]-X2 —> max.
assujettis
g1 (x)=-0,5x3 +5%x]-xp-620

gy (X)=—x} +6x]—x3 +14x7;-4220

g3 (x)= —xf +16.x) - x% +6x7—4820
On transforme la seconde fonction but de maniére & pouvoir la minimiser, ce qui nous donne:
153 (x)= —X1.X)

L'illustration de ce probléme est montrée figure I1.5, ou les ensembles XP et FP sont désignés
par les traits en gras.



-

Fig. I1.2(a)
60 - Fig. I1.2(b)
o 40
‘ 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 X
| Les ensembles XP et FP pour le probléme de planification de production

------
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Fig. IL5 : Ensembles XP et FP pour l'exempie 2.1.

I1.3 L'optimum min-max:

L'idée d'énoncer l'optimum min-max et de 'appliquer a des problémes multicritéres est venue
de la théorie des jeux qui permet de résoudre des situations conflictuelles. L'approche du min-
max 3 un modéle lindaire a été proposée par Jutler (1967) et Solich (1969). Elle a été ensuite
développé par Osyczka (1978), (1981). L'optimum du min-max compare les déviations relatives
des différents minima des fonctions prises séparément. Considérons la ieme fonction objectif
pour la quelle la déviation relative peut étre calculée par :

z;x)= 1) -1/ £ [3.1]
Ou par :

2 ()= 1§ -1/ 1§ 0 [3.2]
Avec: VieletvxeX f(x)=0,

Remarquons que nous transformons I'énoncé initial du probléme en une forme pour la quelle
on minimise toutes les fonctions objectif. Cette transformation amene les équations [3.1] et {3.2]
a donner des représentations différen.ss des écarts relatifs : pour les équations que I'on minimise.

L'équation [3.1] définit les incréments relatifs des fonctions, alors que pour cé: elles que I'on
maximise, elle définit leur décrément relatif. L'équation [3.2] travaille inversement.

Soit Z=(Zy(x),.....Z{(X),...... , Z1I(X) ) le vecteur des incréments relatifs définis
en EX Les composantes du vecteur Z(x) sont évaluées grice a la formule:
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Viel,Zi(x)=max {Z(x),Z"(x)} [3.3]
Maintenant, définissons I'optimum min-max de la fagon suivante:
Un point X est optimum min-max si, pour tout x € X , il satisfait la formule de récurrence
suivante; \ _;* eX
Pas 1: Vl()_c*):min max { Z; (x) } xeX, iel
Onaalors: 1Iy={i;},ou ij estlindice pourle quél la valeur de Z; (x) est maximale.
S'l existe un ensemble X < X de solutions qui satisfont le pas 1, alors.
Pas2: V,(X )=min max {Z;(x)} xeXy, iel igl
et Iy={i, i},
ol iy est lindice de la valeur pour le quelle Z; (x) est maximale dans ce pas.  [3.4]

S'il existe un ensemble de solutions X,.; < X qui satisfont le pas r-1, alors:
Pasr: V,(xX )=min max {Z; (x)} XxeXnp), ieletiel

et If = {Ir-l: ir}a
ou lindice i, est celui pour le quel la valeur Z; (x) est maximum dans le pas r.

S'l existe un ensemble de solutions Xj._; < X de solutions qui satisfont le pas k-1, alors.

Pask: Vi(x )=min Z;(x) pour ieletiel] , Xe&Xg

Ou Vl(i') s Vk(?) est l'ensemble des valeurs optimales des déviations
fractionnaires rangées par ordre décroissant on peut définir cet optimum comme suit: connaissant
les valeurs extrémes de la fonction objectif que l'on peut obtenir en optimisant chaque critére
séparément, la solution désirée est celle qui donne la plus petite valeur de l'incrément relatif de

toutes les fonctions objectifs -

» — . . . ~ ”’ - . - . .
Le point x qui satisfait peut étre appelé la meilleur solution de compromis en considérant
tous les critéres simultanément, et avec la méme importance.

Exemple 2.2:
Optimiser : fi (xX)=x3 +x3 — min.
fy (x)=x3 +xp — min.

Assujettis 4 :

g1 (§)512-x1—x2 =0

g (x)=-x3 +10x; - x3 +16.x3-80>0
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Pour travailler avec un ensemble fini de solutions, on considére que c'est un probléeme a
programmation entiére. Les minima que 'on peut atteindre séparément sont:

f) =30 X0 = (5,5)t
=12 x02) = (2,8)t

Pour toutes les valeurs entiéres de x qui satisfont les contraintes gj(x) et gp(x) , le tableau
suivant donne les résultats des calculs des composantes du vecteur Z(x) :

. No. ¥ = lx,x]T flE) = NN zi(x) 2 x) W) o HE) = lzll'f}.Zz(x)l'T Jt‘rﬁ!.!;l {zi{x)) i zilx)i=i N

i {2,817 {66.0,12.0]F 1.200 0.545  0.000  0.000 {1.200,0.000] 7 1.200 1 0.000
2 (3,6]7 139.0,15.017 0300 ©0.230 0.250  0.200 {0.300,0.250]7 0.300 | 0.250
3 (3,717 [52.0,16.017 0.733  0.423  0.333  0.250 {0.733,0.333)° 0.733 I 0.333
4 {3,8]7 (67.0,17.0]7 1.233 0,552 0.416  0.294 [1.233,0.416]7 1.233 1 0.416
5 13,917 {84.0,18.0]" 1.800  0.642  0.500  0.333 {1.800, 0.5001: 1.800 1 0.500
6 (4.6)7 [40.0,22.017 0.333 0250 0.833  0.454 {0.333,0.833) 0.833 2 032
7 (4,717 [53.0,23.0)7 0.766 0.433  0.916 0478 [0.766,0.916)7 0.916 2 0.766
g {4.8)7 168.0,24.0)7 1.266 0.558 1.000 0.5 {1.266, 1.000) T 1.266 1 1.000
9 (5,557 (30.0,30.0]7 0.000 0.000 1500 0.6 {0.000,1.500] 7 1.500 2 0.000
10 5.6]" [41.0.31.0]" 0.366 0.268  1.583  0.612 [0.366,1.583]7 1.583 2 0366
t) {5.7]" [54.0,32.0° 0.800  0.444 1.666  0.625 (0.800, 1.666]F 1.666 2 0.800 !
12 (16,6)7 [42.0,42.0)° 0.400 0.285  2.500 0.714 [0:400,2.500] T 2.500 2 0.400 J

Tableau des résultats des calculs pour l'exemple : 2.2 -

On choisit toutes les solutions qui satisfont le premier pas de la formule de récurrence [3.4].
Dans cet exemple, nous n'avons qu'une solution qui est X = (3,6). On s'arréte donc la, sans
effectuer le second pas. On obtient les résultats:

f(x)=39 , HB(K)=15 , et:Z(x)=0300 , Zyx)=0250,

Cet exemple est illustré figure I1.6.
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Pour le probléme de l'exemple 2.1 on considére que c'est un probléme a programmation
entiére. Pour toutes les valeurs entiéres de x qui satisfont les contraintes, g1(x) , g2(x), g3(x) le
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ﬂfh’sﬁ 166.12)

T D ¥ @ 0 ® W 0

Fig, IL6 : lllustration graphique de I'exemple 2.2.

tableau suivant donne les résultats des calculs des composantes du vecteur Z(x):

Dans ie plupart des modéles d'optimisation, l'optimum min-max est atteint dés le premier pas

de la formule [3.4].

Le cas d'upe optimisation a deux critéres est illustré figure I1.7 (2). Les modéles pour les quels
on a besoin d'utiliser le second pas et / ou les suivants sont assez rares (figure I1.7 (b)).

Finalement, il existe des modeles pour les quels, aprés avoir effectué tous les pas de (3.4), il
reste encore une solution (figure I1.7 (c)). De tels modéles sont trés rares. Les situations
présentées (figures I1.7(b) et (c)) ne peuvent se présenter que pour des problémes non convexes

et sont plus fréquents pour les problémes a programmation«entiére et discréte

'No. %= [xm]’ A®) = &)LAENT 2ilx (X} zi(X) HX)  HEY = lalx)zEN)T max FAC TR A S N N
1 (3,3)7 { 0.0, -9.0)7 04.000 0.000 0.75 31.000 {0.000,3.000|7 0.300 2 0.000
2 [4,4]7 (128.0, ~16.0]T 0.422 0.96 0.553 1.250 {0.422,1.250)7 1.250 2 0.422
3 (4,517 {149.0, - 20.0}" 0.65% 0.395 0.444 0.800 [0.655,0.8001F 0.800 2 0.655
4 [4,6]7 [172.0, —24.0)° 6.911 0.476 0.331 0.500 [0.911,0.500]7 0.911 ! 0.500
5 {5,417 [149.0, —20.0)7 I 0.655 0.395 0.444 0.800 [0.655,0.800] 7 0.800 2 0.655
6 [5,5)7 {170.0, —25.0]7 ' 0.888 0.470 0.305 0.440 {0.888,0.400) 7 0.588 1 0.400
7 .  [5.6]F [193.0, -30.0]7 1.144 0.533 0.166 0.200 [1.144,0.200}7 1.144 I 0.200
8 {6,517 (193.0, -30.0]T 1144 0.533 0.166 0.200 [1.144,0.200]7 1.144 1 0.200 .
9 (6,617 [216.0, —36.0)7 1.400  0.583 0.060 0.000 [1.400,0.000]7 1.400 1 0.000
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presenter pour I'optimum min-max.
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I1.4 Le probléeme de prise de décision:

Aprés avoir construit un modéle d'optimisation multicriteres d'un systéme physique,
l'ingénieur est confronté & deux questions :

* Quelle technique d'optimisation appliquer pour résoudre ce probléme.

* La solution obtenue est-elle satisfaisante ?-

Pour résoudre des modéles d'optimisation multicritéres, on utilise généralement des
techniques d'optimisation 4 un seul critére.

Pour choisir la technique appropriée, des méthodes sont données dans la littérature; le
probléme est trés vaste.

La seconde question, qui implique l'acceptation d'une solution, est appelé le probléme de prise
de décision,

Dans les paragraphes 2 et 3, nous avons expliqué ce que signifient les optima dans le sens du
pareto et du min-max. Ces optima ne nous donneront pas une réponse universelle au probléme de
prise de décision pour tous les problémes d'optimisation multicritéres. Si tous les critéres sont de
méme importance, alors les optima min-max peuvent définir une solution acceptable. Dans tous
les autres cas, on choisira une solution dans l'ensemble des optima pareto, c'est-a-dire de

l'ensemble XP.

L'ensemble XP contient habituellement un trés grand nombre de solution. Il est donc
impossible de toutes les considérer. 1l serait plus facile de trouver la solution si on connaissait a
priori les préférences quant a l'importance des criteres.

La connaissance de ces préférences peut étre nécessaire pour certaines méthodes de
résolution. Comme cette information est habituellement incompléte et ne peut pas étre exprimée
de maniére vraiment formelle, il arrive rarement qu'on obtienne une solution de I'ensemble XP
acceptable pour un ingénieur. La plupart des méthodes s'attachent a fournir un sous-ensemble de
XP . En explorant ce sous-ensemble, I'ingénieur choisit la solution qu'il préfére et qu'il admettra
comme satisfaisante.

Pour les problémes ou l'information sur les préférences n'est donné qu'a posteriori, le premier
pas permet d'obtenir des solutions de l'ensemble XP qui aident a faire des choix pour les
explorations suivantes.

On sait que les fonctions objectif représentent des qualités physiques; il est donc
habituellement difficile de prendre une décision en ne se basant que sur leur valeur.

Le vecteur Z(x) est alors plus utile, car les valc.urs sans dimension de ses composantes rend
la comparaison de solution plus facile.
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- Exemple:

Considérons le probléme de planification de production présenté figures 1.4.2 (a) et (b). On
décide & priori que dans ce probléme, le bénéfice est plus important que le nombre de produits A
qui refléte les souhaits du meilleur client. Pour exprimer les préférences d'une maniére formalisée,
on dit que l'on peut satisfaire les souhaits du client pour que cela lui colite moins de 8% du
bénéfice qu'il ferait si on négligeait ses souhaits la solution qui donne le profit maximum est :

x 01 = (50,150t > f1(x (1)) = 950 ; f5(x 01y = 50 -
La solution compromis qui donne 8% du décrément du profit est : |
x =(106,90)t fi(x )=874 ; fy(x ) =90
Méthodes basées sur la scalarisation de fonctions:

11 existe plusieurs méthodes de base qui transforment une fonction vecteur en une fonction
scalaire : en minimisant ces fonctions, on peut obtenir une solution optimale du paréto ou un
ensemble de ces solutions.

La forme de la transformation différe suivant la méthode et cela influence le résultat que I'on
obtient.

D'aprés ces méthodes on peut citer :

(1) - La méthode de pondération des objectifs. »
(2) - La méthode d'optimisation hiérarchique.

(3) - La méthode du compromis.

(4) - Méthode de programmation de but. «

(5) - Méthode du critére global.  +

On s'intéressera particuhiérement & :

I1.5 Méthode de pondération des objectifs:

La méthode de pondération des objectifs a regu beaucoup d'attention et certains modéles de
cette méthode ont été largement appliquées.

La base de cette méthode consiste a ajouter toutes les fonctions objectifs, en utilisant pour
chacune des coefficients de pondération différents.

Cela signifie que l'on change notre probléme d'optimisation multicritéres, en un probléme
d'optimisation scalaire en créant une fonction de la forme :

i=k
f(x) = 2 Wifj(x) (5.1]
i=1
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Ou Wi > 0 sont les coefficients de pondération représentant limportance reletive des
critéres.

Généralement, on considére que:

i=k
W= 1 [5.2]

i=1

Le résultat de la résolution d'un modéle d'optimisation utilisant [5.1] peut varier de maniére
significative quand les coefficients de pondération changent. Et on a habituellement aucune
indication quant & la maniére de les choistr.

1 faut donc résoudre le méme probléme pour des W; différents; en confrontant les
solutions obtenues, on choisit la quelle est préférable. |

Remarquons que les coefficients de pondération ne reflétent pas I'importance relative de
chaque objectif, ce sont seulement des facteurs qui, lorsqu'ils varient, localisent des points sur XP.
Pour les méthodes numériques de recherche du minimum de [5.1], cette localisation ne dépend
pas uniquement des valeurs de W; , mais aussi des unités dans les quelles les fonctions sont

exprimees.

. . . 1 .
Habituellement, on normalise les fonctions par C; = — ; le vecteur fonction sera donc de la

forme suivante,

De cette fagon, W; refléte assez bien limportance des objectifs et la formule [5.1] se
trouve transformee en : :

— i=k o
f(x) = ZWifi(x).Cj [5.2]
i=1
Si la condition f; = 0 n'est pas assurée, la valeur de C; doit étre choisie par celui qui traite le
probiéme.

IL.5.1 Interprétation géométrique:

Considérons le probléme d'optimisation 4 deux critéres présenté figure I1.5.1(a), dans I'espace

- . . W
des objectifs, on peut dessiner une droite L de pente —W_I'
2
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La droite L est 'ensemble des poirts tels que :

W .fi(x)+ Wo6(x) =C  oi: C est une constante.

L

L slopei-w‘fwz

4

Fig, IL.5.1.(a) : Interprétation géométrique de la méthode de pondération des objectifs.

La minimisation de [5.1} peut étre interprétée comme le fait de déplacer la droite (L), Wy et
W, étant fixés, (déplacement parallélement 2 la droite de départ (L)).

Dans une direction positive et ce aussi loin que possible du point de départ mais en gardant
une intersection entre les ensembles L et F. Le point A pour lequel L est tangent a F sera le
minimum de [5.1].

Remarquons que pour un probléme non convexe, une grande partie de l'ensemble des
solutions non-inférieures ne sera pas valable, c'est-a-dire qu'il n'y a pas de valeur de W, pouvant

localiser les points dans une certaine région de FP. Considérons le probléme représenté figure
.5.1 (b).

Fig. IL5.1.(b) : Méthode de pondération des objectifs pour un probiéme non convexe.
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W
La droite (L) qui est tangente au point A avec la pente —w—l peut étre bougée d'avantage
2

dans une direction positive jusqu'a étre tangente au point B.

Avec cette méthode et ces valeurs de W; , on trouvera donc le point B et non le point A.
D'autres W; trouveront le point C.

Pour ce probléme, les solutions non-inférieures entre D et E ne sont pas valables.

Pour des problémes a programmation linéaire, I'exigence de la convexité est satisfaisante,
donc la méthode de pondération des objectifs peut étre utilisée pour trouver l'ensemble complet

des solutions non inférieures. Mais il est impossible de trouver un sous-ensemble représentatif de
ces solutions.

Considérons 'exemple présenté figure I1.5.1.(c).

T ey
ﬂﬂ) -0 -800  -600 -400 =200
1 ¥ ¥ T
: —W!Iwzl-ﬂ
; -
| 2
! ¢ F
H Ay
! N {-e0
i N
! ™M
| 1oy _ .
; I . d.m0
i P
|
| | - |
Ittt ulaiei SW/ W0
| ~ :
. -w‘/wz-m \\ |
: " fe -023 - i
N b fz(i‘) i

Fig. IL.5.1.(c) : Méthode de pondération des objectifs pour un
probléme de programmation linéaire.

Pour W -1, on a un ensemble infini de solutions (segment AB) qui donneront le minimum

2
de [5.1].

On a la méme situation pour 1_-3 023
ur ———=T-~=-~
PoU "W, T13 -

une solution sur le segment AB ou BC.

cette méthode ne peut donc pas localiser
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I1.6 Méthode du Goal programming ou méthode de
programmation de but:’

La programmation de but a été proposé par CHARNES et COPPER (1961)! et IIRI (1965) pour
des modéles linéaires. Pour cette méthode, on doit spécifier quel but on veut atteindre pour
chaque objectif. Les buts, c'est-a-dire leurs valeurs quantitatives, sont considérées comme des
contraintes supplémentaires aux quelles on rajoute de nouvelles variables qui représentent les
déviations par rzipport aux buts initiaux.

Les fonctions objectif spécifient en termes quantitatifs les déviations par rapport & ces buts et
les priorités pour la réalisation de chacun.

La forme la plus courante de la méthode de programmation de but est la suivante :

Trouver X = (x;, x;, ........... ,x’:;)t tel que :
mina={ phy (7, d%), paby (&%), ... o (d7, %)) [6.1]
Soumis a
gj(§)+dj'-dj+=bj j=1,2,....... ,m [6.2]
f(x) +di —di" =b; i=1,2,....... .k [6.3]

Vi, dit20)
Yidy,dit=0)
Ou:
b; = Valeur quantitative du i€ but.
d;” = Déviation négative du i€ but.
d;* = Déviation positive du €T but.

b (d, d* } = Fonction des variables de déviation, appelée la iéme fonction de réalisation ol i

t =1,2,..,L
-
P; = Coefficient de priorité pour la iéme fonction de réalisation.
Les équations [6.2] et [6.3] représentent les buts b; désirés et les fonctions qui effectuent ces

buts. Les variables de déviations par rapport aux buts sont ajoutées a cet ensemble d'équations
pour forcer 'égalité entre les fonctions qui font les buts et les buts désires.

La spécification de la fonction de réalisation [6.1] est I'éléme.t clé du déploiement pratique de
cette méthode.

Dans cette fonction, on considére que : P; >>Pj41, ce qui signifie qu'aucun nombre N, aussi
grand soit il, ne peut donner N.Pj+; > P; cette propriété de la programmation par but permet
l'ordonnancement absolu des buts.
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L'algorithme utilis¢ pour cette méthode est le suivant:

I- Trouver la solution qui minimise la 1¢7¢ fonction de réalisation, c'est-a-dire la fonction avec
le niveau de priorité 1
hi(d,d )=minhy (d,d") ; xeX [6.4]

2-Fairelepas3 pourj=2,3,...,17,.

3- Trouver la solution qui minimise la jéme fonction de réalisation, c'est-a-dire :
hj(d,d")=minh(d,d") ; xeX [6.5]
Soumise aux contraintes supplémentaires de la forme :

hiy(d,d")<hl(d,d") , pour i=1,2,3,....,j [6.6]

Autrement dit : on minimise la seconde et les autres fonctions de réalisation déja considérées
ne peuvent €tre plus grandes que leur minima.

4- La solution déterminée en minimisant h; (d’, d") est l'optimum.

Exemple:
Considérons le probléme de planification de production illustré 1.4.2(a); (b).
Posons les priorités suivantes:

py : Les contraintes données par g; (E) =0.

j=1,5 doivent étre satisfaites.

Py : On produit au moins 100 unités de produit A, ce qui signifie qu'on veut satisfaire le
souhait du meilleur client en produisant pour lui au moins 100 unités.

p3 : Essayer d'obtenir un bénéfice aussi prés que possible de 1000$.
Maintenant, le modéle de la programmation de but est :

minimiser ( d;* +d," +d37), (ds™), (dg7)

assujettis a

Gy : x3+x+d;"-d;T =200

Gy : 125.x) +0,75.x) +dy" — dy* =200

Gy : xp+dy —dy =150

Gy : 4x +5%+dg —dg" = 1000

Gs : x;+ds —ds" =100

x,d,d">0-
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Lillustration graphique du modeéle précédent est montrée figure II(6.a), la fonction de
réalisation consiste en les priorités mentionnées ci-dessus. Pour satisfaire la premiere priorité, on
minimise ( d,” +d,* +d;*) avec: Gy, Gyet G3  comme contraintes physiques.

La priorité est satisfaite lorsque d1+ = d2+ = d3+ =0 . Sinon, le point x serait en dehors
des solutions possibles représentées sur la figure par l'aire hachurée.

La seconde priorité est de produire 100 unités du produit A, ce qui signifie la minimisation de
ds5” . On peut satisfaire pleinement ce but avec ds =0 .

Pour la troisiéme priorité, l'ensemble des solutions possibles est limité 3 I'aire hachurée. Pour
la satisfaire, on doit minimiser d4~ . On procéde jusqu'a obtenir le point A, sans dégrader la
solution de la priorité du niveau 2.

C'est donc le point A qui est la solution finale pour la quelle : x = (100, 100)* -
a={0,0, 100} . - F=(90,100)"

La programmation de but a surtout été développée pour des modéles linéaires et des
programmes informatiques spéciaux sont valables pour ces modéles.

[cf. LEE (1972) et ZELENY (1974)].

240
200

%0
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w} ei_,ds %
V',

%
w0 "

200 %0

-
T
[

Fig. I1.6.(a) : Illustration graphique de ia méthode de
programmation de but.
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I1.7 Méthode du critere global:

Pour cette méthode, une solution optimale est un vecteur des variables de décision qui
minimise un critére global. La fonction qui décrit ce critére global est une mesure de la précision
avec la quelle on peut s'approcher du vecteur solution idéale . La forme la plus courante de
cette fonction est :

=K (£0 - £.(x% b
f(x) = Iiiwj [7.1]

£

Boychuk et Ovchinnikov (1973) ont suggéré de donner a p la valeur p = 1 et Salukvadze
(1974) & proposé p = 2. Mais on peut aussi utiliser d'autres valeurs de p. Bien sir, la solution
obtenue aprés minimisation de [7.1] sera différente suivant la valeur de p utilisée. Le probléme
sera donc de déterminé qu'elle valeur de p convient le mieux au probléme traité.

Exemple:
Considérons le probléme de planification de production présenté ﬁgﬁre 1.4.2(a) et (b). La
solution idéale est T° = (-950 , -160)* .

La fonction globale pour p=1 est :

® - -950 — (—4x;— 5x;,) -160 — (—x;)
Xp=17 ~950 T 60

f(E)p=1 = 2 - 0,01046x; — 0,00526x,
Le minimum de cette fonction donne la solution :

x =(160;0)  pour la quelle f(i) =(-640 ; -160)t

La fonction globale pour p =2 est :

(950 — (—4.x, - s.xz)\2 ~160 — (-x,) i
f(x) _, =L 950 J J{ ~160 J

Le minimum de cette fonction donne la solution ;

x =(135,1;41,4)  pour la quellef(x) = (-747,4 ; -135,1)!

La représentation graphique de la fonction dans I'espace des variables de décision se trouve
figure II{(7.a), pourp=letp=2.
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Fig. I1.7(a) : Illustration graphique de la méthode du critere global.

Remarquons que si p = 2, la fonction [7.1] devient non-linéaire et le probléme ne peut plus
étre résolu par la méthode du simplexe. -

I1.7.1 Autre formes de la fonction globale:

Le premier pas consiste toujours & trouver la solution idéale qui est le vecteur fj(gid)

ou j=1,2,.. ..,k quisatisfait 4 la condition de minimisation de chaque fonction fj(§)
considérée indépendamment du reste de ndtre probléme. Ainsi /e critére global est formulé en
exigeant que la distance entre les points optimaux et idéaux dont I'expression est €crite ci-dessous
soit minimal, avec satisfaction des contraintes

g(x)20 e i=1,2,. .... ,m.
C.a:
- 1
£®) =[J§ [lfj(E)-fj(iid)[pﬁ p 1<p<co

j=t
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Pour différentes valeurs de p il existe les différents cas de la formule FP voir ci-dessous :

p=1 £ = Jik [fj (%)-£(x)
U

e o s oer)]

=

Pour p— o £ = max ’fj(ﬂ—fj(?d)

Si les fonctions particuliéres f}(_i) introduit différentes unités, ils seront alors multipliées par
des coefficients u;=1.

Dont on fait intervenir leur unités correspondantes pour que les expressions u; fi(i) soient
de méme dimensions.

Dans plusieurs calculs numériques, le critére global est &crit sous la forme :
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Exemples d'application en calcul de
structure

III.1 Optimisation de la section transversale d'une poutre,
soumise a une flexion simple et une compression, c'est-a-
dire "flexion composée": Refbib[17]

I1L.1.1 Formulation du probléme:

Trouver par exemple les dimensions d'une section transversale rectangulaire d'une poutre dans
le but de minimiser a la fois son volume V et I'énergie interne de déformation U produite par un
chargement qui provoque une flexion composee (flexion simple + compression).

Nos variables de décision seront :

La hauteur X et la largeur X,. Elles seront contenues dans les deux intervalies, tels que
Xz < X2 < X}_
Ou X : Hauteur de la section rectangulaire.
X, : Largeur de Ia section rectangulaire.

Les critéres d'optimisation seront comme indiqués ci-dessous.

¢ Volume de la poutre:

!
V=fAdx = X Xpd =V L A=XpX,
0

avec /longueurde la poutre.
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¢ Energie de déformation interne:

I a2 I 2 2 ( 2 3
M N N4/ [12M 1 1
Usf— &+ dx = L . + J=U-
02EI 02EA 2E (N2 XX, XiXp ma
bh® X, X}
Ou: I= =—
! 12 12

Schéma de la section:

e En introduisant de nouvelles variables de décision qui seront sans dimension soient € et €
tels que :

Il est possible de formuler le probléme comme suit : Trouver le minimum des fonctions
objectifs:

- — X;l (X, _ =
V=X;.X, I=1{X1.X, [:—J(:——J ; Vo = X1.Xs.
1. Xp 1= (X1 X2 J) %) \% 0=X1.X2./
X X
el_i] » 82"‘?2
Soit ;- V= Vy.€1 €2 = Vnin {3.1]

De méme nous avons :

(
|

_NYg M 1 1

)
U‘z.EINl'__X3X oo (X Xzi
s ) )R
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(K 1)
Soit : U=0, L8§£2 +EJ = Umin [3.2]
Ou:
UO = _'“‘“—I\I—:Z .I— . VO = i].iz.l > K= '1_2.1\£2
2EX1.X3 N2 _X%

Les nouvelles variables de décision ] , €, doivent satisfaire les contraintes suivantes :

L'ensemble des solution qui conviennent est contenu dans le rectangle représenté en figure
ITI.1(a) ot les limites qui conviennent sont prises égales a :

£ =86 = 1/3

812:':‘:2:1

Détermination de I'ensemble solutions:

Les fonctions objectifs V et U transforment l'ensemble des solutions possibles dans un domaine
objectif. Ce domaine est déterminé comme suit :

On détermine €, & partir de l'équation [3.1] et on la substitué dans ['équation [3.2]

v 1

En effet dans [3.1]ona: V=Vyg &8 = 8=y o,
0o &

En substituant ainsi cette valeur de €, dans l'équation [3.2] on aura :

Soit :

[3.3]
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Le fait de prendre &; =g, = 1/3 et &; =& = | , nous permet d'obtenir, et cela on se basant
sur la relation [3.3], les bornes des segments, AE et BC du domaine objectif.

Domaine des fonctions buts.

g, 1

[T
~

f
|-

-
| g1=jl3_ gfzo_g 1 s -

Fig, I1L.1.(a) : Espace représentatif des variables de décision

1

De la méme maniére en éliminant €, dans I'équation [3.1] et [3.2] on obtiendra ; = ET AR
0 &2

a partir de I'équation {3.1].
En remplagant dans I'équation [3.2] cette valeur de €, en fonction de €, , on aura :

( 3

I K , |

U=Ts| TNV |
i i RS -]

LVO %) £ Voo 82 J

Soit :
(Kv2g2 1) |
U=Uy Vg | —22 + — - .
0 OL v, T, [3.4]
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A partir de cette expression il st possible de déterminer les segments de courbes AB et EC et

cela dans le domaine des fonctions objectifs enprenant : €, =g, = 1/3 et gy =€ =1
figure II1.1.(b).
Dans ce cas l'ensemble solution de nétre probléme se présente en deux segments:
- Le segment AB décrit par :
KV2e2 1) 5
U =Uj,.Vg. + = [3.5]
o[ -3
- Le segment EC décrit par :
_ 1
U= Uo.Vo. (1+K)v [3.6]

Sélection de la solution préférable:

La solution préférable peut étre déterminée en employant : la méthode du critére global : en
prenant p = 2.

Ce critére a la forme suivante :

112 412
F? = \/(v— Vi) L2 (U-1UY) =Fpy [3.7]
Ou: F @ 2 l'unité d'un volume (m?)
U: &l'unité d'une énergie : (KN.m)
et p=1mZKN.
La solution idéale est représentée par ;
Vid = VO £1 & et Uid = Uo(K 'i‘].)

1l est nécessaire de trouver le minimum de la fonction F (2} , avec la satisfaction de la condition
[3.5] ou la condition [3.6].

En prenant le cas ou la solution liée au segment AB de l'ensemble des solutions, satisfait a la
condition [3.5] c'est a dire :

On aura, la nouvelle équation de I'expression F () donnée par :
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) 2 ( (K.Vg £ 1 3 Y
FO = (V-Vyg,8) +u tU"'V"LTJFVJ_ UO.(1+K)J [3.8]
2)
La condition nécessaire pour minimiser la fonction [3.8] se traduit par v 0 c'est a dire:
- (kvig2 1) Y (3K V2g} 1
2(V-Vog8) + 242 (UO'VOL;\;—_Z+VJ" UO.(1+K)J{U0.V0L‘—“[£——2—-W} =0

D'ou :
V8 - Vg8, VI + 02 U Vo.(1 +K). V3 -2 UG V¢ v

32 U VEK (A +K).e2 Vi - 42 U vy Ked V2 -3p2 U5 . Vi K2ed =0 [3.9]

Equation pour la quelle on peut déterminer la valeur de V® . sa valeur numérique. Puis en
suite celle de U en utilisant I'équation n° [3.5] et les variables de décision €, et €, qui nous
permettent de déterminer les solutions qui conviennent aux équations [3.1] et [3.2].
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0339

011t C

Fig. IIL.1.(b) : Représentation de l'espace des fonctions objectifs

En prenant la solution liée au segment EC de 'ensemble dessolutionswn aura :

v, 2
FO = \/(V— Vo£1 £2) +12 .Uﬁ.(1+k)2(T?- —1)

La condition nécessaire pour minimiser la fonction donnée en [3.10] est définie par :

|
!
i X . . -—
0 02 0506 10 18 y[m3]

[3.10]
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d(F®)
a(v) -

0

: - 2 112 2{ Yo Vo
Ce qui entraine que :  2.(V - V(.§;.85) + 2.0°.Ug. (1 + k)" —V——l ) Vz- =0

D'ou I'équation du quatriéme degre.
V4 -Vy.81.8,.V3 + 12 U§.Vo (14K Vi- 2 U VE (1+k)2 = 0 [3.11]
A partir de cette équation on peut tirer, V® numériquement, tandis que U®@ est déterminé en

se basant sur I'équation n° : [3.6].

Pour les variables de décision €, et €, elles seront déterminées en combinant les différentes
équations déja vues soit [3.1] at [3.2].

Exemple numérique:
Les données de nétre exemple numérique se présentent :

- Moment de flexion : M =30 KN.m.
- Force de compression : N = 300 KN.

- Longueur de la poutre : 1 =10 m.

- Hauteur maximale de la section transversale : X; = 0,60 m.
- Hauteur minimale de la section transversale : X; = 0,20 m.
- Largeur maximale de la section transversale : X, = 0,30 m.
- Largeur minimale de la section transversale : X, = 0,10 m,

Pour les variables numériques citées ci dessus (Uy, K, ...).

Les calculs donnent les résultats suivants;

Vo=18 m?
Uy = 1/12 KN.m
K =13
V=02 m3
V=1md
U =0,11 KN.m
U =3KN.m
La solution préférable sera :
e =09 ; e5 =0,33
VPr = 0,54 m3 et  UP'=0,39 KN.m

Les solutions ci-dessus sont représentées sur la figure I11.1(a) et figure ITL1(b).
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IT1.2 Optimisation d'une poutre soumise a une force de

précontrainte des cables :| Refbib[17]

1m.2.1 Formulation du probléme:

Le but de I'optimisation est de choisir la largeur d'une poutre dont la section droite est un
rectangle soumis & une force de précontrainte p.

Donc on veut choisir la valeur de p , et cela pour minimiser le volume V de la poutre.

Deux chargement extrémes statiques de la poutre sont pris en compte pour produire deux
moments de flexion M et My .

On prendra comme variables de décision la largeur "b" et la force de précontrainte des
cdbles "P". Tandis que la hauteur de Ia section droite de la poutre "h" est prise comme parametre
(elle est donc supposée connue)Les variables de décision doivent satisfaire les conditions

suivantes pour deux chargements statiques.

sous le premier chargement, c-3-d : My

et [3.12]

P o
J bh bh? ,
sous le second chargement, c-a-d : M
|_p__ 6(M, —pe) =
bh™ " pnz  °
Ou:

o : Contrainte admissible supérieure.
¢ : Contrainte admissible inférieure.
Avec: My =M etM; =My
Tel que: M, : Moment sous poids propre seulement.
et My : Moment sous (poids propre + chargement extérieur).
Sous les deux conditions suivantes :

bzb e pz=0
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L'excentricité de la force de précontrainte est égale a :

h
e= (‘2' - J ot (d) représente la distance minimale entre le centre de gravité des cébles

de précontrainte et la surface inférieure de la poutre.

d : Enrobage.

.. h e
Il est & noter que la position des cibles a e = ["2—- d) est la position limite a respecter pour

l'excentrement des cibles, la section dans ce cas est dite surcritique.

Les critéres d'optimisation sont indiqués ci-dessous:

min (A) avec A=bi [3.13]

min (p) [3.14]

L'ensemble des inéquations {3.12] peut étre écnit sous les formes suivantes :

La premiére équation de 'ensemble sera réécrit en suivant les étapes suivantes:

Soit :
p 6(M;-pe) -
——p——————<(
bh b h2
& ph+6(Mj-pe) < cbh (1)
©  obh-(h-6e)p-6M; 20
Or: e= —ll d
. e= 5
— h
Donc : o.b.h?- [h —6(5— dD.p -6M; =20

o  obh*-(-2h+6d)p-6M; =0

< o.bh?+2(h-3d)p-6M; >0 [3.15]
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En suivant les mémes étapes de calcul en transformera les trois autres inéquations en :

c.htb—2.(2h-3d)p+6M; <0 [3.16]
c.h2b+2.(h-3d).p-6M, <0 [3.17]
c.hzb—-2.(2h-3d)p+6M; >0 [3.18]

Dans ce probléme la hauteur h est un paramétre donc sa valeur est fixée, cet ensemble
d'inéquations est linéaire en respectant les variables de décision, et leur détermination dans le plan

(b.p).

Le quadrangle BCDE difinit le domaine des solutions possibles, (voir figure IIL.2.(a)) les
expressions des valeurs particuliéres liées aux points d'intersection des contraintes [3.15] jusqu'a
[3.18] sont comme indiquées ci-dessous.

o Le point B qui est le point d'intersection des deux contraintes [3.15] et [3.16].

Soit :

{'&hz.b + 2(h=3d).p =6 M, 1)
oh?b -2(2h - 3d).p =-6M, Q)

On peut procéder pour résoudre ce systéme soit par la méthode des déterminants ou bien plus
simplement par la méthode de substitution.

Eneffet: (1)+(2) = (6 +¢ )h2b—2hp=0

(c_s+g).h
2

Ontirealors: |p= b (a)

Dans I'équation (1) en substituant p par sa nouvelle expression en fonction de b on aura :

6.h2b+(h—3d).(c+a.h.b=6M;

o bloh? +(c+a)h(h-3d)) =6.M;

Seit finalement :

~ oM,
" oh? +(c+g).h(h-34d)

by

Et par suite expression de P sera :

_ 3.(6'+ g).M;
" gh+(o+g)(h-34d)

P
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Un caleul analogue conduit & la détermination des expressiohsi des coordonnées des autres
points d'intersection.

e Le point C qui est le point d'intersection des contraintes {3.15] et [3.18].

Soit :
C2(2M;-M,)  6d(M;-My)
€™ Sh(h-2d) oh(h-2d)
Ml + M2
Pp=—L 2
€™ ph-2d

e Le point D qui est le point d'intersection des contraintes [3.17] et [3.18].-

Soit ;

b

6M,

D~ 52 +(c+0)h(h-34d) |

Pp

3M, (o+9)

~ gh+{c+a)(h-34d) |

e Le point E qui est le point d'intersection des contraintes [3.16] et [3.17].

‘Soit :
- 2(2M, -M;)  64(M;-M,)
F~ oh(h-2d ~ gh’(h-2d)
M, +M,
P =
E h-2d
Application:
Exemple numérique:

Les valeurs numériques considérées sont indiquées ci-dessous:

- Les moments de flexion : M] =375 KN.m et Mj =250 KN.m

- La hauteur de la poutre : h = 0,70 m.

- La largeur minimale de la poutre b = 0,10 m.

- La distance entre le C.D.G du cable moyen de la précontrainte et Ia surface inférieure de la

poutre soit :

L'enrobage d = 0,05 m.

- Les contraintes admissibles en compression seront :

o =10 000 KN/m* et

g = 500 KN/m?,
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Pour ces valeurs numériques les coordonnées des sommets du quadrangle qui détermine le
domaine des solutions possibles seront comme indiquées ci-dessous.

-PointB :  bg=02516m ; Pg =924, 7KN.

- Point C : bc=0,2252m . Pc=1041,7KN.
-PointD : bp =0,3500 m ; Pp=12857KN.
-Point E bg =1,4456 m ; Pgp =1041,7KN.

Détermination de I'ensemble des solutions:

Les fonctions objectifs [3.13] , [3.14] sont linéaires et transforment le quadrangle BCDE en un
quadrangle B'C'D'E' figure ITL2.(b) dont les coordonnées des points B, C', D', E' sont les suivantes:

-Point B' (Ag'=h.bg ;Pg).
-Point C' (Ac=h.bc ;Pc).
-PointD' (Ap=h.bp ;Pp).
-PointE' (Agp=h.bg ;Pg).

Ainsi les sommets du quadrangle qui détermine le domaine objectif ont les coordonnées
suivantes:

-Point B' ; Ag = 0,176 m? ;  Pp=9247KN.

-Point C' ; Ac=0,158 m? . Pcr=1041,7KN.
-Point D' ; Apy = 0,245 m? ;  Ppr=12857KN.
-Point E' ; Ap = 1,0119m? . Pg=1041,7KN,
L'ensemble de solutions est difinit par le segment B'C' (figure IIL.2.(b)).

Vue la solution idéale qui est définie par (A | Pid)y = (Ac , Pp) donc pour minimiser les
fonctions qui définissent la distance par rapport a (Ald | Pid) nos points doivent appartenir au
segment B'C".

La solution idéale prend la forme:
2(2M;-M,)  64(M;-M,)

id_,  _24 _ be
AT =Ac o(h-2d) oh(h-2d)
et

pid = p, — = 3{a+a) M,

ch+(o+g)(h-3d)
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Ainsi la solution idéale d'aprés I'application numérique est le point dont les coordonnées sont :
A=0158m2 et PY-0247KN

Sélection de la solution préférable ou eptimale:

La solution optimale peut étre déterminée en suivant plusieurs méthodes. Voir chapitre II.

En suivant : La méthode du critére global avecp=1.
On obtient :

[3.19]

FO = [A-A4|+plp-PH

p=1.m¥KN

N.B: u: doit intervenir pour homogénéisé les dimensions et donc pouvoir effectue la somme
en question.

Il est nécessaire de trouver le minimum de la fonction objectif F) appartenant au segment B'C’
figure (II1.2.b), la fonction F{D est linéaire est donc minimum est localisé au point B' ou C".

Sauf dans le cas particulier ot la droite d'équation [3.19], est paralléle au segment B'C’ et ainsi
la valeur minimale de F!) correspond 4 chaque point de ce segment.

Avec p = 2.le critére global a la forme suivante:

: 112
FO = ‘/(A ~Al) 42 (p-pid) [3.20]
avec: pu=I1m¥KN.
1l est nécessaire de trouver la valeur minimale de la fonction F® appartenant a la ligne droite
B'C' d'écrite par I'équation.
P-Py Po-Py
A_ABr B ACI _AB'

Soit finalement :
PCr_PBaJ
P-Py)=|——L| (A-Ag .
(p-Pa) = 2272) (a-a5) pan
Or: AY=Ac e Pd-py

La fonction F\2) sera réécrite comme suit -

PPy V
b ‘/(A_AC,)Z +u2(ﬁ] (A-Ay)?
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En écrivant la condition nécessaire pour la minimisation de la fonction F® soit :

)
ag " =0 on obtient :
2
P~ —Pp/
(Aol 2T (a-ag)- o

Aprés résolution on obtient

2
Po —Py ]
(Ap) + Ac-/ u (——Ac' Ap

(]
1+ 1/ (S
+ 1 i) Ac—Ag

Ainsi d'aprés 1'équation [3.21] on tire.

¢ 2
' P r = P t
2 C B
(AC’ "AB') u [A —A ]
(2) _ PCr - PB! C ap
P =P+ .
A‘C' - AB' 1/ [ Pcv "‘PBr )

A C: AB:

Soit :
2
P r_P "
P~ —Pu MZ[MJ
(e ~2) Ac—Ap

P® = (Py) + P
2 PCr"'PBl
1+ 1 p?) -2
ACI’—ABJ

Alors les variables de décision qui correspondent a ces valeurs des fonctions objectifs seront
données par :

b® =% (AP et PP

La solution préférable ou optimale dans les différents cas particuliers ont les valeurs
numériques suivantes:
- Solution déterminée en employant la méthode du critére global avec, p = 1.
b =02-16m AW = 0,176 m? . p(MY =924 TKN.
(Points B et B' schématisés aux figures II1.2(a) et II1.2(b)).

?

- Solution déterminée en employant la méthode du critére global avec, p = 2.
b@® =0,2516 m : A@ =0,176 m? . P@ =924 7 KN.
(Points B et B' schématisés aux figures I11.2(a) et II1.2(b)}.
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16001 PLkN
1000-
5004
/_'
v T T J—
0 0G0 B b{m]

Fig. I11.2.(a) : Représentation de I'espace des variables de decision.
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Suite de I'exemple N°:2

: PkN]

1500+

1000+

500+

0 05 T N

Fig, II1.2.(b) : Représentation des fonctions objectifs.
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II1.3 Optimisation d'un ensemble de barres soumises a des

forces statiques (systéme a treillis): | Réfbib [17]

IIL3.1 Formulation du probléme:

Déterminer les dimensions d'un ensemble de barres (systéme 2 treillis) représenté a la figure
II1.3(2) dont le but de minimiser son volume V; le déplacement du point B et finalement dont le
but de maximiser les forces critiques dans l'ensemble des barres de type tube carré soumises a la
compression représentées a la figure II1.3(b).

On suppose que les variables de décision sont :

d'une part : I'épaisseur du tube de section carré : g;. .

d'autre part : la largeur de la section transversale de la barre : b; Voir figure 111.3(b)
Les variables de décision doivent satisfaire les contraintes suivantes:

- Contraintes de conception :

828 :
b <% 1=1,2,...7
; €

- Contraintes sur les efforts (forces):

g; < 6; < G i=1,2,. ... T
N
Ou:  oj=-— et A =bl-(h -2g)

Aj =4.g.(b -g)

Sot: %= ag;{b; —g;)

Avec:

: Contrainte admissible de compression.

g
(o]

Les critéres d'optimisation de I'ensemble sont comme suit :

- Volume de I'ensemble des barres (volume total) :

i=7 <7 i=7
V=2V, = LAl = 24l g (b -g;) = Vo

i=1 i=1 =1
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- Déplacement vertical du point B :

i=7 5|_ Niz-li ﬂl_
%6 = E %[4~E-gi(bi —gi)J* %8 min

- La charge critique dans les barres soumises a la compression :

n’EJ;
Pcrj = 12 = Pcrj max
]

Solution du probléme :

Le provléme est résolu en suivant deux (02) étapes.
Les sections transversales droites, de I'ensemble des barres, A; sont déterminées en premiére
étape.
Pendant qu'a la deuxiéme étape on déterminera les dimensions en détail, c'est a dire les valeurs
de g; et b; de la section transversale droite de I'ensemble des barres.

On utilise ici comme méthode de résolution la programmation dynamique. Le chargement
statique "P" appliqué au point B verticalement, produit les forces suivantes dans l'ensemble des

barres, de notre systéme en treillis.

Soit aprés résolution

N1 —N7 = P

N2 "—"N6 = - P

N; =N —EP

3 =N~ 3
N L3
Le déplacement du point B peut étre écrit sous la forme suivante :

i7 aIN21L ] 25 Pl 9 Pl 25 Pl 9 Pl

b= 2 —|—tl=2= =L 42—~ —2 2= 3 2
i-1 Opl EA; 64 " EA, 64  EA, 64 EA, 16 EA,

Et on peut remarquer, qu'on a introduit que les sections droites (A, A, A3, A4) de l'ensemble
des barres et cela est dii 4 la symétrie de la construction de nétre systéme.
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- La premiére étape de résolution de ndtre probléme est formulée comme suit :

Trouver la section transversal droite de I'ensemble des barres Aj jusqu'a A4 , pour minimiser
non seulement le volume de I'ensemble. Soit :

V =201.A1 + 2.5y Ay + 2.3 A3 + 3. Ay = Viin

Mais aussi le déplacement du point B, soit :

1 P |25 ¢ 9 25 I L |
1 235 4 2 B B kb

= — . —. . == 4 = = :
8= 6 E |2 A T2 A, T2 A %A, [OBmn

En prenant en compte que la section transversale droite de l'ensemble des barres, et assujetti a
leur plus basse et plus haute contrainte. Ce probléme est résolu en employant : la méthode de
programmation dynamique, en suivant les chemins indiqués ci-dessous :

Fig. 1I1.3.(a) : Schéma du systéme 3 treillis statique.

Fig. II1.3.(b) : La section transversale des barres du systeme a treillis.
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Dans la premiére phase, le premier groupe de section figure III.3(c) qui est l'ensemble des
barres 1 et 7 qui sont considérées afin de faire une tentative pour trouver :

Vi(S;) = min (21;.A,(S,))

25 Pl
32 EA,

Avec satisfaction de la contrainte : =S,

Ou : So est le déplacement inconnu du point B et qui est dii & la déformation du groupe
identique de barres 1 et 7. '

La résolution de cette étape nous permet d'obtenir les résultats suivants :
~ 25 Py

M=% gs, OO Ar=A4(S,)

Par suite on tire :

Fa¥ ) 2
Vi=Vi(Sy)= 211A((8,) = g 8

16 " ES,
Soit ;
~ 16 "ES,
T T atape 2 __ _ _ T T~ i
\ : P r etopeﬂ!
by, Vs o oty I;
65= : ] h
. < Sz | S2 (St o]
=0y » 4, L - 3 | _——}—- 2 ] 1 ,III :
' |
4 t
A O N A D
’ ! ) L_ _____ _Jl
L e o o o e e e —— |

Fig. HL3.(c) : Schéma du processus des quatres étapes du probléme de la
programmation dynamique.
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Dans la seconde étape, on considére deux groupes de section figure II1.3(c) et on cherche la

A

valeur de V tel que :

V2 (83)=min [211.A) () +21.A5 (S5)]
2

LS Pl
2732 " EA,

Avec satisfaction de la contrainte:  S; =S [3.22]

Ou : S3 est le déplacement inconnu du point B di a la déformation des deux groupes de barres
identiques qui sont respectivement le groupe (1 et 7) d'une part et d'autre part le groupe
(2 et 6).

A partir du principe d'optimisation de Bellman il s'en sui: :

A 25 PR A »
211-A1(Sz)=Tg : ﬁ ; 2 1. A1(S2) = Vi($,)
Et par suite :
o) omin |25 PR n
VZ(S3)—IR12{[16 ‘Es, 212-A2(S3)]J

A partir de I'équation [3.22] il est possible de déterminer :

9 Pl
S2=8375; EA,

Et ensuite l'expression :
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La condition

EVy

oA,

oVy

A,

Soit

S3

A

QXZ__ 0 s permet de trouver :
oA, = nous p :
.
B ’2_5 P 1
OA |16 E "o 9 Ph
[ 3 32 EA,
9 Ph 1
25 PL 32 E A
= 2]2 + — . 1 . 22
16 E [S 9 P-IZ‘]
3732 EA,
9 Pl 5PL 3 1
- == - = - —=0
32'EA; 4 E '8 A

A partir de la quelle on tire la valeur de S3.

Soit :

S; =

3 P 3L+5)
32 E A
Finalement la section A, = A5(S3) sera donnée par :
A 3 P 3hL+5)
Ay = o= — . ——
27 32 E S,

N.B: L'autre solution est a rejeté puisque A, > 0

si31y-51 <0en2¢tmecag.

et:

A

1

P 1
Ax(S3) = E'S,

16

(3 12 + 5 11)2

et cela aprés développement des calculs nécessaires.

Maintenant on considére trois groupes de sections et on déterminera :

V3 (Sq) = rgin (Vy +213.A).

Vih.h

ce qui n'est pas vérifié
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‘ 25 P! '
S4=S3+— 3 .

Avec satisfaction de la contrainte : . R
32 EA;

S4 est le déplacement du point B dii au déplacement de I'ensemble des barres (1 et 7) ;

Ou:
(2et6);(3et5).
A1 P (5h+3b)
E i : = = .
n substituant \'/) 6 E S

Et en s'accordant avec le principe d'optimisation, on obtient :

:
" 1 p (sp433) |
. 1 2
ViiS4) = — .. + 25LA
47 32 EA; J

et: A3 = A3(S4)

A

ov .
A partir de la condition ;3—A_3 =0 , il s'en suit que :
3

A [ 1
ovs aii P (54430 +21Ai
GA;  BA3) 16 E 25 Ph 33
[ 32 EA; J
5V 1 /32 E
3 aht— = (54+34) L
CA4 16 E [S 25 P'I3]
47 32 T EA;
oV3
Donc : - =
onc 6A3
/ 2 2
25 PKL 1 P 2 25 1
2L 18— — =3 | - — —= (2h) . 54+3L) . =  — =0
[ 2 2]
25 Pk 1 P 5 1
2 - = s = (5t = . —ll=0
= 25 [4 32 E.AJ (4 g-(54+36). 3 A3]_|
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Soit :

25 i s Plshe3h) o,
32 EA; 327  EA;

S4

Eneffet: I3#0 et l'autre solution est a rejeté car on devra avoir, V /| , /), /3 . A3 >0.
5 P 1
- —=.=.— \54+3L+5hK) =0
* = S432EA3(123)

Finalement on tire :

5 P (Sh+3hL+5h)
32 B S4

A3=

A
Et par suit : on tire I'expression de v/,

Soit :

(5l1+ 3 12+ 5]3)2
S4

P
=

Dans I'étape qui suit on ajoute la seule barre restant (barre 4). Soit les groupes, {1 et 7) ; (2 et
6) ; (3 et 5) et (4), et on trouve aprés calcul que :

Vi (S5)= rRin (V3 +14.A4).

i_ ( )2 —}
: 1 P (5h+3hL+5h
Vy(Ss)=minl — . = _
+(Ss) fglf[ 6 E g 9 s, Iy A4J
> 7 16 EAy
9 PI
Eneffet: S5= S4+16'E.A4

A

: ov.
A partir de la condition : e, , il s'en suit que :
OA4

A _3 P (Sh+ 3L+ 5L+ 31,)
716 E° Ss
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Le volume minimal de la barre n°; 4 est :

2
A1 P (5h+ 31+ 515+ 31y
Va= 16 E - Ss

dépend du déplacement du point B étant donne que 8 = Ss.

Etant donné que la contrainte admissible dans les barres ne peut étre excédée on peut €crire
alors, que :

5 P 3 P
V> 2]1.'8'.E+212.'§.g+213.

00 | wh
all=

+l4.

W

P
==Y
g

d'autre part et a partir de la condition de formes des barres on peut écrire la
condition enveloppe suivante :

VYV < b2.(2ll+2]2 +213+l4)=v

Le segment contenu entre V et V de la courbe donnant le volume total.

2
1 P (5h+ 3h+ S+ 34)
V= — . = : .
16 E 8 ’ 3.23]
Avec : dg=S;5.

dans le systeme de coordonnées (V , dg) ce segment est la courbe des solutions sarisfaisantes.

La solution préférable (optimale) peut étre déterminée en employant la méthode du critére
global écrit dans ce cas sous la forme :

F® = J(v-vid)z w1255 -54)°

avec: p=1m?

(3.24]

Formule qui décrit la distance minimale entre la solution préférable (optimale) et la solution
idéale. ‘

Les coordonnées du point idéal (Vid, ) sont comme suit :

- 1 ! ! I I
vid=vy, :—.P.(5—1+3%+5f3+3i)
inf = 4 g o c g

et :

Sh+3h+ 5h+ 314)
2.(211+ 212+ 2[3-*- 14)

T |m—




Chapitre I1I : Exemples d'application en calcul de structure

6l

En substituant, les valeurs de Vid et Sin dans l'équation [3.24] et en prenant en compte la

condition en vertu de la solution préférable qui appartient a I'ensemble de solution décrit par
I'équation [3.23], on obtient alors la relation :

l P
F(z)—{v —I—P( ul +3-l%—+5:3+ —‘L)J

(¢ ¢) (9]

a~

ol

1 1
2

) '(16 E)( h+ 3h+ 5h+ 31) [

(2]1+ 2l2+ 2l3+ 14)J

<|H

g— |
\_.w_l
S—
[

A partir de la condition : P =0 on trouve ['équation :

2 4
1 h I 1 PV (5h+3h+ S5h+ 31
4 g ¢ ° e 16 B/ 8220+ 2+ 2h+ Iy)

2
1 P
— K. (16 EJ (511+ 312+ 513+ 314) = [325]

A partir de la quelle, on tire la valeur de VPTtelque: VYV <VP <V

En suite on détermine les dimensions en détail de la section droite des groupes de barres
soumises a une compression, a partir de la condition de maximisation de la force critique tout en
préservant la section des barres transversales obtenues dans la phase précédente

La force critique du ji®me groupe de barres est donnée par :
EJ,

—
fj

2
Porp=m=

Ou: Jj - Moment d'inertie.

et

f; : Longueur réelle de la barre soumise a une force de compression (longueur de
flambement).

Cette force critique peut étre maximisée si le moment d'inertie correspondant est maximal
Ainsi 1l est nécessaire de trouver le maximum de la relation

bt (b-2g* 1

2
NUEET A
12 12 g A7+ (b2 13.26]
Avec satisfaction de la condition :
A=b2—(b-2g)=4g(b-g)=A [3.27]

et: g=g et b<b
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En déterminant b & partir de I'équation [3.27] et en substituant cette valeur dans I'équation
[3.26] on aura :

pr
4gb-g=Axr = | pB g
4g
Soit :
Sl (o Y (ar Y
=—A + -
12 “ gJ L4g gJ
et donc :
1 A2 )
J:—.Ap’.[ ,,+g2J
6 16.g°

La fonction J en fonction de g n'a pas d'extremum dans l'intervalle [b/2 | g] et elle atteint la

valeur maximal pour g=g .

La force critique P, prend sa valeur maximale si :

AP

gl=g et bpr—E+g
Cette solution est optimale uniquement si: b™ < b
Autrement on peut prendre : P =1 et gP= g— - %\/52 ~ AP
Exemple numérique:
Les valeurs numériques de notre exemple seront:

- La force P = 2000 KN.

- Le module de Young : E = 200 KN/mm?2.

- Les contraintes admissibles: o =g =250 MPa.

- Longueurs des barres:

h=h=Il5=l=5m,; h=ly=lg=6m

- La largeur maximale de l2 section droite b =200 mm.

- Epaisseur minimale g =10 mm.
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On trouvera aprés résolution de 'équation [3.25] et cela en remplagant tous les parametres par
leur valeurs numériques.

Soit : VP' =0,1755 m? , pareil la valeur du déplacement du point B qui correspond au volume
V = VP est donnée par

85 =0,02634m.  Figure I11.3.(d)
Aprés avoir déterminé Bgr = S5 on déterminera successivement les valeurs :
Agr; S4 ;A?;S3 ;Alz)r; Sz et AFr.

Soit les résultats de calcul :

A} =0,006122 m=. S; = 0,02082 m.
A¥ =0,005103 m?, $5=0,01317 m.
AL =0,003061 m2, S, = 0,00766 m.

AP =0,005100 m2.

Aprés avoir déterminé la section droite de toutes les barres. Le critére de la force critique
maximal peut étre utilisé pour déterminer les dimensions en détail de la section droite des groupes
de barres soumises & la compression.

Pour les barres 1 et 7, il est possible d'écrire

g?zg?:g:mmm

5100
et: b =bY = ——+10=137,5 mm.
40
Alorsonaura: b =by =137,5mm < b =200 mm.
Ces quantités déterminent la solution optimale.

Pour le groupe constitué par la barre 4 ona :
gf:r =g =10mm

6122
et: bY = ——+10=163,1 mm.
4 47 40

Dans ce cas on a aussi : bﬁ‘ < b =200 mm.

Pour le groupe de barres soumis a un effort de traction la solution n'est pas unique, parceque
l'optimisation n'a pris de mesure que sur les sections transversales droites. Leur dimensions
peuvent étre s'eléctionnées sur les bases de leur adaptation a ceux des autres sections droites des
groupes de barres soumises a la compression.
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.
et - - ‘. |

b
g
oM

100F

050

01755/
01720 |
| |
, | —
0 269 10 20 263% 2688 5,
gl

Fig. I11.3.(d) : Représentation de I'espace des fonctions objectifs de I'ensemble
des solutions.
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IV.1 Présentation du probléme:| Réfbib{3] | Réfbib{4]

IV.1. Introduction au calcul de béton précontraint:

IV.1.1 Effets d'un céible de précontrainte:

+

IV.1.1.1 Equilibre d'ensemble d'une piéce précontrainte: (Figure IV.1.1.1)

\Hfb //

Fig. IV.1.1.1.

Le céble de précontrainte est tendu en prenant appui sur le béton. L'ensemble béton + cdble
est en équilibre; d'apres la loi de l'action et de la réaction, cela veut dire que Ia force développée
par le cable (P) est équilibrée par une réaction de béton (Fy,) F, = p.

Donc globalement I'ensemble béfon + cdble est soumis a un systéme de forces nul (P - F, =0).

En conséquence la précontrainte ne développe que des efforts internes.

1V.1.1.2 Effets Internes developpées par la précontrainte:

a. Equilibre du cible:

Soit un cable considéré comme un fil parfait présentant une courbure de rayon r entre les
sections A et S d'une piéce. Si I'on exerce une force P, sur le cable et en considérant un
frottement de coefficient f du cable sur sa gaine, la force p(x) dans la section S(x) doit équilibrer
(figure IV-1-1-2(a)

- L'effort P 4.

PA\

- L'action radiale (centrifuge) du béton

p(x)

r

S
résultant de la courbure 2.
A

Fig. IV.1.1.2 (a)
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: S . p(x)
- L'action tangente de frottement du béton 2_f = .
A
b. Equilibre du béton: Foa

De méme I'effort Fp,(x) doit équilibrer
(figure 1v-1-1-2(b)
- L'effort Fpy.

Fig. IV.1.1.2 (b)

- L'action radiale (centripéte) du céble due a la courbure

S P(x)
e

S, p(x
- L'action tangente de frottement du cible 2 f p_(r__)
A
L'équilibre du systéme béton + cdble impose que les termes soient identiquement égaux et

donc Fp(x) =p(x).

c. Sollicitations dues au cidble dans une section:

Un céble de tracé non linéaire, de rayon de courbure r exerce sur le béton une force radiale Py
(c'est-a-dire perpendiculaire en tout point au cable), proportionnelle a I'effort de traction P exerce
dans le céble :

P
) -

L'action de la précontrainte est considéré soit comme :

- Une action intérieure entrainant en tout point un moment dit isostatique, My = p. ey pour
une excentricit¢ eg. La méthode de calcul correspondante s'appelle méthode interne ou méthode
directe:

- Ou bien une action extérieure appliquée aux ancrages et radialement le long de son tracé si
ce dernier n'est pas rectiligne (méthode externe).

c.1 Méthode directe (ou interne):

o Structure isostatique:
La précontrainte exerce en tout point de la section étudiée d'abscisse x:
- Un effort normal 4 la section Ny = p(x). cosa(x),
- Un moment dit moment isostatique : My = p(x). cosou(x) eg(x) .

ofx) désigne l'angle du tracé du cable avec I'horizontale.
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Comme les valeurs des angles sont généralement inférieures 4 arctg(1/10) ou 6° , on peut
négliger les termes du 2¢M¢ ordre dans la valeur du cosinus (cos6° = 0,994) et adopter par
conséquent p(x) au lieu de p(x). cosa(x) .

On peut donc en tout point déterminer les contraintes dues a l'action de la précontrainte scule
par la formule classique :

g=

w2 o

P-€g
3
v

c.2 Méthode externe:

L'action du céble de précontrainte est alors considérée comme une action extérieure agissant
aux ancrages avec:

- Un effet horizontal p.cosct = py

- Un effet vertical p.sino. = p, directement transmis dans l'appui et n'entrainant aucune.
déformation de la structure:

- Un moment p.cosa.eg=pp - €p -
P(x)
r(x)

e Pour un tracé de cible composé de segments de droite, la valeur de Pr est nulle (courbure

- Une charge radiale P (x) =

1
- =0).
- =0

» Pour un tracé de cible parabolique®, on peut admettre en négligeant les termes du second
ordre que :

oy .,

r ()

La dénvée seconde d'une parabole étant une constante, l'action radiale est donc uniformément
repartie et le moment correspondant facile a calculer.
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IV.1.1.3 Exemples comparatifs simples des méthodes directe ei externe:

a. Poutre isostatique a cible filant centré au centre de gravité de la section:

Meéthode directe Meéthode externe
- 1 P
A € =0 o= 0 donc P=?=0
Mp=p.ey=0

o eg 4 'appui = 0 donc pas de couple
excentricité eg = 0 quelle que extérieur sur appui.
soit l'abscisse.

b. Poutre isostatique a cible filant rectiligne d'excentricité constante:

ep (X) = e
Méthode directe Méthode externe
r
Mo=pep=p.e _ _
‘ . Actions extérieures :
- Quelle que sort
— e m e — - € | oy P
I'abscisse P.=—=
r
{ L ) Moment aux extrémiteés :
Cy=+p.eg Cyr=+p.ej
Ci=pe C:=p.ej
.AI\A. V. .
M
d'ou :
M=C;+Cy=+pej =My
N.B:

L'excentricité ep(x) est comptée a partir du centre de gravité de la section, positivement vers

le haut.
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c. Poutre isostatique & cdble parabolique soumise & une charge uniforme q:

Recherche de I'excentricité e pour
avoir une contrainte constante en
tout point de la section médiaine.

Méthode directe

Méthode externe

LLLLLU_LH_LLJ q

_v

;él

¢ Equation du cible ;

de,
eo(x)= 1z x.(L-x)

¢ Contrainte constante
si moment global nul :

L2
—+pe; =0
q8 P-€
—-q.L?
e]= q
8p

¢ Courbure de la parabole :
1_8e
r 12
¢ Chaque radiale uniforme :
P- P _3%pe
r I?
» Contrainte constante si charge
répartie globale nulle :
q+P=0

d'ou :

—q ‘L2
© = 8p

Remarque:

La méthode de calcul externe donne dans les exemples ci-dessus moins de calculs et parait
plus simple. Cependant pour les probiémes usuels rencontrés dans la pratique, qui s'éloignent de
ces cas idéaux la méthode directe est plus commode.

La méthode externe a cependant le meérite de mieux faire comprendre l'action de la
précontrainte sur un systéme hyperstatique.

Dans notre ¢étude on s'intéressera a l'application de la méthode interne ou directe pour le cas

de structure isostatique.
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IV.1.2 Flexion de poutres isostatiques:

IV.1.2.1 Combinaisons de calcul aux états limites:

a. Etat limite ultime: (Combinaison courante)
YP, Pm + I,35Gmax + Gmm + YQI ‘Ql.k + Zl 173"P0i'Qik
g

Avec :
Py, : Valeur probable de la précontrainte.
vp.m = 1 en général pour la flexion et les cas courants en cisaillement.
Gmax : Actions permanentes défavorables.
Gmin : Actions permanentes favorables.
1Q; = 1,5 dans le cas général.
Q1 k., Qjk et Yg; sont définis selon la nature des actions dans le B.P.E.L.

'b . Etats limitesde service (combinaisonsfréquentes)

P+ Guax + Gpin + H1.Qux + Zl Wi Qik
j

Avec:
Qik->Qik » Y1, ¥y sont définis selon la nature des actions dans le B.P.E.L.

Il existe encore deux autres combinaisons telles que : combinaisons rares et combinaison
quasi-permanentes.

En effet, ces états-limites visent a assurer la durabilité des structures; ils sont donc liés aux
phénoménes que l'on veut éviter (en général ce sera en béton précontraint les trop fortes
compressions ou l'ouverture de fissures) et aux différents valeurs des actions variables.

Exemples :

——
el

ZV [p) 5 e(®)]
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EL.U: E.L.S
P+ 1,35.Giax +7Q -9k / en charge. Py + Gmax + 9k / en charge.
P + Giin / avide P+ Gmin / avide
Effort normal :

N(x) = Ppp(x) . NEx) =P, )

Moment fléchissant :

M(x) = Py(x).e(x) + 1,35 My(®) + 7QMg(®) |  M(x) = Pry(3).(x) +My(x) + Mgie(x)

en charge. en charge.
M(x) = Ppy(x).e(x) + Mg(x) a vide. M(x) = Pry(x).e(x) + My(x) a vide.
Effort tranchant :
V(x)= 1,35.Vg(x) + 7Q.Vqk(x) en charge. V(x) = Vg(x) + Voi(x) en charge.
V(x) = Vg(x)  avide. ‘ V(x)=Vg(x)  avide.

I1V.1.2.2 La flexion en état limite de service:

Apres avoir déterminé les sollicitation appliquées a la section en flexion, suivant les cas on est
amene a faire:

- Soit une détermination de la section: choix de la forme de la section (rectangulaire en T¢é ou
en I, etc .....), détermination du coffrage (largeur, hauteur, .... ), calcul de l'effort de précontrainte
'P', détermination de l'excentricité du cible moyen.

- Soit une vérification des contraintes de béton en compression et en traction.

Comme pour le béton armé calculé en flexion composée, on doit s'assurer que les
sollicitations agissantes restent dans le domaine de sécurité.

Sil'on trace le diagramme d'interaction moment-effort la courbe limite du domaine de sécurité
a l'allure de la figure.

Fig, 1.2.2 : Diagramme d'interaction moment-effort normal.
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La section sera vérifiée si et seulement si les points représentatifs des sollicitations appliquées
sont a l'intérieur de la courbe.

Pour un effort de précontrainte donné P, les moments appliqués a la section doivent étre
compris entre Mmax €t Mmin.

Contrairement 3 la flexion simple en état limite de service du béton armé ou nous n'avions
besoin que du moment maximum, nous devons prendre en compte les moments maximum et
minimum qui pour une poutre sur deux appuis simples sans console, correspondent aux cas
souvent désignés par en charge pour le moment maximum et g vide pour le moment minimum.

Les calculs dans le domaine des E.L.S sont caractérisés par le fait que les comportements
mécaniques des matériaux sont essentiellement élastiques linéaires (loi de Hooke) ce qui nous
permet d'utiliser les relations de la RD. M.

IV-1-2-2-1 Notations générales liées 3 Ia limitation des contraintes :

a. Caractéristiques géométriques:

Considérons la section droite d'une poutre isostatique a plan moyen chargée dans ce plan
(précontrainte) dont les caractéristiques sont données ci-dessous.

"y

1- Section:

Aire ' B

Centre de gravité . G
Moment d'inertie / G, : |

2- Précentrainte:
Effort: P
Excentricité meyenne : e, (orientée par rapport 4 Gy)
Eneffet: enbase;<0.
err fiaut eg > 0.
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3- Sollicitations crées par des charges extérieures:

- Effort tranchant : V
- Moment fléchissant My, (Mg) et Mg (Mgg)-

Notion préliminaire: rendement d'une section: p

Le rendement d'une section est un parameétre qui caractérise la bonne disposition de la matiére
par rapport 4 la sollicitation schématiquement une section & bon rendement est telle que pour une
surface donné B de matiére on réalise une inertie I : maximale.

Ce parametre prend des valeurs comprises entre 0 et 1 (cas idéal) et son expression est
donnée par :
1
T Bvv

p

Voir tableau donnant les caractéristiques géométriques de sections courants.



.

Caractéristiques géométriques de sections courantes

" L w Centre de Moment d'inertie Rendement
Forme de la section Alre: 8 gravité : v par rapport au c.d.g.: I géométrique: p
—
h bh* 1
bh — e -
1 S- _Ii'[h 2 12 3
v
[ = Chaf=h(l-wd)
h v 0 h 3 _
b c':‘h bh . (l _ O‘B) _.; bh (l — BGJ) ____1__.._&
- » 2 12 I(1-aof)
— by =(l - Bb
—_—
v h, = oh .
h[lgujf ® bh o (l—py | B BrL OB § b B (=P =p (o !
b = b 2 BHra(l-f 12 B+a(l—-P) Sv(h-v)
"l:'f
AN e N w 1
> 2 3 36 4
F e e |
ab
I bh h (2+a) bh? 2 al
o o b+ 4o +
4 a —{l+ -. + o+ —
Q [ 7 U+ 3 (l+a 36 (l * 1+oc) 4 + 10 + da?
[ S—,
IV D 3R :tR"' _— 'TD! R J'!R" _ ﬂD4 L
4 4T 64 4

sapuip.uoald sanbiypysos) sannod ap uonwsiunido : A1 2audoy>

7l
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b. Noyau limite d'une section droite:
Considérons une section soumise au seul effet de la précontrainte P l'effort normal N et le
moment fléchissant M,
En supposant que le probléme est plan (section et chargement a symétrie verticale) et que
seule la précontrainte P crée un effort normal, if vient alors :

N=P et M=P.g

Dans ce cas Vexcentricité du ¢.d.p est :
M
e, = =¢
C N 0
Tandis que l'application d'un moment fléchissant va déplacer le centre de pression d'une valeur
algébrique (positive vers le haut) égale 4 :

M
?=eOadd

Sous l'effet de la précontrainte et du moment extérieur (M, (My) et My : (1\Hg+q)) fa

contrainte sur une fibre d'ordonnée y aura pour expression :

()_

o — t — .

y B Iy
P P€.

== 4+
o (y) gt ¥
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i(
P €y
=={1 %
G (y) Bll_ i
L B
P €.y |
e ) :E(li 1) ¢ =3

Ou y et e : orientés positivement vers le haut, les contraintes du béton au niveau des fibres
extrémes de la section sous l'action conjuguée.

De (P, My,,) : Précontrainte moment minimal.

Ou (P, Myy) : Précontrainte moment maximal.

dotvent étre limites par :

! fibre sup. : Ots <G < Ogs -
et
fibreinf : Of <G, <G -

c. Classe de précontrainte:

Pour assurer l'intégrité¢ du béton, c'est-a-dire éviter l'ouverture de fissures qui peuvent étre
nuisibles aux aciers de précontrainte pour des raisons de corrosion, on a été amené pour les
premiéres constructions en béton précontraint a interdire toute contrainte de traction de flexion
dans le béton.

Une association de concepteurs et de réalisateurs du secteur privé, appelée: Association
scientifique pour la précontrainte (A.S.P), élabora en 1965 des recommandations pour le caleul
et 'exécution des ouvrages précontraints dits ASP 65.

Ces recommandations introduisirent pour la premiére fois la notion de classes de
précontrainte: '

Classe I : Béton entiérement comprimé en tout point de la section.

Classe II : Béton tendu a contrainte de traction limitée, inférieure a la résistance a Ia traction
du béton.

Classe III : La valeur de la contrainte de traction n'a pas d'importance {(comme en béton
armé) sous charges de courtes durée, mais ne dépasse pas la valeur de la classe II sous charges
permanentes. On pourrait appeler cette classe, béton armé précontraint.

L'administration & son tour, introduisit la notion de classes de précontrainte (sous la
dénomination de genre au lieu de classe) par l'instruction provisoire du 13 aoit 1973.
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Comme cette instruction a été remplacée par le BPEL, nous passerons directement a ce
dernier qui a repris la notion de classe (et non de genre) en définissant:

- La classe 1 , qui est d'un recours exceptionnel pour des ouvrages tels que tirants, parois de
réservoirs circulaires, piéces treés sollicitées a la fatigue, pour la quelle aucune contrainte de
traction »’'est admise, sous l'effet des combinaisons rares.

- La classe 11 , qui est destinée plus particuliérement aux éléments exposés a une ambiance
agressive (cas de certains batiments industriels) et 4 ceux qui comportent de nombreux joints.

Elle se caractérise par une contrainte de traction admissible.

- La classe 111 , Intéresse essentiellement les piéces en atmosphére peu agressive tels des
¢léments de batiments courants.

Sous l'action des combinaisons quasi permanentes la contrainte de traction est limitée; dans
les autres combinaisonz, il n'y a pas de limites a la traction du béton.

On se place dans le cas général c'est-a-dire la flexion en classe II et III, ou des contraintes de
traction sont permises 4 l'inverse de la classe I ou aucune contrainte de traction n'est permise, cas
qui peut étre déduit de celui qu'on va étudier. Le calcul de la section se fait en supposant celle-ci
non fissurée.

Les variables de décision doivent satisfaire les conditions suivantes, en imposant deux
chargement statiques.

M, : Moment minimal a vide.

et My : Moment maximal en charge.

d. Les inéquations a vérifier seront:

oy Ois c
o, o, s

§ S.] o' .SZ .

3 : R
|
. en charge
| / (lie 3 Mm)
L/
i/
; avide

(lie 3 Mp)

7 ]
. .
ol---2
L
oz
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On a les deux (02) contraintes :

o (v :%+(p.e0+M) l;- et y=v (>0)

v’
c(v’):%—(p.e0+M).-I— e y=v (<0)

En tenant en compte de la limitation des contraintesde béton aux niveaux des fibres extrémes

de la section, c'est-a-dire;

Jﬁbre sup. : Gis <0, < Ogs
et
fibre inf. Ot <G, <0

Ce qui se traduit par les quatre (04) inéquations déja prévues:

Soit:
Etat a vide (sous M)
. P _ P Peyv Mpv _
Fibres inférieures : %, =5 1 " 1 < G, (1)
P Pey. M. -
Fibres supérieures : o, = BT IOV + ’Inv > o 2)
Etat en charge (sous My;).
) i P. Peyv My, v -
Fibres inféneures: G, = B IO A NII > oy (3)
P Peg. My -
Fibres supérieures: %, =3 + IO LA ;,[v < o, “

Ou e est pris en valeur algébrique par rapport au centre de gravité de la section considérée,

et comme contrainte admissible, o;, O, O; et Oc, a bien définir avant tout ou oy; <0 et Gy,<0

Remarque:

En, reprenani les notions de moment maximum et de moment minimum, NOUs POUVORS
essayer de déterminer la précontrainte minimum P et l'excentricité qui lui est attachée.

Voir annexe 1. Formule de prédimensionnement du BP.E.L.

Il peut alors se présenter deux cas de ﬁgﬁre:
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Cas 1:

L'excentricité calculée est réalisable, c'est-a-dire que les cibles excentrés resteront i l'intérieur
du béton. Nous dirons que la section est sous critique voir figure -a-.

Cas 2:

Tandis que si l'excentricité calculée est tel que le cble serait & l'extérieur du béton et on
n'auraient pas l'enrobage suffisant pour éviter la corrosion, dans ce cas la section sera dite:
sur critique.

Et l'excentricité sera alors limitée a la valeur e =-(v' - d') voir figure -b-.

(+) T

J

v,
5 G

_ - - - —_ e — - - - - —

I :
! e - vl_ LAYl

V' 0_ (v=d) :
' - -
. .4 a7

Fig. -a- Fig. -b-
Section sous critique Section sur critique

Comme 1l est claireet évident que si l'on procéde a un excentrement de la force de
précontrainte on diminuera automatiquement l'effort de précontrainte a utiliser, voir Annexe 1,
-Formule de prédimensionnement du B.P.E.L-, cela nous améne a prendre comme excentricité du
cable de précontrainte, la valeur limite qui est égale a eq = -(v' - d').

Ou d' : étant l'enrobage, c'est-a-dire la distance minimale entre le centre de gravité du céble
moyen et la surface inférieure de la poutre.

EXFEMPLES DE POUTRE ISOSTATIQUE:
Les poutres isostatiques, :sur deux appt: simples;, sont trés courantes de leur simplicité de
calcul et de mise en oeuvre par rapport a une poutre continue.

Elles ont I'inconvénient d'avoir une déformée plus importante a inertie égale.

Les sections des poutres les plus courants vont de la section rectangulaire pour les dalles
pleines ou les ponts-dalles aux poutres en Té ou double T€, quel que fois aux poutres-caissons ou
dalles alvéolées (figure ... ).
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Poutre Té Double - Té

rectangulaire

Poutre - caisson Dalle alvéolée ou élégie

Le choix de telle ou telle section est fonction de l'utilisation de la poutre, de son coiit et de la
portée.
Ainsi pour des ponts de petite portée, on pourra utiliser la dafle-pleine ou alvéolé, pour des

portées plus grandes, des poutres en Té ou I ou double Té€. Pour les grandes portées, on utilisera
des poutres double Té ou des poutres caissons.

Pour notre probléme nous traiterons le cas d'une poutre en double Té d'un pont i poutres
sous chaussées indépendantes.

Pour ce cas on cherche a optimiser la structure, ceci consiste 4 maximiser ou minimiser
certaines fonctions objectives 4 partir de la détermination de toutes les variables de décision de
notre probléme pour finalement pouvoir passer a I'étape de la construction du modéle.

Il est & noter qu'il est indispensable de respecter toutes les contraintes sous les conditions de
chargement statiques bien définies.
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IV.2 Formulation du programme d'optimisation multicritére:

» Cas d'une poutre en double Té sous chaussée indépendante:

Le but de notre optimisation est de sélectionner et trouver toutes les variables de décision citer
ci-dessous d'une poutre en double Té. Schématisée voir figure IV.2(a).

Celle ci est soumise a une force de précontrainte, force déduite aprés supression de toutes les
pertes qui peuvent se présenter.

Il s'agit d'optimiser le volume de la poutre, en d'autres termes la section B étant donné que la
portée L est connue de plus de la valeur de la force de précontrainte P des cables de

précontrainte.

Dans le sens de minimiser a la fois la surface de la section B et la force de précontrainte P des
cdbles. Deux chargements statiques extrémes de la poutre sont considéres et produisent les
moments de flexion M, et M), ou : My, : moment a vide et My : moment en charge.

Nous prendrons comme variables de décision les dimensions respectives, de notre poutre.
b; = X; : Largeur du talon de la poutre.
bg = X5 : Largeur de la table supérieure de la poutre.
e; = X3 : Epaisseur du talon
eg = X, : Epaisseur de la table.
by = X5 : Epaisseur de I'dme.
h = Xg : Hauteur totale de la poutre.

Voir figure IV.2 (a).
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IV.2.1 Calcul des caractéristiques géométriques:

A

B
|
I
! bg = X2 i
i i i
&=Xs | R
& V= (3ot
z, G
‘ h=
I | bo=Xs %
yg V= |
&=X3 ‘ @ ;
0 x
bi=X !
Fig. IV.2 (a)
Al - - qq)
Ou yg est compté 2 partir de la base inférieure, axe ox'
a - Détermination du C.D.G de la section ainsi définié:
*yG1 = (¢ /2) et Aj = (ej by)
*yYyGr = (h - € /2) et Az = (es bs)
*yg3=(h-es-¢)2 +ej=(h-es+e)2 et A3=((h-e¢-esbp)
D'ou:
i=3
2yi. A
_ =l
Y6 = iz
2A;
i=1

2 2 2
eibi +(h — €5~ ei).bo +esbs

% eib; +(h - e—s).esbs ¥ w(h— es—ei) by

¥g =
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Et aprés développement des calculs on trouve F'expression :

¢? ¢l by . 2
) 7‘.(bi—bo)—?s.(bs—bo)+h-es-(bs—b0)+?.h
7T ei(bi — bg) +eg(bs — bo) + by

Dans le cas particulier ou : b; = by et by = bg = section rectangulaire (bg .h) on aura en

employant la formule donnant yg.

A y
b
ot
= = — — % —
YG= Thby | 2 3
. . . yg=h2!
résultat & trouver dans le cas d'une section !
rectangulaire de hauteur h.
r bo “
Avec :
V'=yg distance a la fibre inférieure.
Et:
V=-yg+h distance i la fibre supérieure.
b - Aire de la section:
B=¢g;.bjte.bs+(h-e5-¢)by
¢ - Calcul du moment d'inertie de Ia section en double T¢é considérée:
3
; s (h —6s— ei)

€ € = c
Iz=I=bj 7 +bjelyg -V +bs o+ bees (yg +h- )b — -

(hoe.se) T
+bg (h-e-¢) L(h—eLe])-YG] -

: 2
Ou bien ;
3 3 3
€5 . G2 €5 , €s.2 (h‘es‘ei)
=1, =b; — +b; (v - ) + b —+ V' +h-=Y+by—m—
I=1z=b 2 b; (v 2) by 12 bses(v h 2) bo 12

((h-e.+e; ?
+b0(h-es-ei)t£}-1--£25+—el)-v’J.
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On notations avec les X, 1= 1,6 soit:

3

(X6-X4-X

)

3
X D ¢ X , X4
fz=X1 3 + X1 X - H X Tt XX (v K- S0 Xs

12

(X6~ X4 +X;3) ¥
+X5(X6-X4-X3) —V'J .

2

Et:
e? b
- (b; - bo) +[h- e_;J-(bs ~b)es+ " h?

V= -
&;{b; —b) +e(bs —bg) + hig

Soit avec les notationsen X; ,i= 1,6

XZ

X4 X
-23—(X1 - Xs) +(X6 - 7)()(2 - X5).X4 +75Xg
V=
X3(X) ~ Xs5) +X4(X; — Xs) + X6Xs
Et:
B=¢j.bjteg. byt (h-e5-¢)bg
Soit finalement:

B:X3.X1+X4.X2+(X6-X3-X4)X5

d - Transformation des quatre inéquations limitant les contraintes de traction et de

compression:

1-  PI-PB.egv' - BMVv' -BI aci <0

2-  PI+PB.eyv+BMyv-Blo, 20

Et:

3-  PI-PBegv'-BMyv -Bls3, 20

4-  PI+PB.eyv+BMyv-Blo, <0
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e - Fixation de I'excentricité eg i sa limite - section surcritique:

Avec ep =-(v'-d") cas d'une section surcritique.

Pour avoir la précontrainte minimale possible en introduisant cette nouvelle égalitée dans le
systéme précédent on obtiendra le nouveau systéeme: -

1- P(I+B(v'-d')v')-Bva'-BIECisO

2-  PI+B((V-d)(V-h))-BMy(v -h) - BI Ets >0
Et:

3- P@I+B(-d)v)-BMyv'-Blo, 20

4- P({A+B(v-d)(v-h))-BMp(v -h) - BI 5c5 <0

Ou d' : est I'enrobage dont la valeur doit étre précise pour chaque exemple fixé.

11 est & noter qu'on peut prendre comme parameétre la hauteur h : de la poutre

f - Critéres d'optimisation (Fonctions objectifs):

Dans notre probléme on optimisera les deux fonctions objectifs dans un sens de la minimisation

de leur valeurs respectifs.

Soit alors:
[B= e;b; +ebg +(h—eg—e; )by = By
) et
_ 1 -
b p Mm,, +pB.Voy, My + v O
eemmeopveveed © Lo
L ' BV’
Autrement:

(Bz X3X1+X4X2 +(X6—X3-X4)X5 = Bmin

P= Psur = I min
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g - Domaine d'appartenance de chaque variable de décision de notre section en dcuble
Té:

. . . ,
Soit L : la portée de notre poutre isostatique q (KN/ml)

Et soit q : une charge d'exploitation classique :
de pont route (10 a 15 KN/m?) | L |
I |

e Pour ce type d'owfrage, la hauteur de la poutre est de Fordre de : 1/15 & 1/18 de la portée, soit :

1/18 . L<h<1/15.L pour des portées courantes de (20 a 50m)

» L'espacement entre axe des poutres est de l'ordre de : 2,5 m a 3,5 m en fonction de
I'épaisseur du hourdis.

- Table de compression:

e La largeur de la table supérieur de la poutre préfabriqué est de l'ordre de 0,5 @ 0,7 A soit:
0,5h<bg<0,7h
L'épaisseur (eg) fonction de sa portée et de sa nature (B.P.):

- entraxe poutre B P,

25m 17 cm
3m 18 cm
35m 20 cm

(Epaisseur minimum 16 cm)

- Ame:

Epaisseur minimale, 3 fois Ie ¢ d'une gaine, bg =20 4 25 cm.

- Talon:
Le role du talon de la poutre est:

- De contenir les cables en partie inférieur de la poutre en respectant les conditions
d'enrobage.

- De résister 4 la compression dile au moment minimum, cette derniére condition s'écrit
en section sous critique ou sur critique:

| AM
— > —|
A% AO’i
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En se fixant une hauteur du talon

Ou bien déterminé sur la base du modéle représenté ci-contre pour la quelle:

I
— =B,Z ( Vo B;Z) enadmettant Z ~h.

B — - — =

En notations avec les X; ; i = 1,6 on aura:

e Pour une portée donnée "L" de la poutre isostatique:

h=Xe est tel que : —I—Lgxﬁg——L

L : estdei'ordre de 20 a 50 m.

» L'espacement entre axe des poutre est de l'ordre de 2,543,5m

eb,=X, est tel que : 0,5 . X<X,<0,7. Xg

Apres avoir fixé une valeur de X¢

ee, =X, est tel que :

Entre axe poutre X4 .
2,5m 17 cm.
3m 18 cm.
3,5 m 20 cm.

X4 minimum est de I'ordre de 16 cm
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* by = X5 épaisseur minimale, 3 fois le ¢ d'une gaine,

X4 est de l'ordre de 20 a 50 cm.

ob; = X et ¢; = X5 déterminées de sorte a:

1) De contenir les cdbles en partie inférieur de la poutre en respectant les conditions
d'enrobage.

2) De résistance a la compression due au moment minimum.

Condition qui s'écrit :

I AM
— > —
A\ AO’i

En se fixant une hauteur du talon ¢; = X3.
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Iv.3 Algorithmes de résolution et programmation:

IV.3.1 Méthodes basées sur I'approche min - max:

Cette partie sera consacrée aux méthodes développées sur les bases de l'approche min - max.
Ces méthodes sont trés utilisées et offrent a l'ingénieur un ensemble de solutions optimum paréto
souhaitables et la solution de meilleur compromis.

Nous allons tout d'abord d'écrire deux algorithmes qui permettent de comparer des solutions et
ainsi de sélectionner un ensemble de solutions optimales paréto et l'optimum min - max. Ces
algorithmes peuvent étre effectifs pour toutes méthodes d'OMC qui générent un ensemble de
solutions admissibles.

Une méthode de recherche au hasard sera présentée.

On verra ensuite comment ['approche min - max peut étre utilisée pour obtenir un ensemble
(réparti uniformément) de solutions optimum paréto, un ensemble de solutions qui sont dans le
voisinage d'une solution souhaitable, et une solution qui satisfait les buts supposés (avec ou sans
priorité).

L'utilisation de cette approche fournit 4 l'ingénieur un nombre de solutions quelque soit la
situation conflictuelle et lui permet ainsi de trouver une solution satisfaisante de maniére efficace.

Pour traiter un cas concret d'optimisation multicritére nous nous somme servis d'un programme
développe par Melle YENOUNE [réf. biblio.16] et que nous avons adopté au cas des poutres en
béton précontraint. Ce programme est basé sur une approche dite du min-max.

IV.3.2 Deux algorithmes pour comparer des solutions:

On suppose que I'on a une méthode qui génére un ensemble de solutions vraisemblables. Pour
I'OMC, on veut sélectionner dans cet ensemble un sous ensemble qui contient seulement les
solutions optimum paréto et la solution optimum min-max on va décrire les algorithmes paréto et
min-max qui nous permettent de faire cette sélection.

Pour résoudre un probléme, l'ingénieur est souvent obligé de préparer une méthode, pour un
probléme spécifique, qui donne un ensemble fini de solutions réalisables 4 comparer. Les deux
algorithmes peuvent étre utilisés avec cette méthode.

IV.3.2.1 L'algorithme paréto:

Cet algorithme qui sélectionne des solutions optimum paréto d'un ensemble donné de solutions
envisageables a été proposé par Gerlash (1980} et est basé sur le théoréme de contact suivant :

Il faut d'abord définir un cone négatif : c'est I'ensemble dans ;

Ek/C ={f eEK/f<0)
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Le théoréme de contact est donc : un vecteur f¥est une solution optimum paréto pour un
probleme d'OMC si
(C+f¥)~F={f*}).
L'llustration graphique de ce théoréme est donné par le schéma ci~dessous : (cas d'un exemple

a deux fonctions critéres) considérons deux solutions x!et X2 pour les quelles on peut avoir deux
cas spécifiques:

o 1E) (D) £2(%) (2)
Pf( )_((2)) = A f( i(l))_
I ) i ) £( g(z))

// 0

i (%) fi (%)

1- (C+F &) (C +F (x%)
2- (C +F (xY) o (C +F ).
On note :

bt Y | 1. :

X =[x1,........ , Xn]' : un point de x.

FxH=mm &, ... .. , fi (x")IT : vecteur fonction objective.

_P - p_ p_ T. -ame . . . .

Xy=[xg5,........ , Xyl i laj solution optimum paréto.

ff = [flpj e , f]fj]T : vecteur fonction objective pour la j¥Me solution optimum

paréto.

Maintenant le probléme est de choisir parmi un ensemble donné de solutions:
L={,....,4...... 12}, l'ensemble des solutions optimum paréto J = {1, . ., j, . . .
52}
Le concept principar de l'algorithme paréto est le suivant:

il . | [y . . . , .
Soitx"'une nouvelle solution a considérer. Si dans I'ensemble des solutions optimum paréto il

existe une solution x? tel que:
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{

- x? satisfait (1) alors x’ remplace x i

- x? satisfait (2) alors x' est mis de coté.

)
Si aucune solution de I'ensemble paréto ne vérifie ni (1) ni (2) alors X devient une solution
optimum par¢to. Les étapes de 1'algorithme sont les suivantes :

1 -Lirek,n, 2
2-Posonsfiil'=oo pour i=1........ ketja=1
3 -Posons /=1.

4 -Lire X’ et f(x')

S -Posonsj=1.

6 -SiVielf(x')<ffalorsx§=% .

Et f jp =f(x') etallez en 10, sinon allez en 7.

7 -Sivielf(x')> f'i_]iJ alors allez en 10, sinon allez en 8.

8 -Posousj=j+1.

9 -Sij>jPalorsj@=j2+] et %’a =x et ?}’a =f (;EI) et allez en 10, sinon allez en 6.

10 - Posous /=17+1.
11 - Si /< P alors allez en 4, sinon allez en 12,

12 - Ecrire x| et £ pourj=1,2,....... .

La subroutine paréto peut étre utilisée avec toutes méthodes générant x et f (SEI) © un
ensemble de solutions.
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\

t=te1 te@ S/ print 7717 tor 51,2, [°

R P T
T D) e i

-Diagramme de I'algorithme paréto-

(k? est un nombre qui indique le nombre de fondations telles que : f; (;’) < fi.li) )

IV.3.2.2 L'algorithme min-max:

Son but est de choisir parmi l'ensemble des solutionsL={1,2, .. .. ... A}
La solution optimum min-max, on suppose que le vecteur idéal f° est donné.

Les étapes de cet algorithme sont les suivantes :
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8 - Remplacer Vi* parvijpouri=1,...... .k et retenir cette solution comme optimum si

vi<Vidre{2...... (v <ViVSefl,....... 1} (vg= V3 )

OuVvy.......... V; est 'ensemble des valeurs optimales des incréments relatifs.
9-Posons /=1+1.

10 - Si/ < /2 alors allez en 4, sinon allez en 11.

11 - Ecrire x*, I¥, T (x*), Z (x*).

La sobroutine min max peut étre utilisée par toutes méthodes qui générent x’ et T(x').

Signification des différents paramétres présents dans les algorithmes:
* L'algorithmes paréto :
- K, : il est utiliser pour savoir le nombre de fonctions qui vérifient f} (E") < fi})
- j@ et P : Représentent respectivement le nombre de solutions optimales paréto et le
nombre de solutions "quelconques”.

* | 'algorithme min-max :

- bj : dans les étapes de récurrence, on enléve au fur et 4 mesure des indices -chapitre II,
optimum min-max-.

Sib; = 1 on ne considere plus I'indice "1i" dans ia formule de récurrence.
Si b; = 0 on le considere encore.
- On cherche a minimiser Ies incréments relatifs.

Donc : soit un ensemble de points vérifiant la premiére formule de récurrence, la deuxiéme

: T . * 2 , yge e . *
étape éliminera les points tels que v; > v, , la 3°M€ étape éliminera les points tels que v3 > v3. . .
. .car ils ne minimisent pas les incréments relatifs.

IV.3.3 Méthodes pour chercher I'optimum min-max:

Deux sortes de méthodes de minimisation de fonction peuvent étre distinguées:
1- Des méthodes d'exploration.
2- Des méthodes séquentielles.

On s'intéressera aux méthodes d'exploration.
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1V.3.3.1 Méthodes d'exploration:

Dans cette méthode, un point est obtenu au moyen dune régle qui néglige les résultats
obtenus auparavant.

La régle consiste en une méthode de recherche systématique dans laquelle: on crée une grille
avec des points espacés entre eux mais suffisamment proche pour définir un minimum et on
calcule la valeur de la fonction objective pour chaque point de la grille.

Ces méthodes (moins précises que les méthodes séquentielles) peuvent résoudre toutes les
sortes de problemesde programmation non lin€aire.

Un exemple de ces méthodes est la méthode Monte - carlo dans la quelle un certain nombre de
points sont choisis au hasard parmi le domaine des variablesCeci peut se faire par la formule :

a b_.a ;
X = X; +6; (x{ - x{) i=1.. ... .
Avec : x; : Valeur sélectionnée au hasard.

x&

: Limite inférieure estimée ou donné pour x;.

x? : Limite supérieure estimée ou donné pour ;.

0; : Nombre "au hasard" tel que 0 < §; < 1.

Si on decide de genérer les valeurs des variables pour 12 points, on génére §; nombre "au
hasard" pour chaque points et on utilise la formule précédente pour obtenir les x;. On teste chaque
point généré et on l'élimine si ce n'est pas une solution admissible, sinon on évolue la fonction

" objective pour ce point.

Le meilleur résultat est pris comme le minimum -on peut ensuite décrire un nouvel ensemble de
nombres au hasard générés pour chaque /2 points- on va décrire deux méthodes Monte-carlo
utilisées pour trouver l'optimum min - max.

a- Méthode 1:

Cette méthode est basée sur une double exploration de I'aire de I'espace des variables, tout
d'abord pour chercher le vecteur idéal f° , ensuite pour chercher le min - max optimum.

Voici l'organigramme.
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i

E 3 A Pz tor i=1,2,.
START Read k.n,l°,1°_Hv.l =0 =00 tfor L2,k
={lj -
Generate a randem point x 1 (]

—

\

[=l+1 g1
N
=1

Genergte o random point X
.

the point M

in the feasible
region?

the point F

w, the-teastble,
regon?

“}ALL mnMax Cengtt T g0 TR T,

- Diagramme général pour la méthode Monté-carlo N 1-

¢a peut étre décrit comme suit:
Faire les étapes 1,2, 3,4, pour/=1,2, . .. .. .. A,
1 - Générer un point au hasard X*
2 - Si le point x' n'est dans la région envisageable allez en 1 sinon allez en 3.
3-Bvaluez f; (x')pouri=1,2,....... k.
4 - Remplacez f; par f; (x') pour Vi tel que £ (x) < f; .
Faire les étapes 5,6, 7, 8pour/=1,2,....... R,
5 - Générer un point au hasard x!

!

6 - Si le point x' n'est dans la région envisageable allez en 5 sinon allez en 7.

7 - Evaluez f; (El) pouri=1,2,....... k.

8 - Appelez subroutine Min Max pour vérifier si le point x est l'optimum min - max.
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b- Méthonde 2:

Dans cette méthode, on expiore la région de l'espace des variables une seule fois et on crée,
durant cette exploration, un ensemble de solutions optimum paréto et cherche le vecteur idéal f° .
En suite, on examine cet ensemble et on vérifié quelle solution est l'optimum min - max. Voici
l'organigramme.

@ foecd no & 8B Tw [ £ G2k
Wi 1—_|

(”) —1 =1 Generate o mandom point X

Evaluate fix

s
the point ZY

in the feasible
region ?

zolid, b iziel 16k #_‘

N
- |
kALL pareTo (k,n, .20 7Dy (P 21 |1

|
|
- - a - =P
CALL MINMAX (k,n.l.l'.f.i‘”.‘(?“’a.i‘.f('f').z(x').vrj}—-FvC“U““‘ )

Print ¥°,1% !(?').z(x') !

- Diagramme genéral pour la méthode Monté-carlo N 2-

Cette méthode peut étre décrit par:
faire les étapes 1,2, 3,4, 5pour/=1,2, . ...... R
1- Générer un point au hasard x|
2- Si le point x' n'est dans la région envisageable allez en 1 sinon allez en 3.
3- Evaluez f; (;l) pouri=1,2,. .. .. .. k.
4- Remplacez fio par f; (?) pour Vi pour laquelle f; (§1) < fio :
5- Appelez subroutine paréto pour vérifier si le point x est I'optimum paréto.

Faire les étapes 6, 7, pourj=1,2, .. ..., j3.
6- Evaluez f; (E? ypouri=1,2,.. ... .. k.

7- Appelez subroutine Min Max pour vérifier si le point x? est 'optimum min - max.
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‘Cette méthode utilise plus de mémoire que la 1€, l'ensemble des solutionsoptimales paréto
devant étre emmagasiné. Bien siir, 6n peut vouloir connaitre cet ensemble afin de prendre la
bonne décision mais si I'ensemble est grand, il devient difficile d'examiner toutes les solutions, on
peut réduire cet ensemble en introduisant des contraintes additionnelles:

f; (x)< fio i=1....... k o fio est choisi par le décideur.

La 2¢me méthode sera plus efficace pour des problémes ayant un grand nombre de contraintes
car le nombre de solutionsoptimales paréto sera assez petit. La 2°M¢ méthode offre aussi ia
possibilité d'avoir une représentation graphique.

IV.3.4. Informatisation des méthodes monté-carlo:

Programmation:

Dans cette partie, on va écrire un programme en fortran afin de résoudre le probiéme
d'optimisation muticritéres pour des modéles non linéaires dont les variables (discrétes ou
continues) sont soumises a des contraintes d'inégalités, on va utiliser les méthodes 1 et 2 décrites
dans la partie précédente c'est a dire les méthodes Monté-carlo.

IV.3.4.1 Structure du programme:

Le programme est constitué d'un programme principal et de six subroutines, paréto, min max,
odchyl, gen, OGRN et FCEL.

1- Le programme principal organise les données d'entrées et de sorties, géneére 'ensemble
des solutions envisageables et recherche le vecteur idéal T '

2- La subroutine paréto sélectionne l'ensemble des solutions optimales paréto de
I'ensemble précédent on utilisera les symboles suivants :

K=k,N=n,JA=j2, X=x',F=T (x'),xp=x} FP=F}

3- La subroutine min-max sélectionne la solution optimum min-max de I'ensemble des
solutions envisageables, on utilisera les symboles suivantes:

"L=1,LZ=/* Fy=1°,%5 = x*,Foz;=T (x*),DF,=( Z(x*)) , ID, = v, x 10ica
La subroutine compare les incréments relatifs de la fonction avec une précision correspondant

au nombre de décimal imposé par la variable ICA.

4- La subroutine odchyl calcule les incréments relatifs pour min max.

5. La subroutine GEN genere les valeurs aléatoi.>s de K(I).

6- Les subroutines FCEL et OGRN introduise le probléme d'optimisation dans le
programme.



Chapitre IV : Optimisation des poutres isostatiques précontraintes 99

IV.3.4.2 Les variables:

1V.3.4.2.1 variables d'entrée:

N : Nombre de variables de décisions
M : Nombre de contraintes d'inégalités.
K : Nombre de fonctions objectives.
ILA : Nombre de points générés.

ICA : Précision pour comparer les incréments relatifs.

MET - {1— methode 1
" |2- methode 2
IPR : Si IPR = 0 aucun résultat intermédiaire.
Si IPR # 0 imprime toute solutions dans la région envisageable.
IX (J) : Nombre de valeurs discrétes que la j¥M€ variable peut prendre.
Si on a a faire: 4 une variable continue IX (J) = 1.

XA (J, I) : valeurs discrétes de la variable Xj avecI=1,2 ... .. ... X ).

I1V.3.4.2.2 variables de sorties:
Le programme sort:

e Les résultats de tous les points générés qui appartiennent 4 la région envisageable,
(partié qui a été éffacée du fichier resultat a cause d'un manque d'espace, et de la non nécessitée de
toutes ces valeurs). '

¢ En particulier le programme affiche toutes:
- Les solutions optimales paréto, avec.

- Toutes les variables de décision qui leurs correspondent (toutes les solutions optimales
paréto vérifient les contraintes inégalités. Il est alors inutile de les afficher) d'une part.

D'autre part : Ce méme programme
¢ La solution optimale min-max: affiche :
- Valeurs des variables de décision.
- Valeurs de fouctions objectives.
- Valeurs des incréments relatifs de chaque fonction.

- Valeurs des contraintes d'inégalités.
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IV.4 Discussion des résultats:

IV.4.1 Influence du nombre de points générés:

Dans cette partie nous étudions l'influence du nombre de points générés ou solutions faisables
par l'algorithme de Monté-Carlo, sur I'ensemble de paréto.

Pour cela nous avons choisi une poutre isostatique en béton précontraint que nous décrivons
ci-aprés.

IV.4.1.a Description de notre exemple N° 1 (Section en double T¢):

1,00
020 ) ‘
+ prodult M max /\ ; '

‘ 7\ !
r(ﬂllit M . ¥ L4 A"4 A4 y y X i
0,30 120 ° i A 7

— e
I=20m
0,30
'di-0.10
0.80

Il s'agit d'une poutre isostatique de longueur / = 20 m soumise aux sollicitations My, (poutre
non chargee) sous son poids propre seulement.

Avec : My, = 0,85900 MN.m et a un moment maximal My, = 1,640 MN.m sous un
chargement réparti uniformément.

La section est en 1 comme indique ci-dessus.
Avec comme contraintes admissibles :
Gy = -3,8 MPa , O =-2,7 MPa ; Gpg =21 MPa 0t = 19,2 MPa.

Avec un enrobage des cibles de précontrainte égale a d; =0,1.
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Les données de notre probléme sont :
M, = 0,85900 MN.m
My = 1,640 MN.m

{cts = -3,8MPa

65 = —2,7MPa

et:

{ccs = 21 MPa
o = 19,2 MPa

{dl = 0,10 m
L= 20m

oufyg=35MPa et f,j4=32MPa

Ots =-1.5 f114 =-1,5.(0,6 + 0,06 f14) = -3,8 MPa
oy = -fi28 = -(0,6 + 0,06 f.2) =-2,7 MPa

Ocg = 0,6 foog =21 MPa

Oq = 0,6 f14=19,2 MPa

Introduit dans cet ordre dans le fichier de donnés on introduit de plus les données suivantes :

n : Nombre de variables de décision -

m : Nombre de contraintes d'inégalité :

k : Nombre de fonctions objectives :
Nombre de points générés :

Précision :

6.
4.
2.
100, 1000, 5000, ......
5.

Meéthode : 1, 2 (2 de préférence : cette méthode utilise plus de mémoire que la 1€, I'ensemble
des solutions optimales paréto devant étre emmagasiné.

Bien sur on peut vouloir connaitre cet ensemble afin de prendre la bonne décision.

La 2¢me méthode sera plus efficace pour des problémes ayant un grand nombre de contraintes
car le nombre de solutions optimales paréto sera assez petit.

La 2¢6me méthode offre aussi la possibilité d’avoir une représentation graphique.

Sortie intermédiaire : ipr =

Siipr=0 aucun résultat intermédiaire (c'est pas intéressant).

Siipr # 0 imprime toutes solutions dans la région envisageable.

Pour notre exemple on choisira :

ipr = 1(2¢me ¢ys),

Soit alors le tableau des résultats obtenu pour les différents cas de nombre de points générés de

100 jusqu'a 10000.
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Tableau N° 1:

Nombres de Nombres de Solution min-max (A ,P)
solutions générées | solutions de paréto
100 17 A =0,67397m?; P =1,1464 MN
1000 33 A =0,66496 m?; P=1,1852 MN
5000 51 A=0,66015m? ;P =1,1703 MN
6000 52 A=0,66015m2;P=1,1703 MN
8000 59 A=0,66015m?;P=1,1703 MN
9000 62 A =0,65913m?; P =1,1702 MN
, 10000 64 A=0,65913 m*;P=1,1702 MN

Cas pour lequel les bornes inférieurs et supérieures sont :
0,78m<X; <082 m.
0,98 m<X;<1,02m.
0,28m=<X3<0,32m.
0,18m<X3<022m
0,28m=<X5<0,32m.
L20m<Xg<L/14 m.

On remarquera que d'aprés le tableau n° 1 des résultats sur 'ensemble des solutions de paréto
obtenus en faisant varier le nombre de points générés ila de

ila = 100 jusqu'a ila = 10.000.
Qu'a partir de ila = 8000 on a a peu prés toujours le méme ensemble de paréto.
Conclusion:
Il nous sembie intéressant de retenir de travailler qu'avec 10 000 points générées.

Nous avons d'ailleurs refait le test sur les deux autres exemples et il semble toujours intéressant
de retenir que 10 000 points générees.
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IV.4.2 Discussion sur la forme de I'ensemble de paréto:

1V.4.2.1 Déscription de I'exemple n°3:

Hl s'agit comme précédemment d'une poutre en I isostatique de longueur / = 41,5 m sous deux
chargements statiques réparties uniformément, en effet un chargement & vide sous son poids
propre seulement c'est-a-dire sous M, et un autre chargement sous My, sous l'action d'une charge
d'exploitation qq qui produit le moment Mg

ol My = 5,3 MN.m et My = 12,2 MN.m (Mpyp = Mp+Mgy)
avec comme contraintes admissibles :
Oig=-3,6 MPa ~ ;o =-2,4MPa ; Ocg = 18 MPa ; Oci = 15 MPa.

Avec un enrobage des cables de précontrainte égale 4 0,14 m.

a - Schéma de la section: b - Schéma de la portée de la poutre et
chargement correspondant

1,30
020 produit M) T |
it M N\ o
pr m m ﬂ!- w o L4 o x h 4

0,24 ’ 7777
2,5 |
l=415m ?
0,30
‘di=0,14
0,70

Cas pour lequel les bornes inferieurs et superieures sont :
0,65m<X;<0,75m.
1,25m<X5<135m.
0,25m=<X3<0,35m.
0,18m<X,<022m,
0,22m<X5<0,26 m.
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L20m<Xg<L/14 m.
Pour le cas traiter avec 10 000 points générés (ila = 10.000).

On remarque : que d'aprés le graphe donnant p = fonction (A) pour les points représentants les
solutions optimums, paréto tirées de 'ensemble des solutions générées, qu'il s'agit d'un ensemble
de points qui s'aligne sur une courbe de forme Ayperbolique.

Voir graphique : donnant la représentation de 'ensemble des solutions de paréto.
Du tel sorte qu'il soit proche du point O intersection des deux axes de coordonnées.

La solution min-max par définition : Elle est la plus proche de la solution idéale sachant cela ¢a
veut dire que la solution min-max se situe au niveau de l'axe de symétrie ou au barycentre de
I'ensemble de paréto c'est a dire que c'est le point le plus prés de O (0, 0).
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Représentation_de I'ensemble des solutions pareto.

4.50

0.80 0.90 -1.00 1.10
40533 2

BNGD

10,8033 | 030986 .|

LOCALISATION DE LA SOLMINMA
AVEC,ILA=10007 y
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IV.4.3 Cailcul pratique pour Ia détermination de la précontrainte d'une section en

double Té:Exemple N° 2

Ici nous comparons les résultats obtenus par un calcul manuel & ceux données par le

programme.

En premier lieu on s'intéressera a un calcul manuel de la poutre indiqué ci-dessous.

Poutre qui est semblable a celle de I'ensemble N°1 a retenir sauf les deux dimensions

particuliéres:

h=Xg=15m et [=278

Voir schéma de la poutre, ou tous les données sont bien indiquées de plus des contraintes de

traction et de compréssion.
Données:
O-Ci =Gcs = 14MPa
G;i =0

Genrel: {_
Gts =0

qg = 18,5 .10 MN/mi.
Qs = 22,85 .10-3 MN/ml.

1,00
- ; -
0,20 1
\Y
030 51,50
i
\'A
0,30 ; :‘ :
' ——— 3 | ; '
s I 21
j idi=0.10
0,80

produit M ps

produit M

” N

[

X,

7\

—f——

be—— je——

I=278m

Pour démarrez, il faut calculer les caractéristiques géométriques de la section : C; , Cq, Vj, Vg

, I, B puis Mpg et M, enfin P.
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IV.4.3.1 Caractéristiques géométriques:
B =0,80x0,30+020x1,00+(1,5-02-0,3).0,3=0,74 m>.

*V;=V'=0,75135m (Voir formule de V' au chapitre IV.2.c)
D'ou :
Vo=V=h-V=Xg-V'=0,74865m

¢1=0,19912 m* (Voir formule de I au chapitre IV.2.c)

I
oCy= BV, =0,35813 m
Vi

I
o= BV, - 0,35942 m

'8
1V.4.3.2 Détermination de Mpq et M.
® My, , il faut calculer qg (poids permanent).
qg= 0,74.25 KN/ml = 18,5 KN/ml.
qg = 18,5.10-3 MN/ml.

2

En section mediane et I'etat a vide M = qE =M,

o | AN
/:é, R [ : état choisie en réalisant bien la condition
Qg - s X6 min < X6 < X6 max
1=278m
. /2
D'ou - M, = qgg ~ 1,787 MN.m.
Al'état en charge My = AM + M, et  gg= 22,85.103 MN/ml.

2

!
Or: AM= qs-é- = 2,207 MN.m = Mq,.

Don:  My=1,787+2,207 = 3,994 MN.m.
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IV.4.3.3 Détermination de Ia précontrainte et vérification des contraintes d'inégalités:

Données :
B=0,74 m2
[=0,19912 m*
Vi=V'=0,75135m
V=V =0,74865 m
C;=035813m
C;=0,35942m
M, = 1,787 MN.m.
Mpg =3,994 MN.m.

et: Gci =0gs = 14 MPa
Genrel o =ci= 0
di = O,IOm
D'ou : 1a précontrainte est définie par :
(o _ AM
"
- max P, = M max _ My
27 Ce+Vi-d;i  Ce+V;~d;
Soit : p= = 0,47837

BVV'

j P; = 307572 MN
D'ou : et
P, = 3,95649 MN

D'oti Py, =P ainsi P =Py =3,95649 et ep=-(V'-d;) = -(0,75135 - 0,1) =-0,65135 m

De plus les quatres inéquations de limitation des contraintes de compression et de traction sont

bien vérifiées.
En effet:
1- gi(y_() =-0,84<0 c'est vérifi¢.
2-g5(x)= 03520 c'est vérifié.

3- g;(ﬂ =0 =20 c'est vérifié.
4-gy(x) =049 <0 Clest vérifié.
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1V.4.3.4 Discussion des résultas obtenus avec un calcul pratique 4 la main et un calcul

automatique en utilisant Ia méthode d'optimisation multicritéres: pour I'exemple 2

En effet :
Un calcul de P a la main
On trouve comme résultat pour Bet P :
B =0,74 m?,
et
P =Pg,r = 3,95649 MN.
D'une part

Calcul de P en utilisant I'OMC

D'autre part la méthode d'OMC nous a permis
de trouver les résultats pour les deux fonctions
critéres B et P tel que:

B=f) = 0,74615 m?.
€t

P =f;=3,5563 MN.

Ces deux résultats sont ainsi proches les uns des autres de plus on remarque que pour les
résultats obtenues par la méthode d'OMC : une légére augmentation de B = f] et qui est
compensée par une diminution de la précontrainte P = f;. Ce qui est logique et bénéfice, d'une

part.

D'autre part pour les variables de décision et qui sont :

Pour la section de base

X1 =080 1
X2
X>=1,00 T N
Xa ) | |
X3= 030
X4=0,20 .
X5 X
X5=0,30
=15 -
Xe % _
Xy

Section dét par la méthede d'OMC
X, = 0,79864

. X2

X;=1,0010 - ;

X | |

X3 = 0,29354 ;
X4 = 0, 18227 _._3_ | Xs fxﬁ

X5 = 0,28004 _ J

=1,6516 -
X6 X3 X d |
: —_— -dp i

Xy
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On remarquera une nouveile répartition des valeurs de variables de decisions de toutes

maniéres ils restent tout de méme proches des valeurs de variables de decision de base. Et pour
chaque diminution d'une variable Xi » i = 1,6 sera compensée par une autre augmentation pour une

autre variable X; , en effet dans cet exemple X , X3, X4 , X5, dont la valeur qui 3 ét¢ dimninué
est compensées par une augmentation des variables X, et Xg .

En effet par exemple X3 = 0,30 avant transformation est devenue X3 = 0,29354 m aprés, d'une
part.

D'autre part pour Xg = 1,5 m avant transformation deviendra Xg = 1,6516 m apres.

Globalement les résultats obtenus par le programme semblent valables en comparaison a ceux faits
manuellement,
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IV.4.4 Influence du choix des domaines de variation des variables de decision:

Dans cette partie on cherche a savoir l'influence de la variation de l'ecart des domaines des
variables de decision (Xj , X5, ..., X5) sur I'ensemble des résultats tel que nombre des points de
solution de paréto. Ou variation des fonctions critéres ou fonctions objectifs, . . . . . etc.

Voir tableau de resultats ci-aprés.

IV.4.4.1 Présentation de I'exemple N° 4:

Il s'agit pour cette fois de la poutre dont la section droite est indiquée ci-dessous.

1,00
020 [ '
0,20 1,50
—_ ‘_’
- |
0,30 : | |
_ —— i !
o id=000
0,80

Poutre qui est soumise aux deux moments 2 vide et en charge.

telles que : My, : Moments a vide dont fa valeur est : My, = 1,352 MN.m.

Et: My : Moments en charge dont la valeur est : Mg = 3,283 MN.m.
Schéma:
. roduit M
SN A
7\ [ ]
produit Mm A, s
I=26m

Avec une longeur /= 26 m.
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Les contraintes admissibles de traction et de compression sont données par :

Gi.= 0
{ts Genre 1

G =0
et
{ocs = 14 MPa
Ocj = 14 MPa

Et dont 'enrobage des cables de précontrainte égal 4 d; = 0,1.
Car pour lequel les bornes inferieures et superieures sont :
0,78 m<X;<0,82m.
1,00m< Xy < 1,40 m.
0,28m=<X3<032m
0,18 m<X4<0,22m.
0,I18m<X5<022m.
L20m<Xg<L/14 m.

Parmis les variables de décision seule Xg est une variable pour laquelle le domaine est defini
par la pratique et la théorie des poutres en béton précontraint.

En effet on devra avoir approximativement L/20 m < X5 < L/I4 m pour les autres variables,
c'est a l'utilisateur de définir leurs domaines.

On travaillera avec un nombre de points générés ila = 10 000, on remarquera ainsi d'aprés ces
données que les variables ont leur domaine qui est fixé trés petit.

_ Eneffet
0,78m<X;<0,82m.

0,18 m< X5<0,22 m.

Ainsi nous allons petit a petit augmenter la taille de chaque domaine et voir ce que ¢a change
sur l'ensemble de paréto et la solution min-max.

En fixant 'ensemble des points générés a ila = 10 000 comme indiqué ci-dessus.
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IV.4.4.2 Définition des différents cas:

a-CasN°1 d-CasN°4
0,650 m < X; 0,950 m. 0,650 m<X; <0,950 m.
,00m<X;<140m. 1,L00m <Xy <1,40 m.
028 m<X3<0,32m. 0,100 m < X3 <0,500 m.
0,18m<X,<0,22m, 0,150 m < X4 £ 0,400 m.
0,18m<X5<022m. 0,150 m < X5 <0,450 m.
1,300 m< X< 1,857 m. 1,300 m < X < 1,8571 m.

b-Cas N°2 e-Cas N°5S
0,650 m < X7 0,950 m. 0,650 m < X; <0,950 m.
1,00m<X; <1, 40m LO0m<X5<1,40m.
0,100 m < X3 < 0,500 m. 0,100 m < X3 < 0,500 m.
0,180 m < X4 <0,220 m. 0,150 m < X4 < 0,400 m.
0,180 m<X5<0,220 m. 0,150 m < X5 < 0,450 m.
1,300 m< Xg < 1,857l m. 1,300 m < Xg < 1,8571 m.

c-CasN°3 avec 20 000 points généres
0,650 m<X; <0950 m

1,00 m < X5 < 1,40 m.
0,100 m < X3 < 0,500 m.
0,150 m < X4 < 0,400 m.
0,180 m < Xg < 0,220 m.
1,300m < Xg < 18571 m.
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1V.4.4.3 Tableau de résultats:

N°decas | Nombre | Solution: Min- Intervalle de P pour Intervalle de A pour
de Max (A P) l'ensemble de paréto I'ensemble de paréto
solutions [Pmin: Pmax] [Amin-Amax]
de paréto
A =0,6164 m?
1 31 et [2,8645 MN ;, 41626 | [0,55814 m? ; 0,78028 m?)
P =3,2289 MN MN]
A=0,53857 m?
2 16 et [2,8359 MN ; 3,8186 MN] { [0,50073 m?; 0,71756 m?]
P =3,1059 MN
A =0,54035 m?
3 19 et [2,8028 MN ; 3,7373 MN] | [0,50922 m? ; 0,76429 m?)
P =3,0914 MN
A =0,5055 m
4 11 et [2,7628 MN ; 3,5912 MN] | [0,4878 m? ; 0,69980 m?]
P =3,0601 MN
A =0,52873 m?
5 13 et [2,7628 MN ; 3,5912 MN] { [0,48780 m? ; 0,69980 m?]
P =3,0556 MN

Le cas N°: 5 étant le méme exemple traité qu'au N°: 4 en changeant seulement le nombre de
points, généresen penant comme valeure de ila = 20 000 (nombre de points généres) aprés l'avoir
traité avec ila = 10 000 pour constater les changements qui peuvent se produire éventuellement.

En effet :

On remarque ici que plus on relache les domaines des variables et plus la qualité des solutions
de paréto obtenues s'améliore.

En particulier on remarque que la charge p et l'aire A diminuent en méme temps. Ce qui veut
dire que parmi tous les cas traités, il est plus intéressant de travailler avec des domaines tels que
ceux décrits dans le cas N°: 3.

Par ailleurs il est intéressant aussi de relever que le nombre de solution de paréto diminue.

Nous nous sommes demandés si ce fait est lié 4 un nombre de points générés qui est
insuffisant, compte teiw de la taille des nouveaux domaines, un calcul a été fait avec le cas N°: 5
en prenant 20 000 points générés, cela n'a pas beaucoup changé les résultats. Au contraire le
nombre de solutions de paréto et les valeurs de p et A sont restés trés priches.
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Gonclusion

Comme conclusion générale du présent travail, on peut dire que'la méthode d'opfimisation
multicritére appliquée en structure de Génie - civil.

Malgré son utilité est limitée du fait qu'elie dépend du nombre' de variables de décision et des
critéres définissant le probléme a traiter. Dans notre cas d'exemple nous avons prix six variables
de décision, ce nombre ne doit pas étre élevé, sinon le probléme devient trop difficile a résoudre,
en effet ces variables sont liées entre elles pour vérifier un certain nombre de contraintes dont le
nombre doit étre aussi limité, de méme que pour les fonctions critéres ou fonctions objectifs. (&
minimiser ou 4 maximiser -)

Tout cela nous amene a recommander son utilisation a des problémes de Génie - civil pas trop
compliqués tel que :

I- Dimensionnement des poutres en béton armé.
2- Dimensionnement des poutres en béton précontraint {cas de notre exemple).
3- Dimensionnement d'une semelle de fondation.
4- Dimensionnement d'un mur de souténement [Réf, bib 16].
Généralement ol les variables de décision ne dépassent pas la borne de 10 dans notre exemple.

En premier lieu on discutera du nombre de contraintes noté g; (x)>0 o i=1m.

Ce nombre de contraintes défini un ensemble de solutions envisageables qui sera d'autant plus
rédu’: qu'en augmentant le nombre de ces contraintes donc & ur zertains nombres de contraintes,
cet ensemble pourra étre réduit a quelques points solutions générées qui peuvent ne présenter
aucune solutions de paréto par conséquent pas de solution min-max qui optimisent les fonctions

critéres, donc le probléme sera sans solutions possible de paréto.



De la méme maniére on risque d'aboutir 4 la méme conclusion c'est-a-dire pas de solution de
paréto (donc pas de solution min-max) si on augmente beaucoup le nombre de fonctions critéres 2
optimiser.

I est par conséquent nécessaire de choisir des exemples de calcul ou on peut éviter tous ces
problémes qui empéchent le déroulement logique de nos calculs d'encadrement des solutions

générées et la recherche des solutions de paréto.

En fin l'algorithme Min Max vient apporter une réponse au probléme du choix d'une solution
de paréto. En effet le plus gros probléme quant on met on oeuvre un programme d'optimisation

multicritére réside dans le risque d'avoir un trop grand uombre d'éléments dans I'ensemble de

paréto. .
L'algorithme du Min Max a apporté une bonne réponse au cas que nous avons traité car il
permet de sélectionner une solution moyenne (Pmoyen €t Amoyen)-
- Mais il se peut que des logiciels de graphisme en plusieurs dimensions permettent aux

ingénieurs de visualiser I'ensemble de paréto afin de sélectionner une solfution qui leur convient

mieux suivant le cas a traiter.
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ANNEXE A Al

Formulaire de calcul des éléments fléchis:

Efforts tranchants en MN, moments en MN.m, contraintes en MPa, longueurs en
Unités m, aciers en ¢m? ou en mm>.
Max = moment maximum, M, = moment minimum, AM = variation du
moment
EL.S Béton : f; = 0,06 fcj +0,6 ; fcj =0,685 f.rg x log (j+ 1)
Contraintes admissibles Compression 0,5 f,; combinaisons quasi-
_ permanentes
Ocs
B 0,6 f; autres cas
Oci
Oy ey Traction Classe1: 0
¥ N Ois Classe 11 : 1,5 fij hors section
3 d'enrobage.
S4 . . \

b fij : En section d'enrobage en
combinaisons rares ou en
construction.

|
{ 3 + O autre cas
3 o § ..
c—r: ;, Classe I1I : Pas de limite sauf
(=]

' en section d'enrobage en
combinaisons quasi-
permanents : Autres cas.

Acier Ep = 2.10°MPa fils et barres. Section A,

=1,9.105MPa torons. Ao, = Pertes instantanées +

. ) differées.

_ _ cier passif :
op1=1,02050-08 A0, — P1=A;.0p) L
= Limite élastique
Op2 = 0,98 Gpo - 1,2 Aop - Py= Ap Y] fe - 4
og = Contrainte




ANNEXE A A2
Contraintes admissibles en classe I1I :
o5 =Min (2/3 fs ; 150 n) Section d'enrobage en combinaisons rares ou en
construction.
o5 = 60 MPa Section d'enrobage en combinaisons fréquentes
Sollicitations : M = Mg + Mg . Travée sur appuis simples
My = 1\/1g
=Mg+Mg. et AM =M,
. P P M M
Flexion Contraintes : 6 = *S—; Ii tg /
NN

Précontraintes (classe I et IT) :

AM S "
Pgous = h h (V ot + V' Gy ) (Sous critique)
meax + pSV&t
P - 1 ..
sur oVEv-d (Sur critique)
I
Ou:
" PTRvy
Excentricite :

My + PS8V, Mpin — PS.V' ¢
€0 (sous) = PV - P = -pV'- P :

€0 (sur) = (V' - d)




ANNEXE A A3
Inertie
K2 (K], 220
v sous AO'S V. sur a +Xa
cs + 3O
4 _AM
V'™ Ag;
Acier passif (classe I et ITT) :
Npt
5 Bt + Np, fij v -
71000 f, ‘o —
Rendement : p
1/3
0,454 0,55
1
l ' 04405 0,55 4 0,6
Dispositions Poutres :
constructives

pour ¢ = 5 cm

§ K
=

§ $ f$
| >¢

X X
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1.1 Comment reconnaitre section sous critique et section sur
critique discussion

On prend le cas particulier de la flexion en classel.
Soit la précontrainte definie par le couple (p,eg).

* A la valeur minimale "sous critique” Pt = Pgous correspond

M.
L'excentricité €g; = €g(sous) :(pvf + I}l,lm]

* A la valeur minimale "sur critique” Py = Pgy; oorrespond
L'excentricité egp = egeyr) = (v - d))
On s'ait pas ailleurs que l'effort nécessaire de précontrainte est d'autant plus grand que le-
module de l'excentricité est faible.
Ainsi si la section considérée est sous-critique.
|801’<|8011] donc Pj>Pg
Si la section considérée est surcritique | €011 | <] el | donc Pp>Pj

En conséquence en présence d'une section de béton particuliére, on calcule les deux valeurs Py
et Pyp correspondantes, la valeur la plus grande est la précontrainte minimale qui doit étre

inroduite dans la section.
Cas a:

: .. M M
Si Py > Py on est dans le cas sous critique > —p V' — Pm <ey< pvV- —EM—

Cas b:

St Ppp > Py on est dans le cas sur critique = - (V' -d')<eg< pV - p

Ce raisonement consiste a prendre la précontrainte la plus grande et la considérée comme
minimale afin d'avoir une éxcentricité réalisable.

Il est évident que si on choisit comme excentricité ey = egqp = €ggyr = -(V' - d'), dans les deux
cas la précontrainte qui lui est associée est la plus convenable, dans le sens de minimiser la

précontrainte P.
En effet pour le cas (a), ou Py > Py et f el | <] €11 | il suffira de choisir P = Py et

eg=¢q = -(v'-d") pour réaliser la minimisation de la précontrainte P.
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Tandis que pour le cas (b) étant donnée que Py > Py d'ou : IeOI | >1 eon‘ on choisira
oligatoirement P=Pryeteg=egy = (V' - d') qui sera prise comme une précontrainte minimale
vu que sous la précontrainte P = Py I'éxcentricitée est irréalisable.

1.2 Valeurs des tensions dans les armatures de précontrainte

On définit : Opo comme la tension maximale, 4 la mise en tension, évaluation des tensions dans
les armatures de précontrainte.

1.2.1 Valeurs probables des tensions dans les armatures de précontrainte:

C'est la valeur de la tension appliquée diminuée des pertes:

- Tension initiale probable : op; (x) = opg - A 6; (x).

- Tension finale probable : 6y (x) = 0pg - A 6 (X) - A 64 (%).
Ou tension moyenne.

1.2.2 Valeurs caractéristiques des tensions des armatures de précontrainte:

Les actions doivent étre introduites dans les calculs avec leurs valeurs caractéristiques.
Pour la précontrainte elles sont:
Valeur caratéristique maximale : op) = 1,02 60 - 08 Ac.
Valeur caratéristique minimale : o5y =0,98 6pg - 1,20 A o.
A o : etant la somme des pertes & l'age considéré soit:
A o = A 6; 4 la mise en tension.
Ac=Agc;+Acgaunjourj

On voitr que I'on prend 2% diincertitude sur opg qui est la valeur maximale; cect est justifie par
les controles effectués (pression au manométre du vérin-mesure des allongements).

Par contre on prend 20% d'incertitude sur les pertes car elles résultent de calculs théoriques et
ne font pas pour la plupart I'objet de controle.

Cet écart assez important justifie le fait qu'il ne fallait pas rechercher une trop grande précision
dans le caicul des pertes.
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ANNEXE B Bl

1. La programation dynamique:

La programation dynamique n'est pas un algorithme, il s'agit plutét d'un principe général
applicable 4 de nombreux problémes d'optimisation avec contraintes, linéaires ou non linéaires, en
variables continues ou discrétes, mais possédant une certaine propriété dite de : décomposabilité.

La programmation dynamique permet de résoudre des problémes caractérisés par des décisions
interdépendantes et séquentielles le terme de "programmation dynamique" provient du fait que la
méthode a d'abord été appliquée a l'optimisation des systémes dynamiques, c'est-a-dire de
systémes évoluant au cours du temps et dont I'évolution peut étre controlée par des variables de
décision.

En effet Ces décisions interdépendantes et séquentielles peuvent étre prises au cours d'un
certain nombre de périodes de temps consécutives. Par exemple, considerons un gérant de
production qui doit spécifier au début de chaque semaine la quantité & produire. Le choix d'un
niveau de production pour une semaine donnée peut €tre influencé par les choix passés et peut
influencer les choix futurs.

Ce pendant un tel ensemble de décistons ne sous-entend pas nécessairement des periodes de
temps consécutives.L'allocation d'un budget a divers projets d'investissement nécessite l'attribution
d'un certain montant i chaque projet.

Il s'agit 12 d'un ensemble de décisions interdépendantes et s'equentielles sans intervention du
facteur temps.

Dans la plupart des problémes ou I'on peut utiliser la programmation dynamique, on'a le choix
d'un grand nombre de décisions possibles.

La programmation dynamique permet, de ne pas envisager éxplicitement un certain nombre de
combinaisons decisionnelles. Cette caractéristique permet d'economiser du temps de calcul pour
des problémes de grande dimension. '

H n'existe pas de formulation mathématique standardisée pour la programmation dynamique. Il
s'agit plut6t d'une technique d'approche des problémes qui doit étre adaptée a chaque situation
particuliére. Elle a pour objectif I'optimisation d'un systéme qui prevaut au cours de plusieurs
"périodes" consécutives distinctes.

L'analyse s'effectue par la décomposition du probléme global en un certain nombre de sous
probiémes et elie débute par I'étude de ceux qui chronologiquement se situent les derniers.
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Ou (opt = Min ou Max)
2.2 Extension du théoréme d'optimalité au cas avec contraintes:

Le théoréme d'optimalité se généralise immédiatement au cas (plus interessant en pratique) de
l'optimisation avec contraintes considérons le probléme :

opt f{ix,y) sous la contrainte (x,y) €
Ou opt Min ou Max, et ot Q est I'ensemble des solutions du probléme
QR Qx¢)
Pour tout x réel, notons
Q= {yly e X, (x y) € Q}
On peut énoncer:
Théoréme 1': (théoréme d'opiimalité: cas avec contraintes)
Si f est décomposable avec fix, y)=fi(x, HH(y)) alors:
(@) opt {fix, )} = opt {fix, opt (W)
xyeQ x yeQ

2.3 La notion d'etat en programmation dynamique:
Reprenons I'ensemple du paragraphe précédent ofi 'on cherchait a résoudre:

{om f(x,y)

(x,y)eQ

Ou f est décomposable et se met sous la forme:

fix, y) = fi(x, B2(y))

D'un points de vue pratique, si 'on suppose que l'ensemble des solutions Q est a priori
quelconque, la recherche de l'optimum de f sur O par la formule de décomposition (2):

opt {fj(x, opt {£3(y)})}
X ye Oy

Est équivalente a:
- Déterminer pour chaque x la valeur de la fonction ¢
¢ (x) = opt {£(y)}
y €€y
- Puis, déterminer l'optimum en x de la fonction:
w(x) = fi(x , o(x))

On remarque alors que ceci est strictement équivalent au calcul du minimum de f{x,y) par
"énumeration” de tous les (x,y) € Q La formule (2) ne fait que preciser 'ordre dans lequel
"L'énumeration" des éléments de Q) est effectuée.
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2.4 Le principe d'optimalité:

Ce principe peut étre resumé par ; "Toute solution optimale ne peut étre formée que par des
solutions partielles optimales”.
2.5 Exemples de fonctions décomposables:

La pricipale classe générale de fonctions décomposables utilisé en pratique est constituée de
fonctions de la forme:

f(xl, X2, ... .,Xn) = fl(xl) a fz(XZ) 0. (] fn(xn)

Ou [J est un opérateur de composition.

De telles fonctions étant évidemment séparables, il suffira de vérifier que I'opérateur de
composition [] s'atisfait la propriété de monotonie.

Examinons les cas particuliers les plus fréquemment rencontrés dans les applications.

a- Cas de fonctions additives: exemple #n°: 3 traité dans notre projet dans le chapitre n°: I11.

On'a alors [] addition des réels, de telles fonctions sont evidemment décomposables et
également de produit décomposables au sens strict.

b- Cas de produit de fonctions réelles positives ou nulles:

On a alors [ = multiplication des réels. Dans ce cas, pour obtenir la proprété de monotonie, il
faut supposer que les fonctions élémentaires qui composent la fonction f, sont positives ou nulles.
Pour obtenir la propriété de monotonie au sens strict, il faut exclure I'éléments O, autrement dit
supposer que les fonctions élémentaires f, f5, . . . ..f;, sont toutes strictement positives.

Remarquons que le cas d'un produit de fonctions réelles toutes strictement positives se raméne
immeédiatement 4 une fonction additive en prenant le logarithme de la fonction (comme le
logarithme est une fonction monotone croissante, il est équivalent d'optimiser f ou log (f)).

2.6 L'histoire d'O (exemple de calcul du plus court chemin):

. 4 .5 4 , 3 B
4; 4 2 2 2
i 5 3 3 4
3 3 4 2 4
[ 2 b 2 - 1 & 3 !
3 2 3 3 1
3 5 1 4|
5 4 2 6 8
Ao d LI D S - S
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Le probléme est d'aider 0 4 se rendre le plus rapidement de A a B. Les nombres indiques sur
chaque bloc de la figure 2.1 représentent le temps nécessaire (en minutes) pour parcourir ce bloc.

A quelle heure au plutdt pourra -t-elle atteindre le carrefour B? le probléme posé est en effet
un cas particulierd'un probléme de "plus court chemin dans un reseau”.

Une solution possible serait d'enumerer tous les chemins entre A et B ( on ne considére que les
chemins qui progressent "reguliérement” de A vers B; c'est-a-dire qu'a un carrefour donné. O ne
peut se déplacer que vers le haut ou vers la droite sur le graphique).

C'est une opération longue et fastidieuse puisqu'il éxiste 70 chemins différents; de plus, 1l est
difficile d'étre certain de ne pas commettre d'omissions ou de répétitions.

Une autre approche consisterait a chotsir a chaque carrefour le bloc le plus court. Partant de A,
nous nous déplacerions horizontalement (puisque 4 < 5}, horizontalement encore trois fois

(puisque I < 4, 1 <2 et 5 < 6) et finalement verticalement quatre fois (nous n'avons plus le choix).
Le temps de parcours total le long de ce chemin est : 4 + 1+ 1 +5 + 8+ 1+ 4+ 2 = 26 minutes.

Ce temps est superieur au temps de parcours optimal (qui est, comme nous alons le montrer,
de 18 minutes). Il est facile de comprendre intuitivement que cette derniére approche n'est pas

satisfaisante :

En voulant gagner du temps dés le début, on risque d'étre pris un peu plus loin dans une zone
ou les blocs sont trés longs :

L'avantage initial est ainsi perdu et on risque également une lourde pénalité.
L'approche de la programmation dynamique repose sur l'idée suivante :

Un chemin ne peut étre optimal que si chacune des sous composantes de ce chemin est elle
méme optimale.

Considérons par éxemple un chemin optimal entre A et B (représenté sur la figure 2.2 par une
ligne quelconque).

Prenons deux points intermédiaires C et D le long de ce chemin.

- ﬁg 202 -

La partie CD du chemin AB constitue un chemin optimal de C a D.

En effet, s'il éxistait un chemin plus court entre C et D (tel que le chemin représenté en pointiilé
sur la figure 2.2).
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Le chemin AC + CD (pointiilé) + DB serait plus court que le chemin initial entre A et B, ce qui
est impossible puisqu'on a supposé que ce chemin est le plus court. Par conséquent, chaque sous
chemin du chemin AB est lui méme un chemin optimal entre l'origine et I'extremité considérées.

Etant donné qu'il est plus facile de trouver le chemin optimal pour un "petit" probléme que pour
un "grand” probléme, nous allons commencer par chercher le plus court chemin pour un sous

probléme du probléme initial.

Nous avons indiqué que la démarche de la programmation dynamique consiste a étudier
d'abord les sous problémes qui se situent chronologiquement les derniers.

Dans le cas présent, le premier sous-probléme est trivial : quel est le temps minimum pour aller
de B a B? la réponse est évidemment zéro et on ne peut pas faire mieux !

Reculons maintenant d'un bloc. Quel est le temps de parcours minimum jusqu'a B? cela dépend
du coin ou l'on se trouve.

3* 3 B(0%)
—e

’ |

2
o2*

Si 'on se trouve au coin situé a gauche de B, le temps de parcours minimum est 3, ce que l'on
indique en mettant 3* au dessus de ce carrefour (I'étoile signale qu'il s'agit du temps minimum
entre ce carrefour et B). De méme si l'on se trouve au coin situé en dessous de B, le temps de

parcours minimum est 2.

Nous avons résolu le deuxiéme sous probléme : L'orsque O se trouve a un bloc de B, nous
connaissons le temps minimum pour se rendre en B. Reculons 4 nouveau d'un bloc. Nous avons la
situation suivante:

4 3* B(0*)
* *

2 :
4 J2*
4
[ ]
On peut se trouver dans |'un des trois carrefours possibles.

Commengant en haut et a gauche, le temps de parcours le long du chemin unique est 4 + 3*=7*

De méme, en bas et a droite 4 + 2* = 6*. Le carrefour du milteu présente un choix :
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Nous pouvons nous déplacer vers le haut et & droite pour un temps de parcours de 2 +3* =5,
ou vers la droite et en haut pour un temps de parcours de 4 + 2* = 6. La premiére altérative est
evidement la meilleure. Nous avons donc résolu le troisiéme sous probléme.

74 B
i
- |
7 i

o 6*

Rappelons que nous ne considerons pas les chemins qui ne se dirigent pas réguliérement vers B
(comme par éxemple un chemin qui traverserait un bloc vers la gauche ou vers le bas).

La barre sur le bloc & droite du 5* indique qu'il n'est j'amais optimal de traverser ce bloc.

Nous construisons maintenant le quatriéme sous probléme en ajoutant un bloc supplémentaire
& parcourtr.

12¢e_ 3 1 B
2jf
P T L
B* LT
G——S#—OG*
7*
1
7>

On peut se trouver a l'un des quatre carrefours possibles. Commengant en haut et a gauche, le
temps de parcours le long du chemin unique est 5 + 7* = 12*. Pour le carrefour suivant nous
avons le choix entre 2 + 7* = 9 et 3 + 5* = 8; nous choisissons donc le chemin de longueur 8*. De
méme pour le carrefour suivant nous avons 7* = minimum {2 + 5* , 5 + 6*}. En fin pour le
dernier carrefour 7* = 1 + 6*. N'oublions pas de barrer le premier bloc du chemin rejéte dans
chacun des deux cas ot un choix se présente.

En continuant de fagon identique, nous arriverons au neuviéme sous-probléme. On ne peut
alors se trouver qu'au carrefour A.

La figure 2.3 indique le temps de parcours minimum a partir de chaque carrefour pour se
rendre en B. On remarquera, en particulier, que le temps minimum de parcours entre A et B est de
18 minutes.
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6 1r T 3+ B(O*)
J'/ y ,;/ A
* * * »
16°% T s+, 2
I i
/[/ / H A
12*T LA LN L P
i y A A
15*1 Jar e oty Lo,
If . J!/ A
Rant et U G | LR L PR S T

-Fig2.3-

Nous avons maintenant termin€ l'analyse des sous-probléme du probléme initial et nous avons
obtenu le temps de parcours minimum. Tl nous faut maintenant aider O 3 retracer le (ou les)
chemin (s) optimal (optimaux). La démarche de la programmation dynamique consiste, une fois
I'analyse des sous-problémes terminée, a revenir en arriére & partir des sous-problémes qui sont
chronologiquement les premiers.

Nous allons donc partir de A et traverser les arcs non barrés.

On voit sur la figure 2.3 que I'on obtient deux chemins optimaux (renforcés) puisque le
quatriémme bloc a parcourir peut étre choisi indifféremment de deux fagons.

L'éxemple de I'histoire d'O, malgré ses dimensions modestes, va nous permettre de réaliser
limportance de la réduction du nombre d'opérations nécessaires pour déterminer le temps de
parcours minimal,

Supposons, en effet, que l'on dispose de la liste des 70 chemins possibles entre A et B. A fin de
trouver le plus court chemin, il faut calculer la longueur de chacun d'entre eux (7 additions par
chemin, soit un total de 490 additions) et comparer ces 70 nombres afin de choisir le pius petit (69
comparaisons).

Si au contraire, nous utilisons Iapproche illustrée ci-dessus, on voit, par éxemple, que pour le
quatriéme sous-probléme il est nécessaire de faire six additions et deux comparaisons. Le lecteur
peut vérifier que, pour l'ensemble des neuf sous-problémes, il faut effectuer 40 additions et 16
comparisons, la comparison du nombre de calculs necessaires 4 la programmation dynamique (40
additions, 16 comparisons) par rapport a l'énumération directe (490 additions, 69 comparisons)
illustre Y'efficacité de I'approche dynamique pour des problémes de ce types.
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ANNEXE C ' 1

1 Exemple d'un pont a poutre sous chaussées:

Flexion & I'E.L.S en classe III:

Nous nous proposons de dimensionner les poutres d'un pont de 41,5 m de portée a poutres
sous chaussée et dont le profil en travers est indiqué sur la figure B.1.

- 2

[ 1,40 3.3,50 | 1,40
13,30

Fig, B.1 : Section transversale du tablier.

1.1 Données:

1.1.1 Béton:
fC 18" 30 MPa.
f; 23 =2,4 MPa.

1.1.2 Acier de précontrainte:.

Cébles a bases de Torons T 15:

- Limite élastique : foeg = 1623 MPa.

- Limite de rupture : fp, = 1814 MPa.

- Relaxation : pjgp0 = 2.5.

- Section pour 1 T15 = 139 mm?,

- Diamétre gaine de 94 12 T15 : ¢g =79 mm.
5a7T15: ¢g="T71 mm.
8TIS : dg = 76 mm.

L1.3 Charges:
En dehors du poids mort des poutres et du hourdis on prendra en compte:
-Les. superstnictures du tablier: 31 KN/m 'pour I'ensembile.

- Les charges routiéres d'exploitation : 8,85 KN/m”,
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Les poutres sont mises en place par levage et / ou ripage. Puis le complément de hourdis et
d'entretoise est coulé pour assurer une continuité transversale a l'ensemble et augmenter son

inertie.
On met alors, aprés durcissement de ce béton de deuxiéme phase, une deuxiéme famille de

cible, ancrés 4 l'extrados du tablier par suite du manque de place en extrémité des poutres. On
procede en suite a la réalisation des superstructures trottoirs, chaussées, garde corps.

2° famille
de cdbles
Travée de rive

l
I
|
i

I° famiille |/ = “\Bile
de cables
Fig. B.3 : Cablage.

1.4 Nombre de poutres:

» Pour ce type d'ouvrage, la hauteur de la poutre est de I'ordre de 1/15 4 1/18 de la portée
c'est-a-dire 1/18 L < h < 1/15 .15 L ol L est la longueur d'une travée indépendante, nous
prendrons h = 2,50 m soit 1/16,6 L.

¢ L'espacement entre axe des poutres est de l'ordre de 2,5 m a 3,5 m en fonction de
I'épaisseur du hourdis, nous prendrons 3,0 m.

e La largeur de la table supénieure de la poutre préfabriquée est de l'ordre de 0,5 a 0,7 h soit
la valeur 7,30 m a retenir cette largeur intervient:

- Dans le poids de I'élément préfabriqué avec les problémes de manutention que cela pose.
- Dans la résistance a la mise en tension des cdbles de la premiére famille.

- Dans la résistance au déversement de la poutre préfabriqué, spécialement lors de sa
manutention. Les amorces d'entretoises jouent un role de raidisseurs.

- Dans la possibilité d'éviter d'avoir & couler un complément de hourdis i I'extérieur des
poutres de rive, dans les conditions difficiles de porte-a-faux.

En effet avec un nombre de 4, on aura un débord de 2,15 m, supéricur a la moitié¢ de
l'entre axe.
Tandis qu'avec 5 poutres figure B.4 le débord de rive est de (13,3 - 4x3)/2 = 0,65 m, ce qui

correspond a une largeur de poutre préfabriquée de 1,3 m, valeur déja choisie par ailleurs on
évitera ainsi un bétonnage extérieur en porte a faux figure B.5.
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133 13,3
215 3 3 3 2.15 0.65 3 3 3 3 0,65
4 poutres 5 poutres

Fig. B.4 : Choix du nombre de poutres.

13.30

)\
a \\ '\ \
130 1,70 130 170 130 170 130 170 130

»

. \
| | \.

! \.\ Complément \ Complément
Amorce d'entretoise “\ d'entretoise \Poutre de hourdis
préfabriquée.  coulé en 2° phase \préfabriquée. ‘coulé en 2° phase

Fig. B.S : Coupe transversale du tablier.

1.5 Géométrie des poutres préfabriguées:

1.5.1 Epaisseur de I'ame;
L'épaisseur de I'dme dépend en général:
- De la résistance a l'effort tranchant.
- Des conditions d'enrobage des cables.
En béton précontraint, c'est souvent cette deuxiéme condition qui prévaut.
Si I'on suppose que l'on utilisera des cibles 8 T15 au moins de diamétre maximum 76 mm.

Etant donné que la dimension maximum des granulats Cg étant de 25 mm, on réservera
1,5Cg = 1,5 . 25 ~ 38 mm minimum entre les aciers pour permettre un bétonnage correct.

Le diamétre des aciers longitudinaux de peau est supposé égal @ 70 mm.
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__._§ i

76 10
38 41020

232

Fig. B.6 : Dispositior du cable et des aciers dans I'sme.

On retiendra par conséquent by = 0,24 m en section médiane. La vibration devra étre
extérieure (coffrages vibrants) vu qu'on n'a pas prévu de cheminée de vibration.

1.5.2 Epaisseur du hourdis coulé en place en denxiéme phase;

Les valeurs courantes de I'épaisseur du hourdis en fonction de la distance /} entre axe des
poutres sont données dans le tableau suivant:

f; :m 2,50 3,00 3,50 3,75 4,00
hy : cm 17 18 20 21 22

Nous retiendrons pour I} =3 m une épaisseur | h,=0,18 m.

1,30 m

0,18 m

0,24 m

—

Fig. B.7 : Dimensions de la table.

Remarque: On admettra que la vibration est parfaite et que la disposition de la matiére est
homogéne.

1.5.3 Talon de la poutre:
Le role du talon de la poutre est:

- De contenir les cdbles en partie inférieure de la poutre en respectant les conditions
d'enrobage.
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- De résister 4 la compression due au moment minimum.
Cette derniére condition s'écrit en section sous-critique ou sur-critique

I AM
— > —
A" AGi

Les charges routiéres d'exploitation valent :  q=8,85 KN/m?. 3 m = 26,55 KN/ml.
q : Charge d'exploitation répartie par métre linéaire

L2
Avec | AM=q —- =26,55 x (41.5)%/8 x 103 MN.m
Soit:  AM=5,716 MN.m.

Or les charges routiéres doivent étre majorées de 20% et nous devons appliquer un coefficient
majorateur pour tenir compte de la répartition transversale des charges que nous prendrons égale
4 1,05 a priori.

D'ou :

AM =5,716.1,2. 1,05 =7,202 MN.m.

et
AG; = 15 - (-2,4) = 17,4 MN/m’ = 17,4 MPa.
D'ou :
1 7202 3
—> = 041
v 74 - 0Adm

La poutre définitive est schématisée sur la figure B.8. En se fixant une hauteur de talon de
0,3 m, soit environ 4 ¢g =4 x 7,6 cm = 30,4 cm pour loger deux cdbles superposés.
300m

TN
----Z

)

b2

¢

2,50m 2,02 m

, LY
hal “

b+0,24

Fig. B.8 : Décomposition de la sectin en réctangles.
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Les caractéristiques géométriques de la section sont calculées dans le tableau B.1.

Tableau B.1
Section bxh Aire Distance | Moment 2 Inertie /A | Inertie
N° - deGa |[statique/A ;h oud propre
' l'axe A
1 2,76x0,18 | 0,4968 x 0,09 [=0,04471 | x2/3x0,18 {=0,005365 —
2 0,24x2.5 0,6000 x 1,25 0,75000 | x2/3x 2,5 1,2500 —
3 bx0,3 03xb | x 235 | 0,705b | x235 |1,65675b0,00225b
Total S= 1,0968 B= 0,79471 1,255365
+0,3 b +0,705 b +1,659b
D'ou :
yo B _ 079471 + 0705
S T 10968 + 03b
Et :
Vi by o 194729 + 00450
-0V T 710968 + 03b
o , Sy —p®  0,74532 + 1,07566b
TATS. YV E T 1,0968 + 0.3b
D'ou :
I 0,74532 + 1,07566b 3
—= = 0414 m

\"

1,9473 + 0,045b

D'ou l'inconnue : b =0,060858 /1,05703 = 0,058 m.

Or, nous devons loger les cébles 4 l'intérieur du talon dans la partie médiane de la poutre (mi-
portée). Avec quatre cibles par lit, nous aurons besoin d'une largeur totale de :

9 d)g =9 x 7,6 cm = 68,4 cm.

Nous prendrons donc b= 0,70 m.
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8

024m

RHEN

H
N

N

10,30m >

B
—,f-—;
A

Fig. B.9 : Géométrie du talon.

1.5.4 Entretoises:

Les entretoises sont destinées a empécher le déversement du talon de la poutre lorsqu'il est

comprime et a répartir les charges concentrées subies par une poutre sur les autres poutres.

Nous disposerons les entretoises & mi-travée sur appuis et au 1/4 de travée, leur épaisseur
sera déterminée principalement par des considérations de bétonnage. Si elles sont précontraintes
avec des cdbles dont le diamétre de fa gaine est de 53 mm I'épaisseur est déterminée sur figure

B.10.

10 53 10
20190 70 70 1020

Fig. B.10 : Disposition des armatures dans l'entretoise.
Soit 28,0 cm.
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1.6 Détermination de la précontrainte:

0,18
0,04 ‘ !
0,15 | . Y :
. 0,38 0,15 (3 ~ :
| O 4 :
1 |
: N : 2,50
1 T~ |
T 024 ; _
—r .
0,18 .
0.23 0.24 023 —~
N N L
Fig. B.11 : Section transversale d'une poutre.
Tableau B.2
Section bxh Section | Distance | Moment | S.d*=1T,, | Inertie Iy =
N° - m? de G 4 A =] statique p propre I A
d 1
1 1,06 x 0,18 | 0,1508 0,09 0,017172 | 0,001545 | 0,000515 |0,0020600
2 0,76/2x0,04 | 0,0152 0,19333 | 0,002939 | 0,000568 |0,0000014 [ 0,0005694
3 0,30/2x0,15| 0,0225 0,27 0,006075 {0,0016403 { 0,0000281 ;0,0016684
4 0,30 x 0,04 | 0,0120 0,200 0,00240 | 0,000480 |0,0000016[0,0004816
5 0,24 x 0,04 | 0,6000 1,250 | 0,7500 | 0,937500 [0,3125000] 1,250000
6 0,46/2x0,24| 0,0552 2,240 | 0,123648 [0,2769715{0,000176610,2771481
7 0,46 x 0,18 | 0,0828 2,410 0,199548 | 0,4809107|0,0002236|0,4811343
Poutre préfabriquée | | 0,9785 - 1,101782 - - 2,013062
8 | 1,70 x 0,18 | 0,306 0,09 0,02754 [0,0024786|0,0008262 | 0,0033048

Section complete

1,2845 - 1,129322 - - 2,016367
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Tableaun B.3
Unités | Poutre préfabriquée Section compléte
Section S m? 0,9785 1,2845
cdg=g=v m 1,1260 0,8792
vi=h-v m 1,3740 1,6208
I=15 - S.v? m* 0,77245 1,02346
Iv m? 0,6860 1,1641
A% m3 0,5622 0,6315
p - 0,5103 0,5591

1.6.1 Actions:

Poids propre:

- Poutre seule : 0,9785 x 25 . 10-3 = 0,02446 MN/m.

- Hourdis deuxiéme phase : 0,306 x 25 . 10-3 = 0,00765 MN/m.

- Amorce entretoise (préfabriquée) :

=(2,10 x 0,53 x 2 - 0,1908 - 0,0152 - 0,0225 - 0,012) x 25 . 10-3 x 0,28

=0,013897 MN.

- Complément entretoise (csp) = (2,1 - 0,18) x 0,85 x 0,28 x 25 . 103 x 2
=0,02283 MN.

- Superstructures : 31 KN/m pour cinq poutres soit : 6,2 KN/m par poutre.

- Charges d'exploitation : 8,85 KN/m? x 3 m  soit : 26,55 KN/m par poutre.

CSP : Coulé sur place.

1.6.2 Moments de calcul en E.L.S:

¢ Poutre préfabriquée sans entretoise :

2

L
My, =g1 x 7 =0,02446 x (41,5)*/ 8 = 5,266 MN.m.



ANNEXE C Cl1

* Amorces des entretoises : Figure B.12

G |Gz sz JGZ |G2
, | |
@ |
i 8 8 A
| 10375 }
41,5 m

Fig. B.12 : Posttion des entretoises.

My, = 10,375 Gy x (41,5)/ 4 Gy = 20,75 x 0,0139
=0,288 MN.m.

¢ Complément du hourdis :

M,, =0,00765 x (41,5)/ 8 = 1,647 MN.m

e Complément des entretoises :

Mg4 = 20,75 x 0,02283 = 0,474 MN.m.

¢ Super structures:

2

L
Ms=Sx = =62x((41,57/8). 10 = 1,335 MN.m.

o Charges d'exploitation avec : 1,2 .26,55 Mn/m = 31,86 Mn/m.

2

L
Mq=qx 5 =3186x ((41,5)2/8) . 107 = 6,859 MN.m.

1.6.3 Contrainte initiale des cibles:
Les pertes instantanées lors de la mise en tension sont de 'ordre de 10%.
Avec :
Gp =Min [0,80.Fpre ; 0,90.Fpep]
oy = Min [0,80x1814 ; 0,90x1623] = 1451 MPa.

D'ou : ;= 0,9.1451 = 1306 MPa.

1.6.4 Excentricité:

Nous supposerons, compte tenu de la portée et du rapport (charges permanentes / charges
variables) élevé, que la section est sur-critique, l'excentricité vaudra donc :

 Premiere famille de cables (figure B.13)
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eg=-(1,3748-0,114)
=-1,260 m.

e Deuxiéme famille de cables (figure B.14)
eg = -(1,6208 - 0,152)
=-1,469 m.

@ -

d=114 mm

76 mm

Fig. B.13 : Position d'un cdble.

Fig. B.14 : Position de deux calles.

1.6.5 Nombre de cables de la premiére famille :

Pour la premiére famille, les deux phases les plus défavorables sont:

- Leur mise en tension.

- Juste avant la mise en tension de la deuxieéme famille et aprés bétonnage du hourdis et des
entretoises complémentaires le calendrier des opérations est supposé le suivant :

Phase a b c d e
Date t, th te t4 te =00
Coulage du Mise en tension
Poutre béton de d?S cables de la
1¢T phase 167 famille
Préfabriquée Pg=1,1.P; (1)
Précontrainte =[ P; = 1,2 Py - 1,1 Pp Pa
Résistance = | fyp, =20 MPa - fij=25MPa |fi23=30MPa
- - Coulage du Mise en
Béton béton de tension des
deuxiéme cibles de la
coulé phase 2€me famille
en Précontrainte = - - Pg=1,1.P;
place - - P;=115 Pg |Pp
Résistance = fej =20 MPa  {f;yg =30 MPa
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(1)  po = précontrainte a I'ancrage avant pertes = Ap - Op)

Gpy = Min [0,80 firg ; 0,9 fie0] = Min [0,80 x 1814 ; 0,9 x 1623] = 1451 MPa

pj = précontrainte initiale aprés pertes instantanées et avant pertes différées.

Avec :

P, ou Pg = précontrainte finale des 16T et 2°m€ familles de cdbles.

Les pertes instantanées et différées ont été estimées en fractionde Py Pg.

* A la mise en tension de la premiére famille (phase b), les contraintes devront satisfaire les

conditions de contraintes admissibles figure B.15.

N /

>0y, =—2,7 MPa

ga <0 =0,6.20= 12 MPa
S 1 1
v \'%

Fig. B.15 : Contraintes admissibles.

Avec :
Mg, correspondant au poids propre de la poutre seule et des amorces des entretoises.

Mga = Mgl + Mg2 = 5,266 + 0,288 = 5,554 MN.m.

D'ou :

12P,  12P, x1260 5554
- > — P, < 1LO3MN
09785 06860 T Oegep = 270 = [Pa < 1LOSMN]

1,2.P, 1,2 P, x1,260 5,554
Et: + - < 12 < MN
0,9785 0,5622 0,5622 - Pp =538

Doa: P, < 558MN
e Avant la mise en tension de la deuxiéme famille et aprés bétonnage de deuxiéme phase

(phase d-).
Les caractéristiques mécaniques sont les mémes que précédemment et le moment vaut:

Mgq = Mg, + 1,647 + 0,474 = 7,675 MN.m.

Le diagramme des contraintes a vérifier est celui de la figure B.16.
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1.6.6 Contrainte dans le béton en phase d™:

Aprés coulage du béton de 26M€ phase et avant mise en tension des cbles de la 2¢m€ famille,
les contraintes sont alors données dans le diagramme de la figure B.17, avec:

P=1,1P, =471 MN.

4,81 8,65 -3,84 11,17 733
AN k 0T
4,31 10,56 1537 -13,63 1,74
LY Pey Mgq
S I 1
v v

Fig. B.17 : Diagramme des contraimtes.

1.6.7 Précontrainte de la deuxiéme famille de cible:

En phase finale on devra satisfaire les conditions de contraintes admissibles de la figure B.18
(phase e) en combinaisons rares, on ajoutera au diagramme phase d- précédent, les contraintes
dues aux pertes 0,1 P, entre phase d et ¢ de la premiére famille de cibles.

7,33 <18
V+ ZI B R AN R

1,74 Py Py e, Mg M, >-2,4

S T I T
v v v

avant 2° 10 % de pertes Précontrainte Superstructures i

miseen  de Py 2° famille. Charges

tension d'exploitation
(phase d”)

Fig. B.18 : Diagramme des contraintes.
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(Ges = 0,6 . 25 = 15 MPa)
< o¢, =15 MPa

LZ T

L1 PA L1 P, € gd 2 (_fti = -2,1 MPa
S I I
v v
Fig. B.16 : Contraintes admissibles.
Remarque:

La section de béton n'est pas la méme en construction et en phase définitive.
D'ou:
LIP,  11P, x1260 7,675

- <15 p
09785 06860 | 06860 > fa

(1%

~426 MN

LIP,  L1P,xI260 7,675
Et: - = -
b 09785 T T 05622 05622 = > 7 Fa

v

3,21 MN

‘Soit: P, 2 3,21 MN.
On devra alors avoir:
3,21 MN <Pp <5,58 MN.
La précontrainte a 'ancrage vaut: Py = 1,1 x 1,2 P4.
Donc: 4,24 <Py =AP| x 6Py < 7,36 MN.
Or comme : 6pg = 1451 MPa, on trouve 2922 mm” < Ap) <5072 mm’,
Ou M torons T15 de 139 mm?: 21 <M, < 36.
Nous prendrons quatre cdbles 7 T15 pour la 1€T famille.
D'ou:
Po=4x7x139x 106 x 1451 /(1,10 x 1,2) = 4,28 MN.
Soit: P, =4,28 MN.
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Cleé

0,1 Py (*SI— i-. %) sur la section (S, %, %.] totale.

Soit avec 10% de P, = 0,428 MN, en section compléte de béton.

733 + (~0428 + P (l o |, M, M, <18
> + + B tS I J + 1/ + L/, =
A" ’V VA
1 1,469 1335 6859
7 _ _ bl > 2 S
33 + (0428 + By) (1,2845 1,164J T 11641 T 11641
Soit : Pg > -7,125MN
Et: 1,74 + (-0428 + Py) x( L, 1’469)— 133> 6859
- g B/ " 112845 © 06315/ 06315 06315
Soit - P; > 326 MN
Soit finalement : | Py 2 3,26 MN

D'ou P, a I'ancrage avant pertes:

Pp=1,15x 1,1 xPg > 4,124 MN.

P,  4,125¢10°

—_ —_ 2 = 2
Ah = oay 1451 2842 mm
Soit : N, > &;—2- = 205 . torons
' 27 139~ T

Nous retiendrons 2 cables de 5 T15 + 2 cables de 6 T15.

Remarque:

~2,4

>

Le méme nombre que la premiére famille pour les grouper par paquets de deux cables

verticalement.
D'ou: A& = 22 x 139 = 3058 mm

Py = 1451 x 3058 .10 =4 437 MN.

P,
Soit: Py= ——— = 351 MN Pg=3,51 MN.
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Et le diagramme des contraintes finales figure B.19.

2,73 4,43

7,00 5,89

7,33 0,22 585 1,15
= -+ =
0,[;4
1,74 ©

135 27 8,16 11,28 9,17 -10,86
2,11
phase pertes Pg : 2° famille. Super- \p
d- 0,1 structures  Combinaison  Charges
Pa quasi d'explottation

permanente

Fig. B.19 : Diagramme des contraintes.

On constate:

Combinai-

son rare

- Une contrainte presque constante sur la section sous charges quasi-permanentes (a vide),

nous serons ainsi assurés d'avoir trés peu de déformations a vide.

- Une contrainte en fibre supérieure de 12,89 MPa inférieure 2 la contrainte admissible de

18 MPa.

- Une faible traction sous combinaisons rares en fibre inférieure dans la zone d'enrobage

-1,69 < -2,4 MPa = o5 qui nécessite des armatures de traction Ag telles que:

N f;
> B, + bt ‘ 4
S~ 1000 fe ' op,

A

Avec: B; = 0,197 m? (figures B.19 et B.20)

Np; = 0,178 MN.
£ = 2.4 MPa.
0197 0178 24
D'ou: A, == - — x —— 4
ou s (1000 T Ta00 " 1,69))( 0

Finalement Ag=829cm’  soit 5 HAIG.
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1.6.8 Dispositions des cibles dans le talon & mi-portée: figure B.20

Pour pouvoir loger la deuxiéme famille de cdbles avec un enrobage suffisant en partie
supérieure du talon, nous devons modifier légérement les dimensions du talon, ce qui ne change
pratiquement rien aux résultats précédents.

240 Ancienne forme
: /‘; .
2 Cibles 6 T15 ! Nouvelle forme

+2 cibles 5 T1S | s

700

4Cables7TI5 <

Fig. B.20 : Ferraillage du talon 3 mi-travée (cotes en mm).



De la méme maniére on risque d'aboutir a la méme conclusion c'est-a-dire pas de solution de
paréto (donc pas de solution min-max) si on augmente beaucoup le nombre de fonctions critéres a
optimiser.

1l est par conséquent nécessaire de choisir des exemples de calcul ou on peut éviter tous ces
problémes qui empéchent le déroulement logique de nos calculs d'encadrement des solutions

générées et la recherche des solutions de paréto.
En fin l'aigorithme Min Max vient apporter une réponse au probléme du choix d'une solution

de paréto. En effet le plus gros probléme quant on met on oeuvre un programme d'optimisation

multicritére réside dans le risque d'avoir un trop grand uombre d'éléments dans l'ensemble de
paréto. .
L'algorithme du Min Max a apporté une bonne réponse au cas que nous avons traité car il
permet de sélectionner une solution moyenne (Ppoyen €t Amoyen)-
- Mais il se peut que des logiciels de graphisme en plusieurs dimensions permettent aux
ingénieurs de visualiser I'ensemble de paréto afin de sélectionner une solution qui leur convient

mieux suivant le cas a traiter.



