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RESUME:

NOTRE TRAVAIL YISE A ETUMER LA REPONSE BYNAMIQUE

bES STRUCTURES SOLUCITEES PAR DES ACTIONS HORIGINE
SISMIQUE , EN TENANT COMPTE DES EFFETS DINTERACTION
ENTRE LE SOL ET 1A STRUCTURE .

SUMMARY.

THE PRESENT PROJECT CONSISTS IN THE DEVELOPPMENT
- OF THE LYNAMIC REPONSE 0F STRUCTURE SUBTECT TO SEISMIC
EXCITATION .
A FEW NUMERICAL EXAMPLES OF SoiL _STRUCTURE INTERALT

ARE STUDIED ( |
/_,W
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INTRODUCTION

La prise en compte du risque sismique dans la conception des ouvrages
importants comme les réservoirs, les bafrages et les centrales nucléaires a contribué au
developpement rapide d'une science récente. Le genie barasisimique sous ce vocable se
trouvant regroupées les disciplines diveres que sont la sismologie, la dynamique des sols,

la dynamique des structures, instrumentation sismiques.

Lors de l'analyse de la reponse des structures aux excitations dynamiques
souvent on considére que le mouvement de la base de la structure est le méme avec celui

de la surface deTerrain au cas ou la construction n'existait pas.

Cette hypothése justifiée seulement pour les structures emplacées dans un
terrain rigide. pour les structures emplacés sur un terrain moleux, le mouvement de la
fondation est généralemnt différent de celui de la superficie libre et peut inserer une
imporatnte composante de rotation a coté de la compsante de deplacement latéral ou de
translation la composante de rotation peut &tre trés importante pour les ‘structures

elancées.

L'interaction sol- structure peut étre definie par la distorsion du mouvement

de la superficie libre en p:r-ésence de la structure.

Il est bien connu que dans ce cas, le mouvement sismique d'entrée et la
réponse de structure sont couplées par la géométrie de la fondation et par les propriétés

du sol.
Les effets de l'interation peuvent étre observés par les aspects suivants :

- Une altération des fréquences propres de la structure emplacées sur un

terrain rigide et I'amortissement radiatif du terrain de fondation.

L'effet général peut €tre une attenuation ou une amplification de la réponse
d'une structure sur un terrain rigide. L'attenuation et I'amplification depend des propriétes

structurals, des propriétes du sol et des caractéristiques de I'excitation sismique.



la prise en compte de. l'interaction sol-structure dans l'analyse du
comportement dynamique de la fondation constitue une facon rationnelle et realiser

pour la_modelisation de l'influnce du sol sur le mouvement vibratoire de la fondation.

La détermination de 12 réponse de la fondation devient de ce fait un probléme

de propagation d'ondes dont la solution est assez complexe.

A cause de cette complexité la plupart des methodes analytiques simplifient
la géometrie en idealisant le sol par un milieu homogéne semi-infini et en se limitant

uniquememnt aux fondations superficielles( de forme circulaire ou rectangle).

En pratique , le sol est formé de pTlusieures couches et caractéristiques
diffrentes de plus dans la plupart des cas les fondations sont partiallement encastrées
dans le sol, se qui limite I'utilisation des methodes analytiques. Par leur nature discréte ,
la methode des élémnets finis et celles des differents finies s'adaptent bien a la goémetrie

du probléme et penvent méme englober le cas des fondations de forme arbitraire.

le but de notre travail est la mise en évidence du phénoméne d'interaction sol.
structure par une comparaison des résultats obtenus pour une structure etudiée comme
encastrée 4 sa base ainsi, I'influence des certaines paramétres sur la réponse de la

structure,

- Dans le chapitre I . nous introduisons les caractéristiques du mouvements

sismique , ainsi les diffrents types d'ondes existantes.

- Dans le chapitre IT : Nous avons mis 'accent sur les notionsgénérales de la
dynamiques des structures du point de vue modelisation formulation des équation pour

des structures a un et a plusieurs . . degrés .- - de liberté.

- La résolution des equations de mouvement que ca soit dans le domaine
temporaire ou frequentiel en présentant les différentes méthodes est etudiée dans le

chapitre III.
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- Dans le chapitre IV, nous €xposons les notions principales qui caractérisent
le comportement statique et dynamique du sol, ains; que les différents paramétres qui

regissent ces comportements.

- Au cours du chapitre V, nous discutons du phénoméne d'interaction ‘sol-
structure, des différents méthodes de le prendre en compte en se limitant a la méthode de

Sous structure, nous insisterons auss; sur l'influnce de Iy 3édance du sol.
Pe

- Au cours du chapitre VI, nous formulons le probléme d'interaction pour les
Structures a un seul degré de liberté, ainsi qu'aux structures a plusieurs degrés de liberte:

dans le chapitre VI

- Dans le chapitre VIII, nous proposons un modele simplifié qui permet et
remplacer un systéme a plusieurs D.D.L par un systeme a 1 seul d.d] en faisant

apparaitre quelques transformations.

- Dans le chapitre IX, nous citons les differénts Organigrammes suivis, lors

de resolution du probléme ( la ktrmimtion de [z réponse dans les diffesnts cas étudiés)



Chapitre 1




L1- INTRODUCTION :

lingénieur du génie parasismique doit essayer de résoudre le probléme de la
construction des ouvrages que pourraient résister,dans une certaine marge admissible de
risque, & des secousses sismiques probables. Ceci ne peut pas se faire sans une bonne
connaissance des caractéristiques du mouvement sismique et une meilleure estimation du
maximum probable du mouvement sismique et son avénement dans le temps et l'espace,
meme s'il dispose d'outils puissants que sont les nouvelles méthodes de l'évaluation de la
réponse sismique du sol. Or certains facteurs ont participé a creuser un fossé qui sépare
le progrés des calculs parasismiques et le retard des recherches sismologiques qui n'ont
pas pu encore bien rependre aux exigences des méthodes de calcul. Ceci est dii 4 la
complexité du phénoméne sismique qui est l'origine des difficultés de la recherche
sismologiques surtout quand au temps et moyens importantsqu'elle exige. Il manque
aussi une liaison suffisante entre l'ingénieur du génie sismique et le sismologue qui
n'abordent pas les problémes avec la méme vision. L'ingénieur a besoin des informations
directement traitables par des calculs tandis que la vision du sismologue peut parfois se
rapprocher d'avantage de la curiosité scientifique en recherchant des données seront

probablement utiles dans un avenir plus au moins proche.

- L'origine des seismes :

Les caractéristiques des vibrations sismiques du sol largement influencés par
les mécanismes de génération des séisme ( facteurs de source) qui varient d'une région
sismique a une autre avec la théorie des plaques et de la dérive des continents, les
meécanismes s'eclaircissent de plus en plus, méme s'il reste beaucoup de progrés a faire
dans ce domaine.La plus part des seimes superficiels de magnitude plus grande que 5.0
sont liés a des ruptures de failles superficielles pontant il Areste des doutes sur l'origine
des seimes profonds. En effet, il est peu vraisemblable que des failles géologiques
puissent exister au dessus de profondeur de l'ordre de quelques centaines de kilométres
vues les températures et les contraintes trés élevées qui y régnent mais ces seimes ne
representent pas beaucoup d'interét pour l'ingenieur du genie parasismiquequi s'intéresse

plutdt aux fortes secousses.



- Foyer et épicentre :

Par définition, le foyer on hypocentre est le point au sein de la croute
terrestre ou d'apres les calculs basés sur les ondes sismiques captés la rupture de la faille

est initiée, l'epicentre est la projection de ce point 4 la surface de la terre.
- Intensité macroséismique :

L'intensit¢ est une mesure subjective des effets de seisme qui refléte au

niveaux des secousses constatées sur place.

Durant des années, différentes échelles ontAété utilisée notamment celles
proposées par MERCALLI ‘ROSSI et FOREI, Medvedev et Spouhemer. L'échelle de
MERCALLI modifite (M.M) a été surtout utilisée aux Etats Unis l'echelle MSK 1964
(MEDEVEDEYV et SPONHEMER, 1969) a elle été utilisé en Europe. D'ailleurs ces deux
échelles, ainsi que l'echelle macroseismique internationale sont trés proches. Elles
comportent douze degrés, numérotés de I a XII, le degré I, correspond & des
secoussesnon perciptibles par 'homme, le dégré XII éu maximum concevable  ( les

dégats sont imparables)
- La magnitude :

La magnitude M est un paramétre introduit pour representer I'énérgie libérée
par le seisme sous la forme d'ondes sismiques , indépandant du lieu d'observation . La
définition de la magnitude a été introduite par RICHTER en 1935, et depuis reprise par

un certain nombre d'auteurs avecquelques nuances (MIYAMA S.1978).

C'est seulement aprés 1950 que le concept de la magnitude a été reconnu, les
magnitudes des séismes antérieurs n'ont pas été calculés sur le champ, mais c'est plus tard
qu'ont été entreprises des études de révélation des magnitudes de ces seismes pour

I'élévaluation des risques sismiques .

L'expression mathématique de la magnitude peut s'écrie M= Log 10 A /AQ
On A, c'est 'amplitude maximale enregistréepar un seismographe standard( WOOD-
ANDERSON) avec une période de 0,8 secondes, a la distance de 100 Km, et Ao est

celle d'un seisme standarlchoisi préalablement



- L'accelerogramme du seisme :

La variation de I'accéleration du séisme dans le temps ainsi obtenue corrigéeet
traitée s'appelle I'accélérogramme du seisme et servira de base pour les calculs sismiques.

Les vibrations sismiques du sol sont bidirectionnelles, deux composantes
horizontales et une composante verticalle, méme si 4 cause des l'imitations dues aux
methodes de calcul on 4 leur colt ou envisage généralement qu'une on deux
composantes.

Pour la plupart des séismes, l'accélération verticale est de l'ordre de un tiers
ou deux tiers de l'accéleration horizontale et comporte des fréquences plus élevées,
HOUSNER (1970), IDRISS (978). L'accélération verticale est donc plus atténuée avec
la distance et ainsi, elle est plus sensible aux erreurs dues aux appareils d'enregistrement
et aux procedures de traitement des enregistrements d'aute part, les accélerations
maximales verticales et horizontale se produisent rarement au méme moment en plus,
l'accéleration verticale est beaucoup moins nuisibles a la stabilité des structures que
I'accélaration horizontale, ce qui fait que sont la plupart des calculs sismiques, l'effet de
I'acceleration verticale a tété généralement passé sous silence.

- Le spectre de réponse :

Au départ le concept de spectre de réponse est introduit en génie sismique
(BENIOFF 1934, Housmer 1941) pour avoir une idée plus claire de I'effet du seisme sur
les structures et unecertaine visualisation des differents fréquences et des differents prises
de l'accélérogrammele mode de présentation du mouvement sismique etant plus parlant
pour lingenieur q'unn signal temporeldirect, il a été depuis largement utilisé dans les
etudes sismiques.

Le spectre de réponse assosgié 4 un accelérogramme s'obtient en tracant la
courbe de réponse maximale de différentsoscillateurs simples soumis aux vibrations de
celui-ci les oscillateurs simples auront tous méme tauxd'amortissement, mais des périodes
naturelles croissantes.

La réponse de l'oscillateur simple peut étre représentéeen terme d'accélération
absoluede vitesse relative on de déplacement - relatif ce qui donnera les spectres de
réponse maximale correspondants.
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I.2- TYPES D'ONDES :

1.2.1- ONDES DE VOLUME :

Elles prennent naissances dans le foyer et se propagent 4 l'intérieur de la terre -

sous forme de :
1- Ondes "P" ou ondes longitudinales :

Elle se propage avec une vitesse de 7/8km/sec et s'accompagnent d'un

chasgement de volume (compression et dilatation).
2- Ondes "S" ondes transversales :

Se deplacent avec une vitesse de 4 a 'S km/sec et s'accompagnent d'une
distorsion dans le plan perpendiculaire 4 la direction de la propagation que provoque un

cisaillement sous changement de volume,

1.2.2- ONDES DE SURFACE:

se sont la portion des ondes de volume qui arrivent a la surface libre du sol et

ona:
1- Ondes de RAYLEIGHR :

se sont des ondes pour lesquels les points du sol décrivent des ellipses dans le
plan vertical de propagation qui entrainent des compressions et des cisaillementsdans le

sol.
2- Ondes de LOVE Q:

Elles offrent aux points du sol un déplacément dans le plan tangent 4 la
surface perpendiculaire & la surfacede propagation, elles engendrent des contraintes de

cisaillement.



1.2.3- RECAPITULATIF :

La connaissance du champ- incident est nécessaire sur la frontiére ou a
1'interféce sol fondation ce champ fait I'apparition de différents modes de mouvements
horizontales, vertical, pompage, torsion et pour cette raison I'enterrement de la fondation
a pour objectif la diminution de ces mouvements d'ou ‘les_ hautes fréquences seront plus

filtreés que la profondeur de la fondation est plus grande. -



Chapitre I1

—

l



10

111 - INTRODUCTION :

La D.D.S & comme objectif l'analyse des contraintes et des déformations
dans n'importe quel type de structures soumises 4 un changement dynamique arbitraire
et on peut dire que la D.D.S est une extension de l'analyse des structures sollicitées par

des changements statiques.

La dynamique est définit comme variation dans le temps, un changement
dynamique est un changement qui varie en intensité, direction et position dans le temps,
d'ou la réponse d'une structure 4 un changement dynamique est exprimée en termes de

déplacements de celle ci.

Si la fréquence de l'excitation appliquée a la structure est inférieur a 1/3 de la
fréquence propre fondamentale de la structure, les effets de llinertie  de la structure
peuvent étre négligés,et le probléme est quasi-statique, donc le systéme d'équations

linéaires [ KU =R ]s'impose méme si U et R varient lentement avec le temps.

Par contre si la fréquence devient plus importante, d’excitation l'inertie
devient importante et elle ne peut pas étre négligée . Dans ce cas la matrice masse qui

représente la distribution continue de masse dans la structure représente l'inertie.

- MODELISATION DES STRUCTURES :

La détermination d'un modéle tenant compte le plus correctement de la masse et
de Ia raideur de tous les éléments d'une structure est une phase essentielle pour l'etude
de la réponse & une secousse sismique. Si le calcul des masses et de leur position peut
étre effectué avec une bonne précision, par contre celui des raideurs est souvent trés
approché. En effet, dans le cas des constructions en béton armé les inerties des sections
sont modifiées par la fissuration et il existe une imprecission sur la valeur des modules
et des larguers des tables de compression. Par ailleurs quelque soit le type de structure il
faut tenir compte de limprecission souvent trés importante des données relatives au sol
de fondation. Compte tenu de toutes ces imprecissions, il est donc inutile de detailler
excessivemnent un modéle dans le seul but de restetuer la raideur de la structure , par

-contre il faut prevoir un nombre suffisant de masses concentrés ce qui dans la plupart des
cas , donne la limite des simbliﬁcations admissibles par le moéle. Des régles simples
déduites de considération sur la forme des modes excités par un seisme d'une direction
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donnée, permettent le choix du nombre minimum des masses. On peut étre ainsi conduit
a etablir des modéles differents selon les direction du seisme etudiée.

Pour les batiments courants ne presentant pas de dissymetries excessives on pourra
dong etudier l'effet d'un seisme horizontal ou vertical 4 l'aide d'un modéle plan.

La structure est modélisée 4 l'aide de barres oud'éléments finis reliant les noeuds
entre eux.

sy zo T ez b7l ”J77

DISPOSITION DES NOEUDS .
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I1.2-- FORMULATION DES EQUATIONS DE MOUVEMENT :

11.2.1 - SYSTEME A 1 D.D.L (S.D.O.F.S) :

I1.2.1.1- Composants du modéle dynamique élémentaire:

Les caractéristiques physiques essentielles de toute  structure élastique
linéaire soumise & des charges dynamiges sont: sa masse, ses propriétés élastiques
(souplesse ou rigidité),son mécanisme de déperdition d'énergie,ou amortissement et la

source extérieure d'excitation, ou chargement.

——su
Fd Fi)
—— P(t) —2 e Pm
FE
(Fig.N°1)
(A) : [{=}]
Composantesélementaires forces participant & I’équilibre

I1.2.1.2- Méthodes de formulation :

1- Principe d'ALEMBERT :

les forces agissantes sur la masse :

ele chargement appliqué p (t)

¢La force d'inertie Fi

ela force d'amortissement Fd

ela force de rappel du ressort élastiques Fs

I'équilibre de ces forces Fi+Fd+Fs=p (1) ....(a.1)
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Fs = Ku, Fi= mii,Fd= cu

(a.l)=mi +ca+Ku=p(t) ...(a.2)

2- Application du principe des travaux virtuels :

Si on communique a cette masse un déplacement virtuel (Su)( le seul
déplacement compatible avec les contraintes présentes), ces forces fournissent chacune

un travail.
Le travail total effectué par le systéme peut s'écrire :
-Fi8u-Fd 8u-Fs 8u+p(t)Su=0
( les signes (-) s'expliquent par le sens des forces agissantes donc on trouve :
[-mi-cu-ku+p(t)) Su=0

comme Su # 0 ==> mu+ ci + ku=rp(t) ... (b.1)

3- Application du principe de HAMILTON :

Energie cinétique du systéme : T = % mu?
Energie potentielle du systéme : U = ¥ Ku?
Les forces non conservatives :

1- Force d'amortissement Fd

2 - La charge appliqueé p(t)

La variation du travail effectué par ces forces

8Wnc = p(t) du - Cu du
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dong :

t2
I[mzi&ﬁ—cz)&wkuc?u-%p(t)&l]dt =0

tl

£

i2
jmz‘z oudt =mu
1l Y

12
—Imz‘ié"udt =0
tH

&

&

12
jmwadxzmaau
t]

12
—jma 5udt(c5‘U :'@)
, dt

&

D'aprés l'une des hypothéses de HAMILTON

La variation u s'annule aux bornes d'intégration T1 et T2

. &
= mu 5u|= 0
£y

t2

ce qui donne : jl:—mu —cl—ku +p(t)]5udt =0 (c.1)

t1
et comme Su est arbitraire == > (¢.1) n'est satisfaite que lorsque :

- mil - ¢l- kut p(t) = 0 ===>mii + cd + ku=p(t)

OSCILLATIONS LIBRES :

RESOLUTION DE L'EQUATION DU MOUVEMENT :
Mi(t) + cat) + ku(t) = p(t) = 0

Oscillations non amorties ; -

C=0 =
V(1) = G ™+ G, 6™ (G),G:, les amplitudes)

en utilisant I'équation d'EULER : "™ = COS ot + sin(ot)



15
V(t) = v(o} /o sin ot + v(0) cos ot

Cette solution qui correspond 4 un mouvement harmonique simple est

représentée comme suit;
o : fréquence circulaire ( pulsation ) (rd/s)

f= 0/2n fréquence cyclique ( fréquence ) ( 1/s)

l'inverse de f est la période T=2n /o = 1/f= 2% \/% ( en seconde)

Vi <
T _ ([Il
v T —_
(o) i n/ “l N o — e
) =7, ' - »(t)
W/ . — -
% I ___ S
v -

Reponse en oscillations libres sans amortissement

OSCILLATIONS LIBRES AMORTIES :

3 cas sont a envisagés:

-1 ercas : AMORTISSEMENT CRITIOUE :

O = ¢/2m => ¢y = 2mae
v(t) = (Gy + Gat)e "
En introduisant les conditions initiales, on obtient :

v(t)= [ v(o) (1+at)+ v(o)t] e
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=2 eme cas - SYSTEME SOUS AMORTIE :

si l'amortissement < amortissement critique ==> ¢ < 2ma
soit E=¢/2mo <1. (?’; ; coefficient d'amortissement)
od: Pseudo fréquence angulaire en oscillations amorties

la réponse d'un systéme sous amortie en oscillations libres :
v(t) = €% ( Gy ™+ G, &™)

v(t) = €% (A sin wdt + B cos wdt)

En introduisant les conditions initiales :

V(t) = g%t [—Y%O)ﬁ .Sin axdt + v(o) cos axit:‘

- 3 eme cas - Systémes suramorties :

danscecasé>1,¢>2mo

ou co*—=m1/¢'2—1

V(t) = ¢**( A sinh ot + B cosh ot)

A et B peuvent étre déterminées au moyen des conditions initiales,

CHARGEMENT HARMONIQUE :

- SYSTEME NON AMORTI :

- Solution homogéne :

Le systéme est soumis & un chargement harmonique p(t) d'amplitude Po et de

fréquence angulairew, I'équation différentielle du mouvement devient :
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mv(t) + cv(t) +k v(t) = Po sin wt ...(1)
mv(t) +k v(t) = Po sin ot ...(2)
Solution homogéne :
Ve(t) = A sin ot + B cos ot ..(3)
Solution particuliére

La réponse d'un chargement harmonique est harmonique en phase avec le

chargement ainsi :
Vp(t) = G sin wt ...(4)
En substituant (4) dans (2) on obtient :
-m w’” G sin ot + k G sin ot = Po sin ot
Généralement sin wt # 0
k/m = o’
L'amplitude devient G = (Po/K) 1/(1-f>) (B = w/w)
Solution générale :
V(©) = Ve(t) + Vp(t)

Vo= 2o

K 1-f

(sin @t - Bsin wt) ...(5)

avec v(o) = v' (0) =0
Systéme amorti

mv'(t)+ cv'(t) + kv(t) = Po sin wmt

om=2&0==>v({t)+2&av(t)+ o’ v(t) = Po/m sin wt ...(6)
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Solution homogéne :

ve(t) = € (A sin od t+ B cos od t)
- Solution particuliére :

Vp(t) = G1 sin wt + G2 cos ot

Les facteurs de réponse:

G1=12. 1;’32 -
K (1-p) +(2&p)
Po —25f

K (1-p) +(228)

G2=

Finalement :

w(#) ={Asinwdt + Bcoswdlt Je Lo, ! [(1 — ) sin @t — 2&Bcos sz]

K (1-g) + (28

I’amplitude:

- Facteur d'amplification dynamique :

Le rapport D de l'amplitude de la réponse en mvt permanent et du
déplacement statique qui serait produit par la force Po s'appelle facteur d'amplification

dynamique.

1l s'écrit :

—% JA=FY 257
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D 2 / /\ PELR=
/ =0,5
1% ,5=07
\¥ =g,
——
o 1 2 3

Fig 05 - Variation du facteur d'amplification dynamique en fonction de

amortissement et de la fréquence .
- Cas général :

On considére une force p(t) de forme quelconque, il peut s'agir d'une force

périodique engendreé par une machine, ou d'une impulsion due 4 un choc.

I/Z/Z/Q/

Force périodique Impulsion

La solution de l'eqt. du mvt est fournie par l'intégrale du DUHAMEL
1 i
U(t)=——| p(De ™ D sin[ad (1 — Dd7
0=— j p(?) [ (- )]
Dans le cas d'un oscillateur non amorti, l'intégrale de DUHAMEL prend la forme :

u(f) = ﬁ-jp(r) sin[a;(t - r)dr]
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I1.2.1.3- Influence d'une éxcitation d'appui :

La poutre transversale du portique est supposée rigide, et elle contient toute
la masse mobile de la structure .

(b)

Mouvement du systéme Forces participant a l'équilibre
mUt + cu+ ku=0

Ut=u+ug ,

==> mi+ mig+cu+ ku=0

Comme l'accélération du sol représente [l'excitation dynamique

donnée,l'équation du mouvement peut s'écrire:
mi+ ci +ku = - mig(t) = P eff (t)

Peff (t) : le chargement effectif dfi 4 l'excitation des appuis.

I1.2.2 SYSTEME A PLUSIEURS D.D.L. (M.D.O.F.S) :

A/ Définition :

Une structure & plusieurs degrés de liberté (M.D.O.F) encastrée & sa base est

composée de plusieurs masses reliées entre elles et & une base fixe par des ressorts et

amortisseurs.



21

Les structures ayant un comportement élastique et linéaire peuvent étre ‘
modélisées a l'atde de barres ou éléments finis et comportant une masse associée a

chacun des noeuds. les masses dans ce cas sont supposées concentrées par les noeuds.

L )
. m; ‘
i [ ] .
@ L ]
Jym.
J
[
t
T N S S z SIS
Portique plon . [ansole

vertitale .

B/ Construction des matrices :

Dans le cas d'un oscillateur multiple, 'équation de mouvement s'écrit sous
une forme matricielle, mettant en évidence les matrices de masse, de rigidité,
d'amortissement et les déplacements, les vitesses et les accélérations ainsi que la force

4 perturbatrice seront écrits sous forme vectorielle.

: B-1/ Matrice de rigidité [K] :
La matrice rigidité se détermine en considérant I'équilibre de forces pour

, -chaque noeud du systéme considéré.

Rt . pem R > ¢ ¥ . U
n n n < kh LUh'h.- L),,\_,_,\\

‘ Rt p om, Pt > ‘ﬁ‘:’ Kias _(.IT]K-M _U,;,)
' L (o, _A\_\,;fn]

ke (g -Ua
Pt poem P_t s Emigz
i @ R A AT
Vo (Dy -0
PPht— P em Pt > ® < a m :])
1 1 ‘F ,qu’1 A A

P WWJWW NN NS
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- I'équilibre de chaque masse :

MnUn - Pn(t) + Kn (Un - Un-1) = 0

Mi Ui - Pi(t) - Ki+1(Ui+1 - Uiy+ Ki (Ui - Ui -1) =0

M2U2 - P2(t) - K3(U3 - U2) + K2(U2 - U1) = 0
M1U1 -PI{t) - K2(U2-U1)+K1 U1 =0

Apreés réarangement, et sous forme matricielle on obtient

(K1+K2) -K2 0 ]
-K2  K3+K2 ~K3
-Ki-1 (Ki+Ki+l) -Ki+l1
[K]= 0

—Kn-1 (Kn+Kn-1) -Kn
—Kn Kn

B-2/ Matrice des masses ou d'inertie [M] :

L'approche par concentration des masses qui suppose que la masse au lieu
d'étre repartie le long d'un €lément est concentrée en un nombre de points adéquatement

choisis (noeuds) permet une répresentation simplifiée de la matrice d'inertie.

Ce mode de représentation subtitue donc a la distribution continue de la

masse de la structure réele une serie de masses modales concentrées.

Il est & noter que les résultats d'analyse d'une structure par deux
représentations: concentration des masses et déplacements généralisées ont montrés

clairement que les erreurs commises sont faibles.
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L'avantage de l'approche par concentration des masses est qu'elle simplifie les
calculs numériques puisqu’ en excluant les couplages entre les différents déplacements,

elle diagonalise la matrice d'inertie qui prend la forme suivante

[M]=

m

L n

Mi : étant la masse concentrée relative au point d'application et ala
p pp

direction du déplacement x.

B-3/ Matrice d'amortissement [C)]:

Les structures peuvent présenter un amortissement substantiel quand elles
sont assujetties a des chargements dynamiques, cependant I'évaluation de ce genre de
phénomeéne reste a ce jour tout a fait vague et empirique et ne peut en aucun cas étre

qualifié avec certitude,
Généralement, on présente la matrice d'amortissement par :
C=aoM+alK
M et K étant respectivement la matrice masse et la matrice rigidité.
(Rayleigh a montré qu'une matrice d'amortissement de la forme

C=ao M + al K ou ao et al sont des coefficients arbitraires satisfera i la
condition d'orthogonalité).

Les constantes ao et al peuvent étre reliées aux facteurs d'amortissement de

n'importe quel mode J par :

ao alw,
&=t
7

2w,

(b)
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&;: facteur d'amortissement du mode J.
w; . fréquence angulaire propre au mode J.

Elle peut étre déterminer par 'analyse d'oscillateur libre, d'aprés l'équation (b)

on aura donc si on ne tient compte que des deux (2) premiers modes

ao=2ww,(&w, — Ew,)/(w? - w;)

al=2(&w, - ‘fzwz)/(wlz _w22)

Ces  facteurs  d'amortissement sont  généralement  détermins
expérimentalement & I'aide des machines vibrantes sur des constructions existantes, pour
illustrer cette remarque le tableau suivant donne les facteurs d'amortissements de

quelques structures

Types de construction E
Portiques en B.A 2315%
Murs porteurs et préfabriques 5420%
Structures métalliques 246%
Ponts métalliques 2310%
Ponts en B A 3415%
Constructions massives 5a10%
Sols de fondation 54 40%

C/ Formulation des equations de mouvement:

Aprés développement des différentes matrices, I'équation du mouvement s'écrit :

[M){x"} + [CU{x'} + [K]{x} = {P(®)} ...(1)

La relation (1) & un nombre d'équation égal au nombre de degrés de liberté
de la structure .

Si la force excitatrice p(t) est une action sismique donnée par son
accélération x’’g, alors I'équation (1) se transforme en un systéme d'équations dont
I'écriture matricielle est la suivante:

[M]{x"} + [C]{x} + [K]{x} =-[M]{x"g} =[M] [B] x'g

ou [B] est un vecteur unitaire .
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On peut dire que les méthodes de résolution se divisent en deux grandes
catégories,la premiére se base sur les données du spectre de réponse, et la deuxiéme
nécessite les donndes d'un accélérogramme, celle ¢i consiste a étudier la réponse

structurale selon le domaine suivant -
- Domaine des temps.

- Domaine des fréquences.

IIL1- ETUDE DE LA REPONSE DANS LE DOMAINE DV
TEMEPS : '

Cette étude se fait grice a deux méthodes
- Méthode de superposition des modes,

- Méthodes d'intégration directe.

HI.1.1- METHODE DE SUPERPOSITION DES MODES.

Une structure classique idéal est deprouvue de tout amortissement de sorte

qu'elle peut vibrer indéfiniment tant qu'il soit nécessaire de lui fournir de I'énergie.

¢e comportement est purement théorique en raison de l'existence inévitable
de Phénoméne. Des frottements qui amortissent le mouvement toute fois ceux ci sont trés

facile de sorte que les vibrations libres peuvent subsister assez longtemps .

L'équation du mouvement d'un systéme se déplacant librement sans

amortissement s'écrit
MK{x'} + [K}{x} =0 ~..(1)

En admettant le mouvement oscillatoire harmoniques, les solutions

particuliéres peuvent s'écrire sous la forme.

Xn(t) =Xy sinfot +6) . (2)
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Xa : les modes de déformations possibles du systéme ( seule leur amplitude
varie avec le temps)

0 : est un angle de déphasage

o: la fréquence de vibration

les accélérations en vibration libres

Xa = - o°xn sin{ot+ 0) ..(3)

En reportant ces deux derniéres expressions dans la premiére équation, nous

obtenons l'expression.
- ®2 M xn sin(et + 0) + K xn sin (ot +8) =0

qui doit étre vérifiée quelque soit t, donc pour toutes les valeurs de la

fonction sinus, on a :
[K-o®M){x}=0 ..(4)
comme {x} n'est généralement pas nul, la solution est donnée par
[K-0*M]=0

cette équation est appelée I'équation aux fréquences du systéme.

Les N solutions ( a)f , a)z , C')j yeen a)j)

soit | < < 03 <..< @,

Le mode correspondant 4 la fréquence la plus basse est appelé le premier

mode, le second mode correspond 4 la fréquence suivante etc. ..
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Q,

. ]

A chaque valeur propre correspond une forme d'oscillation Fensemble des
valeurs propres et des forme propres est appelée "Mode propre ou normal de variation”

En remplagant la pulsation propre dans le systéme (4) il s'en suit :

(ky —mw?)x, + ey, +. 4k x =0

lnn

2
\km% +kx, 4. +(km, - m,,a;,,)x,, =0

Le mode propre {xj}’ ne peut étre déterminé que sous forme de rapport de

déplacement nodaux.

On doit se donner une des composantes xi” pour trouver les autres
déplacements. Les modes propres sont habituellement normalisée par rapport a la plus

grande composante si x;” est cette derniére on pose :

ou ¢, représente 'ordonnée du mode propre i. Si l'on choisit %, on obtient
alors un systéme en ¢; de (n-1) équations dont la résolution donne la forme de la

vibration propre correspondant & ; { on note que l'amplitude reste inconnue).

On trouve ainsi 2 matrices, la matrice spectrale donnée par :
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]

et la matrice modale donnée par :

-¢l] ¢]2 . : ¢1n ]
¢21 ¢22 : . ¢2n
¢= [¢13¢2’¢3=“': ¢n] =
(O b - B

La détermination des fréquences et modes vibratoires d'une structure se
reduit donc au probléme de calcul des valeurs et vecteurs propres d'une matrice. Les
fréquences propres de vibration du systéme sont les racines carrées des valeurs propres,

et les modes vibratoires correspondent aux vecteurs propres.
- CORDONNEES PRINCIPALES NORMALES :

Dans l'¢tude des systémes quelconques 4 N degrés de liberté qui précédent

la déformée 4 un instant donné était définit par N composantesdu vecteur V.

Dans le cas de systémes linéaires, une représentation beaucoup plus utile est

rendue possible car les modes de vibration libre.

Ces modes correspondent a N allures de déplacements indépendantes dont
les amplitudes peuvent servir de coordonnées geneéralisées, dont les amplitudes peuvent
servir de coordonnées généralisées pour représenter un déplacement quelconque. Les
modes de vibration jouent le méme rdle que les termes d'un développement en série de

fourier et ils présentent

les mémes avantages 'orthogonalité et possibilité d'une représentation
satisfaisante des déplacements a l'aide d'une approximation limitée & quelques termes

seulement.
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Prenons le cas de la poutre encastrée dont la déformée est définie par la

mesure de trois fléches le long de son axe original, on peut représenter sur cette structure
un vecteur déplacement

V quelconque en superposant les amplitudes convenablement déterminées

des 3 modes de vibration, comme le montre la figure .

Ul=qy1 ) =gv

2

2
* représentation d'une déformée par une somme de composantes modales.

Pour chaque composante modale x,, les déplacements sont données par le

vecteur modal ¢, multiplie par l'amplitude modale Yn
Vn=¢, Yn

les déplacements sont la somme des composantes modales:

soit en notation matricielle v=¢Y ...(a)

en voit que la matrice ¢ de cette équation permet de passer du vecteur Y des

coordonnées généralisées au vecteur v des coordonnées géométrique.

Les amplitudes modales, on coordonnées généralisées, sont appelées

coordonnées principales { on normales ) de la structure.
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Pour calculer une coordonnées principale Yn, l'équation (a) peut étre
multipliée par le produit de la transposée du vecteur modal correspondant par la matrice

de masse.

&' Mv=0,' Moy
si on developpe le second membre de cette €quation on obtient :
Ga’ MY = &’ My Yo+ oo + o’ Mba Vi oo (b)

Tous les termes de cette somme s'annulent sauf, celui qui correspond 4 ¢, et
ce en raison de la propriété d'orthogonalité des modes de vibration par rapport 3 la
matrice masse. En conservant ce terme non nul dans le second membre de I'équation (b)

on obtient :
¢’ MV =¢," M ¢,Yn
Yn= ¢," MV/ ¢g" M ¢,

a chaque coordonnée principale, il correspond une expression de ce type soit

[6]" lensemble des vecteurs propres on aura dong :
[61" M] [9] = [1]
[6]" [K] [$] =[] = [0] matrice diagonale
[61" [C] [4] = [2 @] = [B] matrice diagonale
o; : fréquence propre de mode i
&; : facteur d'amortissement du mode i.

pour cette etape on aura donc des équations découplées du mouvement

Féquation du mouvement de chaque peut alors s'écrire de la maniére suivante, en

mode
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combinant la masse et les chargements généralisées du mode avec la fréquence angulaire

propre ( ou modale) on et la valeur donnée du facteur d'amortissement modal on aura

finalement :
Yn + 2&, 0, Yo+ ®,” Yn= Pn(t) / Mn

L'étape précédente conduit 4 un systéme de N équation de mouvement
mdépendantes correspondant chaqu’une a4 un mode de vibration ces €quations
représentent autant de systéme a un degré de liberté et se resolvent par toute méthode

convenant au type de chargement .

I'expression générale de la réponse est donnée par lintégrale de DUHAMEL

i
_[Pn( e b sing, (t- dr ... (c)
0

1
M o,

n

Y1) =

L'intégrale de DUHAMEL est applicable 4 un systéme qui est au repos i
l'origine des temps (t=0). Si les vitesses et les déplacements ini:uiaux ne sont pas nuls,
une réponse en vibration libres doit étre pour chaque mode a l'expression donnée par
lintégrale de DUHAMEL. L'expression la plus générale de la réponse en vibration libres

amorties est donnée pour chaque mode par I'équation.

@p

n

y,(t)= e*f""’"’liy" ©)+2,(0¢,, sin @, f+y, (0) cosaJDntJ ... (D)

.yn(0) et yn (0) représentént les déplacement et les vitesses initiaux pour
chaque mode. Ils peuvent étre obtenus pour chaque mode de la maniére suivante, a partir
des déplacements initiaux imposés V(0) et des vitesses initiales V'(0) exprimés dans les
coordonnées géométriques de départ.

5,0 =E2D; ) - LM

M

n n
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Une fois la réponse Yn(t) de chaque mode déterminée 2 partir des équations
(C) et/ ou (D), les déplacements exprimés a l'aide des coordonnées géométriques peuvent

étre obtenus par la transformation en coordonnées principales .
V() =¢ Y(t).
VO = oY i(t) + 2 Yolt) +...... +0nYu(t)

Ce qui représente simplement la superposition des contributions de chaque
mode. On remarquera que dans la plupart des cas, les contributions des différents modes
sont plus importantes pour les fréquences basses, et tendent a décroitre pour les
fréquences plus hautes. Il en résulte qu'il n'est généralement pas nécessaire d'inclure tous

les modes de vibration a fréquences élevée dans la superposition.

Im.1.1.1- METHODES DE CALCUL DES VALEURS PROPRES :
1- Méthode DE JACOBI: '

Cette méthode a comme avantage de calculer les n valeurs et vecteurs
propres, d'un systéme de dimensions limitées (n < 100) dont les matrices symétriques et

définies positives.

La méthode consiste a trransformer les matrices [K] et [M], en des matrices

diagonales en utilisant des transformations succésives.

[K']=[K] ; [M'1=[M]
K1 ={Qi]" [K'[Q] M) =[Q;]" [M'][Q.]
K" =] QeI"[KM[Qk] M =[Qx]" [MM][ Qq]

avec : [Qk ] = est une matrice orthogonale d'ou :

Q1" [QkI=11]
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les matrices [K*"'Jet [M*"'] tendent vers des matrices diagonales [K*] et [M"]
quand K ténd vers l'inﬁﬁi doncona:
A= K= M
d'ou les valeurs propres sont obtenuesa partir des

A=K M

1

DRCICREACI

0

la matrice orthogonale de transformation 4 la structure suivante :

[Qk]= 1

Les coefficients a et b soont établises de telle maniére que :
K< = Min+1 -0

Ol S ramene :

aK;+ (1+ab)K;+bk;=0

a M+ ( 1+ ab)M;+bM; =0

notant que :

Ki/Mi = KM = Ky/M;;

les valeursdeaetbsont:a=0,b= -Kiy/K
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dans le cas général on a :
Ci=Kiu Mjj - M; K
Co= Ky M; - M; Kj;

C3= Ky ij - M;; K_U
C 2
d = C3/2 + signe (Cs) (73) +CC,

dota=Cy/d et b=-Ci/d

2 - Methode de RAYLEIGH - RITZ,

L'avantage de cette methode est de passer d'un probléme de valeurs propres
de grandes dimensions en un probléme de dimension plus réduite, par conséquent ont

peut calculer toutes les valeurs et __vecteurs propres par la methode de JACOBL.

Le principe de la methode est de contraindre chaque vacteur propre de
systéme ( K -A M) ¢ =0 & s’exprimer sous la forme d'une combinaison lineaire de

vecteurs dits vecteurs de RITZ de telsorte que :
{0} =a {q}taxf{qgit ... +aq {qq}
avec :
a;: coefficient de RITZ
qi : vecteurs de RITZ
¢ : vecteur propre lic au systéme reduit de dimension q

{¢} =[Ql{a}

tout d'abord on doit chercher le quoteint de RAYLEIGH et de lui rendre

stationnaire avec:
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RO = {037 KT {0} / {ds} MK ¢}
R({$:}) = {a}"[K){a} / {a}" [M] {a}
avee : [K] =[QI"[K][Q]
[M] = [QI"M][Q]
Le principe de quotient de RAYLEIGH, minimmim s'exprime par
OR(0)/3 a; =0
sachant que :
R{$} = [KV/[M]
la condition de sataionnarité s’ecrit d'une maniére générale
[K] {a} =R[M] {a}
avec
{a) = [{a}.{@},{as}...... {ag}]
cette condition fournit q valeurs propres , Ry, Ry, Ry ....., Ry

cette approximation deX, Ay As,... Aq €t q vecteurs propres

T _ 1.1 1
. —{xl,x2 X

x b * q

: 1 2 q}
xq = {xq,xq,...,xq

les vacteurs propres Xi sont utilisés pour detrminer les vecteurs d1, da,... g

qui sont des approximations des vecteurs propres ¢1, dy,... dq

- 4 ’
avec: ¢, = x/g, i=1, ... ,q
J=1
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les valeurs propres excates doivent verifirer
ARy, , ?\‘q < Rq

de maniére a obtenir rapidement les plus petites valeurs propres nous

pouvons choisir comme vecteurs de RITZ les solutions de  [K]= {q:} = {F3}

ou{F:} sont des vecteurs unités qui sollicitent les degrés de liberté i

correspondant aux plus petites valeurs de K;/M;

ro"

It
s
il

{F}

r—> ligne i

0]

le systeme [K] {qi} = {Fi} donne la matrice des vecteurs de RITZ et on doit
resourdre :

(K] [9] =R [M][ ¢]
tels que :
[R] : matrice diagonale des valeurs propres du systéme réduit
[¢] : matrice des vecteurs propres du méme systéme .
Les approximations des q premiers vecteurs propres sont :
[9] = {a) [¢]

3 - Methode du sous -espace :

cette methode est trés largement utilisée pour calculer les p premiers valeurs
propres d'un systéme de grande dimension elle consiste a appliquer plusieurs fois la
methode de RITZ en améliorant les vecteurs par iteration inverse , la methode du sous

espace enchaine les opérations suivantes ;
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a- choisir p vecteurs initaux:

(6] ={{d1}. {2}, ... {dp} ]

b - executer une iteration inverse, pour calculer simultanémént les p vecteurs

de RITZ {qi} en resolvant -
(Ki{ai} = [M]J{¢i} = {Fi} i=12 . 5p
[K][ Q] = [M][Q]

¢ - appliquée la méthode de RITZ pour, chercher les vecteurs propres dans le

sous espaces de RITZ
(KI-MMI){A) =0
(K] = [QI"K][Q]
[M] = [QI"M][Q]
{6} = [QNAY

d- tester la convergence de A; et repeter si necesaire les operations b, ¢, d

III.1.2- METHODES D'INTEGRATION DIRECTE :

Elles donnent une solution approximative dans des points particuliers
(déterminés) en supposant une allure de variation des déplacements, vitesses et
accélérations connaissant les conditions initiales U0, U0, U0 at =0, on doit calculer la

solution dans les points :
t=0,At,2At, 3At, ... ,T-At, T
avec : At="T/n (T periode de vibration)

L'incrément At est nommé le pas.



38

1- Méthode de HOUBL.OT :

En utilisant les approximations au différences finies développées on aura ;
Unae = VAL (U, + At -5 U, + 4 Uy - Uszar)
Usiar = 1/6At (11Usp; - 18U, +9 Uiy - 2Usz0)
Donc I'équation du mouvement aura la forme suivante
(2/APMH11/6AtCHK)U, + At = P, + At + (S/AM + 3/At C) U,

-(4/A M + 32AtC)Upae

+HU/APM + 1/3AC)U¢ 20

2- Méthode des differences centrales :

L'équation du mouvement est une équation différentielle, d'ou par

approximation aux différences finies on obtient -
U= VAE (Uea - 2 Up+ Usea)

Uy = 17288 (Ussa: - Ural)

Donc on obtient:

(U/AM + C/2At) Uppe = Py - (K-2/APMYU, - (L/APM - 1/2AtC)Ur e

3 -Méthode de l'accélération linéaire :

- Cette méthode se base sur deux hypothéses: la premiére est que 'accélération
varie linéairement, et la deuxiéme est que les termes de rigidité K et d'amortissement C

restent constant en tout point (pas) et on a:
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AU (1) = U(t) At + AT(t) At/2

AU(t) = U(t) At + Uty A2 + AU(E) A2

. a0,
Ut —————————————————

donc :
AU() = 6/A AU() - 6/AtU() - 30(1)
AU (t) = 3/At AU() - 30(1)- at/20(0)
Et pour chaque pas on a comme équation d'équilibre
MAU() + C(t) AU(t) + K(t) AU(t) = AP(t)
En se basant sur les équations précédentes on obtient :
K(t) AU(t) = AP(®)
Avec: K(t) = K(t) + 6/AM +3/At C(t)
| AP(t) = AP(t) + M [ 6/At U(t) + 3 U(t) ] + C(t) [ 3 U(t) + At/2 U(t) ]
Donc le travail 4 effectuer se fait en suivant les étapes suivantes

a- détermination des matrices C(t), K(t) & partir des valeurs initiales des

vecteurs vitesse et déplacement en intervenant les propriétés non linéaires de la structure.
b- Calculer le vecteur accélération initial & Faide de la formule

U(t) =M [P(t) - C(t) U(t) - K(t) Ut) ]
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c- Calculer l'incrément de charge AP(t) et la rigidité effective K(t) a partir des

équations définies ci-dessus .

d- Calculer I'incrément de vitesse  partir de I'équation
AU(t) = U(t) At + AU() A2
e- Calculer les vecteurs vitesses et déplacement a chaque pas a partir de :
Ut + At = U (1) + AU
Ut + At = U(t) + AU(t)

4- METHODE DE NEWMARK :

Elle se présente comme extension ou développement de la méthode de

l'accélération linéaire dans cette méthode on utilise les développements suivants :
Un A= t[(t) +[(1-a) U+ a U a ]
U a0 = Ui+ AUAHAL/ 2 [ (1-b) Uy + b U e ]

avec a,b sont des coefficients réels se déterminant en faisant une analyse de

stabilité de la méthode .

lorsque a="b=1/2, on considére I'accélération moyenne sur un intervalle [ t, t+At ]

U 4

1, (U +Ug +ax?

t+4t
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quand a=1/2 et b=1/3, on considére que l'accélération varie lineairement sur

l'intervalle [t, t+At ]

substituons U t+At et U t+At dans I'équation du mouvement, on se raméne 3

la résolution du systéme d'équation linéaires :
K Upat = Proar
* remarque :

Dans notre étude, on se limite a la méthode de NEWMARK en raison de sa

efficacité et sa facilité & la programmation :

A- CALCUL INITIAL :

1- formation ds matrices M, K et C.

2~ Initialisation de Uo, U'o, Uo.

3- sélection du pas de temps At, des paramétres o etd.

4- calculer des constantes d'intégration

5>0,50, a= 0,25(0,5+8 )

ao= 1/ oAt 2, al= 8 foAt, a2= aAt, a3=(1/20.) - 1

ad=3/a-1,a5=At/2 (&/ a-2), a6 =At (1-8),a7=238At

5 - formation de la matrice de raideur effective K
K=K=aoM+alC l:'tﬁ

6- inversion de la matrice K. ' P

obFb—————=
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B- CALCUL A EFFECTUER POUR CHAQUE INCREMENT DE TEMPS :

1- calcul du chargement effectif:

R&A[ =Rua +M ( aol, + 32U1+ aBU[) +C (alU; + a4Ut + aS("J;)

2- calcul de déplacement 4 l'instant ( t+ At)

Una = Rua / Reeat

3- calcul des vitesses et des accélérations  l'instant (t + At):
Uwa =20 (Upen -U)-a2 U,-a3 [,

U =U+a6 U+ 270t o

4- METHODE DE 6 WILSON :

Dans cette méthode qui est en réalité une extension de la méthode
d'accélération linéaire, le pas d'intégration pour lequel la méthode converge est T =0.At

ou 6>137

La méthode de 0 wilson suppose que l'accélération varie lineairement et le

choix de § > 1,37 a était fait pour que la méthode soit stable.

C
lu
+
2
"

c

c+ At

!

B
Q2
[y ]

,,._..___
o
p
o
o

d'apres la figure ci dessus on a :
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Uer =U+ 1/8.At (Uiwone -Up)

en integrant 1’équation ci dessus 0.n obtient :
Upe=U, +1U+1%/20At (Uon - UL) et
Ursaae=Uros . Uy +AE 02/ 6 (Upron +2 0)
d'ou :

Uivon=6/0" M2 (Upsne-U)-6/0 At U, - 20,

Ut+e_m=3/eAt(Ut+eA[ -Ut)-2 Ut-BAt/ZI'Jt

IIL.2 - ETUDE DANS LE DOMAINE DES FREQUENCES :

II1.2.1 - INTRODUCTION :

I'étude dans le domaine des temps est complétement générale et peut servir &
déterminer la réponse de tout systéme linéaire soumis & une excitation, mais il est parfois

plus commode d'effectuer I'étude dans le domaine des fréquences, la méthode consiste a:
1- exprimer le chargement appliqué au moyen des composants harmoniques.
2- calculerla réponse de la structure a chaque composante.

3- superposer enfin les réponses harmoniques pour obtenir la réponse totale.

I11.2.2- EQUATION DE BASE DE L'ETUDE DANS LE DOMAINE
DES FREQUENCES :

Soit un chargement exprimé en fonction en série de fourier :

F()= fc“’ ......... (1)
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et: w1 =2n/T,, /T,=Aw 2n ===>Cn=Aw /21 c(m)

les équations (1) et (2) deviennent :

Aw & -
ft = . . iar,t
0= 52 Le(m,)e

donc :
f(t):iTc(w) e dw....(3)
27 (@ dw..
Ir (5)
c(w) = j F@).e™ dr.... (4)

(5) représente les formules de réciprocité de fourier
C(w) : la fonction de l'amplitude harmonique.
I'équation du mouvement pour une force d'excitation p(t) unité :
My (t) + 28 §; (1) + ky; (1) = p(t)l
la solution en régime permanent est de la forme :
y(t) =H(w) &
H(w) : fonction complexe de Ia réponse de fréquence avec :

1
k(= +2iBE+1)

H(w)

pB~w/o
I'équation de base dans le domaine des fréquences :

y() = 51; IH( w)c(m)e' " do

W=—00



45

1

H(m) = k(~fF + 2iBE+T)

PBeEwm/o

pour appliquer cette méthode, il est nécessaire de calculer les composantes

harmonique ¢(w) donnée au moyen de I'équation (4) et la fonction H(w,).

IT1.2.3 - TRANSFORMEES DISCRETES DE FOURIER :
la premiére étape de l'obtention des expressions dans leur version dicretisée

consiste & supposer que le chargement est périodique de période Tp.

Cela constituera une approximation dans le cas d'un chargement tout & fait
quelconque mais c'est nécessaire pour remplacer lintégrale sur intervalle de temps infini

€q(4), par une somme finie .

Le choix de la période de chargement sert également a définir la fréquence la

plus basse. qui peut étre considéré dans I'analyse :
ol =Aw=2n/Tp

La période du chargement est alors divisée en N incréments de temps At, la

charge est définie pour les instants T,, = m At.

on aura :

exp(iwn tm) = exp (in AAmAt) = exp (2 &t i (nm/N))

N-1
et elle devient - f(z )= éﬁ—I-Zc(zzr,,,)exp@frin—m)
2 05 N

ou la fréquence la plus élevée a considérer a été arbitrairement choisi égale a (n-1) Aw)

la fonction amplitude c(w,) s'écrit :
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N-1

o(@,) = ALY, pl,)exp(-27i 20

m=0 :

I1.2.4 - TRANSFORMATION DE FOURIER DITE RAPIDE :

* Etablissement des formules de Calcul :

si on divise l'intervalle d'une période Tp en intervalle élémentaires At =
Tp/Np.

le chargement f{t) est représenté par des points échantillonnés t = K. At et

I'intégrale donnant les coefficients :

I
1 ¢ .
c,= ?P‘ !f(t)exp(wznwlr)dt

peut se mettre sous la forme :

At Np-l
€= Y f{k)exp(~inm,kAr)
k=0

P
Ou encoere

1 Nt

J (k) exp(—i.2/mk [ Np)

c =
n Np
On peut donc effectuer la transformation inverse,c'est a dire connaissant les

coeflicients C, du chargement en déduit Ia fonction F(t) on a :

FUY= > c,exp(~i.2zmn | Np)
k=0
En supposant que l'on connait les coefficients C, de C g2 8 C wpiz €t que les

autres peuvent €tre négligés, on peut écrire :

Np-l

fkY= D ¢ exp(i.2z.n.k/ Np)

n=0
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IV.1 - RAPPEL SUR LE COMPORTEMENT STATT QUE DES
SOLS :

IV.1.1"- INTRODUCTION :

I'¢tude statique des sols s'effectue a I'état d'équilibre qui est caractérisé par les

tenseurs de contrainte o, et du déformation g;;.

La détermination du nouveau état de déformation aprés lapplication d'un
chargement s'effectue & l'aide de la loi du comportement du sol, cette loi qui sert 4 relier
le tenseur oij a celui de eij, notons que la formulation de cette loi s'établie dans le cadre
de : |

- |'élasticité.

- la viscoélasticité

- I'elasto-plasticité.

1V.1..2- LA LLOI DU COMPORTEMENT :
Un essai sur un échantillon du sol soumis & un chemin de contraintes
quelconque permet d'évaluer le comportement du sol, ce modéle doit étre formulé en

contraintes effectives car le comportement du sol est régi par les contraintes effectives.

pour cela il faut choisir Ie mode de chargement auquel le sol va étre soumis

in-situ lors d'une sollicitation.

Le comportement du sol sous chargement sera caractérisé par une courbe

effort déformation contrainte .

V2
tnntrnintevz + =)
uxinle Y © (.=c*®
{ e — 8
3 !
|
| ' -
| : — A —p ¢ Deto/oxinle T

F4
- courbe A : compression isotrope.
- courbe B : essai de déformation latérale nulle
- courbe C : essai triaxial classique & contrainte radiale constante. ;

Covrhe effort _deformation sous un thorgement statique monotone.
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I existe un domaine lequel ie chemin de déchargement est identique A celui
du chargement d'ou la déformation résiduelle de I'échantillon est nulle ce qui raméne &

dire quele comportement du sol est élastique lindaire. .

Au dela d'une certaine borne de contrainte et V le chemin de contrainte, le
comportement du sol cesse d'étre lineaire, mais ca n'exclurait pas I'hypothése du
comportement élastique du sol qLﬁ se traduit par le fait que le déchargement 4 le méme
chemin que le chargement, en conclusion. Le sol présente un comportement élastique

non linéaire.

Le chemin suivi lors du déchargement 4 partir d'un point n'est plus identique
a celui du chargement et lorsque le déviateur appliqué devient nul il y'aura apparition
d'une déformation résiduelle d'ou le comportement du sol n'est plus élastique linéaire au
dela de cette borne de chargement,la déformation devient trés importante pour une

valeur finie de contrainte appliquée d'ou I’échantillon atteint I'état de rupture,

IV.2 - COMPORTEMENT DYNAMIQUE DES SOLS :

IV.2.1- INTRODUCTION :
Dans le calcul des réponses dynamiques du sol dans les problémes d'L.S.S,
on doit considérer que I'action sismique se propage verticalement d'ou un élément du sol

a profondeur H est soumis 4 des chargements cycliques .

P R o rAn A AqS ,‘.'.'-U“.-.:_.. . PR .._G“ A
’ i ¢ o

~ g .
- ‘E%I*/TD:E **\DT\‘—

- Séquence de chargement idéalisé

I'élément subit une déformation de cisaillement appeléela distorsion Y qui

s'exprime sous la forme :



Chapitre IV
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_AU

Y= AH

d'ou on peut tracer la courbe effort deformation

DEFOITMATION CYCLIQUE .

La figure montre que le comportement du sol est caractérisé par une boucle

dont la surface et l'inclinaison dépendent de :
* 'amplitude de cycle .
*la déformation au cours du cycle
cette boucle est définit 4 l'aide de deux paramétres :
a- Le module Sécant G, :
représente la pente de la droite joignant les deux extrémités de la boucle .
b- Le coefficient d'amortissement B :
il caractérise l'énergie dissipeé par le matériau lors d'un cycle.

Sa B4A

> o P o
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IV.2.2- AMORTISSEMENT DANS LE SOL:

L'amortissement est une réalité physique essentiellement lige a la
plastification des matériaux, sa prise en compte résulte d'une analogie entre modéles

mathématiques et réalités physiques basées sur l'equivalence de l'énergie .
a- Amortissement Interne :

Lors de I'application d'un chargement cyclique sur I'échantillon on remarque

que pour une méme sollicitation la déformation n'est pas la méme a l'aller et au retour.

b a

Dong le travail de la sollicitation n'est plus le méme, la différence est désignée
en chaleur.cette dissipation est caractérisé par I'amortissement qui présente une grandeur
fondamentale dans I'étude des vibrations au voisinage de la résonance, une mesure de
l'efficacité d'amortissement est donnée pour le rapport de l'air de la boucle d-héstérise a

l'air OAH, pour cela on a le pourcentage d'amortissement & avec :
€ =1/ 4n [ (aire de la boucle ) / (aire OAH) ]
L'amortissement peut étre déterminé par plusieurs coefficients :
1- coefficient de perte iy :
n =D2nw
D : énergie dissipée au cours d'un cycle .

W : énergie emmagasinée

2- La capacité d'amortissement spécifique y :
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X =DIW
3- Le déphasage ¢ :

il représente I'angle formé par le vecteur force et le vecteur déplacement lors

d'un mouvement sinusoidal.
4- facteur de qualité : Q

il mesure I'atténuation de l'amplitude d'onde qui se propage dans un milieu du

fait de l'absorption d'énergie par amortissement.
et oﬁ relation reliant les différents paramétres :
n=x7/2n=tg¢ =1/Q
b- amortissement visqueux :

1l exerce une réaction proportionnelle 4 la vitesse, et il est caractérisé par un

coefficient d'amortissement C ou par un pourcentage d'amortissement critique & :
E=c/ 2vkm)
¢- amortissement géométrique :

Il correspond & une perte d'énergie de propagation a linfini des vibrations
dans le sol I'amortissement géométrique augmente avec la fréquence il correspond & une

réaction déphasée par rapport au mouvement.

IV.3 LES DIFFERENTS MODELES DYNAMIQUES :

L'énergie dissipée au cours d'un cycle peut s'exprimer a l'aide du coefficient
de perte m et du point de vue rhéologique, le sol peut étre représenter par un assemblage

de ressorts et de frotteurs (frottement de coulomb).

dans le cas des sollicitations unidirectionnelles, la relation contrainte

déformation aura la forme
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=Gy
y : distorsion
G : module de cisaillement

et pour la cas des sollicitations multidirectionnelles, la loi de comportement

prend une forme tensorielle
e=C.o

avec : C tension de 4 eme ordre et pour le cas d'un matériau isotrope, seuls

deux composantes suffisent 3 le définir

- le comportement du sol est généralement idéalisé par l'un des deux

modeles:
- modeéle viscoélastique linéaire.
- modéle visco élastique lindaire équivalent

contrairement au milieu élastique, le milieu viscoélastique se souvient des

sollicitations qui lui ont été imposées au cours du temps.

La vitesse de déformation joue un role important, elle agit directement sur les
relations constitutives du milieu viscoélastique et se traduit par des modules élastiques

dépendant de la fréquence reliant les contraintes complexes aux déformations complexes

Les parties réels représentent le comportement purement élastique du milieu,
tandis que les parties imaginaires sont associes au comportement visqueux et traduisant

en fait la dissipation d'énergie dans le milieu.

Pour un chargement harmonique , le comportement du sol se traduit par la

relation :

'™ = G(w)ee'™



53

G, € sont les amplitudes complexes de contrainte et de déformation.
G(w) : représente le module élastique complexe dépend de la fréquence
c=¢ t+ig"

e =g +ig"

G(e) = G’(0) + G"( 0)

Imaginaire 4

» Reéelle

¢(w) : l'angle de déphasage entre les vecteurs ¢ et € qui tournent avec une

~vitesse ®

tg d(@) = G (0) / G(w).

IV.3.1 - MODELE VISCOELASTIQUE LINEAIRE :

La prise en compte d'un amortissement réel rend la tache difficile du c6té
mathématique pour cela on se ramene a substituer a l'amortissement réel au
amortissement visqueux est caractérisé par le fait que les forces qu'il met en jeu sont

proportionnelles aux vitesses relatives des éléments en présence.

Le modele KELVIN VOIGT décrit la loi de comportement pour une

sollicitation harmonique d'ou on a :
G = A* (trace €°) + 2p¥e°

avec !
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AF=Atio A
prEptiop
A ., u=G (constantes d’elasticité)

A‘, 1’ constantes de viscosité

et on aura le modéle rhéologique suivant :

*m

_____’V"

e
a

LI r e s rrr

Muodéle KELVIN.VODIGT

1V.3.2 - MODELE VISCOELASTIQUE LINEAIRE EQUIVALENT:

Le comportement non linéaire du sol peut &tre approché parun modéle visco
élastique linéaire équivalent. L'équivalence est fonction des caractéristiques du matériaux
mais également de la sollicitation, ce modéle doit avoir des propriétés dissipatives plus au

moins équivalentes a celles du matériau réel.
le module de cisaillement aura une forme complexe
G*=G(l+m)=G (1 +2i)

en choisissant pour module G du modéle linéaire équivalent, le module

sécant Gs du matériau, on obtient une forme possible de linéarisation du systéme.
G*=G, [1 — 28 £2iE1- & ] avec £ = /2

L'équivalence est obtenue par minimisation de la différence entre la réponse

du modéle linéaire équivalent et du modéle non linéaire.
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IV 4 - MODELISATION DU SOL

1- INFLUENCE DU SOL SUR LA REPONSE D'UNE STRUCTURE
INTERACTION SOL STRUCTURE :

Une secousse sismique est définié par un accelerogramme mesure 4 la surface

du sol en I'absence de tout construction.

En présence d'un bétiment, les mouvements an voisinage des fondations
peuvent différer de ceux existants en champ libre, en effet la masse de la construction
engendre des forces d'inertie qui perturbent le mouvement du sol, et le mouvement
d'encastrement a la base provoque la rotation de celle -ci . Cette interaction entre le sol

et la structure peut étre mise en evidence & l'aide d'un modéle simple.
P p

Le batiment * est représente. par une console et le sol par des ressorts

agissants & la translation ou 4 la rotation et reliés a une base mobile.

7 "7
Base mobile ///////%////////

Direction du mouvement

Le mouvement d'un point (o) a la base mobile est celui qui est défini en
champ libre par un accelerogramme, tandis que le mouvement de la fondation du
batiment calculé au point (p), dépend de la masse de la structure et d e la raideur des
ressorts qui representent le sol, ces deux mouvements différents donc, leur ecart etant

d'autant plus accentué que le sol est plus déformable.

2- MODELISATION PAR DES RESSORTS :
La maniére la plus simple de prendre le sol en compte est le représentant par
des ressorts reliants un ou plusieurs noeuds i une base rigide, & la quell on impose le

mouvement.
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Dans le cas d'un modéle plan, une semelle sons point isolé est representeé
- par deux ressorts agissants  la translation et un ressort  la rotation, sons un radier,

les sol est modélisé par un ressort horizontal et un ressort vertical en chaque noeud.:

{ e

7
o v

Leraideur de ces ressorts est calculée d'aprés a valeur du coefficient de

Ballast qu'il convient de determiner par une étude de terrains de fondation.

Les proprietés dynamiques du sol etant en genéral mal connues, on pourra
employer des hypothéses simplificatrices pour evaluer les coefficients de Ballast & partir

des données experimentales .

on peut ainsi assimiler le sol a4 un milieu ¢lastique infini caractérisé par un
module d"élaticité E et un coefficient de poisson v et la construction 4 un disque rigide
de rayon R . On peut alors calculer la raideur du sol en translation ou en rotation, puis les
coefficients dee BALLAST pour la direction verticale ou horizontale en divisant la

raideur correspondante par la surface du disque.

Direction Raideur Coefficient de BALLAST
Verticale ' 2ER/(1-v%) 0,64 E/R(1-v*) |
Horizontale 16(1-v) ERA7 - 8 v)(1+v) |51 E(1-v)/R (7 - 8 v(1+v)
Rotation 4ER?/3(1-vH)

3- MODELISATION PAR ELEMNTS FINIS :

Pour mieux prendre en compte les propriétés dynamiques du sol on peut

rem placer par des élements finis les ressorts du modéle decrit precédament, le sol est
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alors representer par des couches successives d'elemnts empilés sur une base qui
represente le soubassement rocheux, chaque couche est caractérisée par un module
d'elasticité, un coefficient de poisson , une masse volumique et un coefficient

d'amortissment .

Comme dans le cas précedent, le mouvement est imposé a la base et on fait
hypothése qu'il se propage dans le sol sous forme d'onde de cisaillement se deplacant

uniquement 4 la verticale.

La base etant située en profondeur , son mouvement est trés différént de

celui de la surface du sol (en champ libre) et n'est pas connu a priori.

On doit étudier au préalable le sol en I'absence de toute construction pour
déterminer le mouvement de la base qui produit en surface le mouvement d’un champ

libre defini par l'accélerogramme donnée.

Structure

TN vz o
Sol




Chapitre V
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V. 1-INTRODUCTION :

L'interaction sol structure est une notion qui met en évidence les modification
du mouvement de la structure (ou du sol) lors d'une sollicitation d'origine sismique en

prenant compte de la présence de deuxiéme composante ( la structure du sol).

L'interaction a pour but de définir la relation dynamique qui existe entre la
réponse de la structure et les caractéristiques de son support ( fondation) en général
l'effet de l'interaction est dusun mécanisme d'échange d'énergie entre la structure et le sol
pour cela la recherche de la réponse des structure prenant en compte LTSS necessite

Fincorporation des propriétés dynamiques du sol dans la formation globale du probléme.

L'analyse dela réponse des structures en introduisant l'effet de linteraction
présente une étude impérieuse surtout lorsqu' il s'agit des structures a grande importance

telle que les barrages, pieux, réservoirs et centrales multi-fonctionnelles.
L'analyse compléte d'interaction sol-structure doit en compte
- la variation des caractéristiques du sol avec la profondeur .

- Le schéma complexe de propagation des ondes qui engendrerit le

mouvement,
- le comportement non linéaire du sol
- l'interaction avec les structures avoisinantes.
- le caractere tridimensionnel du probléme.

donc le probléme d'interaction sol structure présente des grandes difficultés

pour cela le recours aux méthode numérique est inévitable .
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V.2- Wlﬁ‘U{O@fES DE PRISE EN COMPTE DE LINTERACTION
SOL-STRUCTURE :

V.2.1- METHODES GLOBALES :

les méthodes globales conduisent a une détermination du mouvement dans le -
sol et la structure en paralléle, ces méthodes sont les plus adaptés aux ouvrages enterrés
Ces méthodes sont susceptibles d'appréhender les comportements non linéaires du sol
(variation de ces caractéristiques) et des interfaces sol structure, aussi on doit noter que
les méthodes globales peuvent étre étendues aux cas tridimensionnels mais elles sont

couteuses . Dans ce cas et nécessitent l'utilisation de I'outil informatique .

V.2.2- METHODES HYBRIDES :
GUPTA et AL (1980) ont développés une méthode hybride qui consiste a

séparer le sol support. En un champ libre et un champ lointain , ils ont résolus le

probleme & l'aide d'une méthode d'identification permettent de s'assurer que le modale
hybride.

=

N NN L/
N e
e Y

Cosfficlents
d’'impédnance

Figure 6 Mdthode Hybrrida.
V.2.3- METHODE DE SOUS-STRUCTURES :

Elles font appel au principe de superposition c'est a dire faire une analyse du
probléme d'interaction en plusieurs étapes successives,chacune de ces étapes facile a
résoudre de point de vue modélisation et traitement , ces méthodes présentent une telle

puissance quand une partie du systeme ( la fondation par exemple) a une géométrie
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simple alors que la structure requiert une analyse tridimensionnelle elles représentent

l'avantage de déterminer la part relative de chaque composante contribuant au systéme

global d'interaction. Les différentes méthodes de sous-structures se différenciées par la

decomposition du modéle global d'ou on distingue.

- les méthodes de frontiére.

- les méthodes de volume

V.2.3.1- Méthodes de frontiére :

Le modéle global est divisé en deux sous systémes représentent le: sol et la

structure ( comme est indiquée sur la figure), pour cela 4 la frontiére séparant le sol et

la structure, une comptabilité des efforts et déplacements est écrite d'ou les différentes

¢quations d'équilibre s'écrivent

pour la structure :

0 mb ﬁb kbs kbb ub pb
pour le sol
m, 0 P kﬁ kﬁ, u | [-p
+ —_
0 ma ﬁa kaf kaa ua 0
_;Us
-\z UJ’ /' 1‘ \Pb
s
b ‘_gg‘,;z: oy

, Figure 3 ,Méthode des sous-structures:

Méthode de frontidre

Ua
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V.2.3.2- Méthode des volumes :

Dans cette méthode, l'interaction sol- st prise en compte non seulement a

l'interface, mais a tous les noeud- s de la structure: sous la surface du surface comme il

est montré dans la figure.

s
e
. |
: f
Iy ;
b 54 ¢
b
- 9
a - ha -
o S b ) L Qp Structure moins
Systdme global Fondation sol excavé

.o

Figure 5 Méthode - de _sous'-,struciqre : méthode de volume

- Méthode de sous structure :
Equation fondamentakdu mouvement :
- cas d'une structure a base flexible :

pour avoir I'équation fondamentale du mouvement, on doit examiner la partie

de Ia structure incorporéedans le sol, soumise a des sollicitations sismiques.
l'interface sol structure est discrétiseé par des noeuds tel que :
- noeuds s ---> noeuds de la structure

- noeuds b ---> noeuds de l'interface sol structure .
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Le systéme dynamique est composé de deux sous systémes
* la structure (s)
* le sol avec excavation (g)

le sol sans excavation est désigné par (f) et la partie du sol excavé est

représentee par (e) comme montre la figure suivante.

(7) | | fe)

(=)

les équations dynamiques du mouvement sont formulées dans le domaine des
fréquences,l'amplitude du déplacement total est notée par {U'} qui est fonction de Ia

fréquence o.

le vecteur déplacement {U'} peut étre décomposé dans deux sous vecteurs
U} et {U'} d'ou la matrice de rigidité dynamique [S] de la structure peut s'écrire sous
g q

la forme :
[S]= [K). (1 +2 &) -0 [M] ..1
avec |
[K] matrice de rigidité statique
fM] matrice masse
€ coefficient d'amortissement

cette matrice peut s'écrire sous la forme :



S

o[ 5

I'équation du mouvement de la structure aura la forme :

avec : { Ps} force reprise par la structure

{Pb} ,, ., par l'interface sol structure

63

Pour cela toutes les structures contribuent & des équations d'équilibre

dynamique pour les noeuds d'interface, d'ou la force dfinteraction du sol dépend du

mouvement relatif {Uy,}® et ces forces sont égales 4

s.Fl{od-{usl) @

les équations du mouvement des noeuds d'interface s'écrivent :
ENAREA VAT S (UARSUAY R (Y

donc I'équation du mouvement de I'ensemble sol-structure :

) ) Y], {o
[Si] [Sw] +[Sw ] {,}| [Sbb]f{Ub-}f

notant que :

(o ]+[S8 )= (85 ]+ [s4]-[85] 5-a
[SHH{u’y=[ss v, ¥ 5~



I'équation 4 aura la forme :

(5. (5] ]{UJ}* _ {o } ©
(o] 18] +[81 =181 ||, [ 1187 {07

~ Matrice de rigidité dynamigue et lexcitation.sismique .

~rapportée a des systémes de référence du sol . .

64
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- Application de la méthode de sous structure pour 1 structure a base rigide

Cette étude a était établit pour le cas d'une structure ayant une base rigide
qui est constitué du sol et les murs adjacents, pour beaucoup d'application prat ique,
cette comptabilité en terme de contraintes dans l'interface méne & une modification de la
formulation pour un systéme sol-structure a base rigide ,le mouvement total de la base
{Uy' } peut étre exprimé en fonction du mouvement du corps rigide dans le point o

{Uo'} ( centre de gravité de la fondation) d'ou :
{Uy}=[A1{Us} 73
avec :
{ Us' }: vecteur contient I'amplitude des 3 déplacements et les 3 rotations du centre o.

[A] matrice de transformation cinématique qui est établic & partir des considérations

géométriques

systeme sol structure o base rigide .

donc pour une base rigide, le mouvement de linterface sol-structure qui
représente la frontiére les deux sous systémes dépend généralement de {U,'} d'ou avec
comparaison au cas d'une structure & base flexible, le nombre de degré de liber est réduit

introduisions cette transformation de variables :

{v:} [[f] [0]] .} ®)

{w} Lol [4ll|{w, ¥
donc d'aprés I'équation et avec une permutation de la transformation de la

transposée de la matrice définit ci dessus on obtient :
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CANNCO IR (CAN '
[5..] [Sw]‘+[S0013H{Uo}f}:{[Aj"[sw]f{u,,}f} ®
[Sw0] = [Sa] [A]
[Swo]' = [A]" [Sw]* [A]
[Sool® = [A]" [Swe]* [A]
[Sa] = [Suw]’

[Ss0),[Sas] €t [Sso] représentent les sous matrices de rigidité de la structure &
base rigide qui sont établies directement en discrétisant la structure par un module

choisi.

[Se®] représente la matrice de rigidité dynamique du sol avec évacuation
pour une interface sol structure rigide, cette matrice décrit I'amplitude des 3 forces et les

3 moments résultats dans le point o.

L'équation 8 représente I'équation en terme du mouvement total, le vecteur

charge dépend du mouvement en champ libre {Us} qui est Iié & l'interface sol-structure .

Le vecteur charge [A]" [Su)f {Ub}f dans une situation tridimensionnelle

représente et les 3 forces et les trois 3 moments sollicitants le centre o avec :
{U'} =[A] {U.*} (10)

substituons - 10 dans 5-b multiplions par [A]" et en utilisant le résultat de -6

on aura
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[Seo]* (U} = [AT" [Sw]' {Us}f
donc: {U}®=[Sef]" [A]" [Sw]{Us}*
et on aura I'équation du mouvement total :

[S.]  [8.] ot | jo
[[So,} [SiHSoo]“'H{U,,}‘}‘{[sm]g{uo}g} (11)

[ J
]

*W—q.r—r\ —..

- L'interaction Cinématique et Inertielle :

Dans les équations du mouvement , la charge due a excitation sismique sera
applique dans le noeuds d'interface .Le déplacement total est divisé en deux parties de

fait de :
a- Interaction cinématique K
b - interaction inertielle i

doncona:

wl| fwri+{o}
wt] |lui+{u)
Dans I'interaction cinématique, la masse dé la structure est prise ¢gale a zéro

par définition et démarant de cette hypothése .
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(1+28)[K, ] (1+24)[K, ] {v.y
{(mam] (1e26)([K ] +[K, )H{Uz,}kH[smUb}g} A

I'équation qui relie les noeuds S de la structure est
(U} = -[Kal" [Kal (Ui} = [To]{US)

[Tw] représente la transformation quasi- statique, elle est fonction de la

matrice de raideur statique . L'équation du mouvement de l'interaction cinématique s'écrit
sous la forme :

i3 ol i) e

pour une structure a base rigide on a :

{{Us}' ={v.} +{v}
{Ub}: = {Ub}k +{Ub }i

I'équation du mouvement de l'interaction cinématique est :

[(1+2§)[KH] (1+24)(k,,] ]{U} { }(14)
(+28)K.] (280K, +[K, ) ||, [~ 1. ) 0. )

La solution de cette équation conduit aux égalité suivantes :

{Usk} = [Teo) {UO}K {15.1}
(U} = {U,}¢ (15.2)
avec | [Tst)] = '[Kss]'l [Kso] (]53)

l'équilibre statique de la structure dérive de I'équation

[Koo]s'[Kos][Kss]-l [Kso] = [O]
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Donc le mouvement de l'interaction inertielle s'exprime en fonction de
linteraction cinématique et on a;

[S.] (S PO fiae] [ 0w
[[Sm] [SOO]SH{UO}*}_ {[Mm] [MOO]H{UO}"} (16)

Le déplacement total de la structure s'écrit sous la forme
U=U+U,
avec :
Uy’ : déplacement quasi statique

U déplacement dynamique

le déplacement quasi statique s'obtient a l'aide de I'équilibre statique des
noeuds d'ou :

Ke] { Us" } + [Kao] {Uy'}= {0} (17)
et comme il est définit précédemment :

[Tao] = ~[ K] [Ks]"!
ona:  U'=U +[Te] { G}"

sous forme matricielle

U, I [, ]lju?
Uy} L0l [ M1y -
sachant que le déplacement dynamique peut s'exprimer en fonction de la

matrice modale {U,}*= [¢] {y}

{v}: vecteur des coordonnées généralisées relatifs au modes propres de
vibration de la structure & base rigide.
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on introduisant le vecteur {y} on obtient :

{g} =H§]] [[?ﬂ{ff} (19)

substituons 19 dans 18 on aura:

- L

donc :

)

[@] . matrice de transformation
- REDUCTION DU NOMBRE D'EQUATION DU MOUVEMENT :

la procédure se fait en utilisant la matrice transformation [:f] ou :

Les fréquences et les modes propres de vibration de la structure s'obtiennent
a partir de I'équation caractéristique

Ko = MpQ ==> det ([ Ka] - 0 [M]) =0
et on aura par suite : [¢]" [M,] [¢] = [I]

(0] [Ka] {61 = [0"] = [Q]
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[6]" [Cx] [9] = [20&] = [B]
ou: ;: fréquence propre du mode i
€i : % d'amortissement critique du mode i

I'équation du mouvement s'écrit sous la forme :

MU + CU + KU =P = -MBUg

- 43 o

en introduisant la matrice [§] dans I'équation du mouvement on et en

multipliant par [¢]":

on obtient :

- [7] o] (M7, ]+ (4] [,
(L] MM N0) (1T ML)+ M T )+ (M ]+ {7, T[]

on utilisant la matrice [u] qui est sous la forme : [u] = [¢]” [Ma] [Teo]

et on se basant sur les égalités :
[6]" IM] [¢] = [1]
[Tao] =[] [1]

[Tel” IMa] [Teo] = [1]" (61" [Mis] [6] [u]= [1]" []
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on obtient :

- [M]=

[ [1] N OECIHA }
[”]T+[Msb][¢] [“]T[“][];b]T[Msb]+[Mbs][7;b]+[Mbb]

{K1=[4] [x]9]

[Q] (8] K02, )+ (4] [K.)

hf;b]’"[Km][¢1+[KJ[¢] (LT KT LT (Ko T+ K T T2+ [ K 1+ K ()]

|

vue que :
[Ksb] = - [Kss] [st]
Koo = [T ]T[Kss 1[Ta)

la matrice [K] peut s'écrit sous la forme :

> [[@]  [0]
K11 (x o)
“C]=[4] [c] 9]
1/ i (A [C T 1+ (41 [Cs]
[LICA+[C. 4] (7] [Cl T ]+ TN 1+ [Ca T [ 2]+ [Can ]+ ()]
ona:[Cg]=- [Ces] [Teb)
[Cev] = [Ta]" [Tso]

donc la matrice [C] peut se simplifier et s'écrire sous la forme

€)= Hfﬂ [c,,,,[?gm)ﬂ

*[P]=[4] P=-[4] [M]BIL,

&

It
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} |
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V.3- LIMPEDANCE DUNE FONDATION :

V.3.1- DEFINITION ;

Considérant une fondation de forme quelconque reposant sur la surface d'un
milieu semi-infini et soumise & une sollicitation harmonique P(t) = P.e(iwt),les forces
s'exercant sur la fonction sont les forces d'inertie et les forces de.réaction du sol P(t), il
en résulte un déplacement Z(t) = Zoe(iwt)de la fondation..Associons 4 la fondation
réelle, une fondation fictive de méme caractéristiques géométriques mais de masse
nulle,soit Z(t) son déplacement lorsqu'elle est soumise 4 la force appliquée P(t). D'ou par
définition on appelle impédance de la fondation, le quotient de la force appliqueé au

déplacement de la fondation sans masse .
K=P(t) / Z(t) (D

Sachant que les forces d'inertie de la fondation sont nulles d'ou I'¢quation (1)

devient :
K=R(t) / Z(t) (2)

A partir de I'équation (1) on peut déduire I''mpédance de la fondation pour
les différents modes: de translation, balancement ou torsion . par exemple l'application -
d'une force horizontale donne la naissance d'une translation horizontale et une rotation
ce qui traduit en une impédance couplée rotation déplacement horizontal, cette
impédance couplée se définit comme étant le rapport de la force (ou moment) appliqué &

la rotation (ou déplacement horizontal).

V.3.2- IMPEDANCE D'UN OSCILLATEUR SIMPLE A 1 D.D.L:

La considération dun oscillateur simple a2 1 d.dl est utile pour la
compréhension de la forme générale prise par les fonctions d'impédance 1'équation
d'équilibre d'un oscillateur simple de caractéristiques M, C, K soumis a des sollicitations

harmoniques s'écrit sous la forme -

mZ + CZ + KZ = Po ¢
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Cette équation a une solution générale :
Z) =P ™/ (k-mo? +ioc (3)
Faisant une analyse entre (1) et (2) on déduit que l'impédance dynamique est:
K = (k - mo?)+oc ou : k raideur statique

Autrement l'impédance dynamique peut s'écrire sous forme de produit de la

raideur statique et un terme complexe ( k;+ e} avec K= k(k; +ioc;)
ou: ki=1-(0/0,)2 ;0,=/m)?= pulsation propre
c=2A/wn ; A=c/2(km)”® =% d’amortissement critique

Cette formulation de K montre que lmpedance peut s'exprimer sous la
forme d'un produit de la raideur statique k par un nombre complexe ( k; + iwc;) qui

regroupe les caractéristiques dynamiques du systéme

V.3.3 - FORME GENERALE DE L'IMPEDANCE D'UNE
FONDATION:

Les considérations précedentes relatives simple a un degré de liberté
suggerent de fagon générale que le déplacement d'une fondation soumise i une
sollicitation harmonique est une somme d'une composante en phase avec la sollicitation

et une autre composante déphasée de 90°.
Z(t)=P(fi+ify)e™
d'ou l'impédance s'écrit sous la forme :
K=K, +iK,
avec : ki=f/(fi467) ky=-£/(6;5+,7)

on peut aussi formuler l'expression de I'impédance en introduisant la partie

statique k:
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K=k(K; +1Ky) (4)

Pour la présentation des résultats donnant les variations des fonctions
d'impédance avec la fréquence, il est utile d'introduire une fréquence adimensionnelle ao

définie par:
3o = OV,
ou ! 1, . caractéristique de dimension de la fondation

v, . valeur caractérise la vitesse de propagation des ondes de cisaillement

dans demi espace .
L'impédance peut s'écrire :
K=k(K;+ia, Cy) &)
Cy, Ki : des paramétres adimensionnels varient avec la fréquence a,

Dans le cas ou le sol présente un amortissement matériel, limpédance sera

écrite sous une autre forme rien que pour isoler l'influence de cet amortissement :
K=k (K" +ia, C) ( 1+ 21 B) (6)

Cette formulation est intéressante pour un demi espace homogéne ou pour
un niilieu dont les caractéristiques ou les propriétés varient lentement avec la profondeur.
K, €'y : paramétres pratiquement indépendant de P il suffit de les calculer dans le cas

d'un milieu élastique (B = 0)

V.3.4- ANALOGIE ENTRE LE SEMI ESPACE ET L'OSCILLATEUR
SIMPLE :

L'impédance d'une fondation rigide de rayon r posée & la surface d'un demi

espace élastique homogene, isotrope pour le mode de sollicitation verticale s'écrit :

K =4 Gr, (K +iKs)/ (1- v)
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La réaction du sol sous la fondation a pour expression :

R(t) = K Z(t) = 4 Gr, (Ky + i Ka) Z(t) / (1- v) R
ou !
R(f) = 46’0 K20+ 46’ K2 =20 ®)

Car pour des sollicitations harmoniques
Z(t) = io Z(t)

Donc I'équation d'équilibre dynamique de la fondation de masse m s'écrit

sous [a forme :

P(t)=mZ + 4Gr"KZ(t) 46’" 26n. K 50
-V W

Cette équation est l'équation d'un oscillateur simple a4 1 d.dl . Le
mouvement de la fondation est celui d'une masse m ( de la fondation) posée sur un

systeme d'amortisseur et ressort de caractéristiques:

E:4Gro K o 4Gr, :
1-v ? 1-v

Ce ressort et cet amortisseur représentent le demi espace sous-jacent.

V.3.5- APPLICATION DES FACTEURS D'IMPEDANCE DANS
L'ETUDE DES VIBRATIONS D'UN MASSIF DE FONDATION :

Pour un massif de fondation rigide presentant deux plans de symétrie
verticaux, les degrés de libertés associés a la translation verticale et la torsion autour
d'un axe vertical sont découplés, par contre les degrés de liberté associés aux

balancements autour d'un axe horizontal et 4 la translation horizontale sont couplés .

Les équations d'équilibre d'un tel massif sont en présent les axes au centre de

gravité du massif .
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(mZ+R,(=0,() 9.1
mX+R,(1)=0,() 92

Lo+ R(1)-Ry(DZ, = M, (1) 93
LO+R()=M,(1) 9.4

ou :
m = masse de massif

I, I« : moments d'inertie autour d'un axe vertical, horizontal.
z, X . déplacements vertical, horizontal du centre de gravité
0,0 : rotation autour d'un axe vertical

R(t) : réaction du sol au centre de gravité géométrique de la surface de
contact. ‘

M, Q : sollicitations ( forces moments agissants au centre de gravité)

R,
A Sy
l A R
i /
i

i

4.

/ |
Par définition de Iimpédance, les réactions {R} sont reliées aux déplacements

{v}y du centre de gravité de la surface de contact par :
{R} = [K] {V}s

ou [K] désigne la matrice d'impédance formée de termes complexes :
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K. 0 0 o0
0 K, K, 0
K-, &
0 K, K, 0
0 0 0 K,

En présent comme inconnues les déplacements {v} du centre de gravité

0

1), 4|7

0

on a la relation :
{R} =[K,] {V}

on [K,] est une matrice dérivée de la matrice de l'impédance :

K, 0 0 0
- 0 XK, K,-KZ 0
Yo K, K,~K,Z, 0
0 0 0 K,

Les équations du mouvement (9) s'écrivent sous forme matricielle -

[M] { V} +[K]* {V} = {Q}

avec !

o o 3 o
oSN o o
N T P
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et :

K, 0 0 0

0 K K,~KZ 0
[K]* = x x¢ x e ,

0 K,-K.Z K,-2K,Z+KZ® 0

0 0 0 K

[

Pour une sollicitation harmonique Q,e™, la solution stationnaire est
solution de I'équation :

[(&]*-e?[M]}{F}={0,}

V.3.6- FONCTION D'IMPEDANCE RAMENEES AU CENTRE DE
GRAVITE DE LA FONDATION :

Les fonctions d'impédance présentées précédemment ont étaient définies

pour la zone de contact entre le sol et la fondation .

En réalité les fonctions d'impédance qui interviennent dans les équations du
mouvement sont généralement celles ramenées au centre de gravité de la fondation pour
cela il faut introduire une modification aux fonctions d'impédance relatives aux

mouvements de balancement d'ou on a :
F. (0) : vecteur force relatif au centre de linterface

U(®) : vecteur déplacement au centre de l'interface

et

Fuw), Ms (@) : vecteur force associé au centre de gravité de la fondation

Ux(®), Us(@) : vecteur déplacement relatif au centre de gravité de la

fondation
~ o
SNy,
/ ~
/ .
~
Fx < ~G, Ux ™o
44— ~
M3 ~
\___j ~ - ?
Ny ",\\\;-*)‘\\ TERTEN > ~— /
~ /
N
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En passant du centre de la base d'interface au centre de gravité de la

{fﬂ(w)}_[l 0] (o)
My@)f |-d 1]| M} (w)

d : la distance entre le centre de gravité de la fondation et le centre de

fondation on a :

l'interface

La relation entre le vecteur force et déplacement et comme I'impédance de la

fondation & une forme complexe s'écrit comme suit -
F:r(a)) _ Kxx (a)) Kxa(a)) +i C_ﬂ:(m) Cxﬂ(m) Ux(w)
My@)] | Ka(@) Kn(@)] | Cat@) Col@|]|Un(0)

V.3.7- FONCTIONS D'IMPEDANCE INDEPENDANTES DE LA
FREQUENCE :

Le calcul selon les fonctions d'impédance variables avec la fréquence

présente des difficultés.Pour cela LYSMER 3 proposé des fonctions d'impédance

indépendantes de la fréquence. cette idée développée par plusieurs chercheurs.

Ces fonctions d'impédance donnent des résultats proches de ceux obtenues 2
partir des valeurs dépendent de Ia fréquence et ca était établit dans le cas de vibration
d'une fondation circulaire rigide sur un espace semi infini homogéne , isotrope, élastique

et linéaire pour les chercheurs cités ci dessous on a:
* RICHARD , WOODS, HALL :

Ils ont donné des fonctions d'impédance constantes relatives & une fondation

circulaire rigide:

K, = ‘:G"e ; C, = 3,4r021/Gp2 I(1-v) pompagé
-V
K. :% . C,=18,4(1- w2 /Gp/(7-8+)  Tamis
-8V



_ 8Gr’
% 3(1- )
x l6Gr’
¢é 3
ou !
3(I—v
B,= ( 5)
81 y0r;

I
B,=""
=V

Coo =081 J/Gp /(1- V(1+ B,)

Cy =13 JGPB, | (1+2By)

'BG, By : coefficients de masses

balancement

lacet
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I8, Iy . moments d'inertie polaire de la masse de la fondation par rapport a

- l'axe y ot x et z respectivement :

1,: rayon de la fondation

P : masse volumique du sol .

v: coefficient de POISSON
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La structure est constituée d'un oscillateur simple dont le seul degré de
liberté est le déplacement horizontal, le contact se fait par le biais d'une fondation

circulaire rigide, le systéme posséde 3 degré de liberté -
- mouvement horizontal de la masse de la structure
- mouvement horizontal de la fondation

- mouvement de balancement de la fondation

Ug U, Ug U-
R e e —
| ! | I
o I ! !
g oM lL $ /‘ i
£ . 4
5 / e
L . s
T o 7
3 Vd
) e
X s
< //
s
A\l ~5 -
Vi [ -.._J'
< X >

['équation de mouvement s'écrite sous la forme :
{m} U+[C)U+[K] U= (P}

les matrices masse rigidité , amortissment du systéme sol structure se

découpent suivant les degrés de liberté et de la strucrture de la fondation :

Le vecteur {V} des accélarations absolue du systéme sol structure s'ecrit :
{t={u}+[8)0,}

avec
{Ug} :vecteur accélaration du mouvement sismique

[B] : matrice de dimension (N*3) qui caractérise la distribution des

composantes sismiques aux accélérations des noeuds du systéme.
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d’ou l'equation du mouvement aura la forme suivante :
(1T }+[E 0 )+ [R AT =m0,

avec :

w-pl @

dans le cas d'un oscillateur simple on a: [Tsb] =[1, h]

cette matrice définit la modification du mouvement de la masse dfie 4 un

déplacement et rotation unitaire de la fondation.

notons que :
" -
— 1 A

_ | Am

4=} 0 1 0
0 0 1

] 8
(1 ) U
— g =—
JEUJFU"H? _ U, =
[eliT}=4v, b=>1{U, =U,
2] U,=ho
donc :

avec |
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1 m Jmh
[M]=| Vm m+m,  mh
Jmh  mh mh+ 1,
20 0 0
[C]=| 0o C. c,
L 0 C&r Ct?f?
(& 0 0
[K]=| 0 k. Kk,
0 K, Ky
Vm
P =g [M]BIU, =~{m+mb 0,
mh
posons : U, :% , Ug=h8
m
les équations deviennent :
U] (206 0 0 ([U] | Ko k‘o U, !
Ux . 0 g& Cx& Ux +| 0 o Txf Ux = -
. m mh m mh
U, 0 & Cao |(Us 0 & Lo U, 1
| mh mh* ! mh  mh* |
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Par analogie a l'etude du ststéme & 1 seul degré e liberté |, la structure peut

€tre schématisée comme suit

« ug

AHe de reference

m4 ’/,\-\
My W/A \\“}

l'equationn du mouvement s'ecrit :

[MYU}+[cHut+[k)u}={P}
Le vecteur acceleration absolu du systéme sol-structure s’ecrit
(7}={o}+8Y0,}

ou {U,} : vecteur acceleration du mouvement sismique ( 3 composants

generalement suivant les 3 directions x,y, z)

[B] : matrice de dimension (n*3) caractérisant la distribution des

composantes sismiques aux accélearations des noeuds du stystéme.

on décompose le vecteur {v} suivant les degrés de libérté de la structure (s)

et ceux (b) de la fondation

A (U4 _[lod] a0,
7l AIRA [[Bb]JUS

Uy: est [a seule composante de {U,} suivant la diection horizontale.

l'equation du mouvement aura la forme suivante :



avec :
{v}=[¢){T}
_] hlq —9’}11 ¢’12 < ¢]n"
1 A by b - . b
—.|[4] [1;,,]]
L= . = ; =| . S
[7.] [4] [[O] il |
1A, b b b |
(U, +h6+U,
U.+h6+U,
{U}:{.Ux+h,,8+Um
Ux
G
soit {U} tel que
rUl \ _¢1I ¢I2 ‘ ¢1n ] hl 1 rUl ‘
UZ ¢21 ¢22 . ¢2n l h2 UZ
A N UL o PR A S
U, 0o 0o . 0 1 ollu,
o o o o 0 1]le
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par consequent, on obtient :

U N Zi: ¢1jUf
Un' = i ¢:‘;‘Uj

Um = i ¢njUj

u, =U,
U, =ho

87
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Pour faciliter la résolution du systéme d'équation du mouvement, on se

raméne propositions suivantes :
- ne tenir compte des termes diagonaux des matrices (K] et [C]
- la prise en compte que de premier mode de vibration o1

l'equation du mouvement aura la forme
EA AR AR AR

Iindice 1 designe le modéle simplifié

La matrice massses :

1 i M, Zj: PPy

M]=|  X(4m) +m, @@m)(gﬁmﬂ

i=1
n 2

Sym Z(¢limihi) +1,

i=1 J

- la matrice rigidité:

%]-

260, 0 0
[Cl=| o ¢, o
0 0 Cp

- Le vecteur chargement fictif :



i¢limi
(BY=I3(4m) +m,

i=]

(Em[Eam)

le vecteur de deplacement -

U,
{T}=1{u,
6

‘Posons :

"

m* = Z(¢1fmi)2

n n

W= ($mh)!S (pm)

i=1 i=1
U,

Jm*

U,=h*g

U=

d’ou le systéme devient :

1 U 2008, 0 0 U C"-’l2

i U+ 0 & U,t+| 0

1,-, Uﬂ Cea U8
1+m*h*2 0 m* ¥ 0

e iluﬁo ‘
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Etude d’une structure encastrée a sa base

Données

[M] et [K]

données )
d’accelerogramme Ug

calcul des valeurs et vecteurs
propres par la méthode
sous-éspace

Determination de la matrice [C]
par la méthede de RAYLEIGH
[C] = ao[M] + bo [K]

Formation du vecteur chargement

=-M] [B] Ug

Résolution de I’équation
MIU +[CIU + K] U=P
par la méthode de
NEWMARK

90



Etude d’une structure avec prise en compte Pinteraction sol-structure

Données

M], [K), Ug

Calcul de [$] et [Qi] par
sous-gspace

I

Formation du vecteur
chargement

P = -[M][B]Ug

Determination de la matrice
de transformation

(4]

Mi= [§1M] (3]

KI= BIK] (3] [Cl= (B1IC] {0]

9]

| |

Resolution de I’équation
[H]ﬁ+[5]§+[f{’]l7.—. P

par la méthode de

NEWMARK

Transformatior_l_ du vecteur U
U=[¢]U




Rpplication:

1/ Systeme a un seul degre de liberte:

Chateau d'eau *

oM

E=3.67e6 T/m?
M=930 t
H=28.86 m

* La fondation est un radier circulaire de rayon R=8m
¥ Type de sol:

v=0.4
p=1750 kg/m?

¥ Contrainte admissible=2.7 bars
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2/ Systeme a plusieurs degres de liberte:

M

LI AL

Mi= 400 t
Hi=3.5m
H2=7.0m
H3= 10.53 m
Hi= 14.0m
HS=17.5m

* La fondation est un radier circulaire de rayon R=8 m
* Type de sol

= 1750 Kg/m?
v 0.4

* Contrainte admissible=2_.7 bars
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Deplacement de la masse 4 (Umax= 2.886 cm)
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Deplacernent de la masse 2 (Umaxr= 0.44 em)
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Deplacement de la masse 1 (Umax= 0.108 cm)
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Deplacement de la masse 2 (Umaz=-2.118 emn)
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Le présent travail nous a permis de faire ressortir

92

1’importance d’un phénoméne d’interaction sol-structure, et les
effets non négligeables de celui-ci sur la réponse des structures
a des excitations sismiques, chose que fes réglements
parasismiques actuels tendent a ¢tudier de fagon forfaitaire. En
effet, outre le type de s0l qui est [’unique paramétre pris en
t compte dans ces réglements, ils existe d’autres paramétres dont les
: effets sont considérables,a savoir:

¥ La géométrie de la fondation

* L’enterrement de la fondation

Nous avons également constaté 1’intérét d’adapter un rapport
masse de la structure a celle de sa fondation adéquate, et de la
Prise en considération de Ila rigidité flexionnelle de la structure,

De plus nous avons remarqué qu’il était possible d’utiliser
les spectres de réponses pour le calcul statique équivalent &
partir de o et ¢, obtenus des matrices masse et rigidité.

Nous avons souhaité, en plus, d’étudier 1’influence de
l’amortissement de la structure et du sal sur la réponse, ainsi que
1"adoption d’un modéle simplifié qui nous a renseigné sommairement
sur l’influence des divers paramétres pour des structures plus ou
moins complexes, en les assimilant & des structures simples 3
l’aide des notions de masse et de hauteur généralisées.

Il aurait été intéressant aussi d’adapter ce modéle aux
structures & masses et caractéristiques réparties ( exemple: silos,
cheminées,... ) et de voir 1’influence du phénoméne d’interaction
sur:

* Les autres degrés de liberté:
- Rotation
Structures spatiales (6 ddl/noeud)

* Lorsque les effets de [|’effort tranchant ne sont pas
négliggables.
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* L'influence sur les déplacements diis a4 1’inertie de rotation et
sur l’interaction effort normal-moment fléchissant.

Ceci pourrait @tre 1’objet d’une autre étude ou d’une suite a
notre travail.
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