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Jitre : Etude de la diffusion des contraintes et des déplacements

dans un milieu granulaire lache par processus aleéatoires

Résumé : Le but de ce travail est de présenter ﬁne na;velle approche
pour la calcul des contraintes et des déplacements dans un milieu
granulaire sec et 1lache, -indépendamments des concepts de la-
meécanique des sols classique qui sont issus des concepté: de la
mécanique des milieux continus. Un aléa provenant de 1la nature

discréte du sol sera introduit dans la définition des sollicitations
internes. Les processus aléatoires seront utilisés pour modeliser la
transmission des forces par le biais des contacts entre grains, et
la migration jusqu'’en surface; des volumes d'’air en exces qui en
résultent. Cette modélisation conduit a des équations de diffusion
pour la quantificafion des contraintes moyennes et des déplacements

moyen d'un sol.

Title : Study of the diffusion of stresses and displacements in

loose granular media by random processes.

Ahstract: The goal of this work is to present a recent approach for
the evaluation of stresses and displacements in loose and dry
granualy medium, independently from concepts of classical soil
mechanics which are based on mechanics of continum media. A random
which arise from the discret nature of the soil will be introduced
in the definition of internal‘sollicitatians. The random processes
will be used to model the transmission of forces ﬁy mean of grains
contacts, and the migration, up to the surface, of resultant air
volumes in excess. This modelisation leads to diffusion  equations
for the quantification of the average stresses and displacements in

a soil.
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a Altitude de la particule Brownienne
= Aire specifique des surfaces de contact
intergranulaires
A Aire d?une surface. h
(= 1 Aire de 1'intersection d'un grain i par un plan‘
coupant le milieu granulaire.
X - Rire totale de la surface interceptée par un plan
coupant le milieu granulaire.
5- Coefficient de convection .ou de deérive dans la
direction =z.
Cuxt Coefficient de dérive des déplacements dans le modele
stationnaire .
Ik 'Caéfficient de diffusion dans la direction z.

Dix ou Dsx Coefficient de diffusion des contraintes o ou s
dans la direction x.
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X des déplacements verticaux moyens w.

Dw Coefficient de diffusion des déplacements dans le

modéle statiornmaire (issu du modéle ariginal)l.
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a xX.
CF Concentration granulaire (nombre de grainslpar unite
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A Foﬁce agissant au j éme contact sur un grain i.

B Force de contact entre les grains A et B.

ProblA] ou PLA]l Probabiliteé d’occurence de 1?!événement
" A



- agxﬂnmJgﬁﬁLﬁJ
BIBUOTHEQUE — i__: et
ProbfA/Bl Probabilite de 1’evenemeht @tiosislaveiipy par

17 événement B.

Probl[ARAB] Probabiliteé d’occurence Simultanmée des deux

éveéenements A et B.

Qv Concentration solide relative au volume du
matériau V.
Q ‘Densité lindaire de charge (charge par unité de

longueur).

Rzi .Contrainte locale riormale verticale dans le
grain 1i.

R(x,y,z) Contrainte locale normale verticale au point
{XygYye2Z)a '

Rexi Contrainte locale tangentielle dans le grain i.

&x(x,y,z) Contrainte locale tangentielle au point

(X,yqs,2).

=1 Ecart type d?une variable aléatoire x.

sédx (ou VIx1) Variance de x.

S Surface.

Sr Degre de saturation.

Xi{x, yy,z) Contrainte intergranulaire normale au point
(xy¥,z) dans la direction x.

Zx({xy,¥y2) Contrainte intergranulaire tangentielle au

point (x,y,z).

t Temps

¥} Supression intersticielle de 1% air.

w Supression intersticielle de 1?eau.

NS Volume moyen d®'une particule.

v Volume total d?une gquantiteée donnée.

Vi Densité linéaire de volume déplacé (m3 par m).
Wk Coefficient de variation de la variable

aléatoire x.

- 1ii -—



£l =l
3

=l
[

Ky¥Yy 2

xi
pLi

Deéplacemermt moyen dans le modele statiormaire.

‘=’|'-::i7-I Sk, b S Ll
Composante verticale de W. ﬂmmﬂEMH.W;*.E,1
Ecole Hationale.Polytechnique

Composante horizontale de W.

— Variables algébriques ou aléatoires
continus.

— Coordomées ou directions de 1?espace.
Variable aléatoire discréte.

Abscisse d’une limite latérale dans le modéle

statiormaire.

® ou (ux) Espérance mathématique de x.

=7

g

By

Yd;
&%
ba

o5t
SL
Ax

Az

Ey

Profondeur d?un massif granulaire comptée a
partir de la surface.
Coordornnee verticale dans un massif granulaire

comptée vers le haut.

Constante d?étalonnage utilisée dans
l1’expression des contraintes intergrarnulaires.
Module de déformation volumétrique.

Poids volumique apparent sec.

Intervalle fini autour de l’axerx.

Intervalle fini entre deux wvaleurs a.

Intervalle de temps fini.

Intervalle fini autour de 1faxe =.
Pas de discrétisation horizontale pour la
resolution numérique.

Pas de discreéetisation verticale pour 1la
resolution numérique.

Déformation volumétrique.

NMixy ¥y 2) Fluctuation d’une contrainte locale R(x,y,z)

Cautour de la contrainte intergranulaire

corraspondante S(x,y,z) au point (x,y,z).

ﬁ(x,y,z) Forme adimensiormelle de la fluctuation

M{x, ¥y 2) . Coordomnmeées locales lides a la
direction des contraintes intergrarnulaires
moyennes principales SI et SIII.



0(x,2) Angle de la directioﬁ de la contrainte

2s

principale majeure avec la

St Soucil b ) 2. o)
BIBLIOTHEQUE — i)
| Ecole Natianale Polytechnigue
Paramétre de la distribution de Poiss

S5/5.

(X, 2).

ktx,y,z) Fonction aléatoire spatiale.

A

-
o (ou

og
o’ m

ao(x)

TXY

=
=C
=D

Coefficient de diffusivitée des charges.

g?) Contrainte effective. _ .

Contrainte intergranulaire.

Contrainte effective moyenne;

Une fonction de la wvariable aléatoire x. -
Contrainte tangentielle. -
Contrainte tangentielle selon y sur une surface
perpendiculaire A& la direction x, en mécanique.

du continu.

Angle de frottement interne effectif.
Flux de convection.
Flux de diffusion.

Coefficient de Bishop.



Fig

Fig

Fig

Fig

"Fig

Fig

Fig

2. 1

2.3

. 4

B b

m

“;L -
BinLioThEQye _ :” T
— 2 ¥

Ecols Naiionate Polyt

-\ch‘!niqm;

LISTE DES FIGURES

Milieu granulaire sollicité par une

surcharge concentrée a4 la surface.

Modéle de répartition des efforts entre
contrainte totale, pression intersticielle

et contrainte intergranulaire.

Forces de contacts et forces

intergranulaires

Massif granulaire semi-infini sollicité en

surface.

Sollicitations sur une section horizontale
travers une éprouvette de matériau gra-—
rnulaire saturé soumise A& des pressions

uni formes.
Fonctions univaride oi(x).

: Subdiwvision d’une section A travers un

volume V.

: Representation symbolique de la contrainte

dans la seﬁtion.
Relation entre le coefficient de variation
de la contrainte intergranulaire et la

porosite.

Phenomeérme de verrouilage

Mécanismes de déformation par glissement

relatif des grains.



'Schéma de transition pour la diffusion

q
[R
12
b
D

[y

unidimensionnelle de la particu st ssuch b L,
. - dw '}

BIBLIOTHEQUE — ;.. |,

Modele de déformation a 1*etat |C00leNationalePolytechnigye

"
W
1n]
F
1))

statiornmaire. Définitions des éavéenements

aleatoires.

Fig 4.3 = Massif chargeée par une force répartie sur une

ligne de longueur infinie.

Modé19'stationnairé de deformation. Marché

Fig 4.4 =
au hasard des lacunes (vue bidimensiormelle
simplifiée)

Fig 4.5 z Diffusion d?un volume d?air, dTorigine

localisée, jusqu'en surface.

Fig 4.6 : Exemple théorigue. Modéle statiornnaire pour

1’état plan de déeformation.

mn
]
o
>
~

Diffusion des contraintes verticales.
Déformations planes. Fondation socuple.

Massif homogéne.

Fig 4.8 : Déformations volumétrigques. Deformations
planes. Fondation souple. Massif homogéne.
Fig 4.9 : Diffusion des deplacements verticaux.

Deformations planes. Fondation souple.

Massif homogéne.

Fig 4.10 = Diffusion des déplacements horizontaux.
' Déformations planes. Fondation souple.

Massif homogene.



'=‘Le-'5=-" [LNPOR O SR T
BiBoTHEQu _ o

Ecol i teoh '
¢ Natiopaje Po,'ytechniquc
INTRODUCTION

La mécanique des sols théorique actuelle repose sur les
principes de la mécanique des wmilieux continus. Cette
theéorie a donc consérve, pour 1’ essentiel,  les
caractéristiques d’une théorie des milieux continus et
par conséquent, ses inaptitudes lors de son application

au sol qui est un milieu pbreux.

En effet, le calcul des contraintes et des déeformations
dans. un sol s base sur les hypothéses de continuite et
souvent, d? homogeneitée, d? isotropie et d’élasticiteée.
Les résultats obtenus par le biais de ces theories
deterministes peuvent s?avérer satisfailisants, quand la
nature discont inue 'du sal n'affecte pas substan—
tiellement SO comportememt. Les sols grossiers
pulverulents sont, ainsi, les plus visés par cette

constatation.

Pour pallier aux insuffisances des théories classiques,
urie approche probabiliste reposant sur 17idée que le
s0l est un matériau discontinu et désordonneé, est
proposee. La théorie décrit la réponse d?’un tel systeme,
a un apport d'énergie a ses frontiaéres indéependamment
des concepts classiques, issus de la mécanique des

milieux continus.

Le  chapitre 1 présente unr historique retracant
1'évolution des concepts appliquées a la mécanique des
sals, depuis la modelisation du sol par un milieu semi-—
infini continu, isotrope, . homogéne et élastique jusqu'a
1% approche la plus récente gui eétudie le so0l a
1 échelle de la particule discréte.

Au chapitre &, un rappel succinct du concept fondamental
des contraintés,effectives est fait avant de mettre en

evidence, le caractére aléatoire de la contrainte



induite dans un massif de sol granulaire,et, de déduire
que la contrainte effective n’est qu’urne moyenne de la

sollicitation locale dans un assemblage de grains.

Au chapitre 3. une  definition probabiliste de - la
porositeé est dorneée, car cette caractéristique tient un
role important daﬁa la sollicitation interne et est
necessaire pour .l?établissement de la distribution de
la probabilite des contraintes. Dans ce méme chapitre,
les tassements sont decrits comme le resultat
d'instabilités locales, causées par une augmentation
des sollicitations internes, prenant naissance au sein
du sal et se propageant Jusqu? en surface. Ces
instabilités sont representées par des volumes d*air en

excés devant &tre évacués.

Partant de 1!'idée de la propagation des forces, par e
biais des contacts entre grains et de la migration des
valumes dYair en exces, ur modéle de chemirnement
aléeatoire est formulé au chapitre 4. Du fait que ce
modele conduit 4 des équations de diffusion, pour la
quantification des contraintes et des deplacements,
quelques notions sur le mouvement Bﬁownien sont
introduite au début du chapitre. Un historique y est
aussi donné sur 1?’évolution de la notion de diffusion

en mecanique des sols.

Les équations de diffusion sont établies pour ur  sol
‘granulaire lache et Ssec a 1etat statiormaire de
déformation, sous l'effet d? urne fondation parfaitement
souple ou parfaitement rigide. Dans ce méme chapitre,
une résolution numerique des équations par la méthode
des différences finies est faite. A cet effet, ur
programme ern Fortran a été congu, ce gui & permis-de
traiter quelques exemples dont les reéesultats sant

rapportés sous forme graphique.



Le preéesent travail se termine 'par une syntheése des
principales contributions apportees par cette nouvelle
approche probabiliste pour 1’étude de la déforamtion

des sols granulaires laches.




CHAPITRE I



1— HISTORIQUE ¢

La mécanique des sols *theorique découle d? une
adaptation judicieuse de la mécanique des milieux
continus a un milieu poreux déformable. Ainsi la nature
discrete du sol est omise au profit d’une abstraction
mathemat ique, comme ITillustre les hypothéses de la
theorie de Boussinesq (1885) pour le calcul des
contraintes et des déformations dans un demi—éspace,
infini, continu, homogene, isotrope et élastique. Des
doutes sont permis sur 1exactitude des tassements

calculés sur la base de ces contraintes .

Néarnmoins, les théories deéterministes utiliseées, avec
prudence pour la résolution de certains problémes

peuvent donner des résultats éatisfaisants -

Les problémes qui seraient donc encore mal résolus sont
ceux ol la nature discréte du sol gouverneg son
bomportemant. LLes sols non cohésifs sont les plus viseés
par cette constatation. Leurs déformations dépendent de
la stabilité des contacts entre grains et de leurs
rearrangement. Pour les sols cohérents, on peut parlér,
de 1’existence d'une continuité mécanique attribuee
essentiellement aux interactions eéléctrochimiques entre
ﬁarticules, aux faibles dimensions et A4 la grande de

formabilité des grains (Bourdeau, 1986) .

Bullet (1691 et Coupelet (1726) sont les pionniers
d?une approche plus structurale de la mécanique des
sols. Ces auteurs ont proposé des modales de sols
granulaires ol la nature discreéte du so0l a éete mise an
évidence. Cependant cette approche a gardé un aspect

déterministe.

En effet, en plus de la simpliciteé des formes et des

dimensions données aux grains, de la représentation

4



generalement bidimensionelle des assemblages, la vision.
du désordre qui caractérise les sols est absente dans

les modéles proposés dans le cadre de cette approche .

'Dr, toutes ces caractéristiques ({forme, dimernsion,
arrangement ... ), et par suite les forces de contacts
entre grains, sont des paramétres imprévisibles qui ne
peuvent eétre adéquatement déterminés pour un so0l donné.
C'est alors avec 1! indéterminisme gqu'il faudra pallier

A 1'echec de ces approches.

Ce nouveau courant fat initié par Terzaghi suite a sa
critique a la theéorie de la pousseée des terres de
Coulomb, le 30 septembre 1920, dans Engineering News
Record {Bourdeau, i986). LT auteur a mis en exergue
1influence de la nature granulaire (discréte), sur 1la

mobilisation de la résistance au cisaillement.

Globalement, trois méthodes de ' calcul  sont a

distinguer:

- Méthodes purement théorigques issues de la mécanigue
des milieux continus : Les modeéles proposés se
distinguent par 1?adoption de relations constitutives
differentes .

- Methodes sehiwempiriques t les contraintes sont
calculées par la théorie de 1’élasticite en
combinaison avec des lois de comportements
expérimentales telles gque les méthddes des chemins de
contraintes (Lambe et Whithman, 1969 ). Les problémes
majeurs qui se posent avec ces méthodes sont ceux
relatifs a 1’échantillonnage {(representativité) et au

remaniement ( surtout pour les sols non cohésifs ).

— Methodes empiriques : Ces methodes &tablissent des
corrélations entre tassements des fondations et les
résultats des essais in—-situ ( essai du'pénétrﬁmétre

standard, preéssiometre, etc ). Bien que ces méthodes
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tiernmment compte des caractéristiques réelles du éol,
les contraintes imposées par les instruments des
essails in-situ, différent de celles existantes

réel lement sous les fondations.

L? indeterminisme a é&té introduit en premier lieu, dans
le traitement de 1la variabiliteée des caracteristiques
naturelles du sol. Les premiers travaux orienteés dans

ce sens sont ceux de Lumb (196&) et Wu at Kraft (1967).

Dans cette approche ,1le modéle proposé pour 1?étude
d? un phénoméne donné est de base détérministe, mais le
Flux d? informations est traite har une analyse
statistique. Les paraméetres du sol sornt caractérisés
sous forme de variables aléatoires ou de fonctions

aleatoires.

Différenteé analyses sont utilisdes pour le traitement
statistique de ces paramétres. En wvue d'ure approche
probabiliste de la sEcurité, Favre (1980) utilise
1 analyse de wvariance pour établir lesl‘différentes
corrélations entre paramétres rhéologiques du sol et
eétudier 1’ influence des caractéristiques des grains

(dimensions, forme, etat de surface, mineéralogie) Sur

ces paraméetres,

Citons encore les travaux de Freeze (1977}, sSur la
consolidation unidimensionnelle. Des modéies numeriques
sont disbonibles pour traiter la consolidation des sols
non homogenes. Toutefois ces modéles nécessitent la
. connaissance de la distribution exacte des proprietas

du sol avec la profondeur.

Dans ses travaux, 1* auteur exprime le coefficient de
consolidation en fonction de la perméabilité du scl, de
sa compressibilite et de la porosite. Ces facteurs

varient de fagon aléatoires et sont traiter par les



simulations de Monte LCarlo. Ceci permet de traiter la
SUrpression intersticieile ainsi que les tassements de
maniére statistique. lLes valeurs moyennes des
tassements obtenues par cette méthode pour les sols
hétérogenes sont trés différentes de celle calculées
par 1? approche classique deterministe et leur

dispersion est également importante .

Hwang et Witizak (1985), ont étendu cette :étude au cas
de la wariabilité multidimensiormelle des parameétres
du sol. Leur conclusion est, en fTait, une inter-—
prétation des résultats de Freeze. Ces auteurs
attribuent 1 importante dispersion des résultats
obtenus par Freeze a 1’effet de dimension du modéle. En
effet, les wvaleurs moyennes calculeées, selon que le
modéle soit Qnidimehéionnel, bidimensionnel, ou
tridimensionneal diffeéerent des wvaleurs déterministes.
Cependant, cette différence n’ est . pas tres
significative et ces auteurs, concluent que la sclution
déterministe courante n? introduit pas d’ erreurs
impoftantes dues a4 la variabilité des caractéristigques

du so0l .

Mais, malgré Eette conclusion, est—il permis de
pretendre gque le tassement calculé par ces ﬁéthqdes a
une valeur fiable (précise), alors que le modele
utiliség ne tient pas compte de l1’erreur dans le calcul
des contraintes (calculées par la mécanique des milieux

comtinus ) .

Urne autre approche purement structurale essaye de tirer
profit du désordre au niveau des assemblapes de grains
et de 1'incertitude sur leurs formes et leurs tailles,
pour montirer le caractére aléatoire des contraintes

induites dans un massif granulaire non cohésif .



Cette approche traite le matériau comme un assemblage
de grains interagissant par le moyen des forces de
contacts entre grains £t tente de déduire une relation
entre les paramétres A 1’ echells granulaire et les

parametres macroscopiques .

Une étude a 1’ échelle du grain visant a tenir compte de
tous les parametres de fagon exhaustive n'est
evidemment pas\ possible. C'est ainsi que les
assemblages de particules sont bidimensiornnels et que

les grains sont modelisés par des cylindres ou des
sphéres. Le premier instigateur de ces modeles fut
Schneebeli (1956&), puis suivirent les travaux
experimentaux de Dantu (1957, 1968), Marsal (1960}, Oda
(1972) . Ces travaux ont fourni des indications
qualitatives sur les mécanismes de transfert de charge

dans les matériaux granulaires .

Les travaux rnumeriques récents | de EQTHURST‘ et
ROTHENBURG (1989, qui ont etudie 1 anisotropie de 1la
structure induite par les deéeformations de cisaillement,

ont fourni des informations quantitatives sur. la
distribution des forces de contacts, du nrnombre de

contacts et leur orientation .

Ces travaux ont grandement contribue a deéeecrire i1e
comportement physique des sols rnon cohésifs, mais leur
adaptation a des problémes pratiques reste laborieuse

et peu commode, vu le nombre de paramétres mis en Jjeu

et les problémes de répresentativiteé des modeles
adoptés. Ainsi, il faut rechercher une approche,
faisant intervenir un nombre restreint de parémétres,
qui soit compatible avec les principes de la mécariique
" des milieux continus et qui tiendra compte de la nature

discréte du sol.



Le principe de 1'etude est de revenir a la notion
fondamentale de contraintes et la généraliser a wun

milieu discrét (HARR 1977) .
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2. NﬂIlDN_DE;EDNIBQ1NIE_DENS_HN_MILIEU_EBQNULQIBE_i

2.1 APPROCHE CLASSIQUE DES CONTRAINIES =
. 1.1 Iniz_mclm:.t_x_a.n.._

lLe conrncept de contrainte ‘a ete formuleée en 1822 par
CAUCHY. L'état de contrainte en un point par rapport a
un systeme de coordonnées donné, est caractérisé par un
tenseur de contraintes qui constitue la matrice de
1"application lingdaire qui a tout vecteur rormal
unitaire, définissant une orientation de surface au
point considéré, fait correspondre le vecteur tin
des contraintes sur cette surface. L*établissement des
expressions relatives a 17état de cﬁntraintas en vy
point repose sur le principe d’action et de réaction et
de la continuite du milieu. Ainsi @
— La contrainte en un pnint est un objet purement
mathematique ayant un réle explicatif .
— La contrainte est indépendante de la nature discréte
du mateéeriau. Pour le cas du sol granulaire charge
en surface de la ffig.E.i), traité dans le cadre de
la mécanique des milieux continus; 1’état de
contrainte en un point donné dépend des carac—
teristiques de la charge appligquéee &t des
coordonnees de ce point relativement au point

d*application de la charge.

Fig. 2.1 Milieu
surcharge concentréeée a la surface ((d? aprés
HARR, 1977 et rapportée par BOURDEAU, 1986 )



Letat de contrainte en deux points symétrigques par
rapport a la charge sera le méme. L?appartenance d? un
point 4 un grain et 1’autre a un pore n'influera pas
sur l17état de contrainte prévu. Aussi, 1*é&tat de
compacite du milieu n?’intevient pas dans 1’atat de
contrainte en un point. Or, les efforts nécessaires a
1équilibre dans la phase solide sont plas importants

dans un sol lache que dans un sol dense .

Malgre les insuffisances du concept de contrainte de
CAUCHY lors de son application aux sols, son  rejet
aurait conduit A& un grand vide conceptuel. Des lors
cette notion a été adaptée de différentes facons pour
résoudre les problemes poseées. La premiere tentative,
mais norn des moindres, faite dans ce sens est celle de
Karl TERZAGHI (1920) o il introduit le concept

fondamental des contraintes effectives .

2.1.2 Contraintes effectives 3

lLa reponse d?une masse de sol au chargement applique
deépend presque exclusivement des contraintes effectives
et nNon pas des contraintes totales (calculées en

considerant le sol comme continu) .

c.1.2.1 Principe des contraintes effectives de
IERZAGHI =

Les travaux de TERZAGHI ont paermis, darns un premier
temps de prendre en compte la nature polyphasique du
s0l. L? auteur a mis en évidence 1?influence - de
1? interaction entre les différentes phases sur les

‘contraintes, donc sur le comportement du sol .
TERZAGHI a défini, pour un sol saturé et pour des plans

principaux de contraintes, la contrainte effective

comme suit =

11



(2. 1)

aj
1

q
1

B

ol 3

- o represente la contrainte totale

—~ uW est appelée contrainte neutre et agit dans 1*eau
et dans le solide dans toutes les directions.

— g represente donc un excédent par rapport a la
contrainte neutre et agit exclusivement dans la

phase solide.

Pour établir 1'expression des contraintes effectives,

en réspectant les principes de la mécanique des milieux
continus, TERZIAGHI consideéere gque chacune des deux
phases (solide et liquide) occupe tout le volume et les

deux phases occupent simultanément tout le volume .

Comme les fluides ne reprennent pas d'efforts de
ciséillement, cette formulation est applicable méme

dans les autres directions avec en plus :

T =g (2. 2)

Tout tassement, distorsion, changement de résistance ou
cisaillement seront das aux variations des contraintes

effectives .

2.1.2.2 Extension du pgrincipe de TERZAGHI

BISHOP (1955) a etendu le concept deé contraintes
effectives de TERZAGHI, developpe pour des sables
Saturés, aux sols partiel lement saturés, en
introduisant un coefficient s Compris entre 0 et 1

dependant du degre de saturation du sol (Sr) .

SKEMPTON (1960) a poussé 1etude a 1’ echelle du grain

en ternant compte des probriétés mecaniques des grains .

12



L? auteur aboutit, & deux expressions différentes des-
contraintes effectives pour la compréssibilite st le

cisaillement .

Ces expressions font intervenir, en plus des paramétres
de compressibilité et de cisaillement macroscopiques,
Ceux propres aux grains, et sont de ce fait, limitees
aux domaines des trés fortes pressions. En effet, les
proprietésu meécaniques des grains ne peuvent etres .
mobilisées sous les pressions usuelles rencontrées dans

la pratique .

Dans le cas d?un matériau idéal (c’est & dire que la

nature granulaire est omise), les expressions de
SKEMPTON reviennent a celle de TERZAGHI et de BISHOR.
S1 de plus la distinction entre les propriétés
macroscopiques et graﬁulaires n' est pas faite, les
contraintes effectives o seraient équivalentes aux-

contraintes intergranulaires Tl qui representent la
part des contraintes totales transmises au sein du sol

par' le biais des contacts entre grains .

Surpres-
sion in~-
Surpres- |, tersti-
sion in-" tielle
tersti- de 1l'eau
tielle Uy -
de l'air
Ua

Fig 2.2 : Modéle de répartition des efforts entre
contrainte totale, pression intersticielle
et contrainte intergranulaire ( d’aprés
SKEMFPTON 1960, rapporte par BOURDEAU 1986 ) .

13



gog = ¢ — { 1 — as) uw (z-3

as = As / A :Aire spécifique des contacts
intergranulaires As / A '

P et T s:Resultante des éfforts sur la section entiere A
Ps et Ts 2 Forces agissant au contact sur la section As
g = P/A : Contrainte totale ;3 og = Ps /A :Contrainte

intergranulaire .

Dans la littérature, contraintes effectives et
contraintes intergranulaires sont souvernt confondues a
cause de leur signification physique similaire. FPour
des contacts quasi—-ponctuels as = 0 et la contrainte
iﬁtergranulaira ogg se ramene a la contrainte effective
g définie par TERZAGHI .

En resumé l’expression (2—1) constitue une excellente

approximation dans le cas des sols satureées .

La contrainte totale ne peut genéeralement pas é&tre
egale a la surpréssion intersticielle uw puisque les
deux phases, solide et liquide,sont distinctes. Donc
1 equation de TERZAGHI ne sera pas satisfaite si le
point considérée est dars un pore. Cet équilibfa ne peut
eétre satisfait en tout point du milieu. De ce fait, la
contrainte effective sera une contrainte moyernne

rapportée a une section représentative .

EBien que le principe des contraintes effectives de
TERZAGHI repose sur les principes de la méecanique des
milieux continus, (l’auteuﬁ considére ;tour a tour, que
la phase solide et la phase fluide occupe tout le
volume élémentaire), il fait allusion a la nature du

sol (phases, puis nature discrete par SKEMPTON).

Alors pour lever toute ambiguité et pour pallier a

quelques insuffisances des concepts précédents, la

14



contrainte dans le sol a ete reconsidérée d'un point de o

vue purement probabiliste ( HARR, 1977) .

A n'importe quelle échelle d?observation, le sol se
présente comme un ensemble désordonné de particules
discrétes ou 1?hétérogéneiteé et la variabilite sont les

facteurs régissant son comportement .

Méme =51 le sol est homogene du point de wvue

stratigraphique {sable, argile, limonr ==ty la
diversite des dimensions, des formes et des

érrangementﬁ geometriques des particules ,rend

difficile la description exacte du sol .

Les informations quantitatives et significatives
pouvant étre receuillies sont de nature statistique

(granulometrie par exemple).

Prétendre donc, a une description "exacte" des forces
aux pocints de contacts entre grains serait pure
prefention. Parmi les travaux cités au chapitre 1,
certains visaient a décrire les forces de contacts d? un
point de wvue probabiliste. La conclusion &4 tirer de ces
travaux est que sous 1'effet d*un chargement extérieur,
les sollicitations internes dans un milieu granulaire
sont extrémement dispersées et trés variables dans
1 espace. En effet, le transfert de ce chargement, par
le biais des forces de contacts se fait selon un chemin:
tortueux mais préférentiel .Ainsi, certaines particules
peuvent étre +trés sollicitées alors que leurs voisines
le sont moins. ROTHENBURG et BATHURST (1989), affirment

que Sous urr chargement déviatorique, les forces

15



supportées par les contacts entre'particules,l diriges
le 1long de la direction de la contrainte principale
majeure, sont plus importantes que celles Eupportéeé
par les contacts dirigés selon la direction principaler

nmineure .

Au cours du cisaillement, une anisotropie de la texture
s developpe, car les contacts les plus chargés se
désintégreront plus vite, bien que l?Tensemble inttial

était isotrope .

2.2.2 Eoarces de contactis intergranulaires a

Le concept des fTorces intergranulaires revient a Marsal
(19&60), dans wune tentative de deétérminer une distri-
bution de probabilité des contraintes effectives dans
urn  sol non cohésif. Pour e faire, Marsal relie le
tenseur contrainté du milieu continu éqguivalent, de
sens'détérministe, aux forces de conta&tﬁ qui sont des

variables aleéatoires .

Un milieu continu équivalent est un milieu dént les
valeurs deterministes adoptaees pour decrire SO
comportement seraient les moyermes des valeurs gqu?on
aurait obtenues en considérant la nature discréte du

scl et par suite sa nature aléatoire.

Remarques
Tous les travaux citeés reposent sur deux hypothéses de

base 3

1- Homogéneite statistique : Pour RECORDON et DESPOND
C1977), une eprouvette de sol est homogérne dans une
direction donmée, si les moyennes et 1 écart type des
parametres d*etat (porosite surfacique ,nombre de
grains cCoupés ...) mesSures sur une succoession de plans

tres rapprocheés, sont constants .

16



&= Application de pressions uniformes aux frontieres des
eprouvettes yd?ol une répartition uni forme des
contraintes dans toute section du milieu - continu
équivalent ( BOURDEAU, 1986)

Marsal definit la force intergranulaire,sur un-plan 6,
d?’un massif granulaire comme la résultante des forces
de contacts agissant sur un grain, d’un coté du plan ©

intérsectant ce grain (Fig. 2.3)

F, =75, (2. 4)

od 3 Fi1I est la force de contact intergranulaire

Pij est la force de contact agissant sur le grain

i au point de contact j .

Fig 2.3 : Forces de contact et forces intergranulaires
(d? aprés Marsal, 1973; rapportée par BOURDEAU,
19486)

17



Toujours d?aprés Marsal, les contraintes effectives
relatives au plan 8 , sont la moyernme des forces
intergranulaires sur tous les grainé iﬁferceptés par le
C plan 9, rapporteée a 1’aire totale de - la section
Vintersectée par ce méme plan. En faisant 1'hypothese

- d? indéependance des composantes des Torces de contacts

et des composantes des forces intergranulaires, Marsal
invoque le theéoreme de la limite Icentrale et propose
une distribution de probabilité rnormale aux forces
intergranulaires et aux contraintes effectives. Cette
distribution n’eéecarte pas des valeurs negatives des
contraintes effectives. Ceci est fondamentalement
contradictoire avec le principe des contraintes
effectives, wvu que le sol étudié est un sol non cohésif

ne pouvant développer des tensions entre grains .

La cause de cette contradiction est évidente, car les
hypotheses d’indépendance' des composantes des forces
mises en jeu q’ést pas Jjustifide. En effet 1T'équilibre

du grain relie toutes ces composantes entre elles .

Divers travaux ont été menés dans le méme &tat d'ésprif
(ODA , 1972) mais bien entendu ,en essayant de lever les

contradictions conceptuelles .

Néarnmoins , 1? approche la plus cohérente ,et , la plus
pratique reste celle de HARR (1977) qui,revient a la
ﬁntion de contrainte et la géneéralise a un ensemble de

particules discrétes et désordonnees .

2.2.3 Contrainte en un point d’un massif granulaire

L?état de contrainte au point x1, yli, z1 d’un massif
granulaire (fig 2.4) chargé en surface, est dorme par
la mécanique des milieux continus sans tenir compte de

lé configuration physique du point considéré (c’est a

18



dire est—ce gue le point en question est dans un grain

ou dans un pore) .

HARR (1977) a resolu ce probléme pour un sol sec en
tenant compte de la nature discréte du sol.  Pour ce
faire, l1?'auteur a imaginé l1l?expérience suivante :

La charge a la surface du massif est deplacee ,tout en
deplagant le reférentiel avec elle. Le point (xl,yl,zl)
passera par toutes les configurations physiques qui se
trouvent a la profondeur zl1. Toutefois, les facteurs
quisdans l1l'etat de contrainte en un point, dépendent de
la nature de chargement et des coordornmées du point ne
sont pas altéreés. En d'autres termes, cette expérience
consiste & examiner différentes configurations, sous un

méme état de contrainte .
b 4

-

—_-——’-‘-’ (xl, yll' Zl)
L e -~

- -

- I -

‘.:-___-.L"

'

Fig 2.4 : Massif granulaire semi infini sollicité en
surface ( d'apré&és BOURDEAU , 1386)

Genéralement , pour déterminer 1’état de contrainte en un
point d*>un massif granulaire, dans le cadre de la
mécanique des milieux cont inus, une eprouvette

cylirdrique, prelevee a la profondeur désirde, est
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étudice .

Les dimensions de cette éprouvette seront telles qu’une
repartition uniformejsur n? importe quel plan horizontal,
puisse é&tre supposée,suite a urn chargement extérieur

uniforme .

Une section de cette éprouyetté'est examinee en tenant
compte de sa nature granulaire. En parcourant cette
section, diffeéerentes configurations seront étudiés sous
un meme etat de contrainte. Mathématiquement parlant,

1’ étude de l'éprouvette est équivalente a4 1'experience
décrite par HARR .

iun hlan @ coupe horizontalement cette eprouvette
saturéde et wuniformément sollicitée & ces frontiéres
(fig 2.5). Une section de surface At est examinée, mais

a l1'échelle du grain .

BOURDEAU (1986), stipule que la mécanique des milieux
continus est applicable au solide constitué par chaque

grain, et fait de plus, les hypothéses suivantes :

— Les particules et le fluide sont en équilibre quasi —
statique .

- Le poids propre du gfain est negligé lors de 1'étude
de son équilibfe ( mais le poids des terres est
compris dans les forces de contacts ).

— La preéession intersticielle, uw est constante sur tout

le plan et sur la hauteur des particules .

20



Fig 2.5 : Sollicitations sur une sectioﬁ horizontale &
travers une éprouvette de matériau granulaire
saturé soumises a des préssions uniformes
{d? aprés BOURDEAU , 1986)

=1



Aprés e&etude de 1*équilibre du grair, BOQURDEAU
généralise la force intergranulaire de Marsal 4 un sol
sature (résultante des forces de contacts et la
préssion du fluide, c'esf a dire gque les contraintes

resultantes seront des contraintes totales ) .

Le point d’application de la force intergranulaire dans
un grain ; sera détérminée par 1l?équation des moments qui
sont fonctions des forces de contacts, des
caracteéeristigues des grains et leurs distributions
spatiales. Toutes ces guantités sont aléatoires, donc
les contraintes sur le plan o en tout point de la
section Ai du grain, seront des wvariables aléatocires

spatiales.

Ces contraintes sont appelées contraintes locales et
sont notées Rzi s Rxzi et Ryzi. lLes développements Quil
vont suivre seront faits pour Ri, mais;les résultats

obtenus seront applicables pour les autres combosantes.

Bourdeau (1986} imagine possible la rédalisation d?’ure
experience consistant en la mesure des contraintes sur
1 intersection du grain i par 6, en parcourant la
surface Ai du grain .

Un evenemant consiste en 1’ enregistrement d? une

certaine valeur de &i,par'exemple -

En wrnotant o (x) la contrainte a mesurer, qui est une
quantite aléatoire y Bourdeau la sSuppose 'continue et
monctone en fonction de x et, prdpose la déemonstration
suivante pour exprimer la moyenne des contraintes
mesurdes (en supposant un nombre infini de mesures).
oc(x) étant continue et monotone, sa fornction inverse

gl (x) = x{g) est définie .

X, la variable spatiale, est aussi aleatoire. En effet,
le point du grain o est faite la mesure de  1la

contrainte est choisi au hasardyet tous les points ont



la méme probébilité d* étre observeés .

De ce fait, x est urne variable aléatoire de distri-
bution uniforme et est fonction continue de o

( fig 2.6)

Ao
Prob[ﬂo -92240400"-2‘] 4(‘J
- Om
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S |
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< °¢39‘ R
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£5(0) | L b .
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Fo(o) .l : : l
1 lfx(x) |
T \
X
' 1
Voo + 28
| V072
(eo-%)
x{00 -3
Fig 2.6 : Fonction univariee u(xi (d® aprés
Bourdeau, 1986&)
Vu la continuite et la monotonie de u(x), la

probabilité que o prenne une valeur situee dans un

intervalle A autour de la valeur g0 vaut :



Ac . Ac 7
P[%'T £ 0 s c“*TJ

| , ' (2.5)
P[x(co—-%g) £ X% x(w°+—é§9—)

| SR |

" x etant uniformément distribuée

P[X(Oo“—A-z-g- < X 4 X(OG+A2°)]=
_ , © (2.8)
L
Aussi.
¢,+%
Pc,-%saso,+%2]= f £f,(0) do=
‘ ag - 52 (2.7)

o fr (o) désigne la fonction de densité de probabilité
de o,et Fo sa fonction cumulée de probabilite.
D* apres (2-6) et (&-7),et en divisant par (a2

Ao

F,( 0,4'—2- —F,(Gu--%o-) _

Ag ' (2. 8)
1 A A ,
7 [xlog+ 52 - x( 0 - 52 )]

Ao

Lorsque Ag-0 :

dF < 4
g (%)%

dx ' (2.9
p (e,) -

Et d?aprés la definition de Fo, (2-9) deéevient :
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f,(a)=%%:—(a)

e L,{ o) do-'—'—%—d.xc

Dol f,{e) do= = dx | (2.10)

e

Ern inteéegrant :

LN L L.
Bio] = fof,(o)du = _}':f o x ) dx (2.11)
Tdn A Wiy

'L’analogie de o(x) avec les contraintes locales conduit
a = |

’E [Rz.t] = ':;E" foi da
1 .

b

1 E [Ryl --‘%medA (2. 12)
141
E [Ryd = = [ R,y dA
i 2y A ayi
Ay
o 2 dA = dx . dy
Cest - ad.dire,que la moyenne statistique des valeurs de
Rzi, par. exemple, si oy pouvait les mesurer, en
parcourant la section Ai, d’un grainJ est egale A

1 espérance mathématigue de la variable aléatoire Rzi.

Far ailleurs, le principe de contrainte de CAUCHY

afFirme que =

{iﬂnlda=-ﬂu




me dA = F,, : (2.13)
- ad : . : ,

aszﬂ da=F,

Ces expressionsy,en combinaison avec les expréssions
(2-12) conduisent a: '
ECRzi 1 = Fzi / Ai

ELRzx1 1 = Fxi / Ai { 2-14)
ELRzyi 1 = Fyi / Ai '
Ces contraintes sont nommees - contraintes inter—

granulaires S5 .

Remarque :
On admet que les expressions dérivées pour une fonction,

cont inue et monotone d? une seule variable,sont valables

pour des fonctions non monotones 4 plusieurs variables.

Le but . de la démarché eatant de guantifier ‘la
sollicitation internes en tenant compte de la nature
discrete du sol, la loi de distribution de probabilite
des contraintes doit &tre fonction de 17é&tat du ﬁoint
considérée. En effet,; les expréssions (2-14) conduisent a
une esperance mathématigque des contraintes différentes

d’un grain a 1'autre .

Le méme ralsonnement précedent sera étendu a4 la surface
ﬁt ent iere. Cependént; pour pouvoir appliquer les mémes
principes, les pores sont supposés étre des grains,oda,
la cdntrainte sera uw (non aléatoire) pour pouvoalr -

assumer la continuitée du matériau .
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En parlant de l’expreséion

At. on aura :
ECRz1 = ELSz]
ECRzxl = ELSzx]
ELRzyl = ELSzy]

Si At représente la section

aura =

fRz da = A, v,
AL

C'est-aA-dire :

gz = ELRz]

(2—13) etenduecd la section

(2—-13)

entiéere de 1'eéprouvette, on

{2.16)

gz Contrainte totale appliqueéee

Les dimensions de

1 éprouvette sont telles que

oz soit

la méme en tout point de la section considérés .

Dés lors, en tout point :

o, =E[R(x,7y)]=E[lS(xy))

Par consegquent,

milieux continus,est la moyenne

la contrainte

(2.17)

totale,en mécanique des

des contraintes locales

et intergranulaires rapporteée a la surface totale .

En termes de

aleatoire, oz enn un point

de la contrainte intergranulaire en ce

le fait de

distribution

parcourir une section de

de probabilite de wvariable

est 1*'espérance mathéhatique

point. En résume

1 éprouvette 3 fait

allusion aux différentes configurations possibles ern un
point du massif .

Comme ces configurations ne peuvent etre toutes
determinees avec exactitude ,; de meme que les,

sollicitations internes , ce parcours

de probabilite

une distribution

servira a trouver

des contraintes;en un

=



point du massif (qui est représenté par 1?éprouvette .

Les contraintes effectives sont déduites immediatement:

_— - | (2. 18)
Og = O~ U,
T=T
En exprimant la relation (2. 18) er fonction des

relations (2.13), et en tenant compte des définitions de
Marsal, la contrainte  effective sera eégale a 15
concentration des composantes verticales des forces de
contact)yrapportée a 1unité de surface. En conséguence,
une theorie - déterministe tient compte de la tendance

centrale de la quantiteée a étudier .

Si la dispersion n’est pas tres importante, la theéorie
deterministe peut candgire a des resultats
satisfaisants. Mais,si la dispersion est gfandé, la
theorie deterministe affecte considérablement leé

prévisions faites ou les décisions prises. En effet la
déformat ion macroscopique résulte d’une accumulation. de
désiquilibres A 1’ échelle locale o0 les sollicitations
peuvent etre treés aloignées des valeurs moyenneé{ Cette
’différence sera plus accentuee dans les s0ls non

coheésifs laches .
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CHAFPITRE III



3.1 INTRODUCTION :

Le probléme a résoudre est celui de la détermination de
1?’etat de contrainte, d?’un point de wvue probabiliste,
en un point d’un massif sec semi~infini. chargée en

surface .

Ce probléme a eté résolu par BOURDERAL (1986) en
s' inspirant des travaux de HARR (1977). Les  travaux de

de BOURDEAU sont presenfés dans ce gui suit .

BOURDEAU considére que 1’ espérance mathématique  (la
moyenne ) Sz de la contrainte normale Sz a4 un planr
horizontal en un paoint {x, ¥y ,z)' est une connue du
probléme (S5z est obtenue par des méthodes probabilistes

quon verra par la suitel.

Les inconnues du probléme sont les variables aleatoires
Rz(x, ¥ ,z2) et Sz(x, y ,z) respectivement contrainte
locale et contrainte intergranulaire en un peoint

(Xa¥yZ) .
3. & POROQGITE =

La porosité est une caractéristique physique du milieu
a étudier. La definition classique de cette notion
n*est pas relative a un point, mais est rapportée A une

quantité de matériau .

La porosité volumique est : nv = Vvide / V
La porosité surfacique est : mA = Avike /7 A
ol = '

Vvide est le volume des wvides

V est le volume totale du matériau
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Avide est la section des vides

A est la section totale du matériau
HARR considére que la porosité, d?un point de wvue
probabiliste, est la probabilité de trouver um vide en
un point dornné du volume total V. Le sol étant sec, et
en admettant que la contrainte dans un pore est nulle,
la probabilite de trouver un vide én urn  point donné
sera identique A celle de trouver une contrainte nulle

en ce point .

Cette définition de la porosité conduit a une valeur
unique en tout point du volume. Implicitement cette
déefinition de la porosité suppose le matériau étudie
statiquement homogéne. BOURDEAU general ise cette
approchie a4 un milieu wnon homogeéerne. Four se faire,
1 auteur considére un cube éléementaire de volume V A
1* interieur duquel une fonction (X, yqy22 est deéfini
telle que :

51 le point considére est dans un pore

AMx,y.2) =1

0

AMxy z)

Si le point considére est dans un grain

Ces deux évenements sont exhaustifs et mnmutuel lement

exclusifs. Ainsi, en posant

(3.1)
nl x,y.2) =probl Al x,.2)Y ] =1

il vient gue :

1 -n{x,y,2) = Prob[A( X.y.2 } = 0)



Les expressions (3. 1) ;ntroduisent la hotipn de
porosite locale qui n’est autre que la probabilitée de
trouver un vide en un point dormé de la qguantité de
mateériau. | |

De plus =

T=2lAlxy.2z)] =alxyz) | (3.2

v- M xy.2)] =nlxy.z)-ndlxyz2) (3.3

51 1’ observation de N points dans le volume vV était
possible, la mesure de en chaque point permettrait de
calculer la moyerme de N valeurs observées. Cette
moyenne seraii une mesure de la porositée volumique

nv) mais comme N est fini nvj sera differente A& chaque

mesure .

A 1?experience j on aura :

- 1 ' (3. 4)
Xy = = ;_:1"("1:' Y130 Biy) |

ol xij 2 ¥ij ,zij sont les coordonnées d?’un  point i a

1’ experience j
81 N == : ﬂvj- nv

(du fait de 1la definition de 1la probabilite au sens

fregquentiel)

N 4
E[ﬁd] = "%r ; .E{Ju(xi.yi.zi)] = %f ; n (Ii e ¥1 . &4 } (3.9

Si le rnombre de point N & chaque mesure est trés grand,
1’ espérance mathématique de la mesure tend vers la

porosite volumique rw elle méme, c’est a dire que

E{A,} =n,
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L?’analogie avec les expressions (2.13) conduit a :

nv = -g'—fn(x,y,Z) av (3.6)
ve

Payr analogie aveco ce qui précede et pour une section

d?aire A du cube élémentaire :

m,(z) = —;i fn(x,y,z) da ' (3.7
A

en ihtégrant sur la hauteur H du cube :

(fn(x,y,z)d&)dz
A
n

(x,y.£) dsg

1
- t m(z) dz =
H-£ 4 :

< El“

oy B—y

- Tiif (z) dz | _ (3.8)

En ecrivant la relation ((3-7) pour les directions x et

y et en se servant de ((3-8) =

1 £m,, (2) dz = = [m, (x) dx= = £mj (¥) dy =av  (3-9)

Si la porosité surfacique est constante dans chagque
direction (c?est A dire que le matériau est statiquemnt
homogene pour chague direction) et du fait de ((3-9) le

milieu est nécessairement isotrope .

Généralement du fait de 1’ augmentation de la compacite
essentiellement avec la profondeur, la porosite locale

diminue selon z .

Pour montrer 17influence de la distribution de 1la
porosité locale sur la porositée vaoalumigue,  Bourdeau
propose une variation lineaire 'puis urne wvariation

exponentielle pour rw. En se servant de ((3-6); 1! auteur



aboutit a:
‘ nviz) = n(z) s1 la variation est linéaire
et nviz) = K.on(z) si la variation est exponerntielle
ol K est um fécteur d? échelle dépendant des dimensions
de 1'échantillon.
(%) Pour des dimensions usuelles de 1'echantillon le
favteur K tend vers 1.
Bourdeau conclue que la proposition de HARR

' nv = n (3—-10)

constitue en général une excellente approximation .

Cette conclusion apporte un fait nouveau qui consiste a
definir la porosite en un - point tout comme ia
coﬁtrainte, et ceci grace au raisonnement probabiliste.
En ocutre, la porbsité étant épgale A& la probabilite de
t rouver une contrainte nulle en ur boint léisse
présager, gque la contrainte en un point et 1la porosite
sont étroitement licdes. Ce fait séra confirmé par la -

suite .

3—-3 RISTRIBUTION DE PROBABILITE DES CONTRAINTES
INTERGRANULAIRES =

La distribution de probabilite des contréintes en un
point d’un massif chargé en surface devra tenir compte
de la position de ce point par rapport au chargement
extérieur ( par lea biais de S }c et son &etat de

compacite ( par le biais de nv ).

Pour trouver cette distribution, Bourdeau (1986)
considére une éprouvette uniformément chargee, preleveée
au point en question. Les dimensions de cette
éprouvette sont telles que 1" approximation de HARR

nvixy,y,z) = nv puisse e&tre Jjustifiee .

L auteur examine une section de cette eprouvette, qui

est subdivisée en elements, petits par rapport a 1la
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Plus petite section du grain ou du pore intersecteé
(fig 3-1). Les developpements sont faits pour 1la

contrainte verticale Sz.

La contrainte intergranulaire moyerme Sz é&tant une
cormue du probléme, la variable aldatoire
adimensionmelle Sz/5z est considérdée. Cette variable

aléatoire est discreéetisée en posant :

Iy (3.11)
"_'.'ks“l
£

Aire totale A =L?

N xN éléments
. I T IT H
: H 3 f ! ! ! ! v
Eiiusit = 3 : - '
: Fma » $ .
:" = - . .
: I R - e ofo @
i s o ° . IL/N

® oo o

aa e H L

H ot o e

Hi + . = ' L Vo
vew H+ ' ' H ) | ' [
-=s 7 - - "l :j e 7 L/N
Fi 2—1 = Fi JaZ =

4 L/N : 4 ‘ .

Subdivision d?une Representation symholique de
section A& travers un la contrainte dans la section.
volume V (d® apres Bourdeau 1986)

(d? aprés Bourdeau 198&6)

as est une constante d?étalonnage arbitrairement

petite .
ks est 1’entier le plus proche de la valeur

realle:

F-
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az est telle que :

l )

'z -1
g,

-k,u,ls?u,

E'est—a—dire que 1’ erreur commise sur Sz/Sz lors de 1a

discréetisation sera trés petite .

L? équation  {(3—~11) peut étre symbolisée physiguement par
un nombre de points ks dans chaque élement de surface,
et les pores resteront évidemment vides. De part sa
définition ks est une variable aleéatoire . Sa moyerne

est =

La présence d?’un point dans un elément est un évenement

aleatoire élementaire se produisant dans 1?espace .

En outre =

- Les eévenements élémentair&é aléatoires sont
indépendants

— Les éeléments peuvent étre observés dans n'imborte
guel ordre .

—~ L*occurence d’événements &lémentaires dans deux

eléments observées consecutivement sont indépendants .

Ce processus est analogue au processus de Poisson
(cccurence d? evénements aléatoires dans 1! espace)

lLa masse de probabilite s*écrit

& =-h
A; @ .
Pk (kﬁ} - [} x.p (3- IE)
. Tk 1
Pks (0) =n=nv est la probabiliteée de trouver zero point

en un eélément. C'est 4 dire que ce point esf' dans un
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pore.
Par ailleurs, 1'équation (3.12) donne:

= "% ~p=g"

Pk.(o) =
: Pks(O) = & l.
n, = e 2
Dol : A,= -inns = (3.13)
L3
Donc :
(-lnn)rn
P - v v (3- 14)
s (kﬂ) k. 7
L.a variance vaut : . ]
VEksl = — Ln nv (3—15)
FPar ailleurs :
| g 3 {3.16)
Vik] =vi-Z2Z1Innovl = (- 1nnv)? v(2)
T, 7

les expressions (3—14) et (3—-16) conduisent a :

(3.17)

3 1
vi £ = - —
[3;1 Inn,

Le coefficient de wvariation est donnée par

3y
V&l - Vl"j_:}
g, s
Bl .3;]
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ctest & dire z

Vor o (- 1n nv)__; ' (3-18)
L

La varaince de 5z est donnée par (3—17) et vaut :

S?
vis,] = - o nv (3-19)

et le coefficient de wvariationm est :

: 1
vE= (- 1nnv’)'"3“' - {3-20)

|
!
|
|
l
|
|
|
|
I
|
R
| .
I
|
P

A I "
¥ ) 7

y t
© 02 04 06 0.8 1,0 n,

Fig 3.3: Relation entre le coefficient de varig tion de

la contrainte intergranuléire et la porositeé

(d? aprés Bourdeau , 1986)

de wvariation (2—-18) et (3—2Z0Q) sont des

porosite, Ainsi, une

Les coefficients
fonctions croissantes de 1a
diminution de la porosité équivaut & une diminution de
1 ecart entre la moyenne de la contrainte inter—

granulaire Sz et la contrainte elle méme Sz, et ceci



reduira la probabilite d? occurence d! importantes
contraintes locales . '

i-? expression (3-19) montre gue la porosité est la cause
principale de 1?* indetreminisme sur la geometrie
d’ assemblage des grains. Pour une valeur S5 dormeée, la
probabiliteée d?avoir d? importantes contraintes locales
augmente avec la porosité,. De ce fait, la rupture. des
particules est plus probable dans un wmilieu lache que

darns un milieu dense .

Le raisormement precedent s’appliqﬁe évidemment aux
autres composantes normales Sx et Sy. Ceci n'est pas
toute a fait exact en ce‘qui concerne les contraintes
intergranulaires tahgantielieé. Celles—ci peuvent étre
positives ou négatives et sur un plan principal {par
rapport aux :ontraintes moyernmnes bien sur), Sxz et Syz

sont nulle en chaque poiht alors que des efforts de
cisaillement locaux exitent. Donc ce raisonnement ne
peut étre appliqué qu’a la valeur absolue des

contraintes tangentielles .

3.4 DISTRIBUTION RE PROBAEBIIITE DES CONTRAINTES

En tout point du massif granulaire et pour n'importe
guelle direction, Bourdeau prapose 1’expression

Suivante pour la contrainte locale :

f

R{xy.z) S§{xy.z) + nixy.z) - {3-21)

ol est une variable aléatcoire representant les
fluctuations de la contrainte locale R autour de 1ia
-contrainte intergranulaire 5§ .

Sous forme adimensionnelle (3-21) devient :

Rixy,z) . S{xy )
Rixy z) S (xy. z)

+ ﬂr (J‘r,er)
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L'indéterminisme di a 1’ assemblage deé grains est pris
en compte dans les contraintes intergranulaires par le
biais de la porosite, et l’arigine de la dispersion de
n est a4 rechercher parmi les caractéristiques physiques -

des grains.

Cette séparation des effets conduit a4 supposer ﬁue les
variables aléatoires S5 et ' sont 1ndépendantes. Donc
les influences respectives de 1la porosite et des
caractéristiques des grains sur 1l?état de contrainte

interne sont séparées .

Puisque depend essentiellement des caractéristiques
des grains, ce paramatre pourra etre éatalonneé

expérimentalement.
3.5 TASOEMENT B’ UN_SOL. _GRANUILAIRE LACHE =
3.5.1 _Introduction =

Dans les sols laches, la rupture se fait par
poingconnement sans gque des soulévements en surface ne
solent apparents. Ainsi 1 augmentation progressive de
la capacite portante observée durant les tassements’

correspond a une augmentation de la compacite.

Pour les sols denses, la rupture est géenéralisdée et des
soulévements en surface sont ohservés sans qu’il y ait
necessairement de changement de volume. Pour ce type de
s0l, une perte de résistance est observeéee, une fois-le
pic dépassé. Ceéi est da & une perte de résistance de

verrouillage (fig. 3.4 )



Quiartz particles

e - Cednented 1o
Polished ; 1/ upper plate

yuartz
surface
N
{a)
N Quarlz particles N
cemented Lo
upper plate

T

. ; T
@/,Zz?@-«—-
Quartz particles
cemented 10 N

N W
lower plate
(b) (c}
- Example of inwerlocking.  (a) Smooth sliding

surfuce, (&) Slightly interlocked surfuces, () Highly inter-
locked surfuces.,

Fig, 3.4 : Phenomene de verroutliage

Le mode de rupture dormne d? importants renseignements
sur le comportement geréral d? un sol et sSue les

micromecanismes de deformation.
3-9.1 Micromecanismes de deformation =

La deformation d’un milieu granulaire sera due a la
déformation individuelle des gfains ou de leur rupture

et du rearrangement des assemblages des grains .

La déformation individuelle des grains sous l'action
des forces de contact est genéralement réversible pour
des pressions usuelles (s71l n'ya pas de rupture de

grains bien surl.

Dans la pratique, 1a déformation des mat&riaux
granulaires est essent iel lement irreversible. Bien que
guelques ruptures de grains puissent avair lieu, la
majeur partie de cette déformation . est due Aaux
glissement entre particules, c?’est- A—-dire a leur
rearvrangement -Le réarrangement des grains est

directement lie a la caractéristique macroscoplique
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qu? est la compressibilité qui est a4 son tour

directement lide & la porosite .

La compressibilite d?un matériau est grandement
influencée par 1histoire des contraintes. Cette
caractéristique peut évoluer avec la déformation d?’un
matériau (Favre 1980) .lLe comportement d?un sol dépend
de sa compaciteée initiale. La compaciteé iﬁitiale n'est
pas cons idéréee comme la compaciteée correspondant a un
état de contrainte nul, ni a 1’aetat de contrainte soaus
l1’effet du poids propre du sol dans le cas d’un sol
dense, mais a 1Tétat anterieur des contraintes qui a
provoque un réarrangemnent donne. Ceci est appele
surconsolidation dans les argiles ou plus ‘généralemeht

1" &crouissage .

J.Biarez, (19&62), a etudiée ce phénoméne a 1*aide
d? @prouvettes de rouleaux circulaires meétalliques de
- meéeme diametre en assemblage régulier sous une pression
uni forme. L'auteur a pu observer gue 17 inclinaison des
forces de contact peut varier de + © a — @ : angle de

Frottement méetal—metal .

Ainsi, sSi urn déviategr est ajoute, les inclinaisons des
forces ' de contact augmentent de & a & + 5 et peuvent
déepasser g en xN points de contacts, d? cu lés
déformations irréversibles. N represente le nombre
total de contacts. Le retour a lia pressiorn isotrope
provoque le retour des forces de contact a
1inclinaison initiale | pour les (1—xIN contacts
élastiques. L application d?un nouveau déviateur, mais
plus petit, ne provogue plus qu’un tout petit nombre de
variations pouvént dépasser 8 et les déformat ions
résultantes sont reversihles, c’est le phéenoméne
d? écrouissage. Dans ce cas, la déformabilité du milieu
sera plus conditionnée par la déformabiliteé des grains

que par la variation de leur assemblage.

41



De ce fait, outre les conditions sur le niveau des
contraintes, un accroissement de la compacité initiale
diminue la compressibilite et le degre
d? irvreversibilite des déeformations. Le comportement des
sols granulaires precomprimes {(dense) est phénomé-—
nologiquement semblable a celui des sols argileux

surconsolides.
Four les sols’ granﬁlaires laches, le mécanisme
principal de déformation est le glissement entre grains

(la rotation des grains est faible ; Biarez, 1962).

En réalite, un comportement lache et un comportement

dense ont une signification statistique. En effet, a
1’ échelle locale, des assemblages eélementaires de
compacite treés variees existent. Ce sont les
assemblages les Plus riombre ux qui gouvernent le

caomportement macroscopique.

Bourdeau {1986) propose la fig 3.5 pour illuster

scheématiquement les deux assemblages essentiels .

B
-> .
n - “BA f
mouvement ' /
du grain - mouvement
B - s PBA du grain

B

o4

a) Contraction. ' _ " b)) Dilatance
Fig 3.5 Mécanismes de déformation par glissement

relatif des grains (d?aprés Bourdeau,

1986)
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Rrrangement initialement lache 1

Sous 1'effet d? une charge extérieur, s1 le contact
entre les grains .Q et B est instable, la force de
contact est en dehors du cOne de stabilité. Si le
mouvement du grain B se fait dans le sens de la
densification, uri nouveau contact est crée avec le
grain C. Le degré d’hypérstaticite augmente d’ou une
redistribution des forces. La nouvelle force de contact
entre A et B peut revenir a 1’interieur du cbérne. La

part de sollicitation initialement supportée par le

contact A—-B est allégee et ce contact sara
eventuel lement en mesure de supporter unr autre
incrément de charge. De ce fait, ceci constitue une

resérve de capacite -CY'est pour cela qu'il n'y a pas de

chute brutale de résiétance dans les sols laches .

Arrangement initialement dense 3 .
Sous un accroissement de charge, Iinstabilité du
contact B—A conduit & une perte de contact avec le
grain C (le vérrouillage diminuel. Ce glissement
s? arrete lorsque la force de contact P*BA revient dans
le cbne de stabilité. L'’équilibre est retrouve par une
reorientation de la force et non pas grace A une
redistribution des efforts. La part de scllicitation
revenant au contact B-A se trouve augmentée et un autre
incﬁément de charge risque de provoquer une rupture.
Ceci explique le  pic observé dans les courbes
contraintes — déformations et la chute brutale de ia

"portance des sols denses.

Ces descripfions sont—elles cohéarentes avec les
resultats suggeérés par la distribution de probabilités

des contraintes ?
La contrainte intergranulaire moyenne est rapportéee A

une section donnée de mateériaua. Deux sections

identiques d'un sol lache et d* urn sol dense soumises
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au Vméme chargement sont considerees. Le rombre de
contacts, donc de grains, de la section du sol dense
sont plus nombreux gque ceux de la section du sol lache.

RAinsi, les contraintes supportées par les contacts du
sol dense sont moins importantes que celles supportées
par les contacts du sol lache. La contrainte moyerme
Céatant la méme dans les deux cas, les contraintes
mesurees au niveau des contacts du sol lache seront
pPplus dispersees de lé contrainte moyenne relativement
au sol dense. Ceci est conforme aux résultats trouvés
au paragraphe 3. 3. Rinsi, plus 1l sol est lache plus

cette dispersion est grande et vice versa .
3.9.3 Instabilités locales et tassement =

L? incrément de charge auquel ast soumis un massif
initialement en équilibre est transmis dans le sol par
le biais des contacts entre grains. Ceci est vaiable
pour un sol secy, ou un sol saturé sous wune faible
vitesse de chargement pour qu® il ylai dissipation de

la pression intersticielle (conditions drainees).

Méeme sous une charge assez Faib}e, les contacts ne
resisteront probablement pas a cet apport de chargement
ce qui provoquera un glissement entre grains et donc
leur réarrangemnent. Ce rearangement s'ef fectuera
aléatoirement et provoquera des changements locaux de
porosité. Ce changement dependra de la capacité de
reprise de la charge en chaque point du sol et de la
maghitude des sollicitations au niveau des contacts
entre grains. De rnombreux auteurs ont démontré gu?t une
diminution de la porosité conduisait a4 une augmentation
du nombre moyen de contacts entre particules et par
sulte & wurne plus grande stabilitée de la texture.
L?augmentation du nombre de contacts modifie la
geometrie des assemblages instables et provogue . une

redistribution des forces de contact dans les
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assambléges adjacents et les rendra peut etre instables
et ainsi de suite. Toutes ces perturbations ont une
certaine probabilité d? arriver en  surface et
consisteront en une déflexion localisée dont le cumul

donnera les tassements observables en surface.

Rothenburg et Bathurst (1989) et leurs predecesseurs
ont montreé que les contacts les plus sollicités etaient
ceux orientés dans l1a direction de la contrainte
principale majeure. Ces contacts seront les plus
instables. Tout pousse A coroire que le cheminement des
perturbations est influencé par l1?orientation du champ
de forces intergranulaires et la propagation se Tera
essentiel lement selon la direction des contraintes

intergranulailires moyenres majeures.

De toutes ces descriptions jaillit urne notion treés
importante qu®est la propagat ion qui constituera la
base de tous les développements théoriques pour la
quantification des phénoménes mis en jeua A 1'échelle

locale .

e = ~CONCLUSION @ =

En redéfinissant la contrainte en un point du sol; en
tenant compte de sa nature discrete, Bourdeau (1986}
montre que le concept classique de contrainte effective
n?est qu? une approximation ou premier moment de la
sollicitation locale réellement existante dans un

assemblage de gréihs -

La distribution de la sollicitation interne sera celle
de la distribution de probabilité des contraintés
intergranulailires. Dans un wmilieu granulaire isdtrcpe et
sec, la porosité volumique et la contrainte
intergranulaire moyenne suffisent pour definir cette

distribution. Ces deux quantites seront donrnec les



paramétres du probléme .

Les essals de rupture de particules effectués par
‘Marsal donnent une illustration qualitative de cette
proposition. La résistance a 17 écrasement . des
particules etant certainement indépendante de 1la
porosité du milieu, celle-ci interviendra a travers les -
sollicitationé subies par les particules. La
probaﬁilité d? écrasement © des particules d? une
eprouvette soumise a une pression S est plus grande
pour un sol lache que pour un sol dense, Ce fait

confirme les discussions faltes a la section 3.5.2 .
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CHAPITRE IV



Lors de la compressian d*>un massif granulaire sec, au
cours du temps, le materiau eévolue vers un &tat
d?équilibre macroscopique. Cette etat final ﬁ'est
Jamaié atteint theéoriquement. La pratique montre que la
duree de la majeure partie des déformations d’un sal
grossier est de 1 ordre de quélques minutes A& quelques
heures et qu’éu dela de cette durée; les tassements
devierment treés féib125. C’ est cet équilibre apparent
gui est caractérise par 1*&tat stationmaire de

deformation.

La deformation d'un massif granmulaire résulte d?un
acrolssement des sollicitations interrnes, qui se

tradiut par un mouvement des particules a
1'échellelocale afin d’atteindre un état stable. Les
deformations permanentes observées sont l’aboutisseﬁent
de ce phénoméne. Four caracteéeriser ces déformations,
trois étapes fondamentales doivent 2tre consideéerees

( Bourdeau; chap & , 1986 ) =

1 - La quantification de 1?accroissement des solli-
citations internes, ern tout point du milieu,
suite A& un incrément de charge. Cetteldémarche
revient a 1’éstimation des contraintes inter

granulaires moyennes.

e — iL?estimation des changements de porosite causés par'

1? acoroissement des sollicitations internes.
3 — La prévision des déplacements résultants de ce

changement de porosite. (Transport de 1i’excés d'air

aux frontiéres du massif)
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La modélisation théorique de la premiére et de 1la
troisiéme etape sera faite par le processus de
diffusion. Le détail de chacuve de ces étapes est fait

dans ce qui suit.

4. DIEFUSION UNIDRIMENSIONNELLE OU MOUVEMENT BROWNIEN

Au début du dix rneuviéme siécle, le botaniste Irlandais
Robert BROWN observa au microscope une goutte dYeau
Temprisonmese dans - un  morceau de guartz. Dans. cette
‘goutte d* eau etaient suspendues de miniscules
particules soumises a um mouvement oscillatoire,
irrégulier et incessant. Brown rencontra ée mouvement a
maintes'reprises lors de 1'cocbservation des grains de
pollen dans 1T'eau. L*explication dormmeée jadis disait
que la vitalite était retenue longtemps aprés la mort
de la ' plante. 0Or, la goutte d*eau retenue dans le
gquartz pouvait y exister depuis des millions d°’ années.
Dés lors, Brown conclut que l'agitation des particules

piegees ne pouvait avoir gqulune signification physigue.

En effet, ur grain suspendu dans un fluide est
continuel lement bombardeé par les molécules du fluides.
Par conséquent le mouvement de la particule est rendu

aleatoire par ces chocs gul sont eux aussi aléatoires.
4.2.1 Synoptigque de la théorie du mouvement Browodien i

Le mouvemént sert actuellement de modéle mathématique
pour le processus aléatoires. La theéorie du mouvemert
Brownien a conduit 4 la premiere mesure précise de la
masse de l1’atome ({(Einstein). Cette théorie a contribué
a la comprehension de nombreux phénoménes physiques et

chimigues.

Initialement, Einstein tenta de faire une description

mecanigue directe de la particule Browniennme, mais vu
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le rombre de chocs élevé qu’imposent les molécules
fluides a la particule, cette description se trouve
étre trés laborieuse sinon impossible. Par la suite,

Einstein a introduit un raisornmement probabilisté.

Pour illuster les résultats d*Einstein, uri petit volume
de forme arbitraire accessible aux‘particules diffusees
est observé. Le flux des particules dans le fluide d? un
point a 1T autre est directement proportionnel a la
différence de concentrations des .particdles en ces
points. Le coefficient de proportionnalite est appelé
coefficient de diffusion. Cette relation est la 1loi de

Fick:

$p=- D, Qf_%_{:)_ (4-1)

ou =

— f est la concentration des particules .

— t est la variable d’evolution .

—~ Z est la variable spaciale.

— ¢Ppest le flux de diffusion des particules a travers
une surface horizontale de 1?éspace.

— Dz est le coefficient de diffusion.

S5i des particules sont suspendues dans une colornnme de
liguide au repos, elles vont sédimenter sous 1” action
de la gravite tout en étant soumisent au mouvement

Brownien.

En séedimentant, la concentration augmente au voisinage
du fond de la colonne provoquant une diffeéerence de

concentration entre le fornd et le haut de la colonne.

Cette' difference de concentration entrainera les
particules wvers le haut ol la qoncentration est
relativement Plus faible. Quand 1egquilibre . est
atteint, la concentration est statiomnaire dans le
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temps en tout point, bien que 1le mouvement des
particules se poursuive. La viscosité du fluide empéche
les particules d?étre continuellement accelérdes vers
le bas par la gravité; c’est—a dire que 1’accélération
de ' la particule s’'annule atteignant ainsi urne vitesse

limite vérticale constante.

Vu 1’étendue de ce corps de connaissances, les Eappels
faits ici sont ceux ayant une incidence importante sur
les discussions qui vornt suivre.‘Paur une présentation
generale, le lecfeur intéresseé consultera utilement
‘Lavenda (13985).

Le mouvement de la particule Brownienne est regi par

une équation différentielle de la forme :

3t s of
— - —r—— W — 4—
ac ~ P2 71 " C: 3z (4-2)
Cette eéquation donme la concentration f(z,t) des

particules sédimentant dans un fluide visqQueux au cCcours

du temnps.

Le premier terme de droite quantifi le mouvement
désordonne des particules sous 1'effet des chocs des
molécules fluides.

Le deuxiéme terme rend compte de la contribution de la

gravité; Cz étant le coefficient de convectiorn.

Les conventions de signe sont les suivantes -
— axe z orienteé vers le bas j;
— flux positif dans le sens z croissant j

— Cz et Dz sont positifs.

La substance diffusée &tant des particules, les unites

sont 2
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— concentration f [particules. m@]
— flux @c et @D [particules.m2.s-1J ol @Bec = Oz fFl(z,t)

represente le flux de convection.

-~ Dz Cmz. s-17
- Cz Cm -.s-1]
Le coefficient Cz represente la vitesse limite

qu’atteint la particule aprés équilibre.

LT &quation (4. 2) peut étre interpretée d?’un point de
vue probabiliste. En effet, la concentration represente
la proportion de particules se trouvant dans un certain
intervalle de l1l?espace. En supposant que cet intervalle
sailit entiérament'rempli de particules; la concentration
peut etre exprimée comme eetant le rapport entre le
nombre de particules se trouvant réellement dans cet
éspéce et le nombre total de particules-pouvant étre

contenue dans ce méme espace.

Ainsi, en considérant le mouvement d? une seule
particule fictive au comportement Eepresentatif de
1’ensemble et en faisant un grand rnombre d’observations
(dans les memes conditions de 1’ experience), 1la
prcbabilité d? occupation d¥fun intervalle de 1!'éspace
est eguivalente a la concentration de la susbstance

diffusée {(probabilite au sens frégquentiel).

Bourdeau ((1986) a fait un rappel succint des hypothéses
du mouvement Brownien, neécessaires a la formulation de
son modéle theéorique pour 1'étude de la déformation

d? un massif grarulaire lache.
Ces hypothéses sont @
— Propriété d*'ergodicité : Lette propriégté a deja &té

&vaguee par le fait de remplacer 1'étude de l1'ens—.

semble des particules par 1?étude d? une seule



particule.

— Le mouvement deésordornmne des pérticules resulte
unigquement des chocs avec les molécules fluides. Par
consegquent la concentration des particules doit étre
faible pour pouvoir négliger les éventuels chocs
entre particules. Si ces chocs sont nombréux, le
mouyemént ne résultera pas uniquement d* une
diffeérence de concentration mais aussi de leur

énergie cinétique de ces particules.

— Les chocecs entre particules étant des évérements trés
rares, les mouvements d?une particule dans les trois

directions sercnt\indépendants - -

— Le mouvement Browrnien a un caractere Markovien; la
position future d’urne particule ne dépend gue de sa
Cposition présente sans se soucier de son itinéraire

antérieur.

" Remarque 3 Si les coefficients Dz et Cz sont cornstants
et qhe la quantité de substance diffusde
est conserveée, le mouvement Brownien est

perpéatuel.

Lexamen de ces hypothéses Justifie le caractéere

probabiliste attribue au mouvement Brownien.

H.2.2 wﬁww

Soit une particule se déplacant sSur un axe dirigé
verticalement, a des intervalles de temps réguliers,
d*un pas vers ie haut ou vers le bas (si 1"axe est
horizontal, le déplacement se fera vers la gauche ou

vers la droite)
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A chaque pas de temps, une variable aléatoire discréte

Nji peut étre définie telle que :

Wkw o= + 1 si la particule se déplace.verﬁ le haut

wi o= — 1 s1 la particule se déplace vers le bas
hvee '

Prob [xda = + 1] = p H] Prob [xi = —-11 = g

et telles que p + g =1
Les mouvements successifs etant irndependants,

1’ observation des variables xl, X2y....,4 xN; au cours de
N intervalles de temps constitue urn  tirage de

Bernoulli.

Au Niewe pas de temps la particufe occupe la position

Aussi

Sy=E[S8y;] =N(p-q) (4-3a)
Var [ 8,] =4 pgN (a-3b)

Les physiciens utilisent le modéle de marche au hasard
comme illustration de la diffusion unidimensiannellelou

mouvement DBrownien .

En considérant une unité de mesure de déplacement (A a)
et en’ s'intéressant non plus & la position de la
particule mais & son déplacement, les expressions (4. 3)

deviennent 3

ElAag;]l = (p-qg) AanN
var [ Aa §;] = 4pg (Aa}”N‘



En rapportant ces deux exXxpressions a la durée du

mouvemant t = N .At; les expressions suivantes sont

" obtenues :

ElAasg,) _, Aa (4. 4a)
P (P_ Q)'E?— ‘ a

var [ Aa 85,) _ (Aa)?

Pour illustrer ie lien existant entre les expressions
(4—4) et les coefficients de 1équation de diffusion
{4—-2), une démonstration simplifiée est dornnee. Pauyr

plus de details, on consultera Feller (1971, chap.X).

La figure 4.1 illustre le déplacemert de la particule

pour lequel deux &vénements sont possibles.

- avec une.probabilité Qs la particule se trouvant dans
la position ak+l & 1?épogue tn, peut descendre et ‘
oCccuper la position ak a4 1? épogque tnt+l; -

—~ avec une probabilité p, la particule se tréuvant en

-1 a l?!époque tn, peut monter et se placer a

1* époque tn+l.
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Fig 4.1: Schéma de transition pour la diffusion

unidimensionelle de la particule

Remargue lLa probabilite pour que la particule

maintiernne sa position est negligeable.

Les evérnements consideres sant exhaustifs et
mutuel lement exclusifs, donc & '

P+ q = 1
Avec :
Prob La=ak 3 t=tn+l / a = ak-1 3 t = tnl = p (4.5)
Prob [a=ak 5 t=tn+l /7 a = ak+l 3 &t = tnl = q
Dans ces expressions, seule la position preésente au
temps tn de la particule est explicitée, vu gque Sson

itineraire n’apporte aucun supplément d’ informat ions

quant a la prediction de la position future de cette
ﬁarticule. La marche au  hasard posséede donc la
propri¢eté Markovienne. Les probabilifés de transition
p et q etant constantes la formule de Chapinan -
Holmogorov donne :

Prob [ama :t=t,,] 4.6

pProb (a=a . ;t=tn] + gProb (B=a,. ;t=t,]

Si les pas de temps et de'position sont constants et si
de plus, les probabilités de position peuvent etre
remplacees par des fonctions continues et dérivables

b
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par rapport a (t) et a {a), gui seraient des densiteées
de probabilité {Bourdeau, 1986, chap.V), l1'expression
(4—86) devient :

fola., t+At) Aa =
p -~ f,(a-A8 , t) Aa+qg . f,(a+ Aa, t} Aa

(4.7)

car a un temps tn =

a, + A2

2 . :
f f,da =~ Prob [a =a, ; = t,]

o a est un intervalle de 1'éspace centré sur ak et fa

est la densité de probabilité.

Le developpement de (4.7) en seérie de Tayldr, de
premier ordre pour le terme de gauche et de deuxiéme

ordre pour le terme de droite, conduit &

afnta. t) -
f.la, t) + — At

- ' _ @f(a,t) 1 Ffla, r)
p {f (a, t) 3a Aa + 2 3t (Aa}? + ....}

fgiftat) » 2T s 2 BHEED (g2, ... )

= f,(a,t) + (g-p) Brla k) pg4 1 (Aa)aa’f_(a,t)
' a8 2 2a?

D'ou =

f,(t,a) _ . 1 (Aa)? Pflak) _ (p o Az Ofla k) 48
ot 3 At a2 Ar  oa




LL>expression (ba.SN ) / t,a la dimension d?’une vitesse
et represante la vitesse de propagation Va de la

particule Brownienne.

L'expression (4.4a) represente la vitesse moyenme des

particules Browniermes :

- E(va) =Va= (p-q A.t:

43 Sy 51 = .1 yar [Aa Sy

et
var [ = =

C'est-a-dire :
t Var [Val = 4 pg (bayzes ( A%)

Le mouQement Brownien éetant continu, a la limite gquand:
At - 0 et Ae - 0 ; Ve - Ca

Ainsi ,le coefficient de convection :

Ca = lim Va = 11m [ (p-@) : (4. 9a)
Ar+ 0 AC’
Abvd - AM

Pour des valeurs modérées de p et g la quantité 4pg

tend vers 1 et :

b= lim(L t var[val) = lin (3 A8a7, (4-9b)
ba -0 e -+ @ 2

.

La proportiormalite entre le coefficient de diffusion
et la variance de la vitesse de propagation 'des
particules, illustre le sens physique de ce coefficient
qui represente, ainsi, les fluctuations de la vitesse
de propagation dues aux chocs des molécules fiuides sur

la particule.
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Les hypothéses fattes pouwr deériver l'eéquation (4.2)

sont restrictives (;oefficients constants, intervalles
&gaux), neéanmoins la démarche  suivie reste assez
explicite; le but etant de mettre. en exergue le

caracteére probabiliste du mouvement Brownien et wmon pas
d?’ exposer des cormaissances complexes qu’on n'oserait

prétendre maitriser.
La forme générale de 1 équation (4.2, pour des

probabilités de transition et des pas de temps et dé

position variables est :

af.(a,tj

& ' (4.10)
& d '
Coi[Palart) £ula t) ) - S [Cala t) £,(a6))
C*est lféqﬁation de Fokker -~ Planck pour la diffusion

unidimenéionnalle sous sa forme la plus generale.

4.3.1 Introduction 3

Au chapitre 3, le procéssus de deéeformation a ete decrit
comme &tant le résultat d?une instabilite, gui a pris
naissance au sein du massif, et ayant ure certainé
-prababilité de se propager jusqu’en surface. Cette
situation se résume en l1'evolution du changement de

porosité au cours du temps.

Marsal (1965) adapta la theéeorie du mouvement Brownien
pour la modelisation de la deformation, dans le temps,

d*un massif grarnulaire lache, d? etendue infinie et
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sollicité uniformément en surface.

En se basant sur 1'hypothese ergodique, Marsal exprime
la probabilité de présence d?un grain solide dans un
intervalle de 1’éspace en terme de concentration solide

(volume solide par unite de volume total).

La particule Brownienme est, dans ce cas, ie grain
devenu instable &4 la suite d’un irncrément de charge et
les molécules fluides sont les particules voisines qui
transmettent cette force par le biais des contacts saous

forme d® impulsions aléeatoires .

Marsal applique 17équation de diffusion (4.2) aux
concentrations solides et des PESultats experimentaux
de 1’ auteur (1973) confirmerent ses préedictions

theoriques

Cependant, certaines critiques ont eéteé faites quant a
la maniére dont a été modéliseé le phénomene par le
mouvement Brownien. Ces critiques wvisaient surtout les

hypotheése suivantes :

-~ L*hypothése de faible concentration pour le milieu
granulaire a ete rejeteée, car, les grains sont tout
le temps en contact et leurs interactions mutueliles

ne peuvent étre neégligées.

- Les coefficients de l1’éguation de diffusion ne pEQV*
ent étre constants, vu que le mouvement des grains
ne peut etre perpetuel dans le temps, car une fois

1équilibre atteint léur mouvement cesse.

Pour s affranchir de 1’ hypothease de faible
concentration, Bourdeau {1986) applique ie méme
raisonnement que Marsal, non plus  aux grains solides,

mals a4 une “"particule d'air". Cette particule d’air est
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le volume d’air déplacé a chagque mouvement de grain,
darns un milieu granulaire gec, sulite a une augmentation
des sollicitations internes. Ce volume d'air est eépgale
au volume moyen de la particule solide deplacee. Ainsi,
méme s’il y a croisement de deux cheminements de
lacunes, une lacune de plus grande dimension se forme

sans qQue le processus ne soit vraiment affecteé.

L’hypothése d’ergodicitée de ce mod&le établit ia
dorrespnndance entre la probabilite de présence d’une
lacune diffusée a une altitude a, au temps t, et la
concentration wvolumique de I’aif 2n exces sSous la
charge appliquée. L*équation de diffusion (4.10)

sYapplique au surplus de porosité:

An,(a,t) =n_(a,t) - n, {(a, t équilibre)

Les coefficients de l1équation de diffusion sont
considéres variables pour pallier aux insufisances du

modeéle de Marsal.

Nearnmo ins, dans les exemples étudiés par Bourdeau, les
coefficients sont des constantes car aucunea relation

explicitant ces coefficients n"est encore établie.

‘Bien que 1’ et ude faite se limite A& un cas treés
particulier, les résultats obtenus par Marsal annoncent
le deébut d? une ere nouvelle pour 1* etude de la
- déformation des sols et constituent la base
conceptuelle et matheématique sur laquelle de nombreux
auteurs construisent leurs modéles pour 1’ et ude de la
deformation des milieux granulaires a 1 état

statiomaire.

La notion de diffusion en mécanique des sols n’est pas
nouvelle; 1" éequation de consolidation de Terzaghi

constitue la meileure illustration.
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Plus récemment,. cette notion a été iﬁtroduite pour
décrire la transmissiorn des charges et la propagation
des déplacements dans les milieux granulaires. De
riombreux modéles ont éete deveibbpés indépendamment pour
la diffusion des contraintes et pour la prapagation des
lacunes. Les premiéres‘ etudes faites dans ce sens
mont rent une analogie entre la répartition des
contraintes verticales sur un plan haorizontal, dans un
massif de sol chargé en surface, et la forme de la
distribution normale de probabilité dont 1'étalement
irait croissant avec la praofondeur. Cette constatation
fait allusion a unr processus de . diffusion o la

profondeur est la variable d?évolution.

Toutefois, ces études ne reposaient pas sur une base
"théorique solide. Ce n*est qu’en 1969 que Sergeev'jeta
les bases d’une theéorie nouvelle basée sur un modele de
cheminement au Hasard des forces transmises par les
-contacfs entre grains. Sergeev aboutit a urie éecquat ion

parabolique de la forme :

oz B3
ou 3 az represente la contrainte verticale sur - un

plan horizontal d*un massif grarulaire.

L?*équation (4.11) est un cas particulier de 1? équation
(4.2) a condition d'assimiler la contrainte oz a la
concentration par unité de surface d*une substance
diffusée dans la direction Xy, au cours d?un processus

d’evolution selon la profondeur z.

Harr (1977) reprend e modéle de Sergeev et 1°applique
a 1’espérance mathématique Si(x,z) de la contrainte
intergranulaire S{x,z). Harr introduit ainsi, un alea

provenant de la nature discréte du sol. La contribution
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de Harr a donné suite & bon nombre de travaux dans ce

Sens. La théorie de diffusion des contraintes est
orientée principalement wvers 1%étude des fondations

superficiel les.

Par ailleurs, le probleme de la  prevision des
tassements er surface dis au phénoméene de "subsidence",
a geénere des recherches dans ce sens se nourrissant du

méme concept.

Bourdeau (1986, Chap. VII fapporte 1’explication de ce
phérnomene donnée par Kanji (1979):

Le phénomeéne résulte d’une perturbation du sol rnée en
profondeur, a la suite d? activiteées minlieres,
d?extraction de gaz ou de peétrole. Cette perturbution

est causde par un déplacément local du matériau, qui

permettra a un volume d?air, équivalent a celui des

grains déplaces, a g introduire dans le milieu

granulaire oa il peut cheminer Jjusqu’en surface.

LYanalogie est evidente avec les phénomenes decrits
précedemment. Les solutions apportées dans ce cas se

limitent géenégralement, a 1'etat stationnaire de

deéefarmation.

Le premier modele proposé (LITWINISZYN , 1955) est basé

sur les transitions d? une lacune échangeant sa position

avec un fgrain et decrit 1’ &volution spatiale des
tassements. . Ce modéele . possdde la propriégteé
Markovienne.

Suite A& des ocritiques apportées par les travaux
experimentaux de certains auvteurs, LITWINISZYN
introduit une "memoire" de certains événements passes

dans le schéma de transition de la lacure.
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Le modeéle de marche: au hasard avec memoire a éteé
exploite par Grivas et Harr (1973) en vue d’une
meilleure compréhension de la génération des surfaces
de rupture dans les milieux granulaires. L? expose des
travaux fait ci - dessus ne se 'prétend mul lement étre
exhaustif, et bon nombre d?autres contributions ont éte

apportees a 1’étude de la diffusion des déplacements.

Bien 'que les deux théories de diffusion, celle des
contraintes et celle des deplacements n'aient ete
etablies independamment 17 une de 1’ autre, ieur
évolution historique fait ressentir qu’elles doivent

etre complémentailires.

Bourdeau (198&) propose une syntheése de ces deux
theéeories, pour 1’étude de 1la déeformationn d'un sol
granulaire a 1’état statiormaire et pour un cas général
de charges verticales, basée sur une étude antérieure
menge par d'autres auteurs dans le c¢cas limité d’une

charge concentrée uhiquement.
4.3.2 Modele de Bourdeau ;.
4.3.2.1 Eormulation du modéle 3

Bourdeau, consideére un massif grarnulaire sec et
statistiquement homogeéene dans le plan horizontal chargé
en surface et substitue aux voies entreprises par la
force lors de sa transmission en profondeur, qui sont
de forme arborescente, un chemin urigue (fig 4.2) mais
aleatoire, vu la nature .désordonnée et complexe du
milieu granulaire. Neanmoins, la reéeponse de ce modéle
en terme de tassements en particulier,

doit. étre equivalente a celle du phénoméne reéel.

Les hypothéses fondamentales du modéle sont :

— La force ne peut étre absorbée si le massif est
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infini.
— La progression se fait toujours vers le bas.
_ La force se transmet integralement d?urn grain a

1 autre, c’est—a-dire sans étre fractionnée.
' Force appliquée en surface

Cheminement aléatoire
de la force

Cheminement
aléatoire de
-la lacune

Génération
d'une lacune

. z
Fig 4.2 : Modeéele de déformation a 1'état

statiomnaire. Définitions des événements

aleatoires alémentaires.

A la suite d?!une avgmentation des solicitations
internes, les grains se  réarrangent dané . une
configuration plus stable qui se traduira par
1’emission d?une lacune, chague fois qu?un grain se
déplacé. |

Les hypothéses faites pour la transmission de la force
restent valables pour la progression de la lacune, la
progression  se faisant vers le haut. FPour urn méme
' éhargement et pour un référentiel restant toujours lie
au point d’ application de la charge, des observations
répétées, en différents points du massif desrévénements
sSuivants:

A : passage du chemin de transmission de la force & une

profondeuar zi, par un point (x=xl, y=yl)

B

L : aboutissement de la propagation de la lacurne au

emission d? une lacurne en ce point

point (x=x2 , y=y2) en surface ou elle est absorbee
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permettent de deéefinir les fonctions de probabiliteées

conjointes de ces événemets, 4 condition que le nombre

de tentatives soit infini, vu Jle caractére aléatoire

que revet ce phénoméne., Ces fonctions sont s

— TR (Xx,y,zi) pour les coordonnees du point de passage
de la force a la profondeur =zi

— fB (X,y,2zi) pour les coordonnées du point d'émission
d’urne lacune .

- FC (x,y,zi) pour les coordormées du point d’absorption

en surface de la lacunea.

Le processus décrit est un processus aleéatoire, avec la
profondeur =z comme wvariable d'eéevolution. Ce processus
est dit ergodique s'il pouvait étre décrit par ure

seule tentative representative de 1’ensemble.

La transmission de la force et la progression de la
lacune sont analogues aux phenoménes decrits par le
modele de Marsal (1965) pour le déplacement d?un grain
et le modéle de Bourdeau (1986} pour ie deplacement

d?’une particule d*air dans un milieu grarnulaire.

L hypothése de progression toujours vers le bas pour la
faorce, a 1?*état statiormaire de déformation, en tout
point du massif, indigue que les forces: inter—
granulaires et les déplacementE‘ des grains sont
toujours diriges vers le bas. Ceci est compatible évec
le comportement physigue yréel du sol étudie, c?’est—&
dirve un massif granulaire lache contractif. Le méme

raisonmmemnent s?applique a4 la progression de la lacune.
L’ hypothése de non absorption des forces diffusees
exprime qu’a chague profondeur, 1’égquilibre du massif

est assure.

Pour les lacunes, cette meme hypothése signifie que la

caompacite wvarie uniguement au point oa la lacune a été
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émise et que lors de sa progression, le rnombre de
contacts des autres grains se trouvant sur son chemin

ne varie pas

4.3.2.2 Equation de diffusion de la charge en

ﬁvaﬁt l’appiication de la charge, 1la direction de la
conﬁréiﬁte moyerme principale majeure due a la gravite
est wverticale. Seules les forces intergranulaires de
compression  sont transmises dans un sol granulaire

lache .

Ainsi, d!aprées Sergeev (1969) et Harr (1977, pour des
chargesl verticales en surface, la direction de
transmission sera orientée verticalement vers le bas.
feci aura lieu sans diffusion dans cette direction. La

diffusion se fera dans un plan horizontal x, y.

Le modéle proposé par Bourdeau (1986) sTappligue au cas
d?* une semelle filante at d? un massif statigquement
homogéne caractérisant un état plan de deformation (fig.
4.3

La theorie du mouvemnent Browriien impose 1? indépendance

des fluctuations dans toutes les directions. Ainsis

f‘ﬂ( x,yIZ) -f“( x;z) 1 fa( }’.-z)

La fondation etant filante dans la direction vy (la
charge par  métre linéaire dans cette direction est
constante) et le massif etant statiquement bhomogene,
le passage du chemin de transmission de ~la fcrce en

tout point du massif selon ¥y sera equiprobable.

&6



V.
Fig 4.3 : Massif charpgé par une force répartie sur
une ligne de longueur infinie,

( d” aprés Bourdeau , 1986)

La distribution marginale dans la direction paralléle a
la fondation est donc uniforme et TA(y,z) devient une
constante qui st'élimine du probléme. Ceci raméne le

modele a4 un cas unidimensiornnel.

U sol lache est un sol n? ayant subi aucurie pfé—
compression; et la charge appliquee constitue donc un
premier chargement, et d” apres 1'hypothése de Harr et
Sergeev sur la direction de transmission qui est
verticale, la diffusion de 1la force n’est éanditionnée
par aucuﬁ paramétre particulier. Au vu de toutes ces
hypotheéeses, Haryr (1977) a montreé que la diffusion est

symétrique .

LL*analogie aveec les equations derivees au paragraphe
4.2.2 conduit, dans le cas d'un processus symétrigue

{(p=ql}, a l1l'équation de diffusion:

f, & I Dy (X,¥) . £(x,2) 1 (4.12)

oz Ox3
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o =. - Dﬂx(x,;) est le coefficient de diffusion de la

force dans la direction x.

A une profondeur zi, la probabilite pour que la force

passe .par un intervalle de largeur %< autour de

x = x1 est =
Prob (x,/2y] = Prob A [xi-a—;‘ X< X + %’5] =
2 +'% (4. 13)
(%, z,) dzx
“n g

La force Eéellement évaluee dans l1l’intervalle 6x.%y -
centreée suf x1 est la resultante des forces

intergranulaires F.

Une ‘interprétation au sens frégquentiel de ProbA permet
d* écrire :
Prob,l x,/2; ] = —";— ' (4 14)

ol & est la charge par metre lineaire appliguéee en

surface.

Par ailleurs, la contrainte intergranulaire moyenne 5z
est la concentration par unité de surface des forces

intergranulaires. Soit =

§x
g

F =8y f S (x,2,) dX (4.15)

MY
Bt

La combinaison des éguations (4—13), {(4—14) et (4—15)

conduit a:
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%“%? '&4—%?

Q oy f f‘(xr zi’ dy = ay f :g:(xr zi} ax (4. 16)
% -2
n-= o My

Apreés derivation (4-16) devient

0 f“(xf Z‘) =‘3:(xr zi)

fA s’exprime en m-i vﬁ 1’ analogie entre la probabiiite
de présence d’un chemin de transmission dans ur
intervalle dx et concentration d? une substance
diffusée. @ s'exprime en kN/m . Le terme de gauche - a

bien la dimension d?une contrainte.

@ étant une constante 1?équation‘(4—12) devient =

I8 (x, z) - &#[ Dx¥{x,z) . 5, (x,2)] (4. 17)
oz dx3
Bz (x, 2) etant une pression, 1’éﬁuation de diffusion
reste applicable quelque soit la distribution en

surfaceq.qui tient lieu de condition initiale.

Le massif est initialement statiquement homogéne dans
les directions horizontales, Bourdeau suppose qu’il le
reste aprés stabilisation (ce qui n' est pas vrai
ROTHENBURG et BATHURST, 1989 s anisotropie
structurelle). Les caractéristiques physidues restent
donc constantes tout au-lang du phéromene et par suite

an?

6x=0

Et, (4.17) se réduit a
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8 (x, z) . s F5,lx,z) (4. 18)

az = Dy axi

Cette équation est similaire a celle de Sergeev (1969).
Dans son modéle, Sergeev a introduit urne relation

linéaire entre le coefficient ﬁi- et la profondeur =z

telle que :

o 3 est un parameétre adimensionnel. Cette relation Fat

reprise par Harr (1977) et Bourdeau (1986).

Pour Sergee&, Cette. hypotheése revient a dire que D%

augmente avec la compacité, c’est—-a—-dire qu’il vy a plﬁs
de contacts et la forece a un plus large champ d*action,
mais la transmission se fait untguement par

CoOmMmpressiocon.

FPour Bourdeau, 1!augmentation de Dx.' en profondeur n'est
pas due unliquement a la transmission par compression,
ﬁais aussi a 1?’effet du confinement qui est
proportionnel a la gravite. Ce confinement provogque une
transmission latérale des forces verticales.

L.? hypothése de ron fractiormement de la force est ainsi

assouplie.

Harr (1977), exprime les composantes horizontales et de
cisaillement des contraintes moyennes en urn point comme

suit :

¥7,
ox?

T, = v3, + (vz)*® (4.20)
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- s (4.21).
. T4

En négligeant le terme de second ordre dans {4—c0) ,

celle-ci devient:

- ' (4.22)
T, = VT, 2

A cause de sa similitude avec le coefficient de
pression des terres | latérales, Harr a appelé&ad
toefficient de contraintés latéralies. L interet de
cette hypothése et de faire apparaftre un terme
geotechrnique dans 1’ expression . des contraintes. 'Havw
propose donc, d’assimiler . A a K, :oefficignt de

pression des terres, tout en émettant des réserves .

En effet, cette analogie nécessite que les contraintes
verticales et horizontales socient des contraintes
principales én tout point. Or cette situation est trés
peu  probable dans un massif chargé sur une partie

iimitée de la surface.

Toutefois, Bourdeau propose d'assimiler R a HKpsur la
base des comparaisons faites avec les estimations
théoriques de J,en fonction de la densité relative Dr,

proposespar Chikwendu @ (1981) =

v 0.5 (D, = 0)

v=0.2 (D, =100%)

La formule de Jacky pour le calcul de W donre les
mémes valeurs 5 pour des éngles de frottement internes de
27<et 51° respectivement. J peut donc etre estimé par

la formule de Jacky.

71



Plus 1’ angle de frottemnet est grand, plus le so1 est
dense et plus A est faible. Par suite, le coefficient
de diffusion est faible aussi, et cecl signifie que la
disperéioh des contraintes est molins importante. Cette
deduction est logique 4 vu que dans un milieu deﬁse, la
quantite de matériau nécessaire pour equililibrer

1’ augmentation des sollicitations 28t plus faible .

4.3.2.3 Eﬂuatmn_dﬂ._d.Lffusm_das_nﬁp_lmmnr_s_,_

La direction de propagation des lacunes est
conditionnée par le champ de sollicitations internes
qui comprend la contribution de la graviteé. D?* un boint
de wvu statistique 9 cette direction peut etre confqndue
aVEC-l'QFiEhtatiOﬁ de la contrainte principale majeure
moyernne Sl. iLa direction dé propagation de la .lacune
ﬁemonteﬁa donc celle de GBI et les fluctuations se’

faront dans la direction perpendiculaire. Ces .deux
directions (de propagation et des fluctuations) wvarient
"spatialement en fonction du champ de contraintes. Le
processus de diffusion des déplacements est, de ce

fait, beaucoup plus complexe que celul des contraintes.

Bourdeau propose le schéma de transition de la figure
'4;ﬁ pour  la propagation de la lacune. L' auteur se
limite a4 urne région ol les variations d?orientations de

g& sont negligeables.

La marche au hasard originale d'une lacurne se trouvant
a 1’origine des coordonrnées lacales,#\et'%est syméetrique

selon M,et le coefficient de diffusion associé est :

. 1 ) S
P " = lim { 5 (8n) ) (4-23)

80 2 13

-0
Bourdeau substitue a ce modéle, un autre modele
simpliste ol les dirvections de propagation et de.
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diffusion sont constantes et confondues avec les

divections verticale . ' et horizontale x'

I‘éx:h L U _ﬂ

n N
Fig 4.4 : Modéle stationnaire de déformation — Marche
au hasard des lacunes ( vue bidimensiormelle

simplifiee) (d’aprés Bourdeau , 1986)

La marche au hasard issue de ce modele est
diﬁgymétrique.,et pour préeserver une bonnelprédictioﬁ
des profils de tassement par rapport aux deplacements
horizontaux, Baurdeau - fait coincider les coordornnees
borizontales avec celles du modele original {en effet,
en decomposant selon la direction verticale bour les
deux modeles, on trouve la méme quantite vu que
1? emplacement de la lacune fait le méme angle pour les

deux modéles).

Le processus de diffusion issu de cette modé&lisation
est décrit par l'équation de Fokker — Planckj,avec =

comme variable d?évoclution =

~dJ
L



of (x', 2!y _ FIDJ(x\ g} .L,(x, e')}]
oz/ ‘ - ax*
alcyx/, z) . £ (x/, 2/)]
ox

{4.24)

Four assurer une équivalence approximative entre les
deux processus, et en ternant compte des égquations (4—9)
(Bourdeau, 1986 H Harr et Bourdeau, 19583), ie
coafficient de convection approprié est pris tel que :

c¥ = 1im (vx') = tgi@(x',z")}

i

83/~ (4.25)
w0
0 est l’éﬁgle formé par la contrainte principale

majeure 51 et 1’axe vertical au point consideéere .

Far definition :

- 1 _(8x? .
D }’1;_:3 ( Z g | (4. 26)
'

D? apres la figure 4.5

8z/ = B8E cosb

dx/ = 5y cosd
Eri remplacant dans (4.&26) et d?aprés {(4.£83), 11 advient
que :

D¥y=con[ & (x/,y) ] . DY | (4. &7)

La quantité mise en jeu dans ce processus est la lacune

emise au sein d*un massif granulaire a la suite d?une
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augmentation des scllicitations internes.

L'émission d'une lacurne corvrespond A un déplacement des
grains. La propriété ergodique de ce processus étéblit
la correspondance entre la probgb;lité qu’a une lacune
de traverser un intervalle donne nﬁx’; avec le volume
déplacé en ce point, qui represente une fraction du
volume total initial émis.

Le cas 'de déformations planes est Ssimulé par urne
densite linéaire de volume émis V1(0,0). La figure 4.5
illustre la | diffusion d? un vblume d?air avec

l1’altitude, Jjusqu’en surface .

Fig 4.5 : Diffusion d’un volume d’aih y d’origine
localisee, jusqu’en surface. Etat plan de

deformation ( d®aprés Bourdeau , 198&)

r
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A 1’altitude z'l et autour d?un point x'l, la densite

linédaire de volume émis wvaut =

O

"wl N
X+ e
i F]

v, (%', 2)) = v;(0,0) f fo (X),2)) dx!' (4.28)

Donc, le dépilacement moyen wod?un grainsen ce méme point,
est egal a la dérivee de V1ix'l, z'l) par rapport a x'.
En général :

_ (4.29)
wix/, 2/} = v (0,0) f.(x/,z2/)

oa . o V]l s?exprime en [m3 . m-i]

fe s'exprime [m-il

W s'exprime en Lm1l
w 2st un volume par unité de surface .
L’equation (4.29) devient :

Gwix, &) _ PLo" .y} - wix,y)]
/
ds ox" (4.30)
arcvy (x/, 2 . w (x,2)] '
ax’

W est la substance diffuseée.
De méme que pour les contraintes, cette equation est

applicable a n?importe quelle répartition initiale du
volume &mis, celle—ci tenant lieu de conditian

initiale.

Le déplacement calculé par le biais de cette &qgquation
est dans la direction de SI. Les deplacements verticaux

et horizomntaux valent =

=



cos{ ¥( x/,z/ )1 . w( x,2)

wal x/, 2/ ) = (4. 31)

o (xl, 2y = sin[ 8(x, ) 1 . B, 2')

En supposant gque les longueurs des pas de transitions
dans le modele de marche au hasard, est de 1?ordre de la
distance entre particules,‘la définition du coefficient
de diffusion suggére que sa valeur sera aussili du méme
ordre de grandeur (Buurdeaﬁ, 19586 ; Bourdeau et Har

+ 1989). Diffeéerentes expressions ont eteée proposéees pour
) w

M
discussion détaillée de ces travaux est faite par

l1*éstimation du coefficient de diffusion D_. Unrne
(Bourdeau 1986, Chap. 7). La conclusion qui s’en dégage
est que le coefficient de diffusion est du meme ordre
de grandeur que le diametre moyen des grains,tél gue
1 ont confirme des travaux experimentaux d?autres

auteurs .
4.3.2.4 [Louplage des deux processus de diffusion $

Leé deux evenements concernant la prapagation des
forces et celle des lacunes ont éteé quantifiés par les
equations de diffusion. La guantification du troisieme
evenement qui consiste en l'émission {ou la non
émission) d'une lacune doit permettre de coupler les deux

evénements. Cette quantification est faite d'un point de vue

probabiliste.

Soit Probl[Al : la probabilité pour gque la force transmise par le
contact entre grains passe par un point (K, y,2).

L'’evéenement B consiste en 1'émission d'une lacune au point
(y¥y2). ProbiBAl] est la probabilité d’occurence simultarnee des

deux événements A et B.

Probl B/A] est la probabilité conditionnnelle que B se produise

sachant que A s’est produit.
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Un volume élémentaire bOv de dimensionsax s DY 5 AZ
contenant un point P est examing , Les wvaleurs moyennes des
contraintes sont supposees étresapproximativement égales a leur

moyenne spabiale a 1’ intérieur du volume élémentaire.

A la suite de 1’application d'une charge verticale Q & la

surfacte, une interprétation fréguentielle de Prob[ﬂj serait @

5, Ax Ay
Frob[ A] = 0

od : S est la contrainte verticale moyanne sﬁr un plan
horizontal a travers av. ‘

A la suite de 1*augmentation de la sollicitation, Probl(BAl est
egale (au sens frequentiel) au rapport du volume reéel Vet le

volume initial. Soit =

v
Frobl BA] = Ax Ay Az

Cette quantité est a&quivalente a la déformation volumétrique du
volume elémentaireav.

Par ailleurs:

Probl BA] = Probl A) . Probl B/A 1 | | (4. 32)

Ainsi, toujours du méme point de vue, ProblB/A} est égale au
rapport de la déformation volumétrique et 1*augmentation des
sollicitations internes,qui n’est autre que le coefficient de

déformation volumétrique.

Bourdeau propose donc comme equivalent phénoménologique de

1? pquation (4.32) l'expression Suivante :

(4.33)
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ou =

E.est la déformation volumétrigue.

o, est la pression moyenne = %( S+ 8+ Br )

avec Eﬁ, 511 et Sl les éontraintes principales au point

considéraé,

f est le module de déformation volumétrique.

4.3.3 Résolution des éguations ;

De nombreuses solutions analytiques des equations de diffusion
des contraintes sont disponibles dans la littérature. Ce n’est
pas le cas pour l'équation de diffusion des déplacements. Darns le
cadre de ce travail, une procédure numérique basée sur la méthode
des différences finies est utilisee pour résoudre l’ensemblé des
equations (4.17), (4.30) et (4.33).

La forme peénerale de i1?'équation & résoudre est :

du _ P(Du) _ 8{lu) (4.34)
az ax? ax '

o4 u = ulx,2) est la fonction inconnue : contraintes ou
déplacements . .‘
z est la variable d*évolution
% est la variable spatiale
C = C(x,2z) est le coefficient de dérive

D = Di{x,z) est le coefficient de diffusion.

FPlou) _ o u 8 ou | &p
dx3 Daxz "'.2 ax ox axzu

79

S



Blow) . n0u . BC
ax ox " ="

1' équation (4.34) devient :

Su . ,Pu 8D _ du Fo _ ac |
9z Déx‘ * (zax ¢) ox * (axz ax)“ (_4.35)

Pour la. presente étude, le schéma de Cranck—Nicholson a éteé

choisi pour la résolution.

Pour pouvoir eétudier le cas de plusieurs fondations en surface,

des zones de pas differents ont été définies.

Le schéma de Cranck-Nickolson étant implicite, l1'écriture de
1’ équation (4.35) .en termes de différences finies, en chague
nogud, a une profondeur dornnée, conduit 4 un systime d?éguations

de la forme ¢

[Cc] (00 = (8)

Ces équations sont applicables powur tous les noeuds, a part les
noeuds de frontiéres pour lesquels on devra, en plus, tenir

- compte des conditions aux limites.

L'expression de l?’équation (4.35) et des conditions aux limites
en  termes de differencesfinies est faite dans 1? annexe A2. Cette
annexe donne aussl quelques details sur la structure du programme

ecrit pour les besdins du présent travail.

Bourdeau consideére que le massif est limité par des parois
verticales parfaitement rigides, et envisage les deux cas

extremes d!adherence nulle ou parfaite.
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—= Dans le cas d'une adhérence nulle, le massif limité par les
frontiéres se comporte comme un corps indépendant n’ayant
aucune interaction avec ce gqui se trouve au-dela de ces
frontiéres. Doncyquelque soit la gquantité consideérée, ellé ne
peut diffuser au-deld de ces frontiéres, celle-ci agissant
‘comme des barriéeres refléchissantes. Cette condition s?exprime

par un flux nul a travers la barriere.

cette condition " appliquée au mouvemernt Brownien, dans

le cas d’une particule soumise au champ de graviteée, donne :

¢:r+ ¢Ll= ¢ et L&.§£_3§§EL - C&,f (x,8) = 0 (436

Avec les coefficients Dx et Cx constants, et f représente 1la

concentration de la substance diffusée.

En constatant que 1’equation (4.36) résulte d'une intégration par
fapport 4 la variable spatiale de 1'équation (4.2), Bourdeau fait

une genéralisation au cas o4 les coefficients sont variables et

obtient:
9 4x= 2 [px,2) f(xz)].-c(xz) flx,g) = 0430
ax ax - X ’ arems ’

Pour les contraintes,cette conditiorn se traduit par :

% [Dx‘(k.z)‘ B (x,8) 1y, =0 | | (4.38)

xL est 1"abscisse le da frontiére .

Comme DX' (x,z)} est une constante, (4.38) devient :

r %, - (4. 39)
ax X=Xy

Dans ce cas, ie massif limité par les barriéres doit équilibrer

la totalite des contraintes qui ne peuvent diffuser au - dela des
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parois verticales.

Le weme raisonnement s’applique aux deéplacements. Ce raisonnement
assure que tous les changements de volume susceptibles de se
produire au sein du massif se propagent jusqu’en 5urface.‘Comme
au contact de la paroi, les contraintes sont principales, Cw

s'armnule et la condition (4.37) se réduit a :

[ -2 ( pixd, zly . w(x!, 2} ) ] (4. 40)

ox rqb= °
Pour les autres composantes des contraintes, ‘les
conditions aux limites sont = '
Slx, 1 2) =0 . . (4.41)
car le glissement est parfait aux frontieéeres .
Elx, 1 z) =v 8. (x.,z) : . (4. 4)

— Dans le cas d?une adhérence parfaite, tous les
deplacements doivent etre nuls & la fromtiéere. Cette
condition est appelée absorptiorn et s é&crit

simplement

Tw(xz,z’} =0 (4. 43)
Pour les contraintes, aucurne condition ne peut étre
imposée du fait de la présence des contraintes
tangentielles aux limites, qui permettent a  une

fraction des contraintes de diffuser au-dé&la

des limites.

Une condition pourrait éventuellement étre poseée, si on

pouvait speéecifier une relation entre le coefficient de

'



frottement et les contraintes tangentielles 7 aux
froﬂtiéres,de fagon &4 ce que les déplacemenrts sﬁiﬂﬁnﬁls.
Ce resultat pourrait étre obternu en procédant a des
iterations sur-le coefficient de frottement. Malgre,
cette éventualits, le probléme reste complexe. Des
conditions d’ absorption peuvent etre i1mposées aux
contraintes si les limites sont placeées suffisamment
loin de la chargeypar analogie avec un massif d'étendue

infinie.

Dans la theorie des multicouches ( Burmister 1945, ),
les cconditions d’ interfaces sont - des conditions
d’ integrabilite gqui - exprimwent qu’en tout pocint,
1 équitlibre, la compatibiliteé des déformations et la
continuiteée sont satisfaits. Elles sont ,énoncéés dans.le
cadre de la mecanique du continu,ocd la tranmnsition d’une.

couche a 1" autre est consideérée comme une discontinuiteée

geometrigue, et par la méme une discontinuité
- mécanique.

Ces conditions ne sont, en fait  qQu’un outil
mathémat ique permettant de rendre ure systeme

d? equations statiquement détérminé.

Dans la théorie de la diffusion, les égquations ont &teée
derivées ern se basant sur la nature discréte du sol. Dr.
Qu dans son ensemble, gue le sol soit formeé d?une seule
couche ou de plusiesurs, il sera toujours constitueé de
particules discretes. Et c'est cette nature discrete

qui gouverne le comportement du sol.

Il suffit donc de tenir compte des 'caractéristiqués de
chaque couche lors de la résolution séquentielle des
equations. Evi mécanique du contiru, il r*est pas fait

allusion aux caractéristiques intrinségues du matériau.
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Harr (1977) a montre que la théorie de la diffusion
permét,pour le calcul des cohtraintes,de s affranchir
des conditions d' interfaces. Bourdeau (1986) aboutit a
la méme conclusion en ce qui concerne les déplacements;
1althéorie de la diffusion modeélisant un phénoméne de
fransport 4 travers un milieu, et non un comportement
mécanique soumis a des conditions de comptabilite et de

continuite .

Bourdeau ne specifie aucune condilition d? interfaces dans

son modeéele
C it initial .

Les deux cas extrémes de fondation souple et de
fondation rigide ont eteé considérés par Bourdeau,- car,
pour un cas intermédiaire. une relation entre rigiditeé
et répartition des contraintes, doit étre specifiée, or

celle-ci n’est bas disponible.

Four une fondation souple, la solution est inmmediate
car la distribution des contraintes en surface —ést
connue et est uniforme (la fondation suit le mouvement
du sol lors de sa deéeformation et distribue uniformement
les contraintes de contact S0OUsS la semelle). ia
distribution en surface dans ce cas st une dornrmee du

probléme.

ﬁour la fondation rigide, la seule infTormat ton
disponible porte sur les tassements qui doivent etre
uniformes sous 1la semel le. Or, pour demarrer la
résolution, la distribution des contraintes en surface
doit étre connue a priori, ce gqui nTest pas le cas.
Four contourner cette impasse, LYY processus itérataf
est nécessaire, o0 la distribution des contraintes est
corrigee au fur et & mesure, en fonction des tassements

en surface. Llne distribution de fTorme connue {parabole
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ou sinusocide) peut eétre imposée & condition gue son

intégrale soitiégale & la charge appliquée.
Eresentation du programme 3

On calcule dans un premier temps les contraintes et les
déformations wvolumétrigques qui en resultent a chaque

proforndeur, en progressant vers le bas.

Les deéeformations wvolumétriques fournissent a chaque
altitude, aprés cumul avec les déplacements diffusés,
les conditions initiales pour la. résalution de
1’équation de diffusion des déplacements. La base étant
rigide, la condition initiale pour les déplacements est
representée par des déplacements nuls.

La déeformation volumé&trique résulte en un déplacement

nodal fictif AW(x?i,z'j) tel gue :

A-i-l.f (xi,, Zj’) = "%'( ‘v(x": Zj’) + Gv(xi’;zjfrl)) . Ag

(x?i, =7 j) est la déformation volumetrique moyenne dans
urnn element de wvolume bx. Az. 1 centré sur le rioeud

(ig j).
4.3. 4. Excenples ;.

ia figure (4.6); illustre le cas présenteé comme exemple
théorigque par Bourdeau. Les caractéristigques du wmassif
de sol sont consideres constantes en chacun de ses
points.

La pression en surface est uniforme.
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Fig 4.6 Exemple théorique. Modele statiormaire

pour l'état plan de deformation

Les figures 4.7, 4.8, 4.9 et 4.10 permettent d*observer
1" &é&valution tﬁéorique de chagque variable avec- la
profondeur. Les résultats obtenus dans le cadre du -
présent travail sont éonformes' a oceux obternus par

Bourdeau (1986) .

L'"allure des courbes des contraintes et des
déplacements est compatible avec le processus . de
diffusion gui les modélisent. En effet, 1’étalement des
courbes de ces -deﬁx Quantités va croissant avec la
profondeuwr. De plus l17allure des tassements met en
eévidence la diminution progressive des volumes totaux
déplaces. Une autre prediction théoriqué, en accafd
avec le comportement reel des sols etudiés, a savolr

les sols granulaires laches, est la forme de la
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cuvette. Le tassement est minimum au centre de la
fondation et va en augmentant jusqu'a atteindre san
maximum Sous les angles de la fondation. Ce phénomeéna
s'explique par le fait gu’au centre de la fondation, 1la
capaciteé portante est plus 1mportante. Cette région
résiste donc mieux et le tassement sera moindré. Pour
mieux comprendre cette situation, la fondation est
supposée constitude de petits eléments posés 1Tun coté
de 1 autre. Si chacun des é&léments est considéré comme
une petite fondation , et que la capacite portante
correspondant a chacun de ces éléments st calculée, le
terme relatif a la éurcharge sera plus important pour
l1’élément central que pour 1*élement de rive, ce qui

explique la tendance obsérvée.

L*allure @ des deplacements horizontaux montre une
variation rapide a faible profondeur puisqu’ils
apparaissent nuls en surface. Leur paximum est situe
Juste au dessous de la surface a proximité des angles
de ia fondat ion. La predominance des déplacements
horizontaux a cet endroit - condult a ce que ies
tassements en surface, aux limites de la zone chargee
ne sont pas maximums, mais le phé&nomens correspond
toujours & wurne diminution de volume. Ce fait est

confirme par l?’allure des déformations volumétrigues.

L.e méme exemple 'a été repris mais en divisant la
pression parv dix. Les figures 4.11 et 4.7 morntrent
du’il existe une superposition des effets dans le cas
des‘ corntraintes. Cette.situation n"est pas vraie;murbs
fig 4.9 et 4.1& . Ceci s’expliﬁue par le fait que
i’équation decrivant les tassements est beaucoup pius

complexe que celle decrivant leées contraintes.

En effet cette equation dépend de beaucoup - de

paramétres variables.

Dans le second exemple étudié, une stratification a ete

introduite, la couche inferidure étant plus
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compressible. En plus des discussions gi-dessus y une
discontinuité brufale est observeée pour les
déformatio:iaayolumétriques a cause de la brusgue et
importante,Y du module de compressibilite volum&trique.
Les courbes correspondant a cet exemple sont regroupees
a 1'arnnexe A3. Les résultats obternus restent toujours

compatibles avec ceux obtenus par Bourdeau .

Deux autres ekemples dont les donnéges et les reésultats
sont regﬁoupés a 1?ammexe A3 ont été appliquésau cas
des essais sur sable et limon, faits par Bourdeau.

L'essai sur sable n'a pas éteé pris en compte car la
zone dans laquelle les déplacements prennent naissance

est située en profondeur, hors du champ d’observation.

Une bornme concordance entre la théorie et | les
obseﬁvatinns est obtenue, tant que la charge ne s2
rapproche pas de la charge de rupture.

Lorsque la charge augmente et s approche de la charge
de poingonmnement, le modele mathématique sous—estime

les tassements sous la fondationa

Bourdeau attribue la sous—estimation des tassements aux

eléments suivants @

— la modélisation ra pas été envisagee en tenant compté
de la moddfication du comportemernt se manifestant a

1’ approche de la rupture du massif.

— la valeur 1ndépendante des coordormées x et Y
attribuee au coefficient de diffusivite § sy alors que
des modifications de structure se produisent lorsque
les sollicitations augmentent (Rothenburg et Bathursty

1989).
— 1’hypotheése simplificatrice sur la relation erntre

direction de propagation des mouvements et direction

de la contrainte principale majeure.
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La comparaison des courbes de contraintes vertiéalas
Sur.  un plan horizontal estimées par 1equation de
diffusion (fig47) avec celles obtenues par l1la theéorie
de Bousinesq, (sol homogéne, semi—infihi, isotrope, et
@lastique) (fig.413 ) montre une différence dans les
amplitudes de ces quantités bien que la forme  des

distributions pour les deux cas est la memel(fig 4.15).

Les contraintes étant utiliseées pbur 1 evaluation des
tassements, le choix d? une théorie par rapport =Y
1" autre se fera sur la base des déformations obtenues

par 1’une ou 1’autre de ces approches.

La fig.4.44 repreéente les tassements en surface du

limon obtenus par : N

- les mesureé experimentales mences paﬁ Bourdeau

— le calcul en élasticite linéaire (Bourdeau)

— le calcul, par le biais des équations de diffusion,
de Bourdeau

- le calcul fait par ie programme ecrit pour la

presente étude.

La comparaison entre les différentes courbes montre une
borme concordance entre les résultats qu’on a obtenus
et ceux de HBourdeau d’une part, et entre ces deux

réesultats et 1'expérimentation.

Les  tassements obtenus par 1’élasticite lineaire

isotrope sont Sur —estimés loin de la fondation.

Cette discussion permet de conclure sur la capacite de
1’ approche probabiliste a4 prédire correctement les
contraintes et tassements induits dans un massif

grarnulaire lache.
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Partant du principe gu'un so0l ast un milieﬁ,discontinu
formée de particules distinctes, Bourdeau a montré que
la déformation d?'un massif de sol granulaire, Sous
1’effet de_ socllicitations externes, resulte
d? instabilites locales, c?est—a— dire de  changements
locaux de la porosits, et leur propagation déns le
milieu. Ces instabiliteées, representées par des vﬁlumes
d’air en excés, se diffusent Jusqu?’en . surface pour

induire les tassements macroscopiques observables.

Pour le type de sol etudié, a savoir un miliewu
granulaire sec ou saturée et parfaitement draineé, lache
et scumis a un chargement statique faible par rapport a
sa capaciteée portante; la théorie rapportée dans le
present travail met en relief le role tenu paﬁ la
porosité dans la sollicitation interne induite dans le
materiau, et constitue ure syntheése des deux théories
de diffusion des contraintes et des déplacements
déQelappées, initialement, indéependamment 17 une: de
17 autre. En outre, cette théorie simplifie grandement
1’étude des milieux stratifiés wvu  1?absence de
conditions d? interfaces, et fait usage d’un rnombre
restreint de paramaetres intrinséeques de signification

physique évidente.

lLes  travaux experimentaux de Bourdeau sur le 1imon
confirment les prévisions théoriques tant que la charge
appliguee ne se rapproché pas de la charge de
poigornmement. En effet, lorsque la charge augméﬁte et
avoisine la charge de rupture, le modele mathématique
sous-est ime les tassementé SoOuUsS la fondation. Sur la

base des discussions faites au chap.4 sur les résultats

experimentaux, Bourdeau propose de cant inuer les
investigations sSur les hypothéses simplificatrices
portant ,essentiellement, Sur le coefficient de

diffusivité supposé indéperndant des coordornmées X et =z,
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et Sur la relation admise entre la direction de

propagation des mouvements des lacunes et l1’orientation

de la contrainte principale majeure. Ces deux
restrictions limitent, dans 1’ &t at actuel de sa
formulation mathématique, la wvalidite du modéle' aux

déformations relativement faibles.

La confrontation des résultats -qﬁ’nn a obtenu par le .
biais de la programmation avec ceux de 1!'auteuwr est
positive.
Toutes ces conclusions sont obtenues sans Faiﬁe'appei a
des relations contitutives, mais emergent naturellemént
du raisonnement probabiliste appliqué A& la description
de la fransmission des chargesjet de la propagation des
lacunesydans un milieu désordonneg formé d’un trés grand

nombrée de particules discraétes.
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ANEB=o
Al.1.3.BErobabilite conjointe;

S84 AUB=pD avec A Bro

SiAUB = D avec ANB = o
Prob [Pl - Prob {A) + Prob [Bl - Prob |AB)

Prob (AB) est la probabilité*nuinjointe,‘eile mesure les-

chances de réalisation de 1’ événement A et B.

Al.l.4.Prohabiliteé conditionnelles

Soient deux evenements A et B ne s’excluant pas

mutuel lement; alors la probabilite conditionnelle de A

sachant que B est realisé est donneé par :
ProbCA/Bl] = Prob [A.B] /7 Prob [B]

Rinsi

.Prub[Q.BJ = ProblA/B] . ProblBl = Probl[B/A] . ProbCfA)]

En géenéral pour n événemernts on aura :

ProblA 1, A2,..,An] =

- ProbCA1l.ProblA2/All...ProbLlAn/Al...An-11 (Al1.1)

Al. 1. 5. Eyvéenements indépendantss

Deux événementé sont statiquement indépendants si
Prob[%] = problA] ; Frob[%] - Prob[E]

=~ Prob{A.B) = Probl[A]l . Prob![B]

Al.2. Mariables aléatoires (v.a) 3

Al.z2. 1. Definition =

Une variable aléatoire est une grandeur réelle dont la



valeur dépend du hasard. Cette dépendance est exprimée

par une loi- de probabilite .

A.1.2.2 Variable aleatoire discréete ( V.A.D) 2

Urne wvariable aléatoire.est dite discreéte lorsqu’elle ne
peut prendre qQqu?’un nombre fini, ou dénombrable, de
valeurs distinctes. La - Fonction de répartition
{(distribution cumulative de probabilite) d'une telle

variable aléatoire est donnée par

Flxy = Y Prob [x]

XiLX

ou Prob [xil = Prob [x=xil est la masse de probabilite

de la variable alé&atoire x .

Al.2.3. Variable aléatoire continue (V.B8.0 )3

Une wvariable aléatoire est dite continue lorsqu’elle
peut prendre n?importe quelle valeur dans un intervalle

dormé et sa fonction de répartition est dornmé par @

x .
F(x) = Problx<x] = [p(x) d« on pix) est Ia densité

de probabilité fp(x) de =1

Al. 2. 4. !an;anle_alg.atnxne_hlmmﬁnﬂnnnﬁl.lﬁ_i

Soit X et Y deux wvariables aléatoires. LLe couple (X,Y)
est une variable aléatoire bidimensionnelle dont 1la
distribution peut étre définie par sa fonction de

répartition conjointe;

x ¥y

Fix,y) = Prob{X < xet Y<y) = ffp(x,y} dx dy



ol P(x,y) est la densité de probabilité conjointe.

# Les lois de probabilite marginales permettenﬁ de

définir la distribution de 1?une decs variables

indépendament de 1?autre:

VAC : P_(x) = f Plx,y) dvr : P,y = f Plx,y) dx (Al.®

VAD : Prob (x,) = ,Z: ET05 (X4:¥4). i

=1

Prob (y,) = ‘E Prob (x,.y,}
\ =1

# Lol de probabilité conditiormelles :

VAC 3 P(x/y) = Pix,y)/Py(y) ép(y/xo = Plx,y)/Px({(x)
VAD : Prob (xi/y}) = Prob (xi,yj) 7/ Prob (y3j)
Prob {(yi/xi) = Prob ((xi,vj) 7/ Prob {(xi)
Ri1.Z2.5.

X et y sont dites indépendantes si :
= VAC Pix,y) = Puix) . Py{y)
- VAD

Probi{xi,yj) = Prob(xi) — Prob (vj)

pour tout i, j

Al. 3. Movennes statistiques et moments 3

Al. 3. 1. Espérance mathématique d’une fonction d®une

Soit une VAD X dont on observe N réalisations. x1
apparait N1 fois, 1’état x2 apparait N2 fois ect.. , N1+
Ne+....+ Nn = N.

La valeur moyenne expérimentale de X est

est l’eshérance mathématique de X



wx = E[X] = ?; Erob(x;) = p,

Pour une variable aléatoire continue
. : +8® )
 Wx=EX) = [ xp(x) dx
Soit F(X) une fonction d? unse variable aléatoire 'X.'Par

analogie =

+»

Elf(x)] = [ £lx) p(x) dx
Pour une VAD =
ELF(X)] = ;: Fix,) plx,) dx
-1‘

Pour une variable aléatoire bidimensionnelle (X1, X2) on

aura =

+B +0

vac ELE(x, %)) = [ [ £la.x) pla,x) dn dx

.VAD El[f{x,.x;)] ;; fx,, x;) prob(xy. x,)

A.1.3.2. Mements absolus
On appelle moment absolu du premier ordre et de degre n

d? une variable aléatoire , 1’espérance mathématigue de sa

niemw puissance:

R(x®] = fx“p(x) dx



Al. 3. 3. Moments centrés

Elx - E(x)]® = [ (x- B(x))®p(x) dx

Al. 3. 4. Variance et écart itvpe

Variance :

Var(x) = 0, = El(x - £(x))? = [ (x -E(x))? p(x) dx

.VAD : 0= ; (x, - E(x)}? Prob(x,)

- Ecaﬁt type =

a1
o, ( var(x) )?

C’ est la mesure de la dispersion des valeurs de

autour de la valeur moyenne ELx].

Al.3.5. Leorrélation et co-—variance
Dans le cas d?un couple (x,y) de variable aléatoire.

Correlation statistique :

Ry, = Elxy) = ffxyp(x;y) dx dy  (VAQ)

et aussi

Elxyl = ;;xi ¥y Prob(x_,.yj)‘ . (VAD)

Dans le cas d?! une covariance



Co = El{x-p) (y-p,)l] =

ff (x - py) (- n,) plx,y) dxdv

(vac)

c. = (x, - B} (¥,-p,) plx.y) (VAD)

Pxy = & avec |lp,, < 1| ecoefficient de corrélation
=y oxoy ] xy

si = 1, x et y sont parfaitement correlédes et sont

liés par urne relation linéaire.
Rl1. 4, Brincipales distribution

Al. 4. 1. RDistribution de Bernoulli

les résultats de l?expéerience sont, soit, un échec. ou

un succeés. La variable aléatoire x définie dans ce cas

prend deux valeurs 17 une pour succes, 1?7 autre pour
echec.
Exemple = .
X = 1 succes _ P si »x =1
Pr(x) = |
Xx = O échec .- 1 - P si »x=0

Al. 4. 2. Lol _Rincomiale

C’est la loi statique de la variable aléatoire discreéte
obternue en comptant le nombre de realisationg d? un

évanement au cours de Nn essails indépendants. S1 P est
la probabilité de réalisation de 1 evernement, celle

d? obtenir exactement K réalisations sur m essais est @

- Ak -k . .k ni
Polky = Cip* A -p) ¥ ;O =

E(Y) = np s Oy = np (1 — p)



Rl.4.3. Distribution de Poisson

Cette distribution caractérise de nombreux processus
aléatoires poncthels dont les .instants de reéalisation
sont aléatoires. Le cas d’ événements pouvant survenir
dans n'importe quelle position dans 1?'espace sont auséi-
concernes par cette distribution. . Cette distribution

est donnée paﬁ H]

PN(M - (lt);l GT lb.

(pour plus de détails concernant la demonstration de
cette distribution, consulter 1'urne des références

citees).

A est le nombre moven d?évéenements par unite de
temps. La valeur moyenne est donc p = At et 1la

variance oz= At.

N: mombre d?événements réalisés pendant un intervalle t

Al. 4. 4. _Distribution uniforme

Dans certains problémes, on  rencontre des variables
aleatoires continues que 1’ on sait d?avarnce se trouver
dans les limites d? un certain intervalle. De plus, on
sait gue, dans cet intervalle, toutes les valeurs de la
variable étudise sont equiprobables. Ces variables
aléatoires sont reparties suivant une distribution

uni forme donnée par la densiteée de probébilité.

1
b-a

Fix) = 0 x<a&8 ou x>b

ix) = poura< x<b .



Al. 4.5. RDistribution normale qu de Gauss

Une variable aléatoire continue de moyenne ux et de
variance gy est une "distribution rormale {(ou

gaussienng) si sa densité de probabiliteé est de type :

- X - x.al
P(x) - 1 e 20,
. Ro

Cette loi joue un réle particuliérement important en
coccupant une place de choix - pour les lois de
probabilités. Sa particuiarité fondamentale est d?éetre
une loi limite vers laquelle tendent les autres lois
pour des conditions se rencontrant frequemment dans les

applications pratiqgues.
Al.5. Theoreme de la limite centrale

Ce théeoréme est 1'un des plus importants résultats de
la théorie des probabilités.

* Sous des conditions trés générales, plus le nombre de
variables d?une somme e;t grand, la distribution de 1la
sonme des variables aléeatoires approchera de - la
distribution normale. Ce théoreme s?applique a ia plus.
part des wvariables aleéeatoires de sens physique
significatif a4 condition que:

1 — les variables aléatoires mises en Jeu soient

indépendantes et identiquement distribudes.

& — les variables aléatoires mises en jeu soient
indépendantes sans &tre identiquement
distribuees. (Pourvu gu?aucune wvariable n’ influence

la somme)

3 — les wvariables aléatoires ne soient pas

independantes mais distribuées jointivement, tel



- que la corrélation entre n’ importe guelle wvariable

et les autres approche de zéro.

Al. 6. Processus aléatoires
Al.6.1.Definiticon

Dans une exparience, une variable aléatoire prend une

certaine valeur unique, bien qu’ incormue d? avance .

L'étude de telles variables aléatoires presentent les
phénomenes aléatoires d?une fagcon statigque, dans les
conditions constantes, d? une seule experience. Cette

methode elémentaire est souvent insuffisante pour- la

résolution de problémes pratiques. En effet les
grandeurs aléatoires varient souvent. d?une manieére
cont inue durant 1’ experience. De telles grandeurs
aléatoires sont’ appelés processus aleatoires (ou
Stochaétiques). La theéorie des processus .éléataires
peut d'upe maniére imagee, &tre appelée "dynamique des

variables aléatoires".

Mathématiﬁuement, urn processus aleatoire peut aetre
défini comme une famille de fonctions a4 deux variables
noteée X (%, t). _

t est la variable d'évolution qui est souvent le temps.
La variable ¥ dénote la nature aléatoire du processus 3
c?'est un elément de l'espace des épreuves (ensemble des
résultats possibles d? une experience statiqgue) et

dépend des lois du hasard ..



Ainsi, une fonction aléatoire est une fonction pouvant
-dans l1’experience adopter une forme quelconque inconmue

. d' avance.

La forme prise par une fonction aléatoire lors d'une
experience est appelée réeéalisation de cette fonction
aleatoire. Si or effectﬁe une série d'experiences sur
une Fpnction aléétoire, on obtient une Fahille de

réalisations de cette fonction

Jusgu® a présent on n*a parle que des processus
aléatoires dépendant d? un seul argument, mais dans la
pratique il existe des cas ol le processus depend de

quatre arguments (x,y,z,t).

Rl.6.2. wmwm_*

A chaque instant ti, le processus X( & ,t) se réduit i
une simple variable aléatoire X(ti) dont le comportement
statistique est décrit par une reéepartition Fi{xi, ti) ou

par sa densité de probabilité pix, ti)
Al. 6. 3. Vecteuwr aléatoire 3
’I !Ef J- ni t j Qn -

Si 1on considere les instants tli, té, e -thk,onn peut

définir k variables aléatcire Xly oaaoXk formant ur
vecteur aleatoire a k composantes X = (Xly o ==y Xk
caractérisé par une loi de probabiliteé conjointe
Pixlaaeygxid a k dimensions. La coﬁnaisgance de cette

loi en fornction des parameétres tl ,...,tk constitue une

statistique d'ordre k du processus.

Evidemment; plus le nombre de parameéetres ti augmente

plus les caractéristiques de la fonction aléataire sont



détaillées. Toutefois, ces caratéristiques etant de
maniement difficile, . 1'utilisation en pratigue de
statistique d’ordre 1 et de celle de 1’ordre 2 permet
de  caractériser suffisamment le comportement du

Processus et de préciser son évolution dans le temps .

Al1.6.4. Ergodisme
Un processus aléatoire est dit ergodique si les valeurs
moyermes de 1'ensemble sont identifidées aux wvaleurs

ﬁoyennes temporelles ie

+m

E[X‘]=fx‘p(x) da=1&1n-;-‘-, x% (£) dt=x°*

'¢;‘ﬁﬂh

Par conséquent, lorsqu®il parait Jjustifié d'eémettre
cette hypothése d’ ergodisme, les ' proprietés
statistiques d'un’ processus x( % ,t) peuvent étre
estimées par 1 analyse temporelle d? une seﬁle fonction

Xit) (c'est-a-dire une réalisation de processus). Cette
procedure dfobservation est évidemment beaucoup plus

facile a réaliser pratiquement .

Al. 6. 5. NQjJ&n14ma_nnQne55u5_aléainixm;;ztati;munxuuama

‘Un processus est dit stationnaire s7il se déroule d? une
maniére a peu prées homogere dans le temps et ressemble
A des oscillations aléatoires continues autour d”une
certaine valeur moyénne; ni 1’ amplitude moyenne, ni le
caractére de ces oscillations ne subissent de
variations importantes dans le temps. Lors de 1?é&tude
d? un processus aleatoire statiornnaire le. choix du
moment initial importe peu. Les caracteristiques d?un
processus stationnaire doivent étre les mémes quelque
solt 17 intervalle de temps qu’on choisit pour étudier

le processus.



A1.6.6. Modéles particuliers de processus aléeatoires :

Trois modéles doivent etre spécialement mentionnés:
—lLes processus Gaussiens (modéle de processus continu).

Un processus aléatoire est urr  PpProcessus gaussien, si

pour tout ensemble d?instants {ti), le vecteur
aléatoire x =(xXl,x2,..-5sXxn), avec xi = x(ti), posséade

une densite de probabilite cornjointe

multidimensionnelle gaussiennes , ie :

- 3 tx-ple - p) Tl
P{x) = B )nf=1| —i73 3 * &
X £
ol (x — ux) est un vecteur a n dimensions, (x — ux)T est
le méme vecteur transposée et Cx est la matrice de

co-variance..
ux H valeur moyenne {(espérance mathématique) pour’

chagque v.a xi = x(ti)

Coltgty) = B(L(x{t) - pylt)] [x(t) - plt)])

L? importance des processus pgaussiens resulte, d? une
part, du théoreéme de la limite centrale gqui en fait 1le
modéle asymptotigue o’un grand nombre de pheéenoemenes
naturels, et d? autre part du fait Qque ce type de
processus est entiérement caracteérise par'ceg moments -
du premier (valeur moyenn:a) et du deuxiéme ordre (co-
variliancel. ARinsi la cormmaissance de ces deux moments

entraine aﬁtomatiquement sa distribution statique.

-Processus de Poisson (modele de processus ponctuel)

Le processus de ,boisson est le plus simple . des
procéssus ponctuels (comptage). Ce modeéle permef
toutefois,l?éetude de rnombreux phenoménes resultants de
la reéalisation d?evéernements aleatoires distribues dans
le temps tels que s appels teléphoniques, déceés ou

accidents, etc. De tels phenomenes peuvent etre



frepresentés par une séquence aleéatoire devenements
indépendants qui sont susceptibles de se reéaliser &
n? importe quel instant avec la méme probabilite.

Si le nombre moyen d?eéevernements par unitée de temps estA
la probabilite de compter exactement N eéevenements

pendant un intervalle de temps t, est dornngé par =

. | _
Prob(N,t) = %%’——e‘“ avec @ = W = At -

—“Les processus da Markawv

Dans certaines situations, 1’ évolution future d? un
processus aléatoire ne depend pas de son passé, mais
pniquement de 1"atat present. lLes processus  jouissant
de cette propriéteée sont appeleées processus de Markov.

ARutrement dit, soit une séquence quelconque d?’instants
tl<t24n.. (tn{tn+l ;auguels un processus prend les
valeurs arbitraires Nl,xX2,..,Xn,xn+l = ce processus est
Markovien si la densité de probabilité conditionelle au

temps tn+l :

p(xnol /.'xn' Xpmy e - o - 'xl} = P(xnoijxn)

Lovrsgue le processus est discret, ors parle de ,cﬁainas
de Markov. Le modele Markovien s?appligue a de nOmbréux
pheénoménes naturels : particules en mouvement,

évolution génétique, processus d’usure, etc.

Les chaines de Markov sont caractérisées par les
parametres suivants:

1 - La distribution initiale des é&tats

q;(0) = P[x(0) = i]  pour tout i



Z — La probabilité de transition Pij (n). Chacurne
rebrésente la probabilite pour que le processus
soit dans 1'état j au temps n sachant qu’il etait

dans l1'etat i au pas precedent

P‘j(n) = Pix(n) =3/ x(n-1) = _1:] pour teout i,7j

Le raisonnement sera fait sSur les densiteés de
probabilité'pour une plus grande facilité d'écriture et
la déduction sera faite pour le cas discret.

D? aprés (A1, 1)

fix,x,x) = £(x, / x;,x;) £{x; / x;) £(x;)

' Si le processus est Markovien

£lx,,x,,x) = £ix, / x,) £{x, / x;) £ix,)

En integrant par rapport a dx2 et d*aprés (Al.2)

+&

: . (Al1.3)
£(x,%) = [ £lx,/x) £(x, / %) £(x,) dx,

£f(x,,x;) -'-.- f(x,_l/ x;) £(x,)

(Al. 3) devient :

£lx, [ x5) = [ £(x, / x) £lx; [ %) dx, A

(Al. 4) est 1'équation de Chapman—HKolmogorowv



Pour les chaines de Markov :

- Plx(n) =3/ x(n,) = i] est nbtés Py {n,, ;)

Pij(nllna} - Z Piz(ﬁ,_.ﬂg) " Prj(n=,n3)

4



ANNEXE

A2 TRAITEMENT NUMERIGQUE DES EQUATIONS



EQRLUﬂﬂiJEELEEUBIlﬂNSJﬂ1;UﬂﬂﬁﬁilE;EIEEEBENCES_ElﬂlES:
FPosaons:

a’D a_c'

=9 0D =
D,=2 =2 -C et D B ax

ox
dans |‘équation (4.35)

En utilisant le schema de Cranck—Nicholson, si lé noeud consideré
n*est pas un noeud d’interzone, cette méme équation s’écrit (tous

calculs faits) :

(D4, g+1) _ Dy(d,3+1)]
(Ax)? 2(Ax |

-2 D(1,d+1) _ 2
D.

Dy {1,7+1
mddd*[’( 3+ (Ax)?

| D(i,g+1) , Dyld F+1) ] " S RCNC TN 1535 ) B I
i (AX)2 .2 (Ax) 4 d+i. J+1 E(A.xf) (AX)? 2-1.7 -.
-2Du,} ‘ 2 'pl1,9) D(:JN
Bt -au - 'A_z'] Bes - [—(mir SaE | S

(A.21)

Pour un noeud d? interzone on aura :

Uiy

2 a4)2( & |
u; + an(—”) 1 (az) (ax‘;)i + 0 (adx)3]

- du (Ax)2( &2u 3
Uy, = ouy- AX(ax) + 5 (Bxa)i + 0 [Ax]

AX{Zone k+1i)
Ax(zone k)




La resolution de ce systeme conduit a:

du _ Ui+ (& -1U -y,

ox Ax (a2 + &%)

u _ 2 W, -(a+ )0 +au_,)
axt (Ax)3 (& + &3)

La substitution de ces expressions dans 1'eguation {AZ, 1) donne:

3 D(i,4+1) . 8D (4, 341 ]
(Ax)? ~ AX 1-1,71+3

+ (1va)| 2D (1, 441) - 28 4 ap e, 501) - 2 D(‘:;f:?’ ]ui,m ;

D, (i,j+1) 2 D1, §+1)

= Ax ! (A;')j rml L G B i
. ( .

- aa 2L 2D )|, - 2)

- Ax (Ax)3 | ttd .

+(1+a)[2 &(i;f) - %1 Di(.l,]) - aD,(.;,J - —25-5- u; 4

54,9 . 2 D(i,5)
Ax 7 (ax? }""‘-’

aver 14{ii{n

12§5M
n represente le nombre de noeuds selon x et M le nombre de noeuds
selon y.
CONDITIONS AUX L IMITES
Cas d’adberence nulle

Pour ies contraintes, cette condition s?’exprime -
en termes de differences centrales par :

* Au noeud 1 =



uH.z - Un'i - 0
2 (Ax)

* Au noeud n =

unfl,j - un—:l.,j= "]

2 Ax

' C'est-a-dire: . ug,j = ub,j

untl,) = un-i,j
Les noeuds O et ntl sont des noeuds fictifs.
Pour les dépléceﬁents on aura :

* Au nogud 1 =

_13}._!_%._‘_’__)._. ui,j+D(1fj) M =0

2 (AXx)

*# Au nosud n =

D, (n, N Upes, 3" %e-1.7 _ 0
mz uB.J + D(nel, 7} 2 (Ax)

Crest-a-dire :

Uy, 3 = %1(—%% (AX) gy + Ug,y

- _ Dil{n,7)
Unia,7 = Yp-a,9 _.D(T,jj)_ Up, 1



Cette condition s'écrit simplement :

agj = - ubj

unth,j = — unl,j



=

&

1

calcul des
contraintes

\d

call donnees

\d

call caleox

Y

call Clcont

\

Icount=1

Y

call impress

Y

call coeffmat

¥ 4

Icount=Ilcount+i

Y

call assmat

4

call caloulb

¥

call conlim

¥

call pibomax

¥

call triagaus

A4

call resoud

A4

call defwval
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o Ioount:nnodt>
+ oui

calcul depl

Y

Icount=1

. 4
call coeff

v
call coeffmat

z ®
Cl depl ‘

lcount=Icount+1

- ¥
call assmat

<>

- -

call resoud

Yy

calcul des com—
rosantes derl

4

non
Mount%nnozt>

call correct fondation -
non rigide? oui
. »—
. oui |
@:;éss umform> e .

«»

Fig. AZ.1:0rganigramme



Subroutine données 3

Permet la lecture des données du probléme a partir du fichier de

données et leur réecriture sur le fichier de sortie.

Les dormées du probléme sont :

— geométrie : nombre de couches et leur éppaisseurs, nombre et
longueurs de zones, nombre de noeuds par couche et par zona.

— caractéristiques physiques : 1?angle de frdttement interne @:
le module de déformation volumetrique Pv, le poids propre du
sol Y} , le coefficient de diffusivité des contraintes A ,
coefficient de diffusion des déplacements Iﬁ .

~ conditions aux limites : glissement parfait ou adhérence
parfaite.

- type de fondation : souple ou rigide.

Les pas de transition AX , A7 ainsi que le nombre total de noeuds

selon x et selon z sont aussi calculés par ce programme.

Sul ki CALCULUS = ' 3
Permet de calculer le vecteur distance x & partir de 1la
frontiére. Ce vecteur servira lors du calcul des contraintes

initiales.

Subroutine CICONT 3

Une fois que les zones et le type de fondation est definis, on
procede au calcul des contraiﬁtes initiales a 1’aide de fonctions
spécifiques pour chaque type de fondation.

. Ce sous - programme calcule aussi les composantes -contraihtes

initiale et les déformations volumétriques initiales.

Subroutine COEFFMAT
Permet de calculer les coefficients intervenant dans le systéme

d’équations & résoudre soit :

-DgJZ,
Q) DI = 0.0 pour les contraintes
D2 = 0.0

et

(B) D = cos @ DR pour les déplacements




Ses I B B

3 3

N T B

- ge
D-= - (2 D3z + 1) tgh

_ Pe L
Da—axz-(l-tgaﬂ)?x

Dans uﬁ premier temps ilﬂ&’aura que la partie (A) qui sera
executée. Une fois le calcul des contraintes terminé, la partie

(B)'sera executee.

Subroutine ASSMAT 3
n'chaque 'profondeur (ou altitude), la matrice C sera généree.

L?ecriture de 1'équation de diffusion en chaque noeud fait

. intervenir au plus trois inconmus, et la matrice C sera

tridiagonale. Ce sous - programme fait 1'assemblage de cette

matrice en ne mémorisant que les termes non nuls de la matrice.

Permet le calcul du vecteur B. Ce vecteur résulte des quantités
calculées au pas precédent le présent pas.

Subroutine CONUM =

Aprés 1'assemblage de la matrice C et le calcul du vecteur B, ce
s0su  programme introduit les conditions aux limites avant 1la
resolution du systéme d?!équations. 11 ﬁerment aussi d! imposer les

conditions aux limites sur les composantes contraintes.

Subroutine PIVOMAX =

Si les frontiéres sont a4 adhérence parfaite, il faut annuler ul
et un pour les déplacements. Ce sous programme permet de le faire
en donnant une trés grande valeur au coefficient de la matrice C

torrespondant'a la variable & éliminer.

Subroutine TRIAGAUS z

‘Elle perment la triarngularisation du sygtéme d? éqgquations avant la

By

résolution par la méthode de GAUSS.




A3 Exemples pour 1’&tat stationnaire en

raeformations plarnes



Exemple 1 : Massif bicouche sur base rigide
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Pression 8.3 kNem—2
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Y, = 20 kNem™3 Y, = 20 kNem™3
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¢' = 370 ¢’ = 300
W
D = 10 mm Dw =5 mm
n n

0.36 ' V = 0.45
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Fag A3 :Diffusion des conitraintes verticales —
Deformations planes— Fondation souple, —
Massif bicouche. Pression=8.3 kN.m ".

NX=41 DX=0.05 PHI1=37. KO1=0.36 G1=20. DNWi=0.010

NZ=21 DZ=0.05 PHI2=30. K02=0.45 G2=20. DNW2=0.005

BETAVI=710000. BETAVZ2=5000. » 2
Unites: (m) (degres) (kN/m”) (kN/m").
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Fig.A3.2 : Deformations volumetrigques -

Deformations planes—Fondatwon souple, -
Massif bicouche— Pression=8.83 kN.m .

NX=41 DX=0.05 PHI1=37. KO0f=0.36 C1=20. DNWI=0.010

NZ=21 DZ7=0.06 PHI2=30. K02=0.45 ¢2=20. DNW2=0.005

BETAVI=10000. BETAVZ=5000. 3 R
Unites: (m) (degres) (kN/m") (kN/m°).
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Fig a3 Diffusion des deplacements verticouxr —

Deformatians planes—Fondation souple -

Massif bicouche— Pression=8.3 kN.m .

NX=41 DX=0.05 PHI1=37. KO1=0.36 G1=20. DNWI=0.010

NZ=21 DZ=0.05 PHI2=30. K02=0.45 G2=20. DNW2=0.005

BETAVI=10000. BETAV2=5000. 3 2 -
Unites: (m) (degres) (kN/m") (kN/m°)
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FigA34Diffusion des deplacements horizontauxr—
Deformations plones—Fondation sou le, —
Massif bicouche— Pression=8.3 kN/m".

NX=41 DX=0.05 PHI1=37. KG1=0.36 G1=20. DNW1=0.010
NZ=21 DZ=0.05 PHI2=30. K02=0.45 G2=20. DNW2=0.005
BETAVI=10000. BETAV2=5000. s

Unites: (m) (degres) (kN/m’) (kN/m°).




Exemple =2 = Fassif mornocouche sur urne base

rigide charge par urne Tomdat lon
rigide (application au cas ae

17essal sur limon)d
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Yo :12.4 kN.m>
@ :30°

o
V:-Ko: 0.45

0.2 mm
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Fig A3.5 :Diffusion des contraintes verticales —
Deformations planes—Fondation mgide —
Massif homogene. Charge=1.8 kN/m

NX=33 DX=0.025 PHI=30. K0=0.45 G=12.4 DNW=0.0002
- NZ=16 DZ=0.025 s P
BETAV=250. Unites: (m) (degres) (kKN/m’) (kN/n).
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Figpa3.6e: Deformations volumetrigues —
Deformations plones—Fondation rmgide —
Massif homogene— Charge=1.8 kN/m

NX=33 DX=0.025 PHI=30. K0=0.45 G=12.4 DNW=0.0002
NZ=16 DZ=0.025 . .
BETAV=250. Unites: (m) (degres) (KN/m°) (kN/m”).
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FigMA3TDiffusion des deplacements verticaur —
Deformations plones—Fondation migide —
Massif homogene—Charge=1.8 kN/m

NX=33 DX=0.025 PHI=30. K0=0.45 G=12.4 DNW=0.0002
NZ=16 DZ=0.025 3 2
BETAV=250. Unites: {m) (degres) (kN/m’) (kN/7).
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Fig.mao:Diffusion des deplacements horizontauzr-—
Deformations planes—Fondation rigide —
Massif homogene— Charge=1.8 kN/m

NX=33 DX=0.025 PHI=30. K0=0.45 G=12.4 DNW¥=0.0002
NZ=16 DZ=0.025 s 2
BETAV=250. Unites: (m) (degres) (kN/m’) (kN/m").
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xXemple

3 oz Massi?t bicouche sur une base migldes

(application au Cas de 17'eussail Sar

sable 7/ 1imorn)
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Chorqge: 1.05 kN. m-3
Couche supérizuce: Couche inferieuce
B4 = 15.7 RNy 2 - a4 = AL.h BN M
@' =d1° @’ = 30.0°
‘ D":l = 0.0003 m . D"‘"L = 0.0 rmem
Jd =z Koz 06 3 =z Koz 0.45
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Fig.A3.2 :Diffusion des contraintes verticales —
Deformuations planes—Fondation rigide —
Massif bicouche—~ Charge=1.05 kN/m

NX=33 DX=0.025 PHI1=37. K01=0.836 G1=15.7 DNW1=0.00030
NZ=17 DZ=0.025 PHI2=30. K02=0.45 G2=12.4 DNW¥2=0.00002
BETAVI=4500. BETAV2=300.

Unites: (m) (degrea) (kN/m") (kN/m?).
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Fig.p310 -

Deformations volumelrigues -

Deformations planes—Fondation rigide -
Massif bicouche— Charge=1.05 kN/m

NX=83 DX=0.025 PHI1=87. K01=0.36 G1=15.7 DNW1=0.00030
NZ=17 DZ=0.025 PHIZ=30. KO2=0.45 G2=712.4 DNW2=0.00002

BETAVI=450G0.

BETAVZ2=300. g 5
Unites: (m) (degres) (kN/m’) (kN/m").
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Fig.A35t.Diffusi,on des deplacements verticaur -
Deformations planes—Fondation mgide —
Massif bicouche— Charge=1.05 kN/m. -
NX=33 DX=0.025 PHIt=36. KO#{=0.37 Gi1=15.7 DNW1=0.00030
NZ=17 DZ=0.025 PHI2=30. K02=0.45 G2=12.4 DNW2=0.00002
BETAVI=4500, BETAY2=300. g ; :
Unites: (m) (degres) (kN/m’) (kN/m’).
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Fig.mxDiffusion des deplacements hbr‘izonta,ux—

Deformations planes—Fondation rigide —
Massif bicouche—~ Charge=1.05 kN/m -

NX=33 DX=0.025 PHI{=36. K01=0.37 C1=15.7 DNW1=0.00030
NZ=17 DZ=0.025 PHI2=30. K02=0.45 G2=12.4 DNW2=0.00002
BETAVI=4500. BETAV2=300. :

Unites: (m) (degres) (kN/m’) (kN,/m?).




