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INTRODUCTION

INTRODUCTION

La réalisation des structures, quel quelles soioent,

necessite un dimensionnement Judicieux pour assurer un fonctionnement «ur

et durable et éviter une réalisation ONEreuses

Faur donner a la structure la forme et les dimensions leg plus rationnelles

@lle doit répondre, dans 'ensenble, aux exlgences requlses des

résistance, de rigidité et de stabilite

La résistance étant la capacité d'une structure, de ses parties. et de oo

£a)

pitces de supporter, sang se detruire, une charge determinge

ba rigidité elle est la Capaciteé d'une structure ot de  ses éléments de

S'oppaser & 1'action deformatrice des tharges extérieures ( modification

da la forme et deg dimensions )

Buant & la stabiliteé c'est la capacite d’une structure et de BE5 dlenenlty

de  conserver  une forme initiale donnée, carrespondant a 1 d&tat

déquilibre élastique .

Cette dermigére fournie un préedimensionnement qui sconstitue le point

clea

départ pour 1'étude nDEE@#m .

La présente étude qui traite de tette U&ﬁﬁ»m du  calcul -dans le cam

partlicul ber du flambement des portique plans~ a pour but de fournir un

programme de caleuwl de la charge critique au-dela de- laguelle 14
condition de stabilité n'est pPlus <$1w+wﬁm o\.n.mmﬂiaraawm aur~deld  de

-

laguelle on n'a plus un equilibre élastique stable )

FLy

Pagd



INTRODUCTION

Liemploi des aciers et dee alliages & haute rédsistance pour  toutes lows
constructions modernes et @n particuliers pour les pbntﬁ, las navires wof
les avions a fait de 1 instabilite élastigue un probléme d’une importance
considédrable .

Les premnlers problénes de ce genre ont été résolus il Y A environ ook
cants ans par LLEULER . A cette époque, les principaux  matériaux de
construction étaient le bois et la plerre. Leur. resistance relativement
faible nécessitalt des pléces épalseses et  courtes pour 1eaqua11ﬁ$ la
guestion de stabiliteée édlastigque ne jouait pas un réle de premier plan
Cresl pouguoi fa theorie d EULER, relative & des ﬁiéces de forme élanoes,
demeura longtemps sans application pratigque . Ce ne fut gu’ au début de la
cmnmtfuctimn des ponts en acier pour les chaemins de fer, pendant la
dewdiense moitié du sidcle passé, gue la &uestion du flambement des pidcues
minces prit une importance pratique .

L évolution actuelle de la reglementation tend & imposer le calcul ey
stractures an béton armé & 1;état~11mite ultime. Ce qui nécessite. on
particul ler pour les calculs de atabilité, le recours 4 des méthodes

dianalyse non lindaire .

CLes progrées effectuds ces derniéres années dans le domalne du  cacul  deg

slructures sur  ordinateur, ainsli que 1 étude expérimentale, peuvent

laisser ‘Tpenser qu’il est - possible d'obtenir par le calcul ure

représentation, sinon exacte du moins réaliste, du  comportement sous

charge des constructions . 4

’

lddalemnaent, la méthode de calcoul la plus satisfalsante consiste a4 suivre



INTRODUCTION

L pas-a-pas e conportement de la structure et de tous ses dléments, Sous
W chargenent  ocrolssant, en  tenant compte en  tout point oe la
deformabilite réelle du matériauwy car a cause de la non lindarité de la

ralation force-déplacement, les forces axiales se trouvent avoir des

Cinfluences secondalres qui modifient les raideuwrs des differaents

:éiémwhtﬂ .

la présente d¢tude se compose de cing chapitres . Elle commence par des
géndralitds sur 1'@lasticité gqudi est 1a base de toute étude de ce "geurs
{chapitre 1) @t.ﬁﬁ poursuit par des généralitéa,ﬁur 1'étude non  lingalre

Cool o sont exposees  les différentes méthodes de caloul  gui lui sont

" propres {(chapitre II) .-

S Le chapitre Il traite de la théorie de la stabilité ol est donnée

L'expression de la matrice de rigidité en temant mmmﬁte da i'effet fr- A

par la méthode des fonctions de stabilité .

AL capitre IV on présentera le programme réalisé .

EL enfin dans le chapitre V des axampieg sont traités & 17 alde du  Jdat

grogramme et une interprétation est donnée a4 chague exemple .




CHAPITRE | :

GENERALITES SUR L'ELASTICITE .



GENERALITES SUR L'ELASTICITE

CHAPITRE I
GENERALITES SUR L'ELASTICITE

1. Introduction :

; Avant d'aborder la problématique afférente A lTanalyse des

:Structures, 1l serait Judicieux d'énoncer les principes de base de

{l'élasticité toujours en vigueur hien que découlant de 1la mecanique
Newtonienne,

La deuxiéme etape consistera & définir les conditions d'équilibre et de
fcompatibilité qui furent & la bases de 1’établissement par NAVIER, au

siecle dernier, de la méthode hyperstatique.

;Pour ce chapitre, nous enoncerons les principes les plus importants de la
‘formulation énergétique établis par MAXWELL-CASTIGLIAND au début du 2Gém9

siecle. Ces derniers menérent & 1'établ issement des deux theéoremes de

'CASTIGLIANO gui sont d'une imporfance cruciale pour 1'étude des systeaes

structuraux.

2- Les concepts de base de l1'élasticiteée

t " Les hypothéses considérées dans ce chapitrea
jconsistent en ce que les déformations des matériaux sous l'effet des
;charges suivent des loié lineaires; et gu'a leur suppression le corps
%déformé reprend son état initial.

Cette derniére propriéte n'est plus vérifide quand la limite d'élasticiteé
‘est dépassée. ) '

f
} 2.1~ Déformation :

Tout corps est susceptible de changer de forme et de
dimensions, d’ol la notion de déformation. Les déformations d’un corps
peuvent r?ﬁqlter de 1'action de forces extérieures ou d’un changement de
température. Elles antraiméﬁt le déplaéement des points du corps, de ses
lignes et de ses sections fictives; aussi bien dans 1le plan que dans
17espace par rapport & leur positidn initiale;ﬁvariant ainsi d'un point &

'

un autre sous 1'effet des charges appliquées.,
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Dans le cas général,. les vecteurs de déformations sont deéefinis comme

suit:

|

! { £ } T = { &ex ey ez puy yuz pyz 1 (1.2.1)

|

: 2.2- Les relations déplacements—déformatios :

Chaque déformation entraine un déplacement; les relations qui en

decoulent sont :

ex = au .
ax ’
ey = 2 .
Y ay H
e - Ow
z Iz
(I.2.20

» = aV 4 ._.a_t.l.._
r y ax ) ay r

_  8u Ow
yxz = az * Ox y
) - " Bv . v
7)’2 az ay L

Les relations ci-dessus, appelées également relations cinématiques,

peuvent étre aussi formulées sous la forme matricielle suivante :

{et = tL1 {ui

: est le vecteur des deformations ;

est-le vectéur des déplacements ;

M e e
g -
LL]

rcon

: est lTopeération ljnéaire.




: GENERALITES SUR L'ELASTICITE

! 2.3- Contraintes :

Les contraites sont les consequences de l1'intéraction d'un éorgﬁ
sollicité par des forces extérieures. dans un méme point les contraintes
orientées dans divers sens sont, en reégle géndrale, differentes; elles
Eeuvent étre normales ou tangentielles. Sopit une section fictive faite_en

un point du corps (fig 1.2.3), les contraintes sont :

- Normales si elles #loignent les plans rapportés a4 un point  an

traction; elles les rapprochent en compression, elles sont notées o.

- Tangentielles si elles tendent & faire glisser ces mémes plans les

uns sur les autres, elles sont notées T.

Figure (I1.2.3) - contrainte dans un point.

2.3.1- Les contraintes principales :

En chaque point d’un corﬁs charge d’une-maniére quelconque, il existe des
plans dits plans principaux od les contraintes taﬁgentielles sont nulles.
Les contraintes normales qui s'y appliquent sont appelées des contrainies
principales.

11 existe au moins trois plans principaux mutuellement perpendiculaires.
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On.désigne par convention ces trois contraintes principales par oL o, a2t

Oa tel gue :

2.3.2- Contraintes admissibles :

Lorsque le passage des forces appliquees aux contraintes est licite, il
est possible de définir les contraintes admissibles en divisant celles il
éorrespondent a la ruine par un coefficient approprié, généralemént fixe
par des normes ou des réglements en vigueur.
Les matériaux ductiles présentent une limite d'élasticité au dela de
laquelle commencent de gréndes deformations plastiques, qui sont
essentiellement suivies de rupture.
Cette limite d'élasticité correspond & un état dangereux car a ce moment
le matériau commence & s'’altérer profondément.
Pour eviter que le matériau de la structure ne se plastifie en service wt
en vertu des criteéeres de plastification, il a éte fixeée la plus grande
contrainte de compression admissible en divisant la limite d'élasticiceé
e par le coéfficient de sécurite admis Se, formulé par :

e

[O’adm]-f--s—b-

2.4- Les équations de la statique :

En considérant que les contraintes normales et tangentielles varient
d’une maniére continue, les équations d’équilibre nous donnent grace & un

développement de TAYLOR du premier ordre les équations suivantes pour le

cas tridimensionnel :
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Borx GTxy dTxz
I Y TE Y Tar T

ATyx Joy OTvz . _
W + gy + . + by = 0@

OT zx ' @rzy doz
Fx &y 7 T8z

+ bz = 0

d’aprés le principe de réciprocite des contraintes :
Txy = Tyx } Txz = Tzy et Tyz = Tzy

2.3~ Equations de compatibilité ;

Les conditions de compatibiliteé sont les conditions de déformations qgui

assurent l'uniciteé des déplacements. Elles sont formul ées par :

6%Ex + 8z£y - 82£xy
a x> ay?: x By
aZSy + azSz - azszx
a yz a 22 Oz Ix
8* ez, d%ex  _ 8°ezx
3 z° a8 x* Bz x

2.6- Loi de HOOKE

Les mateériaux de construction usuels présentent un diagramme ( o , £ O
qui debute par une partie linéaire appelée droite de HOOKE, le 1long de
lagquelle les déformations sont révesibles.

Dans la plus part des constructions et des “machines, les matériaux
travaillent dans cette zone pour laquelle on peut écrire 1’'équavion

suivante :

qu’on appellie loi de HOOKE.
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De méme, il a été établi les relations éxistant entre le glissement » =&
les contraintes tangentielles T :

T =G p
o G est le module d'élasticite transvarﬁalé N

S CE
2 (1)

et v est le coefficient de POISSON.

Les lois de HOOKE général isées appelées également équations constitutives
s'écrivaent

{ot=0D14e}

(D] etant la matrice des propriétés du matériau

1 v 2 o o
7] i 1] 1] ] ]
(01 = IEU ) @ “;’) e 2
. o @ 1 v 2
o 2 @ v 1 o
@ ) ) o ) i;-‘-’l-

Dans le cas général, nous considérons en plus les déformations propres
dues a la temperature :

{op=rD31cdep-{e }>+4{o ¢}

ou o est la contraite préexistante dans le corps et € la deformat:wn
o

die aux différences de température.'

@0
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2.7- Les formulations energetiques :

2.7.1- Le principe de 1'énergie potentielle minimum :

Ce principe énonce un critére énergétique permettant de caractériser lus

deplacements solutios dans un sous—domaine de deplacement cinematiquement
admissible.

Pour tout état d'egquilibre stable, les déplacemeﬁts cinématigques sont

ceux gui minimisent l'énergie potentielle et reciproquement. L’eénergie

totale stecrit :

t

Rappelons que l'énergie potentielle externe est egale en valeur absolue

et opposée en signe 4 la somme des travaux des forces extérieures :

H

Aprés un calcul variationnel, 1’énergie totale qui minimise l17énergic

potentielle s’exprime par :

& = SU - SW =0
e e

, " :
£ )" odv = £ BT b dv + £ (BT s ds + L (8w Fp (1.2.7.1)
\% v ~ p=1
ou
(ST =€ su v Ew 1 est le vecteur transposé déplacements virtuels et

(8£) "est le vecteur transposé des déformations virtuelles provoguées par

les déplacements virtuels &U.

10



GENERALITES SUR L'ELASTICITE

2.7.2- Le principe des déplacémentg virtuels :

Un corps deformable @Bt en eghldilibre si l'énergie de déformation virtuwile

%nterne est egale au travail virtuel des forces extérieures pour chacun
des degres de liberte du corps.

La formulation mathématique est donnée par (1.2.7.1).

2.8- Les théorémes CASTIGLIAND :

|
Ces theéaoremes ont été emis pour décrire les structures discrétisées.

Théoréme 1

D'aprés le principe des travaux virtuels, ou l'énergie de déformation

est exprimée en fonction des déplacements aux noeuds.

F - @Y W
8 ui

Théoreme 2 :

D'aprés le principe de 1’énergie de déformation complémentaire gul est

fornction aux noeuds.

8 U (Fi)
a Fi

3.~ METHGQGDE DE CALCUL PAR LLES MATRICES DE RIGIDITE :

3.1.- Principe de la méthode :

La méthode de calcul par les matrices de rigidité se base sur le principe
simple de la superposition des états d'éguilibre qui sont les suivants
- Cas de chargement sans déformation,

~ Cas de déformation sans chargement.

II
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Ceci est illustré en (fig 3.1)

i 4 111

e
figure(3.1) Supérposition des états dt'équilibre.
Ainsi pour chaque barre de la structure, nous pourrons

efforts réels en la somme de (fig 3.2) :

décomposer les

- efforts dds aux chargements en considérant la barre

bi-encastee et chargee.

- efforts das aux deéeplacements imposésréels sur cette barre.

y oY ©
Ne N! N? ' N’ :i N .i\\
T° T“ —— Tn \__/ .r1'+ T’ \L L L l L .L.J’_.\L_l_ﬂ T‘i
LA B B BNt - " "3

figure(3.2) Supérposition des efforts dans une barre.

Les efforts (N;,T&M&Ngji et M) peuvent &tre facilement calcules par
une méthode énergétique simple telle CASTIGLIANO.

Cette derniére méthode permet de calculer les déplacements en des points
particuliers des barres.

Elle découle du théoréme du méme nom qui stipule que :

"Si en un point P est appliquée une force Fp, alors le déplacement U en

ce point P et suivant la direction de cette force Fp est donne par @

d W
d Fp

I2
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ou ¥ est le potentiel élastique total de la poutre da & toutes les forces

participant a4 la déformation.
Cette méthode peut &tre reconstituée par une formulation matricielle qui

est une relation reliant efforts et déplacements pour la barre.

[kl {u} = {F}

ou IFY
{U}T = {Uo Vo po U1t Vi p1} vecteur déplacements;

{Ne To Mo N1 Ti Msi} vecteur forces;

(K} : matrice de rigidité locale de la barre dont

l1'expression est:

|
i EA ~-El
| o ) ] . @ o
2 1261 6E1 2 -12E1 GEi
L L? L2 L
2 6E1 4E1 2 —GE; 2E1
L2 L L L
—EA , EA
EA )
= @ | ) . @
2 —12E1 ~6E1 : 2 1251 —GEI
L3 L2 L L
2 6E1 2E1 2 -551 4E1
L2 L L L

3.2~ Matrice de rotation:

Cette notion correspond aux problémes de systémes d'axes liés a la barre
ou & la structure.

Le repére global, ou repére w: la structure, noté (X,Y), sert a definir
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les coordonnées des noeuds. Dans ce repére seront fournies les vreéactiocns
d?s appuls et les déplacements des noeuds.
Ce repére local, ou repére lié a la barre, noté (1,2), est un repére
pPropre a chaque barre, défini comme suit :
1 - axe 1 parallele a la barre et orienté du début (noeud origine) de
la barre &4 sa fin (noeud fin).

— axe 2 directement perpendiculaire & l'axe 1.

Tout ce qui concerne la matrice rotation sera traité plus en détail dans

le chapitre IV.

3.3~ Assemblage de la matrice de rigidité:

Tout ce qui concerne ce paragraphe se traité en détail au chapitre IV.

Mais nous donnerons ici les caractéristiques de la matrice de rigidite.

a)— [KJ] est symétrique:

C'est une propriegteé treés importante dans le calcul matriciel des
structures et peut étre démontee facilement en appliquant le théoreme de
BETTI-MAXWELL.

(K1 = cka®
bi— [K] est singuliére:

éeci correspond & ce que le déterminant de [Kl est nul, la structure
n"etant soumise a4 aucune condition dfappui.

Pour supprimer cette caractéristique, le systéme ne pouvant étre résoclu
sinon, il faudra prendre en considération les conditions d!appuis au

rnombre suffisant.

c)- [K] est définie positive:

Lorsque les forces appliquées a une structure provoquent des déformations
le travail effectue est emmagasiné sous forme d'energie de.deéformation.

Cette énergie est toujours positive ou nulle. Elle s’écrit:

~

1 T . :
W == {U} [iK3 ZJ} >z @
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3.4- Calcul du second membre:

Nous allons considérer ici le second membre du systeme cite dans la
partie précédente.
Nous allons nous appliquer ici & déterminer l’expression de ce terme {F}.

Ce dernier s'écrit comme suit :

{F} = {Fo} - L {Fa}

- Le terme {Fo} représente les forces extérieures appliquees au
noeud. Ces forces sont soit des actions ponctuelles connues exercees Suv
des noeuds non appuis, soit‘lés réactions dfappuis.

Ainsi le terme {Fo} est connu pour les noeuds non appuis et inconnu  pour

les noeuds appuis.

- Le terme {F;} correspond aux forces appliquées sur les barres en
considérant cellesici sans déplacements.
11 est donc necessaire, pour chaque barre, de calculer les efforts
résultants des charges qui  lui  sont directement appliquées en la
considérant isolée de la structure et encastrée a ces extremites

(voir figure 3.4).

llll~l'%

figure (3.4)
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3.5- Résolution du systéme:
Ce paragraphe sera traité en détails au chapitre 1V,

3.6- Calcul des efforts dans les barreaﬁ

Four calculer les efforts dans les barres il nous suffit de reprendre le

principe de base de la méthode de calcul par les matrices de rigidité =

c’'est-a-dire la supérposition des deux états d?'eéquilibre cites dans la
section (3.1} plus haut.

Nous laisserons les détails au chapitre IV.

16
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GENERALITES SUR LTANALYSE NON-LINEAIRE DES STRUCTURES

CHAPITRE I1I
GENERALITES SUR L7ANALYSE NON-LINEAIRE DES STRUCTURES

1- INTRODUCTION:

Pour construire une théorie linéaire en analyse des structures,

on pose une serie d'hypothéses quant & la structure et aux propriétés des

matériaux ainsi qu’a la nature des déformations.

Les hypotheses garantissant une analyse lingaire des structures sont :

Avec

a la

avedc

Hypothese de la petitesse des déformations. 7

Hypotheése qul stipule que 1finteraction entre flexion et effart
normal ¢ effet P-A )} est négligée.

Hypothése sur l'elasticité et la linédarité du matériau,

Hypothése sur la constance des conditions aux limites.

ces hypothéses l'analyse statique d'une structure se réduit toujours

résolution d?un systéme lindéaire :

EK1 {U} = {F}

(K31

matrice de rigidité constante et indépendante du chargement,

déplacements, déformations et contraintes;

LX)

jut

{F} : vecteur des forces nodales.

vecteur des déplacements nodaux;

‘La lingéarite se traduit par le fait que si le chargement est multiplie

par un coefficient A, alors les deplacements sont amplifiés de la méme

maniéra.

car

[K3 {up = {F} 2 A €KY Ui
> LK1 {aU}

{2}
{nF}

[K] est constante.

17
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1 cela ntest pas vérifie alors le probleme est non-lindaire, et quelle
que soit la source de non-linédarité, la matrice de rigidité [K]1 n’est
plus indépendante de {F} et de {U}.

Voyons & présent comment intérviennent les gquatre hypotheses précedentes
dans 1'&tablissement d'un systéme lindaire (K1 {U} = 4{F} .

- L’hypothése a) intérvient dans 1’évaluation de (K1 et {F}.

Car l'on suppose que les déformations sont pestites par comparaison aux

. dimensions du corps déformé.

A ce titre, on néglige les modifications qui surviennent dans la
disposition des forces extérieures par rapport aux différentes parties du

corps. D?'un autre cété les rigidités ne changent pas par cause de

changement de géometrie.

- L'hypothese bB) influe sur la construction de la matrice (K1, car les

rigidités flexionnelles sont indépendantes des efforts normaux.

- L'hypothése c¢) intérvient dans 1le&s 1lois 1liant les contraintes aux
déformations.Car 1'on suppose que pour ces matériaux la loi de HOOKE qgui
é¢tablit une dépendance directement proporionnelle entre les déformations
et les sollicitations reste en vigueur.

En distinguant aussi gue ces déformations sont élastiques, c'est-a-dire

qu’elles disparaissent aussitét que cesse 1'action des forces qui étaient

a leur origine.

- L’hypothgse o) impquue gque les relations décrivant les conditions

d’appuis sont constantes et ne changent pas lors du chargement.

13
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2—- SOURCES DE NON-LINEARITE:

La non-linéarite peut étre causée par plusieurs facteurs.

Ces facteurs peuvent &tre classées en deux groupes principaux

~ non—linearités matérielles (ou constitutives , rhéologiques).

- non~-lindaires géométriques (ou cinématiques).

Nous allons & present donner un petit apergu de ces deux groupes :

2,1— Non—-linearités matérielles:

Ces non lingéarités sont propres au matériéu, ctest-a-dire qufelles en
sont des caractéristiques de par sa constitution ou sa rheologiz.

Elles peuvent é&tre instantanées 31 quand la non linearite existe ovec
le matériau indépendemment des effets extérieurs.

On peut citer comme exemple ici :

matériau élastigque non—linéaira de par sa rhéoclogie.

- plasticite,

- fissuration.
Comme elles peuvent aussi étre différées : lorsque 1’apparition de la
cause de la non-linearite neyprovoqué pas immédiatement le comportement
non-linéaire, mais ce dernier n'apparait qu'aprés un certain temps.
Ici on peut citer comme exemples :

- le fluage.

- le retrait.

- la viscosite.

2,2- Non-linéarité géometrique:

Quand les déplacements sont grands, les équations d'équil ibre baseées sur
la géométrie initiale ne sont plus valides et doivent étre modifiees pour
tenir compte des variations géométrigues.

Ainsi les relations forces-déplacements sont modifides car les variations
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geometriques génédrent des forces internes supplémentaires dont il fa
tenir compte.

De plus, si les grands déplacements causent de'grandes deformations,
faudra tenir compte des termes d’ordres supérieurs intérvenant dans

tenseur deéformations.Ce qui engendre des relations non-linéaires entr

les déplacements et les déformations.

On peut citer ici comme exemples :
- effat P-A.

- variation des conditions d'appuis. Voir (fig 2.2)

P

(fig 2.2)

3- FORMULATION DES PROBLEMES NON-LINEAIRES:

La formulation d’un probléme non-lind¢aire depend de
source et du degre de non-lindarité étudice .

3.1- Non-lingéarire matérielle seulement:

Ce cas se présente lorsque les déplacements et les deformations

petits, st ol la loi rhéologique o—s est non-linédaire.

Dans ce cas, on utilise les contraintes et les déformations classique

3.2- Grands déplacements:

Dans ce cas les deéplacements sont trés importants. Ce cas comporte

cas de figure :
' al- les déformations sont petites:; ici les déplacements

constitués essentiellement de mouvementsde corps rigides.
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GENERALITES SUR L'ANALYSE NON-LINEAIRE DES STRUCTURES

b)- les deéformations sont grand@s:par contre dans ce cas de figure

les déformations constituent l'essentiel des déplacements.

Dans ce cas,cas des grands déplacements, il faut utiliser les expressions

appropriées des tenseurs o et e.

4- METHODES DE RESOLUTION DES SYSTEMES NON-LINEAIRES:

4,1- Introduction: \\\

Plusieurs classes de problémes non-linédaires qui intéressent un grand

nombre de branches de la science et de l'engineering peuvent é&étre
réduites a la résolution d?un systéme d’équations dont les coefficients

dépendent des variables du probléme.

4.2- Le processus de résolution numérigque de base pour les

problémes non-linéaires:

La résolution des problémes d’analyse des structures résulte, dans une

large mesure, comme on 1'a dit, dans la résolution d'un systéme
d'eéquations de la forme :

tk1 {u} = {F}
est le vecteur des inconnues {(déplacements);

ou {ut

{F} : est le vecteur des charges appliquees;

[K]l : est la matrice de rigidité assemblee.

Si les coeffiéients de la matrice [K] dépendent des inconnues {U} cu des
charges {F} ou de leurs derivees alors le probléme devient clairement
non-lingéaire. _

Dans ce cas, la reésolution directe de c¢e systeme est generalement

impossible et un schéma itératif devra étre adopte.
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Ce schéma itératif consiste en la resolution de plusieurs probiemes
lindaires successifs ol les conditions non-lindaires sont satisfaites
avel une certaine précision.

Un probléme structurel non-linéaire doit vérifier les 1lois de 1la
mecanique des milieux continus :

- équilibre.
- compatibilité. ' /
- lois constitutives,

Il existe plusieurs méthodes numér iques de résolution de problémes
non-lindaires. Elles sont,dans leur quasi totalité, basées sur un méme
principe

A partir d'une approximation initiale des deplacements (éventuellement
nulles), on calcule les contraintes selon le modeéle constitutif.
Ces contraintes sont équivalentes a un systéme de forces nodales internes
1Fi} devant eéquilirer les forces nodales extérieures {F} .

Généralement, les deux systémes de forces ne sont pas egaux et la

différence entre eux est appelée "FORCES RESIDUELLES" ou simplement
"RESIDLG"

AF = F ~ Fx

Ces reésidus doivent étre éliminés afin d'assurer 1'équilibre.
En qgénéral, pour un niveau de charge donné, un certain nombre
d’iterations lin&aires sont nécessaires pour réduire les forces
residuelles & un certain degré de précision recherche.
La qualite des reésultats finaux deépend des différents paramétres
numér iques associés & la méthode utilisée dont on peut citer :

- dimension de l'iqcrément.

- procédeé dtitération.

- précision requise.

-~ ¢critare de convérgence...etc.
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Les nombreuses méthodes non-lindaires existantes peuvent étre groupeées en
trols classes :

- incrementaies.
- itératives.
- mixtes.

Nous allons expliciter ces trois groupes:

4.2.1—- Méthodes incrementales:

Dans ces méthodes, le chargement est subdivisé en plusieurs incrdments
pas forcément égaux. Durant chaque incrément, les déplacements sont
cbtenus par la résolution d'un systeme lingaire :

CK1 {U} = {F}
ot [K} est déduite des résultats de 1'incrément preécédent, et sont
ajoutds aux déplacements cumulés preécedemment.
Le procédé est ainsi répété jusqu’au chargement final.
11 n’'y a aucune itération pour réstaurer l'équilibre. 7
L'inconvénient majeur réside dans le cumul des eéerreurs et gdans
1’ impossibilité de prévoir la taille minimale des incréments pouf

satisfaire une tolérance fixee.

4.2.2— Méthodes iteératives:

Dans ces méthodes le chargement est appliqué en un seul incrément.

Les forces résiduelles, déduites des résultats de 1'itération preécedente,
sont appliquées & leur tour et on déduit de nouveaux déplacements qu’'on
doit ajouter aux précédentes. Ces déplacemgnts cumulés donnent de
nouvelles contraintes et de nouveaux residus.

Le procédeé centinue jusqu'd l1'élimination des résidus & la precision
deésirée. -

La redistribution des forces résiduclles peut se faire avec une matrice
de rigiditeé constante ou variable (tangente ou sécante).

Les méthodes itératives sont plus leﬁtes que les méthodes i1ncréementales

mais permettent un meillour contréle de la précision et le prccede
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Titération peut étre facilement inclus dans un algorithme lineaire.
L"inconveénient principal est que leés contraintes et deformations ne sont
detérmindes que pour un seul incrément sans' aucune information sur le
chemin non-linéaire parcouru. /7
D7autre part, si le chargement est variable avec le temps (statigquz ou
dynamique) et/ou si le chargement final est inconnu (recherche s la
¢harge d'instabilité ou de rupture), et/oﬁ si les lois constituves sont
incrémentales et dépendent du chemin parcouru (fluage, plasticite ...),
alors la méthode est inutilisable.

4.2.3- Méthodes mixtes:

Ces m#thodes incrémentales et iteratives & la fois combinent les
avantages des deux méthodes précédentes et sont toutefois plus lentes.

Le chargement est appliqué par incréments et dans chaque incrément,
plusieurs itératicns sont effectudes afin d'assurer la convergence.

Les algorithmes de ces méthodes peuvent se ramener aisément & un seul

increment de la méthode itérative.

4.3- Principales méthodes numériques n analyse non-lindaire:

Il existe trois wvaédthodes principales en calcul non linéaire des
structures dont leé algorithmes sont similaires et consistent & eliminer
les forces résiduelles. Le résidu initial AF®  stant bien entendu
17 incrément de charge appliqué. Les conditions FO et Uo sont connug, Le
residu appliqué & l1'itération est Nt egal a la différence entre les
forces extérieures et les forces nodales internes résultant de 1'état de

de contraintes & 1'itération i-1-: AF"* = F - Fot |
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4.3. 1~ Méthode de NEWTON-RAPHSON: (figure 4.3.1)
o

Les conditions initiales Fo, u® et K° éﬁént connues, le reésidu qu’'on doit

eliminer est AFO.

Ce résidu n'est autre que l'incrément de charge qui se calcule par :

&F =F -F2=F -F%=F - k®°

on résout K® au' = AF° et on déduit au

le deéplacement est u* = U® +«+ AU* et on deduit Fi et K'
on calcule le nouveau résidu AFY = F - F:

on résout k* au® = AF' et on déduit AUZ

le deplacement est u? = u' + aU? et on déduit Fi et K*...

On fait varier 1 de 1 Jjusqu’™a n pour , qui la preécision est atteinte.

L'algorithme sera donc

résidu APV = F - it

résoudre Kt— AUt = N"i“1 et deéduire AUt

i

cumul er U. = U. + AU. et deéeduire Ki et FI

4.3.2- Méthode de la rigidité sécante: (figure 4.3.2)

L'algorithme est similaire & celui de NEWTON-RAPHSON avec une matrice de
rigidité différente.

A partir des conditions initiales Fo, UO,KO et F: = F° on calcule le
résidu initial aF° = F - F2 = F - k% L%

On résout K aU* = AF® d’ou on déduit au'.

Le déplacement sera U' = U . Au' et 1'on déduit F: et K' telle que

K* U1 = F; ( K1 eest donc sécante VY.

£5



GENERALITES SUR L’ANALYSE NON-LINEAIRE DES STRUCTURES

Résidu At = F - F: = F - k* ut.
Résoudre k* AU? = AF! déduire AUZ.
Deplacement v = Ut o+ AU ,//

L'algorithme est done (i=1,2,3...) :

i-1 i-1 -1 i-1

Résidu AF =F - F =F - K u .

-1 1 =1

Résoudre K ™' AUY = AF'™! ot déduire AU‘.

Cumul er U.t = l.}.‘_1 + Auiet déduire F; et Kt telle que
R
KU"‘FIo
Avec les conditions initiales U%, K%, F® et f° = F%, cela revient a

I
effectuer des lindarisations par rapport & la configuration initiale de

chaque incrément.
Cette méthode est rapide mais codGteuse a cause des actualisations de K &

chaque itération.

4.3.3- Methode de la rigidité i1initiale: (figure 4.3.3)

Pour eviter les actualisations cotieuses de K, on utilise dans cette

méthode une matrice de rigidite constante:

Résidu initial AFC = F - F: =F - k® u°.
Résoudre KT AU' = AF® et déduire aut. '
Cumul @r u* = Ut + AU® et déduireAF:.
Résidu AFY = F - P

[ ] 2 . I b 3 2
Résoudre K A7 = AF et déduire AU .

2 1 F 4
Cumul er ]

= U° + AU e BtC
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L'algorithme est le suivant (i=1,2,3...3 :

Résidu AFYTY = F —F;" .
Résoudre K aU' = AF"' et déduire ad' .
Cumuler U = U'"' + AU' et deéduire r; .

o o

Les conditions initiales étant UO, F, K® et F: = F~.
Bien que plus lentes (en convergence), elle présente moins d'operations
car la matrice de rigidité est calculee une seule fois contrairement aux

" méthodes précédentes pour lesquelles elle est actualisee a chaqgue
itération.

4.4- Criteres de convergence:

Le critére de convergence contrédle le nombre d'iterations & realiser dans

un increment.le nombre d'itérations, le critére de convergence utilise
:ainsi gque la tolérance exigée influent sur les résultats. Toutefois

imposer une limite exagérée risque de colter treés cher pour une precision

inutile.

Les critéres de convergence sont formulés soit directement en  fonction
. des forces résiduelles ou bien indirectement & travers les autres

grandeurs (déplacemaents, déformations ou contraintes).

Il est trés difficile et trés cher de vérifier la convergence de toutes

les composantes des forces, déplacements ou autres grandeurs. On utilise

une estimation globale avec les normes (meoindres carrés en general)d.

. Les criteres usdels sont @

a/ convergence en forces:

I} AFY I
PEEY

<ty : tolérance en forces.
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avec 1IF Il = (¢F".mY% et |l ar 1l = aFT./P¥2 .

b/ convergence en deéplacements:

IIAUHI < tp : tolérance en déplacements.
p

ou encore I} autll

flutll

c/ convergence en energie:

LrPutilisation dfun seul critere de convergence

en forces ou en

déplacements peut s’avérer insuffisant. Le critére le plus cbjectif est

celui qui les considérent ensembles :

T
nf%giéiw < te : tolérance en eénergie.
AU LF
T
ou encore U . AF < tg.
ThN

4.5~ Risques de divergence et remedes:

La convergence dans un probléme non-linéaire ne peut

notamment dans les anaslyses avec un nombre de degreés

les causes principales de divergence sont
- preésence de bifurcations.
— non unicité de la solution,

~ selution initiale.

28

Il est donc recommande® de faire un bon choix

petits incréments et de toujours préveir un nombre

Jamais &tre garantie

de liberte eleve.

départ, d’utiliser de
maximal dfitérations

pour éviter le déroulement indéfini du programme en cas de divergence.
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THEORIE DE LA STABILITE

CEHAPITRE III
THEORIE DE LA STABILITE

1- INTRODUCTION

La théorie élémentaira/dé la flexion enseigne que les
contraintes et les déformations éont Proportionelles aux charges
appligquass.

Le fait que cette condition soit reéalisdée suppose que la déformation de
la poutre n'affecte pas 1'action des charges. Par exemple, si la poutre

de la (fig 1.1.a) est soumise seulement & des charges telles que Fi1 et

Fz, la présence des petites déformations S1 et &2 et les legéres
différences aux points d'appliquation des forces auront un effet
negligeable sur les moments fléchissants et les efforts tranchants. 11

est donc possible d’effectuer les calculs de déformation, contraintes,
moments, etc... a partir de la forme initiale de la poutre. Dans ces
conditions et si la loi de HOOKE s’applique au matériau considere, les
deformations sont proportionnelles aux forces agissantes et le principe
de superposition s’'applique, c'est-4-dire que la déformation totale
stobtient en additionnant les déformations produites par les prises une
a une .

Il n'en est pas ainsi lorsque des forces normales et transversales sont
appliquees simultanément sur ta poutre (fig 1.1.b). Les moménts de
flexion, efforts tranchants, contraintes et deformations de la poutre ne
seront plus proportionnels'é la grandeur de 1la charge axiale. Leurs
valeurs dependeront de l1'importance des déformations produites et méme

des leégéres excentricités dans le point dfapplication de la c¢harge

axiale.

<2~ EQUILIBRE ELASTIQUE, STABLE ET INSTABLE :

Dans un systeéme se trouvant dans un état déforme,
1'équilibre entre les sollicitations extérieures et les efforts

@lastiques internes gu'elles suscitent peut non seulement étre stable,
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THEORIE DE LA STABILITE

mais aussi instable .

“

Un @equilibre élastique est stable si,\\quel gueswl’écart de 1'état
d'eéquilibre, le corps en déformation tend & revenir dans son état initial
lorsqu'on élimine l1'action extérieure qﬁi etait & l’origine de cette
perturbation de 1’&tat d’équilibre initial.

Par opposition, un équilibre est instable si, aprés suppression de la
sollicitatian extériéure il subsiste toujours une déformation et ce corps
en deformation ne rvevient pas dans son état initial.

entre ces deux états d'équilibre se trouve un état transitoire dit
critigue.

Lorsqu’un corps en déformation se trouve dans 17état critique, il est
dans un equilibre indifférent : il peut conserver 1la forme intiale ou
bien la perdre, poussé par une sollicitation toute petite gqu'elle =soit.
C'est-a-dire que pour cet état la position d’équilibre de la structure
n'est pas unique et que la structure pebt étre maintenue en équilibre
dans une autre configuration, sans augmentation de la charge (fig 2.1).

A
e —

}l L VL] 1 JAF
:I)\\‘“‘H-___pf’fffz
-
Rt ATII ’ HWL” TFIF7r7777

figure (2.1) deux configurations d'équilibre de la

| A

structure sous charge critique.

€1 l?'on considére une poutre droite soumise & lTaction de deux forces P
dfintensite egale et de sens opposes, dirigees suivant la fibre moyenne
rectiligne et A une sollicitation transversale S8 ayant pour effet de

déformer la fibre moyenne (fig 2.2) comme suit :

e}
O
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P
e
/
- [=1 |
Si la foce P est faible, aprés ,
suppréssion de la sollicitation P P
.—-—-.._..._.__........., ___________ [ PN
S la poutre retrouve sa forme
rectiligne gui est donc sa seule GZ
forme dféquilibre stable. figure(2.2)

51 la force P dépasse une certaine valeur Pec (charge critigquel) la poutre
reste déformee aprés suppression de la sollicitation S. Ceci est dg au
fait que l2 moment fléchissant dans une section quelconque £ n'est plus
nul en raison de l’ekcentricité du point de passage de la force P par
rapport au centre de gravité G de la section £ et que 1'intervention
de ce moment est suffisante pour maintenir .la poutre dans un état
deforme apreés la suppression de la sollicitation S.

Lorsque le chargement atteint sa valeur critique, ceci entraine

pratiquement un accroissement illimite des deformations et des

contraintes.

3- FORMULE D'EULER POUR LA DETERMINATION DE LA CHARGE CRITIQUE
D7UNE BARRE COMPRIMEE :

3.1- Formulation :

Nous allons etudier dans cette section la formule d'EULER qui donne la
charge critique. _
On supposera,dans ce qui‘SU&bles matériaux =~ parfaitement élastiques

et l'on admet qu'il n'y aura aucune tension dépassant la limite

proportionnelle.

Soit la poutre de la figure (3.1) soumise & une force axiale P
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|

i
q

L L
7

i

figure (3.1)

La charge critique est obtenue en déterminant la valeur de la charge
axiale qui causerait une large déformation latérale méme pour de ireés
faibles valeurs de la charge laterale,

Tant que la force P reste inférieure a la valeur critique, la barre est
simplement soumise 4 une compression axiale mais reste rectiligne.

Cette forme rectiligne de 1’éguilibre est stable, c'est-a-dire que =i
1’on applique une farce latérale et qu’il se produit une légeére flache,
cette dernidére disparait quand la force latérale cesse d'agir et la barre
redevient rectiligne. En augmentant graduellement P, on arrive a un é&tat
ol la forme rectiligne d’équilibrg devient instable et ol la fil&che
produite par une force laterale ne disparait plus, quand cette derniére
cesse dl'agir dans notre cas il s'agit du phénoméne de flambement.

La charge critique (ou charge d’EULER) est alors définie comme etant .a
charge axiale suffisante pour gque la barre conserve une forme légerement
féchie. Pour la poutre de la figure (3.1) d’inertie 1 et de module

dralasticite E, 1'équilibre des moments donne :
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\

d® d*
E I z ==~-M 2 EI Z = -Py (3.1)
dx dx
2
Y s Py, -0 (3.2)
2 E I
dx

La solution de cette équation différentielle est :

Yy = A sin J EPI- x + B cos J-—£~— x (3.3

E I

ol A et B sont des constantes d’integration,

Les conditions aux limites donnent :

y (x @) =9 s B =28 et y

A sin J EPI % (3.4

L)

> A=0 ou sin | EPI L =2 (3.5)

=Y A =0 ou J EPI L =nmn (n =0,1,2,3,...0

<
~~
X
]
M
4
¢
Bl
]
-
3
i
-
i
a

L "équation (3.4) montre que la courbure est sinuscidale.

_* S1i A =0 ou n =0 la défaormation est nulle.

* Si n =1 :

(3.6

T X

Y = A sin O

La forme de la courbe est une demi-siniscide (fig 3.3.a).
La charge donnée par l'équation (3.6) est la plus petite wvaleur de
charge P pour laquelle l'éguilibire stable n’existe pas.

Cette valeur est appelee " charge critique " ou " charge d’EULER ",
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P =4 n° ¢ E ! ) figure (3.3.hH)

2

L
y = A sin :x
L
¥ §i n =3 :
£ 1 ,

P =9 a° ¢ ) figure (3.3.c)

2

L

y = A sin fx

Le phéenomene &tudié précédemment peut &tre comparég au cas d'une bille
reposant sur une surface figure (3.4).

Dans la figure (fig 3.4.a), la bille repose sur une surface sphérique
concave. Cette bille est en équilibre car tout déplacement de la bille de
sa position d'eguilibre éléve le centre de gravité, c’est—-&-dire augmente
17¢énergie potentielle; dés que la cause de ce déplacement disparait, la
bille revient a sa position initiale.

Dans la figure (fig 3.4.h) ou la bille sur une surface convexe, un
déplacement abaisse le centre de graviteé et diminue 1'énergie potentielle
et la suppression de la cause du déplacement ne proveque pas le retour de
la bilie & sa position initiale (équilibre instablel.

Dans la figure (fig 3.4.¢), la bille repose sur un plan et un deplacement

ne modifie pas 1'énergie. Elle est en équilibre indifferent.

3.2- Influence des conditions de fixation des extrémites de 1a

barre sur la valeur de la force critique :

La charge critique wvarie avec les conditions d'appui, nous allons

discuter cette influence dans ce qui suit :
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a)- Barre avec une extrémite encastrée, l'autre &tant libre

Ce cas est schématisé dans la figure (fig 3.2.1).
La barre se trouve dans un état analogue & celui de la moitié d'une Garre
de leongueur L = 2 1 aux houts reposant sur des charnieéres (fig 3.1).

Cela signifie quand de ce cas :

p = AEL _m El _PE
4

(21>%

On peut deéfinir ici une longueur de flambement :

b))~ Barre aux deux extémités encastrées : (fig 3.2.2)

La partie centrale épousera la méme forme qu’une barre de longueur

L = 1/2 articuleée & ses deux bouts, c'est-a-dire :
2 2
Po = n EI _n E12 = 4 Pg
L* (1/2)
ol 1. = 1/2

¢)— Barre encastrée & un bout, l’'autre étant articulé : (fig 3.2.3)

C'est eéquivalent & une barre articulée & ses deux bouts de longueur

L =08.7 1.

2
p = T ET _ _E1 . 5055 pg
© L* (@.71>%
et dans ce cas la longueur de flambement sera : 1 =8.71

4- STABILITE DES PORTIQUES PLANS :
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4- STABILITE DES PORTIQUES PLANS

4.1- Introduction :

L'analyse d'une structure donnée se réduit généralement a la reésclation
d'un systeme C K 1 {4 U }=4F }.
Si ce systéme est lingaire =2t si € K 3 est définie positive alors [ kK 1
existe et est unigque, ainsi on déduit @

jut=tk1*LFY}
Par contre, si le systéme est non lindsivi ta matrice de rigidite est
modifide st dépend des paramétres du probléme. dans le cas etudie ica
[ K 1 dépend de { F }, on a donc :

CKCFYY Jul = {F}
Si les efforts sont connus, on peut déterminer tous les éleéments de
[K(FY] et le systeéme précédent admet une solubion unique.:

Juy = k17t R}
pourvu que la structure reste stable.
Al'équilibrehétable, cette solution n'est plus unique. Ce qui signifie
que la matrice (K(F)1 est la singulidre autrement dit que la rigidite de

la structure est nulle.

P

pon- &in
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Gul- BEtude numdrigque de la singularibtd:

deite principalesment deux méthodes prour la détermination de 1

Eherge wrd Uigue (o de 1o singularite)

a)— méthode du déetgrminant .

bi- méthode des valeurs propres et vecteurs propres

-

Mows allons dane ce gul sult expliciter ces deux meéthodes

a)= Méthoede du déterwinants

Let chargament {F} et incrémentd nar un coefficient A. D eust wne

R ihode pas-d-poas oo 1on vérifie & chague pas la singularite de
LECF) T A chague niveaw de chargement des itérations sont  faites
prwe btrouver les efforts non-lindaires exacts avant de  faire la
varitication de la singularité.,

On note Lol que la ﬁingularité correspond &l dinstabilitd de  toute
ouwod e partie de la structure.

ea matrice atant e dismension o ¥

=~

n, il existe n modes do
T ambsemant.

5

Donoe cetie mathode presente 1 inconvénient que =i 1% incrdment est
Groand on peut rater le prenier mode de flambement (celul  qui aous
Rabdressa comme oon le verra  par la sulte) . .Cette resargue ot

ernplicitds dans la figure (4.;.1). il faut donc uwtiliser un  petit

A e dme

Par vontire, ells presesnte 1 avs sntage de décrire le comportement  de
Paostructure a différents états de chargsment.
Cang cetie neéthode la matrice de rigidité peut @tre prise en un sewl
Ternge conme pour 17 édtude réalisde dans le present projet  (fonctions
de ostabkilité). 0w bien elle peut é&tfre prise comme somme de  degs
SRR o Gl Nt C

= [el ¢ matrice regroupant les termes  consbants

(matrlice dlastidque classigque).
- Lkal ¢ matrice géomebtrique regroupant les tsrmes non-
1

lindgaires gul sont Jonection de la force axiale
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(KW T {Ul = IFY s ['rKEJ Y [Kc]] fuy = {AF}

b)Y~ Méthode des valeurs propres et des vecteurs propres:

Flle consiste & trouver les valeurs propres et les vecteurs propro: o ia
matrice [K1.Alnsi le systéme qui nous intéresse se rédulit a la résor Jien

d'un autre systéme £qguivalent de la forme:

LAY {x} = « {x}

{x} et o étant respectivemant vecteur et valeur propres de [A).

H

% ¢ TAT - o CI1 ) Ix}
+  Det ( [Al - &« CLI1 )

15}
@

(4.2.0)

Si la structure est stable on & toutes les valeurs propres positive:n.

Si [Al est singulidre alors une des valeurs propres au moins est nullc.
LTinstabilite correspond & la prexiere valeur propre qui  s’annule
(premier mode de flambement).Souvent, on n'est interessé que par e node
(¢cotrairement & la vibration),

Cette méthode presente comme avantagé d'étre simple et économique cair il
suffit de trouver le premier mode de flambement qui ne nécessite qus: la
résolution de 1féquation (4.2.b). |

Mais elle a comme incovénient de ne pas décrire l1'état d& la structure

avant d’atteindre sa valeur critique.
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[—d
-

Elaboration de la matrics de rigidite avec of

L=y

S.1- Introductioqi

Nous allons donmesr 1Texpression ow la mairice oe rigidice
en tenant compte de l’effet de 1feffort noraal oens o Jormulation.
Deux cas s=se preésentent a nous :cet eiffort normal pout  Fiva ane
compression ou une traction, selon zusion

le cas ou o a wune expr
particuliére de cette matrice.

5.2- Formulation:

S5.2.1- P est une conpression:

y - U
-——mP—m-—-s I \ ) f{ . P

v

- i

o, |
_"—_—"—‘i‘" . ¥
T, L T'ﬁ
g

(fig 3-1)

Soit une poutre de longueur 1, doant les caraztevistigues gecaatriques
sont E, I at A.

On bloque le noeud 2 et on vrelBche le noeud

I
A 1’abscisse x, on a une déformation de Y.
a) Rotation 81:
S5i nous n’avions pas de force die compression (ou <. nous negligeons

son effet sur la matrice de rigiditéld,;, nous aurions

i

comme solution
pour ce systéme @

i L i
> E1 .
= PR —_—
Mfz L 1

El
Ctest-~a~-dire an posant : ¥ B
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M = 4i< 8
1 1
M = 2K @&
2 1
Moo Mz
Ti = mTz = i

L’ #&quation gouvernant le systéeme stant

-

2

<
=3

1
e
f
t
1
f

Y

d
d

B
m
-

Si 1'on tient compte de 1'effet P-4, les moments s’expriment diffaremment

en fonction de 61 car les foasieurs de proportionnalite ne sont nlus

canstants.

On introduit les facteu%rs nui expriment cette disproportionnalité.

La nouvelle formulation est donc :

04 :

S : Fonction de stabilité(exprime 1’effet de P sur .
C : Facteur de transmissicon(exprime l7effet du noeud !
sur l¢ noeud 2J. '

Ltéquation gouvernant le systéme &tant toujours

M '
Yo o [
Y TET i E1 Y M
oo M=Ms — Ta x + P Y
1y EI ¥!'' = - (M1 — Ta x + P Y )
P 1 ' . P 0 1
. 2 SR g - 4z
5 Y 4 = Y & ( Te % Mz
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Avant d'aller plus loin dans la démonstration définissons QUL ues

termes utiles pour la suite do ce développement théorique

P = n EI_
L.
I o
e - P
T[ —_—
@ T s I/ fol
pL?
on a donc i P = —
e El
ey L2
o ot B
2 EI._J
2
clest-ad-dire : -”.P = G
£l 'Lz

L'équation (1) devient donc :

2
2a T - Ma _ =
TR BN LV L R

Mz » Hi

cComme ! T = — O
2
s 1 ¢ M1 + Mz D
. rr — —_— —— '
on a donc Y + [ C““] Y £ [ . X Mi ]
c'est-a~dire : Y1 o+ o Y - F(x) Y 73

Comme w > @ cette équation différentielle admet comme solution :

Y = A sinfwx) + B cos( wx ) +-££§l“

w

1T
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(. ™
. [ 2a 2a Y} , 1 LY CMe+ Mz ) i
Y =A + B [ + i
=Y Sln[ n x] -co'shL~ xJ ET [ e L_ T ﬂf*j
— E
on a donc:! ¥ = A sin [ id x} + B cos[-éELx] + L {_1 Miimz = M| i
2ok | e
Les constantes d'intégration A et B seront détérmindes en tenant cosmgce
des conditions aux limites.
¥ pour x =08 on a Y =0 L B = Ms L
2
dak
* pour x =L on a Y = 8 ce gqui donne
A sin(2e0 + B cos(2a) + 1t =g
G0k
> A sinza + 2 h cosze + 2R =0
47K 40k
. A sin(2a +-—-E'~2 { M1 cos(2a) + Mz } =0
do K
. _ L cos(2a) Ma
® A= 2 [ M R T Sin (e ]
da Kk
_ L M2
3 A= - 2 [Mi cotg(2a) +~él—n—(~'i~a"—)-—]
dex k
Calculons & présent la derivée de Y {(rctation ) :
. aY  _ 2oA cgg[ﬂmg_x] _ 2aB Sln[~§9-x] ) Ma tgﬁi
dx L 4ok

Gl b elBThLL -
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* pour 1 % =L, on a g = & = 2 {car le nozud 2 est bloqué )
! P —Egﬁ— cos (2w} - 236 sin {2 4,_£Em;%£EL = 0

4o’k

Remplagons A &t B par leurs valeurs respectives :

L Mi cotg(2a) +—% 1| costzen -~ 22| Mil Sin {2
L 2 Sin (2a) L z
dor k da k
+ M1 + Mz = @
A K

_ - 1 . . .
Eliminons le ceoefficient [””??” qul est un factewr commun aux {rols
G w

termes, on aura ainsi

Mz

P | - —
2o [l%.cotg(ga) STR oW

] cos(2a) -2a Mi sin(20) + Ma Mz = 0

Mettons les termes en My aéparément :

M1 [—Za cotg (20} % cos(2a) - 2a sin(Za) + 1] + Mz [*QQ'EEEiza) + 1 J =@

sin (200
z . 2
cos”{2a) _ sin” {(2&) j -, C0s(2a) I
® Ma [ T T RS Y S 1] + M2 { Ty r ¥

2 .2 . . N

[cos (2ed+sin (2ol -~ sin(2o) cos(2a) sin(2a) 1

: -2¢ - z |- - + - = @
d Ml[ 2o 2 in (2w * sin(2a) ] * M‘[ 208 s1n (2a) sin{2a) i

1

Eliminons le e
sin{Za)

} y Oon aiuwra donc ¢

M1[—2a + Sin(2a)] + Mz ["2a coul{2a)  + 5in(2&)] =0

J
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i On sait que le facteur de trarsmission C a pour expression :

Mi
£ = .
Mx
On aura donc
c = 2o - a2
Sin(Zo) ~Zawe o (2a)
Nous rappelons ici gque : o =~g~\/

*#  pour x = @ wp B{8) = &4

2084 . Ma + Mz

B = 814
L 4o’k
=T EEA * Lzl rl‘11 COtg(ECAJ +~—;~§—;'-:*I—-(——2-“-j—-] +“m;—rji“ = 831
aci L = “ 4ok
. y _ 2t - 2
Y Mx[ 1 2a cotg(2a)} + M=z [ i ETRTS ] = 4ok
ar : M1 = C Mz
g 200 20 = sin{Za)
w M [1 e COL9(2a3]+[ 1~ = ] [ sin(Z2a) ~2adcos (200 ]
. z ’
(20 - sin(2a) 1] _ 2
> M [ 172 cotg(2e) = — T 35 TS In (200 —20%C 08 (350 7 ] = Bk
2
M1 . - _ _ 2o - 5in(2&)] - z
¥ SinZa [ sin(Zeo 2et cos(2a) Sin(20) ~2a¥cos ( 2a) Gk
N Ma [sin(2e)-2a cos(2a) 1*+[2a-sin (20037 s aeKos
¥ ein(Za) 5in{2a)—2a CoOn i)
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M4

or S * %o

4o sin(2a0] [s8in(2c) -2u cos(2a) ]

5 5 = -
[sin(Z2a) -2 cos(?m)ll - C2u~§in(2d)]z
-5 = 4 sin(2a0 [sin(2a)-2a cos(Zw) )
o {20-2a cos(2a)] {2sin(2a)-2a-2a cos(2a) 1
5 S o sin(za) {sin(2a)—2a cos(2a) ]
{1-cos(Za)] [sin(Za)~oa~a cas(Za) ]
e S = a sin(z2a) fsin(Zoa)o—cos{22a)]
sin{2a)—c~a cos(Za-cos(2m) sin{2a)+a cos(2Zal+a cosz(Qa)
e o 5in(2a) [sin(2a)-2a cos(2a)]
E-

ciniR2e) ~sin(2a0) cos{2a)+a cos? (2a) —a

cos{Za)

, 2
-7 ot srormrerer =
o [1 2o S TY G ] sin (2x)

Sin(2a) ~sin(2a) cos(Zoltat Ec052(2a)—1]
cr cosz(Em) -1 = - ;inz(Za)

& [1-2a cotg(2m)1 -in (2

sin(2e) [l-cos(2ail~a sin (260

a [1-2a cotg(2a)]

S Troy ¢ S
5151 (2
or it a : 1 - cos(2a) = 2 ﬁinz(a)
at sin(2a) = 2 sin{a) cos(a)
1 - cos(2a0
: = tgla)
donc : sin(Zod gie
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dfod 1fon tire :

a [1-2a cotg{2a)]

6]

t{ad ~ o

L'équilibre das moments par rapport au ncesud 2 nous donne les valaurs des

ziioris tranchants T et Tz :

- ML+ Mz Skat SCko1
e = =Tz = - = +
L L L
s Te= -Tz = SC1+C) -‘fwff—
Des ex; ssions équivalentws peuvent étre déterminéas quand 1'éxtrémite 1
est bloc e ot l'éxtrémité 2 tourne d'un angle 82z.

Il esy a remarquer que pour ohbtenir les forces et les moments totaux il
faut opéror une supérposition des effets lorsque 1'éxtémite 1 tourne d’un
angle 81 &, l'éxtémité 2 bloguée avec le cas ol 1'éxtrémite 2 touras d’un

angle &z gt 1'éxtrémitd 1 blogee.

bB)-Deplacements latzra:x

ian

On considére des déplacer snts latéraux (verticaux dans notre cas) Vi
de 1'éxtrémiteé 1 vers 17 ot Vz de 1Textriémite Z vers 27,

Pour le calcul des e=fforis dos & ce déplacement nous allons consideérer le
mouvement relatif (Wz-Vi) de 1’éxtrémité 2 par rapport a !'extrémite 1.
Car le mouvement se compose en deux ternes i .

* mouvement de corps rigide:

L'état de la barve 1-2 (&tat droit) vers l'etat 17-27 (état droit)

représenté en pointillés(fig 3-2). Ce mouvement ne crée pas de moment.

# rotation de (-f3):

Cette rotation se fait par vapport & la ligne en pointilles,

c'est ce mouvement qui va créer les moments Mi et Ma.

46
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Etant donne qu'on a 2 rotations dang les noesuds 1' et 2! (fig 3-2) le
rasultat final est la supdrposition de ces deux états (les mémes que

precedemment ).

Mouvement Mg Mz
mouvement de corps 3] 1)
rigide
rotation (-3 en 1! -8k3 -~SCkA
rotaltion (== en 27 ~8Cks3 —5kf3
totl ~S(1+0Okp3 ~S(1+CO K3

AV g = 8z = —f3

W
4 E
® (fig 3-2 o)

Nous avons done conmme rvrésultat s

Ms = Mz = —S(1+CYK3
or comme on a B==iEL{}§EQw (pptites déformations)
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Mg = — 20 1FE)K Vz -~ Vi )
i
o
Ma = — "“E-F:_)-i‘-— ( Vz = Vi)

tes efforts tranchants T1 et . seront aobtenues par éguilibre des moments

par rvapport au noeud 2 (fig 3~3::

Ti b — P (Mz = Ve) = Mo~ Mz = @
. T L = Mg + Mz + P ( Vz - V1)
5 Ti = Ma + ﬂi_ . p C V2 — Vi )
L.
- Ty = [‘ 28(&+L{Eﬂ + p ] ( Vz [ Vi ?
Donc 3

. i | P —
YL e = {h “S(i+p)k . P ) ( Yz - Vi)

q

L |

T . . ’
(fig 3-3)
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|

Comme on a M1 = Mz trouvons un facteur de proportionnaliteé entre M. et

Vi. Scit m ce facteur, cherchons l2 tel gu’il vérifie :

My = ™ L;Tz
¢ Va2 - V1)
- .
. . :_?_Mi_ . 2501+ Kk I
‘ LT [ 25(1+CIk Y (V2 — V1)
- - P L
(L J L
o o = 281+ k
= Z25(1+Cik - P L
. . P LZ
_or on salt que : L= — e
n El
wt p E1
=% P L = n
_ 25(1+C)k
B om =

25(14+0)k - - pk

D'cl 1'cn tire

28 1+
[11] =
25 (1+C) - n° p
Le facteur m est appelé @ " FONCTION DE STABILITE LATERALE ".
Nous avons ainsi s
Ty = =Tz = —__.g_s_.i.l__-tgl_ __,...k._.. { Ve — VY1 )
m 2
L
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THEORIE DE LA STABILITE

c)-Déplacements axlaux:

Nous négligeons ici 1'effet de la fliche sur la déformation axiale. Ainzl

l'expression de l'effort normal sera donc

_ En =ty
P o= —2— (U2 = Ui

Atnsi tous les éléments de la maivice de rigidté sont connus.

2.2- P est une traction:s (figure 3.4)

"l e

b
1]
|
i

L 4

T
C(fig 3~

L'éguation différentielle décrivant cette structure est :

4

v - [ Ea ] v - _Txx

Ainsi la solution est similaire A celle trouvée pour P compression
remplacant les expression en sinus par sinus hyperbolique et celles
cosinus par cosinus hyperbol ique.

Ainsi la fonction de stabilité a pour exprassiocn:

1-2y coth(2p)
thez) — 7

b0

e bR ReRdELlLL

en

en



THEORIE DE LA STABILITE

et le facteur de transmissicn:

2y - sinh(2y)

sinh{2y)

= 2y cosh(2y)

Aaved

r4

T [E——

5.3-RECAPITULATION:

1)-Effort normali

Pis

Nz =

2)-Effort tranchant:

a)l—effaort d@ & la rotation:

rotation &1

rotation &z

T

Tz

Ti

S(1+C) ‘IE"'" 61

‘ K
—SC11C)«t—~ i

~5C1+0) {-——-— Oz

k
S(1+C)-tf- &2

oI

- = e =
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br)-efliort dfd aux Jéplacemants latédraun:

Ty = _ 25i1-j~0;‘;< -p k { V2 — Vi 3
| ; J C
STy 40 5 -
Tz = [ Ah.llglﬁw P ( vz Vi1 )
L. ! L
3)~I*lomer:|"t_i
al)—moment oG & 1z rptatioﬁz
Me = Sl &1
rotaticon 61
Mz = STk
Mi = STk &z
rotation Gz
Mz = Gk @2
b)—moment dad aux deplacements lateéraux:
Mi = —SC14C)k — 2T VA
L
Me = -SC1+C)k vz o Ve
L
Posons
¢, =S
¢5 = 8 C
= (1 =
?, § D ¢32+ by 2 2 ¢,
¢i = 25 (1+C) - p o= 2 qbz - F e

i
a0t
03

. P v.. . b C
P T I o Y L N7 E T




THEORIE DE LA BTABILITE

Alnst les expressions deviennent:

1ID-Effort normal:

. = — - _..........,.‘ s
I\LA. i__ U 3 L_ U 2
Nz =- — 21 s +-—Etﬁ—— Uz

2)-Effort tranchants

rotation i : T =Bl I P Tz - Bl P 6Ba
: z 2 2 2
L L
rotation &z H Ts =-E£n- P G2 .o T2=;~—J§£- ¢ Oz
z 2 z Z
L L
déplacement Vi o2 Tz . ¢ Vi T:=%-~J§L—- @ Vi
& i 5 1
L L
déplacement Vz Ts 2*-E¥ sl Va Tz = Ef o) Va
. LH 4 La i
3)-Moment:
. ) El £l
. . - v - 2] 2 e
rotation @4 : Ms O ¢4 ¥ Mz O ¢3 a
X . EI . ' . o EI
roctation 6z : M1-~A7j- ¢3 =3 Mz - ¢4 Gz
déplacemant Vi Ma =—El— ¢ V1 Mz = £l ¢ Vi
L2 ¢ (2 2
' EI
deplascemnent Vi @ M1 = EL ¢ WV Mz == —~ ¢ Va2
R L< 2

On applique meintenant le principe de la supérposition pour trouver les

aefforts totaux:
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THEORIE DE LA STABILITE

F]

Y

Ta

Tz

M4

Mz

il

li

a)-Effort normal:

WY—-Effort tranchant:

- tiww- ¢1 Vi o+ E%%— @ 01 "<£i£: ¢3 Vz + ——Eéa—- =
L Tt L
T e S e e R
LEi Y La. L_ L

c)wMomentE

El EI £1

T iy — —_—r—
R ¢3 Vi + U f4 & 2 ¥, Vz + C ¢3 2]
€1 o1 £l N =
2 ¢2 Vi + “L:-" @3 a1 """""—; ¢2 Vz + "-'-"L—- ¢4 oz
L b
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THEORIE LE LA STABILITE

L7expressicon géndrale de la maebricr de rigidité avec

donce sous

-£A

P = & ou

la forme suiveainte:

i A ——ﬁ_
3 a C a
£l Bl ~1
=% 5 P @ ke
L L L *
El i li&.p & ;ﬂ§£.¢
L2 L < L2 ¢
' EA
-t - ™
-:?.,Im Py = i_" ¢, @ _”ILL A
L L
Cr EY ET
e e g @ — P,
L2 2 L 3 L2 2
51 1'eifat P-A est rndégligé on prend :
= 12
@, 1
¢, = 6
b, = 2
¢‘ = «}

Dot b Bk dal

effet P-A
@
=1
P
Lz Z
el
¢a
L
%]
-1
La ¢2
EI
¢4
L

Tecrira




THEORIE DE LA STARILITE

La matrice °K§ peut s'ecrire de la fagon suwivante :

|
o ' i Fid2
€3 = —_—— = ]
|
Fza | kz2
|

i 17on a une rotule en 1, clest-a-dire Ma=0 ce  gqui  mool e

les eléments de la matrice de rigiditeé

En o o
Elg
PH11Q = 0 — e 0
) L
i) ) 0]
%?L Iy! 0
Elg, ~Els_
Fi228 = 0 — p
L. L.
o ~tI¢5 EI¢%-
2
L. I
A 0 o
T~
~f i Ele
Eka28 = Ekz240 = O o~ 25
L. L
) Q) %)

Avec » | g, =801 ~C" )
I h = rh - -'r:'z ~
| *s ¥ =

56




THEDRIE DE LA STARILITE

Par contre. si  nous  avions une rotule  en

z lew wupressionsg

précédentes deviennent :

LI Q 0

E1d,

~EA
C
0

T m Frizal T 9]

Dans le .cas ol nous avohs des rotules en 1 et 2 seuwls las

Dy EA , : . e
eléements - restent et 1l nyva plus de fonctions de stabiliteé dans
la matrice de rigidite .

N
Donc le flambement des barres lingaires est indépendant de 17 eddort

i
Vs

axial . P

o7

RS TN

[
S
i M
|
. ' .
s ta .
I !
. i 1
- . | -1 b
. . . I
A e b o it
L . ' S
P s A
P ' e
H L
ot K i
\
e




THEORIE DE LA STABILITE

‘_ ‘ b= INFLUENCE DE LTEFFORT AXIAL SUR LES CHARGES NODALES
EGUIVALENTES: '

Charge uniforme q :

Ma q Mz
e / .
F ?’ ; F
f 7
l Ti=qlL /2 ' Tze=ql. /3
F
: F - M1 Te ¥ q
LI —

Y ET Y Y ET EY - *TET

gh. q
3 a F. —— 1 — . I
e [_I‘..T] “ET [”‘ — g ) =0

. - e [Ray - = [Lax
solution Y Fi blﬂE—E——] + B cos T ]

L g
* — [M1~ T ( L - )—qL.z)
do
Y = ¥ () = 0 .
a a
g L i L - 2
. A S @t B e [ 1———:L3L—£E-]
16 a K 16 ok o L
7 - ‘ [} L* € L2
YL) =0 2> M = “2 E1 -~ & cotg(e) 3 ——7— = # T
‘ o ol i | 7
valide pour toutes les valeurs de P en compression sauf pour Fos
ou F o= 1.
Dang le cas oo P = 0 ¢ F = ”2 ° 1~ a cotgh(a) &
ol
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DESCRIPTION DU PRUGRAMME REALISE

CHAPITRE IV
DESCRIFTION D) PROGREAMME REAL ISE

1-INTRODUCTICHN:

Dans ce chapitre nous  2llans raprendre la formulation
thécrigue exposds pracedamment, étudier les différentes phases
d€ caleul et trouver ure formulation adaptée au calcul informatigue.
Parawl les nosbreux choix s’'offrant dans la rasolution nous  avon .
selectionneé et développd ceux qui correspondalent le mieux & 1a
programmat ion informat ique.

Chaque étape du programns {(ou SCuarprogramme)  sera  commentées,  un
organigramme succingt sSera wnsuite Exposé et enfin nous donmnerons le
texte intégral du BSOUS—programne  correcpondant, nous commencerone
d’abord par le programme principal., .

Mais avant nous donnerons une description de toutes les variables do

Y Ggr amme.

2-DEGSCRIPTION DES VARIABLES:

* variables relatives aux nosuds:

NN s nombre de noeuds

X{1) i tableau des coordonndes horizontales des nocuds.
Y{i)l ! tablesu des coocvdonhndas verticales des nocuds.
IARPP (i) : tableaw des codes appuis:

~ vaut @ si le noeud est libre .

= vaut 1 si le noeud est un appui simple dans
sens X .

= vaut 2 =i le noeud est un appui simple dans 1e
sa2ns Y,

~ vaut 3 =i 1

B

noend est un appui double .

- vatt 4 s1 1

i

noeud est un encastrement



DESCRIFTION DU PROGRAMME REALISE

¥ variables ralatives aux bhurres:

(M7 ! nogibre do barres.

JOESCiy 0 tableaw des nowuds origines des barres.
JEIMCLD
SECT{1)
ATNECL)

tablean des noeuds fing des barres.

tabl 2au des sections des barres.

tableaw des inerties des barres.

EYOUNC1) : vableau des modules dfélasticite.
# variables relatives aux o wrges:
NC : nombre de charges.
IELECL) : tablcaw des num#ros des éléments chargés.
CHEACL) : tableau deu valeurs des charges.
IDIRC:D : tableau des codes directiona:
- vaul ! pour charge sur noeud direction X.
- vaul 2 pour chargs sur nooud divection Y.
- wvaut 3 pour couplte sﬁr noeud.
~ vaut 4 pour charge uniforme normale sur barre.
- vaut S pour charge uniforme perpendiculaire st r
barve.
Toutes ces variables seront Towr, “ws lors de 17introduction des

donneas.
Lors des différentes phasss de calcul nous aurons besoin des

variables zsuivantes @

ALCKRC1) : tableau des longueurs des barres.

ROT(2,1) : tableau des sinus et cosinus.

ﬁK(i,i) :  tableau des eléments de la matrice de
rigidité assemblée de la structure.

F&E{6,1) : tablecy des termes du vecteur charges dGes aux
charges sur los barrves,

FNC(3, i s+ tableau des tevrmes du vecteur forces sur les no2uds.
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PROGRAMME REALISE

DF(3, 1)
EFB(G, i)
DET

FGBCi

On trouvera sur le

programmes ol elles sont cuployess. Dlautres variaw. .S aroprss & chague

s

tableaauw dos

tableau des

L

valeurs des déplacements des nosuns,

valeurs des efforts wtnternes (N, T,

: valeur du déterminant.

stableauw des wvaleurs de 17eiforg novrmal

Ve |

(=1 itération.

(ta leau 1)

ces différentes wvariaples avec

programne seront employées et explicitées en temps copportun.

Enfin ,avant d'aborder 1o partie informatique nous allons faire une

remavode sur les unid

Dans notre cas seul

1MTunite de longueur

s deux types df

[

unites sont uwutilisdes gqui - sont

et celle de force.

On prendra comme unité de longueur le " METRE "et comme unité de

force le " MNEWTON "
Ainsi nous aurons a

unites gsuivantes o

exprimer les

— Fols VOIUmIQUEB. . v it ettt e Cen  N/M7».
- modulz d'elas

R 111 11112 T S =T A o D

différentes guantités dans les

. o
£ W ol T = L € =1 BT 2 X N

- déplacements. . it iiciientanncnnsnreaanalen M.

- forces conceEntyrdi . st taaaanaancensssnsasan N,

— forces uniforodment réparties.. .. .o (en N/MIL

la
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TABLEAU DES DIFFERENTES VARIABLES UTILISEES DANS LE PROGRAMME

~ programme .
variable INTRO ASSEMB FORCE RESOL EFFORT
EYQUNC(*) x x
X(¥)  Y(*) x x
TAPP (%) x X X
JDEB(%) JFINC®) X x x *
SECT(*) AINEC(*) X X
IELE (%)
CHA(®) x %
IDIRC*)
ALON (%) % % x
RUTQ*) ; x % *
AK(*) X %
FN(®O X v x
DP (%) % X
FB(*) ' X ' X
EFB(%) h x 3

tableau 1




DESCRIPTION DU PROGRAMME REALISE

3-FROGRAINE

SR INCIRAL

Le
que 1

Le

825

de 1o matrice de

deéeterminant devient

gtre positif ou négatif.Ces dusaines sont

dévoul ement du prograsme prend fin losqu'on atteint la singularivo

progranme réwl ee comprend des étapes de

appalse aUuX SOUS—HPOQY alais S,

rigidits.

Aul . Pour une itdratich donnee ce der

gxposes en (fig

A
DEY L &
Aeritiquse ) SET = @
DET > @
o dérlacaement ’

(fig 4-1)
Lte déterminant est nul guarnid 1tinstabilite ot
ctest-a~dire pour une charge limite gui corréspond a
critigue pour l17'irmstabilité,
Dans notre programme, ceci corvéspond & un Tacteur de
(variable dlam dans le prograasaa) ouil est la proportion
valeur de la charge intreduite et la valeur de 1la
1'itération considéré i

PL 1 pD

Lfrincréamentation

dans le programme) i est ltincrément de charge

P

H

G3

coicul

nier

4-1)

pa

ut

atteinte

la

charge
entre

charge

chargs

1.
&

c . fait par l'intermduiaire de la variasble AP (dinc

cotbte sinuularive ast atteinte lorsgue 1z

A
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Si le déterminant est positif nous n'avons paes encore atteint g

singulier et il fautv donc augmentor la charge . Ce qui cu
dans le programme & ( dlam = dlam + dinc ) aprés le test sur e
déEterminant.

Par contre 5711 est nbdgatif cecl veut dire que nous —rons déparsd

valeur singulidre et gue cette dorniére z=e trouve entre le point de
Miteration precédoente et le point prisent.

11 faut done chorcher dons cetts nlage longue de (dinc),

On prend d?abord le milieu de cet intérvaile en souscirayant (dinc/Z.

de (dlam).Ce~1 est exposd en (fig 4 23

chet <y
Al RO S
Ps .
———————— e Tl T 1 s i e dinc
)\i.—i f{:.______________ N SR
de.l; >0

. déplacement
(fig «-2)

remarguet 1 Taudra vendire (dinc) positif aprés cette dernisre
operation
car sincn au lieuw de sommer les 1ncrements o0 en soustraira.

L'exemple traiteé en (fig 4-3) explicite cetie reomarque:

AL __“_-ma_‘ ___________ —
Aroriti CRLLA | o7 o T Sn T e S b o i M v S S T e dinc/2 ding
Aiwd] 0 el -—---———---mml___
Ai—1 et e oy G bk Aw e Am L . e AR P e A R A . o o A | n
(fig 4-)
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Uescripiionn

du programme réaligad

51 17on ne TENd pas (dire)

Correspondant & Al ocar .

dlam({: ., ) =

ROrds viennent

s opd atigns

-
-
i

groedialiree

positif

Glam{isez) +

(=
& lﬂiam{L) -
diam{i;

le

ding (-,
TTTTETTT ¢ T o

dinc(i-a)

posi it ot

Gux diffdrentes subroutines pour effectuwe

Nouws faiscns feferguer Ici que le prasant progracme Lamparts 2 ot Lts
de Convergsnce - '

Toehnvergence de A vers Amiﬁqg@ Ui se  traguit par Ta
COnvergsnece du déterminant verg NECHE S T

ToeRhvergEnce , pour un A donne, ‘'de  chague effort vere | .=

certaine valaur limite
[F(L}_F(bw)] tend vers

Cr

fait remarquer Gue les  termes
(K]

Clent-—a~dirp et {F},

c'est~é—dire, Pour

zero lorsgque A tend vers

Connus

un certain effort F :

;\.c:r-&.tiqu@— .

du  systeme & L ==Tu TR UL

sonL tous fanction de l'etfort narmal, pour

Ui A donng, O le vecteur {U} (vecteur deplacemnant) est T incoim
au Eyﬁtéme, done la variatlon des eiforts depenyd exclusivement .-
la matrice [ et du  vescteur forces {P}- Qui  sont  tous  aeux
fonction de 1 effort normal [2fb(1,1) dans le Programme} aim-. i
pour gue les efforts senvergent 11 faut Gue  l'effart noemat

canverge . Donc il guffira de faire

test se fera

G

li

test sur 1'effort narmal . Le



Programme principal

debut

vers subroutine

ntixro
(:ntboductxon des
donneées)

dlan=0
dinc=1/d1
det=1

oui . non

det > 8 |

\/ dinc = dinc 7/ 2
|

dlam = dlam +dinc
{

dlan = dlam +dinc

dinc= abs{dinc) I

' wk = 1
‘ b } ]
vers subroutine
assamb
{assenblage de la
satrice de
rigiditéd

oui

ind = @ I

vers subroutine
O X e
calcul du
second
menbire)

vers subroutine
s ol
{résolution du
susteme
d’equations)

vers subroutine
effoxrt
{caleul des

";kﬂ ef for is internes)




ol

sxul = @ %
wovmr = 8§ :
2

W

F'rﬂ_‘.‘?ﬂ?mr'

Fufate

— 4
w = Fid{l, x5
w o= ow — egh{i)

£
z
fea
i
[
2
4
[
-
o
iy
.
L)
A S et I K 1 e

e [ 3151 d,ﬂ"‘#"f
P e p——— abzfdet))

a;gﬁ"

i3

FOR——

‘singularité

premowrs:s mmoniay
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en novme c'est-a—dire gqu'on verifie @

lafbflyi)“agb(i)|!

]! efb{l,1) ll
(Ce terme correspond & wk dans le progeramme).
OG egb (1) est [efforl naormal & 17 iveérabtics (i-1) .

La norme utilicete est la norme cariyd. i

L3
A ] =aad
irait

Donc le terme wk aura pour expression @

ni -
£ efodl, i) - egh(id }°
e Lwi R
wk = nb i s
T { efb(1,i) }
Led ]

4-INTRODUCTIOGN DES DOnMEES: subroutine INTRG 3

Dans ce sous-programme on intrvoduit les différentes variables qui
servirong dans lg calcul opdéré par le programme.
Ces variables doosvent &tro inclues dans un  fichier donndéss crde

preéalablemnent .

Les variables sont introduites dans le fichier de la maniére suivants
- le nombre de noeuds (nn).
— pour chaque ncoeud , on donne :

#* la cocordornnge X du nosud.

o6



DESCRIPTICK DU PROGRAMME REALISE

# la coordonnée Y du nowud.
®* le cude I&FP du noszud.
- l2 ncobxve do barres (nb).
- pour‘ch;qu@ Barre , on donne @
# upier o du noeud début de la barvre.
#= numgro du noewd fin de la harve;
# la section de la bavvo.
# ir'ingrtie di la barre.
% le module d'élssticité de la barve.
- l& nombre de charge (nc).
- pour chaque charge , on donne 3
= le nomévro de 1'&idment chargéd.
# le code de la charge.

* la valeur de la charge.

i

1'incrément de charge & prendre.

* 21 Ja valeur dJde 1Tincvément donnde est zero le programme

prendra cemma incrément (1 /7 Hz)r
- la valeur absolue limite & considérer pour le
déterminant lors dea la ConvVargence.
Car i'ordre de grandeur du déterminant varie avec la
dimmension de la structure pulisgue 1la

dimension de la mat, ice de rigidité est &gale & :

(3% ) 3¢ (3B i

S-ASSEMBLACT DE LA MNATRICE DE RIGIDITE: ( subroutine ASSEMB

Nous allons procéder & l1’assemblage de la matrice de rigidité. Pour
cela, il seva nécessaire de calculer la longueuwr de la barre
auparavant,

Les sinus et cosinus seront c¢alculés a partir des longueurs
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projetees Lx et Ly de la longusur de la barre sur lece axes glohaux

L
Fas

gt Y.Toutes ces variables sont exposées en (fig 4-47.

Yo find{il)

Y (jdeb(i}

ijdub (a0 TR I
L%

(fig 4-4)

bx = XCifini)) — X(jhad{iY
Ly = Y(jfin(id) = Y{(jdeb(i))

La longueur =sra donc

i

L = ALO D) (x)? +(Ly)?®

Les sinus et cosinus serant donc 3

Lx
GLOHCL)

it

cow (ol

Ly
ALONG

gin (ol

68
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proJjeteéss Lx 2t Ly de la longueur der la barre sur Ios axes globaux X

et Y.Toutes ces variables sont exposdes en (fig 4-4).

YO3fin i)

Y{jdeb{i)>

(K CGdeb (1)) X{JTindil
Lx
(fig 4-4)
Qu . :
Lx = X{ifin(i?) - X{(jbed(il)
Ly = Y(Jfin(id) - Y(judek{id)
La longueur sera donc

L = AL )

H
|
] ~
-N
&
Fant
A
b
>
I
i H

Les sinus et cosinuse seront donc @

Lx
Fesled = RGN

Ly
wonla) = S @®)
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TEA

o ;)
i I E1
ot T
L L.
EI 2L,
EL,  EL,
" 2 2z L 4
] &3
-E1 -1
% e
I izl
2 fﬁz - ¢3
[ L

~EA
L.

@

A

@
—E1
La 1'1
.:E£*¢_
L2 2
]
L
El
- 2 ¢2
L

Les termes ¢1' ¢z, ¢9 et ¢4 sont les fonctions de stabilite.

Gi l’on néglige lfeffet du second ordre Nous aurons i

L'expression de la matrice de rigidité dans le

donc 3

ot [R1 est la motrice vrotatbion dent 1’expression,

et p=sinlial,

2% .

% B8 5 6
1t H [ I
2 N Oy o=

2

repere

EKIa

tr1T [KI CR3

70

globtual

en notant A=cos (oo
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e P—
X L ] @ ] ]
-4 A 4 0] ] @
: ! (%

(R = ] @ i 4] i @
) @ 0 A i @

i & %] iy 2 A @

L] a 7 15 1

sur le cas o l7effet du seconu ordre est néglige la  matrice oo

rigiditeé dans le repére glosal [K1 sera o

Kza+pzb Apia—Apb - iiC ~Aza-p2h
_uz ain’i AC —r prati
2d $ic
h2a+y2b
SYH
oa 3
.. EA
3 C
1281
b a
L.
SElI
C I e 2
L
L
o F

T ﬁh@mﬁ%MM9

a1
e,

&
1

rC

pe

by
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Pour le cas ou l'effet du second ordre n'est Fas oneglige la mabtrics e

rigidite dans le repere global sera

S 7 e
k2a+pﬁ3 Auta—mpiy - i nh‘a~p2b . —Aptatd b ol ?
i
pza+h2b A ~Aua+l b *!? _Zb AL
2 Qc C=R e
!
R2a+pzb Aja—hub o 1
5™
L2 aen o ~he
d
cu :
=EA
fy = -i-gm ¥sl
L i
c = .E.;.._q{)z
L
d = El ¢;
L k
(29
[
L a

il existe deux méhodes principales pour 1'assemblage de la matrice
e rigidité

# Celle g consiste a définiv la matrice de rigidité &lémentaive

de chaque barv:> dans le repére lacal, sa matrice ratation et ’
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a 1’aide de subroutine permettant le produit et la somme des mair

it

on effectue les onérations citlas ci-dessus c’est-~a-dire »
. T L, ,
- produits : [Klae, = [RI. [K1, L[R]
. 1 T

(cette cidération demands de passer par les subroatines progast

8t Soit.. oo matrices 7.
n
~ somme 3 (Kle = ¥ [1la
i=4 -

ol ¢

[Kig est la matrice de rigidité de la structure danse le vojere
global.

[K?G; ect la matrice de rijidité de 1'Slément L

Cette metthode ect, quoigue la plucs nature}le, trés ondreuse car eile

contient beaucoups dfopédr=tions.

# Caelle qui consiste a introduire les 21 éléments supérieurs de
la matrice de rigidité de chagque ¢lément dans le repdére global .
Des boucles permettercons li commation de ces élémants pour donner la
matrice globale de la structure .Cette sommation ne donne quz Iie®
termes supérieurs de la matrice ,les autrves le reste étant détersineg

par symétrie (puisque la matvice de rigidité est symétrique ).

Nous avons cho: .i la deuxidme méthode qui a lTavantage de comporter

‘moins d'opérat ions et qui permet ainsi un  gain de temps lors de

lTexécution .

Cette subroutine comprend dong les étapes suivantes :

- calcul des caractéristigues geométriques ( longueurs, sinus at

Sasinus, lo gueurs projetees...etc)d.

- détérm. -ion des élémentw de la matrice de rigidite de chanue

élement avec sommation automatigue pour donner la matrice globale.
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Remarque sur la détérmination des fonctions de stabily oo

Lorsque 1’effort normal dans un “lément de la  sbtred i S

nul la matrice de rigiditd devient fonction de cet o:fort normal.

Cette dépendance se traduit par  kapparit ion v termes  dans
17 -5 R “tte matrice qu'on appele " FORCTIONS DE
STABILITE ".
Pour uneg barre donnés on a deux cas ¢

1- si 1'effort normal wast nul: la matrice de raio. it smYa Qb

aux termes constants ud ¢ a

—

¢ = 12

G B
toh
KV 1

2- si 1'effort normal n'est pas nul 1 et 14 on

D@ sur GedX O
a)— si 1'effort normal aust un effort de cospression

A

Les fonctiocns de st.hilited sont des taermes en  sinus ot

cosinus d’ol l7appel & une autre subroutine " ASS "qui calcule ces
sinus et cosinus.

BY- si 1?effart normal est uvun effort de taction

Dans ce c&s ces fonctions sont des QLqraes  &n ST

hypérboligque et cosinus hypeérboligua d’ol 17appel &2 la subrouiine

"

ASINM " qui c.licul ces termes.

Pour mettre en évidence la méthode d'assemblage exposés ci-dessus

nous donnens en (fig 4-3) l'expression de la matriuo de

2 rigidité
=t dans le repdre globai dont  les noeuds debut
“tPLN S ragpectivement i et j .
T4

Tyl e LA p
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Wwov, 8. u v a8
Lo b3
4] (4] 0 0 4]
4] X 0 X G
0 O o O O
o X ¢ X O
0 0 o 0 0
: (fig 4-3)
Comme les termes pour un noeud donne vont par trois (u, v et
. 1 .
- le terme en o correspond & la colonne (ou ligne ): 3.2
- le terme en A correspond 4 la colonne (ou ligne J: 51
- le terme en 8 correspond a4 la colonne ( ou ligne Y: @
' L8

Dans les pages gui suivent on va exposer l’organigramme et e

CE SOouUsS—programme.

(AT

Pes iy

ol



sous—programMme assemb

3

H
W

®*¥ nn

1

ak{i.,d) = B

J = Jd4 1+ 1

non

oui

noen

DKl

Jd
J4F

Jdeh{1i)

1finfid
H

ni1 = 3 ®» gd

i

nJg = 3 ¥ jf

]

alx = XCG£2-Xgdd
aly = ¥{(jFf)-¥{jgd>
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vers subroutine vers subroutine R I T
! T T A

AaAS s ‘ asinhkh '§ ! :;5 PN
(sn,es,tg,ctg) {sn,cs,tg,ctg) . : ::': '

| |
I .
ZC - 5N I

de=
sn — 2% ¥ ¢S

o €1 2o W tg)
tg - .«
] ]
fid = s
£iz - s{l+4dc)
£il 2fiz-ro
£i3 s #* dc

5=

a=Ef/L
b=filx*E}/L>
=fi2%E] /L2
d=fi4a»EI/L
i

rotd1,i)
rot(2,i)

©

T ¥
n u




{eajul des 21
élénments hauts




subroutine ass

donnee
o
£n = sin{2«)
cs = cos(2d)
cty = cotg(2«)
tg = tgl{«)
fin

subroutine asinh

donnee :
o

sn = sinh{2«)
cs = cosh{2«)
ctg = coth{2«)
ty = tanh{«)

fin
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' 6= CALCUL DU SECOND MEMBRE: ¢ subroutine FORCE )

P

La matrlce de rigidite assemblée‘, on arrive a la subroutine
qui calcule les éléments du second membre de ‘notre systéme d’equations,
C est-a d1re le vecteur force i S o
Ce derler se compose en fait de deux partles tun terme da aux forces
‘applxquées dxrectement aux noeuds et un terme da & celles appliquées sur
les barres. '
Nous avons ainsi cing possibilitéé de direction pour les charges
appliquées : -
- soit on a des charges sur noeuds et 1a on a trois cas d'apres 1a
valeur de la variable IDIR :
IDIR =1 : force direction X .
IDIR 2 : force direction VY .
IDIR = 3 : céuple .

remarque: les directions des forces sur les noeuds sont exprimées dans le

!

repere global de la strucure .

- soit on a des charges sur les barres et dans ce cas on se trouve
devant deux possibilités toujours d'aprés la valeur de la variable IDIR

IDIR = 4 force uniforme suivant 1'axe de la barre.
IDIR

5 force uniforme perpendiculaire & 1’axe de
la barre .

Les forces sur les barres sont exprimees relativement au repére local de

la barre .

Pour les charges sur les noeuds r €lles sont directement sommées avee leg

valeurs des termes du vecteur forces correspondants .

Alors que pour les charges sur les barres + ON  va d'abord calculer le

terme qui revient & chacun de ses noeuds extrémités avant de les inclure

dans le vecteur force .

Ainsi pour la force uniformément répartie suivant 1’axe de la barre [voir
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1

(fig 4—6)1=seuls les termes No et N+ sont mnon nuls et on obtient :
‘ S C

i Ne= - fx1 /2
Ne = - %1 /2
-¢ ) == ,;‘. 7 ¥ ——F -,-—nczgz <
L L N1
) {
(fig 4-6)

Dans‘le‘casiﬁ'une force uniformément répartie perpendiculairement & 17axe

de Ig‘barréftvoir (fig 4-731 on trouve :

Ta=~f %1/ 2 Mo =~ f % 1% 7 12
Ta= - f %1 /2 Moo=+ f % T /12
f

To I I Ta
' (fig 4-7»
Les termes dds aux charges sur les barres revenant aux noeuds serant

projetes dans}le'repére global et seront ensuite introduits dans le

terme FN ( vecteur forées ) I

L'organigramme et le listing de cette partie se trouvent sur les feuilles

suivantes.

7




subroutine force

deébut

ii:ll

Cdd =1 _L'

fnéjj,iid) = P

Jd = Jdd + 1

Fheji.ii) = @ l
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7- RESOLUTION DU SYSTEME: ¢ subroutine RESOL )

Arrivéé a ce stade des des calculs ol nous connaissons la
matrice de rigidité (K1 et le vecteur forces {F} , on ne peut réscudre le

systéme car la matrice de rigidité est une matrice singuliére (¢ la

singularité est une de s8s proprietés ) . Nous devons donc |,  avant
d’entamer la résclution proprement dite , imperativement enlever cetto
singularité en tenant compte des différentes conditions d’appuis , ce quz

signifie prendre en considération les appuis

Pour cela nous disposons du tableau IAPP qui nous permet de savoir i un
noeud est ou non appui et s’il l1’est quels sont les mouvements empichés |
Le but etant bien saQr d'éliminer de la résolution les termes ‘provenant
des noeuds appuis ( mouvements empéchés ) .

Il éxiste principalement trois méthodes pour le +traitement de ces

condition aux limites ?

1)- Méthode de partitionnement:

Dans cette méthode on pérmute les lignes et les
colonnes de fagon & assembler en téte du vecteur {U} les composantes
inconnues et en bas celles imposées ( par les conditions aux limites )

Le systéme s’écrit alors :

déplacements Lnconnus

K11 i Ka2 u = F. — forces connues

_ - L —_ - —

Kz1 -I Kzz U

U
-
|

forces inconnues

déplacements connusa

et 1'on fésoud-’ . [K1a] {0;} = {rt}

Cette méthode présente 1?'avantage de travailler avec un systeme
d'équations ré&duit .Mais elle est du point de vue informat ique

relativement compléxe car il faudra & chague pérmutation de lignes et du
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colonnes repérer 1’inconnue pour pouvoir lui reétablir ses veritables

indices aprés la résolution .

2)-Méthode du terme diagonal dominant:

‘ \DénsH cétte méthode on commence par assembler la
matrice de rigidite sans tenir compte des conditions aux limites .

Ensuite, pour un déplacgmeﬁt u, impose, on obére comme suit :

- on remplace le i:t=.n"mt'-:-'l‘:i-_L ( correpondant au mouvement empéche i )

par ¢ ku+ a ) ( o a est un nombre trés grand par exemple 10'° .

- on remplace le terme f, par Coau ) .

Et enfin on résoud normalement le systéme.

2)-Méthode du terme unité sur la diagonale:

‘ Cette méthode consiste a conserver la disposition de
la matricé, gbut en remplacant les lignes et les colonnes correspondant
aux déplacements nuls par des zeros en mettant toutefois wun 1 pour le
terme diagonal (afin d'éviter que la matrice ne soit singuliere ).

De méme, on placera un zero sur la ligne correspondante du vecteur force.
Ainsi si u, est 1'inconnue du déplacement , nous aurons & reésoudre sur
cette ligne :
)

I x uk

' L] -
drod uk

@ qui est bien le résultat espéré pour un appui.
De plus le terme u, n'intérviendra dans aucune autre équation '

compte-tenu de la colonne de zeros .Ceci est expose en (fig 4-8> .
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appui  —————3- o] (s o]

(=20 = I o T N - T I o
(o]
Q
o
=]

K F
(fig 4-8)

NMous avons choisi cette dérniére méthode car elle a l'avantége , Outre sa
simplicité , de ne pas bouleverser l'ordre de la matrice et de conserver
une signification directement interpreétable aux résultats obtenus .

Nous avons donc a résoudre le systéme lineaire d'équations :

K1 {U} = {U}

Nous allons employer la meéthode de résolution dite " METHODE DE
GAUSS " L.Elle consiste a exprimer successivement chacune des
inconnues en fonction des autres , puis remplacer dans les autres
equat ions cette inconnue par l'expression obtenue .

A

Ainsi on elimine & chaque fois wune inconnue Jjusgqu’a la derniére
. . ' ‘ ‘ ‘.J: L

equation qui fournie alors la premiére scolution P e
Celle-ci connue” , on 1'injecte dans l’avant;defﬁ;éfg équétion:'qui
fournie alors la deuxiéme solution , et ainsi de suite Jjusqu’a la
premiére eéquation . _ .
Nous allons expliciter cette formulation mathématique:

nous partons donc de la premiére équation :

,..
i} 3 il 3
a1z im
ry b
-
: ~
c c
e -
I 1l
- -
1Y

,..
-
-

T
™S
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Y N P AP #

on en déduit (si ku * 0 3.

1 n
Ve TX fi —_z kﬁ.ut
11 i=2
remplacons u; par cette valeur dans l'équation j ¢ j =2 , n ) .
n
nous avions : k. u + Bk, u =f . 3
i1 1 it i ]
i=2 ’
k,1 n n
i
s ~ + k =
nous obtenons " f1 . 5 kit u _E it u, f‘
11 1L=2 L=2
ou encore @ " th klj
k. - — = f - f
E ji k kii. ul. i l 1
iz2 11 14

Cette equation é&tant valable pour j = 2 jusqu’a n .
On continuera ensuite pour les lignes 2 , 3 jusqu'a n-—1 .
Ceci etant une triangularisation , on obtiendra alors :

k“; U= f; ¢ le signe ’ indique que les termes ont été modifiés par
les calculs successifgs ) .,
Ce qui donnera u_ par simple division , puis en reprenant l'éguation n-—1
Jusqu'a 1 nous déterminerons les valeurs u en utilisant 1la derniere

equation de la ligne 3

la}
k' u + Pk’ u = f!
1L v ° i) h] |
j=i+14

Remarques: - Nous avons vu que nous trouvions une solution A& condition

que les termes kL: soient non:nuls .

Si pour un terme on a : kt; = @ on cherche pour les lignes suivantes si
parm: les termes gui se frouvent,directement.au—déssous de celui-ci on a
un terme non nul . S5'il existe on opére une permutation des deux lignes,

ceci ne modifie pas l’ordre des variables mais il inverse le .signe du

detérminant
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la matrice est

51 tous les termes jusgu’a kt; sont nuls |, alors_ﬁ
dite singuliere et la sclution n’'existe pas .

= Arrive au niveau de la triangularisation et avant 1la
resolution , on calcule le detérminant qui est , & ce stade des calculs ,
le produit des éléments diagonaux.
Nous pouvons faire cette opération car 1’une des propriétés d'un

detérminant est qu’:
" on ne modifie pas un detérminant quand on ajoute A une ligne une
combinaison des autres lignes ". _ .
Or la triangularisation opérée précédemment consiste justement , comme il
est expose plus haut , & ajouter & une ligne une combinaison lindaire des

autres lignes.

En résumé la subroutine RESUOL travaille comme suit @

- injection du vecteur forces FN dans le vecteur F (F étant un
vecteur propre a RESQOL ).

- elimination des termes provenant des appuis (tenir cmpte des CAL).
triangularisation

—~ calcul du detérminant .

- calcul du premier résultat u_ .

— calcul des résultats v, & u ( U eétant un vecteur propre A&
RESOL.>

= transfert des résultats dans 1le vecteur DP (vecteurs des
deplacements nodaux ) .

L'organigramme complet et le listing de cette subroutine se trouvent sur

les feuwilles suivantes .
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Z = ak{i.Jq)
akdi,ddzak<11, )
ak{ll,j> = =z
J=Jd %1

non

z = F<C1)
£€i) = £C11)
£€11) = =z
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J = lpl
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' ak< Jdeid
£< )-f( j)—
- v " f a*f(:)l

ak(a,:)
a * ak(l.k)

ak(d.l) =8
J = 4+ 1

1 b=b

h—ak(q X) I

= det¥ak({i.,i)
i=zi+ 1
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Y 4

8-CALCUL DES EFFORTS INTERNES DANS LES BARRES: ( subroutine EFFORT

_Lelbut de .cette subroutine est de compléter les
résultats obtenus précédemment , qui sont donc les déplacements des
noeuds , en calculant ies efforts dans les barres .

Ces derniers seront calculés d’aprés la formulation développée dans lo

chapitre (méthode' de calcul par les matrices de rigidite ).

On ajoutera aux efforts sur les barres obtenus dans la subroutine FORCE

( qui sont les termes FB ) ceux das aux déplacements des noeuds début et

fin , exprimmés dans le repére lié & la barre .

On reménera les déplacements des noeuds au nceud fin , ¢e qul correspond

a4 fixer le noeud deébut .

Ceci n'a pas d'influence sur les calculs puisque ce qui 1intervient dans

les efforts dans les barres sont bien les déplacements relatifs des

extrémités et non les déplacements absolus . Ce qui revient a resoudre
CK11 {U} =‘{F}

ou {U} est le vecteur déplacements relatifs .

|
Ko | L1 Uo - Fo Uadéplacement du nowud
_ 4 _ début
1 Us:déplacement du noeud
Lo - | K1 U . Fa fin
Mais comme {Uol = @ nous aurons :
“. 1t [Fol = [L1] Us
L "LF1] = (K1) Us

(K1) étant fa matrice de la barre dans le repére local .

En résﬁmé voici comment travaille cette subroutine :
—.projection des déplacements de chagque noeud sur dans son  repére
. local .

- calcul des deplacements relatifs ( u{, v{,pi d
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{
£f8 - 8
£1 = @
Jd = 1
|
a = dopd.jj)
fFA=f@d+a f?k. ) ¥a
£255ak h.ﬂh’)*a!
[ L
Jd = JJd + 1 I

i

efb(k 1) = f& +
efbi{k,i)

efh(k+3.1} = I

efhi{k+3.i) + F1

fin I
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RESULTATS ET INTERPRETATIONS

| CHAPITRE V
- RESULTATS ET INTERPRETATIONS

1- INTRoDUCTION:fTTV'

Dana ce chapitre nous allons experlmenter le programae
réalisé sur des cas reels . E
Nous verrons d° abord dans 1l exemple 1 17allure générale que prend la
éourbe force-déplacement avec effet P-A .Ensuite, dans les exemplos
sulvants nous verréna les différents facteurs influencant 1o
stabilité . Nous tenterons de donner une interprétation des effctls
de chaque 'pa;amégre en étudiant 1la variation de la cour e
force-déplacement éy@c celle des dits paraméﬁpes
En abordant ce chapifre nous étions devant deux choix

- prendre une seule structure et étudier sur elle tous  le.o
facteura en ne faisant varier & chague foié que' le paramétra
souhaité , :

- prendre pour chaque é&tude une structure différente qul
agrandirai ainsi 1 horizon d application du programme et fournirai
rlus de cas & étudier mals empécherail de compgraitre leg effets  de
differents facteurs sur une wéme structure
Nous avons opté pour un choix 1ntermédia1re

- pour l étude des charges transversales, nous avons cholsl woe
structure a deux niveaux gui nous permettéit de wschématiser une
distribution des efforts transversaux . -

~ pour le' 'reste nous avons préféré pren@re une structure & un
niveaux qui eat plus simple
Lé‘présent chapitre se divise comme azuit

¥ exemple 1 : donne l17allure -générale de la Cour
force-déplacement avec effet P-4

¥ exemple 2 : étudie 1l effet des charges “transversales sur  Lla
courbe citée ci-dessus. '

* exemple 3 : étudie l’effet de 1 élancement




RESULTATES ET INTERFPRETATIONS

¥ exemple 4 1 étudie l'effel du degré d’ hyperstaticité

T

2- EXPERIMENTATION DU PROGRAMME :

2.1 Exempié 1y (Allure geénédrale : schéma 2.1

Aap 1Kp | } Ap" ]
N - = E = 2uxl0 p kita
o= 270 kN
: M2 i = 4 m
Lz = 3w
O o= qxlmaz 1 mz
T .1 T AT I = &.758x10 & '
r— ! Fao= 27 kN
schéma 2.1

Nous réalisoneg dang le présent exemple deux courbes

X la premiére étant caractérisée par :

a = 1

po=c1
1.00
1.00
1.00

Y
v
S

n

¥ la seconde par i

o = 2
= 2
wmof .00
w 1,335
= 1,353

h ¥R Ta’
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- RESULTATS ET INTERPRETATIONS

L L

Lés“réﬁulxatﬁ,da‘cat exemples sont illustrés en figures (2.1) a) et
b) .0n remargue en‘premiéF_liau aur la courbe de la figure (2.1.a))
que les deux caurbeé*mpﬁpér?enxhchacune'deux portions
- une_:ourbe:nnhgliﬁéaifétdémarfant du poiht o centre des aunes
- une'draite hq¢;zontéié qui  débute & . 1a fin de la courbs

précédente au 'qug;fde.:1équélle la . charge (représentée par le
‘coefficiénf L'pqu;“léquel Pi= XAi ¥ P ) est constante .
Nous remarquons qué‘ la projection de la droite sur 1 axe des
déplacements emt'baaucnupé:plus importanta que celle de la courbs
non—libéairel. Ce‘qgi veut dire que tout au long de cett droite orn a
de grands déplacements sans variation de charge . Cette 76 A L
nous mantre qu’'on a différents otats d édguilibre pour wne mnéns
chargement Ae et donc on & un équilibre instable .
Une autre remarque que 1‘'on peut faire sur la figure (2.1.0)) eul
que les deux courbes ne colncident pas, ce qui montre gue la
variation des différents élément géométrigque et de chargemant
influencé cette courbe .
Ce qui nous conduit & conclure que la non-linéarité et la  charge
critique Ac dépendent de plusieurs facteurs dont :
. - le degré d'hyperstaticite .

- l1'élancement .

- les charges transversales .

~ le module d'élasticited .

- la section et l'inertie .
Ce sont ces factaura‘qui determinent si la non~lindaritd el oo
n‘est pas accentude comme ils influent aussi sur la  valeur de  la
charge critique .
Nous allons-veir plus en détails, dans ce qui suit, 'effel de
quelques uns de ces facteurs sur la non-lindarité ainsi gue swur la

valeur de la charge critique .




RESULTATS ET INTERFRETATIONS

2.2~ Exemple 2: ( Influence des charges transversales

'h‘ - schéma 2.2 )

) - 2 ‘XF‘_‘ -] o AP B AR

v -

o lmj . | ;pl lm | ml

F

) 1 | e )

schéma 2.7

= 2x10°% wPa
= 270 kN
= Gui0 2 me

= &,78x10 % m?

L = 4 m

- D T m

‘ Lz = 3 m
Pour l'étude de 1’'effet des charges transversales nous considérons
le portique a deux niveaux du schéma (2.2) .
Nous allons considérer l'effet envisage pour deus cas de figures
pour =1 et ﬁmg -
Alnsl pour chagque cas cité plus haut on fait varier le cosfficient
des charges transversales o gqui prendra successivement Lrois
valeurs: o=0, o=0.1 et o=l .

Nous notons ici que la variation du coefficient f# (coefficient des
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RESBULTATS ET INTERFPRETATIONS

longheurs) n‘est réaliaée-ici que pour obtenir deux cas de figures
donc plus de dannées pour. cnmparer, l'effet o de  1l'é@lancement  élant
gtudié dans 1 axemple ﬁuivant .

Les figures (2.2.a) et L2, 2 ) correapondunt FE“puCLlVLmuﬂt A 3=1 ot
g2 . . -TJ: . . 3

Le tableau sulvant rébuma les résultats de cet gxemple 1

dans ce tableau naua dmnnerona dans chague cas (=1 et [(=2) 1a

valeur de la charge crlthue carrespandant & chague coefficient o
ainsi gqusa la variation relative de cebte charge en pourcentags, la
derniere valesur dﬁnﬁéa étant la variation totale c est-a-dire ontee
a=0 eﬁ a=1

. I 1 2
o Ae. ANc Ae AN
{4) (%)
0.0 J1 7.75
T.2% .2z
0.1 30 730
L. &7 bab&7
1.0 28 7.00
7.4608 .68
La premiére remargue gue 1'an‘fait du tableau précédent est gue les

variations relatives de la charge critique sont exactement les némes
pour les deux cas de figures .

Soit Af{a,l) la fonction donnant les valeurs de la charge oritiogue en
fonction des coefficients o et L .

D'apreés la remarque précédente nous avons i




RESULTATS ET INTERPRETATIONS

Alog ) - X(azQLt)  ; Mar,lz) ~ Aloz,Lz)

Alas,La) Aax,L2)
S l(azstS'l~ ez, L2)
. - ————e L ol ] e ———— T
® -% Ao, La) 335}_ oA (o, l2)

Aoz,L1)  _ A(oz,Lz) _ Alaz,Li) - Aloz,lz)

. X(an,g1) .pllqi,Lz} j‘K(at,Lz) - A{oa,l.2)
»> rk(az,Ll) - A{az,l.2) E_k(ou,Lz) ~ A{ou,l.a)
AN(owz,La) Aot lt)

Cette derniére égalifé montre gue la variation relative de la charge
critique en fonction de la longueur est elle aussi constante ce@  gue
nous verifierons dang le prochain exemple .

Ce qui montre qu'il y & une dépendance directe entre 1'effet des
charges transversales et 1'effet de l'élancement .

Avant de terminer cet exemple nous notons que plus a  auvgmente el
plus la-non~lindarité de la courhe est accentude et plus la charge

critique diminue .

2.3~ Exemple J:1 (Effet de 1'élancement)

MNous repranderops ici le méme schéma que celul de 1 exempla précéedent
en considérant aussi deux cas de figures @ o=0.l1 et o=l représontés
respectivement dans les figures -2.3,3) et (2.2.0) .

Pour chaque cas le coefficient 3 prendra deux valeurs 1 et 2 .

Le tablead suivant résume les résultats obtenus pour cet exempls

- in .1..1-(-'.)
e Ae Ahe A Arc
- (%) (%)
30.0 28,00
75 75
2 7.50 7.00 [
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- RESULTATS ET INTERPRETATIONS

-

Les Qafiatians relatives de la charge critique sont constantes e
qui confirme 1la Femarqua faite dans 1‘exemple précédent .

Il est A remarquer que pour o=0 nous avons aussi @

Ac(ﬁmi)=31 et " Ac(3=2)=7.75 e qui signifie que la variation

~relative de Ac eﬁ pourcentage est Alc = 75% ,c'est-ad-dire le neing
pourcentageque pour les deux autres cas .

On remarque dans les deux courbes que  la non-lindarité est [l
grande lorsqu on\ avgmente 3 . Et cette accentuation est plus
lmpmrtante qusE pour le cas des charges transversales car roi da

chargm critique d;mlnue des 2/3 de sa valedr initiale .

n"l\ X

’“'*Ce qui mantrﬂ qum 1 effet de l’'élancament sur la non-lindarite wt

ﬁur la valeur da Ia chargm critique est plus importante Glae  elud
d@s charges tranmvarsalec‘.

Ains; - élancement - augmente considérablement le B BT PRY=
d lnstabllité . ‘

2.4~ Exemple 4: (Effet du degré d' hyperstaticité -
schémas 2.4)

AP LR AR xpl lxp AP
AP1 ¥ ' A E T APy

schéma (2.4)
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RESULTATS ET INTERPRETATIONS

Naus allons considérer l'effet du degré d' hyperstaticité sur  la
la valeur de la charge critigque ainsi gue suwr 1 allure de la cowbe
farce-déplacement figure 2.4,

Notons que que pouwr les shémas a), b) et ) e Gzt
d'hyperstaticite M est d¢gal respectivement & 3 T, 2 et L .

Le tableau suivant donne les résultats: obtenus

H Ac lA;\c
(%}
= a2
41.46
< 43
58.3%3
1 20
75.61

la diminution de la charge critique dépasse les 2/% de la charge
initiale lmrsqﬁa H passe de 3 & 1 . Ce gui montre gque le degro
d’hyperstaticité a un grand effet sur la valeur de la charge
critigue .

On remarqgue enfin gue plus H diminue et plus la non-lindarité  cat
grande . C'eost donec un des effets: les plus  i;mportants  sur la

stabllité des structures .

S
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