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I-INTRODUCTION

L'extraction par fluides supercritiques est un procédé de
gséparation dans lequel le "solvant" est a une température et a

une presgicon supérileures a4 ces coordonnées critiques.

De plus, le véritable intérét des fluides supercritiques est
1ié¢ & 1'utilisation du dioxyde de carbone C(CO; dont les
coordonnées critiques (T°=31‘c,- P,=73.8 bér) permettent son
emploi & une température veisine de 1'ambiante et a des pressions
accéptables de 80 & 200 bar  Bon marché ét abondant, le (O,
présente en plus 1'avantage décisif d'éﬁre non toxigue, non
combustible et naturel .Ce sera donc un solvant de choix pour les
applications dans les industries alimentaires, pharmaceutiques,
cosmétologiques, . . ., ol l'extraction et .le fractionnement des
moléculés doivent &tre réalisés a des températures aussi proches
gue possible de 1'ambiante pour éviter la dégradation thermique,
et exiéent l1‘élimination de toute trace de solvant chimique aont

l'innocuité est toujours sujette a caution. [1]

Ainsi de nombreux érocédés d'extraction par fluides
supercritiques ont éteé réalisés 4 1'échelle laboratoire ou semi-
industrielle. Cependant, la généralisation de 1l'extraction par
fluides supercrjtiques se heurte & des problémes d'crdres

economique et théorique.



En ‘effet, les installations' hauies pressions sont fort
onéreuses.Par ailleurs, la mise en ceuvre de modeéles
thermodinamiques et mathématigues qui permettent de prévoir les
équilibres de phases en présence d'un fluide supercritique,est
des plus ardues. De nombreux.travaux de recherches allant'dans

ce sens sont en cours de par le monde.

Pendant cétte derniere décennie, le calcul des, procédés
chimiques a c¢onpu un développement gpectaculaire (grace a
l'utilisation des.microordinateurs puisgantd. Ainsi, en est-1l
rééulté la parution de nombreux travaux décrivant les techniques
d}informatiqﬁe pour le calcul des procédés de séparation, comme

la distillation, 1‘'absorption. et |'extraction.

Cependant, ces trévaux ne traitent que de bilans thermiques
et bilans matiéres; les éguilibres de phases nécessaires étant-
généralement supposés connus. Il reste qué de tels éguilibres
sont souvent méconnus, du moins dans les conditions particuliéres
d'eﬁploi des fluidés supercritiques. Aussi, est-1il nécessaire de
les éstimer de manidre aussi précise QUe possible, a partir de
quelques résultats expérimentaux disponibles et ce, gquelle que
-goit leur nature. [2]

Lo

Dans ce travial, nous présenterons u){e méthode d'éstimation
rapide, éfficace et thermodinamiquement cohérente deé équilibres
de phaseé.'en présence d'uﬁ solvant supercritique.[ﬂ%]

Il convient donc tout d'abord de définir ce qu'est un fluide

gupercritique.



DEFINITION D'UN FLUIDE SUPERCRITIQUE (3]

Leg corps purs présentent un état dit '"critique'", alors

gqu'ils peuvent se trouver sous formes liquide et gazeuse & une
température et a une pression inférieures & la température“T;'et
4 la pression "P," critiqués; une seuie phase éxiste lorgsque la
pression et la température sont supérieures & ces coordonnées

critiques. lLe fluide est aleors dit supercritique.

Les figures (1) et (2) présentent les courbes d'équilibre
classiques relatives a un corps pur. On comprend dés lors, a
l'aide de ces figures, 1'intérét dxutiliser les fluides dans leur
état supercritique. En effet, de par leur mase volumique élevée,
ils se comportent comme d'éxcellents solvants, alors qu'dprés une
détente isotherme, 1ls ne présentent plus qu'un pouvoir solvant
guasiment nul, redevenant des gaz classiques avecjde faibles
masses volumigues. Dés lors, il est aise¢ d'observer que la
séparation solvant—extrait sera béaucoup plus simple qu'aQec ﬁn

soclvant liquide élassique.



pt

Figure 1

figures (1) et (2): diagrammes de de phase pour un coOrps pur

P, : pression critique T, : température critigue
C : point critique _ P : masse volumique réduite

P, : pression réduite P/P, T, : température réduite T/T,
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IT-NOTIONS THERMODYNAMIQUES DE BASE

L'extraction comme toute autre opération unitaire de
séparation nécessite la présence d'au moins deux phases de

composition différente en équilibre.

L'équilibre et la composition de ces phases dépend de
plusieurs-vafiables telles que la température, la pression,la
nature chimique et la concentration des substances dans le

meélange.

De ce fait le but de la thermodynamique des éguilibres de
phasé egst d'établir les relations mathématiques entre différentes
propriétés, en particulier la température, l!a pression et la

composition pour préveoir les éguilibres ou encore les décrire.

Ainsi, la thermodynamique des équilibres de phases est un
sujet d'importance fondamentale pour bon nombre de sciences aussi
bien physigues que biologiques. Afin d'envisager une extraction
par les fluides supercritiques, la connaissance des équilibres

de phases demeure d'une importance toute augssil capitale.

Ces 'données d'équilibre peuvent é&tre obtenues de deux
maﬁiéres |
- soit expérimentalement, en établissant des diagrammes
d'équilibre mais Cela s'avére p}us cofiteux d'une part, et d'autre
part,ll‘information obtenue est plutdt d'ordre gualitatif 4t a

la discontinuité des'points d'équilibres expérimentésﬁ

5



- gsoit par les modéles mathématiques, méthode plus rapide et plus
économique; cependant, 1'information obtenue est moins fiable que

celle expérimentale.

Aussi, la méthode la plus recommandée consiste & conjuguer
l'expérience &4 la théorie, autrement dit, corréler les données

expérimentales par leg équations appropriédgeg. (4]
Mais auparavant, rappelons quelgues définitions de base.

II.A~DEFINITIONS
IT.A.1-LE PbTENTIEL CHIMIQUE,(#J

Le potentiel chimique (g,) esf la graﬁdeur molaire partielle
relative & la grandeur thermodynamique extensive (G) ou enthalpie

libre de Gibbs [5] et s'écrit

e = ( G/ nydrra = g, (IT.1)
avec
| G: enthalpie libre de Gibbs du mélange
n,:nombre de moles du constitpant'i
T: température du meélange
P: pression du'mélange‘
g,: enthalpile libre molaire partielle du constituant 1 dans
le mélange ou encore grandeur spécifiqﬁe molaire partielle -

relative a (G).



Le potentiel chimique peut é&tre considéré comme le facteur de
tension qui reégle les variations de compositions.

La notion de potentiel chimique est essentielle, car elle permet
d'évaluer la "force" gui pousse la matiére & passer d‘une phase

4 une autre.
IT.A.2-LA FUGACITE (f)

Introduite par Lewis,_la fugacité f est une grandeur dérivee
du potentiel chimique:; elle exprime la tendance d'un soluté a

g 'échapper d'une solution.

La fugacité f d'un corps pur [5] est définie par la relation:

dg, = RT dlnf (I1.2)

avec (gr : énergie molaire libre & température T
R : constante des gaz parfaits

T : température

Tout En gardant les mémes propriétés fondamentales qgque le
potentieél chimique, la fugacité f présente 1'aventage d'avoir la
dimension d'une pression en phase vapeur et celle d'une tension

de vapeur en phase liquide.



II.A.3~ LE COEFFICIENT DE FUGACITE (&)

Le coefficient de fugacité noté (¢,) d'un constituant i [3]
est définie comme étant le rapport entre la fugacité du

constituant i en phase vapeur et sa pression partielle

P, = P.Y,
fiv(Tr Pr Yi)
= ' - (1I1.3
¢, P, )
avec
&, coefficient de fugacité du constituant 1 en phase
vapeur
£, : fugacité du constituant i en phase vapeur
P : pression totale du meélange
T : température de mélange
Y, . fraction molaire du constituant i dans la phase vapeur,

Les équaticns d‘etat permettent d'établir la'relation entre la
fugacité d'un constituant dans une phase donnée et les propriétés

de cette dernieére.
IT.A.4- ACTIVITE D'UN CONSTITUANT (a,)

L'activité a, d‘un constituant i est définie comme étant le
rapport de la fugacité f, du constituant i dans le mélaﬁge, a la
température T et & la pression P du mélange, et de sa fugacité

prise dans un etat de référence donné f,(réf).[6]

F (T, P)

a; = ———
1= F(reP (I1.4)



\

a partir'des équations (II.3) et (I1.4) decoule I1'expression
suivante de 1'enthalpie libre molaire partielle g, du constituant

i dans le mélahge[ﬁ].
g; = gy{ref) +RT 1n{a;) (I1.5)

avec
gs : enthalpie libre molaire 7
g,(ref) : enthalpie libre molaire partielle a l1'état de
référence.
.R : constante des gaz parfaits.
T : temﬁéraﬁure‘de mélange.
a; : activité du constituant i
L'on remarqguera gqu'a pressiocn et température constantes, le choix
de 1'état de référence peut porter sur le corps pur stable ou le
corps pur dans le méme état qﬁeAla solution ou bien, sur le corps

pris dans un €tat de dilution infinie.

II.A.5- COEFFICIENT D'ACTIVITE D'UN CONSTITUANT (¥4}

Le coefficient d'activité d'un constituant 1 noté Y, est
défini comme étant le rapport de l'activite a; & la fraction
molalire x, du constituant i1 dans la phase liquide.Ce coefficient

- permet d'évaluer les déviations par rapport a 1'idéalité [6]:

a;

Yi & 35 , (I1.6)

avec:
Y. : coefficient d'activité du constituant i dans la

phase ligquide.




a;, : activité du cons£ituant i.

x; : fraction molaire du constituant i dans la phase liqﬁide.
Il est possible également de démontrerr[6] que Y: s'écrit en
fonction des fugacités f, et f£,”*f gelon la relation:

Fi(Tl P!x;[)
xi FIICI(T: Prx_i)

Yi = (I1.7)

ou f; désigne la fugacité du constituant i dans le mélange & la
température T et & la pression P du mélange, et f,"*" la fugacité
du méme constituant 1 dans le mélange dans un état de référence

a4 température T et presgsion P du mélange.
. IT.A.6— RELATION DE GIBBS-DUHEM

Dans un mélange les coefficients d'activité ¥, ne sont pas
indépendants, mais ils sont reliés par 1'équation différentielle

suivante [7]
dln | dln
x_t("?;“,}"‘t‘)rrpzx-f<1x_:i)r’p (IIB)

En pratique, cétte.équation g'exprime mieux, a travers le concept
de 1'enthalpie d'excés, par l'équation de Gibbs-Duhem, celle-ci

g'écrit pour un mélange & 1 constituants [7]:

n
z:xi dlny, = 0 | (I1.9)
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II.B- CONDITION D'EQUILIBRE ENTRE PHASES.

Le calcul .des équilires entre phases de systemes &
constituants multiples est basé sur le concept de potentiel
chimique 4y, . Gibbs démontra (8] gqu'a 1'équilibre, les
poténtiels chimiques de chaque congtituant sont, comme 1la
température gt la pression, égaux dans toutes les phases en

présence _Aingi & 1'équilibre on écrira

Wy =l (i=1,2,....,n) (I1.10)

Cependant dans la pratique, les fugacités sont préférentiellement
utilisées et les conditions d'équilibre entre deux 'phases

s'dcrivent donc

£ = g/® o {1=1,2,....,m (II.11)

o £, désigne la fugacité du constituant i dans la phase j.

En explicitant les fugacités d'un constituant i dans chacune
desg ' phases, il est possible d'atteindre le coefficient
d'équilibre K, entre phases. Prenons 1'exemple d'un équilibre

ligquide-vapeur.

. La fugacité d'un constituant i dans la phase vapeur g'écrit ([8]:

£V = Py dY (II.12)

ol &,' est le coefficient de fugacite.

En désignant par @, le coefficient de fugacité du’

constituant 1 pur liquide a la'pression P et la température T

de mélange (état de référence), et par ¥, le coefficient

11



~d'activité de ce méme constituantidans le mélange 1 'éxpression

de fugacité liquide de i pourra s'écrire comme suit [8]

i = Py, x4} (I1.13)

A l'équilibre, 1'égalité des fugacités

Py 7 = Pyix,b; (I1.14)

conduira & la relation donnant le coefficient d'équilibre K,

- Y1 _ 71¢; ' ‘
Ki_'}: 'T}’ | (IT.15)

Il reste gque le terme défini comme coefficient de fugacité du
corps pur liquide ®,", & la température T et & la pression P du
mélange. peut se calculer a 1'aide de la relation suivante [B]1:

Vit (P-Pf)

] (I1.16)
RT

b7 = Pi¢I’expl

ou P,* désigne la tension de vapeur du constituant i, &, le
coefficient de fugacité du constituant i pur & la saturation,et
V,"" le volume du constituant i pur.liquide a la température T

et pression P du mélange.
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Le facteur

P
1 .L
GXP[—REIIV_{ dpP]
2f

est appelé corrélation de POYINTING

En admettant que'la phase liquide soit incompressible, et en
substituant 1'éxpregsion de ¢,° dans 1'égquation prédédante
(II.15), le coefficient d'équilibre K, s'écrira.:

v (p-pf)
Ps -ae i 1
K, - YiProsexpl——pr—) (11.17)

&1

Rappelons & présent, comment déterminer les fugacités, avant
de les utiliser dans le cas d'équilibre liquide-vapeur haute

pression.
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II.

II.C.1- en phase vapeur

C- CALCUL DES FUGACITES

+

Le calculrporte en fait sur le coefficient de fugacite.

A température constante T, nous pouvong écrire [8]

Et

En

En

ou

- 51

de

la

dgy = vdp = RTdlnf (I1.17)
dans le cas du gaz parfait

dg' = v'dp = RTd1lnP ~ (11.18)

retranchant membre &4 membre ces deux équations, il vient gue:
d (g-g*) = (v-v*)dp = RTdLnT‘; (IT.19)

intégrant entre 0 et P, nous obtenons

giT,P) - g"(T,P) = 'RTLn% =f0"(v—v-)dp. (IT.20)
encore
- ? v .
£ - P.exp'[fo Y- dp] (IT.21)

le cdmportement'du fluide réel est exprimé a4 1'aide du facteur
compressibilité Z, les équations qui précédent se mettent sous

forme [6]

_t? .. .\ dp
Ln -fo (z-1) £ (II.22)

LIGY
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Or, le facteur de compressibilité Z est généralement inférieur
& un dans un trés large intervalle de pressicn, il en est donc

de méme pour le coefficient de fugacité f/p.

I1.C.2- En phase liquide.

En raison de la définition méme de la fugacité, pour un

équilire liquide-vapeur on écrira (B8]

g¥=g"™ ou fL8= fve (I1.23)

tenant compte de la relation (II.22), la relation (II.23)

devient:

8 - Fv6 = f£L8 - pa_ ps vV-v* .
fe=f f exp[fo e (II.25)

Si la pression P est supérieure & la tension de vapeur P®*, le
liquide n'‘est plus en équilibre avec sa vapeur, qui du reste,

n'est pas stable dans ces conditions, et 1l'on pourra écrire

ny - vidp '
(dLnf?®) . BT ‘ (II.26)

En intégrant cette relation entre la tension de vapeur (P®) et la

pression P considérée, on aura

15



L _¢8 ? vidp
f 'f .exp[f” BT } (I1.27) |

Ou f" désigne la fugacité du corps a 1'égquilibre, c'est a dire

sous la pression P®.

En reprenant 1'expression (II.25) on peut écrire

L= na P yV-yr P yldp
£ je! .exp[f‘J T dP].exp[fp‘ RT ] (1I1.28)

Comme le liquide est incompressible [8]
L -}
L=pe exp V- B-P7) .
F exp BT (I1.29)

certains éuteurs. rapportent la fugacité des liquides & une
pression de référence, égale a zéro par exemple, en écrivant

1'expression (I1.21) sous la forme

(£%) g = p.explf” ‘Vv“;;,) “Vdp) (II.30)
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II.D - DIAGRAMMES DE PHASES AYANT UN CONSTITUANT A L'ETAT

SUPERCRITIQUE. (4]

Il est indéniable que la conception ou la mise en oeuvre
d'un procédé de géparation exige la connaissance du diagramme de

phases du systéme considéré.

Concernant 1'extraction par les fluides supercritiques,
ceci dépend de notre capacité et habilité & interpréter les

informations expérimentales obtenues au laboratoire

Evidemment, pour 1'extraction avec les fluides
supercritiques les régions les plus importantes du diagramme (P~
T-X) sont les régions ol deux ou plusieurs phases

. coexigstent
DIAGRAMMES DE PHASES PQUR LES MELANGES TERNAIRES

Malheuresement, le nombre de diagrammes de phages ternaires
rapportés par la littérature et dont 1l'un des composés est un
fluide supercritique, est insuffisant relativement aux diagrammes

- de phases ternaires étudiés aux basses pressions.
Ils ont été classés en trois types : cette classification est

basée sur 1'apparition de fégions liquide - liquide (LLV) dans un

mélange ternaire.
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* TYfE I (ex. : ethanol-eau-co,)

. Le comportement des phases dans un systéme de type I est
illustré dans la figure (3]. Les trois diagrammes de cette figure
représentent les mélanges & une températufe fixe légéremént

Supérieure & la température critique de 1'éthylane.

La caractéristique fondamentale’des diagrammes de phases
ternaires de type I est 1'absence de régions d'immiscibilité

liquide -~ liquide - vapeur (LLV) .

Pour le systéme de type I : eau - matiere organique -
éthyléne (figure [3]), on constate que 1'eau et 1‘'éthyleéne
demeurent cqmplétement immiscibile quelque soit la pression
Cependant, & mesure que cette derniére augmente, la solubilité de
la matiére organique dans 1'éthyléne s'affirme encore plus pour

qu'ils deviennent enfin miscibles en toutes proportions

VHLO ©) C S |'|.1

(@)

Fgure[3_] ¢ Dingrommes dea phases olea 5y s bémes ternaires de bpex.
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* TYPE II (ex. : n-propanol - eau - éthyléne)

A pression atmosphérique, le comportement des phases
illustré dans la figure [4.a],‘est exactement similailre & celui
décrit pour le type I. Cependant lorsqu”én augmente la pression.
a Pa, légéremenf en dessous de la pression critique de
1'é6thyléne, une fééion de miscibjlité .des constituants du
ternaire apparafit formant ainsﬁ deux régions; une région 1iquide
- liquide (LL), et une région liquide ~ liquide - vapeur (LLV).
Notons que souvent, les lignes déliﬁitant la région LL, sont
paralleles & 1l'axe eau ~ matiére organique et gque dans ce cas la
sélectivité prend des valeurs trés superieures & 1.0 ce
qu'indique gu'une trés bonne séparation du composé organique de
1'eau peut é&tre réalisée dans ces conditions. A 1'intérieur de
la fégioh (LLV),‘la composition des trois phases en équilibre est
invariante. Lorsque la pression augmente davantage (figure
{4.c])., les régibns LL et LLV s'étendent éonsidérablement
augmentqnt ainsi les valeurs de la sélectivité. Quand la pression
devient encore plus grande, le comporteméﬁt redevient identique
4 celui du type I [ & la méme pression comme 1l‘indique la figure

{4.41 1.

De nombreux syst&mes ont été étudiés de ce type et rapportés
dans la littérature notamment par Paulaitis Kander et Di Andreth

1984
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* TYPE II1

La caractériétique fondamentale du systéme du typé ITI
réside dansg le fait que la région -de miscibilité des trois
constituants réncontfe l1'axe du binaire eau - compésé organique.
A pression atmosphédrique, le mélange binaire eau - -composé
organique montre déja une région d'immiscibilité (LL) (voir
figure [5.a]) d'ou une trés large région‘ LLV dans ce type de
diagramme. Lorsgque la presgsion augmente, la région LL sau -
composé organique s'étend (voir figure [5.bl) davantage; quand
elle dépasse la pression critique du binaire éthyléné - composé
organique il n'y aura'qu'une seule courbe de solubilitéd liquide -
fluide. Cette courbe de golubilité coupe 1'axe eau - composé

organique en deux lieux comme indiqué sur la figure [5.c].

F-‘_ﬁurc L_{.J: Dia_jrumm.:. Jde Pl’m-"" J'un systi-m. bernaire oo ‘jf’e' ur .
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II.E- L'EQUILIBRE LIQUIDE-VAPEUR HAUTE PRESSION A PARTIR D'UNE

EQUATION D'ETAT.

Le concept d'activité et coefficient d'activité est
trés important dans le domaine des équilibres liquide-vapeur.
Cependant il est possible de s'en passer lorsqu'une éqguation

d'état décrit les deux phases vapeur et liguide en mé&me temps.

'L'application d'une éguation d'état pour le calcul des
équilibres liquide-vapeur fut introduite dés la fin du ciecle

dernier par VAN DER WAALS en 1873.

Soit une équation d'état de la forme

P=f(T,.V: , Do , Na , ....) (I1.31)

avec : Vi : volume total occupé par n, moles du constituantl, n;

moles du constituant 2.

Supposons que f décrive aussi bien la phase liquide que la phase
vapeur, la fugaCité f," du composé 1 dans la phase vapeur pourra
s'écrire [9]:

-, OF

v_ " _ RT _
RTI‘H fi - fv’!, {( ani)rfvrlnj VT] dVT RTLH

VV

7, 7T (I7.32)

De la méme maniere, la fugacité f," du composé 1 dans la phase

liquide sera donnée par la relation [9]
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RTLn £ =f [(an ) 10 vy ay = %] dvy - RTLD (II.33)

v
X; RT

avec : Vy:Volume total de la phase vapeur.

Vr : volume total de la phase liquide.

- Notons que le calcul des équilibres 1iqﬁide~vapeur ne peut atre

réalisé en pratique qu'a 1'aide d'un calcul informatique.
Explicitions a présent les différeﬁtes équations d'état auxquelles

seront assocides les régles de mélange et les expressions des

coefficients de fugacité.
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ITII-LES EQUATIONS D'ETAT-LES REGLES DE MELANGE ET LES EXPRESSIONS
DU COEFFICIENT DE FUGACITE

Les équatioﬁs d'état coururent .une évolution sans cesse
croissante depuié l'éguation empirique de Van der Waals.
Initialement développées pour décrire les corps purs, elles ont été
étendues aux systémes non conventionnels comme les mélanges en
combinant les régles de mélange et les expressions du coefficient

de fugacite.
IIT.A-LES EQUATIONS D'ETAT
IITI.A.1-EQUATION D'ETAT DE REDLICH-KWONG(1949) [11)

L'équaticn d'état de Redlich¥Kwong peut s'écrire sous la forme
générale suivante

_ RT _ &
P* 55, T vy (I11.1)
avec:
(RT, }? .
a; = [0.42748——% 1 .a(t,) (I11.2)
P, 1 .
RT, '
b, = 0.08664 1 : : (I11.3)
PG
L
ou R:constante des gaz parfaits

P.;:pression critique du constituant.i

Tei:temperature c¢ritique du constituant 1

T:i:température réduite du constituant 1

" Plusieurs corrélations existent pour le calcul du terme

a(T,),qui exprime une certaine dépendance vis-a-vis de la
température. Ce sont les corrélations de Redlich-Kwong: de Wilson

et de Soave.
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a.CORRELATION DE REDLICH-KWONG(1949) ([11]

1
af{T, ) =
VZz, (I11.4)
b. CORRELATION DE WILSON(1966) [12]
(T, ) = T, [1+(1.57+1.620,) (T, -1)] (I11.5)

ou W,; désigne le facteur acentrique du constituant 1
¢. CORRELATICN DE SQAVE(1972) [10]

' = - 2 _m 0.5y72

u(rn) [1+(0.48+1.574ma‘0.176@,1)(1 Tq Y1 (111.6)

Par ailleurs, 1'équation (III1.1) peut s'exprimer sous sa forme

polynomiale en fonction de facteur de compréssibilité Z comme suit:

Z3-23+(A-B-B?) xZ-AxB = 0 (111.7)
avec
axp
5 (I11.8)
bxP
B =
o (111.9)

I1 faut noter que le calcul de a et b est fonction de la

régle de melange choisie.
IIT.A.2-EQUATION D'ETAT DE BENEDICT-WEBB-RUBIN-STARLING [12]
Cette équation a été proposée en 1940, par Benedict-Webb—

Rubin; puis Starling la modifia en 1972. Cette derniére s'écrit
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‘ C . D, E
P =_pRT+(BORT-A0—?g+?g—T2)p2

+ (bRT—a—i;,) p’+a {a+%) pé+

3 2
c-% (1+yp?) e P

(ITT.10Q)
avec respectivement : p = % : la densité molaire
Boy = (0.44369 + 0.1154490,}V,, (III.11)
Ag, = (1.2B438 - 0.520731w,,)RT,,V,, (III.12)
Cos = (0:356306 + 1.70871w,,)RT.,°V,, (IIT.13)
Do = (0.0307452 - 0.179433W,,)RT,,*V,; (III.14)
Eegy = (0.00645 — 0.022143W,,exp(~3.89,,) JRT.,*V,, (IiI.lS)
b, = (0.528629 + 0.349261@,,)V,,’ (I1I1.16)
a, = (0.484011 + 0.754130@,,)RT,,V,* (II1.17)
d, = (0.0732828 - 0.463492w,,)RT,,*V,,* (II1I.18)
a, = (0.0705233 - 0.044448@,)V,,’ (I11.19)
¢, = (0.5040687 + 1.32245®u)RT0,’V.,,2 (III.20)

Y, = (0.544%979 - 0.270896@,) V.’ (I1I1.21)

III.A.B*lEQUATION‘D'ETAT DE LEE-ERBAR-EDMISTER (973) [12]

Ces trois auteurs proposérent en 1973, une équation d'état sous
sa forme cubique; applicable seulement & la phase vapeur, elle
s'écrit:

RT ___a be

P = VB vViveby T VIV-D) (Vb

(I1T.22)

Les trois paraméteres a, b et ¢ sont déterminés non seulement par
les caractéristiques du point critigue mais aussi & 1'aide des

données enthalpiques et du diagramme P-V-T de la phase vapeur.
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RT,)?
a, = %[0.245105
- ol
+0.02869w,,~(0.037472+0.149687w ;) T.;
+(0.16406+0.023727@,,) Trf

+(0.04937+0.132433w,,) T77]

(III.23)
RT, .
b, = (—1) (0.086313+0.002w,)) (ITI.24)
€4
(RTy)
€1 = ‘Tnfi" [(0.451169+0.00948w, ) T,,
j . '
+(0.387082+0.0788420, ) T,2] (11T 25)

ITIT.A.4-EQUATION D'ETAT DE PENG-ROBINSON (1976) {13]
- En 1976, Feng et Robinson modifiérent 1'éguation initiale de

Redlich-Kwong en proposant le développemenf suivant

| 2 )
P = }_ET - i (TT1.26)
V-b; v2i2b,v-b} |

avec:

2
2 ch

a,=(0.457235

)a (T, ) (I11.27)

€1
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RT,, ,
et b;=0.077796 (I11.28)

cy

En posant

_ ap
T RD7 (I1I.29)
et B=-§-§ - (II1.30)

1'équation de Feng-Robinson prend la forme polynomiale suivante:

31~ 2 —a g2 - _p2_13y =
Z3-{1-B)Z*+(A-3B®*-2B) Z- {AB-B%?-8%) =0 (ITT.31)
Notons que a et b dans les éguations (II1.29) et (II1.30)
tiennent compte de la régle de mélange édoptée
Pour le calcul de a(t,) plusieurs corrélations ont €té proposées.
1-CORRELATION DE PENG-ROBINSON f13] ’

@ (T} = [1+k(1-JT]2 | (ITI.32)
avec

k = 0.37464+1.542260, ~0.26992a, (I11.33)

2-CORRELATION DE GRABOSKI ET DAUBERT [4]
Pour T, > 2.5

«(T.,) = 1.202exp(-0.30228T, ) (111.34)
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J-CORRELATION D'ELTWATY ET PRAUSNITZ [4]

a(T,) = [1+k(1- [T‘rj]z gi T, <1 (III.35)
a(T:‘) = exp[Zk(l-“/TAIJ)] 81 T, >1 (ITI.36)

avec
k = 0.48508+1.5517w, ~0.15613w3, (II1.37)

III.A.5- EQUATION D'ETAT DE HARMENS—KNAPPH(1§80) {12]

Une meilleure équation d‘'état cubique fut proposée par
Harmens et Knapp en 1980, qui modifi&rent les équations de Soave et
Peng-Robinson en introduisant un autre paramétré c et en utiltizant
pour ‘a(T“) une correlation couvrant un large domaine de
température . Par ailleurs cette dguation prend la forme de celle
de R~K ou de Soave pour c=1 et celle de P-R quand c=2.

Celle-ci s'décrit donc

p=EL - 2 (I1I.38)
V-b; v2+bo,v-(c,-1) b '

avec

2

R
a; = 0.457235, Pc‘u(Tzi) (I11.39)
Ci
RT,
b; = 0.077796 —* (II1.40)
€4
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f est obtenu en résolvant ! 'équation:

B2-B2(2-3) +3p-1=0

ot & est donné par la formule suivante:

£ = 0.3211-0.08w, +0.038407,

Pour le calcul de a(T,) les auteurs présentent la

suivante:

@(T,) = [1+A(1-TS%) +B(1-2-) 1%

Iy
avec, pour
w,, < 0.2
A et B sont donnés par les équations suivantes:

A = 0.50+0.27767w, +2.1722507,

B = -0.022+0.338w, ~0.845w],

et pour

w, 2 0.2

ay

A et B sont donnés par les équations suivantes:

A = 0.41311+1.14657Q,,

30
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(1I1.42)

(I11.43)

corrélation

(I11.44)

(III.45)

(IT1I.46)

(I1I.47)



B=0.0118 ' (I11.48)

III.A.6- EQUATION D'ETAT DE PATEL-TEJA (1981) (4]

RT a
P= - :
avec
RT.)?2
= 0,( c) a{T,) , (1L1.50)
PC
RT
b= Q,—= (I11.51)
[
RT
c=0Q, P: (ITI.52)
Ofl :
Q, = 3§2+3(1-2E.) 0,+Q%+1-3E, (II1.53)
Q3+ (2-38,) 02+3E.Q,-E2=0 (II1.54)
Q. =1-3§, : (ITT1.59)
a(T,) = [(1+F(1-yT1T,))]? (II1.56)

ol f., et F dépendent uniquement de la substance pure considérée.
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III.B- LES REGLES DE MELANGE ET LES EXPRESSIONS DU COEFFICIENT DE
FUGACITE @,.

Le calcul. du coefficient de fugacité ® d'un constituant i
donné dans une phase dépend & la fois de 1'équation d'état et de la
régle de mélange préconisées.

Rappelons que toutes les expressions donnant lte coefficient de
fugacité ®, dérivent des équations(II.31) et(II.32).

Nous donnerons donc dans ce gui suit les éxpressions de ¢,obténues
en utilisant chacune des équations d'état précédement décrites.
III.B.1- EQUATION D'ETAT DE REDLICH-KWONG-SOAVE [11]

En adoptant les regles de mélange suivantes:

a

. b=;xibi (I11.57)
=] '

a = Llxxja, | . (III.58)

ou ki, est le coefficient d'interaction binaire entre i-j,
l1'équation (II.23) donnant le coefficient de fugacité ¢, s'écrira
[11,14]:

b - b
1n(¢,) = T:—(Z-l)-ln(Z-B)——g(ai--f)ln(l’ri;) (I11.60)

avec

a = %[ 2a1§xja§'5(1—kﬁ)] (III.61)

III.B.2- EQUATION D'ETAT BENEDICT-WEBB-RUBIN-STARLING ([12]
Les régles de mélange adoptées pour le calcul de l'expression

de coefficient de fugacité.Q,sont les suivantes
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By = igxigoi
“_10 = ;;xixj (Ag;Ag5) 0% (1-kyy)
C, = ;;xixj(cuéaj)ﬂ-ff(l—kij)ﬁ‘

y=1I ;xiy‘}‘s 13

o
I

2
[ ;xibij 13

» 1
a = [;xiaia }3

Rr
I

1
= [ z:xiu;j ]‘3
1 ‘
= [ ;xicf 13

o]
i

1 -
d= [ind‘{? 13

l'expression du coefficient de fugacité Q,sera donc:
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RTIn(¢,) = -RT1In(Z)+p(B,+B,;) RT+

C.C Q.5 .
29; Xy [={Ag;2,1) °-°(1-kyy) “—<—°JTZL (1-kgy) 2+

9.5 6.5 '
‘ (Doig?) (1_1(“)4__(_5.1_?;1)_. (1~kij)5] +

1
(d3d,) ?

T I+

1 1
223 [3 (b2b,;) 3RT-3 (a2a,) 3-3

.1
(d*d,) *
g
5 =
3 (af%) (@a@,) 2+

1
a%§[3(a2ai)3+3 ]+

3(c2c,) 102 [ 1oexp(-Yp?) _exp(-Yp?) ;.
Yo Yp? 2
2¢ (}i)%{l-ex (-yp?) [1+yp?+2y2p*1)
- p(-1p?) [1+¥p2+ 2y (IT11.73)

yT?

IITI.B.3- EQUATION D'ETAT LEE-ERBAR-EDMISTER [12]

En adoptant les régles de meélange suivantes:

a = ;;xix‘j(aiaj)o'saij (III74)
c = z:;xixj(cicj)o'sﬂij (I11.75)
: 2(T.T.)953
od Py = [ M (I11.76)
7 Te,*Te,
et ay; - fg (II1.76)

avec m, et m; donnés dans le tébleau [1].
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Tableau f1l: valeurs pour quelques | congtituants deg
coefficients m, et m; intervenant dans les relations (IIT.76) et
(II1.77) '

H, €O, CH, et N, Hydrocarbures et H,S
m, 0.3 -2.0 -2.0 \ 0
m, , 1.1 -0.8 0 1 0

le coefficient de fugacite ® s'écrit:

- by ey 1 | _ bi_
b cby b2
In(1-2) +¢ -c;)1n{1--=)1]
14 2b ‘ V"') (I11.78)

ol

f_ 3.9_.0.5

a; = y/a-ig:yj a; %,y — (II1.79)
! _ 0.5

cp = J'C—E;chj By (III.80)

III.B.4- EQUATION D'ETAT PENG-ROBINSON (13}
~En utilisant la régle de mélange de Panagiotopoulos et Reid

[15]., & savoir

bzf;xzbi (I11.81)

a .-_Z:z;xixjaij : (111.82)

ol :

a44 < (aiaj)o'ﬁ [1—Kij+(Kij_Kji}xi] , (I11.89)

L'éxpression du coefficient de fugacité Q,s'écrira comme suit:
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A

2/2B

2+(1+/2) B, (I11.84)
Z+(1-y3) B

X

1n{d,) =.%‘x(z—1)—1n(z—3)-
a; _by
(?ﬂ 3)xlm(

— on
ou a, = (-5;1—:’19.1 (511.895)

a . _ 1
et ?‘“1 = ‘“g[ Zxk(aik‘”aki)

-;;xij(lqj-xﬂ) (aiaj)o's"'xi;xk{xik_xki) (akai)o'5 ] (IIT1.8

III.B.5~ EQUATION D'ETAT PATEL-TEJA [4]

L'utilisation des régles de mélange suivantes:

8, = ;;xixjaij (I11.87)

avec:
8y = (1-Kyy) (aga;)°° (I11.88)
bmzz:xibi‘ (I11.89)
Cp = ;xici (I11.90)

conduit & l'expression suivante du coefficient de fugacite ® Ju

composé i dans le mélange
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. DRT

RTIn(¢,;) = RTIn( e b V B, -RT1n(2) -
[zz‘% bz{(‘3*"”‘) <a’; H1a (L)
Rt
.- - {(bptca—0)

2
8- (b,,,+g,,,+_6)

(

1
8 = {{b,+c,) 3+abc}?

ona, _ _1
(928) - - Li;s

(9np

ond, _ _ 1 (ip
'a—ni) = 26{(19,,,*'?”,)(
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Ci (ané)]

——%‘{b1+ci+ ( ond )}

G

by+e;) +2b,c +2byc,)

(ITIT.91)

(IIL.

(ITI

(I1X

C(III

(III

(III

92)

.93)

.94)

.95)

.96)

.97)



N;3855% (), XMy N4;) @7
i(—a—anza"’) = ai+§:xj Sl ¥ alaliiey (III.98)
n 1y ) Z;JHﬂkj
: ‘ : gxﬂluau
ovec : ai-= ;:xnan = (I11.99)
;xmu
_ (AFi-A;) '
et 19, =expl — a7 1 (IT1.100)

ou (3“ ) représente les interactions d'énergie entre les molécules

i et J avec

Agy = Ay (III.101)
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IV. MODELISATION DES EQUILIBRES

Jusqu'a un passé récent, l'utilisation des programmes de
gimulation, dans le domaine dé l'extraction par fluide
supercritiﬁue. se heurtailt au mangque de modéles permettant de
rendre compte du comportement thermodynamigue des compoéés

polaires, et supercritiques dans toute la zone fluide.

De récents travaux, portant sur le développement de
nouvel les . régles de mélange dans les equations d'état
classiques, ont permis d'améliorer substantiellement la capacité
des équétions d'état & décrire les équilibres entre phases des
mélanges asymétriques (fluide supercritique et constituants
polaires). Ces travaux ont élargi le domaine de l'utilisation de
l'ordinateur comme outil ‘d'aide a la conception et a
l'optimisation des procédés chimigues aux unitég, telleas qgue
l'extraction fluide supercritique—liquide; qui mettent en jéu des
mélanges dé composeés polalres complexes prés du point critigue

d'un fluide. [16]

1. NECESSITE D'UN CALCUL FLASH.

Le calcul flash isotherme est le plus communément et voire
méme le‘plus important calcul utilisé dans les processus de
simulatﬁon. En raison de la variété des processus chimiques, le
calcul flash isotherme doit étre en mesure de donner, pour une
température et une ﬁressién données, les compogitions soit pour

un mélange gazeux et liquide ou pour un mélange liquide-vapeur.
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La vitesse de convergence et la validité dﬁ résultat, sont
les principéux criteéres pour le design d'un algorithme.
La majorité des difficultés sont rencontrées lors d'un calcul
d'équilibre de phase pour les mélange fortement non ideaux et

-particuliérement au voisinage des points critiques.

Dans ce cas, les algorithmeé clagsigues tels que la méthode
desg substitﬁtions éuccessives; ont une convergence trés lente,
et 11 est assez peu probable qu'un calcul flash utilisqnt la
méthode globale de Newton—Raphson ou celle appellée Quasi-Newton
puisse converger vers & la golution triviale (deux 'phases
identiques, et tdutes les constantes d'équilibre égales . a

l'unité) & moins gu'une procédure initiale ne soit utilisee. [17]
IV.B- MODELE MATHEMATIQUE

Les équations de base décrivant le comportement & 1'd&tat
stable d'un systéme de'phasés isotherme sont générées & partir
du bilan matiére tout en tenant compte des contraintes imposées
par les relations d'equilibre. [18}]

Ainsi le bilan matiére global s'écrit

F=V+ L (Iv.1)
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et le bilan matiere relatif au composé i

FZ; = Vys + Lx; (i =1,...,n) (IV.2)
Oh F désigne l'alimentation, V le volume de la phase vapeur,
L le volume de la phase liquide et x,, Yy.. 2Z,, les compostions du

liquide, vapeur et l'alimentation respectivement.

En combinant les équations (IV.1) et (IV.Z2) on obtient

g, = (1 - ‘;) X; + _;‘_:yi -zZ,=0 (i=1,..,n) (IV.3)

I

en posant V/F W , 1"équation (IV.3) devient

1l

g, = {1 -@)x; +@Y, -- 2, =0 (i=1,..;n) (IV.4)

Ecrivons & présent 1'équation d'éguilibre pour un constituant 1i:

h, =Y ~ K Xy= 0 (i=1,..,n) (IV.5)

Les équations (IV.4) et (IV.5) doivent étre satisfaites pour

chaque consistuant i du systeme dans les différentes phases.

Ces équations constituent un systeme algébrique non linéaire

de (2N) équations avec (2N + 1) variables inconnues qui sont

D x, et Y, par ailleurs, Les variables dépendantes sont
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La fraction molaire de l'alimentation Z,, la température (T)
et la pression (P).
Afin que le probléme soit proprement formulé, il convient

d'ajouter la contrainte suivante

d=£;'1’i —é x; =0 | (IV.6)

La non-linéarité du systéme précédent provient du fait gue les
constantes d'équilibre ou coefficient de partage k; sont
fonction de la température, de la pression et de la composition

dans les différentes phases.

K, = £, {T, P, X, Y) (1V.7)

une fois 1le systéme défini, le modéle mathématique peut

s'exprimer sous une forme vectorielle

f(s) = o (IV.8)

ot 5= (Xy» Xa o -.-0 Xa . Yy, Ya, ..., ¥Yn, B¢

et f une fonction vectorielle incluant les équations

(IV.4), (IV.5), (IV.6) et (IV.7).

En raison de la non-linearité du systéme(IV.8), une solution
analytique ou directe est impossible d'out la necessité de

procédures itératives et numériques.
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i IV.C- MODELES THERMODYNAMIQUES

Pour les problémes d'extraction, les constantes de partage

peuvent é&tre définies de deux manieéres : [19]

Dans les procédés d'extraction liquide - liquide classiques, les
deux'phasés.liquides sont habituellement décrites par un modéle
de coefficients d'activité se trouveant dans le méme é&tat
standard pour les deux phases. L'expression des constantes de

partage s'écrit alors

1‘{ (T.r P' X}
Y; (T, P, Y)

K, (T, P, X, V) = (IV.9)

ol ¥i, Y designent les coefficients d’activité

' des phases liquide et vapeur respectivement

Le modéle de Margules largement utilisé tend & &8tre remplacé par
les modéles plus récents NRTL (Renon., 1968) et UNIQUAC (ABRAMS
et Prausnitzi 1975) et le modéle prédictif UNIFAC (Fredenslund

et coll, 1975).

Cependant ces modéles ont un domaine d'application limité en
pression (1-5 atm)[458]. L'intérét croissant porté a l‘extraction-
par les. fluides supercritiques (WILLIAMS, 1981 et PERRUT, 1986)
impose de' disposer d'une expression différente pour les

constantes de partage du type [48].
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L
T, P :
K; (T,P,X,Y) = u (IV.10)

¢I(T, P, Y)
ot ¢i, et ¢ sont les coefficients de fugacité pour
les phases liquide et vapaur respactivemgnt ;. ceci egt vraie

quand les deux phasea'liquide et vapeur sont décrites par la méme
équation d'état. La constante ks peut é&galement s'exprimer

autrement selon la relation

Y:(T, P, X) £ (1)
$i(T,P,Y).P

K, (T,P,X,Y) = (IV.11)

quand la phase liquide est décrite par un modéle de coefficient

d'activite.

Il est alors necessaire de pouvoir disposer d'une équation
d;état unique capable de rendre éompte du comportement
thermodynamique'dans toute la zone fluide pour les composés
supercritiques ét polaires. Depuis la fin des années 70, der
nombreux travaux 6nt été' entrepris dans ce sens, soit en
dévelobpant de nouvelles équatidns d'état, soit en introduisant
de noﬁvelles régles de mélange dans les équations d'état
clagsiques. Cependant, 1'utilisation de tels modéles dans le
domaine de la simulation des proceédés reste encore trés limité.
Néanmoins nous pouvons citer les ﬁravaﬁx de ANDERSON et COLL.
(1983 et 1987) gui en utilisant l1'équation d'état des groupes de

contribution (GC~EQS), développée par SLORLD et JRRGENSEN (1984),
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]1'appliquérent a la deshydratation de solutions aqueuses diluées
d'alcools par fluide supercritique [20]. Ces nouveaux modéles
.thermodynomiques ouvrent de larges perspectives fort
intéressarites & des ¢tudes comparatjves par simulation, entre
l'extraction par fluide supefcritique et les procédés de
séparation classiques. Cependant, 1'handicap majeur quant a
1‘utilisation de ces modéles en simulation réside dans le mangque
de données. expérimentales et de Qaleurs des parameétres
d'interactions-binaires intervenant dans les régles de mélange.
Dans notre présent travail, nous avons utilisé les régles de

mélange proposés par Panagiotopoulos et Reid en 1986 [ 1].

IV.D- RESOLUTION DU MODELE MATHEMATIQUE

Nombreux sont les algorithmes proposés pour la résolution
du modele mathématidue précédent, la plupart d'entre eux peuvent
étre classés en deux ca£égories [18] ; ceux utilisant la méthode
de découplage d'équations et ceux utilisant la méthode globale

de NEWTON-RAPHSON.
IV.D.1- Méthode de découplage.

Dans cette méthode, les équations du systéme (IV.8) ne sont
pas résolues simultanément, mals une aprés 1'autre ou par groupe
d'équations aprés 1'autre, en fixant les variables indépendantes
‘de 1'équation ou du groupe d'éguations qui n'ést pas en cours de

résolution.
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.Avec cette approche, les wvarialbles X, et Y, de&iennent
dépendantes, et le processus 1tératif se fait sur les constantes
d'équilibrelK, et le taux de vaporisation B,

Les équaticns (IV.4) et (IV.3) sont donc combinédes entre elles
pour tirer les expressions sulvantes des fractions molaires

liquide x; et vapeur vy,

~ Z, . _ '

% (K, - o + 1 (1=1,...4 (1v-12)
K, Z , : :

yi _ 1 “i (1 =1l’.‘"m ' (IV.13)

Ces deux derniéres é&quations sont substituées dans 1'équation

(IV.6) pour donner 1'expression suivante, fonction de k, et W ;

ad (K, - 1) 2,

z; (K; ~ 1)@ + 1 =0 (IV.14)

Dans la méthode de découplage., 1!'équation (IV.14) se résoud en
® par des ﬁechniques itératives telles gque la méthode de Newﬁon—
Raphson, en prenant des valeurs de k, constantes ; ceci constitue
la boucle interne de l'algorifhmé. L'estimation de K, -, faite
dans la .boucle externe, utilise plusieurs procédures parmi
'lesquelles la méthode dé substitutions successives 1'une des plus
classiques. Une fois la valeur de mrvalidée { W€ [0,1]1) cette
derniére est utifisée pour calcuier' X, et Vyi a 1l'aide des

équations (IV.12} et (IV.13) et en déduire les nouveaux k,;
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d'aprés le modéle thermodynamique. Cette méthode converge
rapidement pour les cas ol les constantes d'équilibre sont "soit
disant" indépendantes des compositions des phases. A l'inverse,'
gquant les k, sont fortement dépendants des compositions comme
c'est le cas pour lés équilibres L~L ou aﬁ voisinage des points
cfitiques, la convergence ne peut pas avoir lieu.

Il faut noter gque cette méthode de découplage a fait 1'objet du
travail de fin d'étude de A.BENMANSOUR [4] & 1'issue duquel il

n'a pas pu obtenir de convergence

IV.D.2- LA METHODE GLOBALE DE NEWTON-RAPHSON

Les procedures d'organisation de la séquence itérativé de
la méthode de NEWTON-RAPHSON sont nombreuses, car elles dépendent
de 1la formulation des équations, du choix des variables
indépendantes, du modéle thermodypémique et du type d'équiliﬁrés
de phases. '

Considérons X; , Y, et W comme variables indépendantes et les
équations (IV.4) - (IV.7) comme modéle mathématique ; une des
procédurés possibles est la suivante. Le systéme des (2N+1)
équations (IV.4) - (IV.6) est développer en série de Taylor
{(seuls les premiers termes seront pris), de telle facon &

obtenir le systéme lindaire =uivant
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BM : Bilan de matiére sur le composé i

- g = (1-0)dx; +@dy, + (y; - X)dw (i=1,..M) (IV.15)

EQ : équation d'équilibre pour le composé 1

N

- h, = by, - X oK, 8x, ~ 3 x OK; by, - K,bx, (i=1..,N)
1 1 ;; 1 3}; 5 ;2 1 3;; i 19441 L
- 8T : édquation de sommation. :

N

- d=; 8y, - 8x,) =0 | (IV.17)

la structure du systéme linéaire est représenté sur la figure 6.

X; 7 w
—— [ . ——
- ™
r X ¥ X
b X X
L X * x
’ -
X 4 x X X X
X X S X X b ¢
X A A x X X
;. ~
X A X x X X
~
o ,/

Frqure CSJ:Qrud'urL St bystemae Lineaire pour to mélade alobab N
J o 48 ? g



- Vue la diversite eﬁ la compiexité des modéles thermodynamiques
qui peuvent étre utilisés dans les simulateurs de proceésus, il
est & éviter de rechercher des expressions analytiques pour
évaluer les dérivées partielles ak.,/ax, et pk,/pys; : ceci peut se
faire numériquement en utilisant les d;fférences finies. Les
évaluations numériques a Chaque étape de la procédure globale de
N-R consomment un temps machine considérable, sans pour.autant
que ia convergence soit toujours assurée. En ocutre une meilleure
~estimation des variables est exigée afin d'éviter la sclution
triviale ou les deux phases ont méme composition quand celles-ci
sont décrites par le méme modeéle thermodynamique. Il asparait
donc nécessaire de rechercher au préalable une bonne supposition

initiale avant d'utiliser la procédure Newton-Rphson.

D'apres cette analyse, il est aisé de voir les avantages et
les inconvénients de ces deux approches. En effet, la méthode de
substitutions successives donne de bons résultats a partir d'un
point arbitraire, mais au voilisihage des points critiques (pour
les. éystémes L-L ou . L-V) et quand on se rapproche de la
solution, la convergnece n'y plus. Par contre, la méthode globale
N-R est . éfficace au voisinage des points.critiques, mais elle
nécessite la connaissance des dérivées partielles de la
constante d'équilibre et un meilleur point de départ. Aussi,
]'idée d'utiliser une méthode hybride est attrayante puisqu'il
s'agira de combiner les algorithmes des deux méthodes, & savoir

celle de NEWTON—RAPHSON et delle des substitutions successives.
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IV.D.3- LA METHODE HYBRIDE

Dans cette nouvelle approche [1B], les (2N+1) é&quations
(IV.4) - (IV.6) sont résolues simultanément, et les nouvelles
. estimations des (2N+1) variables indépendantes (X,, y.. @) sont

données par la formule itérative suivante

skl = gX + ak +(35)F (IV.18)
avec g : facteur de relaxation numerique ou physique
( s)* : vecteur des incréments sur les variables obtenues par

résolution du systéme lineaire

MY (3s)X = Fls)k C (IV.19)

ou M* désigne la matrice jacobienne ou une approximation de
celle~ci et k, le numéro de l'itération.
Le systéme d'équations (IV.8) se présentera donc avec les termes

de la matrice jacobienne comme indiqué sur la figure [7] ci-

dessous. X, X3 Y Ty W
— - - N
W 0 w 0 \/l—X|
KMy K 1oX 2Ky 2K 0
st “%Tﬁ Y; ",
-4 -1 4 1 0

Frgure L—-F] Fermen de o mabrice yatobieane. du Eysteme(W.3)-
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Cette méthode hybride combinant deux solutions simultanées a

donné naissance & deux méthodes selon le choix de 1‘opérateur M'.

C'egt ainsi gque nous avons la méthode Quasi-Lineaire (QL) dans
laquelle 1‘opérateur M' est obtenu & partir de la matrice
jacobienne en négligeant les dérivées partielles de la constante

d'équilibre k, par rapport aux compositions x; et y..
- la méthode de Quasi-NEWTONNIENNE utilisant Ia ‘"formule de
Schubert (1970) pour la mise & jour de la sous-matrice (N x ZN)

de la matrice jacobienne contenant les équations d'édquilibre.

"Examinant ces deux méthodes
A. LA METHODE‘QUASI"LENEAIRE (QL)

En négligeant les dérivées partielles des constantes
d'équilibre par rapport aux compositions. 1'équation (IV.16)

devient

- b.{ =6y.‘[-Ki axi =0 (izljtl'N) (IV.ZO)

ou encore
byi = Ki Oxi, - h_i {i=1,..,N) (IV.21)

et la structure de la matrice jacobienne devient dans ce cas

comme indigqué sur la figure [8]
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X I )

, e N
. »
X X X

X A X
X X X
l J
" . « [
" X
X X
| d
pd ) x £ X 'Y A
J
\ P
\

F:;gure 8] 5\-rudur9 de Lo haco*&,iennc. pm.r Lo meole QL.

Le systéme d'équations (IV.15), (IV.20) et (IV.17) présente

1'avantage d'étre un systéme creyx. Aussi, pour sa résolution la

proceédure est la suivante.

En remplagant 1'expression de ys (IV.21) d‘une part dans

1'équation (IV.15) et d'autre part dans 1'égquation (IV.17) on

obtient respectivement les relations (IV.22) et (IV.23)

(-g; + @by - dw (¥, - X1 - o
(17 ok =0T - {i=1,..N) (IV.22)

bxi =
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Y Bx (k- 1)) =-d+ Y h (i=1,..,N) (IV.23)

En combinant ces derniéres, on tire 1'expression de 6® qui

‘s'écrit

' " hi_gi (1-1{1)
{ d+E 1+@w (ki"l)}
1+ (k; -1)

dw =

(IV.24)

I1 est & présent possible d'obtenir les valeurs des variables_
6x, et S8y, en utilisant respectivement les éduations (iv.zl) et
(IV.22. A 1'échelle matricielle, 1la procédure consiste en
l1'élimination directe de la premiére équation Jjusqu'a la
derniére, suivie d'une substitution a"chaque étape dans 1la

formule étérative (IV.18)
Sk = gk + gk« (39)

LLa structure de la matrice Jacobienne, apreés reéarrangement se

présente alors comme indiqué sur la figure [9] ci-dessous

- A 7" -—\‘-9-- h

- f — -

X X . X

[N

\L ’ ' J)
Figure [3] : Structure o th jotobienne aprea feacrangement

«é;;}éf‘.'j?—aﬁ* ian.‘.:rJ.u_ c'.ul ‘2'4 é&'mtné_‘ onk ek C/'anj-éd zf-a.(‘ f’t'arl‘a.ujement.
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" Nous remarquerons que négliger les termes contenant dK,/ BX; et
2K/ dys; . ne veut pas dire pour autant que rles constantes
d'équilibre sont indépendantes des compositions. Cette procédure,
'appelée "QUASI-LINEAIRE" (QL), ne correspond pas exactement & la
méthode de substitutions successives quil elle utilise l'éqqation
de bilan matiére (IV.4) combinée & 1'éguation d'équilibre (IV.5),

pour éliminer les variables k, et vy, du systéme complet (IV.8).

En effet les équations (IV.4) et (IV.5) ne sont pas satisfaites
dans les itérations intermédiaires, mais les wvaleurs de

convergence satisferont toutes les équations.

B. METHODE QUASI-NEWTONIENNE

Ne disponsant pas de formules analytiques exactes des
constantes d'équilibre, nous somme amenés & approXimer léurs
derivés partielles. Cette approximation peut se faire a l'aide
des différences finies : dans ce cas les constantes d'équilibre
devrant gtre évaluées plusieurs fois,  consommant ainsi un tempé
machine considérable. Pour éviter une telle procédure, Broyden
en 1969 proposa une classe de méthodes dans lesquelles une
approximation de la jacobienne ou de son inverse est utiiisée.
Cette approximation est révisée -4 chaque étape sur la base des
informations générées durant 1'étape. Dans . le cas de notre
systéme d'équations ou la jacobienne est creuse et afin de
préserver cette propriéte Schubert en 1970 développa une méthode
baséé sur la mise & jour ou encore l‘'adaptation uniquement de la
sous-matrice (N x 2N) contenant les termes difficile & estimer,

a savoir PK./ 98X, et 3K/ Y
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goit M une ligne de la matrice jacobienne qui représente une
.approximation du gradient de la i*™ équation d'équilibre a

l1'itération k, la formule de recurrence de Schubert s'écrit

o, IF - (1 -ak) xhf] x (5

my © =My : (i=1,..,N)
a* x (p©) € x p¥

ot P* est un vecteur dérivé du vecteur (6s")en mettant A zéro
chague élément de (68s") correspondant & un élément de valeur

connue de m," ; les valeurs initiales m,° étant données par la

méthode QUASI-LINEAIRE.

Dans cas les équations d'équilibre s'écrivent

N N |
;: my 8x; + ; my.y 8y, = hy (i=1,..,N) (IV.26)
-] -

oll 'm;; désignent les termes de 1'opérateur M* obtenus par la

"formule de Schubert.

Ainsi, la structure de la jacobienne devient figure [10}

/" __x_‘_._ 11_.. —LE e
X ' X x ]
8m X X . X
X X X
\ P
[ X X % X X X A
EQ X x 4 X X 3
L X % * * x K
ST X X X K x * ‘ ]

. \ ‘ { .' - ..
F,‘j ure [10]: Steuchure da A 'bn tobienne pour Lo i Hnde G)UASJ-NEV‘/TDN‘E”‘W
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La structure du nouveau sgsystéme linédaire (IV.15),{IV.26) et

(IV.17) dévient équivalente a celle de la jacobienne compléte.

Ce nouveau gystéme linéalre peut se réarranger de la maniére
suivante. L'équation ({IV.15) sera utilisée pour éliminer la

variable &y, des équations (IV.17) et (IV.26), ce qui donne

N N ]
EQ : ; (@m_u + (@ - 1)mij+y), axj + {E [{m1j+y (xj = yj)]).am =

N
= —wh; + ; My gy (1=1,...,N)
=1

N N N
5T : - 8x, + ( {x, -y))dw = ~ud + (IV.28)
; OX4 ; 3 =¥ ?:{ 93

Aprés ce réarrangement la structure de la jacobienne s'écrira

selon la figure [11]

wr
X; _2’!__ —_—
. _— N
X X X
BN ' X * .
o A
X g
i » w * »
EQ | 7 . ¥ *
X »
=N) ' | * .
\ . i J
L F,'jure [1]: Structure o'a_‘& Jn,CdBl'cnnl. apres y

rlhrrangcm.ent/. Lasteris e Lea tfeﬁmen_f qusd ont éfe’ mnff.‘és.
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Il est & noter que la méthode de Broyden-Schubert peut poser un
probléme d'instabilité, s'il n'y a pas eu une recherche
préliminaire des meilleurs points intiaux. Aussi, doit-elle &tre

combinée a la méthode QUASI-LINEAIRE (QL).

Dans la méthode hybride, la formule étérative (IV.18) fait
également intervenir un facteur a dit de relaxation physique. En
effet, ce dernier sert a maintenir les fractions molaires entre
zéro et l'unité et a délimiter le domaine de variation des
paramétres, afin d'éviter gu‘une golution numérique se soit sans
signification physigue. C'est ainsi que lorqu'une valeur soit du
‘domaiﬁe desiré, et on appliquera une sous-relaxation physique

Jusqu'a ce que cette valeur soit dans 1'intervalle voulu.

éependant, catte solution-devient particuliérement difficile &
atteindre dang la région critique. Ainsi dans ce cas, des valeurs
plutdt numérigque gue physique sont successivement attribuées au
facteur de relaxation a (a = %, %,...) pour gue les calculs
donﬁent une valeur de taux de vaporisation‘“&“ dans 1'intervalle
acceptablé [0,1). Rappelons due le facteur de relaxation influent
simultanément sur toutes les variables indépendantes (XQ ve, O).
Aprés résoluticen, s1 aucune racine n'est obtenue dans
l'intervalle désiré, aprés un bon nombre d'itérations QL, on
conclut gue les spécifications P,T sont propres & une geule
phase. L'appel & la méthode de Sghuberﬁ ne peut assurer la
convergence que si le facteur de relaxation'a est égalla l1'unité.
Reste enfin, que la méthode hybride préconisée nécessite

obligatoirement une séléction appropriée des valeurs initiales.
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Plusieurs cas peuvent se présenté.
- Quand les deux phases sont décrites par la méme équation
d'état, les valeurs initiales des constantes d'équilibre k,°

sont geéneérées & partir de la relation suivante

K = fg exp.[ 5.37 (1 + wa(D)) (1 - T_;f 31 (Iv.29)

et les valeurs initiales de X,° et Y, . sont déduites & partir de
K."et des équations (IV.12) et (IV.13), lorsque @ est fixé a

0.53.

— Quand la phase liquide est décrite par un modele de coefficient

~d'activité, 1'étape initiale s'écrira - X°= y°= z et W = 0,5

et les constantes d‘éduilibre k, se calculeront & partir du

modéle thermodynamique & l'aide de 1'équation (IV.16).

- Pour les équilibres liquide-liquide, Prausnitz et'coil an 1980
suggerérent que les compositions initiales soient prises
esgentiellement comme étant celle des phases . ures des composés
dans le solvant ; les valeurs k, seront ensuite calculées &

partir du modele thermodynamique & l'aide de 1'équation (IV.9).

Enfin, dans la méthode hybride, il est possible de combiner la

méthode QL et celle de Broyden-Schubert (BS).
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., 7 . B R
En effet, le processus itératif commencera en premier lieu, par

la méthode QL. Ainsi & chaque itération, on obtiendra la valeur

sk = <x.ikr Yik: wk*) ©

et de 13 on évaluera la norme Euclidienne C, tel que

ZN+1 .
ck = (?_“{ [£f; (3% ]2 )% _ (IV.30)
avec
fj = g‘ . - (1"'34)
: iz 4,.-,"N
fien = hy ' _ (IV.32)
£ w1 z- d : . LIV -33)

Le passage & la méthode (B-5) ne peut se faire qu'a la condition

cki - ck g
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V - DESCRIPTION DU PROGRAMME ELV
V.A- STRUCTURE DU PROGRAMME ELV

Avant opté pour la méthode hybride de résolution, nous avons
réalisé un programme de simulation afin de prédire les équilibres

de phases en présence d'un fluide supercritigue.

L'ensemble de ce programme de simulation comporte gquatre

(04) parties nettement distinctes & savoir

1~ Une partie spécifique au modéle thermodynamigue éhoisi; elle
est composée de deux subroutineé {sous~programmes) .Cel les—-ci sont
appelédes chaque folis qgu'intervient la détermination de la
constante d'équilibre & travers le calcul des régles de mélange,
leg facteurs de compféssibilité vapeur et liquide ainsi que les

coefficients de fugacité vapeur et liquide.

2- Unerdeuxiéme partie de calcul, elle est composée de trois
subroutines (sous-programmes). La premiére subroutine calcule les
racines d'une équation de troisiéme degré. la seconde résoud les
systémes d'équations linéaires et la trocisiéme calcule la valeur
de la norme Euclidienne (critére de convergence).

3~ La troisiéme partie est composée de deux subroutines

spécifiques a 1'algorithme de la méthode hybride.

4-Le programme principal, fait le lien entre ces différentes

parties et se décompose lui méme en autant de séquences
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* Lacture des données.

* Calcul de 1'étape initiale des itérations.

'* Calcul des propriétés réduites et les
paramétres de chaque corps pur dont le systéme est
conétitué

x Afficﬁage des résultats.

*.Séléction des facteurs de.compréssibilité.
V.A.l1l- SOUS-PROGRAMMES SPECIFIQUES AU MODELE THERMODYNAMIQUE

Ces sous-programmes sont au nombre de deux MIXRUL et
CALFUG. Tous deux appelés par le programme principal.
1-MIXRUL : permet de calculer les raégles de mélange & 1'aide des
équations d'état de Soave-Redlich-Kwong ou celle de Peng-
Robinson.
2-CALFUG : permet de calculer les coefficients de fugacité vapeur

et liquide a4 1'aide de SRK ou de PR.
V.AJZ- SOUS—PROGEAMMES DE CALCUL
Ils sont au nombre de trois :ZCUBE, RESL, TESTCV.
1-ZCUBE : ce sous—-programme est chargé de résoudre 1'équation
linéaire du troisiéme degré correspondante a i'éguation d'état

mise sous sa forme cubique par la méthode Cardan f22,23] ,bdonc

il fournie les facteurs de compréssibilité vapeur et liquide.
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2—RESOL‘: il résoud les systémes d'équations linéaires (A*X=B)
par la méthode de Gauss avec pivotation partielle [24] .Il est

appelé par les sous-programmes FLASHQL et FLASHBS

3-TESTCV : appelé par le programme principal, 11 calcule 1la
valeur de la norme Euclidienne (18] (critére de convergence

llCVll) .

V.A.3- SOUS-PROGRAMMES SPECIFIQUES A L'AGORITHME DE LA METHODE
HYBRIDE

Ilg sont au nombre de deux : FLASHQL, FLASHBS

1-FLASHQL : appelé par le programme principal,il construit
l'approximation de la matrice Jacobienne ainsi gue le vecteur
(-gs ., -hy ,-d)" ,et il permet également de calculér le taux de
vaporisatibn et les compositions. |
2-FLASHBS : 1l sert & actualiser la matrice Jacobienne (i.e:mise
& jbur de la matrice a chaque itération) par la méthode de
Broyden-schubert [18] ,il permet aussi de calculer le taux de

vaporigation et les compositions.
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CONCLUSION

Dans cette é£ude, nous avons tenté de réaliser un programme
de simulétion gui permet de prédife les égquilibres de phases en
présence d'un flﬁide supercritique et ce, en utilisant deux
équationS'd'étai parmi les plus recommqndées dans ce domaine, &
savoir 1'équation de PENG-ROBINSON (P.R) et celle de SOAVE-

REDLICH-KWONG (SRK).

Ce programme de simulation préconise, pour le calcul des
équilibres de phases, l'utilisation,d'un nouvel algorithme issu
de la méthode hybride. L'aventage de cette derniére réside nén
seulement dans la fiabilité de la méthode QUASI-LINEAIRE (QL),
mais aussi dans 1'éfficacité; mesurée par la vitesse de
convergence, de la méthode de BROYDEN-SCHUBERT (BS), quand les
Vconstantes d'équilibres sont fortement dépendantes des
compositions de phases, et spécialement au voisinage du point
critique. Néanmoins, un comportement oscillatoire peut survenir

lorsque la matrice est mal initialisée.

Il'reste que la méthode hybride s'applique avec bonheur et
succes, dans bon nombre de problémes. De plus, elle a méme été
étendue aux calculs flash isenthalpique, isentropique et aux

calculs d'équilibre de phases a trois constituants.

Notons que le probléme majeur que nous avons rencontré , est
celui de générer des constantes d'équilibre fiables dans la

boucle externe de 1'algorithme.



Aussi, nos résuiltats furent loin de ceux donnés par le
simulateur PROSIM dans sa partie PROPHY et ce, malgré la

convergence observée (exempies 1 et 2 en annexe A}.
Les raisons possibles de cet échec peuvent étre attribuées:
- soit au modele thermodynamique cholsl gqui n'‘est pas adéquat.

- g0l1t au choix des régles de mélange conventinnelles ou de
PANAGIOTOPOULOS quir ne sont plus fiables dans le cas des
éguilibres de phases en présence d'un ¢constituant se trouvant

dans son état supercritique.
- soit & une mauvalse programmation.

Toutefois, cette derniére raison n'est pas justifiée, car
nous avons éxecuté notre programme avec des constantes
d'équilibre solutions données par PROPHY et les résultats obtenus
étaient'identiques'(exemple 3 en annexe A). Par ailleurs, nous
avons éxecuté notre programme en sens inverse, en prendnt les
compositions X; et Y, données par PROPHY et ce, afin de deéduire
les consﬁanteé d'équilibre. Les résultats obtenus dans ce cas
s'éloignaient des constantes d'équilibre trouvées par PROSIM
(exeﬁple 4 en annexe Ai. Aussi, cet essai montre en toute
probalité que les reégles de mélange choisies sont a_mettre en

cause malgré gu'elles alent été révisées maintes fois.

Ce travail mériterait d'étre poursuivi afin de maitriser les

méthodes prédictives de résolution.
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Exemple 1

Systéme binaire C0O; - 1sobutane {(1-2)

Conditions opératoires

T

377.6 k

Compogtion de 1l'alimentation

ZF, = 0.05

Propriétés des constituants

Co; [T, 304.1 k

)
a
H

ICy (T,

408.2 k . P.

[

P = 25 atm

ZF, = 0.95

72.8 atm

36 atm

Coefficients d'intéractions binaires

CO; iC,
-CO; -0 0.1285
iC, 0.1285 0

0.225]

0.176]



Tableau 1 : Résgsultats donnés par le programme ELV

REGLES DE MELANGE | REGLES DE MELANGE
CONVENTIONNELLES - DE
' PANAGIOTOPOULOS
W ~2.54988.10°7 1.52390 |
X1 6.44204.107  0.58041
X2 .0.93558 ©0.41959
Vi 0.629953 0.23235
Vs 0.37005 | 0.76765
Z. | 0.88376 0.871186 i]
Z, | - 0.13632 , 0.73676
K, 9.77889 1.82951
ke o ©0.39553 . 0.40032
iTE 27 19
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Exemple 2

Systéme binaire

C0,; - isobutane

Conditions opératoires

T =

377.6 k

- P

1}

45 atm

Compeosition de l'alimentation

ZF, = 0.30 ZF; = 0.70
Tableau 2 Résultats donnés par le programme ELV
—
REGLES DE MELANGE | REGLES DE MELANGE
CONVENTIONNELLES DE
PANAGIOTOPOULOS
"W 0.22448 0.60585
X3 0.17331 0.74275
Xa 0.82654 ' 0.25725
[y, 0.73768 1.1968.107?
Iy, 0.26232 0.98803
IZV 0.82963 0.83140
Z, 0.23302 0.21422:
Ik, 4.25636 3.8407
1.6106.107?
20
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ExemEle 3

En prenant le méme systéme binaire que 1'exemple 2 dans lec mémes

onditions et en donnant cette fois-ci les constantes de partage

" solutions on obtients les_résultats suivant

Tableau 3 : Résultats du programme ELV avec les K, éolutions

—_—
REGLES DE MELANGE | REGLES DE MELANGE
CONVENTIONNELLES  DE

| | PANAGIOTOPOULOS

w o  0.52904 0.53451

X4 0.20544 0.205665

#, 0.79456 0.794335

v 0.38418 0.382154

Ya 0.61582 '0.617845

Z, - 0.5420 0.59145

Z, | 0.24364 O.é43679
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Exemple 4

En prenant le mé&me systéme binaire que ! 'exemple 2 dans les mémes
conditions avec cette fois-ci les Xs, Yi.. 2o . 2, solutions, on
calculera les constantes de partage et ce pour tester le bloc

générant les constantes de partage.

X, = 0.2054 y, = 0.3841
Xs = 0.7946 va = 0.6159
Z, = 0.5933 Z, = 0.2428

Tableau 4 : Régultats du Bloc générant les K, dans le
programme ELVY

REGLES DE MELANGE | REGLES DE MELANGE

CONVENTIONNELLES DE

- PANAGIOTOPOULOS

CP, . 2.87280 1.42448

CP, 0.47860 0.46695




Résultata de références donnés par "PROPHY"

Tableau 5

EXEMPLE 1

Résultats de référence donnés par PROPHY

EXEMPLE 2

Taux de

vaporisation @

0.33586

0.53287

Les ¥y

0.02907

G.2054

compositions

des phases

0.97093

0.7946

.3841

.6159

Facteurs de Zy

0.5633

compréssibilité

2,

o

.2428

Constantes de ki

3.37505

1.87001

artage
P _ g K,

0.92889

0.77305

Nombre d'itération

ITE




ANNEXE B




1- METHODES DE RESOLOUTION DES SYSTEMES D'EQUATIONS ALGEBRIQUES

" NON LINEAIRES. [19]

Dans .ce paragraphe, .sont présentses briévement les
principales méthodes gqui sont utilisdes pour résoudre les

systémes d'équations algébriques non linéaires du type
fF(x) =0 \ i (D)

00 £ est une fonction vectoriells et x un vecteur de dimension

n.

Ces meéthodes sont basées sur des procédures itératives dans
lesquelles une nouvelle estimation des variables est obtenue .a

partir de la formule itérative générale suivante :
x* = x* + o &x* : (2)

avec 6x* solution du systéme linéaire

Mot = - £ () . o 5 | (3)

Ot k est le numéro de i‘itération, M une matrice non-singuliére
appelée opérateur et déterminée. par la méthode particuliére
utilisée et a* ﬁn scalaire. Une interprétation intéressante des
équations (2) et (3) est que 1'opérateur M' offre un certain

contrdle sur la direction du pas pour €voluer du point courant



x* vers le nouveau point x*"

et le scalaire o, appelé facteur de
relaxation, sur la longueur du pas. La valeur de a‘peut dépendre
ou non de la valeur de f(x*') .51 a* est indépendant de f(x*?), sa

valeur est prise égale & 1'unité ; sinon elle est généralement

choisie telle que
Cu; < Cn (4)

Ou C*' est le carré. de la norme Euclidienne des fonctions

résiduel les défini par
) f el ( .
ck = ?: {f, (x%) / BR (5)
-l .

Les B, sont des facteurs de pondération. Daﬁs le cas ou a* est
choisi de maniére & satisfaire lé-contrainte {4}, l1'algorithme
egt plus bomplexe puisqu'une procédure doit &tre mise en oeuvre
pour sa determination. En contre~partie,‘cela,a générélement pour
effet d'étendre le nombre de problémés qui peuvent 8tre résoclus
par un algorithme particulier.

Le tableau 1 d@nne la définition del'opérateur M* de 1la formule
itérative générale eﬁ fonction de la méthode utilisée. Dans la
‘méthode de Newton-Raphson, l'opérateur M* est la matrice
jacobienne j*. Pour toutes les autres méthodes, les opérateurs M
peuvent étre considérés comme des approximations de la matrice
jacocbienne. Notons-que les méthodes doﬁt la matrice M" est une
ﬁatriée diagbnale, .par exempie la méthode de substitution
- successive pour laquelle la matrice M* est égale & la matrice
identité, sont généralement utilisées pour résoudre les systémes

d'équations ayant pour structure particuliére

2 .



f(x) = x - g(x}) =0 : : @)

‘Bien que tout systéme d'équations puisse étre théoriquement mis
sous 16 forme (6) , le domaine d'application de ces méthodes nous
parait limité. Dans lés pafagraphés gul suivent sont ressorties
les caractéristigues egssgsentielles de la méthode de Newton-
Raphson, des méthodes Quasi-Liné¢aires et de Quasi-Newton. Ces
méthodes sont toutes basées sur une approximation }inéaire, au
voisinage du point courant x%, du systéme des équations non
linéaires. C'est donc des méthodes de résoluticn via

linéarisation

f(x) = x - g(x) =20

formule itérative générale

x¥t = x* + o ox*

8x* ‘solution du systéme linéaire
M* 6x* = - f(x")

1- Méthode de Newton-Raphson

M* = 3* j — matrice jacobienne d'éléments {DEf/Jx;}

2— Méthodes Quasi-lLinéaires.

M* = approximation matrice jacobienne
cas particuliers : M" = matrice diagonale d'éléments 1/(1 - q,)

Xinl = q1X1k+ (1 - Ch)g:k



2.1~ Méthode de substitution‘successive.

0) " 1 = matrice identité

=
I

—

Q
H

X’lfl - g‘(xl)

2.2- Méthode de Wegstein (1958) -

gy{x*1) - g, (x5

U F xR - F, (xFY)

2.3- Méthode de la valeur propre dominante (ORBACH et CROWE,

1971).

%= g

A = estimation de la valeur propre maximale de la matrice

~d/itération»

3- Méthodes de Quagi-Newton

M* = approximation matrice jacobienne (ou son inverse) obtenue &

partir de la relation de sécante généralisée



. 3.1 Broyden (1965)

. Kyt
ME1 = Mk 4+ (AFfK - MKk pk {P¥)
(- ) (PE)E, (P%)

avec
Af¥ = f(x*') - flx¥

et
PX = x¥1 _ X

3.2 Schubert (1970)

Formulation de la méthode deé broyden spécialement adaptée aux

matrices creuses

*La matrice d'itération Q est la matrice d'éléments
{ Bg./ Jxy} gui est relide & la matrice jacobienne par la

relation

Tableau 1 : Méthodes de résolution des systémes d'équations
algébriques non linédaires utilisées dans les programmes de

flowsheeting f(x) = x - g(x) = 0



1 Méthode de Newton-Raphson

Une approximation linédaire péut ' &tre obtenue par un
développement en série de Taylor au ler ordre de la fonction

vectorielle f au voisinage du point courant x*
F(x* + 8x* )u f(x*) + jXjx¥ =9 (7)

Ot j* estla matrice jacobienne formée des &léments {bf,/ax,}. Ce
choix conduit a la méthode de Newton-Raphson, notée NR, et
correspond & prendre pour opérateur de la formule itérative
générale la matrice jacobienne, soit M* = j*.

La méthode - de Newﬁon—Raphson a degs propriétés théoriques
intéressantés. La premiere de ces propriétés est !'existence d'un
domaine d'attraction S qui contient la solution x° et tel que,
quef que soit x° appartenant a S, les estimations successives x*
restent dans S et convergent vers x . Cela garantit une certaine
stabilité a la procédure itérativé. La deuxiéme propriété est sa
convergence'superlinéaire, c'est & dire qu'il y a une suite {&%)}

qui converge vers zéro et telle que
e A R k=0,1, .. (8)

ou ”.” désigne la norme du vecteur. De plus, si la condition



| I M) =3 7 < Y x* - x| (9)

Ou M est une constante, est satisfaite, nous obtenons alors (au

moins) une convergence gquadratigque

o= x| o< B Xt - xR k=0,1... (10)

Ol B est une constante.

Au niveau des applications, une convergence quadratique
signifie qu'au voisinage de la solution x° , le nombre de
chiffres exacts des variables est multiplié par 2 & chaque

itération.

Une autre propriété intéressante de la ﬁéthode de Newton-
Raphson est que ses performances théorigues ne sont pas affectédes
par des changements d¢'échelle sur les variables et les fonctions.
Cependant, les performances d'un code {(par exemp}e, un programme
FORTRAN) correspondant & l'implantation de la méthode de Newton-
Raphson peut dépendre du conditiconnement du probléme, car la

sensibiliteé aux erreurs d'arrondis est fonction du

conditionnement.

Les i1nconvénients suivants de la meéthode de Newton—Raphson
sont fréquemment cités. Le premier de ces inconvénients est qu'un
probleme particulier peut néssiter pour converger une trés bonne

approximation initiale du vecteur solution. Cela est d0 au fait



que le domaine d'attraction S5 peut &tre trés petit, at que la
methode de Newton-Raphson est une méthode localement convergente.
Actuellement 1'intérét est porté par -les mathématicfens,
numériciens et scientifigues pour le développement d'algofithmes
globalement convergents, c'est a dire avec une probabﬁlité
d'échec nulle. Parmi les méthodes proposées, les méthodes de
continuation ou d ‘homotopie différentielle semblent
particuliérement adaptées. aux cas des problémes complexes.
Cependant, 11 convient de souiigner qu'en raison du cofit
d'utilisation de c¢es méthodes, nous ne pensons pas gu'elles
puigsent remplacer ies méthodes de résolution globale wvia’
linéarisation en tant que procédure_générale de résolution_au
sein d'un brogramme de flowsheeting. Pour résoudfe un probléme
on devrait toujours essayer la méthode de Newton-Raphson avant
d'avoif recours a une quelcongue méthode d'homotbpie ; s1 la
méthode de Newton marche, elle sera une voie- beaucoup plus
efficace pour résoudre le prqbléme. Far' ailleurs, il‘ est
impensable-que la gsensibilité de la méthode de Newton-Raphson aux
valéurs iﬁitiales goit un obstacle infranchissable. En effet,-la
connalssance physigue des phénoménes mis en jeu permet, dans la
majorité des _problémes, de géﬁérer automatiquement des
estimations intiales raisonnables et .de garantir ainsi une

probabilité de reéussite élevée.

Un autre inconvénient de la méthode de Newton-Raphson est
qu'elle ne peut &tre utilisdée lorsque la matrice jacobienne est

singuliere.



Cette singularité résuite lé plus souvent du fait que le
probleme a été mal posé ou le modéle mathématique mal écrit. Dans
ce cas, il parait bien plus important de rechercher la cause de
la gsingularité, plutdt que d'essayer de trouver-une solution qui

peut ne pés exister ou qui n'aura pas dé gignification physique.

La iimitation la plus sérieuse a I‘Utilisation de la méthode
de Newton-Raphson parait étre ‘le temps de calcul lié & 1la
nécessité de générer la matrice jacobienne et de résoudre un
systeme linéaire a chaque itération. La génération de la matrice
jacobienne impligque 1'évaluation de n? fonctions scalaires et
pour certains termes cela peut &tre une opération trés colteuse.
Ce co0t est généralement ﬁris comme équivalent a n évaluations
de f, mais le colit exact varie d‘un probléme a 1'autre ; il
dépend 'notamment, du ‘degré¢ de vide de la matrice et, rde la
.disponibilité‘ou non des expressions analytiques des dérivées
partielles.

Lorsque 1la matrice jacobienne est relativement facile & générer,
la.méthode de Newton-Raphson est tréds séduisante. Si ]1'obtention
de tout ou_partie de lg matrice jacobienne est relativement
collteuse, d'autres méthodes de résolution via linéafisation
-peuvent &tre util;sées comme aiternatives 4 la méthode de Newton-—

Raphson.'



2.2 Méthodes Quasi-Linédaires

- Lorsque 1'appoximation linéaire de la fonction vectorielle
f est différente du développement en série de Taylor limité au

premier ordre, c'est donc la méthode Quasi-Linéaire, notée QL.
F(x* + 8x* )w £(x*¥) + M¥ §x* = 0" (11)

La matrice M' doit étre choisie de telle sorte qu'elle
‘conduise & un processus ﬁtératif convergeant vers la solution
cherchée, & partir des valeurs initiales. Cet objectif peut &tre
atteint pour des approximations lindaires diverses condulsant

généralement & une convergnece linéaire, c'est & dire

" xlf! - x | < B“ x" — 'x' ”2 k:o,l. (12)

voire superlinéaire (équation B).

Avec cette définition, les méthodes qui utilisent pour
obérateuf M* une matrice diagonale, telles que la méthode de
substitution successive, la'méthode de Weggtein et la méthode de
la wvaleur propre dominante (cf.tableau 1), peuvent &tre
ponsidérées'comme appartenant & la calsse des méthodes Quasi-
Linéaires, L'objectif recherché est d'obtenir une approximation
"simple" de la matrice jacobienne en ne calculant que les termes -

dominants, et ainsi réduire le temps calcul au niveau de
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la génération de 1'opérateur M* et‘de la résolution du systéme
linéaire (3). Cette diminution du temps calcul par itération
compense ou non, suivant la natﬁre du problémeet le choix de
l'approximation, 1'augmentation du nombre d'itérations pour
atteindre 1la convergeﬁce par rapport a 1a méthode de Newton-
Raphson. ie choix des termes négligés dans la matrice jacobienne
peut &tre basé sur une analyse des phénoménes physico~chimigques-
mis en jeu, ou simplement sur le fait que ces Llermes sont
difficiles ou collteux & obtenir. C'est le cas habituellement des
dérivées partiellgs des propriétés thermodynamiques au niveau de

la gimulation des opérations unitaires de Génie chimique.

2.3 Méthode de Quasi-Newton

| Comme les méthodes Quasi-Linéaires, les méthodes de Quasi-
Newton*permetﬁent de réduire.le temps calcul nécessaire a la
génération de la matrice jacobienne. En contre-partie, la
convergence n'est plus quadratique mais seulement superlinéaire.
Dans ces méthodes, 1‘approximation de la matrice jacobienne est
obtehue a part;r de l'information (valeurs des fonctions et des
" variables) générée au cours des itérations précédenﬁes. La
relation de base est la relation de sécante généraliseep souvant

appelée équation de Quasi-Newton

Afk = M1 pk (13)

avec

Afk = fi{xkl - Fixk) - (14)
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K = 3ktl _ 2k = gk pyk
et p x x ak 5x (15)

L'opérateur M*? peut é&tre calculé par récurrence de maniére &

satisfaire la relation(lj)par la formule

(vk ¢

Mk = M + (Af* - Mk pF) _~ 7
<Vk)C Pk

(16)

Pour n'importe quel choix du vectéur V tel que (V")*' P* ¥0. Bieﬁ
que de nombreiluses méthodes de Quasi-Newton aient é&té ﬁroposées
(voir par exemple SOLIMAN (19B5))., la méthodede BRCYDEN (1965 et
1969) reste la plus largement utilisée. Elle repose sur le choix

v* = P*, ce qui conduit a la formule

(pk ¢

k+l _— X k _ k k ‘

‘Pour éviter de résoudre a chaque. itération le systéme lindaire

MXL Jpkil = F(xki ) | (18)

BROYDEN sugére de générer directement une approximation de.
l'inverse de la matrice jacobienne, soit H™ = (M“H“ par la

formule de récurrence - -suivante

12



1 (PX - HX AFKy (pX )t gk
CH = BE (Pk)tHk (P.k) : (19)

Il y a un inconvénienp a l'utilisation de cette derniére
méthode. Lorsqd‘elle'est utilisée pour résoudre des systémes de
grande dimension, l'approximatidn de 1'inverse de la matrice
- jacobienne tend a devenir une matrice pleine alors que la matrice
jacobienne est creuse. De méme, la formqle de récurrence basées
sur 1'équation 17 ne présérve pas la vacuilté du jaéobien et -
s'avére aloré de peu d'utilité pour la rééolution globale des
problémes de grande dimension. SCHUBERT (1970) a montré comment
la formule de Broyden pouvait &tre modifiéde pour maintenir le

degré de vide du jacobien.

Soit m," la ligne de M' qui représente une approximation du
gradient de 'la i*""™" fonction f, a l'itération K. La formule de

récurrenbe de SCHUBERT s'écrit

pa | ook (SEET - (1 - af) £FNES )
mi e (PF )€ (PF) (20)

Ot P,* est un vecteur dérivé du vecteur P* en mettant & zéro
chaque élément de P* qui correspond & un élément de m," qui est
une valeur connue et qui ne doit pas &tre modifiée par la formule

de récurrence (20).
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Les méthodes de Broyden et Broyden-Schubert sont des
méthodes localement convergentes 3vec une convergence
généralement considérée comme superlingaire. Leur vitesse de
convergence dépepd de la matrice d'initialisation M’ qui peut
é8tre prise égale, par exemple, & lfune guelconque des matrices
des méthodes présentées dans le tableau 1, & savoir : matrice
jacobienne, matrice identité ou matrice diagonale. De plus,
contrairement & la méthode de Newton-Raphson, leurs performances
gont affectées par des changements d'échelle sur ies‘varialbes

et un reconditionnement du probléme peut s'avérer nécessaire.

L'efficacité relative des méthodes de Newton-Raphson, Quasi-
iinéaires, Broyden et Broyden-Schubert dépend essentiellement de
la dimension du systémé d'équations non linééires a résoudre et
du colit d'obtention des valeurs des dérivées partielles. Ainsi,
suivant 1'environnement et le type du probléme & résoudre le
choix est fait sur 1'une ou 1'autre de ces m&thodes. Il est a
ﬁoter que les méthodes Quasi-linéaires et les méthodes de Quasi-
Newfon ont toutes pour objectif de trouver, & moindre coil, de

bonnes approximations de la matrice Jjacobienne.

Dans «c¢e paragraphe, sont présentés les méthodes de
résclution des systéméé d'équations algébriques non linéaires,
sans mention particuiiére sur les problémes liés & la dimension
du systéme. Il est & rappeler que le modaédle mathématique
représentant le fonctionnement en régime permanent d'un procédé
chimique renferme quelque milliers, voire gquelques dizaines de

milliers d'équations, chaque éduation ne faisant intervenir gqu'un
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nombre faible de variables ;: on dit alors gue 1'on est en

présence d'un systeme creux.

Ainsi,. bien gue toutes les méthodes exposées puissent
théoriguement étre utilisées pour résoudre le systéme original,
une résolution efficase ne peut étré obtenue que s1 des
technigues spécialément adaptéeé au traitement de systémes creux
et de grande taille sont mises en oceuvre. C'est a ce niveau gue
ce situent les différences fondamentales entre ies approches
proposées pour résoudre les problémes de flowsheeting. Excepté
dans 1 'approche globale, 1'idée maitresse est la décomposition
du systéme en sous-systémes de taille plus faible et la recherche
de sous-ensembles réduits de variables itératiyes. La premiére
de ces approches, aussi blen historiquement que par sa fréquence’

d'utilisation, est 1'approche modulaire séquentielle.
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