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K,y LeFICenmode lau poi@.
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7] La position angulaire du poiQY'.

G L’angle réduit ded.

a Le rapport entre les axes de l'ellipse.

4 Le paramétre définissant la proportion entre lasxdmnes de I'ellipse.

i Le paramétre définissant lI'influence du rayon derbare de I'ellipse.

Rc Le rayon de courbure du front de fissure.

4 Le paramétre définissant la proportion entre lasxdmnes de I'ellipse.

i Le paramétre définissant lI'influence du rayon derbare de I'ellipse.

5 Le paramétre définissant I'influence du gradientalgon de courbure de I'ellipse.
Ro Le rayon du premier demi-cercle concernant le lagel de surface.

ri Le rayon di*™demi-cercle concernant le maillage de surface.

K L'intégrale elliptique de premiére espece.

E L’intégrale elliptique de seconde espéce.

A L’épaisseur de la bande ignorée de la surBace

7/ La position angulaire ddl .

T L’angle situé entre la tangente en un pointideet la droite passant par le centre de

ellipse et ce méme point.
a Le segment élémentaire dé.(

£ L’erreur de linéarisation dd .
oY  L’ouverture angulaire du segmeiit.
N Le nombre de point subdivisant le quart du con{bir

WQ% La composante asymptotique g, .



C .
Wy, Lacomposante corrective &, .

Q« Le symétrique du poin® par rapport a I'axe des abscisses.
D Le paramétre géométrique de correction l@éet &.

o La distribution du chargement a I'intérieur delijete.

Go La solution de référence concernant le FIC adinuemsl

K,F,F' Ya Ys Les FIC adimensionnels utilisés pour les différgmtsdlemes.
pi La pression a l'intérieur d’'un tube.

R Le rayon interne d’'un tube.

t L’épaisseur d’'un tube ou d’'une plaque

w La largeur d’'une plaque.

G La contrainte de traction appliquée sur une plaque.
Gk La contrainte de flexion appliquée sur une plaque.
M Le moment de flexion appliqué sur une plaque.

A Le point du fond d’une fissure semi-elliptique.

B Le point de surface d’une fissure semi-elliptique.
Abréviations

PNB Produit National Brut.

FIC Facteur d’Intensité de Contrainte.

CTOD Crack Tip Opening Displacement.

HRR Hutchinson, Rice et Rosengren.

FEM Finite Element Method.

BEM Boundary Element Method.

DDM Displacement discontinuity method.

FSM Fictitious Stress Method.

WFM Weight Function Method.

PWFM  Point Weight Function Method.

XFEM eXtended Finite Element Method.
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MBFM  Modified Body Force Method.
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Introduction générale et recherche bibliographique

Le colt des accidents liés aux ruptures catastgopkides structures jusqu’aux fin des années
guatre-vingt (80) du siécle dernier représentepréd'a une étude économique [Zeg-2003], prés
de 4% du Produit National Brut (PNB) dans les pagsistriels développés. D’aprés la méme
étude, On pourrait réduire ce colt d’environ 30%rsiappliquait correctement les concepts
connus de la mécanique de la rupture et de 25%&upptaires par le développement des

recherches dans le domaine de la rupture.

La pertinence de la maitrise d’une telle scierstedae au fait de I'importance des incidents
liés a la rupture et a la délicatesse de la prévemke leurs risques. On distingue deux causes
majeures provoquant la rupture des structures :

- Une négligence dans la conception, dans la astgin ou dans l'utilisation de la structure
qui pourrait étre évitée si la structure avaitldgh dimensionnée avec un choix de matériaux
adaptés et un chargement correctement évalué.

- L'utilisation d’un nouveau matériau ou d’'un noaveprocédé, qui peut provoquer une
rupture inattendue ou la prévention de la ruptstepéus délicate ; en effet lorsqu’on utilise
un nouveau matériau ou un nouveau procédé, ilopaent un certain nombre de facteurs que

le concepteur ne maitrise pas toujours.

Eviter la rupture des édifices et des structurai depuis longtemps une préoccupation pour
’lhomme. Les concepteurs des structures de 'Eggpte pharaons (pyramides) ou ceux des
civilisations qui leurs ont succédé (romaine, perse@sulmane, ...) nous ont laissé des
edifices que I'on peut encore contempler, ce qaupe bien qu’ils avaient le souci d’éviter la
ruine des structures. Mais comme les structureeianes de pierre, de brique ou de mortier
étaient chargées en compression, elles ont audtsisté car le risque de rupture par fissuration
était tres faible en I'absence de la traction dbotint directement a I'ouverture des fissures.
Le probléme de la rupture est actuellement plusiaravec le développement des structures
complexes lié au progrées technologique utilisast matériaux travaillant en traction tels que
les aciers, les alliages métalligues et récemmestcomposites. Les avancées dans la
connaissance en mécanique de la rupture permettamg les temps modernes et plus
précisément depuis le début du 20e siecle, de npswenir le risque de rupture. Néanmoins,

la premiére vraie interprétation qualitative derlgture est exposée en 1920 par Griffith
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[Gri-1920] qui établit une relation directe enteetéille du défaut et la contrainte de rupture.
S’appuyant sur les travaux de Inglis [Ing-1913]d&ébut du 28 siecle, Griffith appliqua
'analyse des contraintes autour d’un trou ellipdch la propagation instable d’une fissure. I
formule ainsi a partir du premier principe de larthodynamique, une théorie de la rupture
basée sur la stabilité de la fissure valable umgré pour les matériaux fragiles (elle ne tient
pas compte de la dissipation de I'énergie duepdstification). Il a fallu attendre les travaux
d’Irwin [Irw-1948] qui proposa une modification da théorie de Griffith en incluant
justement dans le bilan énergétique, I'énergie a@lle plastification, pour que I'approche de

Griffith soit applicable aux matériaux ductiles.

Aprés ce qui arriva au bateau « Liberty » de l&dlaméricaine qui se fissura en deux parties
lors de la deuxiéme guerre mondiale entre la S#etri’Alaska (voir figurel [Pom-2005]) et
a une dizaine d’autres navires sur les 2700 ercggrgui subiront ensuite le méme sort, la
mécanique de la rupture passa du stade de curiesiatifique a celui d’'une discipline

scientifique fortement imposée dans l'ingénieridaleonstruction.

(b)

Figure 1 (a) Rupture fragile d’un liberty-ship (aprés la secegdierre mondiale) au cours d’'un hiver
rigoureux, (b) Rupture d'un autopont lors d’'un tremblement destfPom-2005].

Apres, Irwin [lrw-1956] avec un groupe de cherclsedans les laboratoires de la marine
américaine développa en 1956 le concept de taurdditution d’énergie a partir toujours de
la théorie de Griffith mais sous une forme facilemexploitable par les concepteurs de
structures. En 1957, s’appuyant sur les travauWwedstergaard [Wes-1939], Irwin [Irw-1957]

montra que les déplacements et les contrainteso@ingge de I'extrémité d’'une fissure
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peuvent étre décrits a I'aide d’un parametre uniglié au taux de restitution d’énergie. Ce
parameétre issu de la mécanique linéaire de la reprst appelé le Facteur d’Intensité de
Contrainte (FIC). Le concept de FIC fut égalemdilisé par Paris [Par-1963] pour décrire la
propagation des fissures de fatigue pour rempliaceotion d’endurance pour une meilleure

prédiction des durées de vie des structures.

La période entre 1960 et 1980 vit une intensifaraties recherches sur la rupture avec deux
écoles concurrentes. D’une part les tenants dertae utilisant la mécanique linéaire de la
rupture et ceux qui s’intéressaient essentiellenzed plastification qui se développe a
I'extrémité d’'une fissure. La mécanique linéairela@upture cesse d’'étre valable lorsqu’une
plastification importante précede la rupture. Pteair compte de I'effet de cette plastification
sur les champs de contraintes et de déplaceméetdr@mité d’une fissure, plusieurs auteurs
comme Irwin [Irw-1962], Dugdale [Dug-1960] et Babdsitt [Bar-1962] proposérent ce qu’on
appelle une correction de zone plastique ; lactai#t la fissure est alors augmentée de cette
zone plastique pour retrouver les champs de comdsiélastiques décrits par le FIC. Wells
[Wel-1961], un des représentants de la deuxiemte épmoposa en 1961 le déplacement en
fond de fissure - ou CTOD « Crack Tip Opening Daggiment » - comme parametre
alternatif a la mécanique linéaire de la rupturglus précisément au concept de FIC, lorsque
la plastification devient importante comme c’est#s dans les matériaux tres ductiles. Plus
tard, Hutchinson [Hut-1968], Rice et Rosengren {R36¢8] (HRR) développérent un nouveau
parameétre appelé intégralepour mieux décrire la répartition des contrairdass les zones
plastifiees (champ HRR). Landes et Begley [Lan-]1¥&2actérisérent la ténacité a l'aide du
parametre) et développérent une procédure standard poulidation de cette intégrale dans
des cas pratiques. Shih et Hutchinson [Shi-1976p@serent également une méthodologie
pour utiliser I'intégrale] non seulement pour décrire la ténacité mais quasi la relier a la
taille du défaut et au champ des contraintes ap@éig. Shih [Shi-1981] établit par la suite la
relation existante entre 'intégraleet le CTOD. On commengait méme avec les travaux de
Nguyen [Ngu-1980] a introduire I'effet thermiquer dianalyse de la rupture en utilisant les

lois thermodynamiques (cité aussi dans [Mau-1999]).

Actuellement, on s’intéresse en plus aux compontésnascoplastiques et/ou viscoélastiques.
Les premiers comportements se rencontrent a tempérélevée lorsque les phénomeénes de
fluage deviennent importants alors que les secoadxctérisent les matériaux polymeéres de

plus en plus utilisés dans lindustrie. L’'appanmti@es nouveaux matériaux composites

10
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nécessite de nouveau l'utilisation des concepttadaécanique linéaire de la rupture pour
décrire leur comportement (la premiére école).

Plus récemment encore, de nouvelles approchesntetderelier le comportement local a
I'échelle microscopique au comportement global ldes la rupture d'un matériau. Ces
approches micro — macro deviennent parfois négessdorsqu’on atteint les limites
d'utilisation des autres approches plus classigaescrétisées par les deux écoles
précédemment citéesCependant, jusqu’a I'heure actuelle, beaucoupmgeanismes de
rupture restent toujours mal connus notamment ldosqutilise de nouveaux matériaux ou de

nouveaux procedés.

Mode llI- Glissement

Mode |- Ouverture Mode lI- Glissement plan anti-paln

Figure 2 : Les trois modes de rupture

Par rapport a ce contexte, notre étude porte s@walllation du facteur d’intensité de
contrainte (FIC) sur le contour des fissures atjijpgs internes et des fissures semi-elliptiques
débouchantes en mode | considéré comme le plusedang dans le but de prévoir un
éventuel risque de fissuration pour beaucoup ddlgmees pratiques, tout en restant en
mécanique de la rupture linéaire (I'école d’'IrwiRappelons dans la figure 2 les trois modes
de rupture. La forme elliptique est une forme géioge trés utilisée en mécanique de la
rupture [Sha-1971, New-1981,Vai-1990, Guo-1995, Waa8, Kra-1999, ...] et qui permet
de simuler, en jouant sur le rapport des axesallpbke, différentes formes des fissures réelles
présentes dans les structures (voir la photo figuee 3).

! La chronologie historique citée est extraite deéférence [Zeg-2003]
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Les méthodes expérimentale et analytique constitides principales approches en sciences
physiques, cependant avec I'évolution de l'inforionag, une troisieme approche qui consiste
en la simulation numérique s’est imposée dansdaluéon des problemes de la mécanique
de la rupture. Parmi lesquelles on trouve la méthieks fonctions de poids adoptée dans la

modélisation du phénomeéne de fissuration dans éitie.

Figure 3 : Exemple d’'une fissure interne de forme pratiquenadiittique due a une inclusion
de sulfure de manganése dans I'acier du Titanimf2005].

La principale raison de ce choix est la grande kaitgp que représente cette technique, sur le
plan de la formulation mathématique et sur le plantraitement numérique vis-a-vis des
autres techniques numériques les plus utiliséeméraniques de la rupture, telles que la
meéthode des éléments finis (FEM) et la méthodestissents aux frontieres (BEM).

La FEM est relativement simple de point de vuead®imulation mathématique puisqu’elle
consiste en une transformation des équations diffélles sur un domaine continu vers des
égquations algébriques sur un domaine discret. Gpensur le plan numérique la FEM est
tres gourmande en terme de mémoire de calcul notamtnpour les problemes
tridimensionnels, puisqu’on est obligé de discestifoute la structure. Sans oublier de
mentionner les problemes liés a la convergencecdiesils itératifs et son incompatibilité a

traiter les problemes des milieux infinis.

12
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Pour la BEM, on peut considérer que le constainestrse. On a tout d’abord une réduction
d'une dimension par rapport a la FEM, donc un gapréciable en terme de mémoire de
calcul car on discrétise uniqguement la frontiergpchbléeme. En sus, on a une grande aptitude
pour la modélisation des problémes des milieuxnisfi Cependant sur le plan de la
formulation mathématique, elle est trés complexem@&ne a des singularités d'ordre
relativement élevé pouvant aller jusqu’a I'ordrél#") pour certains problémes ; la variable
étant la distance entre le point de calcul et latmrbitraire du domaine étudié (cette variable
sera décrite dans le chapitre Il). Le traitementcde problemes de singularité est aussi

complexe que la formulation elle-méme.

D’apres sa conception comme on va le découvrir taqsochain chapitre, la méthode des
fonctions des poids ne possede pas la méme adaptahir les différents domaines

d’application et les différentes configurations gesblemes a étudier par rapport a la FEM et
a la BEM. Néanmoins, elle représente une simplieiténe efficacité remarquables que ce

soit sur le plan mathématique ou numérique.

Sur le plan numérique, la discrétisation se linditea partie ayant le plus d’'influence sur la
solution recherchée du probléme. Donc, pour leblpnoes de fissuration, on s'intéresse
uniqguement au maillage de la fissure sur laquetie poojette toutes les conditions de
chargement du probléme. Cette approche permet domgain de la taille de mémoire de
calcul par rapport a la BEM puisqu’elle n’exige pes mailler toutes les frontiéres et elle

permet encore plus de gain par rapport a la FEMqubn ne discrétise pas toute la structure.

Sur le plan de la formulation mathématique, la otuest donnée par un calcul intégral
direct. Ce qui n’est pas le cas en fissuration gesrautres méthodes FEM et BEM, pour
lesquelles I'évaluation du facteur d’intensité dmnttainte est un calcul indirect, passant
obligatoirement par la détermination du champ d#rainte ou le champ de déplacement ou
encore par des évaluations énergétiques. Il egnaler aussi que les singularités présentes
dans la solution donnée moyennant les fonctiongod#s sont nettement moins compliquées
gue celles de la BEM, I'ordre est plus faible etrleraitement est tres abordable vue qu’elles
ne se reproduisent pas a chaque passage sur tlenéldenmaillage (ceci sera développé dans
le chapitre suivant).
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Chapitre | : Introduction générale et recherche bibliographique

La contribution de cette étude porte sur le déysopent d’'une nouvelle approche qui
hybride entre deux fonctions de poids dans le Bamdliorer la précision de calcul par
rapport a chacune d'elles et par rapport a d’'aupgsoches. Ceci lors de I'évaluation du
facteur d’intensité de contraintes en mode | pas fissures elliptiques et semi — elliptiques.
Cette these est organisée en deux partiepremiere partie (chapitre Il et Ill) est consacrée
au développement de la méthode d’hybridation. Apregppel sur les différentes techniques
numérigues employées historiquement en mécaniqle mgture ainsi qu’'un bref rappel sur
la théorie de la fonction de Green, nous allonsideen détail dans lehapitre 1l l'idée de
notre technique d’hybridation qui constitue le caeicette étude. Ce détail comporte I'aspect
de formulation mathématique, de l'implémentationméuique ainsi que de tous les
traitements des singularités liées a la procéduraénique de la méthode. Afin d'étendre
I'utilisation de l'approche d’hybridation a la mdd@tion des fissures semi-elliptiques
débouchantes nous allons exposer a la fin de deexahapitre son couplage avec la méthode
appelée « Point Weight Function Method (PWFM) »Jest corrections appropriées sur la
fonction de poids d’'une fissure elliptique pouritesompte de I'effet de la surface libre que
ce couplage nécessite. Abapitre 11l , nous présentons le code de calcul élaboré dguslle
nous décrivons les différents modules le constitudne description détaillée de linterface
graphique du code de calcul est aussi exposédia thke ce chapitre. Laeuxiéme partie
(chapitre IV et V) concerne les résultats et ldsrprétations de I'application de la méthode
d’hybridation pour une variété d’exemples dordnatmues. Pour les fissures elliptiques
internes, plusieurs applications de différentesfigarations géométriques et avec différents
modes de chargement sont présentées dambadpitre IV. Le couplage de la méthode
d’hybridation avec la PWFM a donné des résultatbg@nts a travers une variété d’exemples
d’intérét pratique qui sont rassembléscaguieme chapitre Finalement, nous terminerons
cette these par une conclusion générale mettardvetence I'intérét de cette étude, ses

perspectives immédiates ainsi que les horizonssageables liés a son exploitation.
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des fonctions de poids
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Chapitre 1l : Développement de la méthode d’hybridation des fomstde poids

I1.1 Introduction

Il est rare qu’un probléme réel ou la géométrieestconditions de chargement sont souvent
tres complexes, soit soluble analytiguement. Parfmi est amené a simplifier le probléme
pour le rapprocher a un cas ou la solution analgtig@st envisageable. Mais une telle
simulation n’est pas possible sans trop s’éloighecas réel ; ce qui demande de faire appel
aux méthodes numériques qui englobent depuis lepardion une grande variété de
techniques. Parmi lesquelles citons la méthodaldfsences finis, la méthode des volumes
finis, la méthode des éléments finis, la méthode @éments de frontiere, la méthode des
fonctions de poids et beaucoup d’autres qui sorfbigaun mélange, de deux voire plus, de
ces méthodes. Si on parle plus particulieremenédeécanique de la rupture, ce sont plutét
les trois dernieres méthodes les plus reconnuee i efficacités vis-a-vis de la complexité
du traitement des champs physiques influant le @iméme (champs contraintes-
déplacements) considérés comme singuliers au agsides fissures.

Grace a ces méthodes, on a pu modéliser le phémone&na rupture en transformant le
modéle mathématique défini généralement sur un oh@m@ontinu sous forme d’équations
aux dérivées partielles tres complexe a résoudatyttquement, en un modéle discontinu
obtenu par discrétisation du domaine avec desesglus au moins fines.

Parmi ces trois méthodes, la méthode des élémiamgsréste la plus populaire. Elle repose
sur la modélisation des équations aux dérivéeseplast du milieu continu par subdivision en
régions (appelées éléments finis) dans chacuneudidss) le comportement est décrit par un
ensemble distinct de fonctions représentant lempbkade contrainte et de déplacement dans
cette région (dans le cas de mécanique de solide).

On peut raisonnablement situer les débuts de la #&slles années cinquante. Les premiéres
applications sont issues de la mécanique des mitentinus déformables et notamment du
domaine aéronautique comme les travaux de Levy-l9W, Lev-1953] ou ceux d’Argyris

& Kelsey [Arg-1954]. Par ailleurs les travaux thi§oles concernant les approximations
analytiques des équations de l'élasticité linégiraus dans les années cinquante, ont été
utilisées par Clough [Clo-1960]. A cet effet c'dsi le premier a introduire le terme
d’éléments finis pour la résolution des problemekntensionnels. L’analyse mathématique
s’est poursuite apres, notamment pour I'estimadi®tierreur d’approximation (les travaux de
Johnson & Mclay [Joh-1968]) et celle de l'intergada (les travaux de Zlamal [Zla-1968]).
Les recherches sur la FEM ont par la suite pontdesurichissement de la gamme d’éléments
de dimensions différentes (1D, 2D et 3D) et d’ordaeiable (constant, linéaire, quadratique,

cubique, ...) comme le montre la figure 4a.
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5

Bk

(b)

Figure 4 : (a) Les éléments usuels de discrétisation des domddgférentes dimensions —
(b) Exemple de discrétisation d’'un domaine bidimens@gpar FEM (a gauche) et par BEM (a droi

Pour la mécanique de la rupture, citons les travdenNewman & Raju [Raj-1982 , New-
1979, New-1981, 1988] et ceux d’Atluri et al. [AD79, Atl-1983, Rhe-1986] portant sur les
plagues sous traction et sous flexion ainsi qudéubes sous pression interne, les travaux de
Grebner & Strathmeier [Gre-1985] utilisant des ééts de bouts de fissures axisymétriques,
les travaux de Yoshimura et al. [Y0s-1989] sur U@ture non - linéaire des matériaux
viscoplastiques, les travaux de Kobayashi et al-]©92, Yu-1993] sur la rupture des tubes

sous chargement dynamique, les travaux de Rahmaah-IB95] sur les modeéles
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stochastiques en rupture élasto-plastique etdeatix de Wang & Lambert [Wan-1997, Wan-
1998] qui ont investi sur les développements dastfons de poids par optimisation basée sur
des résultats d’éléments finis...etc.

D’autres chercheurs ont opté pour des formulationsux adaptées au maillage, on cite
notamment Belytschko et al. [Bel-1994, Moe-1999;-B#99, Kry-1999, Sto-2001, Bel-2003]
et Sukumar et al. [Suk-1997, Suk-2000, Suk-200k;Z03].

Ces études ont contribué a I'extension de la FEM po calcul optimal en mécanique de la
rupture (réduction de nombre d’éléments de mai)laGette nouvelle extension est connue
sous le nom eXtended Finite Element Method (XFEMgtite méme équipe a beaucoup
contribué au développement d’'une autre extensioladEEM appelée la méthode sans
maillage (Meshless Methods) dont I'avantage d’é@geemaillage des structures a géométrie
variable (le cas de propagation de fissure par pl&m

Maintenant, la FEM a connu de grands progrés paidis des développements d’'un grand
nombre de logiciels dans les différents domainebimgenierie. Cependant, I'immensité des
maillages nécessaires pour la modélisation, enitees les espaces mémoires importants
occupeés lors du calcul, représentait toujours ustambe aux praticiens de cette méthode.
Comme cela a été mentionné, les problemes de amwes de la FEM ainsi que son
handicape vis-a-vis de la modélisation des miliedinis, ont encouragé le développement
des méthodes concurrentes ; la BEM en est uneueopgur résoudre les problemes aux
limites toujours par discrétisation portant seuletrsur la frontiere du domaine. Donc une
dimension au moins des éléments de discrétisaaomgpport a la FEM (voir la figure 4b) et
un calcul direct sans risque de probleme de coewes ce qui va entrainer une nette
réduction de I'espace mémoire.

Dans le cas général, la BEM consiste en la tramsfon des équations décrivant le
comportement des fonctions inconnues des différgmsnps physiques a l'intérieur et sur le
contour (la frontiere) d’'un domaine, en une équmtintégrale reliant les inconnues et
certaines de leurs dérivées aux valeurs qu’ellearmant sur le contour. En mécanique de la
rupture, ces inconnues sont les déplacements etetesons ; ces derniers permettent de
calculer directement le FIC aprés leur évaluationasinage du bout de la fissure pour le cas
de la rupture fragile (élastique) ou a traverstégraleJ de Rice [Ric-1968] pour la rupture
élasto-plastique.

Ainsi, la BEM repose sur la discrétisation d’égoas intégrales de frontiere du domaine
étudié. On note au passage que I'étude de cesi@yuiatcommence il y a plus d’'un siécle et

constitue une branche de la physique mathématiigssique qui est la théorie de potentiel.

Premiére partie Implémentation de la méthode d’hybridation 19



Chapitre 1l : Développement de la méthode d’hybridation des fomstde poids

L’identité intégrale de Somigliana (cité par [Bo895b]) pour I'élasto-statique par exemple, a
été publiée en 1886. Le développement de la BENaehqu’'outil de résolution numérique
est toutefois postérieur a celui de la FEM. Legmpees développements numériques de la
BEM ont été proposés a la fin des années soixamtiRipzo [Riz-1967], Cruse [Cru-1969] et
Shaw [Sha-1970] pour citer que quelques-uns.

Si les équations intégrales issues de la théorigpatentiel portent sur des inconnues
intermédiaires, elles sont qualifiées « méthodediréntes » qui ont été développées
essentiellement par Crouch, & Starfield [Cro-1988jes méthodes regroupent deux
approches ; la méthode de discontinuité de déplacentfDDM) et la méthode de
discontinuité de contrainte appelée parfois la wd@thdes contraintes fictives (FSM).

D’autres formulations intégrales dites « méthodesctes » établissent une relation entre les
grandeurs physiques (vecteur déplacement et vecteirainte) sur la frontiere du domaine
d’étude sans variables intermédiaires. Leur domai@evalidité n’est pas restreint a des
conditions aux limites spécifiques. Citons pour teéthodes directes en élasto-statique les
travaux de Lachat & Watson [Lac-1976], les travalex Bui [Bui-1977] ainsi que ceux
d’Aliabadi & Rooke [Ali-1991].

Comme les lévres des fissures constituent desidrest du domaine, dont on peut les
discrétiser plus facilement avec la BEM qu’ave€&laM. A cet effet, la BEM a vite gagné du
terrain en mécanique de la rupture avec un rappprécision / colt de calcul » trés élevé. On
constate aussi qu’aux files des années les auteurpensé a hybrider les méthodes BEM
entre elles dans le but toujours de concevoir ggsoghes optimales comme la HBEM
(Hybrid Boundary Element Method) et de profiter amaximum des avantages que
représentent les unes par rapport aux autres. itolamment les travaux de Guozhong et al.
[Guo-1995, Guo-2000, Guo-2004]. On a méme pu addtBEM pour les problemes de la
rupture non-linéaires en introduisant la notionlé@higent dual grace notamment aux travaux
de Portela & Aliabadi [Por-1992], Cisilino andidbadi [Cis-1999], et ceux de Kebir et al.
[Keb-1999, Keb-2006].

Il faut noter que la BEM, comme toute méthode dmau&ition numérique, a aussi ses
inconvénients. Citons notamment les problemes diés singularités qui demandent des
traitements analytiques et/ou numérigues aussirftapts que la méthode elle-méme.

Ceci a amené certains chercheurs au couplage B&Na (pour modéliser la majorité du
domaine) avec la BEM (pour modéliser les régiossuiées) comme dans les travaux de Keat
et al. [Kea-1988], Wang & Atluri [Wan-1996] , Frang Novati [Fra-2002] et dans ceux de

Margonari & Bonnet [Mar-2005]. Parfois on coupleiplde deux méthodes comme pour le
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cas de Han & Atluri [Han-2002] avec la méthode Fpbur les zones non fissurées, et
I'hybridation SGBEM de la méthode de I'élément syma@e de Galerkin avec la méthode
des éléments de frontieres pour modéliser les Zismgées.

Pour la méthode des fonctions de poids, son dépetopnt en mécanique de la rupture
remonte aux travaux de Bueckner [Bue-1970] porsamtI'étude d’'une fissure semi-infinie
dans un milieu infini. L'approche développée aloti$isait la fonction de Green [Gre-1828].
Depuis, la recherche de nouvelles fonctions despoambinée a un approfondissement du
bilan énergétique de Rice [Ric-1972] a fait I'objlet plusieurs travaux, parmi lesquels, Paris
et al. [Par-1976], Oore et Burns [Oor-1980] et Bwhn et al. [Bor-1983]. En 1986, Gao et
Rice [Gao-1986] ont introduit I'étude de la staiilde la forme rectiligne du front de fissure
pour le calcul du facteur d’intensité de contran(EIC). Par la suite, beaucoup de travaux
utilisant cette technique se sont succédeés. Lddémes traités concernent alors la forme de
la fissure, le mode de rupture ainsi que le domaliapplication (statique, dynamique,
thermo-elastique, . . .). Citons notamment, parmesitcavaux, par ordre chronologique, Fett &
al. [Fet-1989], Vainshtok & al. [Vai-1990], Domingu & al. [Dom-1992], Rooke & al. [Roo-
1994], Orynyak & al. [Ory-1995], Zheng & al. [Zh&Q7], Kiciak & al. [Kic-1998], Pommier

& al. [Pom-1999], Krasowsky & al. [Kra-1999], Hac&i al. [Hac-2003], Christopher & al.
[Chr-2004] et Hachi & al. [Hac-2005].

La technique de fonction de poids consiste a atilisne ou plusieurs solutions connues
(solution de référence) d'un cas particulier dandut de trouver la solution pour le cas
général. La solution de référence vient général¢merrésultats analytiques (exactes). Mais
dans certains cas, l'absence de tels résultatgeolels auteurs, tels que Orynyak et al. [Ory-
1994, Ory-1995] pour la méthode de fonction de pald point (PWFM), a utiliser des
solutions approximatives des fissures elliptiquesrpgléterminer la solution générale dans le
cas de fissures semi—elliptiques[Ory-1975] et gqualiptiques[Ory-1974].

La question de l'efficacité relative des différentaéthodes numériques FEM, BEM et WFM
les unes par rapport aux autres, objet de nomlsaliseussions notamment entre les deux
premieres, ne nous semble pas essentielle. En ffEEM occupe une position dominante,
son champ d’application est incontestablement ghamd que celui des autres. Les BEM
représentent une supeériorité pour le traitementeteaines situations (problemes linéaires,
fissuration en utilisant des éléments de discoitBnde déplacement, milieux infinis,
frontieres mobiles, ...). Les WFM sont destinées sxadtamaines d’application plus restreints

mais elles représentent, pour les problémes dontispose déja de I'implémentation

Premiére partie Implémentation de la méthode d’hybridation 21



Chapitre 1l : Développement de la méthode d’hybridation des fomstde poids

analytique en terme de fonction de poids, une saitplet une efficacité fascinante. Il faut
donc conclure que ces différentes approches somplémentaires plutdt que concurrentes.
Notre étude prend sa source dans la modélisationésanique de la rupture par les fonctions
de poids représentées ici par les fonctions derGrieke présente une nouvelle approche
améliorant le calcul des facteurs d’intensité deti@nte par hybridation de deux fonctions de
poids. Elle est présentée et appliquée aux casslards elliptiques et semi — elliptiques sous
différents chargements. L'hybridation consiste ifisat I'une ou l'autre des deux fonctions
dans la zone de la fissure ou la fonction estua pfficace. La délimitation des deux zones est
faite apres optimisation du rapport des axes etagon de courbure de la fissure. Lors de
'optimisation on cherche a atténuer I'effet desgsilarités présentes dans les fonctions de
poids et a mieux prendre en compte l'influenceadedurbure de I'ellipse.

Ce chapitre constitue le noyau de notre étude. Dagsel, en premiere partie, nous
présentons un petit rappel sur la théorie de lation de Green, ensuite nous exposons le
principe de l'idée d’hybridation, sa formulation thé@matique ainsi que sa mise en ceuvre
aprés une étude d’optimisation par rapport auxrpates géométriques de la fissure. Et
enfin, nous développons la mise en ceuvre humédguiapproche, qui est une tache aussi
importante que la formulation de I'approche, aveatamment les traitements des singularités
des intégrales curvilignes et surfaciques présedtass la formulation de la méthode
d’hybridation.

II.2 Rappel sur la fonction de Green
Avant d’entamer la présentation de notre approiest utile de mettre en évidence la notion
de fonction de Green qui est généralement a la baseformulations analytiques des
fonctions de poids. Pour cela, nous allons présdéamt@éfinition de la fonction de Green dans
sa forme la plus simple.
Soit une équation différentielle linéaire non horog d’ordren :

a - ~ . Déf n di

;a(X)f(')(X) =¢px) = LI =¢x), LX) = ;&(X)E 1)
I:(x) étant I'opérateur différentiel.
La fonction de Green de cette équation est la fondatisfaisant I'équation (1) en remplacant
le second membre (ou le terme sourgg) par la fonction (au sens d’une distribution) de

+00 + 0 r = ’
Dirac qx-x) ayant la propriétej O(x=X)dX =1 avecd(x—X) = {O o:)op ru : , "
o urx# X
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Alors, on a par définition de la fonction de Gré&n
n di Déf " Déf
Za1 (x)&G(x, X)=0(x=X) = L(XG(x,X) =o(x—-x) (2)

i=0

En appliguant les propriétés de la fonction de ©ira’en suit pour (2) :

[Tax=x)px ) = @) = [ LIG(x, X)X )oK 3)
Ce qui donne avec I'équation (1) :
[TLRGx X)) =L T () = F0)=] G(xx)@X)a 4)

Alors, nous avons fini par trouver une solutionragre équation différentielle (1) pouvant
servir comme solution particuliere. La solution @@te sera la somme de la solution

homogene et de la solution particuliere donnéd'@auation (4) :

F(9= £,(0+ [ G(x X)@x) X (5)

Pour résumer son intérét, la fonction de Greeruastfonction, une fois connue pour une

éqguation différentielle, pourra facilement servir@uver une solution particuliére.

I1.3 Présentation de I'idée d’hybridation
L’expression du FIC pour une fissure elliptique slam milieu infini, basée sur les fonctions

de poids, est donnée par [Oor-1980] :

Kig = [Weea(Q)dS (6)
(S)

Ky représente le facteur d'intensité de contraintenede | au poinQ’du bout de fissure,
q(Q) le chargement au poin@Q et S la surface de lellipse (fissure)MV, représente

classiquement la fonction de poids liée au probldatle représente également la solution du
probleme (le facteur d’intensité de contrainte) oo chargement unitaire appliqué au point
Q. D’'apres I'equation (5)W,, correspond donc a une fonction de Grégfx,x' , o) les
variablesx et x’ sont remplacées par les positions des pd@jitst Q conformément au cadre
bidimensionnel. Ainsi, le domaine de variation@estla surface(S) au lieu de l'intervalle

]—oo,+oo[, I'élément différentiel de la surfadS au lieu dedx’ et q(Q) au lieu de¢g{x). La
fonction K, correspond d(x) est a la fois la solution particuliere selon Uétjon (4) et la

solution générale selon (5) comme la solution hagned,(x) est nulle puisqu’elle correspond
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a ¢x) =q(Q) = 0. Ceci est cohérent avec le fait que le (g est nul pour un chargement

nul.
Dans le présent travail on se propose de définfoation W, par hybridation de deux
fonctions de poids. On montre alors qu'il est poigsid’améliorer I'évaluation du FIC en

restant dans des temps de calcul comparables ird&geurs a ceux observés pour les

méthodes standards.

Figure 5 : Parameétres géométriques et subdivision de laréssiliptique

La méthode d’hybridation développée ici utilise xlelypes de fonctions de poids. La
premiere fonction a été développée par Oore & B{@ws-1980] pour modéliser toute forme

fermée de fissure dans un milieu infini :

/2

Woo :2—.[dl' ()
]1' } —
QQJr Py

La deuxieme est celle développée par Krasowskyal. [Kra-1999] pour les fissures

elliptigues dans un milieu infini :

211"(0)

W.. =
QQ \//a(l—rz(mle,jdr
R2(¢) QQrpQZ

Dans les relations (7) et (8), on a (voir la figgje

(8)

r et@: les coordonnées polaires du point arbitr&re
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R(@) : la distance entre 'origin® et le bout de fissure en passant@ar
loo : la distance entre le poi¥ et le point arbitraire,
(M) : la courbe de I'ellipse (front de fissure),

Po :la distance entre le poi et le segment infinitésimall’,

@ : la position angulaire du poiQt.

L2 4
a=alb : le rapport entre les axes de l'ellipsg #to) = s!nz o+ 0’2 cos' & .
sin®@+a®cos’ @

Partant de I'observation que les fonctions de paidsit pas la méme efficacité numérique
partout a I'intérieur de I'ellipse, I'idée de I'hgidation consiste & considérer que la surface de
I'ellipse est séparable en deux zones | et Il (aifigure 5). Sur chacune des deux zones, on

utilise la fonction de poids qui est la plus effiealLes deux zones sont définies par :

X 2 2
zonel :(—,j +(lj <1
b a

e ©
zonell : [Hj + (—j >1
a
* z
i
!
! Chargement
|
9(Q)
| s X YT Y r—cx -
O, a ¥
Zone (1) P€&— Zone () Zone (II)
1
Coupe de la fissure I
selon le plan (yOz) I
A~
~ N

!
|
i Chargement

Chargement

Tz ?z
|
|
|
|
|
|
|

Coupe de la fissure . Coupe de la fissure 5
selon le plan (yOz) | selon le plan (yOz) '

Figure 6 : Décomposition du probléme physique
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Avec a'/a=b'/b=L et ,BD[ 0, 1], le parameétrg3 définissant la proportion entre les zones
sera précise par la suite.

En réalité par notre approche, nous avons rempkgeérobleme physique classique qui
représente une fissure elliptique sous un chargeqi@) et pour laquelle nous utilisons une

seule fonction de poidg/,

o » PAr un autre équivalent réalisé par décomposdioprobleme

original en deux problémes physiques. Le premigrésente une fissure elliptique soumise au
chargement appliqué uniquement sur la Z@helLe deuxiéme représente la méme fissure
elliptigue soumise au reste du chargement applgyréla Zone(ll), comme le montre la
figure 6.

Il 'est a noter que pour qu'une fonction de poitils, soit analytiquement acceptable [Kra-

1999], il faut qu’elle vérifie les deux conditions

E%WQQ, =W, (d'une fissurerectiligne)

10
ILi[r}WQQ, =W, (d'une fissurecirculaire) (10)
avec :
W,,, (d'une fissurerectiligne) = 2d/(n\/7_r IéQ,) (11)
W, (d'une fissurecirculaire) = R? =12 [ (7/7R 1?0 (12)

d étant la plus courte distance entre le pQrdt le front de la fissure rectiligne Rtreprésente
dans ce cas le rayon de la fissure circulaire.

On vérifie donc que I'hybridation est analytiquemerceptable car les deux fonctions de
poids (7) et (8) vérifient simultanément les coiadis (10).

La fonction de poids de I'expression (8) est deéstiexclusivement aux fissures de forme
elliptigue. Néanmoins, lors de I'évaluation numégqgde l'intégrale de surface donnée par

I'équation (6), 'expression (8) présente une slagté supplémentairelr/R)™?

par rapport

a l'expression (7). Sachant que cette intégral€irdgegrale curviligne présente dans les
fonctions (7) et (8) seront évaluées indépendamnfeoir la section 1.4). Ceci rend
'expression (8) moins efficace au voisinage du tbda fissure (lorsquer — R). Cet
argument nous a conduit a choisir la fonction delpd8) pour la zone elliptique | et la
fonction de poids (7) pour la zone II, autrement di

_ {WQQ. del'egn(8) siQ O zond
o =

, : (13)
W, del'eqn(7) siQU zondl

Il reste a déterminer la proportion adéqudtmntre les deux zones | et |l.
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Il faut signaler que la fonction (7) d’Oore & Burasune forme tres similaire aux fonctions
(11) et (12) pour une fissure rectiligne et unsutre circulaire, respectivement. D’ailleurs lors
de son développement Oore & Burns se sont pagieutient appuyés sur les fonctions (11)
et (12) pour déduire les constantes présuméesrdexgmession finale (voir les pages 203 et
204 de la référence [Oor-1980]). Ce qui n’est gasas pour la fonction (8) de Krasowsky et
al. [Kra-1999] qui est déduite a partir de la vaoia élémentaire du bilan énergétique du Rice
lors d’'une propagation €lémentaire de la fissueeqd donne I'avantage a la fonction (7) par
rapport a la fonction (8) lorsqu’il s’agit des detas suivants :
 Bout de fissure dune forme proche d'un cerclee £1); ceci est confirmé
numériguement comme le montre le graphe de ladiguou les parametre$; et f, sont

j (\NQQ’ )eqn(7) dS _[ MQQ’ )eqn(8) ds

S et f,=2 . Ce graphe montre clairement que
I(VVQQ' )eqn(lz)ds i ,£ (\NQQ' )eqn(12)

S

définis par if, =

la fonction (7) converge plus rapidement vers cdllene fissure circulaire, par rapport a la
fonction (8).

* Bout de fissure proche d'une droite (faibles vadede a avec des valeurs dé loin de
Zéro).

1.01
1.00

0.99 1 f—— o
0.98 — -7
- rd -

0.97 -7
] Z
-
0.96 | .
0.95 - - f
2

0.94 < -
0.93 ¢

0.92 ,

Les valeurs de f1 et f2

0.91 4 s
0904 ~

0.89

0.88 - T T T T T T .
0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
Le rapport a

Figure 7 : Comparison des fonctions de poids (30) et (31) aede
d’une fissure circulaire pour][0.6 , 1]

En fait ces deux cas correspondent a des situatiotes variation du rayon de courbiRede

la fissure est trés faible tout en s’éloignant @ésle valeurs relative di; (faibles valeurs de
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a et 8 - 0). Dans le cas contraire c’est la fonction de pg¢R)sde Krasowsky et al. qui est

favorisée puisqu’elle est nettement plus adaptéecas a grande variation d&. Ceci est
o, 3 ) . a

confirmé par la présence via la fonctibi{é) de rayon de courbur® =—M*%(8) dans
a

I'expression de la fonction (8).

Par conséquent, plus le rayon de courbure estveta¢nt faible ou sa dérivée (gradient du
rayon de courbure) est élevée, plus la zone | deseggrandir vis a vis de la zone Il et vice
versa.

Compte tenu de toutes ces considérations, noussguaposée une forme relative et simple
de la représentation de l'influence du rayon de'twore par rapport au grand axe de l'ellipse.

Elle est donnée par I'expression suivante:

B, = (b_mlz(R:'a)) (14)

notre proposition concernant la représentatioriiaiéuience du gradient du rayon de courbure

pour una donné est donnée par I'expression relative suévant

— 03 06 min
03 max 06 min

oR,

avec% la dérivée partielle par rapport a la position dage du pointQ’, ses valeurs

maximale et minimale sont calculées en balayaritleocontour de I'ellipse pour ua donné.
Ce calcul de dérivée est évalué numériquement.

Le paramétre de proportighpourra, alors étre logiguement exprimeé par :

B=maxf,.5,) (16)

II.4 Mise en ceuvre numérique de la méthode d’hybridtion
Le calcul du FIC nécessite I'évaluation de deuxegypd'intégrale ; de surface dans
I'expression (6) et curviligne a l'intérieur desnfidions de poids (7) et (8). Les différentes

singularités présentes dans ces intégrales némssit traitement qu’on détaille ci-apres.

I1.4.1 L'intégrale de surface

Pour l'intégrale de surface de I'équation (6),dahnique de traitement de la singulaﬂ;{lﬂéq,

est celle employée efficacement par Krasowskgl. [Kra-1999]. Elle consiste a entourer le
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point Q' par un petit demi-cercle dayon Ry sur lequel l'intégrale (6) est analytiquement

évaluée en utilisant la fonction de poids (11) @'dissure rectiligne.

Figure 8 : Discrétisation de la fissure

On trouve ainsi :
s_ 8 1) 1 N = ,
K, ——”\/TTJR{ZE(—\/EJ K(_\/EHCI(Q) 121703/ R,q(Q") a7

Le FIC est donné dans ce cas gt = K° + K avecSla surface de I'ellipseS’ la surface

intérieure au demi-cercle &’ la surface restant& et E sont les intégrales elliptiques de
premiere et de seconde espéece, respectivement.

Pour réduire I'erreur due a la linéarisation dedarbure au poinfQ'), on prendra dans (17) :

W<RO<M (18)
30 - 20

qui est un intervalle de validité vérifié apresgmwrs tests de calcul. Cet intervalle est moins
restrictif que celui proposé par Krasowsky al[Kra-1999] en prenant la seule valeur :
R, = min(R.(Q"),a)/30.

En vue du calcul numérique de l'intégrale de swfée domaingS" @st discrétisé en tracant
des demi-cercles concentriqgues de cen@@ €t de rayondRp<ro<r;<r,<rs... et des demi-
droites partant de) (environ 60 dans la plupart des discrétisationsotfiées dans cette
étude) comme le montre la figure 8.

Deux types d’éléments sont générés a l'issue deaiibage :
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» Des quadriangles a 4 nceuds provenant de I'intéosede demi-cercles avec les demi-
droites et parfois de I'intersection des demi-éi®iaivec la Frontiére d&7() (voir la
figure 9a). Dans ce cas, nous utilisons des fonstite formes associées a I'élément
de référence de la figure 9b, de forme linéairaresst suffisante pour une intégration
numérique. Elles sont données par :

N, = 0250 ~¢ —77+4n)
N, = 0250+ & - - &n)
N, = 0250+ & +n +¢n)
N, = 0250+ - &n)

 Des éléments triangulaires a 3 nceuds, localiséquamient au voisinage de la

(19)

Frontiere de(S”), car ils proviennent de l'intersection entre ceattgniere avec les
demi-cercles et les demi-droites (voir la figure).9Bans ce cas, nous utilisons
également pour I'élément de référence de la figdee des fonctions de formes

linéaires :

1-¢-n
¢ (20)
N, =1

Nl
N2
L’algorithme utilisé lors de l'intégration numérigusur la surfac€S" gst celui de Gauss a 9
points pour les éléments quadrilatéraux et a 7tpgaur les éléments triangulaires.

(N
Frontiere dgS”)

(b) ©)

Figure 9 : (a) Passage des éléments réels aux éléments de o&féren
(b) EIément de référence carrée a 4 nceu@$ Elément de référence triangulaire a 3 nc
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[1.4.2 L'intégrale de contour

Il s’agit de I’ mtegralej ) présente dans le dénominateur de chacune desdoscée poids
Q

(7) et (8). Tant que le poir® est loin du front de fissurd ), l'intégrale en question se

transforme en une somme :

Figure 10 : Discrétisation du front de la fissure

a
z()

pQ i=1 ,O,Q

(21)

Dans la relation (21)\ désigne le quart du nombre de point subdivisanbidgour () et d

son segment élémentaire.

LorsqueQ est tres proche du bout de fissure, IlntegthJe— devient singulierg o, - @t
r Po

son évaluation numérique devient délicate. Pouitetracette singularité nous ignorons,
comme Krasowskyet al. [Kra-1999], une bande tres fine a proximité dutoan (voir la
figure 10) d'épaisseur constante :

A = ya ouy=1/300 (22)
Cette équation nous distingue de Krasowskwl. [Kra-1999], pour lesquels cette épaisseur

est variable :

Ay) = —COS(T(w))mln(R @).a) (23)

 étant la position angulaire d€ (voir la figure 10).
L’angle T en un point du bout de la fissure est mesuré é¢atiangente en ce point et la droite
passant par ce point et I'origi@(voir la figure 5).
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L'utilisation d'une telle équation rend le maillagautomatique que nous utilisons,
relativement complexe voire impossible d’ou le ghdiun A constant donné par I'équation
(22). En ce qui concerne Krasowsddyal. [Kra-1999], ces derniers ont adopté I'équation) (23
sans soucier du maillage automatique.

L'erreur sur I'intégrale (6) provoquée par I'exdlus de la bande d’épaissefirest estimée
y 1 1 3/2 2 3/2

par [Kra-1999], a enviro j Vxdx j Vxdx :(—j contre (—j pour notre choix de
) ) 300 300

A constant. Ces deux valeurs étant identiqguemenfdigles.

Le domaine effectif de la fissure devient :

BRERST
b) \a R(O)

Il nous parait nécessaire que I'épaiss@ureste inférieure a la taille caractéristique d’'une
maille du domaine discrétisé, représentée par dtamie entre deux arcs de demi-cercles
consécutifs (voir la figure 9a). Cette conditionpaur but de ne pas tomber sur le cas
pathologique des éléments excessivement petitsichiggtemps de calcul sera prohibitif sans
un gain significatif en précision. Donc a la limftedoit satisfaire la condition suivante [Kra-
1999] :

A=l =)mn =~ Ry (25)
Ce qui nous donne, avec les équations (18) et [22)oportion de progression du raygn
suivante :
y=lin = =R D[i,i} (26)
r R, [15'10

Le calcul numérique de lintégrale du contour néitesévidement la discrétisation de ce
dernier avec un nombre fini de points, délimitag$ degments de droite de longuelir (voir
la figure 10). L'erreure de linéarisation du segmerd est donnée en utilisant le

développement limité dsin(di /2) au voisinage de zéro, & savoir
3
sin(oy /2) = (51///2)—%#.. ce qui entraine :
I - _ ()
a 24

Avec oy I'ouverture angulaire du segmeiit.

E=

(27)
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Pour uniformiser I'erreue sur toute la courbd §, nous prenons la valeur moyenne (comme
s’il s’agit d’un cercle) :
1( 7Yy _1
:ﬂ(ﬁj :Z_(Jwr ) (28)
Le parametre/ représente I'angle réduit deetel que :
w =arctajar tan(y, )| (29)
comme I'angle réduit dif™point est :

W, (i) :i(awr>=i% (30)

En substituant (30) dans (29), I'angleitf{fpoint est :

w()= arcta{atar(i %ﬂ (31)

Donc, lesN points ne pourront pas étre équidistants, s’ilsnt’'pas le méme rayon de
courbure. Krasowskgt al. [Kra-1999] ont trouvé une équation trés siimgla (31) sauf qu’au
lieu dea, ils ont misa? sans expliquer la démarche adoptée pour obtenmirdsultat.
Pour que I'erreue demeure toujours faible, Krasowséyal. [Kra-1999] ont imposé selon la
figure 11, la condition suivante :

L@)/Asp (32)
avecu=1,/1,0 [0.1; 0.2], les distancely etl; sont mentionnées sur la figure 11.
Comme l'erreur est supposée constante et égaléleadien cercle,l; peut étre évalué en
utilisant les deux premiers termes de développeimaitt de le cos(J(,l//Z)au voisinage de

Zéro :
2
l, =a—acos@///2)=a% (33)

Cette équation projetée dans la condition (32) peus offrir avec I'’équation (22), une borne

inférieure du nombre de pointk:

N > 7T/ (2 8,uy) (34)
Si le pointQ est situé a proximité de la bande fine ignoréecdarifisamment proche dd™
segment du front de fissure discrétisé (figure Lihfegrale est évaluée analytiquement sur ce
segment afin d’éviter tout risque de singulariteuyant perturber le bon déroulement du

calcul:
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I d_l; = I ———— de - = 1 arctan®2 - arctan®™ (35)
@ Po g€ +d [d d d

L’équation (21) devient alors :

(O _§H@), o ), )

P Po pIQ @ Po 'k+1'0'Q

Front de fissure

Figure 11 : Agrandissement au voisinage du front de fissure

L'utilisation de (36) au lieu de (21) est justifiar 'amélioration des résultats obtenus et
permet d’éviter une discrétisation excessivemefinée de la courbe(), obligatoire lorsque

Q se rapproche de celle-ci.

Si on prend, par exemple, le poln{voir la figure 11) au milieu ddl” (c; = -cp). Pour le cas
X =a(dy,) =a(rr/2N)=a,/8uy etd=A = ay les intégrales calculées poutd&©terme via

'équation (21) et I'équation (35) sont respectiarmn:

.1:0'_2__ 8 L =560~ et |, =% arctan | 2#
d> a\ )y ay y

L’erreur commise sur 1™ terme est alors trés importante (Erreur relativpésieur &
600%).
Dans notre code de calcul, nous avons préféréertiliéquation (36) pour chague élément de

~ 880" (37)

surface §") dont au moins un des nceuds est situé sur le seghge(les éléments en gris

dans la figure 9b).
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II.5 Couplage de la méthode d’hybridation avec la rdthode de fonction de poids du
point (PWFM)

L’étude des fissures semi-elliptiques présenterandjintérét pratique dés qu’on s’intéresse a
des milieux présentant des surfaces libres. Céesa$ de beaucoup de structures industrielles
(barres, plagues, tubes, ...) ou des milieux safmis (roches, massifs de béton, structures
métalliques de grandes dimensions, ...). L'importathedelle étude découle de la dangerosité
et de risques de rupture causés par ce genrestecs Il faut signaler que pour ce cas, l'effet
de la surface libre multiplie de facon importargerisque de fissuration par rapport a une
fissure interne, comme on va s’en apercevoir emga@ dans le développement de ce
chapitre. Cependant les fissures semi-elliptigusodchantes représentent I'avantage d’étre
plus exploitables de point de vue expérimentalrppport aux fissures internes, notamment
lorsqu’il s'agit de propagation de fissure pardag. Ceci est dU essentiellement a la facilité
relative pour accéder aux mesures de déeformatiépkidements a l'intérieur de la fissure,
surtout lorsque les dimensions de cette derniggenantent sous I'action de la sollicitation.

Le prolongement de notre méthode d’hybridation verstraitement des fissures semi-
elliptigues se voit justifier par toutes ces coasations. Afin de réaliser cet objectif, nous
avons adopté une démarche basée sur le coupldfe/biedation avec une autre technique
appelée PWFM (Point Weight Function Method) déveémp par Orynyak [Ory-1994]. La

PWFM consiste a chercher I'expression de la fonctle poidsW,, du cas semi-elliptique
en se basant sur la solution du cas elliptiquefobation de poiddV,,, est alors décomposée

en deux parties asymptotique et corrective [Orys]99
Wog =Wog +Wey (38)

~ A . -
ol W, estla composante asymptotique, , la composante corrective.

La composante asymptotiquNQ%. représente I'approximation principale de la fonctide
poids W, qui se confond avec celle-ci lorsqu’elle atteint\wsdeur maximale (ceci sera

développé ultérieurement). Elle est donc suppogéel@&tcomposante la plus importante du

point de vue quantitatif.

A

Afin de déterminer I'expression d&f, ,

on se place d’abord dans la zone sans influeace d

la surface libre mentionnée sur la figure 12. DamsasQ ou Q’ sont des points internes et la

fissure semi-elliptique est sensée se comportermmmne fissure elliptique de méme

géomeétrie mais chargée uniquement sur sa moitias NonsidéronWQ‘}g, comme la fonction
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de poids d'une fissure elliptique qu’on nowég,'"pse) et prend la forme suivante par
hybridation:
W, del'eqn(8) siQlzond

WA’ :W(E’IIipse) — 39
T {WQQ, del'eqn(7) si QU zondl (39)

conformément a I'équation (13).

Dans le cas ou l'effet de la surface libre est fogs(voire maximum), introduisant une plus

grande ouverture de la fissure, on aura par comsgaune fonction de poidle‘}g, aux valeurs

plus élevées, lorsqu@ et Q' sont simultanément tres proches de la surface. Ibans ce cas,
la fissure est supposée se comporter comme unedisfliptique mais chargée sur sa totalité
par un chargement symétrique par rapport au plda slerface libre. La partie du chargement
rajoutée par symeétrie est fictive et a pour intéméprise en compte de I'effet de la surface
libre dans le calcul du FIC.

Chaque poinQ chargé pan(Q) est associé a son symétriq@epar rapport a I'axedx). Le

point Qx se trouvant a une distantg, du pointQ’ (voir la figure 12) est soumis au méme

e . y N z . ’ H (Ellipse)
chargement. On peut établir d’aprés les equatighst((8) donnant I'expression o>,
la relation suivante entre les fonctions de poi;™ et W™
I 2
(Ellipse) —yp7(Ellipse)| ' QQ'
Woo  =Woo 2 (40)
QQ
ce qui permet de rassembler ces deux fonctiongids pn une seule, a savoir :
I 2
A _\p/(Ellipse) (Ellipse) —yp/(Ellipse) QQ'
Wog =Woo ™ *Woo " =W |1+ 2 (41)
QQ

On retrouve dans (41) le résultat énoncé par ksiga.[Isi-1984] et Orynyak et al.[Ory-1995]
sans une démarche suffisamment explicite.

L’autre souci qui n'est également pas exposé pgnyak et al. [Ory-1994, Ory-1995] porte
sur I'absence de la solution lorsqu’on est enteedsux cas limites. Autrement dit, quels sont
les intervalles de validité de chacune des eéquai{d) et (41) en fonction des positionsQ@le
et Q'? Le présent développement est une contributiorr penter de répondre a cette
guestion.

Pour respecter les conditions liées a chacune gigatiéns (39) et (41) tout en offrant une

solution pour les situations intermédiaires, noogppsons une forme compacte W’o%’

valide pour toutes les positions des pofDtstQ’:
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. 12, .
QQ

ou y, et Yy, sontla projection sur 'ax&€)) des point® etQ".

y A )

La surface libre '\

Partie réelle

Partie fictive

Figure 12 : Mise en évidence de la partie réelle
et la partie fictive de la fissure

Pour le choix de la composante corrective, on @vitpremier lieu, exploiter la définition de

W2, pour en tirer la premiére condition concerndtt, . On a déja évoqué qul,, et\Wz,
Q QQ Q
se confondent IorsquWQ’g, prend sa valeur maximale. Ce qui correspond aummax de
WGP et correspond & son tour au minimum de la distdgged’aprés I'équation (41).

c TN -, . N A - 7 - Y
Donc pour Wy , la premiere condition a respecter &8t - Wy Ce qui equivaut a
C
Q
A
Q

- OlorsqueQ - Q'.

Par ailleurs, pour obtenir I'expression Wg“Q. , On a assimilé une fissure semi-elliptique a une
fissure de forme elliptique, ce qui est un peu kénla réalité si on observe le probleme tel
gu’il est décrit sur la figure 13. Ceci nous a agmenenvisager un terme correcWQCQ. a

ajouter anAQ, dans I'équation (38). Cependant, il faut noter geiéerme n’est nécessaire que

lorsqueQ s’éloigne du front de la fissur€), c'est-a-dire dans la zone ou I'ouverture d’'une

fissure semi-elliptique ne coincide plus avec cgllme fissure elliptique (voir la figure 13).
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Ouverture d’une fissut

-

Ouverture d’'une fissur
—  semi— elliptique

PEEL]

Figure 13 : Coupe d'une fissure semi - elliptique débouchante
suivant le planQy2

. . . y . . Woo
Ceci nous fournit la deuxiéme condition concernatt, qui se résume waQ—AQ - 0 lorsque
Q@

Q est au voisinage dé€ ).
Pour récapituler, nous avons deux conditions aexsp concernant le rappdNQCQ /WQAQ, |
doit &tre négligeableWs, /Wy — 0) lorsque :

i) Le point de chargemefl est trés proche du point de calQil

1)) Le point de chargemef est au voisinage du contodir) (

On trouve ces méme conditions chez Orynyak et Bi-995] qui les ont énoncé sans
justification. lls ont choisi :

WS, =W, [1—LRJD(6?, a) (43)

pour satisfaire la premiere condition.
Et:

2

IS
— ®
WQCQ, —WQ’B,( " jD(@, a) (44)

pour la deuxiéme condition.
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D(6,0) est la seule fonction inconnue a déterminer. &leliée a la géométrie de la fissure et
la position angulaire du point de caloQl. Orynyak et al. [Ory-1994] n'ont pas précisé
également les intervalles d’utilisation de chacdes équations (43) et (44).
De la méme maniere que pd%’g,, nous proposons une forme compacte de la commosant
WgQ,. Elle convient également & n’importe quelle positie Q, tout en essayant de vérifier
les deux conditions citées ci-dessus :
H 2 2
C _\WA r mln(IQQ"a ) _\n/C

W =Wy (1—EJT D(6,a) =Wy, D(6,a) (45)
Par rapport a I'expression donnée par Orynyak .€fiCal-1995], nous avons remplad:éo,
par min(5,.a’) pour forcer le rapportl, /a®> a étre inférieur a 1, ceci n'a pas été
également suivi de la moindre indication dans féresce [Ory-1995].
Le facteur géométriquB(6,a) est déterminé lors du développement de la métdedsalcul

dans la section suivante.

Nous considérons que la distribution du chargeraelintérieur de la fissure est arbitraire,

d(Q) = a(x,y), et nous adoptons le FIC adimensior@@¥,a) suivant :

E(k)
\/EI_I 1/4 6) K' (6,a) (46)

E(K) est I'intégrale elliptique de seconde espéce =t/1-a? .

G(8,a) =

En utilisant I'équation (6) donnant I'expressionéguale deK, avec I'équation (38), on
obtient :

G(8,a) = 14(8,a)+1°(8,a)D(6,0) (47)

Avec I'équation (45), les intégrales adimensioreslt, I peuvent étre données par :

E(k) A c _ Ek) _—
e ) dS 6,0) = ————— : dS (48
IB.I_I 1/4 (9) (LU(X y)\NQQ et I ( a) \/EI_I 1/4 (0) ('LJ(X y)\NQQ (4 )

Si pour un chargement particuligs, la solutionGy(8,a) est connue (solution de référence), le

1 4(6,a) =

calcul des intégrales (6,0 ¢t 1S (8,a) liées a ce cas de référence permet de déternginer |
parametrd(8,a) en appliquant I'équation (47) :

G,(8,a)-15(8,a)

PO ==""c 6.0)

(49)
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L’introduction de cette équation dans (47) permetrduver la solution générale donnant le
FIC adimensionnel pour toute autre forme de chaeggm(x,y) :

G,(6,0) = 15(6,a)
1(8,a)

qamzwmm+ﬁwﬂ{ (50)

En appliquant la technique basée sur le couplageséepci-dessus, nous envisageons dans le
cinquiéme chapitre traiter les fissures semi-etjymts pour des problemes types.

11.6 Conclusion

Aprés avoir donner un petit apercu sur les difflsentechniques numériques employées
historiguement en mécanique de la rupture, noussapoésenté le long de ce chapitre les
différents développements concernant I'hybridaties fonctions de poids. Liée a son
contexte par rapport a la fonction de Green, n@esacommencé par I'exposition de I'idée
d’hybridation en adoptant 'amélioration des réstgtdans le calcul du FIC, comme I'objectif
principal de cette étude. Ceci a passé par unenigatiion de I'hybridation par rapport a des
parametres liés a la fissure étudiée. Ensuite, [@passage a la procédure numérique de la
formulation de I'hybridation, une étude sur le teaent des différentes singularités des
intégrales est présentée. Le couplage de la tashmtdpybridation avec la PWFM présenté a
la fin de ce chapitre a prolongé le domaine d’agpion de I'hybridation vers les fissures

débouchantes, ce qui a donné davantage d’intéditeétude.
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Chapitre 111 :
Présentation du code de

calcul HWFun
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[11.1 Introduction

Notre objectif dans ce travail de thése est d’'éale facteur d’intensité de contrainte sur le
contour des fissures elliptiques internes et sdipiigues débouchantes par la technique
d’hybridation de fonctions de poids. Les développeta réalisés dans ce cadre ont été
présentés d’'une maniére détaillée dans le chapitteédent. lls ont été concrétisés par
I'élaboration d'un code de calcul nomm8VFun qu'on propose de décrire dans le présent
chapitre.

Le codeHWFunest réalisé en utilisant le langage C++ orienjétpbeconnu par sa puissance
aussi bien dans le calcul arithmétique que damsdaentation graphique. Il comporte deux
parties ; une partie principale regroupant lesédéiits modules de programmation liés au
calcul physique concernant le probleme étudié, ret partie secondaire formée par les
différentes fonctionnalités nécessaires pour amedlicutilisation et I'accessibilité du code de
calcul. Dans ce qui suit, on choisit de préseratgudrtie principale en laissant la présentation
de la partie secondaire pour la section 3 consacltégerface graphique du code.

[11.2 Les différents modules du code de calcul
Le code de calcuHWFun est formé principalement de quatre modules différévoir la
figure 14). lls concernent dans l'ordre :

)] le maillage automatique de la fissure.
i) la présentation graphique en 3D du maillage rédkss le premier module.
i) I'évaluation du FIC sur le contour des fissuregpgtjues internes aprés avoir

récupéré les données du maillage issues du premoidule.
iv) le calcul du FIC pour les fissures semi-elliptigdédouchantes.

Nous allons procéder dans ce qui suit a la desmnipde la structure de chacun de ces
modules.

: Module 1:

| Maillage automatique de
| la fissure

| JL

I

|

Création de fichier de
localisations des nceuds et de
connectivités des éléments,

Module 3:

: | Module 2 :
| Calcul du FIC pour une :
: !

o L . I
Visualisation tridimensionnelle |
du maillage |

Module 4 : |
Calcul du FIC pour une :
|

fissure elliptique | fissure semi-elliptique

Figure 14 : Organigramme général du code de cattWFun
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[11.2.1 Module du mailleur automatique

Lecture des données globales :
-Le point de calcul Q’

-La géométrie de I'ellipse.

-Les parameétres du maillage,

-

Localisation des noeuds résultants
des intersections entre les demi-
cercles et les demi-droites

-

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

| Détermination des connectivités de|
: chaque élément quadrilatéral
I régulier
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Localisation des noeuds résultants
des intersections des demi-cercles
et des demi-droites avec I'ellipse

(-

Détermination des connectivités
des éléments triangulaires et les
éléments quadrilatéraux restants

- -

Création de fichier de résultats

Figure 15 : Structure du Module 1 concernant le mailleur autiomne

Dans ce module la progression des étapes de calgulla chronologie décrite dans
I'organigramme de la figure 15, comprenant les &aguivantes :

a) Lecture des données globales

Les données globales nécessaires a nos calcultasoomfiguration géomeétrique de I'ellipse
(le petit axea et le grand ax®), la position angulaire du point de calc@')X ainsi que les
paramétres liés au maillage. Il s’agit pour cesiiges du rayorR, du petit demi-cercle, du
nombre des subdivisions angulairdes demi-droites autour du poi'), du parametrg lié

a la bande ignorée, de la proportiorde la progression des rayons des demi-cercles et d
parametreu (parametres décrits dans la section 11.4).

b) Localisation des nceuds et connectivités des élsquadrangulaires réguliers

Les éléments réguliers sont ceux résultant deefsgiction des demi-cercles et demi-droites
(voir la figure 16). Les coordonnées des ces int#disns sont évaluées analytiguement pour
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chaque point@') en résolvant par substitution un systéme de @euations (équation d’'une

droite et équation d’un cercle) a deux inconnuesty) donné par :

y=Ax+B
2 2 2 (51)
(X=X%)"+(y=Yo)" =r
Ou A=tan(@ ) représente la pente des demi-droitBss y, —AXy, X, =Xy, Yo=Yy €t
r =r, (voir la figure 16)
Les nceuds ainsi trouvés vont former construire grille de quadrangles réguliers, dont les

dimensions sont de plus en plus grandes en s’@otgiu point Q).

Eléments nonj- |
réguliers

Eléments réguliers

Figure 16 : Grille des mailles du demi-plan de la fissure

Ces éléments restent réguliers tant qu’ils somt b front de fissure elliptiqud ). Au
voisinage de ce dernier, des éléments non-régudigparaissent pour lesquels des nceuds
résultent des intersections entre demi-droitedlipse ainsi qu’entre demi-cercles et ellipse
(voir la figure 6). Ces intersections sont nettendnos complexes a évaluer que celles des
éléments réguliers.

Avant d’entamer les calculs des intersections pegiéléments non-réguliers, nous terminons

le calcul portant sur la localisation des interees entre demi-droites et demi-cercles de
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toute la grille. Cette grille est délimitée partdengente a I'ellipse au poinQ() et le premier
demi-cercle de rayomni1 qui ne coupe pas lellipse comme le montre larkg6é. La
détermination des connectivités des éléments Egubbéit a I'algorithme suivant :

| =1

corl, =(i—-)n+ j

con2, =(i-)n+j+1

corB =(i)n+j j=12..ni=12..m
cod, =(i)n+j+1

[=1+1

Le parametrd représente le numéro de I'élémentle numéro du rangé d’éléments, le
nombre de rangés, le numéro de la portiom, le nombre de portionsonl,,..., cord sont

les quatre connectivités de I'élément numléro

Sachant que cet algorithme est concu en supposarieg nceuds sont numeérotés d’'une facon
progressive pour chaque rangé en suivant le sgasiemeétrique.

c) Localisation des nceuds et connectivités des élquadrangulaires non-réguliers

Les éléments dont une partie se trouve a I'extédeda surface effective de l'ellipse, qu’'on a
appelés éléments non-réguliers, deviendront desiegls triangulaires, quadrangulaires
déformés ou pentagonaux (voir la figure 17). Afuredeur implémentation numérique soit
envisageable, les éléments pentagonaux serontvesdéxlien deux éléments; un élément
triangulaire et un autre quadrangulaire (voir Gufe 17). Les nouveaux noeuds, comme déja
évoqué, représentent d’une part les intersectiessldmi-cercles avec I'ellipse et d’autre part
les intersections des demi-droites avec l'elligS8es derniers sont obtenus en procédant a la
résolution par substitution d’'un systeme trés siirél au systeme (51). Le nouveau systeme
d’équations est obtenu en remplacant I'équationceiecle dans (51) par I'équation de la

courbe délimitant la surface effective de I'ellighEnnée par (24), a savoir :

y=Ax+B

)2 <) *
b) la) " R

La détermination des intersections entre ellipsgeeti-cercles revient a résoudre un systeme

de deux équations quadratiques a deux inconnuesstjdonné par :
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X=Xy )2+ (Y= Vg )? =1
(o2 (2] =
b) la) | RO

Elément pentagonal
subdivisé

Elément triangulaire

Front de fissure

Elément quadrangulaire
non - déformé

Figure 17 Agrandissement de l'intersection de la grille delles et I'ellipse

Compte tenu de la complexité de la substitution @ua puissance variable des inconnues
dans le systeme (53), une technique de résolugotye Newton-Rafson [For-1995] a été
retenue. Cette méthode utilige, y), comme étant une valeur initiale de la solutionrpou
trouver, s’il y a convergence, une approximatida aolution(x,y ) en effectuant un nombre
fini d’itérations. A priori, l'intersection entrees demi-cercles et I'ellipse, se produit en deux
points différents (voir la figure 18a), alors, selta valeur de(x,y), retenue, on est a
proximité de l'une ou lautre des deux solutiongegumees(x,,y,) et(x,,y,) et on
convergera forcément vers I'une ou l'autre solutidotrement dit, pour trouver la premiére
solution (x;,y,) , on doit s’assurer que le point initigk, y), soit plus proche déx,,y,) que

de (x,,Y,), et vice-versa.

Pour cela nous avons adopté une procédure simplapgs a rassuré du bon choix des points

initiaux (X,y), et ce d’'une maniére automatique. Nous avons coménpar calculer les

intersections du demi-cercle de rayRnavec la tangente a l'ellipse au po®@t qui nous a
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donné les point®; et P, (voir la figure 18a). Ces deux points vont nouvis&omme points
initiaux afin de déterminer les solutiorfg,,y,) et (X,,y,) enr; = Ry, respectivement. Une
fois calculées, les deux solutions sont considécéa@sme points initiaux pour évaluer les
solutions (x,y;) et (x,,Yy,) enr; =rg et ainsi de suite. D’une maniére géneérdle,y,) et

(X,,Y,) enr; sont les points initiaux pour calculer les solngdx,, y,) et (X,,Y,) ari:1.

Solution 1 : Solution 2 :

Solution 1 : (Xuy) (x2y2)

(*w,y1)

Solution 4:

Solution 3 : I (Xaya)

(%a,ya)

Solution 2 :
(*2.y2)

(a) (b)

Figure 18 Intersections entre demi-cercles et ellipse
(a) cas avec uniquement deux solutions —
(b) cas avec quatre solutic

Cette procédure de calcul nous a permis de déterm@s intersections entres diverses
courbes d’'une maniére efficace et opérationnellusN'avons testé et validé sur plusieurs
configurations, et elle a fonctionné avec perfetti€ependant, nous avons constaté son
handicape lorsqu’il s’agit de quatre solutions iau de deux, le cas ou le rapport des axes
est faible et la position angulaigdu pointQ' est trés proche de7@) comme le montre la
figure 18b. Ce qui nous empéche de prévoir, arpdiin point initial, laquelle des solutions
allons nous obtenir ? Ceci nhous a poussé a remattrguestion toute cette procédure du
maillage automatique, et nous a incité a rechencherautre méthode, plus valide de point de
vue programmation pour n'importe quelle configuwatdu probleme.

Cette nouvelle procédure consiste, d’abord a rexandébut et faire une extension du calcul
de connectivité donné dans la sectiapdour les éléments possédant une partie a |'exteri
de l'ellipse, en les considérant totalement a étiigur de l'ellipse. Ensuite, on traite ces

éléments selon leurs positions par rapport a pedlji afin de trouver les localisations des
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nceuds et les connectivités des éléments non-réguljei les contiennent (triangles et
qguadrangles déformés comme la figure 17). Alorgesputilisation de l'algorithme de
connectivité donné dans la secti@), (hous avons les localisations des noeuds ainslegue
connectivités de plusieurs éléments que nous pautran, selon leurs positions par rapport a
I'ellipse, comme suit :

i) L’élément est totalement a lintérieur de l'ellips®ans ce cas, tout I'élément fait

partie du maillage et ses connectivités sont mairgs.

i) L'un des nceuds de I'élément est en dehors de p&gli L’élément ne pourra
évidemment pas garder ses connectivités étant dgumée ™ nceud (I'exemple de la figure
19) sera ignoré. Comme on I'a déja vu, I'élémenitpgonal restant a l'intérieur de I'ellipse
est subdivisé en quadrangle 1-2-6-4 et un triaBehe6. Le probleme de la détermination de

la position du nceud 6 est résolu dans cette naupeticédure en supposant que l'arc 3-4 est

un segment de droite. Comme le nceud 5, le nceudt Galess trouvé en évaluant
analytiquement l'intersection entre une droite e¢ ellipse. Malgré cette approximation, la
rentabilité de ce calcul sera récompensée paaifesyr le temps d’exécution et la précision

d’un calcul direct par rapport a un calcul itératif

Elément triangulaire

Limite de la surface
effective de I'ellips:

Elément quadrangulaire
déformé

Figure 19 : Quadrangle de la grille avec
un nceud en dehors de I'elliy

Dans la base de données concernant les localisaties nceuds et les connectivités des
éléments, nous allons rajouter les localisatiorssd#ix nouveaux nceuds et les connectivités

du nouvel élément triangulaire et modifier les axtivités de I'élément quadrangulaire. Une
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démarche similaire aurait pu étre suivie si un seife noeud (1, 2 ou 4) est en dehors de
I'ellipse.

iii) Cas ou deux nceuds de I'élément sont en dehorsltipdé :

Limite de la surface
effective de I'ellips:

Elément quadrangulaire
déformé

Figure 20 : Quadrangle de la grille avec
deux nceuds en dehors de I'elli

Ces nceuds peuvent étre 2-3 (comme le cas de lee f2f)), ou n’importe quel couple de
nceuds appartenant au méme coté (1-2, 3-4 ou laf)s De cas, I'éléement initial 1-2-3-4
prend la forme de 1-5-6-4 mais reste toujours umadcangle. Ce qui nécessite une
modification de ses connectivités. Les localisatides nouveaux nceuds 5 et 6 sont évaluées

de la méme maniere que le nceud 6 du cas précédent.

iv) Cas ou trois noeuds de I'élément sont en dehorgltipde :

Limite de la surface
effective de I'ellips:

Elément triangulaire
résultant

Figure 21 : Quadrangle de la grille avec
trois nceuds en dehors de I'elli
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Quatre possibilités sont envisageables pour celLessnoeuds peuvent étre 2-3-4 ('exemple
de la figure 21), 1-2-3, 1-2-4 ou 1-3-4. Dans cedea la figure 21, la partie située a l'intérieur
de I'ellipse est alors considérée comme étantiangdte (1-5-6) dont une connectivité est déja
localisée (le nceud 1) et les deux autres (5 ebi) déterminées de la méme maniere exposé
précédemment.

En fait, 'ensemble des différents cas de situatien'élément par rapport a la surface
effective de I'ellipse, représentent, en termegbathme de calcul et de programmation, 13
possibilités différentes. Dans le code de calchlacane de ces possibilités est traitée
séparément, afin d'insérer les localisations degveaux noeuds et les connectivités des
nouveaux éléments et éventuellement d’effectuercleengements des connectivités des
anciens éléments. Deux cas de maillage réel séseptés sur la figure 22, justifiant I'intérét

de la procédure adaptée dans le mailleur autoneatiqilisé dans notre code de calcul
HWFun

N
S
‘ \ o
AN 77 /7\
N T FRAL750
Ty ll

o 9%

(L
f{
Iy <
iy ﬁ,‘gk\' 2
i e : :

7 5 % f
o ecmen

@) (b)

Figure 22 : Maillage réel d’'une fissurelliptique aveca = 0.4
(a)ag =30°-(b) a4 =90°
d) Création du fichier résultat
Une fois que toutes les localisations des nceudesetonnectivités des éléments ont été
déterminées, le code de calcul ouvre une boitealegilie Windows sur laquelle I'utilisateur
spécifie le nom et 'emplacement du fichier ou &sukes informations concernant les nceuds

et les éléments seront stockées. Ce fichier rept&seune vraie base de donnée du maillage
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exploitable par les autres modules de calcul (étmlo du FIC et présentation 3D du

maillage).

[11.2.2 Module de visualisation tridimensionnelle du maillage

Lecture des localisations des
nceuds et lecture des
connectivités des éléments

i v

Présentation graphique en 3D
des éléments du maillage avec
possibilité de son animation

Figure 23 : Structure du Module 2 concernant la visualisatibndd maillage

Dans le module 2 décrit sur la figure 23, le codecdlcul commence par lire les données
concernant les localisations des nceuds et les covites des éléments a partir du fichier
résultats créé a l'issue du Module 1. Ensuite,idaialisation tridimensionnelle des éléments
du maillage est assurée en utilisant les diffégenions des fonctions graphiques nommées
OpenGL (L’équivalent du DirectX inclus dans le Wawek). Les fonctions OpenGL sont
reconnues pour leur grande puissance dans I'eaplmitdu matériel graphique de la machine
(la carte graphique dans notre cas). La visuatisatu maillage est réalisée en procédant avec
une boucle répétitive qui affiche un élément dullageé & chaque passage avec un petit temps
d’arrét. Ceci donne un effet d’animation et de pesgivité de la génération du maillage
autour du point@'). L'exécution de ce module est alors un moyen éféisace pour vérifier

le bon déroulement de la procédure de maillagensatique exposé dans le module 1.

[11.2.3 Module de Calcul du FIC pour une fissure €eliptique

C’est le module ou on concrétise numériquemenedartique d’hybridation présentée dans
cette étude. Il contient tous les développemenéoriues transformés en numérique

concernant la subdivision de la fissure en deuxegphévaluation des intégrales, traitement
des singularités, et ceci dans le but de calcel&lC sous plusieurs formes adimensionnelles
pour les données du probléme considéré. Par Is tiacode de calcul on effectue donc une
succession d’actions lors de I'exécution de ce nreodomme le montre I'organigramme de la

figure 24 :
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Lecture des données globales :
-Le point de calcul Q’

-La géométrie de I'ellipse

-Le chargement

(-

Lecture des localisations des
nceuds et lecture des
connectivités des éléments

-

Discrétisation du contour

(A

Calcul de la partie singuliere

o
c
K I
(@]

Calcul de la proportion entre les
deux zones de I'ellipse

-

Pour chaque élément (dans
CoefTril et CoefQdril) :
-Passage a I'élément de
référence
-Calcul de I'intégrale du contour
-Calcul des intégrales
€lémentaires de surface

-

Assemblage

-

Résultas :
-Le FIC
-Les FIC adimensionnels
-Les FIC analytiques et
empiriques s'ils existent

Figure 24 : Structure du Module 3 concernant le calcul du
FIC pour une fissure elliptique

a) Lecture des données du probleme
En premier, on lit les données globales du probléameernant la configuration géométrique
de I'ellipse et la position angulaire du point @dcal Q') ainsi que les données concernant le
chargement appliqué. Ensuite, on récupére toutegmiermations concernant le maillage de
la surface de I'ellipse a partir du fichier réstutteéé par le Module 1.
b) Discrétisation du contour de I'ellipse
Le code entame ensuite la discrétisation du contouplusieurs petits segments de droite,

nécessaire lors de I'’évaluation de l'intégrale digne donnée par I'équation (21). Ces petits
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segments sont de longueur de plus en plus petitseaemmpprochant des faibles valeurs du
rayon de courbure, conformément a I'équation (8l9e niveau, notre code de calcul offre la
possibilité de visualiser cette discrétisation etivant I'option de tracage des graphes (décrite
ultérieurement dans la section de I'interface ddego

c) Calcul de la partie singuliére du FIC

La partie singuliere du facteur d'intensité de cainte désignée paKS° est donnée par
I'expression (17). Comme on a besoin uniquementadeleur du chargement au point de
calcul @) et la valeur d&, lue avec les données globales du probleme, |'étialu de cette
partie singuliere est un calcul direct dont le hégwsera stocké pour étre rajouté a la partie
restante du FIG® .

d) Calcul de la valeur optimale de la proportigh

Avant d’entamer le calcul de la partie restanteHiQ, on s’intéresse dans cette partie au
calcul de la proportio des deux zones de la fissure. Celle-ci dépendialesirs des; et 5

d’apres I'équation (16). Le calcul ¢& est effectué directement a partir de I'équatiof).(1

Cependant, le calcul dg, n’est possible qu’aprés I'évaluation des ternﬁ%%j , et

min

(%j comme I'exprime I'équation (15). Ces derniers scalculés en déterminant, par

balayage du front de fissure, la valeur @%%j pour chaque subdivision du contour de

I'ellipse. La valeur de la dérivée partielle serzal@ée par I'approximation numeérique
classique suivante [For-1995]:

() - B R,
06 ), 8.-9

(54)

e) Calcul de la partie restante du FIC

L’intégrale de surface restante sera évaluée ngoement comme évoqué au premier
chapitre. Pour cela, une boucle sur I'ensemble &éments constituant le maillage de la
surface de l'ellipse sera adoptée. Pour chacuréldesents, on calcule la partie de I'intégrale
correspondante. Ce calcul est effectué en appplaunt chaque élément et selon son type,
triangulaire ou quadrangulaire, le sous-programmefQil ou CoefQdril, respectivement.
Les connectivités de chaque élément et les cooslande ses connectivités constituent les

variables d’entrée de ces sous-programmes.
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A lintérieur des sous-programmes, on commence faiae les changements de variables
permettant de passer de I'élément réel a I'élérdentéférence. A ce stade, I'algorithme de
Gauss est utilisé pour l'intégration numérique lausurface de I'élément, avec 9 points (3 X
3) pour les éléments quadrangulaires et 7 points [@s €léments triangulaires. Ce choix a
été fait, aprés plusieurs tests, sur la base daptenisation entre la précision et le temps
machine afin de minimiser le colt de calcul.

A lintérieur de la procédure d’intégration numergsur la surface de I'élément, l'intégrale
du contour présente dans I'expression des deuxiémscde poids (7) et (8), est aussi évaluée
en utilisant I'expression (18). Parallelement, lximité de chaque subdivisarl du
contour est testée afin d’enclencher éventuellent@megration analytique donnée par
I'expression (34).

Les variables communes entre les deux fonctionsotis (7) et (8) telles que,R,l, ainsi

que le chargemenq lié au point seront toutes calculées pour n'imparteel point de
I'élément de référence. Ensuite, on teste la mosidie ce point par rapport aux deux zones de
la fissure décrites par les expressions (9) etfirddé par les changements des variables liés
au passage vers |'élément de référence. Ce test permet de choisir la fonction de poids
convenable, conformément a I'équation (13), afactever le calcul de l'intégrale de surface
concernant I'élément considéré. L’assemblage daseits se fait en calculant la somme de
toutes les intégrales élémentaires de surface lgabst de quantifier la valeur finale de la

partie restante du FIC désignée |t .

f) Affichage des résultats
Les résultats affichés a l'issue de ce module aoeece principalement le FIC :

- La valeur dimensionnelle (la valeur effective eav/m ).

- Les valeurs adimensionnelles selon leurs défintidannées dans la partie applications

de I'hybridation (chapitre IV et V).

- Eventuellement, La valeur analytique et/ou empgiqu
Le code de calcuHWFun permet aussi et d’'une maniere automatique I'évianadu FIC
pour plusieurs valeurs de la position angul&réu point Q) ou pour plusieurs valeurs du
rapport des axes de I'ellipge Pour cela, nous utilisons une boucle de calcigdézie (voir la
zone h linterface graphique exposé dans la section )lIgBi permet a chaque passage
d’exécuter le Module 1 ensuite le Module 2 en inmétant suré ou a d’'un incrément

donnée et jusqu'a une valeur finale donnée. L’&ttéle cette fonction est de réduire
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I'intervention de I'utilisateur et par conséquept risque d’erreur et le temps d’exécution

global dans le cas ou on a besoin de la variatioRIG@ en fonction déou a.

[11.2.4 Module de Calcul du FIC pour une fissure seni-elliptique

Lecture des données globales :
-Le point de calcul Q’

-La géométrie de I'ellipse

-Le chargement

(-

Lecture des localisations des
noeuds et lecture des
connectivités des éléments

(-

Discrétisation du contour

-

-

Calcul de la partie singuliere

Q.

c
«E

(@]

Calcul de la proportion entre les
deux zones de I'ellipse

Pour chaque élément (dans
CoefTri2 et CoefQdri2) :

-lgnorance de la partie hors
fissure semi-elliptique
-Passage a I'élément de
référence
-Calcul de I'intégrale du contour
-Introduction du couplage avec la
technique de PWFM
-Calcul des intégrales
élémentaires de surface

~~

Assemblage

~~

Résultas :

-Le FIC

-Le FIC adimensionnel
-Les FIC exactes et
empiriques s'ils existent

Figure 25 : Structure du Module 4 concernant le calcul du FIC
pour une fissure semi-elliptique

Ce module remplace le module 3 dans le cas d'wsere semi-elliptique débouchante afin

de trouver le FIC sur son contour. Par rapport adute 3, ce module comprend les mémes
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étapes de calcul (voir la figure 25) mais avec & sous-programme€oefTri2 et
CoefQdri2pour l'intégration numérique sur la surface deqguigaélément. A l'intérieur de ces
sous-programmes, un test supplémentaire est effettula position du point arbitraire de
I'élément par rapport a la surface libre pour igmda partie de I'ellipse située en aval de la
surface libre en bénéficiant du maintient de la mérocédure du maillage utilisée pour le
cas d’'une fissure elliptique.

Conformément aux développements présentés darstiars1l.5, le calcul des fonctions de
poids est aussi modifié en ajoutant les correctibéss au couplage avec la PWFM
conformément aux équations (38), (42) et (45). @eut est fait simultanément pour le
chargement appliqué et le chargement de référempeur déduire le parametre géométrique
D(6,a) donné par I'équation (49). Un autre changemenhésessaire au niveau du calcul de
la partie singuliére du FIC pour laquelle il faukéatuellement déduire la partie du petit demi-

cercle de rayoR, se trouvant en aval de la surface libre (poufdéses valeurs dé).

[11.3 L'interface graphique du code de calcul[HWFun

(a)—) HWFun : UNTITLED BEE
(b Fle Edit Computstion Graphic Help
(C)—) [} [ = [ | #F Masquerlazorechont | @ B 7 Masquer I zone cal. ser
Choix de type de chargement Géometrie
i =|0.1
(& Chagement polynomial p=aifs/b] 7 {v/a]"] Sl Anal Shah_Kobapashi] | 7o 32
Grand axe b =|1
" Chagement de Lamé p=p0"([Re/1]"2+1)/((Re/Ri"21] ngle réduit = |0
(13) (14) Faligue Mailage <— (e)
1/Rap(RO)= |20.0
Plol=l. +[0 whe |0 el w2l b 1/Gama = (000
0. wat2+ |0 wit"3+|0 wiale/b]"2+|0 w/bly/a)™2+ |0 [E ] Mu= |01
Type dincrémentation ni= |60
" Incrémentation sur le petit axe & et (et Nu= |01
Iner. ValFin. Il phi, alla FIC ad
d € Incrémentation sur langle réduit | |1 0.
@)—
<«

Figure 26 : Interface graphique principale du code de cattiFun
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HWFunest un code de calcul réalisé sous la forme d'agipiel avec interface graphique,
installable et totalement indépendant de son catgit (C++). En dehors du maillage et du
calcul du FIC présentés a travers les difféerentsutes de la section 2, ce code comprend
beaucoup d’autres fonctionnalités secondaires rrais utiles pour l'utilisateur. Parmi
lesquelles, on cite :

- L’acceés total au disque dur de la machine (ouvertfermeture et modification des fichiers).
- Les fonctionnalités d’édition (Copier, Couper,llég Sélectionner tout, ...).

- Tracage des graphes des différents résultatsl@doisne de courbes 2D.

- Un service d’aide (Help), sur lequel un manueitidisation du code est disponible.

Malgré la multitude de ses fonctions, il est a algrgue l'installable de notre code de calcul
ne dépasse pas la taille d’une seule disquettérigufr a 1.44Mo). L'interface graphique du
code est présentée sur la figure 26, sur laquel@isiingue plusieurs zones, a savoir :

a) La ligne de titre

Comme toute fenétre Windows sur cette ligne appkraiom de I'application{WFun) suivi

par le nom du fichier actuellement ouvert nommeé geefautUNTITLED. Au bout de cette
ligne, les trois boutons (réduire, agrandir, feomesmmuns des fenétres Windows sont
présents.

b) La ligne de menu

Cette ligne comporte cing groupes de fonctions pdesguels des groupes standards (File,
Edit et Help) que l'on trouve dans beaucoup dagpions Windows, et des groupes
spécifiqgues a notre code de calcul (Computatio@raphic). Sur le tableau |, nous exposons
la description des principales fonctions de cesiges présentées sur la figure 27.

File Edit Computation

1) —> Mew (6) > cut Ctrl+¥% (10) 4> Auto Meshing

(2) —> Open Data File... (7) > cCopy Ctrl+C (11) > Elliptical Crack

3) > (8) —> Paste  cCtrl+v (12) +> SemiElliptical Crack
(4) > Savehs... (9) —> select Al

(5) —> Exit

Figure 27 : Fonctions principales de la ligne de menu.
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Tableau | : Description des fonctions de la ligne de menu

N° de fct.|Nom de fct. Description de fct.

1 New Créer un nouveau fichier, éventuellement un
fichier de données de format texte.

2 Open Data File.,Ouvrir un fichier existant (un fichier de donnégs

par défaut) en exécutant la boite de dialogue
OpenFile du Windows.

3 Save Enregistrer le fichier en cours (ouvertlivee
une fois le fichier en cours est modifié. Ctrl+S
sont des touches de raccourcie.

4 Save As... Ouvrir la boite de dialogue SaveAs du Windows
pour pouvoir enregistrer le fichier en cours soys
un nom et format personnalisés (.dat par défaqit et
.txt éventuellement)

5 Exit Fermer toute I'applicatioHWFunen veérifiant
I'enregistrement du fichier en cours.
6 Cut Couper les chaines de caractéres sélectivuinde

texte du fichier en cours en le sauvegardant d@ns
la presse-papier.

7 Copy Faire une copie des chaines de caracteres
sélectionnées en le sauvegardant dans la pregse-
papier.

8 Paste Coller les chaines de caractéres sauvegardé
dans la presspapier a I'endroit actuel du curse

9 Select All Sélectionner toutes les chaines dactares
appartenant au texte du fichier en cours.

10 Auto-meshing Lancer I'exécution du Module 1 (ilagie
automatique).

11 Elliptical crack | Lancer I'exécution du Moduldclcul du FIC
pour une fissure elliptique)

12 Semi-elliptical |Lancer I'exécution du Module 4 (calcul du FIC

crack pour une fissure semi-elliptique)

c) La ligne de commande

Comme toute application Windows, cette ligne es¢ wone contenant des boutons de
lancement rapide des fonctions se trouvant déja daligne du menu et beaucoup d’autres se
trouvant nulle par ailleurs. Ce sont les fonctieaasées les plus utilisées qui sont rassemblées
dans cette ligne de commande. Nous pouvons rétaplitucontenu de cette ligne d’apres la

figure 26, a travers le tableau II.
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Tableau Il : Description des fonctions de la ligne de commande

N° [Nom Description

13 | Groupe du traitement déancement rapide des trois fonctions 1, 2 et|3
fichier du groupe File de la ligne du menu.

14 | Groupe du mode Lancement rapide des deux fonctions de
graphique basculement vers et depuis le tableau des

résultats, le choix des deux axes parmi les
colonnes du tableau et finalement le lancemgent
du tracage du graphe.

15 | Masquer/Afficherla  |Masquer ou afficher la zor{g) concernant le
zone du chargement |chargement.

16 | Présentation 3D Exécuter le Module 2 (visuabsat
tridimensionnelle du maillage) en ouvrant unje
nouvelle fenétre décrite dans la secfign

17 | Groupe d'aide Lancement rapide de la foncti@dd (Help)
sur 'utilisation du code et de la fonction « A
propos de..» (About...) qui ouvre une boite
dialogue affichant la version et le concepteuf de
I'application.

18 | Progression de calcul Afficher la progressiole gtourcentage
d’avancement du calcul en cours.

19 | Masquer/Afficher la  |Masquer ou afficher la zor{g) concernant le
zone de calcul en série| calcul répétitif.

d) La zone principale de texte

C’est la zone ou le contenu du fichier en coursaéfgthé. On peut ainsi modifier facilement
le texte par saisie ou par l'utilisation des foons d’édition (couper, copier et coller). Il faut
évidemment terminer ces opérations par I'enregistré pour qu’elles prennent effet. La
capacité d'affichage de cette zone dépasse les06880es, permettant I'affichage des
informations d’'un grand nombre d’éléments de mgdla

e) La zone de saisie des données globales

Cette zone sert a saisir les données globalesahiepne traité par Hybridation de fonctions
de poids. La zone de saisie de données est décémpngleux parties ; la partie des données
géométriques, a savoir le petit axe, le grand &k gosition angulairef) du point de calcul
(Q), et la deuxiéme partie concerne les données diage a savoir le rayon du petit cercle
Ry, le paramétre de I'épaisseur de la bapdke parametre de la progression des demi-cercles
v, le parametre de discrétisation du contowt le nombre de portions angulaires du maillage
n.

f) La zone d’affichage des résultats

Cette zone est composée de deux colonnes, uneegaatbite et une petite a gauche (voir la

figure 26). La grande colonne sert a afficher ltewmadu FIC et celle des différents FIC
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adimensionnels selon I'exemple traité. La petittormoe est utilisée uniquement en cas de
calcul en série pour afficher les valeurs progressde I'angle réduif} ou le rapport des axes
a en face des valeurs du FIC correspondantes.

g) La zone de chargement

C’est une zone sur laquelle on saisit les paraméttechargement et on choisit son mode
selon le probleme traité. On trouve aussi sur cedtee un bouton pour activer le calcul
analytique du FIC développée par Shah & KobayaSha{l1971] pour les fissures elliptiques
sous un chargement polynomial.

h) La zone de calcul en série

Cette zone comporte le champ de saisie de la vdkelimcrément sur I'angle rédu@t ou le
rapport des axeg et le champ de saisie de sa valeur finale, enapteieurs valeurs saisies
dans la zone des données globales comme valetiadeini Le bouton « démarrer le calcul »
lance le calcul en série.

i) La fenétre de présentation 3D

3D Presentation

Select the D ata File

Mode lEDInrs] Scale ]

Render Options
~ Modes [ Texture

[v Lighting

[v Smooth Shading
[ Animate

Figure 28 : La fenétre de présentation 3D du coti&¥Fun

Cette fenétre est composée essentiellement de zowies (voir la figure 28). La zone
supérieure comprenant le bouton « Select the data fjui lance la présentation graphique en
3D du maillage en désignant le fichier contenasitrésultats du maillage. La deuxieéme zone
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(a gauche) rassemble toutes les options liées angtibons OpenGL selon lesquelles la

présentation 3D est réalisée. Le tableau Il réodpie détail des principales fonctions. La

troisieme zone (a droite) est celle de la visuabsagraphique tridimensionnelle sur laquelle

apparait la progression du maillage.

Tableau Ill : Description des fonctions de la fenétre de PrétentaD
Anglet | Option Description
Mode |Nodes Afficher uniqguement les nceuds des éléments
Elements Afficher les coté des éléments
Solid Afficher les éléments pleins
Lighting Activer I'effet de la lumiere
Animate Fait tourner 'ensemble du maillage aléatoient autouy
de ses trois axes.
Colors |Beckground |Modifier la couleur de I'arriére-plan de la zone de
visualisation.
Object Modifier la couleur de I'objet (les éléménts
Light Modifier la couleur de I'effet de lumiere.
Scale |Scale X Modifier la proportion de la taille de 'ensembk@n
'axe X.
Scale Y Modifier la proportion de la taille de I'ensembéelon
laxe'Y.
Scale Z Modifier la proportion de la taille de I'ensembéelon
l'axe Z.
Gang Raccorder les trois proportions de la tailieeselles.

I11.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté en dét@dé@vieloppement menant au code de calcul

HWFun a travers la description de ses différents modiesalcul. Ces derniers représentent

les procédures numériques des différents développimanalytiques présentés dans le

chapitre Il. A la fin de ce chapitre, les différemtfonctions d’accessibilité (traitement des

fichiers, réalisation des graphes, ...) mises a d$aatition de l'utilisateur du code de calcul

sont exposées en décrivant I'interface graphiquprdgramme.
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Chapitre 1V : Application de la méthode d’hybridation aux cas @lssures elliptiques internes

V.1 Introduction

Trois exemples pratiques sont illustrés et traitéspres, dans le but de valider notre approche
d’hybridation. lls concernent le cas d’une fissaligtique interne dans un milieu infini sous
un chargement polynomial, le cdisine fissure elliptique interne dans une plaquesgtexion

et finalement le cas d’une fissure elliptique ineedans un tube sous pression.

Tableau IV : Comparaison du FIC adimensionri€] sur le contour de la fissure elliptique sous chaneyat
uniforme pour différentes valeurs du rappart

Résultats obtenus par HWFun Résultats de Krasowsky ethal
a 6° K, (exacte) K 2 i
| EN%) | (B=0,F.P.de| Er(%) K, Er(%)
(par hybridation
Oore & Burns)
0. |1.00000f 1.00056 | 0.056| 0.99893 | 0.107 | 1.00035| 0.035
10 30. | 1.00000] 1.00057 | 0.057| 0.99894 | 0.106 | 1.00035| 0.035
' 60. | 1.00000; 1.00058 | 0.058| 0.99896 | 0.104 | 1.00035| 0.035
90. | 1.00000] 1.00059 | 0.059| 0.99897 | 0.103| 1.00035| 0.035
0. |1.00000{ 1.00940 | 0.940| 1.01155 | 1.155| 0.98523| 1.477
0.8 30. | 1.00000] 1.00346 | 0.346| 1.00384 | 0.384 | 0.99170| 0.830
' 60. | 1.00000] 0.99555 | 0.445| 0.99266 | 0.734| 1.00573| 0.573
90. | 1.00000] 0.99339 | 0.661| 0.98886 | 1.114| 1.01184| 1.184
0. |1.00000f 1.00858 | 0.858| 1.03387 | 3.387 | 0.96532 | 3.468
0.6 30. | 1.00000] 0.99823 | 0.177| 1.00915 | 0.915| 0.98550| 1.450
' 60. | 1.00000; 0.99493 | 0.507| 0.98480 | 1.520| 1.00985| 0.985
90. | 1.00000] 0.99851 | 0.149| 0.97884 | 2.116| 1.01390| 1.390
0. |1.00000{ 0.99780 | 0.220| 1.07704 | 7.704 | 0.94460 | 5.540
0.4 30. | 1.00000] 0.98987 | 1.013| 1.01327 | 1.327 | 0.98180| 1.820
' 60. | 1.00000] 0.99619 | 0.381| 0.97608 | 2.392| 1.00540 | 0.540
90. | 1.00000] 0.99994 | 0.006| 0.96953 | 3.047 | 1.02053 | 2.053
0. |1.00000{ 0.99399 | 0.601| 1.17519 |17.519| 0.93730| 6.270
0.2 30. | 1.00000[ 0.98730 | 1.270| 1.01328 | 1.328 | 0.99690 | 0.310
' 60. | 1.00000] 0.99575 | 0.425| 0.96876 | 3.124 | 1.00400 | 0.400
90. | 1.00000] 0.99315 | 0.685| 0.96531 | 3.469 | 1.00400 | 0.400
0. |1.00000[ 1.00294 | 0.294 -- -- -- --
0.1 30. | 1.00000| 0.99957 | 0.043 -- -- -- --
' 60. |1.00000] 0.99349 | 0.651 -- -- -- --
90. | 1.00000] 0.99007 | 0.993 -- -- -- --

IV.2 Fissure elliptique interne dans un milieu infni soumise a un chargement
polynomial

Nous considérons dans cet exemple une fissuretigllgp dans un milieu élastique infini
(bords du domaine situés suffisamment loin dedsufie). La fissure est considérée soumise a

un chargement (contrainte) de répartition polyndenide la forme suivante :
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a(xy) = Z a (%j gjj i, i0{ 0123 (55)

Tableau V : FIC adimensionnekK, trouvé par Oore & Burns sur le contour de la fissalfiptique sous
chargement uniforme pour différentes valeurs dpoap.

a er o K (exacte) Résultats d'Oore & Burns

K Er(%)
16 1.00000 1.01212 1.212
36 1.00000 1.00767 0.767
1.0 | 49 1.00000 1.00766 0.766
70 1.00000 1.01917 1.917
88.2 1.00000 1.01473 1.473
14 1.00000 1.03170 3.170
32.5| 1.00000 0.99976 0.024
0.8 | 49 1.00000 1.00442 0.442
73 1.00000 1.00700 0.700
88.2 1.00000 1.00184 0.184
12.5 1.00000 1.04112 4.112
28.2 1.00000 1.02799 2.799
0.6 | 50 1.00000 0.99731 0.269
75 1.00000 0.99252 0.748
88.6 1.00000 0.98868 1.132
10 1.00000 1.09510 9.510
27 1.00000 1.01981 1.981
04 | 50 1.00000 0.98773 1.227
74.6 1.00000 0.97867 2.133
89 1.00000 0.97417 2.583
2.2 1.00000 1.05026 5.026
15.6 1.00000 0.96778 3.222
0.2 | 31.3 1.00000 0.98808 1.192
69.4| 1.00000 0.97980 2.020
89.5 1.00000 0.96747 3.253

Ce mode de chargement est couramment utilisé dalitsérature (voir par exemple Shah &
Kobayashi [Sha-1971], Raju & Newman [Raj-1982], @@k & Gienko [Ory-2002]), car il
permet de simuler de multiple situations pratiques.

Dans un premier temps, le cas d'un chargement umédg; = 0, saufag= o) est considére.

Nous calculons le facteur d’intensité de contraindeglimensionnel en mode |

— K, E(k) o o R

K, = ! on rappelle qudee(k) est l'intégrale elliptigue de seconde espece et
| JO\/EI'I”“(H) ( pp queE(k) g puqg p

k=+v1-a?).

Le calcul est fait pour différentes valeursalet de I'angle réduig, = arctar{

tan(H)j
it
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Sur le tableau IV, nous avons reporté les valewrs-iC fournies par le code de calcul
HWFun basé sur la méthode d’hybridation présentée dambdpitre précédent dans le cas
étudié pour différentes valeurs du rappartet d’angle réduitd. Sur le tableau IV sont
€également reportés pour le méme probleme traitggllgion exacte, les résultats trouves par
Krasowsky et al. [Kra-1999] ainsi que les résultatsivés par le coddWFunen utilisant la
fonction de poids de Oore & Burns [Oor-1980] swittte domaine £ = 0). Comme il ne
s’agit pas des mémes valeurs de l'angle réddit nous avons préféré mettre les résultats
trouvés par Oore & Burns [Oor-1980] pour le mémabfgme dans un le tableau V. D’apres
le tableau IV, nous constatons que I'erreur maxensair la valeur de FIC est de 6.27% pour
les résultats de Krasowsky et al. [Kra-1999], 1%5h utilisant la fonctions de poids d’Oore
& Burns [Oor-1980] sur tout le domaine dans le cét&/Fun et finalement 1.27% pour
I'approche d’hybridation dans le cod#®VFun Pour les résultats d’Oore & Burns [Oor-1980],
I'erreur maximale sur le FIC est de 9.51% commmdatre le tableau V.

FICad, F

Sol. anal. (Shah)
m HWFun

A FEM (Wang)

* XFEM (Sukumar)

0.70

0.65

Angle reduit, 0

Figure 29 : FIC adimensionnel sur le contour d'une fissurgpgtjue poura =0.5
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R 4
n
%
W=
B
(M)
®)
o
P 7 o=0.2
. 7 Sol. anal. (Lin X)
01 X - -~ Sol. anal. (Lin Y)
e ®m HWFun
i P ¢ A FP Krasowsky et al.
00 -7 * FP Wangetal.
’ _? ) I ] I 1 I 1 l 1 I T I T I T l 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 20

Angle reduit, 6

Figure 30 : FIC adimensionnd¥, sur le contour de la fissure elliptique
poura = 0.2 avec un chargement linéaire

Nous observons donc une amélioration de la préctisio la valeur de FIC pour la présente
approche basée sur I'hybridation par rapport asultéts obtenus par Krasowsky et al. [Kra-
1999], par le code de calcul HWFun utilisant ladtoon de poids d’Oore et Burns [Oor-1980]
sur tout le domaine (voir le tableau 1V) ou par ©et Burns dans la référence [Oor-1980]
pour d’autres valeurs dé° (voir le tableau V). On signale également un dadpmaine
d’applicabilité¢ de l'approche par hybridation desndtions de poids vu que les autres
méthodes ne traitent pas le aas= 0.1. Ceci est di peut étre aux limites des d&mades
codes de calcul correspondant a ces méthodes dedsiue mémoire, étant donné que les
fissures aplaties demandent plus de raffinage dillage et de point de vue facilité de
remaillage (disponibilité de mailleur automatique).

Pour un chargement uniforme, une comparaison &gngsultats de la méthode des éléments
finis (FEM) trouvés par Wang et al. [Wan-1998], IEsultas de son extension (XFEM)

trouvés par Sukumar et al. [Suk-2003], et ceuwxadarésente approche est effectuée pour

0.5 sur la figure 29. Le FIC adimensionnel y estabéfini parF, =K, E(k)/(aox/g).
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La figure 29 montre la trés bonne qualité des tésibbtenus avec I'hybridation dans ce cas,

avec méme une meilleure concordance comparée anes approches.

0.5 -
K *
| Vs ¢
7
0.4 —
= 0.3 o
B
lol -
2 X
L 024 ,
/
i 7/
*’ o=0.2
. Qal anal (Diiad XX)
01 - 7 NI, Al Il \\JMOI\A I\I\,
_,7 =---Sol.anal. (Quad YY)
| K m HWFun
§ A FP Krasowsky et al. 4
0.0 —F" * FP Wang et al.
P 7t vttt
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Angle reduit, 0
(a)
0.3 —
'y
m
02 -
w-
o
(0]
@)
L
0.1 =02
Sol. anal. (Quad XY)
m HWFun
. A [P Krasowsky et al.
* FP Wang et al.
0.0
Pttty
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

L'angle réduit, & °

(b)

Figure 31 : FIC adimensionndt, sur le contour de la fissure elliptique pous 0.2
(a) Chargement quadratique XX et YY(b) Chargement quadratique XY
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0.4 -
LL‘ -
T 034
o
[T J
0.2 — , w=0.4
A R Sol. anal. (Lin X)
P - - - Sol. anal. (LinY)
0.1 s B HWFun
i X A FP Krasowsky et al.
e * FP Wangetal.
0.0 &~
_? T I T I 1 I 1 l | I T I 1 I T I 1

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

L'angle réduit, er"

Figure 32 : FIC adimensionndt, sur le contour de la fissure elliptique pous 0.4
avec un chargement linéaire

Pour les chargements d’ordre supérieur :
)] linéaire (LinX :a; = 0, saufajo=p et LinY : g = 0, saufap,= gp dans I'équation
(55)).
i) quadratique (QuadXX a; = 0, saufay;=0cp; QuadYY :a; = 0, saufag=0p ;
QuadXY :a; = 0, saufy1= 0 dans I'équation (55)),
i) cubique (CubXXX & = 0, saufage= 0p ; CubXYY : g = 0, sauf = o).
les résultats trouvés pour le FIC adimensionRglpar I'approche d’hybridation pour
différentes valeurs de (0.2 ; 0.4; 0.6 ; 0.8; 1.0) montrent une bonpeéation avec la
solution analytique de Shah & Kobayashi [Sha-19¥]r des angles réduits entre 0° et 90°.
Les comparaisons proposées sur les figures 30328133, 34 et 35 correspondant a trois
valeurs dex (0.2 ; 0.4 ; 0.6) en sont représentatives. Cegpanaisons sont effectuées entre

la présente approche d’hybridation, la fonctionpadéds de Wang et al. [Wan-1998] et la
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fonction de poids Krasowsky et al. [Kra-1999] appée sur tout le domaine dans le code
HWFun(8=1).

0.6 —
R
0.5 — . & *
L7 *
- 7
A
0.4 —
Ll~\ -
T 034
Q
w -
0.2 —
i A w=04
P 4 Sol. anal. (Quad XX)
0.1 — X - — — -Sol. anal. (Quad YY)
_- ®  HWFun
. _x A FP Krasowsky et al.
_I‘_ - * FP Wang et al.
0.0
T rrrrrrrrTrrTrrrrrot
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
L'angle réduit, 9,"
(&)
0.3 —
0.2 <
0w
X
®
O
o
0.1 <
a=04
Sol. anal. (Quad XY)
b ® HWFun
A FP Krasowsky et al.
* FP Wang et al.

0.0

L'angle réduit, 6'r°

(b)

Figure 33 : FIC adimensionnd¥, sur le contour de la fissure elliptique pous 0.4
(a) Chargement quadratique XX et YY(b) Chargement quadratique XY
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Globalement les différentes méthodes permettentonee évaluation du FIC avec un léger
avantage a la méthode d’hybridation surtout posrfégbles valeurs der ou on observe de
décrochement plus claire (figure 30 et 31).

Dans le cas d’'un chargement cubique, les résutatesnus par hybridation des fonction de
poids sont en parfaite concordance avec la solmadytique développée par Oryny&k
Gienko [Ory-2002]. La fonction de poids de Wangaét [Wan-1998] ne fournit pas de
résultats pour ce mode de charge ce qui prouvealadg applicabilité tout en préservant une
bonne qualité des résultats de la présente apprdares la figure 36, une présentation des

résultats est proposée.

FICad, F,

a=0.6
R Sol. anal. (Lin X)
] , 7 - - - Sol. anal. (LinY)
0.1 — /‘ m HWFun
, A FP Krasowsky et al.

, s * FP Wangetal.

B AN B e s g

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

L'angle réduit, er"

Figure 34 : FIC adimensionnd¥, sur le contour de la fissure elliptique pour
a = 0.6 avec un chargement linéaire
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FIC ad., F,

FICad, F,

06 -
05
0.4 -
0.3
02
m /s oa=06
Pad Sol. anal. (Quad XX)
0.1 » - - -Sol. anal. (Quad YY)
¥ - m HWFun

A FP Krasowsky et al.

* FP Wang et al.

LA DL DL LA L DL DL DL
20 30 40 50 60 70 80 90

L'angle réduit, 9°

(@)

Sol. anal. (Quad )\
® HWFun

0.3 —

. /
s A FP Krasowsky et al.
* FP Wangetal.

(]
[\

o=0.6

0.0

L'angle réduit, & °

(b)

Figure 35 : FIC adimensionndt, sur le contour de la fissure elliptique paur 0.6

(a) Chargement quadratique XX et YY(b) Chargement quadratique XY
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0.55 —
N | |
0.50 —
0.45 —
S Sol. anal. (Orynyak)
. B HWFun a 9 = 0° (Cub. XXX)
- | A HWFuna 9, = 45° (Cub. XXX)
- 0-30 5 * HWFun a 0.=0° (Cub. XYY)
B ® HWFun a ¢ =45° (Cub. XYY)
=] r
® 0.25 <
3) i
% 020 -
0.15 ¢ —o— __._—.——.—/_‘—/—__‘
0.10 —
0.05 —
000 pe—*— " i i

Le rapport o = a/b

Figure 36 : Variation du FIC adimensionnE| en fonction du rappoc
a g = 0° et 45° pour des chargements cubiques

IV.3 Fissure elliptique interne transversale dans oe plaque sous flexion

La présence des lacunes et des inclusions a leatédes plaques travaillant en flexion
constitue un probléme rencontré couramment enqoumatiL’existence de tels défauts fragilise
les structures en diminuant considérablement lésistance et augmente leur risque de
fissuration. Dans I'étude de ces structures, Idaui® sont souvent assimilés a des fissures
elliptiques planes plus au moins aplaties, afirpdevoir affiner le calcul de leur résistance.
Pour une plaque de grandes dimensions sollicitédlestion et comprenant une fissure
elliptique transversale (voir la figure 37), I'egssion du FIC est donnée par [Bar-1980] :

2
K, = CO'\/%(COSZ g, +a*sin’6, )1/4{1 K'E(k)costy } (56)

T @+k?)EK) - L-k2)K (K)
ou o est la contrainte appliquée sur la fissuteest un facteur correcteur dépendant des
parametres géométriquésa , a/d et de la limite élastiquerf), west un paramétre qui vaut
E(k)* pour les faibles valeurs du rappart/cg., K(K) est l'intégrale elliptique de premiére

espece eE(k) est l'intégrale elliptigue de seconde espéce cempracédemment définies. Le
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paramétred est la distance de la fissure a la surface libqguda proche eh sa distance a la
deuxieme surface libren(= d ). Pour un coefficient de Poisson0.3, la référence [Bar-1980]
nous fournit les valeurs d€ sous la forme d'abaques. Par exemple, padud< , 02
6, 0[-m/2,mi2) etad][01,10], onaC = 1

Le cas d’'une plaque de grandes dimensions (cogsd&mme infinie) soumise a une flexion
pure comme illustré sur la figure 37 avatd < eRa(y) = oo(1+(y/a)), est considéré et
résolu par I'approche d’hybridation. Les résultataivés sont reportés sur les figures 38, 39
et 40. Le graphe de la figure 38 donne le FIC arction dedg dans le cas d’une fissure
circulaire. On observe que les résultats trouvéshghridation HWFun ou en utilisant une
seule fonction de poids (celle de Krasowsky et [Kka-1999] utilisée dansHWFun
corroborent de fagcon presque identique avec laisalanalytique (56), comme c’était le cas

pour un milieu infini et un chargement uniformeifde tableau IV).

>

Figure 37 :Fissure elliptique interne dans une plaque infauas flexion
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1.6

1.4

a=10
Solution exacte
m HWFun
* FP Krasowsky et al.

1.2

1.0

X

0.8 H

0.6 H

0.4 —

(6°)

Figure 38 : Variation du FIC adimentionndK, sur le contour d’une fissure circulairg € 1.0)

Les graphes de la figure 39 montrent la méme gudétrésultats concernakt calculés par
notre codeHWFunbasé sur hybridation et ceux trouvés en utilisarfonction de poids de
Krasowsky et al. [Kra-1999]. L'avantage de l'apgrecpar hybridation est constatable
notamment pour30° < g, <+30°. Sur le graphe de la figure 40, on s’intéresseadcul de
FIC au point correspond a son maximum sur le cardeda fissure & =772) pour différentes
valeurs dex (de 0.1 & 1.0). D’apres ce graphe, la qualitéréssltats obtenus par hybridation
est mieux mise en évidence comparée a celle dekatssobtenus en utilisant la fonction de
poids de Krasowsky et al. [Kra-1999] sur tout landine de la fissureB= 1).
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1.6 <
1.4 <
i a=06
Solution exacte
1.2 m HWFun

* FP Krasowsky et al.

— 1.0 4
K, ]
0.8
0.6
0.4
| ! | ! | ! | ! | ! I ! | ! | ! I ! |
-90 -70 -50 -30 -10 10 30 50 70 90
(@°)
(a)
1.6 <
1.4 <
T a=02
12 Solution exacte
“ 7 m  HWFun
i * FP Krasowsky et al.
— 1.04
K/

)
(b)

Figure 39 : Variation du FIC adimentionnelf| pour une fissure elliptique dans une plaque flexson
(a) poura = 0.6,(b) poura = 0.2
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1.80 —
1.75 <
O=rn/2
i Solution Exact
1.70 < ® HWFun

* FP Krasowsky et al.

@S OUUS KV

W77 7T T T 1
0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
a=a/b

Figure 40 : Variation du FIC adimentionnelf| pour une fissure elliptique dans une
plague sous flexion pour [ [ 01, 1.0] et@=r12.

IV.4 Fissure elliptique interne dans un tube sousngssion

R

Figure 41 : Fissure elliptique interne dans un tube sous fmess
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Le probléme des tubes travaillant sous pressiagrriet est aussi répondu que le probleme
précédent (plague sous flexion). La présence demés; d’inclusions ou de défauts de joints
de soudure dans ces structures fragilise ces desngé diminue leur ténacité. Comme pour le
cas des plaques ces défauts sont couramment daamitse des fissures de forme elliptique.
Ces fissures peuvent étre transversales, longdlefinou autres. Ce sont les fissures
longitudinales, objet de notre étude, qui sontghs dangereuses compte tenu du risque
d’ouverture de la fissure sous l'effet de la pressinterne. C'est un probleme ou le
chargement, d0 essentiellement a la contraintermiécentiellegyg a l'intérieur de la fissure,

a une distribution non-polynomiale. Cette derngstdonnée par la relation de Lamé :

[ Rt Y R+t) _
g = B (R*‘H*'YJ +1 (Rj 1 (57)

avecR, le rayon intérieur du tubé,son épaisseut; ett; les distances entre le centre de la
fissure et les parois du tulg,la pression intérieure gt'ordonnée du poin@ liée au repére
mentionné sur la figure 41.

La présente approche est comparée avec la métrexi@€léments de frontieres hybrides

HBEM développée par Guozhong & Kankda [Guol-199B¢ FIC adimensionnel

FII:K,E(k)/(p(R/t)\/E) est alors déterminé sur le contour de [ellipseurpdes

configurations suivantes :

t/R ={0.1,0.25},a/t; = alt, (0{0.2,0.4}, a1{0.25,0.50,1.00}

Comme on peut le constater sur les comparaisorstégs sur les figures 42a et 42b pour
t/R=0.1, notre approche initialement prévue pour aep<infinis reste valable méme pour
des corps finis (c’'est le cas pour le tube étudié).décalage avec la HBEM, qui est une
approche plus générale, ne dépasse pas les 6Yutzait; eta/t, < 0.4.

Le décalage augmente en se rapprochant des sulifaessdu tube, c-a-d lorsque le rapport
alt; augmente ou lorsqu@ tend verst90°. Les surfaces libres engendrent des conceorigati
de contraintes non prises en compte par la métbdgddridation dans sa version actuelle.
Comme prévu, on remarque que la HBEM montre unticer sensibilité a cet effet au
voisinage de la surface libr@ - £90° |prsqueal/t; augmente. Les mémes remarques sont
maintenues pout/R=0.25 car linfluence de I'épaisseur du tube surctmvergence des

résultats n’est pas trop importante comme le mantes figures 43a et 43b.
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Figure 42 : FIC adimensionndt,’ pourt/R=0.1(a) avecal/t; = 0.2 —(b) aveca/t; = 0.4
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Figure 43 : FIC adimensionndt,’ pourt/R=0.25(a) aveca/t; = 0.2 —(b) avecal/t; = 0.4
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IV.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons testé la techniqugbddation de fonctions de poids en
utilisant le code de calcuHWFun sur des applications de structures tridimensidesel
contenant des fissures elliptiques internes. Géaldeybridation nous avons pu améliorer les
résultats sur les FIC pour les milieux infini papport a ceux obtenus en utilisant les
fonctions de poids conventionnelles (d’autres asdelLes résultats sont aussi améliorés par
rapport a ceux des travaux utilisant d’autres tephes telles que la FEM et la XFEM. En
I'absence de solution analytique, les résultatemi pour les milieux finis (tubes) sont en
bonne concordance avec ceux des auteurs utilisartedhnique HBEM. Ces résultats
montrent sans doute I'intérét de I'hybridation mrdge dans cette étude.
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Chapitre V : Application de la méthode d’hybridation aux cas fissures semi-elliptiques débouchantes

V.1 Introduction
Dans ce chapitre, on se propose de résoudre aifugpnes types de fissures semi-elliptiques
débouchantes en utilisant la technique d’hybrisatouplée avec la PWFM. Pour se faire,
I'effet de bord du a la surface libre est pris @mpte en modifiant la fonction de poids
hybride (13) selon les expressions (38), (42) &) @éveloppées dans la section (11.5). En
I'absence de solutions analytiques exactes pouall&tion du FIC dans le cas de fissures
semi-elliptiques ou de valeurs expérimentales, misponibles en fatigue, les résultats
obtenus avec la présente approche seront compdessrasultats de la littérature obtenus par
approximation numérigue ou par une démarche enygridies problemes traités dans ce
chapitre sont dans l'ordre :

1) Tube mince contenant une fissure semi-elliptigédouchante interne sous un
chargement polynomial.

2) Fissure semi-elliptique a l'intérieur d’'un tuépais sous un chargement polynomial
et sous un chargement de Lamé.

3) Fissure semi-elliptique débouchante dans uneuplasous flexion et sous
sollicitation composée (flexion+traction).

4) Fissure semi-elliptique débouchante dans uneuplaavec un chargement
polynomial.

5) Plaque contenant une fissure semi-elliptigueodébante sous un chargement
exponentiel.

On va successivement examiner les cing cas megsoomecédemment.

V.2 Fissure semi—elliptique débouchante a I'intérier d’'un tube mince
La théorie de Lamé (voir la référence [Tim-1970]pntre que les fissures longitudinales
situées sur la paroi interne d’'un tube comme letrnada figure 44 sont les plus dangereuses.
Nous appliquons l'approche d’hybridation coupléee@ada PWFM développée ici pour
évaluer le FIC dans le cas d'un tube relativementenaved/R = 0.1,a/t =0.5 poura =1.0
et a =0.4 (voir la figure 44) renfermant une fissurei®ise a un chargement intérieur de
forme polynomialep=cy(y/a)’. Nous considérons que la solution de référenceall qui

K, E(k)
g, Rn4(8)

est réalisé pour les deux points caractéristigeda fissured = @° et @ = 9C¢° successivement

correspond @=a, en accord avec la technique de PWFM. Le calcuKde

pour des chargements linéaire X), quadratique i£ 2) et cubique i£3). D’'aprés les graphes
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de la figure 45, les résultats trouvés avec nodaeade calcuHWFun sont en bon accord
avec ceux trouvés par Raju & Newman [Raj-1982]adiit la méthode des éléments finis et
ceux trouvés par Krasowsley al. [Kra-1999], Vainshtock [Vai-1991] et Orynyag al. [Ory-
1995] utilisant les méthodes de fonction de poib&pres ces graphes, le mode de
chargement imposé influe de maniére significativelss valeurs du FIC. En effet,

i) Plusa diminue plus les valeurs du FIC augmentent.

i) Le maximum du FIC correspond au chargement unifqggowe lequel le calcul

de résistance sera éventuellement effectué.
iii) Seul le chargement uniforme provoque un FIC plupoitant au point de

surface @= 0°) qu’au point du fond de la fissur@%£ 90°).

Figure 44 : Fissure semi — elliptique débouchante a l'intérigun tube

V.3 Fissure semi-elliptique débouchante a I'intérier d’'un tube épais

Dans cet exemple, on résout le méme type de prebigren (V.2) posé sur un tube de méme
épaisseur et de rayon intérieur relativement fgiiti = 0.5). Le but étant de tester la validité

de I'approche d’hybridation et de mieux connaige bmites notamment lorsqu’on s’éloigne

de I'hypothése d’un milieu semi-infini (une surfdid®e loin d’étre plate), comme c’est le cas

du présent exemple.
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L'ordre du chargement, i

(b)

Figure 45 : FIC adimensionnel pour une fissure semi-elliptigaes un tube mince et
sous un chargement polynomia{a) a=1.0 - (b) a=0.4
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bY

Le chargement considéré est similaire a celui a@xelnple précédent. Il s’agit d'un
chargement & l'intérieur de la fissure de la forpmynomiale p=cy(y/a)'. Les deux cas
relatifs au rappor& que nous retenons pour le présent calcul sont treiiés par Mettet al.

[Met-1992] a savoir = 0.2 eta = 1. Nous considérons que l'ordre du changemer et
profondeur relative de la fissure sont variablesl{ 005123} et%D[O,l].

Comme pour le cas du tube mince, la solution dereéte retenue est celle qui correspondant
au chargement le plus simpteop (i=0). Dans les figures 46 et 47, nous proposons une
comparaison entre les valeurs du FIC adimensioihealbtenues en utilisant notre code de
calcul et celles obtenues par Mettiual. [Met-1992] pour les deux points caractéristiques du
bout de la fissure ; le point de surface=(0°) et le point du fond4d= 9C°). Les résultats de
Mettu et al. [Met-1992], obtenus par la méthode des éléments fasée sur le maillage de
toute la structure du probléme, nous serviront centles résultats de référence que nous
utiliserons pour tester la fiabilité de la techr@glinybridation.

Les comparaisons effectuées (figures 46 et 47) etemt de montrer la trés bonne
concordance de nos résultats avec ceux de Metal @¥let-1992]. Cette concordance se
dégrade en augmentant la profondeur relative dessarea/tt Ce que nous trouvons tres
logique vu l'influence de la deuxiéme surface lifparoi externe du tube) non pris en compte
par notre approche.

Les observations faites dans I'exemple précédemicarnant linfluence du mode de
chargement restent valables. Ce qu’on peut rajoegerle fait que le FIC croit aussi en
augmentant la profondeur relatigé. Cet effet est plus accentué pour des valeurs fdéles

(a = 0.2). Ceci est physiquement plausible comptel e la fragilisation de la structure
(réduction de sa ténacité) due a l'augmentatioriadprofondeur de la fissure (moins de
matiere supportant la traction).

Dans la deuxiéme partie de cet exemple, nous mdé&essons a un mode de chargement plus
concret. Il s’agit d’appliquer directement la sattion due essentiellement a la contrainte de
Lamé gggdonnée par I'équation (57), sans faire appel aagpsoximations polynomiales du
chargement comme dans les précédents cas. L'édee dype de chargement est utile
compte tenu de l'influence que peut avaip sur la tenue mécanique de la structure. En effet,
cette contrainte de par sa nature tend a ouvfissare. De plus, sa variation en fonction de la

position dans I'épaisseur donnée par (57) monttellgiprend son maximum au niveau de la
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paroi interne, ce qui rend cette contrainte enpdue néfaste pour l'intégrité physique de la

structure.

4.0
T (a=0.2et0=0°% /
3.51 EF Mettu et al.

HWFun (i=1/2) i =0 (Sol. de Ref.)

|
3.0 e HWFun (=1) /
] A HWFun (i=2)
25 & HWFun (=3)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Le rapport, (a/f)

(@)

(x=0.2etH=90°)

4 EF Mettu et al.

m  HWFun (i=1/2)

® HWHFun (i=1) i =0 (Sol. de Ref.)
A HWFun (i=2)

¢ HWFun (i=3)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Le rapport, (a/f)

(b)
Figure 46 : FIC adimensionnel pour une fissure semi — ellipgicquour dans un tube
épais et sous un chargement polynomial ped.2 (a) pour 8= 0° - (b)pour &= 90°
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Figure 47 : FIC adimensionnel pour une fissure semi — elligicpour dans un tube
épais et sous un chargement polynomial pot.0 (a) pour &= 0° - (b)pour 8= 90°
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Figure 48 : FIC adimensionnel pour une fissure semi-elliptigaes un tube épais et sous

un chargement de Lang&) pour &= 90°, (b)pour 8= 0°.
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De plus, dans le cas d’'un écoulement a l'intérghutube, la contrainte due a la pression du
fluide p; qui s’infiltrerait entre les levres de la fissuleit étre prise en compte pour trouver le
chargement effectif appliqué a la fissure. Ce agrse présente donc sous la forme suivante :
R? R+t)
(2R +1) 1+(R I yJ )
y étant I'ordonnée selon le repére lié a I'épaissieutube (voir la figure 31).
K, E(K)
pV7an**(6)

48 une comparaison entre les résultats que nouss alaienus avec le code de calcul basé sur

o(y)=p|1+

Partant d’'un FIC adimensionnel donné jar= , hous présentons sur la figure

la technique d’hybridation des fonctions de pditWFunet ceux trouvés par des auteurs tels
que Kobayashi et al. [Kob-1979], Kendall & Perezeik1993], Guozhong et al. [Guo2-
1995], Zheng et al. [ Zhe-1997] et Telles et[@kl-2002] utilisant d’'autres techniques (la
méthode des éléments finis, la méthode hybrideédesents de frontiere HBEM, la méthode
des fonction de poids et la méthode de fonctionGdeen utilisée dans la méthode des
éléments de frontiere GFBEM). Ces résultats, plusnwins dispersés, sont purement
numeériques et nulle solution exacte n’est connuecea jour comme nous l'avons
précédemment évoqué. Les comparaisons permettantmoéns d’observer la concordance
du point de vue de I'allure entre nos résultatseeix obtenus par les autres auteurs pour une
profondeur relative de la fissua#t allant de 0 a 1. Nous constatons que pour ce gmodlles
valeurs du FIC sont nettement plus grandes popoile de surfaced= 0°) que pour le point
du fond @ = 90°), notamment enr =0.2, et ceci pour toutes les valeurs de la padon

relative de la fissura/t.

V.4 Fissure semi-elliptique débouchante dans unegmue sous flexion

Les défauts dus aux procédés de fabrication depugdaet notamment ceux de soudure
constituent souvent une source de fragilisationpiiegues en augmentant le risque de rupture
par fissuration de ces dernieres. Ces défauts fsqiemment modélisés par des fissures
débouchantes de forme semi-elliptique plus ou maplaties. Le présent exemple est une
illustration de ce type de probleme. C'est le dame plague d’épaissetiret de largeuw
contenant une fissure semi-elliptique déboucharti figure 49).

K, E(k)
o, m

fissure soumise a un chargement donné ggrFmax(,,0, oOuU)c et ¢ représentent

Nous nous intéressons dans cet exemple au caldel@adimensionneF, = de la
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respectivement les contraintes de traction et dgidh. Cette derniere est exprimée en

fonction du moment de flexiod par o, :3_I\t/I2.

Deux modes de chargement sont considérés ; unezharg de flexion simplex =0 et =1)
et un chargement de flexion composée(l eto: =1).
Ce méme probleme a été traité par Newman & Rajuvii@79, New-1981] chronolo-

giquement par la méthode des éléments finis etal@are empirique. Les auteurs proposent

ainsi I'expression empirique suivante du FIC [N£981]:

K, =(o, +Ha, )%U (59)

H et U sont des fonctions a plusieurs variables liéea aohfiguration géométrique de la

o fa b . e :
structure etudleeg?a,—,e,j, g eétant l'angle reduit d&. La fonctionU est un facteur de
W

correction concernant la contrainte de tractiotaddaque par rapport a un milieu infini. Pour
la contrainte de flexion, le facteur correcteur lesproduit des deux fonctiond et H. Les
expressions détaillées de ces fonctions sont fesiéans la référence [New-1981].
Le présent probleme a aussi été traité par Isidd. §isi-1984] en utilisant la méthode des
volumes finis modifiés (MBFM) et par Gongalves &-@astro[Gon-1999] par la méthode
appelée « Line Spring Model » (LSM).
Dans la suite, nous retenons comme solution dear&é du probleme, la solution trouvée par
Newman & Raju [New-1979] basée sur la méthode tments finis pour un chargement de
traction pure ¢ =1 eto; =0).
Plusieurs configurations sont considérées dansxeghple, a savoir :

« a0{02,04} pourd 0{0, 7/2} eta/t]0,08].

« a0{06,10} pourg 0{0, /8, m14,3718, 12} eta/t][0,08].
On reporte sur les figures 50, 51 et 52 les résutitatenus par différentes approches pour le
mode de flexion simple.
Sur la figure 50, on s’est limité, pour = 0.2 eta = 0.4, a la présentation des courbes
concernant les points caractéristigwesd = 772) etB (4 = 0), celles correspondant aux
autres points§ = 718, § = 14, 6 = 3718) étant tres proches les unes des autres. Ceggndan
pour des valeurs plus grandes @léa = 0.6 eta = 1.0), les courbes concernant les valeurs
intermédiaires § = 718, 8 = 774, 6 = 3718) sont présentées sur les figures 51b et 52bu le

variations du FIC en fonction d# sont plus distinctes.
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L] A
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Figure 49 : Fissure semi — elliptique dans une plaque
sous sollicitation composée (traction+flexion).

A I'exception de la courbe de la figure 52a (pour 1.0), nous constatons que le maximum
du FIC pour toutes les autres courbes correspormbenl du fond de la fissur (8§ = 772)
pour a/t - 0. Notons aussi, d’apres les figures 50, 51 et &2, g décroissance du FIC en
fonction du rappora/t est plus rapide pour le poiAt(g = 772) puisqu'il est le plus proche de
la surface arriere de la plaque (voir figure 4@nalc’est le point le plus exposé a l'influence
de I'épaisseur de la plaque. En ce point, le FIQt pé&teindre des valeurs négatives (qui sont
physiquement des valeurs nulles) pour lesacad.6 eta = 1.0 (voir les figures 51a et 52a) a

cause des contraintes négatives (compression)isimage du poinf dues a la flexion.
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Figure 50 : FIC adimensionnel &= 0 et 6=7/2 dans le cas d'une
flexion pure ;= 0 etg; = 1) (@) poura = 0.2, (b) poura = 0.4
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Figure 51 : FIC adimensionnel pour = 0.6 dans le cas d’'une
flexion pure g;=0etg=1) (@Q)af=m2,6=0 (b)ad=78, =714 etd=378
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Figure 52 : FIC adimensionnel pour = 1.0 dans le cas d’'une
flexion pure g;=0etg=1) (@Q)afd=m2,6=0 (b)ad=78, =714 etd=378
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Figure 53 : FIC adimensionnel &= 0 et =772 dans le cas d'une
flexion composéed; = 1 etg; = 1) (a) poura = 0.2, (b)poura = 0.4
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Figure 54 : FIC adimensionnel pour = 0.6 dans le cas d’'une flexion
composéedqs=1etg=1) (a)afd=72,6=0 (b)af=718, 6=114 et6=3718
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Figure 55 : FIC adimensionnel pour = 1.0 dans le cas d’'une flexion
composéedi=1etg=1) (a)ad=72,6=0 (b)af=718, 6=114 et6=3718
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Nos résultats, obtenus avec le logidi®WFun sont dans leur intégralité conformes aux
calculs de Newman & Raju [New-1979, New-1981] s#ht la méthode des éléments finis et
I’équation empirique (59) découlant de la FEM aipsiaux résultats d’Isida et al. [Isi-1984]
et Goncalves & de-Castro [Gon-1999] utilisant leppraches MBFM et LSM,
respectivement. Cette concordance des résultatm@ss marquante lorsque le rappaft
tend vers l'unité étant donné que les différenfgsr@ches, y compris la notre, se différent
dans la prise en compte de l'effet du bord arritréa plaque (la surface libre arriere).

On reprend les calculs pour le méme probléme awandde de chargement d’'une flexion
composée (flexion + traction). Les résultats sepbrtés sur les figures 53, 54 et 55. Ce que
NOUS pouvons rajouter ici par rapport aux obsesnatfaites pour le cas d’une flexion simple,
'augmentation des valeurs du FIC sous I'effetal&dction (ouverture des levres de la fissure
plus importante) et par conséquent une disparities valeurs négatives du FIC (voir les
figures 54a et 55a). Les valeurs maximales du Bi@spondent toujours au poltpour les

profondeurs relatives de la fissure trés failfl@st — , a)exception toujours du cas d’'une

fissure circulaire (voir la figure 55a) pour leqleeimaximum du FIC est au poiBt

V.5 Plaque contenant une fissure semi — elliptiqugus un chargement polynomial

Le chargement polynomial, couramment utilisé danstiérature, permet la représentation
d'une large gamme de sollicitations rencontréespeatique. Le choix de ce type de
chargement est motivé par la possibilité d’apprexirpar interpolation ou extrapolation
différentes distributions du chargement. Le chamg@npolynomial que nous avons retenu ici
est donné par I'équation (60) appligué au méme $ymecture abordée précédemment, c’est a

dire une plaque renfermant une fissure débouchante

o= o—o(l—ijn (60)

On s’intéressera en particulier aux distributionsdratique rf = 2) et cubiquen = 3). La
distribution linéaire f = 1), représentant le cas d’'une flexion composeété traité dans
I'exemple précédent.

K, E(Kk)

o

caractéristiques de la fissure ; le point de serBatd= 0) et le point du foné (€= 772) (voir

Nous calculons pour cet application le FIC adimemsel F, = en deux points

la figure 49) pour des rapports des axes de I'®lip= 0.6,a = 1.0 et une profondeur relative
de la fissurea/t 0[0;08].
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Nous utilisons comme solution de référence cellepagk dans le probléme précédent. On
rappelle qu’elle a été trouvée par Newman & RajeyjiNL979] en se basant sur la méthode
des éléments finis pour un chargement de traction @). Les résultats sont regroupés dans
les graphes de la figure 56 pour le chargementrgtigde et dans les graphes de la figure 57
pour le chargement cubique.
Les résultats obtenus avec notre code de cHMIFunsont comparés a ceux trouvés par :

)] Shiratoriet al.[Shi-1987] utilisant les éléments finis,

i) Wang & Lambert [Wan-1997] utilisant des fonctions de pouisduites des

résultats obtenus par éléments finis.

A premiére vue, nous pouvons constater que lesursldu FIC dans la figure 56 sont
nettement plus faibles pour le mode du chargemeatirtique rf = 2) comparé au cas du
chargement linéaire de I'exemple précéddnt rfe dépasse jamais l'unité). Ces valeurs
continuent a diminuer en passant au chargemengueekgorrespond a = 3 (voir la figure

57). La décroissance du FIC avec l'augmentatiofatdre du chargemem est due a la

diminution de la contrainte donnée par (60) via le facteEﬂ—Xj qui est inférieur a l'unité.
a

Ce méme facteur a maintenu le chargememositif sur toute la fissure (pas de zone de
compression) et quelque soit la profondeur relatieela fissurea/t. Ce qui explique la
croissance du FIC adimensiontiglen fonction du rappos/t pour le point du fond\ (voir

les figures 56 et 57), contrairement a I'exemplécpdent. Par conséquent, la valeur
maximale du FIC pour cette application aura liagdoiea/t s’approchera de l'unité.

Les graphes des figures 56 et 57 montrent une boarrélation de nos résultats avec les

autres travaux aussi bien pour le chargement gtiqdeaque pour le chargement cubique.
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Figure 56 : FIC adimensionnel au point de surface et au pairfodd d'une
fissure semi — elliptique débouchante sous un emegt quadratique.
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Figure 57 : FIC adimensionnel au point de surface et au pairfodd d’une
fissure semi — elliptique débouchante sous un emegt cubique.
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V.6 Plaque contenant une fissure semi — elliptiquus un chargement exponentiel

Dans les plaques travaillant en traction ou endlexia présence de rainures ou d’entailles au
voisinage des fissures (voir la figure 58) peut ifdconsidérablement la loi de distribution
du chargement supportée par les levres de la éissaus l'effet des concentrations de
contraintes.

Fett & Munz [Fet-1999] ont étudié ce probleme emsidérant des distributions de

contraintes sur les levres de la fissure de forexpenentielles, a savoir :

og=og,e™" (61a)

o=0,eM (61b)

ag

_ _X '—l_r -] —X->
/ 7

| Exemple_

d’entaille
Ay
- :A\ P ///

| _a f__zi\;_\g___ X

20|

Figure 58 : Fissure semi-elliptique débouchante dans
une plaque et au voisinage d’'une entaille.
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lIs ont en particulier calculé les FIC adimensidan& et Yg aux pointsA etB de la fissure
(voir la figure 58), en fonction de I'exposahtNous présentons dans les figures 59 et 60 les
résultats qu’on a obtenu avec le code de c&ldMFunet ceux obtenus par Fett & Munz [Fet-

1999] pour les configurations suivantes :

« AupointApourg=c,e™, a0{ 02,04,06,08,10} et Aa0[0,35|(figure 59a).
« Au pointB pouro=g,e™, aD{ 0.2,0.4,1.0} et)laD[O,3] (figure 59b).

« Au point A pour =0, ™, a0{ 02,04,06,08,10} et Aa0[0,20](figure
60a).
« AupointB pourg=c,e ™, a0{ 02,04,1.0} et Ao [ 0,175 (figure 60b).
Les valeurs des paramétres considérés lors daft@gits calculs ont été choisies en accord
avec les résultats disponibles de Fett & Munz [F389]. Nous avons ignoré quelques valeurs
de a (a = 0.6 eta = 0.8) pour le poinB afin d’éviter une éventuelle surcharge et illiGiBi

des graphes.

Les FIC adimensionnel, et Yg sont donnés par I'expression :

Y, = Kiae (62)

(AB) 0_0\/5

D’aprés la figure 59, nous constatons que les valel@es FIC adimensionnels et Yg
décroissent en augmentant I'exposanwu que lintensité du chargement diminue d’apres
(61). La valeur maximale du FIC est observée antgopourA = 0 (chargement constant).

On peut constater la bonne concordance de nogatssavec ceux de Fett & Munz [Fet-
1999] au poinA. Cette corrélation est moins bonne pour le pBjrdonsidéré comme le plus
expose a l'effet de la surface libre étant donne lgpaisseur de la plaque est considérée tres
grande. Sachant que les résultats de Fett & Mieiz1999] sont des approximations basées
sur interpolations et extrapolations polynomialesla forme exponentielle du chargement
donné par (61a) et (61b) utilisant les résultateele mémes auteurs dans [Fet-1997] pour le
point A et ceux de Cruse & Besuner [Cru-1975] pour le {gBin

Pour le deuxiéme mode du chargement exponentieiépar (61b), les graphes de la figure
60 montrent que le maximum du FIC correspond tagjaux faibles valeurs de I'exposant
Cependant, nous constatons que le gradient deadih@nsionneY, et Yg est minimal pour

les faibles valeurs dé contrairement au cas du chargement (61a). Cedd(eau fait que le
gradient du chargement donné par (61b) est minpoai les faibles valeurs de I'exposant

alors que celui donné par (61a) est maximal.
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Figure 59 : FIC adimensionnel d’'une fissure semi — elliptigébauchante
sous un chargemem = er_Ay , (&) au point du fond(b) au point de surface
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Figure 60 : FIC adimensionnel d’'une fissure senmeHiptique débouchante so

un chargemeng = er_W)2 , (&) au point du fond(b) au point de surface
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V.7 Conclusion

Le couplage de la technique d’hybridation avec\éHR1 nous a permis de tenir en compte
de l'effet de la surface libre et par conséquesktEénsion de cette étude au traitement des
fissures semi-elliptiques débouchantes. Le testcde®ctions apportées a I'hybridation des
fonctions de poids adoptée dans la section |.5 p&aliser le couplage est effectué a travers
une variété d’exemples pratiques. Les résultatsmist dans ce chapitre sont comparés a des
travaux utilisant plusieurs méthodes (FEM, WFM, HBESFBEM, LSM, FBM, Eqg. Emp.).

La grande cohérence de nos résultats avec cewaudess auteurs pour la majorité des

applications traitées, prouve encore une foislitatde cette étude.
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Les objectifs de ce travail ont été triples :

i) développer une méthode basée sur I'hybridatiorodetions de poids permettant
'amélioration de I'évaluation du facteur dintet&side contrainte de fissure
elliptique en mode |,

i) coupler cette méthode avec la méthode de foncegmoitls du point (PWFM) afin
de I'appliquer aux fissures semi-elliptiques (détimntes) en mode |,

i) valoriser ces développements a travers la congepkion progiciel de calcul et

validation par des applications sur des problémyes. t

Concernant Igpremier objectif, une approche basée sur I'hybridation des fonstam poids
d’'Oore et Burns (1980) et de Krasowsiyal.(1999) a été développée et largement détaillée
dans le chapitre Il. L’idée d’hybridation que noasons proposée consiste a subdiviser la
fissure en deux zones pour appliquer sur chacuekes’'la fonction de poids appropriée.
L’affectation des fonctions de poids est effectaéemaniére a atténuer les problemes de
singularités en bord de la fissure liées a I'exgimsde ces fonctions de poids. La proportion
entre les deux zones est-elle obtenue par optimmsates parametres géomeétriques de
I'ellipse de maniere a mieux prendre en compteelésts de courbure du front de fissure.
Dans ce méme chapitre, la mise en ceuvre numériqueetie approche a également été
présentée d’'une maniere détaillée. Elle concermeipalement I'évaluation des différentes
intégrales présentes dans l'approche apres dsatiétn des domaines et traitement des
différentes singularités. La derniére partie decleapitre est consacrée aux bases théoriques
du couplage entre la méthode d’hybridation dévetopgecédemment et la PWFM, ce point
relevant dudeuxieme objectifde cette recherche. Ce couplage a été réaliskernhant une
correction aux fonctions de poids retenues précéummpour la prise en compte de I'effet de

bord de la fissure conformément a la théorie PWFM.

Le troisieme objectif, concernant le développement d’un code de calesé Isur la présente
approche et la validation de cette derniere surcdsgypes, s’étale sur trois chapitres (ll1, 1V,
V). Dans le chapitre lll, la structure du codecdécul, appelé HWFun, est exposée ainsi que

les différents développements qui sont liés a dahoéation. La réalisation de ce code de
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calcul qui est une concrétisation des développesndrdoriqgues de I'hybridation, est un

travail aussi important que les développementsreémies.

Afin de valider la méthode d’hybridation, elle @& éppliquée au chapitre IV pour modéliser
des fissures elliptiques internes présentes dametstes utilisées en pratique. Les résultats
obtenus concernant le FIC ont été comparés a detoss analytiques, quand elles sont
disponibles, et a des solutions numériques detéadiure obtenues par des méthodes comme
la FEM, la XFEM et la BEM. Les différentes compamais permettent d’apprécier la qualité

des résultats concernant le FIC obtenus avecéaepte approche.

Le chapitre V a été consacré a la validation diplage entre la méthode d’hybridation et la
PWFM. Le probleme de fissures débouchantes seiptiglles a été traité pour différentes
structures (plagues, tubes) soumises a des changeuhigers (flexions simple et composée,
chargement polynomial, chargement exponentiel)l'&sence de solutions exactes pour ce
type de problemes, les comparaisons ont été réaligeec des résultats numériques issus
d’approches numériques (FEM, WFM, HBEM, GFBEM, LSEBM) ou empiriques. Elles
ont permis de vérifier la bonne concordance eng® différentes approches et la présente
méthode d’hybridation. Il est a signaler que ceterniére présente l'avantage d’étre

applicable a une large gamme de sollicitations.

De multiples perspectives a ce travail peuventétresagées. Parmi lesquelles :

)] L’application de la technique d’hybridation pourslerobléemes de fatigue
(propagation des fissures elliptigues et semidjies) qui fait 'objet d’'une
recherche déja initiée et qui donne daprés leanmes tests des résultats
prometteurs.

i) L’extension du couplage de la présente approche lavBWFM pour les fissures
en quart dellipse (fissures de coin), considéréesnme des fissures tres
répondues dans les structures rivetées. Cettestatedevrait donner une nouvelle
dimension a I'applicabilité de I'approche d’hybriian.

i) Le développement d’'une hybridation similaire a fésente approche pour les
autres modes de rupture, a savoir les modes lletlimixtes, ainsi que pour

d’'autres formes de fissures.
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Résumé_Une méthode améliorant le calcul des facteurs atisité de contrainte en mode |
par hybridation de deux fonctions de poids estegmtEe et appliquée aux cas de fissures
elliptiques sous différents chargements. L'hybittatonsiste a utiliser I'une ou l'autre des
deux fonctions dans la zone de la fissure ou latfon est la plus efficace. La délimitation
des deux zones est faite aprés optimisation dwraplps axes et du rayon de courbure de la
fissure. Lors de I'optimisation on cherche a ate¥rieffet des singularités présentes dans les
fonctions de poids et a mieux prendre en comptéuence de la courbure de I'ellipse. Afin
d’étendre [l'utilisation de l'approche d’hybridatioa la modélisation des fissures semi-
elliptigues débouchantes, son couplage avec la PWHdht Weight Function Method), et
les corrections appropriées sur la fonction de odidne fissure elliptique pour tenir compte
de I'effet de la surface libre que ce couplage sgibe ont été réalisés. La qualité des résultats
trouvés aussi bien pour les fissures elliptiquesgpur les fissures semi-elliptique est bonne.

Mots-clefs: Hybridation ; fonction de poids; facteur d’inteté de contrainte ; fissure
elliptique ; fissure débouchante.

Abstract_ A method improving the evaluation of the stresgnsity factor by hybridization
of two weight functions is presented and appliedeimbedded elliptical cracks under various
loadings. The hybridization consists in using onamother function in the zone of the crack
where it is the most efficient. The delimitationtbe two zones is achieved after optimizing
the axes ratio and the curvature radius of thekcrBaring this optimization one seeks to
reduce the effects of the singularities preseténweight functions as well as improving the
taking into account of the influence of the elligggvature. In order to extend the use of the
hybrid approach to the modeling of semi-ellipticlrface cracks, its coupling with the
PWFM (Point Weight Function Method), and the sdgatorrections to the weight function
of elliptical crack to take account of the free edgfect which this coupling requires were
carried out. The quality of the results found adlvior the elliptical cracks as for the semi-
elliptical cracks is good.

Keywords: Hybridization; weight function; stress intensitgcfor; elliptical crack; surface
crack.




