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Abstract 
This work deals with the adaptive iterative learning control design for uncertain nonlinear 
systems which perform the same task within a fixed time interval under the alignment condition. 
In fact, we propose adaptive iterative learning control schemes for strict feedback and pure 
feedback nonlinear systems and strict feedback nonlinear systems subjected to saturation at the 
input. The common factor between the developed control schemes is the use of the robust 
iterative learning control approach to handle the unknown nonlinear functions and the adaptive 
iterative learning control approach to handle the uncertain parameters. In addition, the 
backstepping procedure design is used for control design and the stability of closed-loop systems 
is performed by the Lyapunov method. The theoretical results are validated by simulation to 
show its performance. 
 
Key words: adaptive iterative learning control, strict feedback nonlinear systems, pure feedback 
nonlinear systems, Lyapunov method, input saturation. 

Résumé : 
Le travail présenté dans cette thèse concerne la conception des schémas de commande par 
apprentissage itératif adaptative des systèmes non-linéaires incertains fonctionnant d’une 
manière répétitive sous la condition d’alignement. En fait, nous proposons des schémas de 
commande par apprentissage itératif adaptative  pour les systèmes non-linéaires triangulaires 
affines et non affines en la commande et les systèmes non-linéaires triangulaires affines  en la 
commande et en présence d’une saturation à l’entrée. Les schémas de commande développés se 
basent essentiellement d’une part sur l’utilisation de l’approche de commande par apprentissage 
itératif robuste pour manipuler les fonctions incertaines et d’autre part sur l’approche de la 
commande par apprentissage itératif adaptative pour manipuler les paramètres incertains. De 
plus, la synthèse des lois de commandes a été effectuée en se basant sur la procédure de synthèse 
par backstepping et l’analyse de la stabilité de ces systèmes en boucle fermée a été effectuée par 
la méthode de Lyapunov. En outre, la mise en œuvre, par simulation numérique, des lois de 
commande proposées à travers les exemples traités, nous a permis de vérifier leur faisabilité et 
d’évaluer leurs performances.  
 
Mots clé : commandes par apprentissage itératif adaptative, systèmes non-linéaires triangulaires, 
affine, non affine, méthode de Lyapunov, saturation de l’entrée. 
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Pour les systèmes dynamiques fonctionnant d’une manière répétitive sur un intervalle de 

temps fixe, il est bien établi que les schémas de commande synthétisée, sur la base des approches 

analytiques ou numériques, conduisent à une erreur de poursuite invariante sur tout l’intervalle 

de temps. Par ailleurs, la commande par apprentissage itératif  (CAI) est une approche efficace 

pour surmonter les inconvénients de telles approches de commande, en particulier lorsque le 

système considéré fonctionne d’une manière répétitive [1]. De plus et en absence d’un modèle 

mathématique précis pour le système à commander, la CAI est souvent utilisée pour réaliser une 

poursuite parfaite sur un intervalle de temps fini. Cette dernière a été appliquée avec succès à de 

nombreux systèmes pratiques tels que les robots industriels, les disques durs, les systèmes multi-

agents, les systèmes biologiques, etc [2]-[7] . 

 

        Au cours de ces dernières décennies, un effort important de recherche dans le domaine de 

l’automatique a été consenti dans le sens de l’application de la CAI aux systèmes non-linéaires. 

Dans un premier temps, les lois de la CAI ont été principalement développées en utilisant la 

norme pondérée pour prouver la stabilité et la convergence des processus itératifs [1], [8]-[17]. 

En effet, l'idée principale de cette méthode consiste à calculer la commande actuelle à partir de la 

commande précédente et de l'erreur de poursuite en sortie dans le but d'améliorer successivement 

la précision de poursuite de la référence. Mais, la plupart de ces lois de la CAI ne permettent pas 

d’incorporer les connaissances disponibles sur le système. Par conséquent, les lois résultantes de 

la CAI peuvent éventuellement perdre l’avantage de la robustesse dans le domaine du temps, car 

elles évoluent seulement dans le domaine des itérations et évitent la synthèse par retour d’état et 

l’analyse de la stabilité dans le domaine du temps. De plus, il est bien établi que la méthode des 

normes n’est applicable qu’à la classe limitée des systèmes non-linéaires incertains à degré 

relatif nul, où la condition d’initialisation identique et celle globale de Lipschitz doivent être 

satisfaites [19]. Au cours de ces dernières années et en s’appuyant sur la méthode d'analyse de 

stabilité au sens de Lyapunov, les recherches dans le domaine de la CAI ont permis de 
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développer la CAI adaptative [18]-[27]. Cette dernière permet, entre les itérations successives, 

d’ajuster les paramètres de commande au lieu de l'entrée de commande elle-même. Cette 

nouvelle méthode de synthèse, qui est essentiellement une combinaison de la commande 

adaptative et la CAI classique, fournit des outils puissants qui permettent à même de traiter les 

systèmes non abordables par la méthode des normes. La robustesse du système en boucle fermée 

est garantie dans le domaine temporel de plus, la convergence de l'erreur de poursuite est assurée 

dans le domaine des itérations.  

         Parmi les nombreuses techniques de synthèse des lois de commande non-linéaire, la 

technique par backstepping [28] qui convient parfaitement à la synthèse des lois de commande 

des systèmes non-linéaires triangulaires inférieures. En effet, le modèle de ces systèmes se 

distingue par le fait que la dynamique d’une composante donnée du vecteur d’état est une 

fonction des composantes précédentes et de cette même composante. Ces systèmes se 

subdivisent essentiellement en deux grandes classes: les systèmes affines en la commande et les 

systèmes non affines en la commande. Malgré les nombreux travaux consacrés à la procédure de 

synthèse par backstepping pour les systèmes non-linéaires affines en la commande [26]-[32] peu 

de travaux se rapportent aux systèmes non-linéaires non affines en la commande [33]-[36]. 

Ainsi, pour ces derniers systèmes, peu de résultats sont disponibles dans la littérature spécialisée. 

Cependant, il est à noter que la technique par backstepping souffre du problème de l'explosion de 

la complexité quand l’ordre du système augmente [37]. En effet, cette complexité croissante est 

causée par les dérivations répétées des commandes virtuelles qui peuvent conduire à un 

algorithme compliqué ayant une lourde charge de calcul. Afin de remédier à ce problème, 

l’approche  de la commande par backstepping filtrée a été proposée où, à chaque étape de la 

procédure conventionnelle de synthèse par backstepping, un filtre est introduit pour estimer la 

commande virtuelle [38]-[40].  

          Il convient de noter que toutes ces approches de commande, discutées ci-dessus, admettent 

l’hypothèse que les systèmes non-linéaires considérés ne sont pas soumis à des contraintes sur 

leurs entrées sous forme de saturation. En pratique, la saturation est généralement due à un 

dimensionnement physique limité des actionneurs, des capteurs ou des dispositifs d'interface. Par 

ailleurs,  l'existence de saturation à l’entrée peut gravement diminuer la précision de commande 

ou provoquer des oscillations, et même elle peut conduire dans certaines situations à l'instabilité 

du système. Certaines procédures de synthèse de commande et d’analyse de la stabilité ont été 

élaborées pour les systèmes non-linéaires incertains et en présence de saturation pouvant affecter 

le signal d’entrée [41]-[48]. Parmi ces procédures, on trouve d’une part celles synthétisées en 

utilisant une approximation de la saturation par des fonctions continues, telle que la tangente 
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hyperbolique où la fonction d’erreur de Gauss [41]-[44] et d’autre part celles se basant sur la 

construction d’un système auxiliaire de même ordre que celui du système à commander [45]-

[48]. En effet, ce système auxiliaire admet comme entrée l’erreur entre l’entrée de commande et 

l’entrée de commande saturée puis une modification de l’erreur de poursuite est effectuée 

compte tenu des signaux générés par le système auxiliaire. Ceci permet aux lois d’adaptation de 

rester opérantes même en présence de la saturation.  

           Motivés par les éléments présentés ci-dessus et en se basant sur la procédure de synthèse 

par backstepping ainsi que la méthode d’analyse de la stabilité et de la convergence par la 

fonctionnelle de Lyapunov, nous sommes parvenus à développer trois schémas de la CAI 

adaptative pour les systèmes non-linéaires triangulaires inférieurs. Ces derniers fonctionnent 

d’une manière répétitive pendant un intervalle de temps fini sous la condition d’alignement. Le 

premier schéma a été conçu pour les systèmes affines en la commande. Le deuxième schéma de 

commande est proposé pour les systèmes non affines en la commande. Enfin,  le troisième 

schéma de la CAI adaptative a été développé pour les systèmes affines en la commande avec 

contrainte de saturation sur l’entrée. 

  L’ensemble de ces travaux sont organisés en cinq  chapitres. Le premier chapitre est 

consacré à la présentation de certains techniques et résultats de base indispensables à la bonne 

compréhension de l’approche de la CAI. Nous abordons la question par les concepts intuitifs par 

la suite, nous étudions plus systématiquement la conception et l'analyse des lois de la CAI pour 

les systèmes non-linéaires. 

 

Le deuxième chapitre est consacré d’une part à la synthèse bibliographique pour relever 

les principales approches de la CAI adaptative et la CAI robuste et d’autre part pour déterminer 

pour quelles classes de systèmes non-linéaires ces lois ont été établies. Nous discutons également 

le problème des conditions initiales et les solutions existantes. 

 

Le troisième chapitre développe une loi de la CAI adaptative pour une classe de 

systèmes triangulaires inférieurs affine en la commande. Ces systèmes présentent des 

incertitudes paramétriques  et non paramétriques et, fonctionnent d’une manière répétitive sur un 

intervalle de temps fini. Cette loi de commande est constituée de trois termes : le premier terme 

est un mécanisme d’apprentissage itératif pour compenser les effets des incertitudes non 

paramétrique, le deuxième terme est un mécanisme d’adaptation par apprentissage itératif dans le 

domaine du temps pour compenser les effets des incertitudes paramétriques et le troisième terme 
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est un terme de robustesse pour compenser les effets des perturbations dynamiques et des erreurs 

d’apprentissage.  

Le quatrième chapitre est réservé au développement d’une loi de la CAI adaptative pour 

une classe de systèmes triangulaires inférieurs, non-linéairement paramétrées et non affines en la 

commande. Ce schéma admet une structure proche de celle du schéma présenté au troisième 

chapitre, la différence majeure réside dans le fait que chaque composant du schéma de 

commande possède une structure différente de celle correspondante dans le schéma de 

commande présenté au chapitre trois. 

  Le cinquième chapitre introduit une nouvelle loi de la CAI adaptative pour les systèmes 

non-linéaires triangulaires inférieurs, non-linéairement paramétrés, affines en la commande et 

soumis à une saturation à l'entrée. Comparativement aux lois précédentes, les termes 

d’adaptation par apprentissage itératif sont définis dans le domaine d’itération. De plus, pour 

remédier au problème de la saturation, un système auxiliaire de même ordre que le système à 

commander est introduit. Ce dernier a comme entrée l’erreur entre la commande non saturée et 

celle saturée. Les états de ce système auxiliaire sont ensuite utilisés pour modifier les erreurs de 

poursuite. Cette procédure permet de maintenir opérationnelles les lois d’apprentissage itératif et 

les lois d’adaptations par apprentissage itératif même en régime de saturation de la commande. 

   Tout au long de cette thèse, nous allons utiliser la méthode par backstepping pour la 

conception des commandes proposées et la fonctionnelle de Lyapunov pour étudier la stabilité du 

système en boucle fermée et démontrer la convergence des erreurs de poursuite. De plus, les 

performances de chaque schéma de commande sont mises en évidence via des exemples de 

simulation. 

 

Enfin, nous terminerons par une conclusion générale où nous résumons les résultats 

fondamentaux obtenus dans le cadre de cette thèse sans oublier de fournir quelques pistes de 

recherche à explorer en guise de perspectives pour nos travaux.   
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1.1. Introduction 

 On rencontre dans l’industrie des systèmes, tels que les robots manipulateurs, 

fonctionnant d’une manière répétitive; c'est-à-dire qu’ils sont amenés à exécuter une tâche d’une 

manière répétitive sur un intervalle de temps fixe, de plus, la tâche doit être exécutée d'une 

manière aussi parfaite que possible. En effet, la sortie du système doit suivre avec grande 

précision une trajectoire de référence donnée sur un intervalle de temps fini. Par ailleurs, la CAI 

est apparue comme une approche de commande efficace pour répondre à ce type de problème de 

commande. L’idée de base de la CAI consiste donc à générer une séquence appropriée de la 

commande devant assurer une poursuite parfaite sur un intervalle de temps fini.  

En outre, la CAI a été introduite initialement  par Arimoto et ses collaborateurs [1] pour 

résoudre le problème de commande des systèmes fonctionnant d’une manière répétitive sous les 

mêmes conditions sur un intervalle de temps fixe. D’autre part, on peut intuitivement considérer 

l'apprentissage comme étant un lien entre la connaissance et l'expérience. C'est à dire le manque 

de connaissances peut être complété par l'expérience. La connaissance et l’expérience peuvent 

être traduites, dans le contexte technique, par la modélisation et l’itération (la répétition) de lois 

de commande par apprentissage. Il est possible de décrire l'apprentissage comme un processus 

réalisé via l’expérience lorsque la connaissance du système est partiellement disponible. En 

général, la CAI se caractérise par la capacité d’exploiter les informations issues du 

fonctionnement répétitif du système comme une expérience afin d’améliorer les performances de 

la commande du système même en cas d’une connaissance incomplète de la dynamique du 

système à commander. 
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Le but de ce chapitre est d’exposer quelques techniques et résultats de base 

indispensables à la bonne compréhension de l’approche de la CAI. Nous abordons la question 

par les concepts intuitifs et en suite, nous étudions plus systématiquement la conception et 

l'analyse des lois de la CAI pour les systèmes non-linéaires. Donc, cette étude concerne 

principalement les méthodes de base qui peuvent être considérées comme étant une 

généralisation de la commande PID classique au cas des systèmes répétitifs. 

 

1.2. Concepts de base de la CAI 

         Dans cette section, nous allons répondre aux deux questions fondamentales  suivantes : 

- Pourquoi  a-t-on recours à la CAI?  

- En quoi consiste la commande par apprentissage itératif ? 

1.2.1. Pourquoi a-t-on recours à la CAI ? 

 Nous considérons la classe des commandes devant assurer une poursuite parfaite sous un 

environnement de commande répétable. En effet, la poursuite parfaite implique que la trajectoire 

de référence, donnée sur un intervalle de temps fixe, soit suivie parfaitement du début à la fin du 

cycle. De plus, l’environnement de commande répétable impose que la trajectoire de référence et 

les conditions d’initialisation soient identiques pour toutes les itérations (cycles) de la 

commande.   

         La plupart des méthodes de commandes existantes,  y compris la commande adaptative ou 

la commande robuste, sont inappropriées pour cette classe de problèmes de commande  pour 

deux raisons. La première réside dans le fait que ces méthodes de commandes sont caractérisées 

par la convergence asymptotique dans le temps ainsi, la poursuite parfaite est irréalisable dans un 

intervalle de temps fini, même si l’erreur d’initialisation est nulle. La seconde raison, de loin la 

plus importante, est liée au fait que toutes ces méthodes sont incapables d'exploiter les 

informations issues de l'exécution précédente de la tâche qu’elle soit réussie ou non. Donc, sans 

apprentissage, les performances ne peuvent être améliorées en fonction de la répétition de la 

tâche (via la répétition de la commande). En effet,  la CAI est apparue comme une alternative 

afin de répondre à ce type de problème de commande. Comme une bonne partie des systèmes 

industriels fonctionne d’une manière répétitive, la CAI est donc utile dans le contexte industriel 

où l’exemple typique est celui des robots manipulateurs. En effet, les robots manipulateurs sont 

habituellement exploités pour exécuter des tâches répétitives. C'est-à-dire, la trajectoire de 

référence est répétée sur un intervalle de temps donné et le suivie de cette trajectoire doit être 

parfait. C’est le cas dans l’industrie automobile où les robots manipulateurs ont investi 
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massivement le créneau, ils sont surtout utilisés sur les chaines de montage pour la pause de 

pièces et la peinture des voitures. 

1.2.2. En quoi consiste la CAI ? 

La CAI est une procédure de commande réservée aux systèmes dynamiques incertains 

fonctionnant d’une façon répétitive sur un intervalle de temps fixe. Cette procédure est utilisée  

pour améliorer les  performances de la réponse de cette classe de systèmes en exploitant 

judicieusement les informations issues des exécutions (itérations) précédentes. La question clé 

est donc de savoir de quelle manière la CAI peut exploiter pertinemment les informations issues 

des exécutions précédentes afin d’améliorer l’exécution actuelle? Dotée de cette qualité, par 

conséquent la CAI est souvent utilisée pour atteindre la poursuite parfaite sur un intervalle de 

temps fini, même si le modèle du système considéré est incertain (i.e., on ne dispose d’aucune 

information sur sa structure et/ou sur sa non-linéarité). Il existe deux approches principales pour 

la construction des lois de la CAI : la première concerne la CAI classique (linéaire) et la seconde 

est relative à la CAI adaptative. 

• La méthode de la CAI classique  propose des lois de commande constituant les 

fondements théoriques de la CAI. Ces lois se présentent comme une généralisation de la 

commande PID classique aux systèmes répétitifs.  

• La méthode de la CAI adaptative est venue surmonter certaines limitations de la CAI 

classique. Cette méthode est développée en combinant la méthode de la CAI classique et 

celle de la commande adaptative. 

Comme le but est de présenter succinctement les fondements de la CAI par conséquent ce 

chapitre est principalement dédié aux lois de la CAI classique.   

1.3. Formulation du problème de  CAI 

 On considère un système dynamique non-linéaire fonctionnant d’une manière répétitive sur  

un intervalle de temps fini. La dynamique de ce système à la kième itération peut être décrite d’une 

façon générale par l’équation d’état suivante : 

������� =  
������, �����, ��

���� = ℎ������, �����, �� � où � ∈ �0, ��                                                                              �1.1� 

où � ∈ ℕ  est le nombre de cycle d’opération (itération), �� ��� , 
����  et �����  représentent 

respectivement, à la kième  itération, le vecteur des états, la sortie du système et l’entrée de 
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commande. On définit l’erreur de poursuite par ����� =  
���� − 
���� où 
���� est la trajectoire 

de référence.    

1.3.1. Hypothèses 

        Les hypothèses, listées ci-dessous, sont couramment admises dans le cadre des travaux 

consacrés à la CAI [1][8 ][9][11] :  

• Chaque cycle se termine dans un temps fixe de durée � >  0. 

• La même trajectoire est parcourue à chaque cycle et, cette trajectoire est connue à priori 

sur l’intervalle de temps  � ∈ �0, ��.  
• Les conditions initiales sont les mêmes pour chaque cycle : ���0� = ��  , pour � =

 1,2,3, . .. 
• L’invariance de la dynamique du système est assurée pour toutes itérations. 

• La dynamique du système est inversible, c'est-à-dire pour une sortie désirée dérivable par 

morceaux 
���� , il existe une entrée unique � ��� qui force la sortie du système à 

suivre 
����. 

1.3.2. Objectif de la CAI 

L’objectif majeur de la CAI est de trouver une séquence des entrées de commande 

appropriés ����� qui force la sortie du système 
���� à converger vers une trajectoire de 

référence 
���� lorsque le nombre des itérations approche l’infinie, i.e., lim�→% ����� = 0,   ∀� ∈
�0, ��, où ����� = 
���� − 
���� représente l’erreur de poursuite. 

1.4.  Synthèse de la CAI 

En général, une loi de commande par apprentissage itératif se présente sous la forme 

récursive suivante [49] : 

��'(��� = ����� + *�+�����                                     (1.2) 

où *�. � représente une fonction dépendant des informations +���� recueillies au cycle précédent 

et/ou actuel. Ces informations sont en général constituées par l’erreur de suivi et/ou ses dérivées 

et/ou ses intégrales. Le problème fondamental pour la détermination de la loi (1.2) réside dans le 

choix de la fonction *�. � qui doit être d’une forme récursive simple et qui doit pouvoir assurer la 

convergence de l’erreur avec une vitesse de convergence satisfaisante. En général, le choix d’une 

fonction *�. � linéaire par rapport à ses arguments peut satisfaire à ces exigences. 

 La forme générale (1.2) de la loi de la CAI conduit à deux schémas simples de commande 

à savoir : la CAI en boucle ouverte  et celle en boucle fermée. 



Chapitre 01                                                                                                                                                          Introduction à la CAI 

 

15 

 

1.4.1. CAI en boucle ouverte 

La commande actuelle par apprentissage itératif en boucle ouverte est conçue en utilisant 

uniquement les informations issues du cycle précédent. Il est important de noter que ce schéma 

est en boucle ouverte dans le domaine du temps. Une telle loi de commande est donnée par la 

forme récursive suivante [49] : 

 ��'(��� = ����� + *�������                                                         (1.3) 

 

 

  

 

 

 

 

 

Figure 1.1 Schéma de la  CAI en boucle ouverte 

 

1.4.2. CAI en boucle fermée 

La commande actuelle est obtenue en utilisant des informations issues du cycle précédent 

(relatives à la loi de commande) et des informations issues du cycle actuel (relatives à l’erreur de 

poursuite). Par conséquent, on aboutit à la forme suivante de la loi de commande [49]: 

 ��'(��� = ����� + *���'(����                                                                   (1.4) 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.1.2 : Schéma de la CAI en boucle fermée 
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Il existe actuellement plusieurs lois de CAI linéaire destinée aux systèmes non-linéaires. 

Dans ce qui suit et pour faciliter la compréhension du principe de la CAI, nous allons présenter 

les deux lois de base les plus connues, CAI linéaire de type P et celui de type D. Considérons le 

système non-linéaire (1.1) et la loi de la CAI linéaire du type P donnée par [1] : 

��'(��� = ����� + ,�����, � ∈ �0, ��                                                                           (1.5) 

où , > 0 est un gain d’apprentissage. Pour des raisons de simplicité, nous considérons que la 

commande initiale ����� est mise à zéro et donc on a : ����� = 0, ∀� ∈ �0, ��. Il est également 

possible de l’initialiser par un certain mécanisme approprié. 

La condition de convergence est imposée par l’inégalité suivante [1]: 

-.�/0∈1 |1 − ,ℎ3| ≡ 5 < 1                                 (1.6) 

où ℎ3��� = 7/�89�:�,39�:�,:�
73 .  

 
Il est clair que le système dynamique (1.1) admet un degré relatif nul. Dans la pratique, 

les systèmes non-linéaires sont dans la plupart des cas à degré relatif non nul. Ainsi, dans cette 

section, nous considérons la classe des systèmes dynamiques non-linéaires, à degré relatif non 

nul, ayant pour modèle mathématique: 

������� =  
������, �����, ��

���� = ℎ������, ��             �                                    (1.7) 

où la sortie 
� ne dépend pas directement de l'entrée de commande ��. Dans ce cas, la loi de la 

CAI (1.5) de  type P n’est pas satisfaisante. Nous choisissons comme nouvelle variable de sortie 

la grandeur 
�� : 

              
�� ≡ ℎ;���, ��, �� =  /�89,:�
 89


���, �� , ��                     (1.8) 

Une CAI de type D est conçue en conséquence comme suit [12]: 

��'(��� =  ����� +  ,������, � ∈ �0, ��                                           (1.9) 

 

où , > 0 est un gain d’apprentissage et ������ = 
�� − 
��. Pour des raisons de simplicité, nous 

considérons que la commande initiale ����� est nulle d’où, �� = 0, ∀� ∈ �0, ��. En outre, celle-ci 

peut être initialisée par un  mécanisme approprié. 

La condition de convergence est formulée comme suit [12] : 
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 -.�/0∈1<1 − ,ℎ;3< ≡ 5 < 1                                                                                      (1.10) 

où  ℎ;3 = = /�89�:�,:�
 89

>?  @�89�:�,39�:�,:�
 39

. 

 

Il est à noter que la condition (1.10) assure la convergence asymptotique de la dérivée de l'erreur 

de poursuite, i.e.,lim�→ % ����� → 0. De plus, le fait que ������ = 0 et en vertu de la condition 

d’initialisation identique ���0� = 0, on obtient alors ����� =  0, ∀� ∈  �0, ��. 
 

A ce stade, il est important de signaler les travaux hybridant entre les lois linéaires P, D et 

I de la CAI pour proposer des lois de la CAI linéaire du type PI, PD ou PID [8][9][11] . En effet, 

ces lois permettent de bénéficier de l’avantage de chaque action du PID et d’améliorer la 

convergence de poursuite. Par ailleurs, ces deux schémas de CAI sont des lois en boucle ouverte 

(i.e. de la forme (1.3)) et, la convergence de l’erreur de poursuite, dans ce cas-là, est 

généralement prouvée en utilisant les normes pondérées. En outre, des lois de CAI linéaire en 

boucle fermée existent également et des études leurs ont consacrées pour les développer 

[49][53]. Cependant, c’est la fonctionnelle de Lyapunov qui est mise en œuvre pour l’analyse de 

la convergence de ces lois de CAI en boucle fermée.  Il est à noter que cette technique sera 

discutée plus amplement au chapitre 2.  

Par ailleurs, Il existe deux conditions indispensables à l’implémentation des lois de CAI : 

la condition de continuité globale de Lipchitz  et la condition d’initialisation identique. 

1.5. Conditions de continuité globale de Lipchitz 

Pour le système (1.1), nous considérons que les fonctions non linéaires 
���, ��, �� et 

ℎ���, �� , �� et leurs premières dérivées par rapport à ��et �� sont bornées ∀���, �� , �� ∈ ℛB ×
ℛ × �0, �� et ∀� ∈ ℤ', donc, il existe des  constantes E@ et E/ telles que : 

|
���, ��, �� − 
���F(, ��F(, ��| ≤ E@�|�� − ��F(| + |�� − ��F(|�                 (1.11) 

 |ℎ���, ��, �� − ℎ���F(, ��F(, ��| ≤ E/�|�� − ��F(| + |�� − ��F(|�                           (1.12) 

 

Mathématiquement, il est  connu que  les conditions de continuité globale de Lipchitz 

garantissent l’existence et l’unicité de la solution de l’équation différentielle (1.1) pour n’importe 

quelle valeur initiale appartenant au domaine d’existence en entrée. Dans la théorie de la CAI, 

les conditions de continuité globale de Lipchitz sont d’une grande importance car elles 
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garantissent le comportement suivant du système : si l'entrée d’un système est finie alors la sortie 

ne peut pas diverger en un temps fini. 

1.6.  Condition d’initialisation identique  dans la CAI linéaire  

La condition de l’initialisation identique de la trajectoire réelle et de la trajectoire de 

référence constitue une hypothèse fondamentale dans le développement des lois de la CAI. Cette 

condition doit être vérifiée, si la poursuite souhaitée devrait être parfaite.  

Considérons la loi de la CAI linéaire (1.5) et supposons l’existence d’une petite erreur 

d’initialisation : 

���0� = 
��0� − 
��0� = H, ∀� ∈ ℤ'                     (1.13) 

où H est une petite constante. Notez que, dans le domaine des itérations, la loi de la CAI est 

essentiellement un intégrateur.  A l’instant � = 0, nous avons : 

              ��'(�0� =  ���0� +  ,���0� 

    = ��F(�0� +  ,��F(�0� +  ,���0� 

    = ⋯ 

                               = ���0� +  , J �K�0�
�

KL�
 

                               = ���0� + ,�� + 1�H                                                                                   (1.14) 

Par conséquent, la relation (1.14) montre clairement que lorsque le nombre d'itération k tend vers 

l'infini, la commande initiale au kième cycle, ���0�, tend aussi vers l'infini. 

 Dans cette situation, sans connaître l’erreur d’initialisation et sans connaître la dynamique 

des états du système, la poursuite parfaite de la sortie ne peut être réalisée. Dans de telles 

circonstances, une solution pratique consiste à actualiser la loi de la CAI en introduisant un 

facteur d'oubli et de ce fait, l'algorithme de la CAI peut être alors modifié comme suit :  

 ��'(��� =  M����� +  ,N����                                                      (1.15) 
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où M ∈ �0,1� est un facteur d'oubli et N���� représente l'une des grandeurs ����� ou ������. Le 

facteur d'oubli empêche l'accumulation de l'erreur d’initialisation. De plus, le facteur d'oubli 

réduit également l'ensemble du profil de la commande sur l’intervalle �0, ��. 
En substituant (1.15) dans elle-même avec décroissance de k, il vient : 

              ��'(�0� =  M���0� +  ,���0� 

                                = MO��F(�0� + M,��F(�0� + ,���0� 

                                = ⋯ 

                                = M�'(���0� + , ∑ M�FQ�Q�0��QL�          (1.16) 

Comme, la commande initiale �����  est pratiquement toujours choisie bornée, donc 

M�'(���0� → 0 lorsque � → ∞ et par conséquent de la relation (1.16), si � → ∞ on a : 

                |��'(�0�| ≤ , J M�FQ<�Q�0�<
�

QL�
≤ MH 1 − M�'(

1 − M                                                                (2.17) 

qui est évidemment toujours fini si M ∈ �0,1�. 
1.7. Analyse des performances   

 La CAI permet de réaliser la poursuite  parfaite dans un intervalle de temps fini, donc 

d’atteindre les performances souhaitées dans le domaine temporel. Toutefois, elle peut avoir un 

autre comportement selon l'axe des itérations. Il est bien connu qu’une séquence convergente 

peut produire une réponse inacceptable.  

 

 Du domaine de la commande classique, on sait que les performances sont évaluées en 

termes de temps de stabilisation, dépassement, fréquence d’oscillions, etc. De même dans le 

domaine de la CAI, il est nécessaire d’évaluer les performances  de la commande. Pour une 

procédure d'itération, on doit évaluer ces performances en termes de la vitesse de convergence, 

de l’erreur maximale de poursuite et de l’intervalle maximal de la convergence monotone. D'une 

manière générale, il est très difficile d'évaluer le comportement d'un processus non-linéaire, et il 

l’est encore beaucoup plus pour la CAI où l’on doit évaluer les performances par rapport à l’axe 

du temps et par rapport à celui des itérations. 
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1.8. Conclusion  

Dans ce chapitre, nous avons présenté quelques concepts et méthodes de base relatifs à la 

commande par apprentissage itératif, en répondant tout d’abord et intuitivement à quelques 

questions de base à savoir : la raison du recours à la CAI et  en quoi consiste une CAI. Ensuite 

pour les systèmes ayant un fonctionnement répétitif, nous avons formulé la base théorique de 

cette approche par la CAI où nous avons explicité le cas des lois du type P et du type D.  Ensuite, 

nous avons présenté les conditions indispensables à la stabilité et l’applicabilité de cette 

approche de commande à savoir les conditions de continuité globale de Lipchitz et la condition 

d’initialisation identique  pour  la CAI linéaire. 

 

 Par ailleurs, les méthodes de la CAI offrent deux degrés de liberté, l’un dans le domaine du 

temps et l’autre dans le domaine des itérations. Malgré la forme générale du système non-linéaire 

considéré (1.1), la formulation des lois de la CAI classique pour cette classe de systèmes reste 

extrêmement simple par rapport aux lois de commande obtenues par d'autres approches. De plus, 

ces dernières lois de commande sont incapables d’exploiter les connaissances dynamiques du 

système considéré, ce qui peut conduire à un manque de robustesse dans le domaine du temps.  

 

 Afin d’augmenter la robustesse des schémas de la CAI, une approche de la CAI, dite CAI 

adaptative,  a été développée en combinant la commande adaptative et la CAI classique. Ainsi, 

bien que la condition de continuité globale de Lipchitz et celle d’initialisation identique soient 

relaxées, il n’y a aucune garantie que les performances dans le domaine des itérations puissent 

être améliorées. En outre, la procédure de la CAI adaptative fait l’objet de notre travail de 

recherche dans le cadre de cette thèse et une brève synthèse bibliographique lui est entièrement 

consacrée au chapitre 2.  
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Chapitre 2 

 

 

 

 
 

 

 

 

2.1. Introduction 

Notre thème de travail concerne la CAI adaptative des systèmes non-linéaires. Afin de 

placer notre thématique parmi les travaux proposés récemment dans le domaine, nous entamons 

ce chapitre par une étude succincte des travaux consacrés à la CAI adaptative des systèmes non-

linéaires. De plus, pour les besoins du développement de nos approches dans les chapitres qui 

vont suivre, nous présentons d’une part la position du problème traité dans le cadre de ce travail 

de thèse et d’autre part nous mettons en évidence notre apport de recherche. 

2.2.  Synthèse des travaux relatifs à la CAI adaptative 

Il est bien établi que l’application de la méthode de CAI classique souffre d’un certain 

nombre de problèmes à savoir : la condition de continuité globale de Lipchitz, la condition 

d’initialisation identique, et le manque de robustesse dans le domaine du temps. De plus, la 

synthèse de la commande n’exploite pas les connaissances disponibles sur le système [19]. Afin 

de surmonter ces problèmes, l’approche de la CAI adaptative a été développée [18]-[23] en se 

basant principalement sur les méthodes de la commande adaptative classique et la stabilité au 

sens de Lyapunov. Cette nouvelle méthode de synthèse fournit donc des outils puissants pour 

manipuler les systèmes non-linéaires complexes qui étaient difficiles à commander en utilisant 

l’approche classique. Pour la synthèse de la CAI adaptative, les paramètres de commande sont 

ajustés entre les itérations successives au lieu de la commande elle-même. L'ajustement des 

 

Etude bibliographique  

et position du problème 
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paramètres de commandes peut être exécuté en fonction des itérations [19][20], en fonction du 

temps [18][19][23] ou encore, en combinant les deux [19][21][22]. 

 Par ailleurs, l’approche par la CAI adaptative est utilisée pour commander les systèmes 

dynamiques qui présentent des incertitudes paramétriques qu’elles soient linéairement ou non-

linéairement paramétrées. En outre, les incertitudes non paramétriques sont apparentées au cas 

des systèmes où les fonctions non-linéaires sont complètements inconnues ou partiellement 

connues. Pour manipuler ce dernier type d’incertitudes, il faut utiliser les techniques de la 

commande robuste [26][50]-[52]. De plus, puisque l’approche par la CAI adaptative s’intègre 

facilement à d’autres approches de commande, les recherches se sont donc orientées vers 

l’application de ces lois de commande sur une variété de classes de systèmes non-linéaires. 

Parmi lesquelles, on trouve les systèmes non-linéaires triangulaires affines et non affines en la 

commande et les systèmes non-linéaires triangulaires soumis à une saturation en entrée. La 

généralisation de la CAI adaptative, aux systèmes non-linéaires triangulaires affines en la 

commande, est directe [18][19]. Par contre, elle est relativement plus difficile pour le cas des 

systèmes non-linéaires triangulaires non affines en la commande. En effet, nous avons trouvé, 

via notre recherche bibliographique, une seule étude où, les systèmes flous sont mis en 

contribution [53], qui traite de ces  systèmes. Par ailleurs, il est important de signaler que peu de 

travaux ont été consacrés aux systèmes non-linéaires présentant une saturation en entrée [54][55] 

de plus, il n’y a aucun résultat relatif à la CAI adaptative pour les systèmes non-linéaires 

triangulaires soumis à une saturation en entrée.   

En premier lieu, nous présentons brièvement quelques méthodes de synthèse (les plus 

pertinentes) issues des travaux récents de recherche et qui sont exploitées dans le cas de la CAI 

adaptative et en second lieu la procédure utilisée lorsque le modèle du système est triangulaire 

inférieure. 

Il convient de rappeler que la méthode de synthèse la plus utilisée dans le domaine de la 

CAI adaptative fait appel à la fonctionnelle de Lyapunov aussi, il nous a paru tout à fait naturel 

de lui consacrer un bref rappel dans le cadre de cette synthèse des travaux bibliographiques.  

2.2.1. Synthèse par la fonctionnelle de Lyapunov 

 Une méthode efficace et couramment utilisée pour la synthèse des lois de CAI est la 

fonctionnelle de Lyapunov. Pour expliquer le principe de la méthode, on considère la classe  des 

systèmes non-linéaires caractérisés par une entrée �, un vecteur d’état � et par une sortie � tels 

que :  � ∈ ℛ, � ∈ ℛ� et � ∈ ℛ. Cette classe de systèmes s’écrit sous la forme générale : 
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�� = 
��, �
                                                                                                                       (2.1) 

 Pour concevoir une loi de commande par la méthode de Lyapunov classique, il faut trouver 

une fonction scalaire définie positive ���
 et une loi de commande ���
  de telle sorte que 

�� ��
 = ����
�� 
��, �
 ≤ −Υ��
                                                                                      (2.2) 

oùΥ ��
 est une fonction définie non-négative. L'existence d'une telle fonction  ���), satisfaisant 

l’équation (2.2) sous la loi de commande stabilisante ���
, assure la convergence asymptotique 

de �  vers zéro. Un exemple simple de la fonction de Lyapunov est la fonction quadratique 

���
  =  �� ���. 

 Ainsi, une fonction de Lyapunov quadratique, bien appropriée à la synthèse des lois de 

commande adaptative, est de la forme suivante : 

���, ��
  = �� ��� + �� �����                                                                                               (2.3) 

où ��  est l'erreur d'estimation paramétrique. La théorie avancée de la stabilité, comme par 

exemple le lemme de Barbalat, est utilisé pour assurer  la convergence asymptotique de � dans le 

cas où�� ��, ��
  ≤ −Υ ��
 , qui est donc seulement semi-définie négative dans l'espace 

augmenté ��, �
[56]. 

  La méthode de Lyapunov a pu être étendue à l’analyse et à la synthèse des lois de la 

CAI. L'objectif est donc d'utiliser entièrement les connaissances des non-linéarités du système 

dans la synthèse de commande, comme pour la commande adaptative et la commande robuste 

des systèmes non-linéaires incertains. Toutefois, il existe une différence fondamentale entre la 

CAI et les autres techniques de commande, à savoir  une tâche de la CAI doit être terminée en un 

intervalle de temps fini. La convergence temporelle asymptotique est impropre pour la CAI du 

fait que celle-ci n’admet pas de régime permanent, en d’autres termes le fonctionnement de la 

CAI  sur un intervalle de temps fini peut être en régime transitoire.   

 La fonctionnelle de Lyapunov, permettant la synthèse et l'analyse de la CAI,  peut être 

définie de différentes façons. Une forme simple de cette fonctionnelle est celle quadratique 

donnée par : 

���, �
 = 12 ��� + 12 � ����
 

!"                                                                                                   (2.4) 
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où � représente généralement les états du systèmes, les erreurs ou les erreurs étendues. Dans les 

cas paramétrés, la variable � peut être remplacée par ��, l'erreur d'estimation paramétrique [57]. 

Dans le cas non paramétré, � peut être remplacée par l'erreur d'estimation des fonctions non 

linéaires inconnues [26], ou par l'erreur d'estimation du profil de commande [54].  

 

   Il convient de noter que l’analyse, par la méthode de la  fonctionnelle de Lyapunov, d’une 

loi de la CAI adaptative s’effectue principalement en trois étapes. La première étape a pour but 

d’établir la bornitude de � (t)  pour tout # ∈ $0, &'. La deuxième étape consiste à montrer  

que �)�#
 est une séquence décroissante de *  et donc bornée en raison de la bornitude de � �#
. 

Enfin à la troisième étape, il est montré que  +,-)→∞ �) = 0 , ∀t ∈ $0, T'. 
2.2.2. CAI adaptative 

Dans cette section, nous allons montrer comment étendre la procédure de commande 

adaptative au cas des systèmes répétitifs. En fait, nous présentons les lois d’adaptation par 

apprentissage itératif  constituant la base de la CAI adaptative, ainsi que l’analyse de stabilité et 

de convergence de ces schémas en utilisant la fonctionnelle de Lyapunov. Pour cela, nous 

considérons le système non-linéaire suivant : 

2��)�#
 =  
��)�#
, �)�#
, �, #
                      �)�#
 = ℎ��)�#
, #
                                        4                                                                   (2.5) 

où �) ∈ ℛ� est le vecteur d’état (pouvant représenter la dynamique de l’erreur), �) ∈ ℛ 

et �) ∈ ℛ  sont respectivement l’entrée et la sortie du système, � ∈ ℛ5  est le vecteur des 

paramètres inconnus, 
��), �), �, #
   ∶   ℛ� × ℛ × ℛ5 × $0, &' → ℛ�  est une fonction non-

linéaire bornée sur $0, &' si �)  et  �)  sont également bornées sur le même intervalle$0, &'de 

plus, ℎ��), #
:  ℛ� × $0, &' → ℛ est une fonction non-linéaire bornée sur $0, &' si �)est bornée 

sur $0, &'. 
 Nous supposons d’une part qu’il est possible de synthétiser une loi de commande 

adaptative de la forme suivante : �)�#
   =   9��), �:), #
                                                                                                   (2.6) 

  �:�)�#
   =   ;��), #
                                                                                                        (2.7) 

Et d’autre part, qu’il existe une fonction définie positive de la forme suivante:  

             V��), ��)
 = �� �)��) +  �� ��)���)                                                                                         (2.8) 

Tel que : 



Chapitre 2                                                                                                                    Etude bibliographique et position du problème 

25 

 

  V� ��), ��)
 = �)���) − ��)��:�) ≤ −=�)��) + ��)�;��), #
 − ��)��:�) = −=�)��)                    (2.9) 

où = est une constante positive et ��) =  � − �:)  représente l’erreur d’estimation paramétrique. 

De plus, nous supposons que la fonction  ;��), #
 est bornée sur $0, &' si �) l’est  aussi. 

 

 Dans les sections qui  vont suivre, nous allons déterminer les lois de commande adaptative 

(2.6) et (2.7) pour assurer la commande d’un système répétitif de la forme (2.5).  

2.2.2.1.  CAI adaptative de type 1 

         Lorsque le vecteur des paramètres inconnus � est un vecteur constant et la tâche de 

poursuite est répétée sur un intervalle de temps finie $0, &' au lieu de $0, ∞$. L’application de la 

loi d’adaptation (2.7) ne peut pas garantir la convergence de l’erreur de poursuite. En effet, la 

répétition de la même commande pour le même système produit les mêmes performances. 

Voyons comment la CAI adaptative pourra résoudre ce problème. Ici l’idée est directe ; en effet, 

elle consiste à estimer continuellement les paramètres inconnus tout le long de l’axe du temps 

lorsque la tâche de poursuite est répétitive, c'est-à-dire, qu’il faut lier les itérations successives 

par  la condition suivante: 

 �:)?��0
 = �:)�&
                                                                                                (2.10) 

 Il est à noter que la loi d’adaptation paramétrique (2.7) sous la condition (2.10), est un 

mécanisme d’adaptation agissant uniquement dans le domaine du temps. 

 

Théorème 2.1 [18]: Si le système (2.5) est soumis à la loi de commande (2.6) incorporant la loi 

d’adaptation  (2.7) sous la condition (2.10), par conséquent, la relation suivante est vérifiée : 

lim)→C � �)��#
�)�#
!#�
 

= 0                                                                                                         (2.11) 

Preuve [18]: La démonstration est effectuée en s’appuyant sur la fonction de Lyapunov 

suivante : 

V��) , ��)
 = �� �)��) + �� ��)���)                                                                                    (2.12) 

La dérivée temporelle de celle-ci, en considérant (2.6)-(2.9), est donnée par : 

 V� ��), ��)
  ≤ −=�)��)                                                                                                  (2.13) 
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Puisque # ∈ $0, &', on ne peut pas garantir la convergence asymptotique comme dans le cas de la 

commande adaptative. Il est à noter qu’à l’itération initiale * = 0 et si �)�0
 = 0, il n’y a donc 

aucun apprentissage et la commande appliquée est la commande  adaptative pure, donc �)�#
 et �:)�#
 sont bornée pour tout # ∈ $0, &'. Maintenant, on intègre la dérivée de �)�#
sur l’intervalle  $0, &' et, on utilise le fait que |�)�0
| = 0 et  0 ≤ |�)�&
|. 
               V E�)�0
, ��)�#
F ≤ V E�)�&
, ��)�&
F 

                                               = VG�)�0
 , ��)�0
H + � V� G�)�#
 , ��)�#
H!#�
 

 

                                                ≤ VG�)�0
 , ��)I��&
H − = � �)��#
�)�#
!#�
 

                                      (2.14) 

De même, on a  

V E�)�0
, ��)I��#
F ≤ VG�)�0
 , ��)I��&
H − = � �)I�� �#
�)I��#
!#�
 

                          (2.15) 

La répétition de l’opération * fois conduit à la relation suivante : 

V E�)�0
, ��)�#
F ≤ VG�)�0
 , �� �&
H − = J � �K��#
�K�#
!#�
 

)
KL�                                        (2.16) 

En considérant la limite de (4.16), il en résulte 

               lim)→C V E�*�0
, �M*�#
F ≤ VG�*�0
 , �M0�&
H − lim)→C = J � �N&�#
�N�#
�
 

!")
KL�                               (2.17) 

Puisque V E�)�0
, ��)�#
F  et VG�)�0
 , �� �&
H  sont bornées, on peut conclure que la série 

∑ P =�)��"
�)�"
!"� ∞)L�  est convergente. D’où,  P =�)��"
�)�"
!"�  converge asymptotiquement 

vers zéro suivant l’axe des itérations ∀# ∈ $0, &', i.e. 

lim)→C � �)��#
�)�#
!#�
 

= 0                                                                                                       (2.18) 

 

2.2.2.2.   CAI adaptative de type 2 

         Dans la section précédente et dans la condition où les inconnus sont des paramètres 

invariants, nous avons pu utiliser directement la fonction de Lyapunov pour la synthèse et 

l’analyse des lois de la CAI adaptative. Mais, lorsque les inconnus sont des paramètres variables 

dans le temps, la loi d’adaptation paramétrique (2.7) sous la condition (2.10) est inappropriée du 
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fait que, la loi d’adaptation paramétrique habituelle (2.7) est inapte à traiter le cas où les 

paramètres sont variables dans le temps. Cependant, pour la CAI adaptative, ��#
 est invariant en 

fonction des itérations, c’est à dire, pour tout instant # ∈ $0, &', le terme ��#
  est considéré 

comme une constante dans le domaine des itérations. La solution est donc d’utiliser un 

mécanisme opérant uniquement dans le domaine des itérations pour estimer les paramètres 

inconnus.  Cela conduit à une nouvelle loi d’adaptation par apprentissage itératif  représentée 

par : 

�:)?��#
   = �:)�#
 + ;��)�#
, #
, avec  �:I��#
 = 0, ∀# ∈  $0, &'                                        (2.19) 

 

Théorème 2.2 [19]: Si le système (2.5) est en boucle fermée avec la commande (2.6) incorporant 

la loi d’adaptation paramétrique (2.19), par conséquent on a :                                                

              lim)→C � �)��#
�)�#
!#�
 

= 0                                                                                                         (2.20) 

 

Preuve [19]: Puisque ��#
 est une variable temporelle, la fonction de Lyapunov traditionnelle est 

inappropriée dans ce cas.  Pour faciliter l’analyse, on utilise donc la fonctionnelle de Lyapunov 

suivante : 

WG�) , ��)H = 12 �)��) + 12 � ��)���)
�

 
!#                                                                                   (2.21) 

Etape 1 : Bornitude de RS�T
 pour tout T ∈ $S, U' 
La dérivé temporelle de V)�#
, en considérant (2.9) et (2.19), peut être déterminée par :  

              V� )�#
 = −=�)��) + ;��), #
��) +  12 ��)���) 

                          ≤ G�:) − �:)I�H��) + 12 ��)���) 

                           = EG� − �:)I�H − G� − �:)HF ��) + 12 ��)���) 

                           = G��)I� − ��)H��) + 12 ��)���) 

                           = ��)I�� ��) − 12 ��)���) 

                            ≤ 12 ��)I�� ��)I�                                                                                                                (2.22) 

Comme �:I� = 0  et donc que �: �#
 =   ;�� �#
, #
  par conséquent, il est clair que  �: �#
est 

borné si � �#
 l’est aussi. Donc, à partir de  (2.22),  V �#
 est bornée ∀# ∈ $0, &'. 
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Etape 2 : Bornitude de  RW�T
, ∀T ∈ $S, U' et  ∀W ∈ �? 

La différence entre V)�#
 et  V)I��#
 peut être calculée comme suit :                 XV)�#
 = V)�#
 − V)I��#
 

                              = 12 �)��#
�)�#
 − 12 �)I�� �#
�)I��#
 + 12 � E��)��"
��)�"
 − ��)I�� �"
��)I��"
F�
 

!" 

                              = 12 �)��#
�)�#
 − 12 �)I�� �#
�)I��#
 

                              − 12 � EG�:) − �:)H�G�:) − �:)H − 2G�:) − �:)H���)F�
 

!#                                         (2.23) 

En remplaçant 
�� �)��) par sa forme intégrale dans la relation  (2.23) de plus en exploitant (2.9)  et 

(2.19), la relation (2.23) peut alors s’écrire sous la forme : 

               XV)�#
 ≤ 12 �)��0
�)�0
 − 12 �)I�� �#
�)I��#
 − �G=�)��"
�)�"
 − ;��)�"
, "
��)H!"�
 

 

                                   − 12 � EG�:) − �:)H�G�:) − �:)H − 2G�:) − �:)H���)F�
 

!" 

                              = 12 �)��0
�)�0
 − 12 �)I�� �#
�)I��#
 − = � �)��"
�)�"
!"�
 

 

                                  − 12 �G�:) − �:)H�G�:) − �:)H�
 

!"     
                             ≤ 12 �)��0
�)�0
 − 12 �)I�� �#
�)I��#
 − = � �)��"
�)�"
!"�

 
                             (2.24) 

Du fait que �)�0
 = �)I��&
, l’inégalité (2.24) devient 

XV)�&
 ≤ −= � �)��"
�)�"
!"�
 

< 0                                                                                   (2.25) 

La relation (2.25) implique  que V)�&
 est borné ∀* ∈ ℤ? puisque  V �&
 est bornée.  

 

Etape 3 : Convergence de l’erreur de poursuite 

A partir de (2.25), on peut  directement tirer la relation suivante 

V)�&
 ≤ V �&
 − J � =�K��"
�K�"
!"�
 

)
KL�                                                                              (2.26) 

En considérant la limite de (2.26), il en résulte 
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            lim)→C V)�& 
 ≤ V �& 
 − lim)→C J � =�N&�"
�N�"
�
 

!")
KL�                                                                         (2.27) 

Puisque V)�&
  est bornée, on peut conclure que la série ∑ P =�)��"
�)�"
!"� ∞)L�  est 

convergente. D’où,  P =�)��"
�)�"
!"�  converge asymptotiquement vers zéro suivant l’axe des 

itérations ∀# ∈ $0, &', i.e. 

            lim)→∞� �)��"
�)�"
!"�
 = 0                                                                                                         (2.28) 

2.2.2.3. CAI Adaptative de Type 3 

       D'une manière générale, la loi d'adaptation par apprentissage itératif (2.19) n’est pas aussi 

lisse que celle (2.7). Dans la loi d'adaptation par apprentissage itératif (2.7), l'estimation 

paramétrique est proportionnelle à l'intégration du terme ;��), #
 , alors que dans la loi d’ 

adaptation par apprentissage itératif (2.19), l'estimation paramétrique est directement 

proportionnelle au terme ;��), #
. Dans  [19] et [22], les auteurs proposent une loi d’adaptation 

par apprentissage itératif hybride combinant les deux lois précédentes (2.7) et (2.19) comme suit: 

�1 − [
�:�)�#
 = −[�:)�#
 +  [�:)I��#
 + ;��)�#
, #
,  avec  �:I��#
 = 0, ∀# ∈ $0, &'      (2.29) 

où [ ∈  '0, 1$ est un paramètre de pondération.  

 Il est clair que la loi d’adaptation paramétrique donnée par (2.29), est un mécanisme 

d’adaptation hydride combinant le domaine du temps et celui des itérations via le paramètre de 

pondération [ ∈  '0, 1$.  En outre, si [ = 0, la loi d’adaptation est active uniquement dans le 

domaine du temps similaire à celle (2.7), et si [ = 1, la loi d’adaptation est active uniquement 

dans le domaine des itérations similaire à celle (2.19). 

 

 Cependant, une question demeure posée relative à la sélection d’une valeur appropriée 

pour le gain de pondération [ dans (2.29). Ce dernier doit réaliser un compromis entre la loi 

d’adaptation (2.7) et celle (2.19). Une suggestion serait de choisir [ proche de l’unité si les 

paramètres sont dominés par des facteurs variant dans le temps ou proche de zéro si ces 

paramètres sont des variables temporelles lentes. 

 

Théorème 2.3 [19]: Si le système (2.5) est sous la conduite de la loi de commande (2.6) 

incorporant  la loi d’adaptation paramétrique  (2.29) et sous la condition (2.10), par conséquent 

on a : 
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lim)→C � �)��#
�)�#
!#�
 

= 0                                                                                                          (2.30) 

Preuve [19]: Pour apporter la preuve du Théorème 2.2, nous considérons la fonctionnelle de 

Lyapunov suivante : 

WG�) , ��)H = �)�#
 + [2 � ��)��"
��)�"
�
 

!"                                                                         (2.31) 

Avec  �)�#
 =  �� �)��) +  �I\� ��)���). 

Etape1 : Bornitude de RS�T
 pour tout T ∈ $S, U' 
La dérivé temporelle de V)�#
, en considérant (2.9) et (2.29), peut être exprimée par : 

               V� )�#
 ≤  −=�)��) + ;��), #
��) − �1 − [
��)��:�) + [2 ��)���) 

                           ≤  ��)�G[�:) − [�:)I�H + [2 ��)���) 

                           = ��)� E[G� − �:)I�H − [G� − �:)HF ��) + [2 ��)���) 

                           = ��)�G[��)I� − [��)H + [2 ��)���) 

                           = [��)���)I� − [2 ��)���) 

                            ≤ [2 ��)I�� ��)I�                                                                                                                (2.32) 

où une version simplifiée de l’inégalité de Yong a été utilisée (i.e., 2]^ = ]� + ^�). Du fait 

que �:I��#
 = 0 et �: �0
 = �:I��&
, il est clair que  W �#
 est bornée. Par conséquent, � �#
  et �� �#
 sont à leur tour bornés ∀# ∈ $0, &'. 
 

Etape 2 : Bornitude de RW�T
, ∀T ∈ $S, U' et ∀W ∈ �? 

La différence entre V) et V)I� peut être développée telle que :  

                  ∆V)�#
 =    �)�#
 − �)I��#
 + [2 � G��)��"
��)�"
 − ��)I�� �"
��)I��"
H!" �
  

                                  =    �)�#
 − �)I��#
 − [ � ��)��"
 E�:)�"
 − �:)I��"
F�
 !" 

                                         − [2 � E��)��"
��)�"
 − ��)I�� �"
��)I��"
F� !"�
 

                                           (2.33) 

En substituant �)�#
 par sa forme intégrale dans la dernière relation de (2.33), celle-ci devient : 

                ∆V)�#
 =  �)�0
 − �)I��#
 + � ��)�"
!"�
 

− [ � ��)��"
 E�:)�"
 − �:)I��"
F�
 !" 



Chapitre 2                                                                                                                    Etude bibliographique et position du problème 

31 

 

                                     − 12 � E��)�"
 − ��)I��"
F� E��)�"
 − ��)I��"
F !"�
 

                                     (2.34) 

La relation (2.34),  en compte tenu de (2.9) et (2.29), devient  

∆V)�#
 ≤ �)�0
 − �)I��#
 − � =�)��"
�)�"
!"�
 

                                                            (2.35) 

Du fait que   �)�0
 = �)I��&
, la relation (2.35) devient : 

XV)�&
 ≤ − � =�)��"
�)�"
!"�
 

≤ 0                                                                                  (2.36) 

Comme V �&
 est bornée à cause de la bornitude de  W �#
  sur $0, &', il s’en suit que V)�&
 
est bornée ∀* ∈ ℤ? ce qui implique que V)�&
  est bornée  ∀* ∈ ℤ?. 

 

Etape 3 : Convergence de l’erreur de poursuite 

 A partir  de (2.36), il est facile de montrer que  

              V)�&
 =  V �&
 + J∆

)
KL� VK�&
 ≤ V �&
 − J � =�K��"
�K�"
!"�

 
)

KL�                             (2.37) 

En considérant la limite de (4.37), il en résulte 

                lim)→C V)�& 
 ≤ V �& 
 − lim)→C J � =�N&�"
�N�"
�
 

!")
KL�                                                                     (2.38) 

Puisque V)�&
  est bornées, on peut conclure que la série ∑ P =�)��"
�)�"
!"� ∞)L�  est 

convergente. D’où,  P =�)��"
�)�"
!"�  converge asymptotiquement vers zéro suivant l’axe des 

itérations ∀# ∈ $0, &', i.e. 

lim)→C � �)��"
�)�"
�
 !" = 0                                                                                                    (2.39) 

 

 Pour les trois lois d’adaptation par apprentissage itératif étudiées précédemment, la 

sélection du gain d’apprentissage Γ est liée aux performances de commande. Par ailleurs, la 

relation entre le gain d’apprentissage et les performances de commande est fortement non 

linéaire et non disponible  analytiquement. Dans la plupart des travaux, effectués jusqu'à présent, 

le gain d'apprentissage est choisi heuristiquement. Cela est similaire à la commande adaptative, 

où l’ajustement du gain d’adaptation reste encore un problème ouvert. La CAI adaptative est une 

combinaison de la CAI et de la commande adaptative, par conséquent l’ajustement du gain 
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d’apprentissage pourrait être plus compliqué que pour la commande adaptative. En général, 

l'augmentation du gain d'apprentissage peut  accélérer le processus d'apprentissage.  

 

De plus,  l’étude présentée ci-dessus pour les trois types de lois d’adaptations est une 

formulation du problème dans sa généralité. Cependant pour les systèmes fonctionnant d’une 

manière répétitive, la CAI adaptative peut facilement s’intégrer à d’autres méthodes de 

commande comme la commande robuste,  le backstepping, …etc [26][53][58]. 

 

2.2.3. Condition d’initialisation identique dans la CAI adaptative 

 Dans la conception et l’exécution de la CAI adaptative, l’information sur les états du 

système est incorporée. De ce point de vue, la CAI adaptative  est en mesure de relaxer la 

condition d’initialisation identique. 

Nous considérons les cinq types de condition d’initialisation suivants (exprimés en 

fonction de la fonction de Lyapunov �) avec �) = �� �)��)) [59] :   

�]
  �)�0
 = 0 �^
  ∑ �)��0
C̀L� = a où a est une constante.  �=
  �)�0
 = a ≠ 0 où a est une constante. �!
  �)�0
 est aléatoire et bornée par une constante  a. �c
  �)�0
 = �)I��&
. 
 

La condition (a) est la condition d’initialisation identique idéale, qui est largement admise 

dans la plupart des schémas de la CAI. La condition (b) est la condition d’initialisation identique 

progressive, qui implique que la séquence d�)��0
e appartient à ℒ�, où lim)→C �)�0
 = 0. La 

condition (c) est le décalage fixe de la condition (a) et, les conditions (a)-(c) sont des cas 

spéciaux de la condition (d). La condition (e) est la condition d’alignement, qui est différente des 

autres conditions d’initialisation.   

 

  La condition d’initialisation identique dans la CAI implique généralement la 

réinitialisation temporelle et la réinitialisation spatiale. Bien que la réinitialisation temporelle soit 

naturelle pour une tâche qui doit être achevée et répétée en une période fini, la réinitialisation 

spatiale n’est pas une tâche facile. De ce fait, la condition de réinitialisation spatiale  pose donc 

des difficultés de mise en œuvre supplémentaire. Dans un certain nombre d'applications 

pratiques, le système redémarre là où il s’est arrêté dans l’itération précédente. Par conséquent, la 

valeur finale de l'état à l'itération précédente devient la valeur initiale de l'état à l’itération 
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actuelle, �)�0
 = �)I��&
. Dans ce dernier cas, la condition d'alignement rend la condition de 

réinitialisation spatiale non nécessaire. Pour que la CAI opère sous la condition d'alignement, la 

trajectoire de référence doit être spatialement fermée (i.e : �g�0
 = �g�&

. 

 

 Nous considérons encore la loi d’adaptation par apprentissage itératif (2.19). Donc, de la 

même fonctionnelle de Lyapunov (2.21) et, après considération de la limite de (2.24), on peut 

déduire l’inégalité suivante : 

 lim)→C V)�#
 ≤ V �#
 + lim)→C J �K�0
)
KL� − lim)→C J �KI�

)
KL�  − lim)→C J � =�K!"�

 
)

KL�                  (2.40) 

 

L’inégalité (2.40) est vérifiée ∀* ∈ ℤ?. En remplaçant les cinq classes de conditions initiales 

dans (2.40), nous pouvons tirer les propriétés correspondantes relatives à la convergence d'erreur. 

Pour la condition (a) et (b), la fonction converge uniformément vers zéro lorsque * tend vers 

l’infini, c'est-à-dire,  

lim)→∞�)�#
 = 0                                                                                                                           (2.41) 

Pour les conditions (c) et (d), l’intégrale de la fonction converge vers un voisinage  borné, c'est-

à-dire,  

                 lim)→∞� �)�#
!#�
 

≤ h + i=                                                                                                         (2.42) 

où i > 0 est une constante arbitraire. Il est évident que la borne de la fonction peut être rendue 

suffisamment petite en utilisant un grand gain =.  En utilisant la condition (e), l’intégrale de la 

fonction converge asymptotiquement vers zéro, c'est-à-dire : 

lim)→C � �)�#
!#�
 

= 0                                                                                                                   (2.43) 

Comme nous avons vu précédemment la CAI adaptative est utilisée dans le cas où les 

incertitudes du système peuvent être représentées par des paramètres inconnus qu’ils soient 

constants ou variables dans le temps. Par ailleurs, les fonctions non-linéaires incertaines non 

paramétriques présentent une autre classe d'incertitudes du système qui sont plus difficiles à 

traiter que les incertitudes paramétriques. L’utilisation de la loi d'adaptation par apprentissage 

(2.18) pour estimer 
��)
 n'est pas appropriée car, 
��)
 est une fonction dépendant de l'état du 
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système, c'est-à-dire dépendant de l'itération du fait que  �)�#
 varie d’une l’itération à l’autre. 

Donc, il est important de voir comment manipuler les incertitudes non paramétriques ou les 

fonctions inconnues ou partiellement connues. Cette importante question fait l’objet d’étude de 

la section suivante. 

 

2.2.4. CAI robuste 

 Afin d’illustrer comment traiter les fonctions non-linéaires incertaines dans la synthèse 

des lois de CAI robuste, on considère le système suivant : 

 ��) = �) + 
��)
                                                                                                                        (2.44) 

où 
��)
 est une fonction non-linéaire inconnue localement Lipchitzienne. La seule information 

disponible apriori sur 
��)
 est sa borne supérieure ou sa borne de variation. 

• Norme bornée ‖
��)
‖ ≤ l��)
 

 

• Variation à norme bornée 

‖
��)
 − 
��)I�
‖ ≤ l��)
‖�) − �)I�‖ 

• Norme bornée à coefficient inconnu 

‖
��)
‖ ≤ �l��)
 

où l��)
 est une fonction continue connue et bornée et, � est un coefficient non négatif inconnu.  

  En premier lieu, nous nous concentrons sur le premier type d'incertitudes, c'est-à-dire, ‖
��)
 − 
��)I�
‖ ≤ l��)
‖�) − �)I�‖  où le terme l��)
  est une fonction connue et 

continuellement différentiable par rapport à �). Dans ce contexte, il y a lieu de signaler que la 

première étude, ayant abordée ce problème,  se trouve dans [12] et [50]. Considérons une loi de 

la CAI robuste de la forme : 

 �) = mnoN��)I�
 + �l̅)q) + 1
c)                                                                                        (2.45) 

où l̅) = r��g� + �s + l), q) = tuvw?xyzw ?{yz
|tuvw?xyzw ?yz}w  et  mnoN�]
 = 2]                     |]| ≤ �s�s~,9��]
  |]| > �s 4. 
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De plus, �s > 0 est une borne de l’opérateur de projection satisfaisante �s ≥sup�∈$ ,�'|���#
| où ���#
 est le profil de la commande désirée. Dans la pratique, �s est une 

contrainte physique du système ou une saturation virtuelle qui peut être assez grande mais finie. 

Cette loi de la CAI robuste se compose de deux termes, l’un est le terme robuste et 

d’autre est le terme d'apprentissage. En effet, le terme robuste,�l̅)q) + 1
c), assure  la bornitude 

de l'erreur de poursuite c) et le terme d’apprentissage, mnoN��)I�
, assure la convergence de 

l’erreur de poursuite via les itérations.  

Pour déduire la convergence d'apprentissage,  on considère la fonctionnelle suivante : 

V)�#
 = cI��c)��#
 + P cI����)��"
!"�  où  ��) = �� − �)                                          (2.46) 

où � est un paramètre. La preuve de la stabilité et la convergence de la loi de la CAI robuste 

(2.44) est développée dans [12] et [50]. De ce fait, nous concluons que �) converge vers ��pour 

tout # ∈ $0, &'et c) converge uniformément vers zéros pour tout # ∈ $0, &' lorsque * → ∞. 

 En deuxième lieu, nous considérons le deuxième type d'incertitudes, c'est-à-dire, ‖
��)
 − 
��)I�
‖ ≤ l��)
‖�) − �)I�‖ où  l��)
 est une fonction connue et continuellement 
différentiable par rapport à �). Considérons la loi de CAI suivante [51]:  

 �)�#
 = ��)�#
 − l��)
c)�#
                                                                                                  (2.47) 

 ��)�#
 = ��)I��#
 − �c)�#
, �� �#
 = 0  ∀# ∈ $0, &'                                                           (2.48) 

L'équation (2.47) et celle (2.48) représente respectivement la loi de commande globale et la loi 

d’apprentissage où le paramètre � > 0 est un gain d’apprentissage. La loi de commande (2.47) se 

décompose en deux parties : le terme de la commande par apprentissage ��)�#
 et le terme de la 

commande robuste−l��)
c)�#
 . Du fait que�� �#
 = 0  ∀# ∈ $0, &' et ����#
 = −�c��#
 par 

conséquent, la commande à la première itération est comme suit : 

 

 ���#
 = −G� + l��)
Hc��#
                                                                                                    (2.49) 

Compte tenu de la relation entre le terme de la commande robuste et l'erreur de poursuite c)�#
, 

l'effort de la commande de la partie robuste disparaîtra dès que c)�#
 → 0. Ainsi, lorsque le 

nombre d'itérations augmente, �)va être représenté d’une façon prépondérante par ��)�#
.  

 La fonctionnelle suivante a été considérée pour l’analyse de stabilité et de convergence de 

la CAI robuste (2.47) et (2.48): 



Chapitre 2                                                                                                                    Etude bibliographique et position du problème 

36 

 

             V)�#
 = 12 c)��#
 + 12� � ��)��"
!"�
 

, ��) = �g − �)                                                              (2.50) 

La preuve détaillée de la stabilité et la convergence de la CAI robuste (2.47) et (2.48) a été 

établie dans [51]. Ainsi, il a été conclu que si le système (2.44) est soumis à la loi de commande 

(2.47) et (2.48) sous la condition d’alignement, par conséquent, le terme P c)�"
!"�  converge 

vers zéro pour tout # ∈ $0, &' lorsque * → ∞. 

 

Récemment, la CAI robuste, des systèmes non-linéaires soumis à diverses incertitudes, 

est devenue un objet de recherche intensif dans le domaine de la commande [50]-[52]. 

Cependant, la synthèse des lois de la CAI robuste pour ce type de systèmes reste encore un 

problème ouvert. Par ailleurs,  en raison de la difficulté à traiter directement les fonctions non-

linéaires inconnues, des nouvelles lois de la CAI adaptative ont été proposées en ayant recours 

aux approximateurs universels basés sur les systèmes flous ou les réseaux de neurones [22] et 

[60].  

En outre, les classes de systèmes non-linéaires, les plus fréquemment rencontrées dans la 

pratique, concernent celles des systèmes non-linéaires triangulaires affine et non affine en la 

commande. Pour ces classes de systèmes, la méthode de synthèse des lois de commandes, la plus 

courante et la plus efficace, est celle par backstepping. 

 

2.2.5.  CAI  adaptative des systèmes non-linaires triangulaires 

En générale, la procédure de synthèse par backstepping est bien adaptée pour traiter les  

systèmes non-linéaires triangulaires. En outre, sur la base de la procédure de synthèse par 

backstepping, plusieurs schémas de CAI adaptative ont été développés pour les systèmes non-

linéaires triangulaires [26], [48], [53], [58], [60], [61] et [62]. 

Nous considérons le problème de synthèse des lois de la CAI adaptative concernant en 

premier lieu les systèmes non-linéaires triangulaires affines en la commande et en second lieu 

ceux non affine en la commande. 

2.2.5.1.  CAI adaptative des systèmes non-linéaires triangulaires affines en la commande 

Comme indiqué dans [18] et [19], la  loi de CAI adaptative  (2.6) incorporant une des lois 

d’adaptation par apprentissage itératif  (2.7), (2.19) ou (2.29), peut être utilisée pour la 

commande des systèmes non-linéaires triangulaires affine en la commande. Pour cela,  nous 
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considérons la classe de systèmes suivante:        

 � ��`,) = �`?�,) + ���`G�̅`,)H���,) = �) + ����G�̅�,)H     �) = ��,)                           4                                                                                                   (2.51) 

où le vecteur �̅`,)  est défini tel que �̅`,) = ���,), … , �`,)�� ∈ ℛ` × $0, &'  avec , = �1, � − 1
 de 

plus, l’état du système est représenté à la kième itération par le vecteur �̅�,) = ���,), … , ��,)�� ∈ℛ� × $0, &' où � dénote l’ordre du système. L’entrée et la sortie du système, à la kième itération, 

sont respectivement définies par �) ∈ ℛ et �) ∈ ℛ . Par ailleurs, le terme���`G�̅`,)H, , =�1, �
représente une fonction incertaine où � ∈ ℛ5 est le vecteur des paramètres inconnus et 

�`G�̅`,)H: ℛ` × $0, &' → ℛ5, , = �1, �
 est un vecteur de fonctions non-linéaires connues et 

continues. 

 

Selon la loi d’adaptation par apprentissage itératif  que nous allons utiliser, trois schémas 

de la CAI adaptative peuvent être conçues pour ce problème de commande [18] et [19]. Dans 

[18], une fonction de Lyapunov est utilisée pour prouver la stabilité et la convergence de la CAI 

adaptative  (2.53) avec la loi d’adaptation par apprentissage itératif  (2.54) sous la condition 

(2.10). Sur la base d’une fonctionnelle de Lyapunov, une preuve complète de la stabilité et de la 

convergence est donnée dans [19] pour la loi de la CAI adaptative (2.53) dotée de la loi 

d’adaptation par apprentissage itératif (2.55) et celle (2.56) sous la condition (2.10). Donc, le 

recours à la procédure de synthèse par backstepping [28] permet d’établir les lois virtuelles 

suivantes de la CAI adaptative: 

 

             �`,) = −=`�`,) − �`I�,) − �`,)� �:) + J |��KI�,)��K,) �K?�,) + ��KI�,)��g�KI�
 �g�KI�
}`I�
KL� − q`��`,)��

 

                          + ��`I�,)��:) Γ"`,) + J ��KI�,)��:K,) Γ�`,)�`,)
`I�
KL�                                                                      (2.52) 

          

avec 

�`,) = �`,) – �g�`I�
 − �`I�,),   "`,) = "`I�,) + �`,)�`,) et  �`,) = �`G�̅`,)H − ∑ �����,v���,v �`G�̅`,)H`I�KL� . 
Les constantes  =` > 0 sont des paramètres de conception et par commodité de notation, nous 

avons utilisés ��?�,) = �) et � ,) = 0.  La CAI adaptative est prise donc de la forme suivante : 

 �) = ��,) + �g��
                                                                                                          (2.53) 
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et la loi d’adaptation par apprentissage itératif peut prendre l’une des formes présentées en (2.7), 

(2.19) ou (2.29) telle que : 

• Type 1  

�:�) = Γ"�,), �:)�0
 = �:)I��&
                                                                                                 (2.54) 

• Type 2  

   �:)�#
 = �:)I��t
 + Γ"�,), �:I��t
 = 0, ∀# ∈ $0, &'                                                           (2.55) 

• Type 3 

�1 − [
�:�) = −[�:)�#
 + [�:)I��t
 + Γ"�,), �:)�0
 = �:)I��&
, �:I��t
 = 0, ∀# ∈ $0, &' (2.56) 

Ensuite, sur la base de la procédure de synthèse par backstepping, plusieurs schémas de la 

CAI adaptative ont été développés pour les systèmes non-linéaires triangulaires inférieurs et 

affines en la commande [58] et [61]. Dans [58], un schéma de CAI adaptative est présenté pour 

une classe de systèmes non-linéaires triangulaire incertains avec une direction de commande 

inconnue pour résoudre le problème de poursuite parfaite pendant un intervalle de temps fixe, 

des trajectoires non uniformes. Afin de résoudre encoure le problème de poursuite de trajectoire 

non uniforme sur un intervalle de temps fini,  un autre schéma de CAI adaptative est présenté 

dans [61] pour une classe de systèmes non linéaires triangulaires incertains. 

Par ailleurs, la technique de backstepping  souffre du problème de la dérivation 

temporelle des commandes virtuelles [37]. En effet, l’implémentation de la commande, conçue 

par la technique de backstepping, voit sa complexité augmenter avec l’ordre du système. Cette 

complexité croissante est causée par les dérivations répétées des commandes virtuelles et conduit 

inévitablement à un algorithme compliqué ayant une lourde charge de calcul. De ce fait, la 

procédure de synthèse par backstepping filtré est proposée afin de soulager le problème de 

l'explosion de la complexité. En effet, la méthode consiste à introduire des filtres passe-bas à 

chaque étape de la procédure conventionnelle de synthèse par backstepping pour approximer les 

commandes virtuelles[38]. De plus, pour la procédure conventionnelle de synthèse par 

backstepping et afin d’éviter le recours au calcul des dérivées analytiques des commandes 

virtuelles, plusieurs schémas de commande ont été développés [39], [58] et [26]. Parmi ces 

schémas de commande, on trouve ceux qui sont synthétisés en introduisant des filtres linéaires 

passe-bas du premier ordre comme dans [39]. Par contre en [63], des filtres du second ordre ont 

été introduits  pour éviter le problème de dérivation analytique des commandes virtuelles. En 

[26], des filtres non-linéaires ont été adoptés pour  synthétiser une loi de commande par 

backstepping pour les systèmes non-linéaires triangulaires affines en la commande et 

complètement connus. 
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2.2.5.2.  CAI adaptative des systèmes non-linéaires triangulaire non affine en la commande  

Dans la pratique, beaucoup de systèmes non-linéaires sont par nature non affines en la 

commande, on peut citer entre autres: certains processus chimiques et biochimiques [28][64], 

systèmes mécaniques [65], et systèmes aéronautiques [66], ...etc. Cependant, les résultats 

fondamentaux relatifs à la commande des systèmes affines en la commande ne peuvent pas  être 

appliqués directement aux systèmes non affines en la commande. La synthèse de la commande 

pour ces systèmes est généralement plus difficile et compliqué. Afin de prendre en considération 

la structure non affine du modèle, deux approches sont généralement employées pendant la 

conception de la commande. La première approche se base sur la transformation du modèle 

original non affine en la commande en un nouveau modèle ayant une forme affine. En fait, il y a 

trois façons pour réaliser cette transformation, à savoir: 1) L'utilisation de développement en 

série de Taylor [67]. 2) L'emploi du théorème de la valeur moyenne [68]. 3) La différenciation, 

une fois par rapport au temps, de l'équation d'état original étant non affine en la commande de 

telle sorte que l'équation d'état résultante est affine en la dérivée de l'entrée de commande (cette 

dernière sera considérée par la suite comme une nouvelle entrée) [69]. La deuxième approche 

consiste à l'utilisation du théorème des fonctions implicites pour démontrer l'existence d'une 

commande idéale stabilisante au système non affine [69]. Notons que ce théorème des fonctions 

implicites ne donne aucun moyen pour la détermination d'une commande explicite idéale, en 

générale il est difficile de déterminer le modèle inverse d'un système non affine. Dans cette 

situation, certains chercheurs combinent le théorème des fonctions implicites avec celui des 

approximateurs universels, i.e. des réseaux de neurones (NN) [70] ou des systèmes flous [34], 

pour rapprocher cette commande idéale implicite. 

 

D'autre part, les systèmes non-linéaires triangulaires inferieures non affines en la 

commande est une classe important de systèmes non-linéaires. Dans cette classe de systèmes, les 

variables d'état utilisés comme commande virtuelle et la commande réelle sont tous exprimés 

sous une forme non affine. Notons que la synthèse de commande pour ces systèmes est 

également difficile. Dans la littérature, particulièrement, on peut trouver un résultat traitant le 

problème de poursuite idéal sur un intervalle de temps fini pour les systèmes triangulaires 

inférieures non affines en la commande [53]. Pour illustrer ce résultat, considérons la classe 

suivante des systèmes  non-linéaires: 

� ��`,) = �`?�,) + 
̀ G�̅`,), �`?�,)H���,) = �) + 
�G�̅�,), �)H           �) = ��,)                                 4                                                                                             (2.57) 
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où le vecteur �̅`,)  est défini tel que �̅`,) = ���,), … , �`,)�� ∈ ℛ` × $0, &'  avec , = �1, � − 1
 de 

plus, l’état du système est représenté à la kième itération par le vecteur �̅�,) = ���,), … , ��,)�� ∈ℛ� × $0, &' où � dénote l’ordre du système. L’entrée et la sortie du système, à la kième itération, 

sont respectivement définies par �) ∈ ℛet �) ∈ ℛ. Par ailleurs, la fonction
̀ G�̅`,), �`?�,)H, ℛ` ×$0, &' → ℛ, , = �1, �
 représente un vecteur de fonctions non-linéaires connues et continues. 

Notre tâche, dans ce contexte, est de faire étendre les lois de la CAI adaptative  

précédente à cette classe de systèmes non-linéaires. D’après notre synthèse bibliographique, un 

seule étude, abordant le problème de synthèse de la CAI adaptative de cette classe de systèmes, 

est mentionnée dans la littérature spécialisée [53]. Il est à noter que la procédure de synthèse par 

backstepping, de la CAI adaptative du système (2.57), fait appel aux systèmes flous. Pour , = �1, � − 1
, les commandes virtuelles prennent la forme suivante [53]:  

             �`,) = −=`�`,) − ��`I�
�,) − �:`,)� �`G�̅`,), �̅�`?�
�,)H − ��`,)Δ) �`�,) − m̀ I�,)                         (2.58) 

avec  �`�,) = �`,)– �`,)�#
�]#   ¡¢,v��,v��
£ ,    ��,)�#
 = h`,)cI¤¢� et   �`,) = �`,) − �`I�,) . Les 

constants  =` > 0 et h` > 0 sont des paramètres de conception. De plus, par commodité, nous 

avons noté ��?�,) = �) et � ,) = �g.  

Il est à noter que le signal filtré �̅�`?�
�,) est obtenu à partir de �̅`?�,) comme suit : 

 �̅�`?�
�,) = H¦�s
�̅`?�,), , = �1, �
                                                                             (2.59) 

où §¨�~
 est un filtre passe-bas de type Butterworth et m̀ I�,) représenté par :    

m̀ I�,) = ��`I�,)��:`I�,) �:�`I�,) + ��`I�,)���`I�,) ���̀ I�,) + �� `I�,), , = �1, �
                                            (2.60) 

Les lois d’adaptation par apprentissage itératif sont choisies telles que : 

 �:�`,) = Γ�`�`G�̅`,), �̅�`?�
�,)H�`�,), , = �1, �
                                                                         (2.61) 

���̀ ,) = Γ�` �`�,)�
Δ) , , = �1, �
                                                                                                         (2.62) 

où Γ�` > 0 et Γ�` > 0 sont les gains d’adaptation par apprentissage itératif. Donc pour , = �, la 

CAI adaptative  pratique prend la forme de la commande virtuelle suivante: 

 �) = ��,)                                                                                                                      (2.63) 

Comme dans ce cas, les lois d’adaptation utilisées sont du type 1, l’analyse de la stabilité et de la 

convergence peut donc être effectuée suivant les mêmes étapes que celles donnant la preuve du 

Théorème  2.1. De ce fait, les variables d’erreurs �`�,) convergent vers zéro via les itérations 
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d’apprentissage. Ceci  conduit  à la convergence des variables d’erreurs �`,) vers le voisinage de 

zéro via les itérations d’apprentissage. Une preuve complète de ce résultat est exposée dans la 

référence [53].  

 

Ainsi que, les systèmes flous sont utilisés pour compenser les effets des fonctions non-

linéaires inconnues
̀ G�̅`,), �`?�,)H , c'est-à-dire les approximer en utilisant le théorème 

d’approximation universel, c’est à dire
̀ G�̅`,), �`?�,)H = ���`G�̅`,), �̅`?�,)H + a��̅`,), �̅`?�,)
. Par 

ailleurs, les travaux rapportés par la recherche bibliographique ne mentionnent pas le cas des 

fonctions 
̀ G�̅`,), �`?�,)H partiellement connues ou incertaines. 

 

2.2.5.3. CAI adaptative des systèmes non-linéaires triangulaires avec saturation à l’entrée 

 Parmi les problèmes rencontrés pendant l'implémentation pratique d'un système de 

commande on trouve le problème des non-linéarités d’entrée, telles que: la saturation, 

l'hystérésis, et la zone-morte. La saturation est une non-linéarité non lisse. Elle est très fréquente 

dans la plupart des applications pratiques: les actionneurs et les capteurs ont généralement des 

limites par rapport à ses entées, cela est due soit aux contraintes physiques soit aux exigences de 

sécurité. Si la saturation est ignorée pendant la phase de synthèse, en mettant en application cette 

commande, on peut avoir des dégradations significatives dans les performances du système. Ces 

dégradations peuvent se manifester par des dépassements, des oscillations de fortes amplitudes, 

des temps de réponse ou des régimes transitoires assez longs, et même dans certains cas ces 

dégradations peuvent conduire à l'instabilité du système lui-même.   

  Afin de prendre en considération l’effet de la saturation lors de la synthèse de lois de 

commande, deux approches sont généralement utilisées. La première approche consiste en 

l’approximation de la saturation par une fonction continue telle que la fonction tangente 

hyperbolique ou la fonction de Gauss [41]-[44] sous la condition que l'erreur due à cette 

approximation est supposée bornée. Dans [41], en s'aidant du concept de backstepping, une 

commande adaptative robuste a été développée pour des systèmes non-linéaires incertains avec 

saturation à l'entrée et des perturbations externes. Dans [43], En utilisant une procédure de 

synthèse par backstepping filtré, une commande adaptative a été conçue pour les systèmes non-

linéaires incertains avec une saturation à l’entrée et une direction inconnue de commande.  La 

deuxième approche se base sur la construction d’un système auxiliaire et une modification de 

l’erreur de poursuite telle qu’elle soit définie en fonction des états de ce système auxiliaire. 

Plusieurs schémas de commande pour les systèmes non-linéaires avec saturation ont été 

développés sur la base de cette idée [45]-[47]. Notons que la commande adaptative basée sur 
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cette approche permet aux lois d'adaptation de rester opérantes même si la saturation d'entrée est 

active. Cette approche a démontré son efficacité dans la commande de vol [71], la commande 

des véhicules [72], ...etc. Dans [46], une commande adaptative par backstepping basée sur un 

système auxiliaire a été conçue pour une classe des systèmes non-linéaires chaotiques. Des 

systèmes neuro-flous ont été incorporés, dans cette commande, pour estimer en ligne les 

dynamiques inconnues. Le système auxiliaire, de même ordre que le système à commander, est 

utilisé pour compenser l'effet de la saturation de l'entrée. Dans [47], une procédure de synthèse 

par backstepping filtré a été utilisée pour la synthèse d’une  loi de commande floue adaptative 

pour une classe de  systèmes non linéaires avec saturation à l’entrée et des perturbations 

externes. La contrainte de saturation a été compensée en modifiant l’erreur de poursuite via 

l'utilisation des signaux générés par un système auxiliaire.   

 Pour les systèmes non-linéaires, fonctionnant d’une manière répétitive sur un intervalle de 

temps fixe et, soumis à une saturation à l’entrée, la conception d'une CAI adaptative est une 

tâche difficile. Les progrès récemment enregistrés dans la théorie de la CAI adaptative des 

systèmes non-linéaires en présence de la saturation d’entrée ont donné naissance à certains 

schémas. Entre autres, on peut exposer le schéma de la CAI adaptative, proposé dans [55], pour 

la classe de systèmes non-linéaires suivante :   

 ��) = 9�#
��©)
 + 
G�)�#
, ��#
H                                                                               (2.64) 

où   �) ∈ ℛ  et ©) ∈ ℛ  sont respectivement l’état du système et la commande, ��#
  est un 

paramètre inconnu variant dans le temps, 9�#
 est un gain d’entrée dérivable et la fonction 


G�)�#
, ��#
H: ℛ� × $0, &' → ℛ  est non-linéaire paramétrique localement Lipchitzienne par 

rapport à ses arguments.   Pour ce système, l’entrée de commande ©) ∈ ℛ est soumise à une 

contrainte non-linéaire représentée par la fonction ��·
. Celle-ci est une fonction de saturation et 

elle est décrite par le modèle suivant : 

 ��©)
 = �]#�©)
 = 2�«�,9��©)
,     |©)| ≥ �«©),                        |©)| < �« 4                                                                (2.65) 

où �« est une borne connue de ��©)
.  

Pour le système (2.64) et sous certaines hypothèses, la conception  de la loi de la CAI adaptative 

(2.66) est réalisé dans la référence [55]: 

 ©)�#
 = �]#�©)I��#

 − G= + ]�)�#
Hc)�#
,   ©)I��#
 = 0, ∀# ∈ $0, &'                       (2.66) 
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Dans la relation (2.66), = est un paramètre de synthèse et ]�)�#
 sert à estimer les incertitudes 

temporelles du système ]�#
. L’estimation du paramètre ]�#
 est obtenue via la loi d’adaptation 

par apprentissage itératif suivante : 

 ]�)�#
 = �]#E]�)I��#
 + �c)��#
F, ]�)�#
 = 0, ∀# ∈ $0, &'                                              (2.67) 

où � > 0 est un gain d’apprentissage et la fonction �]#  est définie telle que (2.65) où ]s est une 

borne connue de ])�#
. 

        Afin de prouver la convergence du mécanisme d'apprentissage,  la fonctionnelle suivante a 

été considérée: 

             V)�#
 = �)�#
 + 12¬ � cI��]�)��"
!"�
 

+ � 12G= + ]�)�"
H cI����)��"
!"�
 

                       �2.68) 

où �)�#
 = �­��
 cI��c)�, ��) = �g − �) et  ]�) = ]�#
 − ]�)�#
.  

 

Les preuves de la stabilité et de la convergence du schéma de la CAI adaptative  (2.66) et (2.67) 

sont établies en détail dans la référence [55]. De ce fait, nous concluons que �)�#
, �)�#
 et ]�)�#
 restent toujours bornés ∀* ∈ ℤ? et ∀# ∈ $0, &'et que l’erreur c)  converge uniformément 

vers zéro pour tout  # ∈ $0, &' lorsque * → ∞. 

 

2.3.  Position du problème et contribution 

Notre but dans cette thèse est de développer des procédures systématiques et récursives 

de synthèse des CAI adaptatives pour les systèmes non-linéaires, fonctionnant d’une manière 

répétitifs sous la condition d’alignement et dans le cas où ses modèles sont des généralisations 

des formes (2.51), (2.57) et (2.64).  Il est à noter que les classes des systèmes (2.51) et (2.57) 

sont relativement simples à cause du type d’incertitudes considéré : incertitudes paramétriques 

en (2.51) et incertitudes non paramétriques en (2.57). Ces formes seraient autrement plus 

compliquées, si par exemple, nous considérons les classes de systèmes ayant les mêmes formes 

que celles (2.51) ou (2.57) mais présentant à la fois des incertitudes paramétriques et non 

paramétriques. Ainsi bien, l’augmentation de l’ordre du système (2.64) conduit à un système 

triangulaire affine en la commande avec saturation en entrée. En outre, la littérature spécialisée 

relative à la CAI adaptative  ne mentionne  aucun travail traitant de ces classes de systèmes en 

utilisant les méthodes de traitement des incertitudes utilisées dans la commande robuste comme 

il est indiqué en §2.2.4.  
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En conséquence, en se basant sur une combinaison de la CAI adaptative et la CAI 

robuste, notre contribution consiste à développer des procédures systématiques et récursives de 

synthèse de la CAI adaptative pour ces trois classes de systèmes non-linéaires. En effet, nous 

pouvons dire que, dans cette thèse, nous allons travailler sur deux axes. Le premier axe concerne 

le développement de nouvelles lois de la CAI adaptative et le deuxième axe est relatif à 

l’application de ces lois aux classes de systèmes mentionnées ci-dessous. 

 

Par ailleurs, la conception des lois de commande pour les systèmes non-linéaires 

triangulaires par la procédure de synthèse par backstepping fait appel à la dérivation temporelle 

des commandes virtuelles. Il est important de noter que cette dérivation peut conduire à des 

algorithmes de commande beaucoup plus compliqués à exploiter. Pour notre part, nous allons 

introduire des filtres à chaque étape de synthèse pour éviter le problème de la dérivation des 

commandes virtuelles, ce qui conduit à des lois de commandes beaucoup plus simples et plus 

faciles à mettre en œuvre.  

 

2.4.  Conclusion 

          Dans ce chapitre, nous avons présenté un résumé des principaux résultats existants dans le 

domaine de la CAI adaptative que nous avons jugés utiles pour notre étude. Cette présentation 

permet de situer notre recherche dans ce domaine, même si toutes les techniques associées au 

paradigme de la CAI adaptative n’ont pas été détaillées. Afin de répondre aux besoins de notre 

recherche, la revue bibliographique a été délibérément orientée vers les résultats de la CAI 

adaptative que nous avons jugés utiles. 

 

Par ailleurs, la fonctionnelle de Lyapunov  est exploitée pour la synthèse des lois de la 

CAI adaptative des systèmes non-linéaires présentant des non-linéarités soit sous la forme de 

fonctions localement Lipchitziennes soit sous la forme d’incertitudes paramétriques. La 

fonctionnelle de Lyapunov est un outil puissant  pour la synthèse et l’analyse des lois de CAI 

adaptative. En outre, la CAI adaptative est une approche, parmi celles nombreuses développées 

récemment, qui permet de résoudre avec succès le problème de poursuite parfaites sur un 

intervalle de temps fini où les incertitudes sont du type paramétrique. Les lois d’adaptation par 

apprentissage résultantes peuvent se classer en trois types : le premier type regroupe les lois 

d’adaptation évoluant seulement dans le domaine du temps. L’avantage principal de ce type de 

lois réside dans la faible taille de la mémoire requise pour l’implémentation pratique ainsi que la 
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simplicité de la synthèse. Les lois d’adaptations par apprentissage itératif, évoluant seulement 

dans le domaine des itérations, constituent le deuxième type. Ce type se caractérise par un 

mécanisme d’intégration discret dans le domaine des itérations et se dispense de la condition 

d’invariance des paramètres inconnus qui est nécessaire pour le premier type. Le troisième type 

combine les deux types précédents. 

 

Dans les chapitres 3, 4 et 5, qui vont suivre, nous allons montrer comment combiner la 

méthode de la CAI robuste et celle de la CAI adaptative pour manipuler les incertitudes 

paramétriques et non paramétriques dans la synthèse des lois de la CAI adaptative. Les systèmes 

considérés sont d’une part ceux de la classe des systèmes non-linéaires triangulaires affine ou 

non affine en la commande et d’autre part ceux de la classe des systèmes non-linéaires 

triangulaires affine en la commande et soumis à une saturation en entrée.   
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  Chapitre 3 

 

 

 
 

 

 

 

 

3.1.  Introduction  

 Ce chapitre est consacré à la synthèse de la CAI adaptative pour une classe de systèmes 

non-linéaires triangulaires affines en la commande et présentant des incertitudes paramétriques et 

non paramétriques. Pour traiter ces systèmes, nous proposons une nouvelle procédure récursive 

et systématique de synthèse. En effet, nous proposons de développer une loi de commande 

constituée de trois termes : le premier terme est relatif à la loi d’apprentissage itératif pour 

manipuler les fonctions non-linéaires localement Lipchitziennes et inconnues, le  second terme 

concerne la loi d’adaptation par apprentissage itératif pour estimer les paramètres inconnus et 

enfin, le troisième terme est un terme de robustesse pour compenser l’effet des perturbations et 

des erreurs d’apprentissage. En outre, cette loi de commande est développée en effectuant la 

synthèse par la méthode du backstepping filtré et l’analyse de stabilité par la fonctionnelle de 

Lyapunov. 

 

 

CAI adaptative des systèmes non 

linéaires incertains affines en la 

commande 
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3.2. Modèle du système et formulation du problème 

 Nous considérons la classe des systèmes non-linéaires incertains où la sortie doit suivre 

cycliquement une référence donnée dans un intervalle de temps fini. Cette classe est représentée 

par les équations différentielles suivantes : 

� ���,� = ���	,� + ����̅�,�� + ������̅�,��  + ����̅�,�, ��          ���,� = ���̅�,���� + ����̅�,�� + ������̅�,�� + ����̅�,�, ���� = �	,�                                                                                   �                                                 (3.1) 

où  les notations utilisées au niveau de la relation (3.1) sont définies ci-dessous. 

Le vecteur �̅�,� est défini tel que �̅�,� = ��	,�, … , ��,��� ∈ ℛ� ×  0, "#  avec $ = %1, ' − 1) de plus, 

l’état du système est représenté, à la kième itération, par le vecteur �̅�,� = ��	,�, … , ��,��� ∈ ℛ� 

où '  dénote l’ordre du système. L’entrée et la sortie du système, à la kième itération, sont 

respectivement définies par �� ∈ ℛ  et �� ∈ ℛ . Par ailleurs, les fonctions����̅�,��  sont non 

linéaires continues mais inconnues définissant des applications dans ℛ� ×  0, "# → ℛ, $ =%1, '). Les termes ������̅�,��, $ = %1, ') représentent des fonctions incertaines où � ∈ ℛ+ est le 

vecteur des paramètres inconnus et ����̅�,��: ℛ� ×  0, "# → ℛ+, $ = %1, ') sont des vecteurs de 

fonctions non-linéaires connues et continues. La fonction ���̅�,��, définie dans ℛ� ×  0, "# →ℛ ,est une fonction continue satisfaisant la condition ���̅�,�� ≠ 0 , ∀�̅�,� ∈ ℛ� . Enfin, les 

perturbations inconnues, pouvant affecter le système, sont représentées par 

l’application  ����̅�,�, ��  qui est définie dans le domaine ℛ� ×  0, "# → ℛ, $ = %1, ') . Pour 

toutes ces notations, la lettre / ∈ ℤ�désigne l’indice des itérations.  

 Notre objectif est de synthétiser une loi de la CAI adaptative, ��, assurant d’une part la 

bornitude de tous les  signaux du système en boucle fermée ∀� ∈  0, "#, ∀/ ∈ ℤ�et d’autre part 

la convergence du signal de sortie �� vers le  signal de référence �1, ∀� ∈  0, "#, lorsque / tend 

vers l'infini. 

          La synthèse de cette loi de commande est effectuée en admettant les hypothèses suivantes 

communément admises dans le contexte. 

Hypothèse 3.1: Les perturbations dynamiques inconnues ����̅�,�, ��, $ = �1, ' �sont bornées, 

c'est-à-dire, ils existent des fonctions connues et définies positives, 2���̅�,��, telles que : 3����̅�,�, ��3 ≤ 2���̅�,��,     ∀��̅�,�, �� ∈ Ω6̅7,8 × ℛ� 
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Hypothèse 3.2: Les fonctions non-linéaires ����̅�,��, $ = �1, ' �  sont uniformément localement 

Lipchitziennes dans l’intervalle de temps  0, "#  pour tout  / ∈ ℤ� , c'est-à-dire, ∀� ∈ 0, "# et ∀/ ∈ ℤ�, il existe des constantes positives inconnues Δ�, telles que: 

3����̅�,�� − ����̅�,�:	�3 ≤ Δ� ;3�<,� − �<,�:	3�
<=	  

Hypothèse 3.3: Le signal de référence �1 et sa première dérivée ��1 sont supposés bornés et 

continus. 

3.3. Synthèse de la CAI adaptative 

Dans cette section, en utilisant la procédure de synthèse par backstepping filtré, une 

nouvelle loi de la CAI adaptative est développée pour la classe des systèmes (3.1). La procédure 

de synthèse est effectuée en ' étapes. A chaque étape, une CAI adaptative virtuelle, >�,�, $ =%1, ' − 1) est conçue. La CAI adaptative pratique est obtenue à l'étape finale. Chaque étape de 

cette procédure est basée sur le changement de coordonnées suivant: 

?@	,� = �	,� − �1                                 @�,� = ��,� − A�:	,� ,   $ = 2, … , ', �                                                                                (3.2) 

où A�,�, est la sortie du i ième filtre non-linéaire ayant pour entrée >�,�, $ = %1, ' − 1) et dont la 

dynamique est imposée telle que:  

              A��,� = −C��A�,� − >�,�� − D�"E'ℎ GA�,� − >�,�H� I − @�,�                                                       (3.3) 

où C� > 0, D� > 0 et H� sont des paramètres de synthèse. Dans ce chapitre, la grandeur ��,� 

représente le signal d’erreur, à l’itération k, entre la sortie et l’entrée du i ième filtre ainsi, on 

a :��,� = A�,� − >�,�, $ = %1, '). En introduisant ��,�  dans la relation (3.3),  la dynamique de 

l’erreur ��,� prend donc la forme : 

            ���,� = −C���,� − D�"E'ℎ G��,�H� I − @�,� − >� �,�                                                                          (3.4) 

 En tenant compte de (3.1), la dérivée temporelle de (3.2) conduit à: 

             K@�	,� = �L,� + �	��	,�� + ���	��	,��  − ��1 + �	��̅�,�, ��                                              @��,� = ���	,� + ����̅�,�� + ������̅�,��  − A��:	,� + ����̅�,�, ��, $ = %2, ' − 1)  @��,� = ���̅�,���� + ����̅�,�� + ������̅�,��  − A��:	,� + ����̅�,�, ��                         �  (3.5) 
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 Afin de compenser l’effet des fonctions non-linéaires inconnues ����̅�,��, $ = %1, '), nous 

utilisons la loi d’apprentissage itératif imposée telle que : 

           �M�,�%�) = �M�,�:	%�) + N�@�,� + ; O�< P�<,�%�) − �<,�:	%�)Q ,�
<=	   $ = %1, ')                            (3.6) 

où N� > 0 et O�< > 0 sont des gains d’apprentissage et �M�,�%�) dénotes l’estimé de ����̅�,�� à la 

kième itération avec  �M�,:	%�) = 0, ∀� ∈  0, "#. De plus, on définit l'erreur d’apprentissage comme 

étant R�,� = ����̅�,�� − �M�,�%�). 
          Puisque, les fonctions ����̅�,��, $ = %1, ') sont supposées continues, il est tout à fait 

raisonnable d’admettre l'Hypothèse 3.4 suivante : 

Hypothèse 3.4:Les erreurs d’apprentissage R�,�%�), $ = %1, ') sont bornées, c'est-à-dire, il existe 

des constantes positives RT� telles que 3R�,�%�)3 ≤ RT�. 
 A ce stade, il est possible d’entamer la synthèse de la CAI adaptative en utilisant la 

procédure de synthèse par backstepping filtré. 

Etape 1: En cette étape, nous allons concevoir la première CAI adaptative virtuelle >	,�. La 

Substitution de  la deuxième équation de (3.2) dans la première équation  de (3.5) et après 

certaines manipulations, nous obtenons  

           @�	,� = �L,� + �	��	,��+���	��	,�� − ��1 + �	��̅�,�, ��   

                   = @L,� + >	,� + �	,� + �M	,�%�)+���	��	,�� − ��1 + R	,�%t) + �	��̅�,�, ��       

                   = @L,� + >	,� + �	,� + �M	,�%�) + �V���	��	,�� − ��1 + �W���	��	,�� + R	,�%t) 

                       +�	��̅�,�, ��                                                                                                           (3.7) 

où �V�   est l’estimation du vecteur des paramètres inconnus  �  dont, la loi d’adaptation sera 

définie ultérieurement et �W� = � − �V�  est l’erreur d’estimation paramétrique.  

La première loi de CAI adaptative  virtuelle >	,� est synthétisée comme suit : 

          >	,� = −X	@	,� − �M	,�%�) − �V���	��	,�� + ��1 + �1	,�                                                              (3.8) 

où �1	,� est un terme de robustesse imposé tel que : 
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           �� 1	,� = −YZ	�1	,� − YZ	 [@	,� + \	,��1	,��1	,�L + ]	,�L ^ , �1	,�%0) > 0                                             (3.9) 

avec 

            ]�	,� = −Y_	]	,� − Y_	 \	,�]	,��1	,�L + ]	,�L ,        ]	,�%0) > 0                                                           (3.10) 

où YZ	 > 0, Y_	 > 0 et X	 > 0 sont des paramètres de synthèse et le terme \	,� est donné par : 

   \	,� = 2	��	,��3@	,�3 + `	3�	,�%�) − �	,�:	%t)3 + H	̅D	 

avec H	̅ = 0.2785H	  et `	 sera déterminé ultérieurement. Nous considérons maintenant la 

fonction de Lyapunov suivante : d	,� = 	L @	,�L + 	Lefg �1	,�L  + 	Lehg ]	,�L + 	L �	,�L . La dérivée 

temporelle de d	,�%�)  est donnée par : d�	,� = @	,�@�	,� + 	efg �1	,��� 1	,� + 	ehg ]	,�]�	,� + �	,���	,� . 

En substituant  (3.7) dans d�	,�%�) et en utilisant l’Hypothèse 3.1, il en résulte : 

             d�	,� ≤ @	,��>	,� + �M	,�%�) + �V���	��	,�� − ��1� + @	,�@L,� + @	,��	,� + 2	��	,��3@	,�3 
                         +�W���	��	,��@	,� + R	,�%�)@	,� +  	efg �1	,��� 1	,� + 	ehg O	,�O�	,� + �	,���	,�        (3.11) 

La substitution de (3.4) et (3.8)-(3.10) dans (3.11), nous donne 

             d�	,� ≤ −X	@	,�L + @	,�@L,� + �W���	��	,��@	,� + R	,�%�)@	,� − `	3�	,� − �	,�:	3 
                         −D	�	,�"E'ℎ G�	,�H	 I + 3�	,�33>�	,�3 − H	̅D	                                                                (3.12) 

En supposant  D	 ≥ 3>�	,�3 et en utilisant le Lemme A.5, la relation (3.12) se réduit à : 

            d�	,� ≤ −X	@	,�L + @	,�@L,� + �W���	��	,��@	,� + R	,�%�)@	,� − `	3�	,�%�) − �	,�:	%t)3 (3.13) 

Il est à noter que le terme de couplage @	,�@L,�sera éliminé à la prochaine étape. 

Etape j  où %j = k, … , l − m): Cette étape est consacrée à la synthèse de la loi de CAI adaptative 

virtuelle  >�,�, $ = %2, ' − 1). En substituant la (i+1) ième équation de (3.2) dans la i ième équation de 

(3.5) et après certains manipulations, nous obtenons : 

            @��,� = @��	,� + >�,� + ��,� + �M�,�%�)+������̅�,�� − A��:	,� + R�,�%�) + ����̅�,�, ��                             
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                    = @��	,� + >�,� + ��,� + �M�,�%�) + �V������̅�,�� − A��:	,� 

                       +�W������̅�,�� + R�,�%�) + ����̅�,�, ��                                                                  (3.14) 

  Afin de stabiliser la dynamique (3.14), la i ième CAI adaptative virtuelle >�,� est imposée 

telle  que:  

           >�,� = −X�@�,� − @�:	,� − �M�,�%�) − �V������̅�,��+A��:	,� + �1�,�                                    (3.15) 

où �1�,� est un terme de robustesse donnée par : 

             �� 1�,� = −YZ��1�,� − Y_� [@�,� + \�,��1�,��1�,�L + ]�,�L ^ , �1�,�%0) > 0                                              (3.16) 

avec 

              ]��,� = −YZ�]�,� − Y_� \�,�]�,��1�,�L + ]�,�L ,        ]�,�%0) > 0                                                             (3.17) 

où YZ� > 0, Y_� > 0 et X� > 0 sont des paramètres de synthèse de plus, le terme \�,� est donné 

par : 

              \�,� = 2���̅�,��3@�,�3 + `� ;3�<,�%�) − �<,�:	%t)3 + H�̅
�

<=	 D� 
avec H�̅ = 0.2785H�  et `� sera déterminé plus tard. Considérons maintenant la fonction de 

Lyapunov suivante : d�,� = d�:	,� + 	L @�,�L + 	Lef7 �1�,�L  + 	Leh7 ]�,�L + 	L ��,�L . La dérivée temporelle 

de d�,�  est telle que : d��,� = d��:	,� + @�,�@��,� + 	ef7 �1�,��� 1�,� + 	eh7 ]�,�]��,� + ��,����,� . En 

substituant (3.14) dans d��,� et en utilisant l’Hypothèse 3.1, nous obtenons 

            d��,� ≤ d��:	,� − @�:	,�@�,� + @�,���,� 

                         +@�,��>�,� + @��	,� + @�:	,� + �M�,�%�)��+�V������̅�,��−A��:	,�� + 2���̅�,�%�)�3@�,�3                         
                        +�W������̅�,��@�,� + R�,�%�)@�,� + 	ef7 �1�,��� 1�,� + 	eh7 ]�,�]��,� + ��,����,�             (3.18)      

La  substitution  de (3.4) et (3.15)-(3.17) dans (3.18), conduit à : 

              d��,� ≤ d��:	,� − X�@�,�L − @�:	,�@�,� + @�,�@��	,� + �W������̅�,��@�,� + R�,�%�)@�,�                
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                           − D���,�"E'ℎ G��,�H� I + 3��,�33>� �,�3 − H�̅D� − `� ;3�<,�%�) − �<,�:	%t)3           (3.19)

�
<=	  

En supposant D� ≥ 3>� �,�3et en utilisant le Lemme A.5, (3.19) peut être réduite comme suit : 

             d��,� ≤ d��:	,� − X�@�,�L − @�:	,�@�,� + @�,�@��	,� + �W������̅�,�� + R�,�%�)@�,� 

                          −`� ;3�<,�%�) − �<,�:	%t)3�
<=	                                                                               (3.20) 

A l’étape %$ − 1), il a été obtenu  

            d��:	,� ≤ − ; X<@<,�L�:	
<=	 + @�:	,�@�,� + �W�� ; �<��̅<,���:	

<=	 @<,� + ; R<,�%�)@<,�
�:	
<=	  

                             − ; `n ;3�<,�%�) − �<,�:	%t)3    n
<=	                 �:	

n=	                                                     (3.21) 

En substituent  (3.21) dans (3.20), nous obtenons  

              d��,� ≤ − ; X<@<,�L�
<=	 + @�,�@��	,� + �W�� ; �<��̅<,���

<=	 + ; R<,�@<,�
�

<=	  

                           − ; `n ;3�<,� − �<,�:	3n
<=	

�
n=	                                                                                            (3.22) 

où le terme de couplage  @�,�@��	,� sera éliminé à la prochaine étape. 

Etape l : Cette étape est consacrée à l’élaboration de la CAI adaptative pratique �� .La 

substitution de la nième  équation de (3.2) dans la nième équation de (3.5), conduit à : 

           @��,� = ���̅�,���� + �M�,�%�) + �V������̅�,�� − A��:	,� + �W������̅�,�� + R�,�%�) 

                        +����̅�,�, ��                                                                                                        (3.23) 

La CAI adaptative pratique �� est imposée comme suit : 

�� = �:	%�̅�,�)�−X�@�,� − @�:	,� − �M�,�%�) − �V������̅�,��  + A��:	,� + �1�,��        (3.24) 
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où �1�,�est un terme de robustesse dont la dynamique est imposée telle que : 

                �� 1�,� = −YZ��1�,� − Y_� [@�,� + \�,��1�,��1�,�L + ]�,�L ^ , �1�,�%0) > 0                                    (3.25) 

avec 

                 ]��,� = −YZ�]�,� − Y_� \�,�]�,��1�,�L + ]�,�L ,        ]�,�%0) > 0                                                    (3.26) 

où YZ� > 0, Y_� > 0 et X� > 0 sont des paramètres de conception. Le terme \�,� correspond à : 

                 \�,� = 2���̅�,��3@�,�3 + `� ;3��,� − ��,�:	3�
�=	  

où  `�  sera déterminé plus tard. Considérons maintenant la fonction de Lyapunov 

suivante : d�,� = d�:	,� + 	L @�,�L + 	Lefo �1�,�L  + 	Leho ]�,�L . La dérivée  temporelle de d�,� est telle 

que : d��,� = d��:	,� + @�,�@��,� + 	efo �1�,��� 1�,� + 	eho ]�,�]��,�. En substituant (3.23) dans d��,� et 

en utilisant l’Hypothèse 3.1, nous obtenons : 

             d��,� ≤ d��:	,� − @�:	,�@�,� 

                      +@�,�����̅�,���� + @�:	,� + �M�,�%�) + �V������̅�,�� − A��:	,�� + 2���̅�,��3@�,�3 
                           +�W������̅�,��@�,� + R�,�%�)@�,� + 	efo �1�,��1�,� + 	eho ]�,�]��,�                    (3.27) 

En substituant (3.24)-(3.26) dans (3.27), celle-ci se réduit à : 

             d��,� ≤ d��:	,� − @�:	,�@�,� + R�,�%�)@�,� + �W������̅�,��@�,� − `� ;3��,� − ��,�:	3�
�=	 (3.28) 

A l’étape %' − 1), il a été obtenu : 

              d��:	,� ≤ − ; X�@�,�L�:	
�=	 + �W�� ; ����̅�,���:	

�=	 @�,� + ; R�,�%�)@�,�
�:	
�=	 + @�:	,�@�,� 

                               − ; `� ;3�<,� − �<,�:	3�
<=	

�:	
�=	                                                                                       (3.29) 
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La substitution de (3.29) dans (3.28), conduit à : 

                d��,� ≤ − ; X�@�,�L�
�=	 + �W�� ; ����̅�,��@�,�

�
�=	  + ; R�,�%�)@�,� �

�=	   
                             − ; `� ;3�<,� − �<,�:	3�

<=	
�

�=	                                                                               (3.30) 

3.4.   Analyse de la Stabilité et de la Convergence  

         Dans cette section, nous allons établir la stabilité du système en boucle fermée et la 

convergence de l’erreur de poursuite en se basant sur la méthode d'analyse de stabilité par la 

fonctionnelle de Lyapunov.  Les propriétés de stabilité et de convergence du schéma de la CAI 

adaptative  proposée sont résumées dans le théorème ci-dessous. 

Théorème3.1 [26]: Si le système non-linéaire (3.1), vérifiant les hypothèses 3.1-3.4, est sous la 

conduite de la commande caractérisée par la CAI adaptative pratique (3.24), les CAI adaptative 

virtuelles (3.8) et (3.15), la loi d’apprentissage itératif (3.6) et la loi d’adaptation par 

apprentissage itératif suivante : 

              �V�� = p ; ����̅�,��@�,�
�

�=	 , �Vq%0) = 0                                                                               (3.31) 

où  p > 0  est un paramètre de synthèse ; par conséquent, pour toute condition initiale 

satisfaisant la condition d’alignement : d�,�%0) = d�,�:	%") et �V�%0) = �V�:	%"), ∀/ ∈ ℤ�, les 

résultats suivants sont vérifiés : 

t1.Tous les signaux du système en boucle fermée sont bornés ∀/ ∈ ℤ� et ∀� ∈  0, "# 
t2.r$s�→t @	,� = 0 pour tout � ∈  0, "#. 
Preuve: Considérons la fonctionnelle  de Lyapunov suivante: 

                u�%�) = d�%�) + ; 12N� v R�,�L %w)x
q �w�

�=	                                                                               (3.32) 

où d�%�) = d�,�%�) + 	Ly �W���W�. 

 



Chapitre 3                                                                   CAI adaptative des systèmes non-linéaires incertains affines en la commande 

55 

 

 

Etape 1 : Bornitude de z{%|) pour tout | ∈  {, }# 
En utilisant (3.30) et (3.31), la dérivé temporelle de (3.32) peut être exprimée sous la forme : 

               u� � = d��,� − 1Γ �W���V�� + ; 12N� R�,�L�
�=	  

                      ≤ − ; X�@�,�L − ; `� ;3�<,� − �<,�:	3�
<=	

�
�=	

�
�=	 + ; R�,�@�,�

�
�=	 + ; 12N� R�,�L�

�=	                  (3.33) 

En utilisant la loi d’apprentissage itératif (3.6) et l’Hypothèse 3.2, (3.33) peut être mise sous la 

forme suivante :  

                u� �  ≤ − ; X�@�,�L − ; `� ;3�<,�  − �<,�:	3�
<=	

�
�=	

�
�=	 + ; R�,�N� ��M�,�  − �M�,�:	��

�=	  

                             − ; R�,�N� ; O�<��<,�   − �<,�:	��
<=	

�
�=	 + ; 12N� R�,�L�

�=	  

                         =  − ; X�@�,�L − ; `� ;3�<,�  − �<,�:	3�
<=	

�
�=	

�
�=	 + ; R�,�N�

�
�=	 P����̅�,�� − ����̅�,�:	�Q 

                              − ; R�,�N� ; O�<��<,�  − �<,�:	��
<=	

�
�=	 + ; R�,�N� �R�,�:	 − R�,���

�=	 + ; 12N� R�,�L�
�=	  

                         = − ; X�@�,�L − ; `� ;3�<,�  − �<,�:	3�
<=	

�
�=	

�
�=	 − ; R�,�N� ; O�<��<,�  − �<,�:	��

<=	
�

�=	  

                             + ; R�,�N� P����̅�,�� − ����̅�,�:	�Q�
�=	 − ; G 12N� R�,�L  − 1N� R�,� R�,�:	I�

�=	  

                         ≤ − ; X�@�,�L − ; `� ;3�<,�  − �<,�:	3�
<=	

�
�=	  + ; 2 Δ�N� 3R�,�%�)3 ;3�<,� − �<,�:	3�

<=	
�

�=	
�

�=	  

                              − ; 12N� �R�,�L  − 2R�,� R�,�:	��
�=	                                                                            (3.34) 

En utilisant l’Hypothèse 3.4 et en imposant 
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                  `� ≥ 2 RT�Δ�N� ,   $ = %1, ')                                                                                                       (3.35) 

où Δ� = �E��]�<� avec � = %1, $) alors, u� �%�) peut être bornée comme suit : 

                 u� � ≤ − ; X�@�,�L − ; 12N� �R�,�L − 2R�,�R�,�:	��
�=	                                                        (3.36)

�
�=	  

Selon l’inégalité de Young (i.e. 2E� ≤ EL + �L), nous avons : 

                2R�,�R�,�:	 ≤ R�,�L + R�,�:	L . 
D’où,  

                u� � ≤ − ; X�@�,�L   +   12N� R�,�:	L�
�=	 ≤ ; 12N� R�,�:	L .�

�=	                                                         (3.37) 

Puisque �M�,:	%t) = 0,∀� ∈  0, "#, il est claire que  

               u� q ≤ ; 12N� ��L��̅�,q� �
�=	                                                                                                             (3.38) 

En intégrant (3.38) de 0 à �, on a 

               uq%�) ≤ dq%0) + ; 12N� v ��L��̅�,q%w)�x
q

�
�=	 �w                                                                       (3.39) 

Du fait que les fonctions����̅�,q�, $ = %1, ') sont continues, elles sont  donc bornées sur 

l’intervalle de temps  0, "#; alors, les intégrales �� = � ��L��̅�,q%�)����q  existent, d’où on a : 

               uq%") ≤ dq%0) + ; ��2N�
�

�=	 < ∞                                                                                             (3.40) 

ce qui implique que uq%�) est bornée ∀� ∈  0, "#. 
Etape 2 : Bornitude de  z�%|), ∀| ∈  {, }# et ∀� ∈ ℤ� 

Compte tenu de (3.6) et des Hypothèses 3.2 et 3.4, la différence entre u�%�)et u�:	%�) peut être 

déterminée comme suit : 

               ∆u� = u� − u�:	 = d� − d�:	 + ; 12N� v PR�,�L %w) − R�,�:	L %w)Qx
q �w�

�=	  
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                         = d�%�) − d�:	%�) + ; 1N� v R�,�%w) PR�,�%w) − R�,�:	%w)Q �wx
q

�
�=	  

                             − ; 12N� v PR�,�%w) − R�,�:	%w)QLx
q �w�

�=	  

                        = d�%�) − d�:	%�) + ; 1N� v R�,�%w) G�� P�̅�,�%w)Q − �� P�̅�,�:	%w)QI �wx
q

�
�=	  

                            − ; 1N� v R�,�%w) P�M�,�%w) − �M�,�:	%w)Q �wx
q

�
�=	  

                            − ; 12N� v PR�,�%w) − R�,�:	%w)QLx
q �w�

�=	  

                        ≤ d�%�) − d�:	%�) + ; 1N� v R�,�%w) G�� P�̅�,�%w)Q − �� P�̅�,�:	%w)QI �wx
q

�
�=	  

                            − ; v R�,�%w)@�,�%w)x
q �w�

�=	 − ; v 1N� ; R�,�%w) ; O�< P�<,�%w) − �<,�:	%w)Q�
<=	

�
�=	 �wx

q
�

�=	  

                           − ; 12N� v PR�,�%w) − R�,�:	%w)QLx
q �w�

�=	  

                       ≤ d�%�) − d�:	%�) − ; v R�,�%w)@�,�%w)x
q �w�

�=	  

                       + ; RT�Δ�N� v ;3�<,�%w) − �<,�:	%w)3�
<=	 �wx

q
�

�=	 + ; RT�Δ�N� v ;3�<,�%w) − �<,�:	%w)3�
<=	 �wx

q
�

�=	  

                      − ; 12N� v PR�,�%w) − R�,�:	%w)QLx
q �w�

�=	  

                   ≤ d�%�) − d�:	%�) − ; v R�,�%w)@�,�%w)x
q �w�

�=	  
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                       + ; v 2 RT�Δ�N� ;3�<,�%w) − �<,�:	%w)3�w�
<=	

x
q

�
�=	  

                       − ; v 12N� PR�,�%w) − R�,�:	%w)QL �w.x
q

�
�=	                                                                      (3.41) 

où Δ� = �E��]�<� avec � = %1, $) . D'autre part, en utilisant (3.30) et (3.31), on peut 

réécrire d� comme suit : 

              d�%�) = d�%0 ) + v d��%w )x
q �w ≤ d�%0 )– ; v X�@�,�L %w)x

q �w�
�=	 + ; v R�,�%w)@�,�%w)x

q
�

�=	 �w  
                              − ; `� ; v3�<,�%w) − �<,�:	%τ)3x

q
�

<=	 �w.�
�=	                                                          (3.42) 

La substitution de  (3.42) dans (3.41) et l’utilisation de la condition (3.35), conduit à : 

               ∆u�%�) ≤ d�%0 ) − d�:	%�) − ; v X�@�,�L %w)�wx
q

�
�=	                                                              (3.43) 

A ce stade, en exploitant le fait que d�%0 ) = d�:	%"), l’inégalité (3.43) se réduit à : 

                ∆u�%") ≤ − v ; X�@�,�L %w)�w�
�=	

�
q ≤ 0                                                                                    (3.44) 

L’inégalité (3.44) signifie que u�%") est bornée pour tout / ∈ ℤ� puisque uq%") est bornée. De 

ce fait, il existe une constante finie ϖ satisfaisant : 

              ; 12N� v R�,�L %w)x
q �w�

�=	 ≤ ; 12N� v R�,�L %w)�
q �w�

�=	 ≤ ϖ 

Alors, on a   

              u�%�) = d�%� ) + ; 12N� v R�,�L %w)x
q �w�

�=	 ≤ d�%� ) + ϖ                                                      (3.45) 

ainsi 

             u�:	%�) ≤ d�:	%� ) + ϖ                                                                                            (3.46) 
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D’autre part,  à partir de  (4.43), on obtient  

               ∆u�%�) ≤ d�%0 )– d�:	%�) − ; v X�@�,�L %w)�wx
q

�
�=	 ≤ d�%0 ) − d�:	%�)                           (3.47) 

Compte tenant des relations (3.46) et (3.47), on peut conclure que  

             u�%�) ≤ d�%0 ) + ϖ                                                                                                   (3.48) 

Puisque u�%") est bornée  ∀/ ∈ ℤ�, il est claire que d�%") est bornée ∀/ ∈ ℤ�. De (3.48) et le 

fait que d�%0 ) = d�:	%"), on peut conclure que u�%�)est bornée ∀/ ∈ ℤ� et ∀� ∈  0, "#; par 

conséquent, les signaux de la boucle de commande : @�,�, �1�,�, ]��, �W� , ��,� et �� sont bornées ∀/ ∈ ℤ�et ∀� ∈  0, "#. 
Etape 3 : Convergence de l’erreur de poursuite  

Il est à noter que u�%") peut être réécrite telle que :  u�%") = uq%") + ∑ ∆�<=	 u<%"); ainsi, on 

a : 

               lim�→t u�%") = uq%") + lim�→t ; ∆�
<=	 u<%")                                                                      (3.49) 

A partir de (3.44), nous avons 

               lim�→t u�%") ≤ uq%") − lim�→t ; ; v X�@�,<L ��.�
q

�
�=	

�
<=	                                                             (3.50) 

En se basant sur (3.50) et puisque  u�%") et uq%") sont bornées, on peut conclure que la série ∑ ∑ � X�@�,<L �� �q��=	t<=	 est convergente. D’où,  ∑ � X�@�,�L�q��=	 �� converge asymptotiquement vers 

zéro selon l’axe des itérations ∀� ∈  0, "#, i.e., lim�→t ∑ � X�@�,�L �w�q��=	 = 0. De plus, puisque les 

grandeurs @�,�, �1�,�, ]��, �W� , ��,�, ��  sont bornées, par conséquent @��,� est aussi bornée. 

Ainsi, @�,�est uniformément continue et donc à partir du Lemme de Barbalat (Lemme A.1), on 

obtient lim�→∞ @�,� = 0, i.e.,   lim�→∞ @	,� = 0 pour tout � ∈  0, "#.   
3.5.   Résultats de Simulation   

  Dans cette section, afin d’illustrer l'efficacité et le mérite du schéma de la CAI adaptative 

présenté, deux exemples de simulation sont traités. Le premier exemple représente un système 
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non-linéaire du second ordre tandis que le deuxième exemple concerne une articulation d’un 

robot manipulateur actionnée par un moteur à courant continu. 

3.5.1. Exemple 1 

 Nous considérons un système non-linéaire du second ordre affine en la commande. La 

sortie de ce dernier doit suivre d’une manière répétitive la référence �1 =  �$'�%�) sur l’intervalle 

de temps fini� ∈  0, 2�# . De plus, ce système est modélisé par les équations dynamiques 

suivantes [26]: 

  � ��	,� = �L,� + �	,� + ���	,� + �	,�                      ��L,� = ���� + �L,� + ���L,� + �L,�                   �� = �	,�                                                              �                                                                (3.51)                                                   

où�	,�  et �L,�   sont deux fonctions continues inconnues, �	,� ∈ ℛL  et�L,� ∈ ℛL  sont deux 

vecteurs de fonctions connues, � ∈ ℛL  est le vecteur des paramètres inconnus,��  est une 

fonction continue connue et non nulle de plus, �	,� et �L,� sont des perturbations inconnues.  

  Notre objectif est de synthétiser une loi de la CAI adaptative pour le  système (3.51) telle 

que tous les signaux de la boucle de commande du système restent bornés et la sortie du système �� converge vers le signal de référence �1 ,∀� ∈  0, 2�#  lorsque k tends vers l’infini. Les 

dynamiques des erreurs sont donc données par : 

              �@�	,� = �L,� + �	,� + ���	,� − ��1 + �	,�      @�L,� = ���� + �L,� + ���L,� − A�	,� + �L,� � 
avec @	,� = �	,� − �1 et@L,� = �L,� − A	,� , où A	,� est la sortie du filtre non-linéaire dont la 

dynamique est imposée telle que : A�	,� = −10�A	,� − >	,�� − 10"E'ℎ P�g,8:�g,8�g Q − @	,�.  

         En appliquant la procédure développée à la section 3.3, nous pouvons construire la CAI 

adaptative   pour le système (3.51) comme suit: 

Etape 1: A partir de (3.6) et (3.8), on peut déduire la CAI adaptative virtuelle et les lois 

d’apprentissage itératif et d’adaptation par apprentissage itératif suivantes : 

               >	,� = −20@	,� − �M	,�%�) − �V���	,� + ��1 + �1	,� 

               �M	,�%�) = �M	,�:	%�) + 10@	,� + 10 P�	,�%�) − �	,�:	%t)Q ,    
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où �M	,:	%�) = 0 et �	,:	%�) = 0 ,∀� ∈  0, 2�#.  
A partir de (3.9) et (3.10), le terme de robustesse est déduit tel que :  

               �� 1	,� = −10:��1	,� − 10:� [@	,� + \	,��1	,��1	,�L + ]	,�L ^ , �1	,q%0) = 0.1 

avec 

               ]�	,� = −10:�]	,� − 10:� \	,�]	,��1	,�L + ]	,�L ,        ]	,q%0) = 0.1 

où \	 = 3@	,�3 + 103�	,�%�) − �	,�:	%t)3 + 0.15. 

Etape 2: A partir de (3.6) et (3.24), la CAI adaptative pratique et la loi  par apprentissage itératif 

correspondante sont  déduites telles que:  

                �� = −30��L,� − A	,�� − �ML,�%�) − �ML,��L,� + A�	,� + �1,� 

                �ML,�%�) = �ML,�:	%�) + 10@L,� + 10 ; P��,�%�) − ��,�:	%�)QL
�=	  

où  �ML,:	%�) = 0  et �	,:	%�) =0  et �L,:	%�) = 0,∀� ∈  0, 2�#.  
A partir de (3.25) et (3.26), le terme de robustesse est obtenu tel que :   

                �� 1L,� = −10:��1L,� − 10:� [@L,� + \L,��1L,��1L,�L + ]L,�L ^ , �1L,q%0) = 0 

avec 

              ]�L,� = −10:�]L,� − 10:� \L,�]L,��1L,�L + ]L,�L ,   ]	,q%0) = 0 

où  \L = 3@L,�3 + 10 ∑ 3��,�%�) − ��,�:	%�)3L�=	 . 
Enfin, à partir de (3.31), la loi d’adaptation par apprentissage itératif est obtenue comme suit: 

 �V�� = 10��	��	,��@	,� + �L��̅L,��@L,�� et �Vq%0) =  0, 0#� 
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  Pour les besoins de la simulation relative à la dynamique du système (3.51), les fonctions 

non-linéaires continues et les perturbations dynamiques (supposées inconnues pour le calcul de 

la loi de commande), en plus des termes connus sont pris tels que : 

�	,� =  �	��:q.�6g,8 , �L,� = �L,�sin %�	,� + �L,�), �	,� = ��	,�L   0�� , �L,� = �0   �	,��L,�L �� , 
�� = 1 + �	,�L �L,�L , �	,� = �	,�L �$'L%�), �L,� = sin��	,��L,�� cos%�)et� =  2, 3#� 

 Nous avons exécuté le système (3.51) pour 20 itérations sous la commande ci-dessus et la 

condition d'alignement suivante :@	,�%0) = @	,�:	%2�) , @L,�%0) = @L,�:	%2�) , �1	,�%0) =�1	,�:	%2�) , �1L,�%0) = �1L,�:	%2�) , ]	,�%0) = ]	,�:	%2�) , ]L,�%0) = ]L,�:	%2�) , �	,�%0) =�	,�:	%2�), et �V�%0) = �V�:	%2�), pour tout / ∈ ℤ�. 
 

 

 

Fig.3.1 : Evolution de supx∈ q  L£#3@	,�3 du système (3.51) en fonction du nombre d’itérations. 
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Fig.3.2 : Réponse du système (3.51) à la 1ière itération. 
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Figure 3.3 : Réponse du système (3.51) à la 10ième itération 
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Fig.3.4: Réponse du système (3.51) à la 20ième itération. 
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 Les résultats de simulation sont représentés aux Figures 3.1 à 3.4. La Figure 3.1 donne 

l’évolution de l’erreur de poursuite maximale par itération, celle-ci matérialise la décroissance de 

cette grandeur itération  après itération de plus cette erreur atteint à la vingtième itération, une 

valeur très faible. Les Figures 3.2 à 3.4 représentent l’évolution des principales grandeurs à la 

première itération (k=1), à la dixième itération (k=10) et, à la vingtième itération (k=20). En fait, 

à la première itération, la poursuite de la référence n’est pas encore réalisée cependant la sortie 

est lisse et reste proche de sa référence (Fig.3.2a) et l’erreur de poursuite est encore importante 

(Fig.3.2c). La poursuite de la référence s’améliore à la dixième itération comme le montre les 

figures (Fig.3.3a) et (Fig.3.3c). A la vingtième itération, la poursuite de la référence est 

pratiquement satisfaite (Fig. 3.4a) et l’erreur de poursuite prend des valeurs faibles (Fig. 3.4c).  

En outre, le signal de commande, appliqué à l’entrée du système, est continu et bornée à la 

première itération (Fig. 3.2d),  à la dixième itération  (Fig. 3.3d) et à la vingtième itération (Fig. 

3.4d). Les profils des paramètres de commande �V	,�%�)  et �VL,�%�)  évoluent d’une manière 

continue et restent toujours bornées. Ceci est confirmé par les Figures 3.2e à 3.4e pour �V	,�%�) et 

par les Figures 3.2f à 3.4f pour �VL,�%�). Ces résultats révèlent la bornitude de  tous les signaux du 

système en boucle fermée ∀� ∈  0, "# et ∀/ ∈ ℤ� et la poursuite, avec une bonne précision, de la 

trajectoire de référence par la sortie du système dès le vingtième cycle. Ceci apporte la preuve de 

l’efficacité du schéma proposé pour la commande des systèmes non-linaires incertains 

fonctionnant d’une manière répétitive. 

3.5.2. Exemple 2 : articulation d’un robot manipulateur 

Nous considérons comme deuxième exemple le cas d’un robot manipulateur à un degré 

de liberté actionné par un moteur à courant continu. Ce dernier peut être modélisé comme 

suit [26]: 

?«¬­� + ®¬�� + ¯�$'%¬�) = �� + ∆°���� + ±�� = d� − ²³¬��                �                                                                            (3.52) 

où ¬�, ¬�� et ¬­� représente respectivement, à la kième itération, la position angulaire, la vitesse et 

l’accélération. �� est le courant du moteur, d� est la tension de commande en volt et ∆° est la 

perturbation prise telle que  ∆°=  4�$'%�). Les valeurs des paramètres, en unité appropriée, sont 

comme suit : « = 1, ® = 1, � = 0.05, ± = 0.5, ¯ = 10 et ²³ = 10. 

En posant �	� = ¬�, �L� = ¬�� et ��� = °8µ , le système (3.52) peut être réécrit sous la forme : 
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              � ��	,� = �L,�                                                   ��L,� = ��,� + �L��	,�, �L,�� + �L              ���,� = ��� + ����L,�, ��,��                      �                                                                               (3.53) 

où �� = d�, � = 1 «�⁄ , �L��	,�, �L,�� = − ·µ �$'��	,�� − µ̧ �L,� , ����L,�, ��,�� = − ¹ºµ» �L,� −
¼» ��,�, et �L = 4�$'%�).  

  Notre objectif consiste à forcer la sortie du système  �� = �	,�  à suivre la trajectoire 

désirée�1 = �$'%�), ∀� ∈  0, 2�#. Soit@	,� = �	,� − �1 l’erreur de poursuite, la dynamique des 

erreurs du système  est donc donnée par : 

             �@�	,� = �L,� − ��1                         @�L,� = ��,� + �L,� − A�	,� + �L@��,� = ��� + ��,� − A�L,�          � 
avec @L,� = �L,� − A	,� et @�,� = ��,� − AL,�  où A	,�  et AL,� sont les sorties de deux filtres non 

linéaires dont les dynamiques sont données par : 

             A�	,� = −20�A	,� − >	,�� − 10"E'ℎ P�g,8:�g,8�g Q − @	,� 

             A�L,� = −20�AL,� − >L,�� − 10"E'ℎ P�½,8:�½,8�½ Q − @L,�. 

 En appliquant la procédure développée à la section 3.3, on peut concevoir une CAI adaptative 

pour le système (3.53) comme suit: 

Etape 1 : A partir de (3.8), la première CAI virtuelle est déduite telle que : 

  >	� = −10@	� + ��1 + �1	� 

A partir de (3.9) et (3.10), le terme de robustesse �1	�est donc donnée par :  

               �� 1	,� = −10:��1	,� − 10:� [@	,� + \	,��1	,��1	,�L + ]	,�L ^ , �1	,�%0) > 0 

avec 

                ]�	,� = −10:�]	,� − 10:� \	,�]	,��1	,�L + ]	,�L ,        ]	,�%0) > 0 

où \	,� = 0.15.  
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Etape 2: A partir de (3.6) et (3.15), la deuxième CAI adaptative virtuelle et la loi  

d’apprentissage itératif correspondante sont obtenues telles que : 

               >L� = −20@L� − @	� − �ML� + A�	� + �1L� 

                 �ML,�%�) = �ML,�:	%�) + 2@L,� + 20 ; P��,�%�) − ��,�:	%�)QL
�=	  

où �ML,:	%�) = 0 et �	,:	%�) =0  et  �L,:	%�) = 0,∀� ∈  0, 2�#.  
A partir de (3.16) et (3.17),  le terme de robustesse �1L� est déduit comme suit :  

                  �� 1L,� = −10:��1L,� − 10:� [@L,� + \L,��1L,��1L,�L + ]L,�L ^ , �1L,�%0) > 0 

avec 

                  ]�L,� = −10:�]L,� − 10:� \L,�]L,��1L,�L + ]L,�L ,        ]	,�%0) > 0 

où \L = 3@L,�3 + 10 ∑ 3��,�%�) − ��,�:	%�)3L�=	 .  

Etape 3: A partir de (3.6) et (3.24), la CAI adaptative pratique et la loi d’apprentissage itératif 

correspondante sont obtenues telles que :  

                 �� = −10@�� − @L� − �M�� + A�L� + �1�� 

                  �M�,�%�) = �M�,�:	%�) + 5@�,� + 20 ; P��,�%�) − ��,�:	%�)Q�
�=L  

où  �M�,:	%�) = 0  et �L,:	%�) =0  et ��,:	%�) = 0,∀� ∈  0, 2�#.  
A partir de (3.25) et (3.26), le terme de robustesse �1�� est imposé comme suit : 

                 �� 1�,� = −10:��1�,� − 10:� [@�,� + \�,��1�,��1�,�L + ]�,�L ^ , �1�,�%0) > 0 

avec 

                  ]��,� = −10:�]�,� − 10:� \�,�]�,��1�,�L + ]�,�L ,        ]�,�%0) > 0 
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où  \�,� = 3@�,�3 + 10 ∑ 3��,�%�) − ��,�:	%�)3��=L . 
       Nous avons simulé durant 40 cycles le fonctionnement du système (3.53) sous la 

commande détaillée ci-dessus et dans la condition d'alignement suivante:@	,�%0) = @	,�:	%"), @L,�%0) = @L,�:	%") , @�,�%0) = @�,�:	%") , �1	,�%0) = �1	,�:	%") , �1L,�%0) = �1L,�:	%") , �1�,�%0) = �1�,�:	%") , ]	,�%0) = ]	,�:	%") , ]L,�%0) = ]L,�:	%") , ]�,�%0) = ]�,�:	%") , �	,�%0) = �	,�:	%"), �L,�%0) = �L,�:	%") et �V�%0) = �V�:	%"),∀/ ∈ ℤ�. 
 

 

Fig. 3.5 : Evolution de supx∈ q  L£#3@	,�3 du système (3.53) en fonction du nombre d’itérations 
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Fig.3.6 : Réponse du système (3.53) à la 1ière itération. 
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Fig. 3.7 : Réponse du système (3.53) à la 20ième itération. 
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Fig. 3.8 : Réponse du système (3.53)  à la 40ième itération. 
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          Les résultats de simulation du fonctionnement répétitif du système (3.53) sont représentés 

aux Figures 3.5 à 3.8. En outre, la convergence asymptotique de l'erreur de poursuite, vers zéro 

en fonction du nombre d’itérations, est mise en évidence par la Figure 3.5 où cette erreur prend 

une valeur faible à la quarantième itération. Les signaux du système en boucle fermée évoluent 

selon les Figures 3.6 à 3.8 respectivement à la première itération (k=1), à la vingtième itération 

(k=20) et, à la quarantième itération (k=40). De la Figure 3.6, on note qu’à la première itération, 

la poursuite de la référence est encore insatisfaisante car l’erreur de poursuite est appréciable 

(Fig.3.6c) cependant la sortie reste lisse et dans le voisinage de la référence (Fig.3.6a). 

L’augmentation du nombre d’itérations permet d’améliorer la poursuite de la référence et à la 

vingtième  itération, comme le montre les figures (Fig.3.7a) & (Fig.3.7c), une erreur de poursuite 

non négligeable persiste encore. Il faut attendre la quarantième itération pour que la poursuite de 

la référence soit pratiquement satisfaisante (Fig. 3.8a) et que l’erreur de poursuite prenne une 

faible valeur (Fig. 3.8c).  En outre, d’après les figures 3.6b à 3.8b, la vitesse de l’articulation 

reste toujours bornée et évolue d’une manière continue. De plus, le signal de commande, 

appliqué à l’entrée du système, est continu et reste borné que ce soit à la première itération (Fig. 

3.6d), à la vingtième itération  (Fig. 3.7d) ou encore à la quarantième itération  (Fig. 3.8d). 

Comme il a été démontré, ces résultats révèlent la bornitude de tous les signaux du système en 

boucle fermée de plus, la sortie du système ��%�)  suit sa référence �1%�)  avec une grande 

précision dès la quarantième itération. En outre, ces résultats prouvent l’efficacité du schéma 

proposé pour la commande des robots manipulateurs devant exécuter une tache répétitive. 

 

3.6. Conclusion 

 Dans ce chapitre,  nous avons proposé  un schéma de la CAI adaptative  pour une classe de 

systèmes non-linéaires triangulaires inferieurs et affine en la commande pouvant présenter  des 

incertitudes paramétriques et non paramétriques. De plus, la sortie doit suivre une référence 

d’une manière répétitive sur un intervalle de temps fini sous la condition d'alignement.  

 Afin d’établir ce schéma de commande et de synthétiser la loi de commande, nous avons 

exploité la procédure de synthèse par backstepping filtré.  Ainsi, la loi de commande développée 

comporte principalement trois  termes : un mécanisme d’apprentissage itératif pour manipuler les 

incertitudes non paramétriques,  une loi d’adaptation par apprentissage itératif pour manipuler les 

incertitudes paramétriques et, un terme de robustesse pour compenser l’effet des perturbations 

dynamiques et certaines erreurs d’apprentissage.   
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 Le schéma proposé  se caractérise principalement par le fait que l’apprentissage itératif des 

fonctions non-linéaires inconnues a été traité et le problème de dérivation analytique des 

commandes virtuelles, associé à la procédure conventionnelle de synthèse par backstepping, a 

été évité en introduisant des filtres non-linéaires, à chaque étape de synthèse, pour approximer 

ces dérivées. Ceci a conduit à une commande beaucoup plus simple et exigeant moins de charge 

de calcul. 

         La méthode d’analyse de stabilité et de la convergence par la fonctionnelle de Lyapunov a 

été utilisée pour prouver que ce schéma de la CAI adaptative garanti la convergence vers zéro de 

l’erreur de poursuite dans le domaine des itérations et la bornitude  de tous les  signaux de la 

boucle de commande. Les performances satisfaisantes de cette loi de commande ont été vérifiées 

en simulant deux exemples : le premier concerne un système d’ordre deux et le deuxième 

représente l’articulation d’un robot actionnée par un moteur à courant continu. 
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                                                                          Chapitre 4 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

4.1. Introduction 

Afin de résoudre le problème de poursuite idéal sur un intervalle de temps fini, nous 

proposons dans ce chapitre une schéma de CAI adaptative pour une classe de systèmes 

triangulaires inférieurs, non affine en la commande, non-linéairement paramétrés, et fonctionnant 

d’une manière répétitive sur un intervalle de temps fini sous la condition d’alignement. En outre, 

la procédure de synthèse par  backstepping est utilisée pour la conception de la loi de commande, 

et l'analyse de la stabilité et de la convergence est effectuée par la méthode de la fonctionnelle de 

Lyapunov. Les difficultés principales à surmonter pendant la synthèse de commande sont: la 

forme non affine du système, l'existence des fonctions incertaines non-linéairement paramétrées, 

et des fonctions non-linéaires inconnues. Comme nous le monterons dans la suite de ce chapitre, 

ces difficultés peuvent être surmontées en utilisant le théorème de la valeur moyenne combiné à 

celui des fonctions implicites  afin de transformer le système non affine en un système affine. 

Pour ce dernier système, les variables d'état à utiliser comme entrée de commande virtuelle et 

l’entrée de commande réelle apparaissent  affine. De plus en utilisant le théorème de séparation, 

les paramètres non-linéaires connectés sont séparés des fonctions non-linéaires continues 

localement Lipchitziennes. Par la suite, des lois d'apprentissage itératif et des lois adaptation par 

apprentissage itératif sont conçues.  

 

CAI adaptative des systèmes non 

linéaires incertains non affines 

en la commande 
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4.2. Modèle du système et formulation du problème 

 Considérons la classe de systèmes non-linéaires incertains où la sortie doit suivre 

répétitivement une référence donnée sur un intervalle de temps fini. Cette classe est représentée 

par les équations différentielles suivantes : 

����,� = ��	
�̅�,�, ��
 + ���
�̅�,�,  ���	,�
���,� = ��	
�̅�,�, ��
 + ���
�̅�,�,  �� 
�� = �	,�                                                                                                                                (4.1)� 
où  les notations utilisées au niveau de la relation (4.1) sont définies ci-dessous. 

Le vecteur �̅�,� est défini tel que �̅�,� = ��	,�, … , ��,��� ∈ ℛ� × �0, �   avec ! = "1, $ − 1& de plus, 

l’état du système est représenté, à la kième itération, par le vecteur �̅�,� = ��	,�, … , ��,��� ∈ ℛ� ×�0, �  où $ dénote l’ordre du système. L’entrée et la sortie du système, à la kième itération, sont 

respectivement définies par �� ∈ ℛ et �� ∈ ℛ. Les termes �� ∈ ℛ, ! = 
1, $ 
, représentent les 

paramètres non-linéaires connectés. Par ailleurs, les fonctions��	
�̅�,�, ��
 , définissant des 

applications dans ℛ� × ℛ × �0, � → ℛ, ! = 
1, $ 
 , sont non-linéaires paramétriques et 

continues, celles-ci sont  supposées inconnues. De plus, les fonctions ���
�̅�,�, ���	,�
, définissant 

des applications dans ℛ� × �0, � → ℛ, ! = 
1, $ 
,  sont non-linéaires continues et inconnues, 

celles-ci sont  supposées différentiables par rapport à ��,�  où ���	,� = �� . Ici, ( ∈ ℤ�  dénote 

l’indice des itérations et * ∈ �0, � . Pour la synthèse de la loi de commande du système non-

linéaire (4.1), nous recourons aussi aux fonctions suivantes : 

 

+�,� = +�
�̅�,�, ���	,�
 = ,���
�̅�,�, ���	,�
,���	,�  

+�,� = +�
�̅�,�, ��
 = ,���
�̅�,�, ��
,��  

 

 L’objectif recherché est de synthétiser une loi de la CAI adaptative assurant d’une part la 

bornitude de tous les signaux intervenant dans la boucle de commande du système ∀* ∈ �0, �  et ∀( ∈ ℤ�  et d’autre part la convergence du signal de sortie��  vers une trajectoire de 

référence �., ∀* ∈ �0, �  lorsque ( tend vers l'infini. 

 

 La synthèse de la CAI adaptative pour le système (4.1) est menée dans la condition où les 

Hypothèses 4.1, 4.2 et 4.3 suivantes sont satisfaites. 
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Hypothèse 4.1: Les signes de +�,� sont connus et il y a des constantes positives inconnues +� et+� telles que0 < +� ≤ 1+�,�1 ≤ +� , ∀
�̅�,�, ���	,�
 ∈ ℛ� × ℛ , ! = 
1, $ 
 . Sans perte de 

généralité, on suppose également que +�,� ≥ +� > 0. 
Hypothèse 4.2: Ils existent des constantes positives inconnues +�5 telles que 1+��,�1 ≤ +�5,
∀
�̅�,�, ���	,�
 ∈ ℛ� × ℛ, ! = 
1, $ 
. 

Hypothèse 4.3:Le signal de référence �.et sa dérivée temporelle ��.sont supposées bornées et 

continues.                                                                                   

4.3. Synthèse de la CAI adaptative 

         Dans cette section, en utilisant la procédure de synthèse  par backstepping, nous allons 

synthétiser une nouvelle loi de la CAI adaptative pour la classe de systèmes (4.1). La procédure 

de synthèse comporte $  étapes. A chaque étape, une CAI adaptative virtuelle,  6�,�, ! ="1, $ − 1&, est développée. La CAI adaptative  pratique est obtenue à l'étape finale. Chaque étape 

de cette procédure est basée sur le changement de coordonnées suivant: 

78	,� = �	,� −  �.                             8�,� = ��,� − 6�9	,� , ! = "2, $& �                                                                                   (4.2) 

Compte tenu de (4.1), la dérivée temporelle de  (4.2) est donnée par : 

; 8�	,� = �		
�	,�, �	
 + �	�
�	,�, ��,�
 − ��.                                      8��,� = ��	
�̅�,�, ��
 + ���
�̅�,�, ���	,�
 − 6� �9	,�,   ! = "2, $ − 1&8��,� = ��	
�̅�,�, ��
 + ���
�̅�,�, ��
 − 6��9	,�                                                                     (4.3)� 
Selon l’Hypothèse 4.1, on a : 

∀
�	,�, ��,�
 ∈ ℛ�;   =
>??
@?,A,BC
�>?D
@?,A,@D,A
9E�F
=@D,A = +	
�	,�, ��,�
 ≥ +	 > 0. 

∀
�̅�,�, ���	,�
 ∈ ℛ��	;  =
>C?
@̅C,A,BC
�>CD
@̅C,A,@CG?,A
9H� CI?,A
=@CG?,A =  +�
�̅�,�, ���	,�
 ≥ +� > 0. 

∀
�̅�,�, ��
 ∈ ℛ��	;  =
>J?
@̅J,A,BJ
�>JD
@̅J,A,KA
9H� JI?,A
=KA = +�
�̅�,�, ��
 ≥ +� > 0.  

 

Par ailleurs, d'après le lemme des fonctions implicites (Lemme A.3), pour chaque valeur de �̅�,�, 

il existe des fonctions continues  �	∗
�	,�, ��.
 et ��∗
�̅�,�, 6� �9	,�
 telles que : 

�		
�	,�, �	
 + �	� M�	,�, �	∗
�	,�, ��.
N − ��. = 0 
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��	
�̅�,�, ��
 + ��� M�̅�,�, ��∗
�̅�,�, 6� �9	,�
N − 6� �9	,� = 0, ! = "2, $& 

Donc, en exploitant le lemme des valeurs moyennes différentielles (Lemme A.2), nous pouvons 

exprimer (4.3) sous la forme (4.4) ci-dessous : 

OPQ
PR8�	,� = +S?,� M��,� − �	∗
�	,�, �	, ��.
N                                            8��,� = +SC,� M���	,� − ��∗
�̅�,�, �� , 6� �9	,�
N ,     ! = "1, $&         8��,� = +SJ,� M�� − ��∗
�̅�,�, ��, 6��9	,�
N                                     

�                                         (4.4) 

Avec : 

+S?,� = �=
>??
@?,A,B?
�>?D
@?,A,@D,A
9E�F
=@D,A T@D,AU?  ; ��,�S? = V	��,� + "1 − V	&�	∗
�	,� , �	, ��.
et 0 < V	 < 1. 

+SC,� = �=
>??
@̅C,A,BC
�>CD
@̅C,A,@CG?,A
9H� CI?,A
=@CG?,A T@CG?,AUC  ; ���	,�SC = V����	,� + "1 − V�&��∗
�̅�,�, �� , 6� �9	,�
et  0 < V� < 1. 

+SJ,� = �=
>J?
@̅J,A,BJ
�>JD
@̅J,A,KA
–H� JI?,A
=KA TKAXKAUJ  ;��SJ = V��� + "1 − V�&��∗
�̅�,� , ��, 6��9	,�
et0 < V� < 1. 

Compte tenu de (4.3) et du fait que �"8�& = �"8Y& + ∑ M�
8[
 − �
8[9	
N�[X	 , par conséquent le 

système non-linéaire (4.4), peut encore s’écrire sous la forme suivante :  

OPP
PPQ
PPP
PR 8�	,� = +S?,� \8�,� + 6	,� − �	∗
�	,Y, �	, ��.
 − ] M�	∗
�	,[, �	, ��.
 − �	∗
�	,[9	, �	, ��.
N�

[X	 ^                         
8��,� = +SC,� \8��	,� + 6�,� − ��∗
�̅�,Y, ��, 6� �9	,Y
 − ] M��∗
�̅�,[, ��, 6� �9	,[
 − ��∗
�̅�,[9	, ��, 6� �9	,[9	
N�

[X	 ^
! = "2, $ − 1 &

8��,� = +SJ,� \�� − ��∗
�̅�,Y, ��, 6��9	,Y
 − ] M��∗
�̅�,[, ��, 6��9	,[
 − ��∗
�̅�,[9	, ��, 6��9	,[9	
N�
[X	 ^            

(4.5)� 

Dans ce qui suit, nous notons respectivement �	∗
�	,Y, �	, ��.
 et ��∗
�̅�,Y, �� , 6� �9	,Y
, ! = "2, $ − 1& 

par �	∗"*& et ��∗"*&, ! = "2, $ − 1&. Du fait que les fonctions non-linéaires inconnues  ��∗"*&, ! =
1, $ 
 sont invariantes dans le domaine des itérations, par conséquent, nous pouvons  recourir à 

la loi d’apprentissage itératif suivante :  

�_�,�"*& = �_�,�9	"*& − `�8�,�,   �_�,9	"*& = 0, ∀* ∈ �0, �                              (4.6) 

où �_�,�"t& représente l’estimé  de ��∗"*& à la kième itération et ̀ � > 0 est un gain d’apprentissage. 
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         Afin de parvenir à synthétiser la CAI adaptative, nous avons encore besoin d’introduire 

l'Hypothèse 4.4 suivante : 

 

Hypothèse 4.4: Les fonctions non-linéaires �	∗
�	,�, �	, ��.
  et ��∗
�̅�,�, �� , 6� �9	,�
, ! = "2, $& ,  

sont uniformément localement Lipchitziennes pour tout  * ∈ �0, �  et pour tout ( ∈ ℤ�, c'est-à-

dire, ∀* ∈ �0, �  et ∀( ∈ ℤ�, ils existent des fonctions continues définies positives, connues et 

bornées ℎ�
�̅�,�, ��,�9	
, ! = "1, $&  et des termes paramétriques inconnus  c�"��&,  ! = "1, $& , 

telles que : 

 1�	∗
�	,�, �	, ��.
 − �	∗
�	,�9	, �	, ��.
1 ≤ c	"�	&ℎ	
�	,�, �	,�9	
1�	,� − �	,�9	1 
1��∗
�̅�,�, �� , 6� �9	,�
 − ��∗
�̅�,�9	, �� , 6� �9	,�9	
1 ≤ c�"��&ℎ�
�̅�,�, �̅�,�9	
 ]1�d,� − �d,�9	1�

dX	  

 

Remarque 4.1: L'Hypothèse 4.4 implique que les variances des fonctions non-linéairement 

paramétrées sont bornées par des fonctions connues, ℎ�
�̅�,�, �̅�,�9	
 , et par des termes 

paramétriques inconnus, c�"��&. En effet, l’Hypothèse 4.4 permet de traiter les fonctions non-

linéairement paramétrées, i.e. �	∗
�	,�, �	, ��.
 et  ��∗
�̅�,�, �� , 6� �9	,�
. Certainement, si 

�	∗
�	,�, �	, ��.
 et ��∗
�̅�,�, �� , 6� �9	,�
 sont supposées différentiables par rapport à �̅�,�, en s'aidant 

du théorème des valeurs moyennes (Lemme A.2) nous pouvons écrire : 

  1�	∗
�	,�, �	, ��.
 − �	∗
�	,�9	, �	, ��.
1 ≤ +	
�	,�, �	,�9	, �	
1�	,� − �	,�9	1 
  1��∗
�̅�,�, �� , 6� �9	,�
 − ��∗
�̅�,�9	, �� , 6� �9	,�9	
1 ≤ +�
�̅�,�, �̅�,�9	, ��
 ∑ 1�d,� − �d,�9	1�dX	  

Finalement, l'emploie de la technique de séparation des paramètres pour des fonctions non-

linéaires continues (lemme A.4) nous permet d'écrire : 

 +	
�	,�, �	,�9	, �	
 ≤ c	"�	&ℎ	
�	,�, �	,�9	
 

 +�
�̅�,�, �̅�,�9	, ��
 ≤ c�"��&ℎ�
�̅�,�, �̅�,�9	
 

 

 Nous sommes maintenant en mesure de commencer la synthèse de la CAI adaptative par la 

procédure du backstepping. 
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Etape 1: Prenons la fonction de Lyapunov suivante :  

 e	,� = 	�fU?,A 8	,�� + 	9g?�h? ci	,��                                                                                                       (4.7)  

où j	 > 0 est un gain d’adaptation par apprentissage et 0 < k	 < 1 est un gain de pondération. 

En utilisant l’Hypothèse 4.4, la dérivée temporelle de e	,�"*& le long de la première équation de 

(4.5) est donnée par: 

e�	,� = − +�S?,�2+S?,�� 8	,�� + 8	,� \8�,� + 6	,� − �	∗"*& − ] M�	∗
�	,[, �	, ��.
 − �	∗
�	,[9	, �	, ��.
N�
[X	 ^ 

             − 1 − k	j	 ci	,�c_�	,� 

         ≤ − +�S?,�2+S?,�� 8	,�� + 8	,� M8�,� + 6	,� − �_	,�"*&N − l	,�8	,� 

              +18	,�1c	"�	& ] ℎ	
�	,[, �	,[9	
1�	,� − �	,�9	1�
[X	 − 1 − k	j	 ci	,�c_�	,� 

         ≤  − +�S?,�2+S?,�� 8	,�� − l	,�8	,� + 218	,�1c	"�	& ] ℎ	
�	,[, �	,[9	
1�	,� − �	,�9	1�
[X	  

               +8	,�
8�,� + 6	,� − �_	,�"*&+c	"�	& ∑ ℎ	
�	,[, �	,[9	

�	,� − �	,�9	
�[X	 
   

               − 1 − k	j	 ci	,�c_�	,�                                                                                                                          (4.8) 

Soit  n	,�  =  ∑ ℎ	
�	,[, �	,[9	
 
�	,[ − �	,[9	
�[X	 , il est clair que n	,�9	  =  ∑ ℎ	 
�	,[, �	,[9	
�9	[X	        
�	,[ − �	,[9	
, ce qui implique n	,� = n	,�9	 + ℎ	
�	,�, �	,�9	

�	,� − �	,�9	
. Par Conséquent,  e�	,� peut être réécrite comme suit: 

e�	,� ≤ − +�S?,�2+S?,�� 8	,�� + 8	,�
8�,� + 6	,� − �	,�"*& + c_	,�n	,�
 + ci	,�n	,�8	,� − l	,�8	,� 

             +2c	"�	&18	,�11n	,�1 − 1 − k	j	 ci	,�c_�	,�                                                                       (4.9) 

oùc_	,� est l’estimation dec	"�	&  à la kième itération et  ci	,� = c	"�	& − c_	,� dénote l’erreur 

d’estimation paramétrique.  

 Prenons la première CAI adaptative virtuelle et la loi d’adaptation par apprentissage 

itératif associé comme suit :  

             6	,� = −o	8	,� + �_	,�"*& − c_	,�n	,� + �.,�                                                                            (4.10)  
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            "1 − k	&c_�	,�"*& = −k	c_	,�"*& + k	c_	,�9	"*& + j	n	,�8	,�,   c_	,9	"*& = 0, ∀* ∈ �0, �  (4.11) 

où o	 > 0 est un paramètre de synthèse et  �.,�  est un terme de commande robuste qui sera 

déterminé à la dernière étape. 

En substituant (4.10) et (4.11) dans  (4.9) et en utilisant les Hypothèse 4.1 et 4.2, on obtient  

e�	,� ≤ −o	∗8	,�� + 8	,�8�,� + k	j	 ci	,�
c_	,� − c_	,�9	
 − l	,�8	,� + 2c	"�	&18	,�11n	,�1 
             +�.,�8	,�                                                                                                                         (4.12) 

avec  o	∗ = po	 − f?q�f?Dr, où o	 est choisi tel que  po	 − f?q�f?Dr > 0. 

Etape u où "v, w − x&: D'une manière similaire à l'étape 1, considérons la fonction de Lyapunov 

suivante : 

e�,� = e�9	,� + 12+SC,� 8�,�� + 1 − k�2j� ci�,��                                                                                  (4.13) 

oùj� > 0 est un gain d’adaptation par apprentissage itératif et 0 < k� < 1 est un gain de 

pondération. La dérivée temporelle de e�,�, en tenant compte de la i th équation de (4.5) et de 

l’Hypothèse  4.4, est donnée par : 

e��,� = e��9	,� − +�SC,�2+SC,�� 8�,�� − 1 − k�2j� ci�,�c_��,� 

           +8�,� \8��	,� + 6�,� − ��∗"*& − ] M��∗
�̅�,[, �� , 6� �9	,[
 − ��∗
�̅�,[9	, �� , 6� �9	,[9	
N�
[X	 ^ 

        ≤ e��9	,�"*& − +�SC,�2+SC,�� 8�,�� + 8�,� M8��	,� + 6�,� − �_�,�"*&N − l�,�8�,� 

            +18�,�1c�"��& ] ℎ�
�̅�,[, �̅�,[9	
 ]1�d,[ − �d,[9	1�
dX	

�
[X	 − 1 − k�2j� ci�,�c_��,� 

        ≤ e��9	,�"*& − +�SC,�2+SC,�� 8�,�� + 8�,�
8��	,� + 6�,� − �_�,�"*& + c�"��&n�,�
 − l�,�8�,� 

            +2c�"��&18�,�11n�,�1 − 1 − k�2j� ci�,�c_��,�                                                                                       (4.14) 

oùn�,� = n�,�9	 + ℎ�
�̅�,�, �̅�,�9	
 ∑ 
�d,� − �d,�9	
�dX	 , c_�,� est l’estimation de c�"��& à la kième 

itération et ci�,� = c�"��& − c_�,� représente l’erreur d’apprentissage paramétrique. 
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 Prenons la i ièmeCAI adaptative virtuelle et la loi d’adaptation par apprentissage itératif 

correspondante comme suit : 6�,� = −o�8�,� − 8�9	,� + �_�,�"*& − c_�,�n�,� + �.                                                                (4.15)  "1 − k�&c_��,�"*& = −k�c_�,�"*& + k�c_�,�9	"*& + j�n�,�8�,�,   c_�,9	"*& = 0, ∀* ∈ �0, �     (4.16) 

où o� > 0 est un paramètre de synthèse. En Substituant (4.15) et (4.16) dans  (4.14) et en utilisant 

les Hypothèse 4.1 et 4.2, on obtient   

e��,� ≤ e��9	,� − o�∗8�,�� + 8�,�8�9	,� + k�j� ci�,�
c_�,�9	 − c_�,�
 − l�,�8�,� 

            +2c�"��&18�,�11n�,�1 + �.,�8�,�                                                                            (4.17) 

avec  o�∗ = po� − fCq�fCDr , où  o� est choisi pour satisfairepo� − fCq�fCDr > 0 . À l’étape"! − 1& , on 

obtient : 

e��9	,� ≤ − ] oy∗ 8y,���9	
yX	 + 8�9	,�8�,� + ] kyjy ciy,�
c_y,�9	 − c_y,�
�9	

yX	 − ] ly,�8y,�
�9	

yX	  

                 + ] 2cy"�y&18y,�11ny,�1�9	
yX	 + �.,� ] 8y,�

�9	
yX	                                                (4.18) 

En substituent  (4.18) dans (4.17), on trouve  

e��,� ≤ − ] oy∗ 8y,���
yX	 + 8�,�8��	,� + ] kyjy ciy,�
c_y,�9	 − c_y,�
�

yX	 − ] ly,�8y,�
�

yX	  

            + ] 2cy"�y&18y,�11ny,�1�
yX	 + �.,� ] 8y,�

�
yX	                                                    (4.19) 

 

Etape n: Prenons la fonction de Lyapunov suivante : 

e�,� = e�9	,� + 12+SJ,� 8�,�� + 1 − k�2j� ci�,�� + 12z	 �.,��  + 12z� {��                                     (4.20) 

où j� > 0  est un gain d’adaptation par apprentissage itératif et  0 < k� < 1  est un gain de 

pondération. En tenant compte de la nième équation de (4.5) et de l’Hypothèse 4.4, la dérivée 

temporelle de e�,� est donnée par :   

e��,� ≤ e��9	,� − +�SJ,�2+SJ,�� 8�,�� − 1 − k�2j� ci�,�c_��,� + 1z	 �.,��� .,� + 1z� {�{�� 
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             +8�,� \�� − ��∗"*& − ] M��∗
�̅�,[, ��, 6� �9	,[
 − ��∗
�̅�,[9	, ��, 6� �9	,[9	
N�
[X	 ^ 

        ≤ e��9	,� − +�SJ,�2+SJ,�� 8�,�� + 8�,�
�� − �_�,�"*& + c_�n�,�
 + ci�n�,�8�,� − l�,�8�,� 

             +2c�"��&18�,�11n�,�1 − 1 − k�2j� ci�,�c_��,� + 1z	 �.,��� .,� + 1z� {�{��                     (4.21) 

où n�,� = n�9	,� + ℎ�
�̅�,[ , �̅�,[9	
 ∑ 
�d,[ − �d,[9	
�dX	 , c_�,�  est l’estimation de c�"��&  et  ci�,� = c�"��& − c_�,�  est l’erreur d’estimation paramétrique. 

 La CAI adaptative réelle et la loi d'adaptation par apprentissage itératif correspondante 

sont imposées telles que: 

�� = −o�8�,� − 8�9	,� + �_�,�"*& − c_�,�n�,� + �.                                                                   (4.22)  

"1 − k�&c_��,�"*& = −k�c_�,�"*& + k�c_�,�9	"*& + j�n�,�8�,�,   c_�,9	"*& = 0, ∀* ∈ �0, �   (4.23) 

où o� > 0 est un paramètre de synthèse. 

En substituant (4.22) et (4.23) dans (4.21) et en utilisant les Hypothèses 4.1 et 4.2, on obtient 

e��,� ≤ e��9	,� − o�∗ 8�,�� − 8�9	,�8�,� + k�Γ� ci�,�
c_�,�9	 − c_�,�
 − l�,�8�,� + �.,�8�,� 

             + 1z	 �.,��� .,� + 1z� {�{��                                                                                               (4.24) 

avec o�∗ = po� − fJq�fJDr, où o�est choisi tel que po� − fJq�fJDr > 0. A l’étape"$ − 1&, on obtient 

e��9	,� ≤ − ] o�∗8�,���9	
�X	 + 8�9	,�8�,� + ] k�j� ci�,�
c_�,�9	 − c_�,�
�9	

�X	 − ] l�,�8�,�
�9	
�X	  

                 + ] 2c�"��&18�,�11n�,�1�9	
�X	 + �.,� ] 8�,�

�9	
�X	                                                                 (4.25) 

La substitution de (4.25) dans  (4.24) conduit à : 

e��,� ≤ − ] o�∗8�,���
�X	 + ] k�j� ci�,�
c_�,�9	 − c_�,�
�

�X	 − ] l�,�8�,�
�

�X	 + ] 2c�"��&18�,�11n�,�1�
�X	  
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             +�.,� ] 8�,�
�

�X	 + 1z	 �.,��� .,�  + 1z� {�{��                                                                     (4.26) 

La dynamique du terme de robustesse �.,� est imposée telle que :  

�� .,� = −kK�.,� − kK }] 8�,�
�

�X	 + ] 2~�18�,�11n�,�1�
�X	

�.,��.,�� + {���                                        (4.27) 

avec  

{�� = −k�{� − k� ] 2~�18�,�11n�,�1�
�X	

{��.,�� + {��                                                                     (4.28) 

où kK > 0, k� > 0 et ~� ≥ c�"��& sont des paramètres de synthèse. La substitution de (4.27) et 

(4.28) dans (4.26) conduit à l’inégalité suivante : 

e��,� ≤ − ] o�∗8�,���
�X	 + ] k�j� ci�,�
c_�,�9	 − c_�,�
�

�X	 − ] l�,�8�,�
�

�X	                                          (4.29) 

4.4. Analyse de la stabilité et de la convergence  

         Dans cette section, nous allons étudier la stabilité du système en boucle fermée et la 

convergence de l’erreur de poursuite en utilisant la fonctionnelle de Lyapunov.  Les propriétés de 

stabilité et de convergence du schéma de la CAI adaptative  proposé sont résumées dans le 

théorème ci-dessous. 

 

Théorème 4.1 [62] : Si le système non-linéaire (4.1), vérifiant  les hypothèses 4.1-4.4, est sous la 

conduite de la commande caractérisée par la CAI adaptative réelle (4.22), la loi d’adaptation 

par apprentissage itératif correspondante (4.23), les CAI adaptative  virtuelles (4.10) et (4.15), 

les lois d’adaptation par apprentissage itératif correspondantes (4.11) et (4.16), et la loi 

d’apprentissage itératif (4.6); par conséquent, pour toute condition initiale satisfaisant la 

condition d’alignement : e�,�"0& = e�,�9	"�&, ∀( ∈ ℤ�, les résultats suivants sont vérifiés : 

t1.tous les signaux du système en boucle fermée sont bornés ∀( ∈ ℤ� et  ∀* ∈ �0, � . 
t2.�!��→� 8	,� = 0 pour tout * ∈ �0, � . 
 

Preuve [62] : Considérons la fonctionnelle de Lyapunov suivante : 

��"* & = e�,�"*& + ] k�2j� � ci�,�� "�&���
Y

�
�X	 + ] 12`� � l�,�� "�&���

Y
�

�X	                                       (4.30) 
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Etape1 : Bornitude de ��"�& pour tout � ∈ ��, �  
En tenant compte de (4.29), la dérivée temporelle de (4.30) est donnée par:  

�� � ≤ − ] o�∗8�,���
�X	 + ] k�j� ci�,�
c_�,�9	 − c_�,�
�

�X	 − ] l�,�8�,�
�

�X	 + ] 12j� ci�,���
�X	 + ] 12`� l�,���

�X	    (4.31) 

En utilisant la loi d’apprentissage itératif (4.6) et les lois d’adaptation par apprentissage itératif 

(4.11), (4.16) et (4.23) et le fait que c_�,� − c_�,�9	 = ci�,�9	 − ci�,� et �_�,�"*& − �_�,�9	"*& = l�,�9	 −l�,� par conséquent, �� �"* & vérifie : 

�� � ≤ − ] o�∗8�,���
�X	 + ] pk�Γ� ci�,�
ci�,�9	 − ci�,�
 + k�2Γ� ci�,�� r�

�X	  

            + ] p 1̀
� l�,�
l�,�9	 − l�,�
 + 12`� l�,�� r�

�X	  

       = − ] o�∗8�,���
�X	 + ] k�2j� 
2ci�,�ci�,�9	 − ci�,�� 
�

�X	 + ] 12`� 
2l�,�l�,�9	 − l�,�� 
�
�X	  

        = − ] o�∗8�,���
�X	 + ] k�2j� ci�,�9	��

�X	 − ] k�2Γ� 
ci�,� − ci�,�9	
��
�X	 + ] 12`� l�,�9	��

�X	  

            − ] 12`� 
l�,� − l�,�9	
��
�X	  

        ≤  ] k�2j� ci�,�9	��
�X	 + ] 12`� l�,�9	��

�X	                                                                                    (4.32) 

Puisque �_�,9	"t& = 0  et c_�,9	 = 0∀* ∈ �0, � , il est claire que l�,9	 = ��∗"*& etci�,9	 = c�"��& . 

Donc à l’itération initiale, l’inégalité (4.32) satisfait:  

�� Y"*& ≤ ] k�2j� c��"��&�
�X	 + ] 12`� 
��∗"*&
� �

�X	                                                                         (4.33) 

L’intégration de (4.33) de 0 à * nous donne  

�Y"*& ≤ e�,Y"0& + ] k�2j� � c��"��&���
Y

�
�X	 + ] 12`� �
��∗"*&
����

Y  �
�X	                                     (4.34) 

Puisquec�"��& et  ��∗"*&, ! = 
1, $ 
 sont des fonctions continues, elles sont donc bornées sur 

l’intervalle de temps �0, �  et donc, les intégrales �	� = 	� � c��"��&�*�Y et ��� =
	� � "��∗"*&&��*�Y  existent, d’où on a : 
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�Y"*& ≤ e�,Y"0& + ] k�j� �	�
�

�X	 + ] ���`�
�

�X	 < ∞                                                                         (4.35) 

Ce qui implique la bornitude de �Y"*& sur l’intervalle �0, � . 
 

Etape 2 : Bornitude de ��"�&, ∀� ∈ ��, �  et ∀� ∈ ℤ� 

La différence de ��"* & entre deux itérations  successives peut être évaluée par ∆�� = ��– ��9	 

          = e�,�"*& − e�,�9	"*& + ] k�2j� �
ci�,�� − ci�,�9	� 
�
Y ���

�X	  

               + ] 12`� � Ml�,�� "*& − l�,�9	� "*&N�
Y ���

�X	                                                                     (4.36) 

En exploitant la relation algébrique "� − �&� − "� − o&� = "o − �&�2"� − �& + "� − o&  et en 

considérant  la loi d’apprentissage itératif (4.6) et les lois d’adaptation par apprentissage itératif 

(4.11), (4.16) et (4.23), il en résulte : 

∆�� = e�,�"0& + � e��,�"*&�
Y �� − e�,�9	"*& − ] k�j� � ci�,�
c_�,� − c_�,�9	
���

Y
�

�X	  

               + ] 1̀
� � l�,�
�_�,� − �_�,�9	
���

Y
�

�X	 − ] k�2j� �
c_�,� − c_�,�9	
����
Y

�
�X	  

               − ] 12`� �
�_�,� − �_�,�9	
����
Y

�
�X	  

          = e�,�"0& + � e��,�"*&�
Y �� − e�,�9	"*& − ] k�j� � ci�,�
c_�,� − c_�,�9	
���

Y
�

�X	  

               + ] � l�,�8�,����
Y

�
�X	 − ] k�2j� �
ci�,� − ci�,�9	
����

Y
�

�X	 − ] 12`� �
l�,� − l�,�9	
����
Y

�
�X	  

           ≤ e�,�"0& + � e��,�"*&�
Y �� − e�,�9	"*& − ] k�j� � ci�,�
c_�,� − c_�,�9	
���

Y
�

�X	  
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               + ] � l�,�8�,����
Y

�
�X	                                                                                                                      (4.37) 

La substitution (4.29) dans (4.37) conduit à : 

∆��"*& ≤ e�,�"0& − e�,�9	"*& − ] o�∗ � 8�,���
Y

�
�X	 ��                                                               (4.38) 

De plus, en utilisant le fait que e�,�"0& = e�,�9	"�&, l’inégalité ci-dessus se réduit à : 

∆��"�& ≤ − ] � o�∗8�,���
Y

�
�X	 �� ≤ 0                                                                              (4.39) 

L’inégalité (4.39) montre que ��"�& est décroissante suivant l'axe des itérations, ce qui implique 

la bornitude de ��"�& pour tout ( ∈ ℤ� puisque �Y"�& est bornée. Ainsi, il existe une constante � finie satisfaisant la relation suivante: 

 

] k�2j� � ci�,�� "�&���
Y

�
�X	 + ] 12`� � l�,�� "�&���

Y
�

�X	 ≤ ] k�2j� � ci�,�� "�&���
Y

�
�X	 + ] 12`� � l�,�� "�&���

Y
�

�X	 ≤ � 

Ensuite, nous avons  

�� = e�,� + ] k�2j� � ci�,�� "�&���
Y

�
�X	 + ] 12`� � l�,�� "�&���

Y
�

�X	 ≤ e�,�"*& + �                       (4.40) 

ainsi 

��9	 ≤ e�,�9	 + ] k�2j� � ci�,�9	� "�&���
Y

�
�X	 + ] 12`� � l�,�9	� "�&���

Y
�

�X	 ≤ e�,�9	"*& + �  (4.41) 

D’autre part,  à partir de  (4.38), on obtient  

∆�� ≤ e�,�"0 &– e�,�9	"*& − ] o�∗ � 8�,�� "�&���
Y

�
�X	 ≤ e�,�"0 & − e�,�9	"*&                     (4.42) 

Compte tenu de (4.41) et (4.42), on peut conclure que : 

�� ≤ e�,�"0 & + �                                                                                                        (4.43) 

Puisque ��"�& est bornée ∀( ∈ ℤ�, il est clair que e�,�"�& est bornée ∀( ∈ ℤ�. D’où, à partir de 

(4.43) et le fait que e�,�"0 & = e�,�9	"�& , on peut conclure que  ��"*& est bornée∀* ∈
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�0, � et ∀( ∈ ℤ�. Par conséquent, les signaux du système en boucle 

fermée,8�,�, �.,�, {�, ci�,�, l�,�, ��, sont bornés pour tout( ∈ ℤ�et pour tout* ∈ �0, � .     
 

Etape 3 : Convergence de l’erreur de poursuite  

A partir de (4.39), nous avons  

��"� & = �Y"� & + ] Δ�["� &�
[X	  

               ≤ �Y"� & − ] ] � o�∗8�,���
Y

�
�X	 ���

[X	                                                                                (4.44) 

En considérant la limite de (4.44), il en résulte  

lim�→� ��"� & ≤ �Y"� & − lim�→� ] ] o�∗ � 8�,���
Y

�
�X	 ���

[X	                                                              (4.45) 

En se basant sur (4.45), et puisque ��"�& et �Y"�& sont bornées, on peut conclure que la série ∑ ∑ o�∗ � 8�,���Y��X	 ���[X	  est convergente. D’où,  ∑ o�∗ � 8�,���Y��X	 ��  converge asymptotiquement 

vers zéro suivant l’axe des itérations ∀* ∈ �0, � , i.e. lim�→� ∑ � o�∗8�,�� ���Y��X	 = 0 . 

Puisque 8�,�, �.,�, {�, ci�,�, l�,�, ��  sont bornés, on a 8��,� est aussi bornée, ainsi 8�,� est 

uniformément continue, donc à partir du Lemme de Barbalat, on obtient lim�→� 8�,� = 0 , 

i.e.lim�→� 8	,� = 0 pour tout * ∈ �0, � .   
4.5. Résultats de simulation 

         Dans cette section, afin d’illustrer l'efficacité et le mérite du schéma de commande 

présentée, deux exemples de simulation sont proposés. En effet, le premier est un système non-

linéaire théorique tandis que le deuxième représente une articulation d’un robot manipulateur 

actionnée par un moteur à courant continu. 

 

4.5.1.  Exemple 1 

      Considérons un système non-linéaire du second ordre non-linéairement paramétré et non 

affine en la commande. La sortie de ce dernier doit suivre d’une manière répétitive une 

trajectoire de référence �. =  n!$�"*&sur un intervalle de temps fini * ∈ �0, 2� . De plus, ce 

système est représenté par les équations différentielles suivantes [69]: 
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OPQ
PR��	,� = n!$
�	,�
�	,��B? + ��,� + ��,��5                             

���,� = �	,�
1 + ��,�� 
?���@?,A + ��,�� �� + 2�� + ���7  �� = �	,�                                                                   
�                                                             (4.46) 

 

   Notre objectif  de synthétiser une loi de la CAI adaptative pour le  système (4.46) tel que 

tous les signaux, intervenant dans la boucle de commande du système, restent bornés et la sortie 

du système �� converge vers le signal de référence �., ∀* ∈ �0, 2�  lorsque k tends vers l’infini. 

La dynamique des erreurs est donc donnée par :  

OQ
R8�	,� = n!$
�	,�
�	,��B? + ��� + ��,��5 − ��.                                 

8��,� = �	,�
1 + ��,�� 
?���@?,A + ��,�� �� + 2�� + ���7 − 6�	,�  � 
avec8	,� = �	,� − �. , l’erreur de poursuite et 8�,� = ��,� − 6	,�, où  6	,�est la CAI adaptative 

virtuelle. 

 

  En appliquant étape par étape la procédure de conception présentée dans la section 4.3, 

nous pouvons construire une CAI adaptative pour le système (4.46) comme suit: 

 

Etape 1: A partir de (4.6), (4.10) et (4.11), la CAI adaptative virtuelle, les lois d'adaptation par 

apprentissage itératif et les lois d'apprentissage itératif  sont données par: 6	,� = −108	,� + �_	,�"*& − c_	,�n	,� + �.,� 

0.5c_�	,�"*& = −0.5c_	,�"*& + 0.5c_	,�9	"*& + 5n	,�8	,�, c_	,9	"*& = 0 ∀* ∈ �0, 2�  
�_	,�"*& = �_	,�9	"*& − 58	,�,   �_	,9	"*& = 0 ∀* ∈ �0, 2�  

où n	,� = n	,�9	 + 
�	,� − �	,�9	
 

 

Etape 2: A partir de (4.6), (4.22) et (4.23), la CAI adaptative réelle, les lois d'adaptation par 

apprentissage itératif et les lois d'apprentissage itératif sont déduites telles que : �� = −208�,� − 8	,� + �_�,�"*& − c_�,�n�,� + �.,� 

0.5c_��,�"*& = −0.5c_�,�"*& + 0.5c�,�9	"*& + 5n�,�8�,�, c_�,9	"*& = 0 ∀* ∈ �0, 2�  
�_�,�"*& = �_�,�9	"*& − 58�,�, �_�,9	"*& = 0 ∀* ∈ �0, 2�  

où n�,� = n�,�9	 + M
�	,� − �	,�9	
 + 
��,� − ��,�9	
N. 
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A partir de (4.27) et (4.28), le terme de commande robuste est donné par :  

�� .,� = −109��.,� − 109� �8	,� + 8�,� +  ��.,��.,�� + {��¡,   �.Y"0& = 0.1 

avec 

{�� = −109�{� − 109�  �{��.,�� + {�� , {Y"0& = 0.1  
où   � = 10|8	�|1n	,�1 + 10|8��|1n�,�1. 
 Nous avons simulé le fonctionnement du système (4.46) pour 20 itérations sous la CAI 

adaptative ci-dessus et la condition d’alignement suivante :8	,�"0& = 8	,�9	"2�& , 8�,�"0& =8�,�9	"2�& , c	,�"0& = c	,�9	"2�& , c�,�"0& = c�,�9	"2�& , �.,�"0& = �.,�9	"2�& et {�"0& ={�9	"2�&   ∀( ∈ ℤ� . 
 

 

 

 

Fig. 4.1: Evolution de  sup�∈�Y  �¦ 18	,�1 du système (4.46) en fonction du nombre d'itérations. 
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Fig. 4.2 : Réponse du système (4.46) à la 1ière itération. 
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Fig.4.3 : Réponse du système (4.46) à la 10ième itération. 
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Fig.4.4 : Réponse du système (4.46) à la 20ième itération. 
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 Les résultats de simulation du système (4.46), sous la conduite de la CAI adaptative 

détaillée précédemment, apparaissent aux Figures 4.1 à 4.4. En outre, l’erreur de poursuite 

maximale par itération (qui est un indicateur important de la convergence) évolue selon la Figure 

4.1 où on observe nettement la décroissance de cette grandeur itération après itération; celle-ci 

prend une valeur faible à la 20ième itération. L’évolution des signaux du système en boucle 

fermée  à la premier itération, à la 10ième itération et, à la  20ième  itération apparaissent  

respectivement aux Figures 3.2 à 3.4. Une recherche des bons paramètres de conception de 

commande nous a permis d’imposer dès la première itération une sortie assez proche de la 

référence (Fig. 4.2a), après 10 itérations celle-ci s’approche encore plus de la trajectoire de 

référence (Fig. 4.3a), et à la 20ième itération celle-ci est pratiquement confondue avec la 

trajectoire de la référence (Fig. 4.4a). La représentation de l’évolution de l’erreur de poursuite à 

la première  itération (Fig. 4.2c), à la dixième itération (Fig. 4.3c) et la vingtième itération (Fig. 

4.4c) permet de mieux apprécier sa convergence. Les Figures 4.2d, 4.3d et 4.4d  montrent un 

signal de commande continu, borné et dépourvu d’oscillations De plus, les paramètres de 

commande c_	,�"*& et c_�,�"*& évoluent d’une manière continue et restent toujours bornées où les 

Figures 4.2e à 4.4e sont relatives au profil c_	,�"*& et les Figure 4.2f à 4.4f concernent le profil de c_�,�"*&. Enfin, ces résultats confirment d’une part la bornitude de  tous les signaux du système en 

boucle fermée ∀* ∈ �0, �  et ∀( ∈ ℤ�et d’autre part la poursuite de la sortie du système ��"*&de 

la trajectoire de référence �."*& avec une précision satisfaisante lorsque ( = 20. Ceci prouve 

l’efficacité du schéma proposé pour la commande des systèmes non-linéaires triangulaires et non 

affine en la commande lorsque la tâche est répétitive. 

 

4.5.2. Exemple2 : Articulation d’un robot manipulateur 

 Considérons en deuxième exemple une articulation d’un robot manipulateur actionnée 

par un moteur à courant continu. Son modèle est donné par [69]:  

7® °̄� + ± �̄� + ²n!$"¯�& = ��³��� + ´�� = e� − µy �̄�       �                                                                                      (4.47) 

où ¯�, �̄�  et °̄�  représentent respectivement la position angulaire, la vitesse angulaire et 

l’accélération angulaire. ��  est le courant du moteur et e�  est  sa commande en voltage. Les 

valeurs des paramètres, en unité appropriée, sont données par ® = 1, ± = 1, ³ = 0.05, ´ =0.5, ² = 10 and µy = 10.    

Posons  �	,� = ¯�, ��,� = �̄� et ��,� = ��,  (4.47) peut être exprimée comme suit: 
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OPQ
PR ��	� = ��,�                                                          ���� = 1® ��,� − ²® n!$
�	,�
 − ±® ���             

���� = 1³ e� − µy³ ��,� − ³́ ��,�                    
�                                                                        (4.48) 

 Notre objectif est de forcer la sortie du système �� = �	,� à converger  vers sa trajectoire 

désirée �. = n!$"*& pour tout  * ∈ �0, 2�  à travers les itérations. La dynamique des erreurs du 

système est donnée par : 

OPQ
PR 8�	,� = ��,� − ��.                                                 8��,� = 1® ��,� − ²® n!$
�	,�
 − ±® ��,� − 6�	,�

8��,� = 1³ e� − µy³ ��,� − ³́ ��,� − 6��,�        
�         

Avec 8	,� = �	,� − �., l’erreur de poursuite de la sortie, 8�,� = ��,� − 6	,� et 8�,� = ��,� − 6�,�, 

où  6	,� et 6�,�  sont les CAI adaptative virtuelles. En appliquant étape par étape la procédure de 

conception présentée dans la section 4.3, nous pouvons  construire la CAI adaptative  pour le 

système (4.48) comme suit : 

 

Etape 1 : Tenant compte de (4.10), la première CAI virtuelle est choisie comme suit : 6	� = −8	� + ��. + �.	� 

Etape 2: Selon (4.6), (4.15) et (4.16), la deuxième CAI adaptative virtuelle et sa loi  par 

apprentissage itératif et celle d’adaptation par apprentissage itératif sont obtenues telles que: 

6�,� = −58�,� − 8	,� + �_�,�"*& − c_�,�n�,� + �.,� �_�,�"*& = �_�,�9	"*& − 58�,�, �_�,9	"*& = 0 ∀* ∈ �0, 2�  0.5c_��,�"*& = −0.5c_�,�"*& + 0.5c�,�9	"*& + 5n�,�8�,�, c_�,9	"*& = 0 ∀* ∈ �0, 2�  
où  n�,� = n�,�9	 + 
��,� − ��,�9	
.  

Etape 3: A partir de (4.6), (4.22) et (4.23), la CAI adaptative pratique et sa loi d'apprentissage 

itératif et celle d'adaptation par apprentissage itératif sont déduites comme suit : e� = −28�,� − 8�,� + �_�,�"*& − c_�,�n�,� + �.,� 

�_�,�"*& = �_�,�9	"*& − 58�,�, �_�,9	"*& = 0 ∀* ∈ �0, 2�  
0.5c_��,�"*& = −0.5c�,�"*& + 0.5c�,�9	"*& + 5n�,�8�,�, c_�,9	"*& = 0 ∀* ∈ �0, 2�  

où  n�,� = n�,�9	 + 
��,� − ��,�9	
.  
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Compte tenu de (4.27) et (4.28), la dynamique du terme de la commande robuste déduit tel que : 

�� .,� = −109��.,� − 109� �8	,� + 8�,� +  ��.,��.,�� + {��¡,   �.Y"0& = 0.1 

avec 

{�� = −109�{� − 109�  �{��.,�� + {�� , {Y"0& = 0.1  
où  � = 1018�,�11n�,�1 + 1018�,�11n�,�1. 
 Nous avons exécuté le système (4.48) pour 20 itérations sous la commande ci-dessus et la 

condition d'alignement suivante :8	,�"0& = 8	,�9	"2�& , 8�,�"0& = 8�,�9	"2�& , 8�,�"0& =8�,�9	"2�& , �.,�"0& = �.,�9	"2�& , {�"0& = {�9	"2�& ,  c_�,�"0& = c_�,�9	"2�& ,et c_�,�"0& =c_�,�9	"2�& ∀( ∈ ℤ�. 

 

 

Fig. 4.5 : Evolution de sup�∈�Y  �¦ 18	,�1 du système (4.48) en fonction du nombre d'itérations. 

 

 

 

 

 

 

 

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

sup �∈� Y 
 �¦ 18 	,�1 

Itération k 



Chapitre 4                                                           CAI adaptative des systèmes non-linéaires incertains non affines en la commande 

97 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.4.6 : Réponse du système (4.48) à la 1ière itération. 

 

 

 

0 1 2 3 4 5 6

-1

-0.5

0

0.5

1

0 1 2 3 4 5 6
-1

-0.5

0

0.5

1

0 1 2 3 4 5 6
-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0 1 2 3 4 5 6
-20

-10

0

10

20

0 1 2 3 4 5 6
-1

-0.5

0

0.5

1

0 1 2 3 4 5 6
-4

-2

0

2

4

a) Sortie ¬"�&(en rouge) et sa référence ¬­"�&(en bleu) 

b) Variable d’état §v"�& 

c) Erreur de poursuite ̈ x"�& 

d) Commande ©�"�& 

e) Evolution du paramètre estimé ª«v"�& 

f) Evolution du paramètre estimé ª«¶"�& 

temps (s) 

temps (s) 

temps (s) 

temps (s) 

temps (s) 

temps (s) 



Chapitre 4                                                           CAI adaptative des systèmes non-linéaires incertains non affines en la commande 

98 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.4.7 : Réponse du système (4.48) à la 10ième itération. 
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Fig.4.8 : Réponse du système (4.48) à la 20ième itération. 
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          Les résultats de simulation du fonctionnement itératif du système (4.48) apparaissent aux 

Figures 4.5 à 4.8. Pour bien matérialiser la convergence de l’erreur de poursuite, nous avons 

représenté, l’évolution de l’erreur de poursuite maximale par itération à la Figure 4.5. Cette 

dernière met en évidence la décroissance de cette grandeur avec l’augmentation du nombre 

d’itérations et cette erreur atteint, dès la 20ièmeitération, une valeur faible. Les détails relatifs à la 

réponse du système apparaissent aux Figures 4.6 à 4.8 respectivement à la1ière itération, à la 

10ième et, à la 20ième itération. En outre, à la première itération, la sortie reste lisse et suit sa 

référence (Fig. 4.6a) mais avec une erreur importante (Fig. 4.6c). A la dixième itération, comme 

il est montré aux Figure 4.7a et Figure 4.7c, la poursuite de la référence s’améliore nettement. 

Cependant, il faut attendre la 20ième itération pour que l’erreur de poursuite prenne des valeurs 

faibles (Fig. 4.8c) et, la poursuite de la référence soit pratiquement satisfaite (Fig. 4.8a).  En 

outre, d’après les Figures 3.6b à 3.8b, la vitesse de l’articulation reste toujours bornée et évolue 

d’une manière continue. De plus, le signal de commande, représenté à la 1ière itération (Fig. 3.2d), 

à la 2ième itération (Fig. 4.7d) et à la 20ièmeitération (Fig. 4.8d) reste continu et borné.  Les lois 

d’adaptation imposées pour les paramètres de commande c_	,�"*& et c_�,�"*&ont permis d’obtenir 

des profils évoluant d’une manière continue et les valeurs des paramètres restent toujours 

bornées. Ceci est confirmé par les Figure 4.6e à 4.8e pour c_	,�"*& et par les Figure 4.6f à 4.8f 

pour c_�,�"*&. Ces résultats mettent en évidence d’une part la bornitude de tous les signaux du 

système en boucle fermée ∀* ∈ �0, �  et ∀( ∈ ℤ� et d’autre part, la poursuite avec une bonne 

précision de la référence par la sortie du système dès la 20ième itération. Ceci prouve l’efficacité 

du schéma proposé pour la commande des robots manipulateurs en exécution d’une  tache 

répétitive. 

4.6. Conclusion 

 Dans ce chapitre, nous avons traité le problème de poursuite idéale d'une classe de 

systèmes non-linéaires fonctionnant d’une manière répétitive sur un intervalle de temps fixe. 

Cette classe est supposée triangulaire inférieure, non affine en la commande, et non-linéairement 

paramétrée. Pour répondre à ce type de problème, nous avons proposé un schéma de CAI 

adaptative. Pour la conception de la commande, nous avons utilisé la procédure de synthèse par 

backstepping et pour analyser la stabilité nous avons fait appel à la fonctionnelle de Lyapunov. 

La difficulté de synthèse liée à la structure non affine du système est surmontée en utilisant le 

théorème des valeurs moyennes combiné avec celui des fonctions implicites. De plus, les 

paramètres non-linéairement connectés sont séparés des fonctions non-linéaires localement 

Lipchitziennes, puis des lois d’apprentissage itératif et des lois d’adaptations par apprentissage 
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itératif sont conçues respectivement pour compenser les effets des fonctions non-linéaires 

inconnues et des termes paramétriques inconnues. 

 

  Comparativement à la commande par backstepping conventionnelle,  ce présent  schéma 

de la CAI adaptative n’exige ni la connaissance des dérivées des commande virtuelles ni la 

connaissance des dérivées d'ordre supérieures de la trajectoire de référence. Il garantit la 

bornitude de tous les signaux du système en boucle fermée et également la convergence de 

l’erreur de poursuite vers zéro à traverse les itérations. Les résultats de la simulation effectuée 

pour un système numérique d’ordre deux et une articulation d’un robot actionné par un moteur à 

courant continu  montrent clairement  les bonnes performances de poursuite de ce schéma de 

CAI adaptive. 
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                                                                           Chapitre 5 

 

 

 
 

 

 
 
 
 

5.1. Introduction 
 

 Une loi de CAI adaptative est développée dans ce chapitre pour résoudre le problème de la 

poursuite idéale sur un intervalle de temps fini dans le cas des systèmes triangulaires inférieurs 

non-linéairement paramétrés en présence de saturation à l’entrée. Cette commande est 

synthétisée en utilisant le concept de backstepping filtré et la fonctionnelle de Lyapunov. La 

conception de  cette commande doit surmonter deux difficultés majeures: le problème lié aux 

fonctions non-linéairement paramétrées et celui de la compensation efficace de la saturation. 

Pour surmonter la première difficulté, on va séparer les paramètres inconnus des fonctions non-

linéaires étant donné que celles-ci sont supposées continues et localement Lipchitziennes. Puis, 

des lois d’apprentissage itératif et des lois d’adaptation par apprentissage itératif sont conçues 

dans le domaine des itérations pour compenser les effets de certaines fonctions non-linéaires et 

de certains termes paramétriques inconnus. Pour pallier au problème de la saturation, un système 

auxiliaire de même ordre que celui du système à commander est construit. Ce dernier admet 

comme entrée l’erreur entre la commande non saturée et celle saturée. Ses états (i.e. les états du 

système auxiliaire) sont ensuite utilisés pour modifier les erreurs de poursuite. Ce mécanisme 

permet aux lois d’apprentissage itératif et aux lois d’adaptation par apprentissage itératif  de 

rester opérantes même si la saturation est active. 

 

 

CAI adaptative des systèmes non 

linéaires incertains avec saturation  

à l’entrée    
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5.2. Modèle du système et formulation du problème 

 Considérons la classe des systèmes non-linéaires, fonctionnant d’une manière répétitive sur 

un intervalle de temps fixe, et dont la dynamique est représentée par les équations différentielles 

suivantes: 

� ���,� =  ��	
,� + ��
�̅�,�, ���                                          ���,� = ����� + �����, ���                                            �� = �
,�                                                                                                                                (5.1)� 
où  les notations utilisées au niveau de la relation (5.1) sont définies ci-dessous. 

Le vecteur �̅�,� est défini tel que �̅�,� = ��
,�, … , ��,��� ∈ ℛ� × �0, !"  avec # = �1, % − 1� de plus, 

l’état du système est représenté, à la kième itération, par le vecteur �̅�,� = ��
,�, … , ��,��� ∈ ℛ� ×�0, !" où % dénote l’ordre du système. L’entrée et la sortie du système, à la kième itération, sont 

respectivement définies par �� ∈ ℛ et �� ∈ ℛ. Les termes, �� ∈ ℛ, # = �1, %�, représentent les 

paramètres non-linéaires connectés. Par ailleurs, les fonctions��

�̅�,�, ��� , définissant des 

applications dans ℛ� × ℛ × �0, !" → ℛ, # = �1, %�, sont non-linéaires paramétriques et continues 

où ( ∈ ℤ	dénote l’indice des itérations et le temps * est tel que * ∈ �0, !". Pour ce système (5.1), 

la commande à l’entrée �� ∈ ℛ  est soumise à une contrainte non-linéaire représentée par la 

fonction ��·�. Cette dernière est une fonction de saturation laquelle est décrite par le modèle 

suivant : 

����� = ,-*���� = .�/,#0%����,     |��| ≥ �/��,                        |��| < �/ �                                                                  (5.2) 

où �/ est une borne connue de �����.   

 Notre objectif consiste à concevoir une loi de la CAI adaptative permettant d’une part 

d’assurer la bornitude de tous les signaux du système en boucle fermée ∀* ∈ �0, !" et ∀( ∈ ℤ	et 

d’autre part d’assurer, ∀* ∈ �0, !", une faible erreur de poursuite du signal de sortie  lorsque le 

nombre d’itérations tends vers l’infini. 

  Les hypothèses suivantes sont prises en considération dans le développement de la loi de 

la CAI adaptative. 

Hypothèse 5.1[41][47][48] : Le système (5.1) est ISS stable "input to state stable". 

Hypothèse 5.2: Le signal de référence �5 et sa première dérivée temporelle��5  sont bornés et 

continus. 
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Hypothèse 5.3: Les fonctions non-linéaires��
�̅�,�, ���, # = 
1, % � , sont uniformément 

localement Lipchitziennes sur l’intervalle de temps �0, !"  pour tout( ∈ ℤ	 . Ceci signifie 

que, ∀* ∈ �0, !" et ∀( ∈ ℤ	 , il existe des fonctions connues, positives et continues ℎ�
�̅�,�,   �̅�,�7
�, # = 
1, % � et des termes paramétriques inconnus 8�����,  # = 
1, % �, tels que 

9��
�̅�,�, ��� − ��
�̅�,�7
, ���9 ≤ 8�����ℎ�
�̅�,�, �̅�,�7
� ;9�<,� − �<,�7
9�
<=
  

Remarque 5.1 : Il y a lieu de signaler que l'Hypothèse 5.1 est tout à fait raisonnable car, un 

système non-linéaire ne peut être stabilisé globalement en présence d’une contrainte de 

saturation en son entrée. Si, par exemple, on prend le système suivant [41]: �� = -� + ���� 

où � ∈ ℛ est une variable d’état et ���� ∈ ℛ représente la commande soumise à la saturation 

(5.2); si de plus - > 0 et la valeur initiale �? satisfait la condition �? > @AB  , par conséquent, il 

n'existe aucune commande satisfaisant la contrainte de saturation et stabilisant le système. De ce 

fait et pour faciliter l'analyse de la stabilité du système en boucle fermée, l'Hypothèse 5.1 est 

utilisée dans plusieurs travaux en autres [41][47][48]. 

5.3. Synthèse de la CAI adaptative 
 Dans cette section, en utilisant le concept de backstepping filtré, nous allons synthétiser 

une nouvelle CAI adaptative pour le système (5.1). Cette procédure contient % étapes, à chaque 

étape, une CAI adaptative virtuelle,C�,�, # = �1, % − 1� est conçue. La CAI adaptative pratique �� est obtenue à l’étape finale.  

        Afin de compenser l’effet de la saturation, le système suivant est utilisé pour générer les 

signaux  D� = �D
,�, … , D�,���
 

�D� 
,� = DE,� − F
D
,�                                D� �,� = D�	
,� − F�D�,�, # = �1, % − 1�  D� �,� = Δ����� − F�D�,�                          �                                                                                (5.3) 

où les coefficients F� sont des constantes positives et H��  = ����� – �� est la différence entre la 

commande saturé et la commande non saturé. 

 Il est claire que D� représente,  une version filtrée de H�� et reste nulle tant qu'il n'y a pas 

de saturation et, D� devient non nulle en présence de la saturation. Autrement dit, D� est une 

convolution d’un terme exponentielle avec H��  et converge vers zéro si et seulement si H�� 

converge vers zéro. Pour le besoin de cette procédure, on introduit le changement de 

coordonnées suivant: 
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.J
,� = �
,� −  �5 − D
                           J�,� = ��,� − K�7
,� − D� , # = �2, %��                                                                       (5.4) 

où K�,�, est la sortie du i ième filtre non-linéaire ayant pour entréeC�,�, # = �1, %� et dont la 

dynamique est imposée telle que:  

K��,� = −M�
K�,� − C�,�� − N� K�,� − C�,�9K�,� − C�,�9 + O� − J
,�                                                           (5.5) 

oùM� > 0 et N� > 0   sont des paramètres de conception. Dans ce chapitre, la grandeur ��,� 

représente le signal d’erreur, à l’itération k, entre la sortie et l’entrée du i ième filtre ainsi, on 

a : ��,� = K�,� − C�,�, # = �1, %�. En introduisant ��,�  dans la relation (5.5),  la dynamique de 

l’erreur ��,� prend donc la forme : 

���,� = −M���,� − N� ��,�9��,�9 + O� − C� �,�                                                                                        (5.6) 

La dérivée temporelle de (5.4), en compte tenue de (5.1) et (5.3), est donnée comme suit :  

RJ�
,� =  �E,� + �

�
,�, �
�  −  ��5 − DE + F
D
                                           J��,� =  ��	
,� + ��
 �̅�,�, ���  − K��7
,� − D�	
 + F�D�,   # = �2, % − 1 �J��,� =  �� + ��
�̅�,�, ���  − K��7
,� + F�8�                                                                       (5.7)� 
En tenant compte de (5.4) et en utilisant le fait que ����� = ���?� + ∑ T�
�U� − �
�U7
�V�U=
 , le 

système non-linéaire (5.7) peut être réécrit comme suit : 

WXX
XY
XXX
ZJ�
,� = JE,� + �1,( + C
,� + �

�
,?, �
� + ; T�

�
,U, �
� − �

�
,U7
, �
�V�

U=
 −  ��5 + F
D
      
J��,� = J�	
,� + �#,( + C�,� + ��
�̅�,?, ��� + ; T��
�̅�,U, ��� − ��
�̅�,U7
, ���V�

U=
 − K��7
,� + F�D�  
J��,� = �� + ��
�̅�,?, ��� + ; T��
�̅�,U, ��� − ��
�̅�,U7
, ���V�

U=
  − K��7
,� + F�D�                      
�   (5.8) 

 Dans ce qui suit, nous notons par ���*� la fonction��
��,?, ���, # = �1, %� . Puisque les 

fonctions non-linéaires inconnues ���*�, # = �1, %�  sont invariantes dans le domaine des 

itérations, il est alors possible d’utiliser le mécanisme d’apprentissage itératif suivant :   

�[�,��*� = �[�,�7
�*� + \�J�,�,   �[�,7
�*� = 0, ∀* ∈ �0, !"                                                    (5.9) 

où �[�,��t� dénote l’estimation de ���*� à la kième itération et \�  est un gain d’apprentissage. De 

plus, on définit l'erreur d’apprentissage comme étant ]�,� = ���*� − �[�,��*�. 
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          Maintenant, nous sommes en mesure de commencer la synthèse de la CAI adaptative en 

utilisant la procédure par backstepping filtré. 

Etape 1: Considérons la fonction de Lyapunov _
,��*� = 
E J
,�E + 
E �
,�E  dont la dérivée 

temporelle, tenant compte de la première équation de (5.8) et de l’Hypothèse 5.3, est donnée par : 

            _�
,� ≤  J
,� `JE,� + �
,� + C
,� + �[
,��*�+8
��
� ; ℎ

�
,U, �
,U7
�
�
,U − �
,U7
��
U=
 − ��5 + F
D
a 

                       +]
,�J
,� + 29J
,�98
��
� ; ℎ

�
,U, �
,U7
�9�
,� − �
,�7
9�
U=
 + �
,���
,�             (5.10) 

Soit  b
,�  =  ∑ ℎ

�
,U, �
,U7
� 
�
,U − �
,U7
��U=
 , il est clair que b
,�7
  =  ∑ ℎ
 
�
,U, �
,U7
��7
U=
        
�
,U − �
,U7
�, ce qui implique  b
,� = b
,�7
 + ℎ

�
,�, �
,�7
�
�
,� − �
,�7
�. Donc,  _�
,� peut 

être réécrite comme suit: 

_�
,� ≤ J
,�
JE,� + �
,� + C
,� + �
,��*�+8
��
�b
,� − ��5 + F
8
� + ]
,�J
,� 

                          +28
��
�9J
,�99b
,�9 + �
,���
,�                                                                                   (5.11) 

La première loi de CAI adaptative virtuelle est imposée comme suit: 

C
,� = −F

�
,� − �5� − �[
,��*� − 8[
,�b
,� − ��5 + �5                                                       (5.12) 

où F
 > 
E   est un paramètre de conception et 8[
,� est l’estimation de8
��
� à la kième itération 

dont la loi d’adaptation par apprentissage itératif  sera définie ultérieurement. De plus, �5,� est un 

terme de commande robuste qui sera défini à l’étape finale. La substitution de (5.6) et (5.12) 

dans (5.11) en concomitance avec l’utilisation de l'inégalité de Young, conduit à : 

_�
,� ≤ −F
J
,�E + 12 J
,�E + 12 JE,�E + 8c
,�b
,�J
,� + ]
,�J
,� + 28
��
�9J
,�99b
,�9 + �5J
,� 

                          +9C�
,�99�
,�9 − N
 �
,�E9��,�9 + O
 

                     ≤ −F
̅J
,�E + 12 JE,�E + 8c
,�b
,�J
,� + ]
,�J
,� + 28
��
�9J
,�99b
,�9 
                          +O
N
 + �5J
,�                                                                                                   (5.13) 

où  8c
,� = 8
��
� − 8[
,� est l’erreur d’estimation paramétrique, F
̅ = F
 − 
E et N
 est choisi tel 

que N
 ≥ 9C�
,�9. 
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Etape i où d = �e, f − g�: Similairement à l'étape 1, considérons la fonction de Lyapunov _�,��*� = _�7
,��*� + 
E J�,�E + 
E ��,�E . En tenant en compte de la i ième équation de (5.8) et de 

l’Hypothèse 5.3, la dérivée temporelle de _�,��*� vérifie l’inégalité: 

_��,� ≤ _��7
,� + J�,�
J�	
,� + ��,� + C�,� + �[�,��*� + 8�����b�,� − K��7
,� + F#D#� + ]�,�J�,� 

            +28�����9J�,�99b�,�9 + ��,����,�                                                                                      (5.14) 

où b�,� = b�,�7
 + ℎ�
�h#,(, �h#,(−1� ∑ 
�<,� − �<,�7
��<=
 . La i ièmeCAI adaptative virtuelle est imposée 

comme suit: C�,� = −F�
��,� − K�7
,�� − �[�,��*� − 8[�,�b�,� − K��7
,� + �5                                            (5.15) 

où F� > 1est un paramètre de conception et 8[�,� est l’estimation de 8����� à la kième  itération dont 

la loi d’adaptation par apprentissage itératif sera définie ultérieurement. En remplaçant (5.6) et 

(5.15) dans (5.14) en accord avec l’utilisation de l'inégalité de Young, on obtient : 

_��,� ≤ _��7
,� − F�̅J�,�E − 12 J�,�E + 12 J�	
,�E + 8c�,�b�,�J�,� + ]�,�J�,� 

            +28�����9J�,�99b�,�9 + O�N� + �5J�,�                                                                            (5.16) 

où 8c�,� = 8����� − 8[�,�est l’erreurs d’estimation paramétrique, F�̅ = F� − 1 et N� est choisi tel que N� ≥ 9C� �,�9. 
A l’étape �# − 1�, on a obtenu  la relation suivante : 

_��7
,� ≤ − ; Fi̅Ji,�E�7

i=
 + 12 J�,�E + ; 8ci,�bi,�Ji,�

�7

i=
 + ; ]i,�Ji,�

�7

i=
  

                + ; 28i��i�9Ji,�99bi,�9�7

i=
 + ; OiNi

�7

i=
 + �5 ; Ji,�

�7

i=
                              (5.17) 

 

En substituant (5.17) dans (5.16), on obtient : 

_��,� ≤ − ; FiJi,�E�
i=
 + 12 J�	
,�E + ; 8ci,�bi,�Ji,�

�
i=
 + ; ]i,�Ji,�

�
i=
  

            + ; 28i��i�9Ji,�99bi,�9�
i=
 + ; OiNi

�
i=
 + �5 ; Ji,�

�
i=
                                     (5.18) 
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Etape n: Considérons la fonction de Lyapunov  _�,��*� = _�7
,��*� + 
E J�,�E + 
Ejk �5,�E + 
Ejl m�E. 

En considérant la nième  équation de (5.8) et l’Hypothèse 5.3, l’inégalité ci-dessous peut être 

déduite pour la dérivée temporelle de _�,��*�: 

_��,� ≤ _��7
,� + J�,�
�� + �[�,��*� + 8�����b�,� − K��7
,� + F%D%� 

             +]�,�J�,� + 28�����9J�,�99b�,�9 + 
jk �5,��� 5,�  + 
jl m�m��                                   (5.19) 

où  b�,� = b�7
,� + ℎ�
�h%,(, �h%,(−1� ∑ 
�<,� − �<,�7
��<=
 . La CAI adaptative réelle est imposée 

comme suit: �� = −F�
��,� − K�7
,�� − �[�,��*� − 8[�,�b�,� − K��7
,� + �5                                          (5.20) 

 

oùF� > 1/2 est un paramètre de conception et 8[�,� est l’estimation de8����� dont la loi 

d’adaptation par apprentissage itératif sera définie ultérieurement.  En substituant (5.6) et (5.20) 

dans (5.19), il en résulte: 

_��,� ≤ _��7
,� − F�̅J�,�E − 12 J�,�E + 8c�,�b�,�J�,� + ]�,�J�,� + �5J�,� 

             + 1o
 �5,��� 5,� + 1oE m�m��                                                                                               (5.21) 

où F�̅ = F� − 1/2. A l’étape�% − 1�, on a obtenu 

_��7
,� ≤ − ; F�̅J�,�E�7

�=
 + 12 J�,�E + ; 8c�,�b�,�J�,�

�7

�=
 + ; ]�,�J�,�

�7

�=
 + ; 28�����9J�,�99b�,�9�7


�=
  

                 + ; O�N�
�7

�=
 + �5,� ; J�,�

�7

�=
                                                                                          (5.22) 

 

En substituant (5.22) dans (5.21), il vient : 

_��,� ≤ − ; F�̅J�,�E�
�=
 + ; 8c�,�b�,�J�,�

�
�=
 + ; ]�,�J�,�

�
�=
 + ; 28�����9J�,�99b�,�9�

�=
 + ; O�N�
�7

�=
           

             +�5,� ; J�,�
�

�=
 + 1o
 �5,��� 5,� + 1oE m�m��                                                                      (5.23) 
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Le terme de commande robuste est imposé tel que  

�� 5,� = −o@�5,� − o@ p; J�,�
�

�=
 + p; O�N�
�7

�=
 + ; 2q�9J�,�99b�,�9�

�=
 r �5,��5,�E + m�Er               (5.24) 

avec 

m�� = −osm� − os p; O�N�
�7

�=
 + ; 2q�9J�,�99b�,�9�

�=
 r m��5,�E + m�E                                            (5.25) 

 

où o@ > 0, os > 0 t* q� ≥ 8���� sont des paramètres de conception. En substituant (5.24) et 

(5.25) dans (5.23), on obtient : 

_��,� ≤ − ; F�̅J�,�E�
�=
 + ; 8c�,�b�,�J�,�

�
�=
 + ; ]�,�J�,�

�
�=
                                                              (5.26) 

5.4. Analyse de la stabilité et de la convergence  
   Dans cette section, nous allons montrer la stabilité du système en boucle fermée et la 

convergence des erreurs de poursuite en utilisant la fonctionnelle de Lyapunov.  Les propriétés, 

assurées par la commande développée précédemment, sont données dans le théorème suivant. 

 

Théorème 5.1 [48]:Si le système non-linéaire (5.1), vérifiant les hypothèses 5.1-5.3, est sous la 

conduite de la commande caractérisée par la CAI adaptative réelle (5.20), les CAI adaptatives 

virtuelles (5.12) et (5.15), la loi d’apprentissage itératif (5.9) et la loi d’adaptation par 

apprentissage itératif suivante :  

8[�,� = 8[�,�7
 + u�b�,�J�,�,  8[�,7
�*� = 0, ∀* ∈ �0, !", # = �1, %�                                         (5.27) 

où u� > 0  est un paramètre de synthèse ; par conséquent, pour toute condition initiale 

satisfaisant la condition d’alignement suivante :_�,��0� = _�,�7
�!�, ∀( ∈ ℤ	 , les résultats 

suivants sont vérifiés : 

t1.  tous les signaux du système en boucle fermée sont bornés ∀( ∈ ℤ	 et ∀* ∈ �0, !" ; 
t2.  v#w�→∞ J�,� = 0 ∀* ∈ �0, !", c'est-à-dire, v#w�→∞ J
,� = 0 ∀* ∈ �0, !" ; 
t3. de plus, lorsque la contrainte de saturation en entrée est active, l’erreur de poursuite  �
,� − �5 est bornée par une inégalité dépendant des paramètres de conception et donc on a : 

x
�
,� − �5�Ey*�
? ≤ 12F?̅ z�7
�!� + 12F?̅ x�∆���E�

? y*,   ∀( ∈ ℤ	 

où F?̅ est un paramètre de conception. 
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Preuve: On considère  la fonctionnelle de Lyapunov suivante : 

z��* � = _�,��*� + ; 12u� x 8c�,�E �|�y|}
?

�
�=
 + ; 12\� x ]�,�E �|�y|}

?
�

�=
                                       (5.28) 

Etape 1 : Bornitude de ~���� pour tout � ∈ ��, �" 
En considérant (5.26), la dérivée temporelle de (5.28) est donnée par : 

z� � ≤ − ; F�̅J�,�E�
�=
 + ; 8c�,�b�,�J�,�

�
�=
 + ; ]�,�J�,�

�
�=
 + ; 12u� 8c�,�E�

�=
 + ; 12\� ]�,�E�
�=
           (5.29) 

En utilisant la loi d’apprentissage itératif (5.9), la loi d’adaptation par apprentissage itératif 

(5.27), en tenant compte du fait que 8[�,� − 8[�,�7
 = 8c�,�7
 − 8c�,�  et �[�,��*� − �[�,�7
�*� =]�,�7
 − ]�,�,  par conséquent z� ��* � peut être réécrite comme suit : 

z� � ≤ − ; F�J�,�E�
�=
 + ; �1Γ� 8c�,�
8c�,�7
 − 8c�,�� + 12Γ� 8c�,�E ��

�=
  

            + ; � 1\� ]�,�
]�,�7
 − ]�,�� + 12\� ]�,�E ��
�=
  

       ≤ − ; F�J�,�E�
�=
 + ; 12u� 
28c�,�8c�,�7
 − 8c�,�E ��

�=
  

            + ; 12\� 
2]�,�]�,�7
 − ]�,�E ��
�=
                                                                                    (5.30) 

En exploitant l'inégalité de Young, on peut déduire les deux inégalités suivantes: 28c�,�8c�,�7
 ≤ 8c�,�E + 8c�,�7
E  2]�,�]�,�7
 ≤ ]�,�E + ]�,�7
E  

En substituant ces deux inégalités dans (5.30), il en résulte : 

z� � ≤ − ; F�J�,�E�
�=
 + ; 12u� 8c�,�7
E�

�=
 + ; 12\� ]�,�7
E�
�=
  

            ≤ ; 12u� 8c�,�7
E�
�=
 + ; 12\� ]�,�7
E�

�=
                                                                                 (5.31) 

Puisque�[�,7
�t� = 0  et 8[�,7
 = 0  ∀* ∈ �0, !" , il est clair que ]�,7
 = ���*�  et 8c�,7
 = 8����� . 

Donc, à l’itération initiale l’inégalité (5.31) satisfait : 

z� ?�*� ≤ ; 12u� 8�E�����
�=
 + ; 12\� ��E�*��

�=
                                                                                (5.32) 
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En intégrant (5.32) de 0 à *, on obtient 

z?�*� ≤ _�,?�0� + ; 12u� x 8�E����y|}
?

�
�=
 + ; 12\� x ��E�|�y|}

?
�

�=
                                          (5.33) 

 

Puisque8����� et  ���*�, # = �1, %� sont des fonctions continues, elles sont donc bornées sur 

l’intervalle de temps �0, !" . Donc, les intégrales �
� = 
E � 8�E����y*�?  et �E� = 
E � ��E�*�y*�?  

existent, d’où 

z?�*� ≤ _�,?�0� + ; �
�u�
�

�=
 + ; �E�\�
�

�=
 < ∞                                                                              (5.34) 

La relation (5. 34) valide la bornitude de z?�*� sur l’intervalle de temps �0, !". 
 

Etape 2 : Bornitude de ~����, ∀� ∈ ��, �" et ∀� ∈ ℤ	 

La différence de z��* � entre deux itérations successives est calculée comme suit : ∆z� = z�– z�7
 

          = _�,��*� − _�,�7
�*� + ; 12u� x
8c�,�E − 8c�,�7
E �}
? y|�

�=
  

              + ; 12\� x T]�,�E �*� − ]�,�7
E �*�V}
? y|�

�=
                                                                      (5.35) 

En exploitant la relation algébrique �- − ��E − �- − F�E = �F − ���2�- − �� + �� − F�" tout en 

tenant compte de la loi d’apprentissage itératif (5.9) et de la loi d’adaptation par apprentissage 

itératif (5.27), il en résulte : 

∆z� = _�,��0� + x _��,��*�}
? y| − _�,�7
�*� − ; x 8c�,�b�,�J�,�y|}

?
�

�=
 − ; x ]�,�J�,�y|}
?

�
�=
  

               − ; 12u� x
8c�,� − 8c�,�7
�Ey|}
?

�
�=
 − ; 12\� x
]�,� − ]�,�7
�Ey|}

?
�

�=
                         (5.36) 

La substitution de (5.26) dans (5.36) donne  

∆z� ≤ _�,��0� − _�,�7
�*� − ; x F�̅J�,�E}
?

�
�=
 y|                                                                      (5.37) 

De plus, en utilisant le fait que _�,��0� = _�,�7
�!�, on obtient 

∆z��!� ≤ − ; x F�̅J�,�E�
?

�
�=
 y| ≤ 0                                                                                            (5.38) 
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L’inégalité ci-dessus montre la décroissance de z��!� suivant l’axe des itérations, ce qui 

implique la bornitude de z��!� pour tout  ( ∈ ℤ	 puisque z?�!� est bornée. Donc, il existe une 

constante finie ϖ  satisfaisant : 

; 12u� x 8c�,�E �|�y|}
?

�
�=
 + ; 12\� x ]�,�E �|�y|}

?
�

�=
 ≤ ; 12u� x 8c�,�E �|�y|�
?

�
�=
 + ; 12\� x ]�,�E �|�y|�

?
�

�=
 ≤ ϖ 

Alors, on a : 

z� = _�,� + ; 12u� x 8c�,�E �|�y|}
?

�
�=
 + ; 12\� x ]�,�E �|�y|}

?
�

�=
 ≤ _�,� + ϖ                             (5.39) 

Ainsi  

z�7
 ≤ _�,�7
 + ; 12u� x 8c�,�7
E �|�y|}
?

�
�=
 + ; 12\� x ]�,�7
E �|�y|}

?
�

�=
  

≤ _�,�7
�*� + ϖ                                                                                                           (5.40) 

 

D'autre part, de  (5.37)  on a : 

∆z� ≤ _�,��0 �– _�,�7
�*� − ; x F�̅J�,�E �|�y|}
?

�
�=
 ≤ _�,��0 � − _�,�7
�*�                      (5.41) 

De  (5.40) et (5.41), on peut conclure que  

z� ≤ _�,��0 � + ϖ                                                                                                        (5.42) 

Puisque z��!� est bornée ∀( ∈ ℤ	, il est clair que _�,��!� est bornée ∀( ∈ ℤ	. D’où, de (5.42) 

et compte tenu du fait que _�,��0 � = _�,�7
�!�, on peut conclure z��*� est bornée ∀( ∈ ℤ	 et ∀* ∈ �0, !". Par conséquent, les signaux du système en boucle fermée, J�,�, �5,�, m�, 8c�,�, ]�,�, ��, 

sont bornés pour tout ( ∈ ℤ	 et pour tout * ∈ �0, !".     
Etape 3 : Convergence de l’erreur de poursuite  

  Il est à noter que z��!� peut être réécrite telle que :  z��!� = z?�!� + ∑ ∆�U=
 zU�!�. 

D’où on a : 

lim�→� z��!� = z?�!� + lim�→� ; ∆�
U=
 zU�!�                                                                         (5.43) 

A partir de (5.38), nous avons  
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lim�→� z��! � ≤ z?�! � − lim�→� ; ; x F�̅J�,�E�
?

�
�=
 y|�

U=
                                                                (5.44) 

En se basant sur (5.44), et puisque  z��!� et z?�!� sont bornées, on peut donc conclure que la 

série ∑ ∑ � F�J�,UE y* �?��=
�U=
 est convergente. D’où,  ∑ � F�J�,�E�?��=
 y* converge asymptotiquement 

vers zéro suivant l’axe des itérations ∀* ∈ �0, !", i.e., lim�→� ∑ � F�J�,�E y|�?��=
 = 0. De plus, 

puisque J�,�, ��,�, �5,�, m�, 8c�,�, ]�,�, ��  sont bornées, J��,�  est aussi bornée, ainsi J�,� est 

uniformément continue, donc à partir du Lemme de Barbalat, on obtient  lim�→∞ J�,� = 0 , i.e.,   lim�→∞ J
,� = 0  ∀* ∈ �0, !".   
A partir de (5.38), on obtient également  

; x J�,�E�
?

�
�=
 y* ≤ 1F?̅ 
z�7
�!� − z��!�� ≤ 1F?̅ z�7
�!�                                                    (5.45) 

où F?̅ = min�F�̅�, # = �1, %�. 

Afin de démontrer la bornitude de l’erreur de poursuite �
,� − �5 , nous devons déduire tout 

d'abord la bornitude deD
,� . Pour cela, la fonction de Lyapunov_�,��*� = ∑ D�,�E��=
  est 

considérée. En utilisant (5.3), la dérivée temporelle de _�,��*� peut être calculée comme suit: 

_��,� = − ; F�D�,�E�
�=
 + ; D�,�D�,�	


�7

�=
 + D�∆�� 

         ≤ − ; F�̅D�,�E�
�=
 + 12 ∆�� 

         ≤ −F?̅ ; D�,�E�
�=
 + 12 ∆��                                                                                                    (5.46) 

où F
̅ = F
 − 
E , F�̅ = F� − 1, F�̅ = F� − 
E et F?̅ = min�F�̅� avec # = �1, %�. 

En intégrant (5.46), on obtient  

_�,��!� − _�,��0� ≤ F?̅ ; x D�,�E�
?

�
�=
 y| + 12 x�∆���E�

? y* 

d’où 

; x D�,�E�
?

�
�=
 y* ≤ 1F?̅ �T_�,��0� − _�,��!�V + 12 x�∆���E�

? y*� 
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En fixant D�,��0� = 0 , ∀( ∈ ℤ	, la valeur initiale de la fonction de Lyapunov est _�,��0� =0 , ∀( ∈ ℤ	. Ensuite, la borne supérieure de ∑ � D�,�E�?��=
 y* peut être vérifiée comme suit: 

; x D�,�E�
?

�
�=
 ≤ 12F?̅ x�∆���E�

? y*                                                                                                  (5.47) 

Ainsi, de (5.45) et (5.47), on a 
; x
��,� − C�7
�Ey*�

?
�

�=
 ≤ 12 ; x J�,�E�
?

�
�=
 y* + ; x D�,�E�

?
�

�=
 y* ≤ 12F?̅ z�7
�!� + 12F?̅ x�∆���E�
? y* 

ou encore  

x
�
,� − �5�Ey*�
? ≤ 12F?̅ z�7
�!� + 12F?̅ x�∆���E�

? y*, ∀( ∈ ℤ	                              (5.48) 

 

Remarque 5.2 : Il est important de noter que les variables d’état du système auxiliaire D�,�, # =�1, %�  sont incorporées dans les lois d’adaptation par apprentissage itératif et les lois 

d’apprentissage itératif, pour permettre de tronquer l'apprentissage quand survient la saturation 

en entrée. Ceci est rendu possible grâce à une version modifiée de l’erreur de poursuite 

i.e.,J
,� = �
,� − �5 − D
,�, qui est tout à fait différente de la forme (�
,� − �5 ) couramment 

utilisée dans la littérature de commande. L’inconvénient de cette dernière réside dans le fait que 

les estimations paramétriques deviennent très importantes car on n’a aucune garantie sur la 

convergence vers zéro de la grandeur �
,� − �5 quand la saturation d'entrée est active, ce qui est à 

même de faire perdre la stabilité du système en boucle fermée. Par contre, la nouvelle erreur J
,� permet de maintenir opérationnelles les lois d'apprentissage même en présence d’une 

saturation en entrée et de plus, un choix approprié des paramètres de synthèse peut atténuer 

l’effet de la saturation en entrée. 

 

Remarque 5.3 : Supposons que la valeur initiale de D�  est mise à zéro i.e., D��0� =�D
,��0�,···, D�,��0��� = �0,···, 0"�∀( ∈ ℤ	 et que la saturation en entrée est inactive, 

donc  ��  = �� avec Δ��  = 0 de ce fait, le système auxiliaire, tel que conçu, est inopérant. De 

plus, en absence d’une saturation en entrée, Δ�� devient nul et le signal D� converge vers zéro 

en un temps fini dépendant des paramètres de conception  F�, # = �1, %�.  
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5.5. Résultats de simulation  
 

 Considérons un système non-linéaire du second ordre fonctionnant d’une manière 

répétitive sur un intervalle de temps fini * ∈ �0, 2�". Ce système est décrit par les équations 

dynamiques suivantes [48]: 

R��
,� = �E,� + �
,�t7�k�k,�l                ��E,� = ����� + �
,�
1 + �E,�E ��l    �� = �
,�                                        �                                                                                       (5.49) 

 Notre objectif est de concevoir une CAI adaptative pour le système (5.49) assurant la 

bornitude de tous les signaux du système en boucle fermée aussi bien que la convergence de �� 

vers sa trajectoire de référence �5 =  b#%��*� à travers les itérations. La valeur maximale de la 

saturation d'entrée est �/ = 8.4  et les valeurs vrais des paramètres inconnus sont �
 = 1et �E = 2 . Soit J
,� = �
,� − �5 − D
,�  l’erreur de poursuite. La dynamique des erreurs de 

poursuite est donc donnée par : 

�J�
,� = �E� + �
t�k�kl − ��5 − DE,� + F
D
,�J�E,� = �� + �
�1 + �EE��l − K�
,� + FEDE,� � 
Avec JE,� = �E,� − K
,� − DE,�, où  K
,� est la sortie du filtre non-linéaire donné par: 

K�
,� = −20
K
,� − C
,�� − 10 K
,� − C
,�9K
,� − C
,�9 + O
 − J
,� 

De plus, D
,� et DE,� sont générés par 

.D� 
,� = DE,� − 20D
,�      D� E,� = Δ����� − 30DE,� � 
  En appliquant, étape par étape, la procédure de conception présentée dans la section 5.3, 

nous pouvons  construire une CAI adaptative pour le système (5.49) comme suit : 

 
Etape 1: A partir de (5.9), (5.12) et (5.27), la CAI adaptative virtuelle, la loi  d’apprentissage 

itératif et celle d’adaptation par apprentissage itératif sont déduites telles que : C
,� = −20
�
,� − �5� − �[
,��*� − 8[
,�b
,� + ��5 + �5,� �[
,��*� = �[
,�7
�*� + 5J
,�,   �[
,7
�*� = 0 ∀* ∈ �0, 2�" 8[
,��*� = 8[
,�7
�*� + 107Eb
,�J
,�, 8[
,7
�*� = 0 ∀* ∈ �0, 2�" 
où  b
,� = b
,�7
 + 10
�
,� − �
,�7
�. 
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Etape 2: A partir de (5.9), (5.20) et (5.27), la CAI adaptative  réelle, la loi  d’apprentissage 

itératif et celle d’adaptation par apprentissage itératif sont obtenues telles que:  �� = −30
�E,� − K
,�� − �[E,��*� − 8[E,�bE,� + K�
,� + �5,� �[E,��*� = �[E,�7
�*� + 2JE,�, �[E,7
�*� = 0 ∀* ∈ �0, 2�" 8[E,��*� = 8E,�7
�*� + 107EbE,�JE,�, 8[E,7
�*� = 0 ∀* ∈ �0, 2�" 
où bE,� = bE,�7
 + 10 T
�
,� − �
,�7
� + 
�E,� − �E,�7
�V.  

 

Compte tenu de (5.24) et (5.25), le terme de commande robuste est imposé tel que :  

�� 5,� = −107��5,� − 107� �J
,� + JE,� + ��5,��5,�E + m�E ,   �5?�0� = 0.1 

avec 

m�� = −107�m� − 107� �m��5,�E + m�E , m?�0� = 0.1  
où  � = 0.5 + 10|J
�|9b
,�9 + 10|JE�|9bE,�9. 
 

Nous avons simulé le fonctionnement itératif du système (5.49) sur 20 itérations sous la 

CAI adaptative ci-dessus avec la condition alignement suivante : J
,��0� = J
,�7
�2��,JE,��0� = JE,�7
�2��, �5,��0� = �5,�7
�2��, m��0� = m�7
�2��   ∀( ∈ ℤ	. 

 

 

Fig. 5.1 : Evolution de sup}∈�?  E¤"9J
,�9 du système (5.49) en fonction du nombre d'itérations. 
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Fig. 5.2 : Réponse du système (5.49) à la 1ière itération. 
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Fig.  5.3 : Réponse du système (5.49) à la 10ième itération. 
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Fig.5.4 : Réponse du système (5.49) à la 20ième itération. 
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        Les Figures 5.1 à 5.4 présentent les résultats de simulation que nous avons obtenus. La 

Figure 4.1 donne l’évolution de l’erreur de poursuite maximale par itération, celle-ci matérialise 

la décroissance de cette grandeur itération après itération de plus cette erreur atteint à la 

vingtième itération, une valeur très faible. Les Figures 3.2 à 3.4 représentent les signaux du 

système en boucle fermée  à la première itération (k=1), à la dixième itération (k=10) et, à la 

vingtième itération (k=20), respectivement. Il est à noter que déjà à la première itération le signal 

de sortie est proche de la référence (Fig. 5.2a) et que le signal de sortie  s’approche plus au celui 

de référence à la dixième itération (Fig. 5.3a), à la vingtième itération le signal de sortie est 

pratiquement confondu avec celui de référence (Fig. 5.3a). Ceci est confirmé par l’évolution de 

l’erreur de poursuite de la sortie à la première  itération (Fig. 5.2c), à la dixième itération (Fig. 

5.3c) et à la vingtième itération (Fig. 5.4c). Par ailleurs, le signal de commande appliquée à 

l’entrée du système est représenté aux Figures 5.2d à 5.4d. Ces Figures montrent également 

l’effet de la contrainte de saturation sur le signal de commande. Les profils des paramètres de 

commande 8[
,��*� et 8[E,��*� évoluent d’une manière continue et restent toujours bornées. Ceci 

est confirmé par les Figures 4.2e à 5.4e pour 8[
,��*� et par les Figures 5.2f à 5.4f pour 8[E,��*�. 
Par conséquence, ces résultats montrent clairement la bornitude de  tous les signaux du système 

en boucle fermée ∀* ∈ �0, !" et ∀( ∈ ℤ	  et la sortie du système ���*� suive la trajectoire de 

référence �5�*� avec une grande précision lorsque ( = 20. Ce qui preuve l’efficacité du schéma 

proposé pour la commande des systèmes non-linéaires triangulaire et non affine en la commande 

à tache répétitive. 

5.6. Conclusion 
Dans ce chapitre, nous avons développé un schéma de la CAI adaptative pour une classe 

de systèmes triangulaires inferieurs non-linéairement paramétrés, présentant une saturation à 

l’entrée. Cette classe de systèmes est supposée suivre répétitivement la même trajectoire de 

référence  pendant un intervalle de temps fixe sous la  condition d'alignement.  

 

   Dans ce schéma de commande, la procédure de synthèse par backstepping filtré est 

utilisée pour la synthèse de la loi de CAI adaptative d’une part de plus, l’analyse de stabilité et de 

convergence est effectuée en utilisant la fonctionnelle de Lyapunov d’autre part. La difficulté de 

synthèse, liée à la contrainte de saturation en entrée, est surmontée en ayant recours à un système 

auxiliaire de même ordre que le système à commander. Ce dernier a comme entrée l’erreur entre 

la commande non saturée et celle saturée. Ses états (i.e. les états du système auxiliaire) ont été 

ensuite utilisés pour modifier les erreurs de poursuite. Ce mécanisme a permis aux lois 

d’apprentissage itératif et aux lois d’adaptations par apprentissage itératif  de rester opérantes 



Chapitre 5                                                          CAI adaptative des systèmes non-linéaires paramétriques avec saturation à l’entré 

121 
 

même si la saturation est active. De plus, les paramètres non-linéairement connectés sont séparés 

des fonctions non-linéaires localement Lipchitzienne, puis des lois d’apprentissage itératif et des 

lois d’adaptation par apprentissage itératif ont été conçues pour compenser les effets des 

fonctions non-linéaires inconnues et des termes paramétriques inconnues. 

 

  Enfin, le schéma de la CAI adaptative proposé garantit non seulement la stabilité du 

système en boucle fermée pour toute itération et la convergence de l’erreur de poursuite vers 

zéro à travers les itérations. De plus, il résout aussi le problème de la saturation à l’entrée et le 

problème lié à la dérivation des commandes virtuelles. Ce dernier, rencontré dans la procédure  

conventionnelle de synthèse  par backstepping, est surmonté, comme aux chapitres 3, en 

introduisant des filtres non-linéaires à chaque étape de synthèse.  Les résultats de simulation 

obtenue sont permis de vérifier clairement l'efficacité du schéma de commande proposé. 
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 L’objectif de ce travail de thèse était de développer des lois de commande par 

apprentissage itératif adaptative pour différentes classes de systèmes non-linéaires. Ces derniers 

représentent des systèmes physiques fonctionnant d’une manière répétitive sur un intervalle de 

temps fini. Ces classes sont représentées par les systèmes non-linéaires triangulaires affines et 

non affines en la commande ainsi que par les systèmes non-linéaires triangulaires affines en la 

commande et soumis à une saturation en entrée. L’élément commun, à toutes ces lois de 

commande proposées, réside d’une part dans l’utilisation de l’approche de la CAI robuste pour 

manipuler les incertitudes non paramétriques et de l’approche de la CAI adaptative pour 

manipuler les incertitudes paramétriques et d’autre part dans le recours à un terme de robustesse 

pour compenser l’effet des perturbations externes et/ou des erreurs d’apprentissage. Par ailleurs, 

la procédure de synthèse par backstepping est utilisée pour la synthèse des lois de la CAI 

adaptative et la méthode de la fonctionnelle de Lyapunov est exploitée pour prouver la stabilité 

du système en boucle fermée et la convergence de l’erreur de poursuite.  

 

Ainsi, nous avons abordé la question, au premier chapitre, par un rappel succinct des 

fondements de base de la CAI dite classique par opposition à celle dite adaptative. En effet, nous 

avons surtout explicité en quoi consiste une CAI et quelles sont les lois de commande les plus 

courantes de la CAI linéaire.  

 Au deuxième chapitre, nous avons effectué une synthèse bibliographique d’une part pour 

relever les principales approches de la CAI adaptative et la CAI robuste et d’autre part pour 

déterminer pour quelles classes de systèmes non-linéaires ces lois ont été établies. Nous avons 

également discuté du problème de la condition d’initialisation qui peut être rencontré lors de 

l’établissement des lois de la CAI adaptative. En fin de ce chapitre, nous avons indiqué 

clairement en quoi consiste notre apport dans le cadre de cette thèse. 

 Le  développement des travaux entrepris dans le cadre de cette thèse sont exposés aux 

chapitres 3, 4 et 5.  

 

Conclusion générale 
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 Ainsi au troisième chapitre, nous avons développé une loi de la CAI adaptative pour la 

classe des systèmes non-linéaires triangulaires inférieurs affines en la commande et présentant 

des incertitudes paramétriques et non paramétriques. Cette loi  est constituée principalement d’un 

terme  d’apprentissage itératif pour manipuler les incertitudes non paramétrique, d'un terme 

d’adaptation par apprentissage itératif dans le domaine du temps pour manipuler les incertitudes 

paramétriques et enfin d'un terme de robustesse pour compenser l’effet des perturbations 

dynamiques et des erreurs  d’apprentissage. 

 Par ailleurs au quatrième chapitre, nous avons élaboré une loi de la CAI adaptative 

destinée à une classe de systèmes non-linéaires triangulaires inférieurs, non-linéairement 

paramétrés et non affines en la commande. En apparence, cette dernière loi a une structure 

proche de celle déjà présentée au chapitre trois. Mais, essentiellement, la structure de chaque 

composent de la loi de commande est différent de celui correspondant à la loi présentée au 

chapitre trois.  

Enfin au cinquième chapitre, nous avons pu concevoir une loi de la CAI adaptative 

réservée à une classe de systèmes non-linéaires triangulaires inférieurs non-linéairement 

paramétrés et soumis à une saturation en entrée. Contrairement aux schémas précédents de 

commande, les termes d’adaptation par apprentissage itératif sont définis dans le domaine des 

itérations. Afin de remédier au problème de la saturation, un système auxiliaire de même ordre 

que celui du système à commander est construit. Ce système auxiliaire a comme entrée l’erreur 

entre la commande non saturée et celle saturée de plus,  ses états servent à modifier les erreurs de 

poursuite. Ce mécanisme permet de maintenir opérationnelles les lois d’apprentissage itératif et 

les lois d’adaptation par apprentissage itératif  même en régime de saturation. 

Ce travail reste perfectible et ouvre la voie à d'autres axes de recherches, à savoir:  

1- L’introduction des observateurs pour l’estimation des états. En fait, toutes les commandes 

développées dans cette thèse sont basées sur la supposition d’une mesure du vecteur 

d’état. 

2- L’utilisation des approximateurs universels (comme les systèmes flous et les réseaux de 

neurones artificiels)  pour approcher les non-linéarités incertaines. 

3- La validation de ces commandes sur des systèmes réels (par exemple les robots 

manipulateurs).   
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Annexe 

 
  Dans cette annexe, nous allons rappeler quelques outils mathématiques que nous avons 

exploités pour développer nos travaux de recherche dans le cadre de cette thèse. 

A.1.  Définition des normes 

Nous donnons, à titre de rappel,  les définitions de quelques normes que nous avons 

exploitées dans le cadre de cette thèse. Soit, la fonction réelle���� où � ∈ [0, 
], la norme ℒ
�est 

définie comme suit :  

 

‖����‖
� ≜
���
���� ‖����‖
���

� �
�� ��  � ∈ [1,∞[

sup$∈[�,�]‖����‖ ��  � = ∞                & 
 

où ‖����‖ représente une norme donnée de ����. Si ‖�‖
� existe, on dit alors que ���� ∈ ℒ
�. 

Par contre, la norme pondérée est définie comme suit : 

‖����‖' = sup$∈[�,�]()*'$‖����‖+ 
 

A.2.  Théorèmes utiles 

A.2.1. Lemme de Barbalat 

 Il est important de noter que la stabilité d’un système n’implique pas nécessairement la 

convergence des solutions vers l’origine, c’est pourquoi la notion de stabilité toute seule est 

insuffisante pour  l’étude du comportement des solutions. De ce fait, la convergence d’un 

système peut être validée par le recours à l’outil puissant que constitue le lemme de Barbalat. Ce 

dernier,  largement utilisé dans le cadre de cette thèse,  s’énonce comme suit : 

Lemme A.1 [73]: Soit la fonction ,���: ℛ/ → ℛ; si ,���est une fonction uniformément continue 

et si  lim5→6 7 ,�8��85�  existe et elle est finie, alors le corolaire A1 est valide. 

Corolaire A.1 : Soit la fonction ,���: ℛ/ → ℛ; si ,���, ,9��� ∈ ℒ6� et ,��� ∈ ℒ
�   pour 

� ∈ [1, ∞[alors, lim5→6 ,��� = 0. 
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A.2.2.   Théorème des fonctions implicites et de la valeur moyenne 

  Pour traiter les systèmes non affines en la commande, les deux théorèmes suivants nous 

sont d’une grande utilité. 

Si x et y sont deux points distincts dans ℛ;, le segment <��, =� joignant � à =, est défini 

tel que: 

<��, =� = >?/? = A� + �1 − A�=, 0 < A < 1E 
Lemme A.2 (Théorème des Valeurs Moyennes Différentielles) [73][74]: Soit une fonction non 

linéaire  ,���: ℛ; → ℛ continuellement différentiable en tout point� de l’ensemble ouvert 

F ⊂ ℛ; et, soient �  et = deux points de F  tels que <��, =� ⊂ ℛ; par conséquent, il existe un 

point ? du segment <��, =� tel que :  

,�=� − ,��� = &H,���H� I5JK
�� − =� 

La preuve du Lemme A.2 est exposée en détail à la référence [74]. 

Lemme A.3 (Théorème des Fonctions Implicites) [73]: Soit une fonction  ,��, =�: ℛ; × ℛM →
ℛ  continuellement différentiable en tout point��, =� de l’ensemble ouvert F ⊂ ℛ; × ℛM  et, 

soit ���, =�� un point de F pour lequel  ,���, =�� = 0 et dont la matrice Jacobienne  
NO�5P,QP�N5   est 

non singulière par conséquent, il existe un voisinage R ⊂ ℛ; de �� etun voisinage S ⊂ ℛMde 

=�tels que pour tout  = ∈ S l’équation ,��, =� = 0 admet une solution unique  � ∈ R. De plus, la 

solution peut être donnée par � = T�=� où T�. � est une fonction continuellement différentiable 

au point  = = =�. 

La preuve  du Lemme A.3 est développée dans [73]. 

1.4.3 Théorème de séparation  

         Pour traiter les systèmes dynamiques non linéaires paramétriques, le lemme A.4 nous sera 

d’une grande utilité dans le cadre cette thèse. Ce lemme montre comment séparer les paramètres 

no-linéaires et connectés d'une fonction non linéaire paramétrique. Il fournit donc une méthode 

efficace pour manipuler les  non linéarités paramétriques. 

Lemme A.4 [75]: Pour toute fonction réelle continue ,��, =�, où � ∈ ℛ;et = ∈ ℛM, il existe des  

fonctions scalaires continuesV��� ≥ 0, X��� ≥ 0, Y��� ≥ 1 et ���� ≥ 1 tels que : 

|,��, =�| ≤ V��� + X��� 

|,��, =�| ≤ Y������� 
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La preuve du Lemme A.4 est exposée à la référence [75]. 

 En plus des Théorèmes mentionnées ci-dessus, on ajoute le Lemme A.5 qui a été utilisé 

intensivement au chapitre 03 de cette thèse. 

 

Lemme A.5 [76]: Pour tout  � ∈ ℛ et \ > 0, l’inégalité suivante est satisfaite :  

|�| − �
V^ℎ `5ab ≤ \̅ = 0.2785\. 

A.3.  Stabilité entrée état  

         Considérons la classe des systèmes non linéaires décrite par l’équation dynamique 

suivante: 

�9 = ,��, h, ��, ����� = ��(A.1) 

Où� ∈ ℛ;  est le vecteur d’état,h ∈ ℛM est la commande et la fonction ,��, ��: ℛ; × ℛM ×
ℛ/ → ℛ; est non linéaire continue.  

Définition A.1 : Le système (A.1) est stable au sens entrée-état (ISS) par rapport à l'entrée u s'il 

existe une fonction i de classe KL et une fonction j de classe K telle que, pour tout vecteur 

initial ��et pour toute entrée u continue et bornée sur ℛ/, la solution du système existe et vérifie 

la condition suivante : 

‖����‖ ≤  i�‖��0�‖, �� + j � Supl∈[�,$]�‖h�8�‖�� 

Définition A.2 : Une fonction S��� continuellement différentiable est considérée comme une 

fonction de Lyapunov de la stabilité entrée sortie du système (A.1) si et seulement si  

• Il existe deux fonctions jm et jn de classe  o6, telles que : 

jm�‖�‖� ≤ S��� ≤ jn�‖�‖� 
• Il existes deux fonctions jp et jq de classe o, telles que  

S9 ��, �� = HS��, ��H� ,��, �� ≤ −jp�‖�‖� + jq�‖h‖� 
Alors, le système (A.1) est stable au sens entrée état avec  

 j��� = jm*m ∘ jn ∘ jp*m ∘ jq���    ∀� > 0 
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         Par rapport à la stabilité asymptotique traditionnelle, la contrainte liée à la propriété ISS est 

plus forte puisqu'il s'agit de garantir que l'état reste borné si l'entrée est bornée, ce qui est loin 

d'être évident pour les systèmes non linéaires en général. 
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