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هياكل  استخدام يستدعيعاث انخفاض مستويات الانب ذوات دمج الأجهزة الكهربائية في المركبات النظيفة و إن- ملخص
الإثارة ذو ماكنة المغناطيس الدائم  يهدف إلى وضع منهجية لتصميم الذييندرج عملنا ضمن هذا المنظور، و. كهربائية مبتكرة

على أساس حل معادلات ماكسويل باستخدام أسلوب الفصل بين المتغيرات ، وصلنا  القائمة هذه المنهجيةخلال  من. مزدوجةال
لآلة و  على السطح الدوار الموضوع لآلة المغناطيسالدعم  و الفراغ حالة في المغناطيسي الحث توزيعضبوط لم رسم إلى

نموذج صحة ال من تحققنا طريقة العناصر المتناهيةتطبيق  خلال منعليها  المحصل وبالمقارنة مع النتائج ,يليلتدفق التبدا
 .المقترح

 
معادلات , طريقة العناصر المتناهية, مزدوجةالالإثارة ذو  ذات المغناطيس الدائمالماكنة المتزامنة :  الكلمات الرئيسية

 .التحجيم ,يليلتدفق التبدالة آ, ماكسويل
 
 
 
 

 

Résumé –  L’intégration de dispositifs électriques à bord des véhicules propres ou à faible 

niveau d’émissions polluantes fait appel à des structures électrotechniques innovantes. Notre 

travail rentre dans cette optique et vise à développer une méthodologie de dimensionnement des 

machines synchrones  à double excitation. Avec cette méthodologie, basée sur la résolution des 

équations de Maxwell en utilisant la méthode de séparation des variables, on arrive à prédire 

exactement la distribution de l’induction à vide et en charge pour une machine synchrone à 

aimants montés sur la surface du rotor ainsi que pour une machine à commutation du flux.  Une 

comparaison avec les résultats issus de calculs par éléments finis valide le modèle de 

dimensionnement proposé.  

 

Mots clés : Machines synchrones à double excitation, méthode des éléments finis, équations de 

Maxwell, machine à commutation de flux, dimensionnement.  

 

 

 

 

 

Abstract – The integration of electrical devices inside clean vehicles or with low pollution 

emission levels uses innovative electrical structures. Our work deals within this perspective and 

aims to develop a methodology to design a permanent magnet synchronous machine with 

double excitation. With this methodology, based on solving Maxwell's equations using the 

method of separation of variables, we arrive to predict exactly  the field distribution for Surface 

Permanent Magnet synchronous machine and for a Flux-Switching Permanent Magnet 

Machine. A comparison with finite element results valid the proposed design model. 

 

Keywords: Double excitation permanent magnets synchronous machines, finite elements method, 

Maxwell equations, Flux-Switching permanent magnet machine, design. 
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Actuellement, le transport est l’un des contributeurs les plus importants d’émission de gaz à 

effet de serre. Compte tenu de cela et des nouvelles législations au niveau international visant à 

réduire les émissions polluantes, les constructeurs automobiles ont pris des initiatives pour 

promouvoir l’utilisation de véhicules propres ou à faible niveau d’émissions polluantes. Ainsi, 

on assiste à l’intégration de plus en plus de dispositifs électriques à bord des véhicules. Pour 

satisfaire cette augmentation des besoins en énergie électrique, l’alternateur doit répondre à un 

cahier des charges intégrant des contraintes de diverses natures (thermique, mécanique, contrôle 

du flux, coût, encombrement, couple massique, vitesse maximale, etc.) [1], [2], [3]. 

Les machines à aimants permanents de par leurs bonnes performances (bon rendement, 

puissance massique élevée, …etc.) semblent de bonnes candidates pour répondre à un tel cahier 

des charges. Cependant, le fait que le flux des aimants permanents ne soit pas facilement 

contrôlable rend les machines à aimants permanents moins aptes pour le fonctionnement à haute 

vitesse. 

Les machines synchrones à aimants permanents double excitation, grâce au degré de liberté 

supplémentaire dont elle dispose (la double excitation), répond à ce cahier des charges en alliant 

les avantages des machines à aimants permanents (bon rendement, puissance massique élevée) 

avec ceux des machines à excitation bobinée (souplesse de fonctionnement à vitesse élevée). Le 

défluxage de ces machines (réduction du flux dans l’entrefer) est plus aisé que celui des 

machines à aimants permanents. De plus, il est également possible de faire coïncider les zones de 

bon rendement avec les zones de fonctionnement les plus fréquemment sollicitées du véhicule 

afin d’optimiser la gestion de l’énergie embarquée et de minimiser les rejets d’émissions 

polluantes [4], [5]. 

Dans cette optique, des structures électrotechniques innovantes sont étudiées. Dans notre 

travail, on s’intéresse plus particulièrement à la modélisation analytique de structures à double 

excitation. 

Notre manuscrit de Thèse comporte essentiellement trois parties. 

La première est consacrée à la définition du contexte général de notre étude. Un aperçu sur 

l’utilisation, dans le domaine de la traction électrique, des structures innovantes à aimants 

permanents permettant de réduire la consommation de carburant et d’émissions de CO2 est 

présenté. Cette partie inclut également une présentation des principes de fonctionnement des 
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machines à double excitation ainsi qu’un état de l’art sur la modélisation pour le 

dimensionnement des machines électriques. 

La seconde partie de la thèse est consacrée à la présentation du modèle analytique d’une 

machine à double excitation série. Ce modèle est basé sur la résolution des équations de Maxwell 

en utilisant la méthode de séparation des variables dans les parties à faible perméabilité de la 

machine étudiée (encoches, entrefer et région des aimants permanents). Ce modèle permet de 

calculer la répartition exacte de l’induction dans l’entrefer à vide et en charge et d’établir par la 

suite les expressions locales des performances et des grandeurs caractéristiques de la machine en 

fonction de ses paramètres géométriques et physiques. Le modèle construit permet, en plus, un 

couplage fort des équations du circuit et des équations du champ. Ce couplage peut être utilisé 

ultérieurement dans un processus d’optimisation.  

La validation des résultats est réalisée par comparaison avec des calculs éléments finis. 

La troisième partie du manuscrit présente l’étude de modélisation analytique de la machine à 

commutation de flux, résultant également de la résolution des équations de Maxwell. 

Enfin, la conclusion nous permettra de revenir sur les acquis de ce travail et de donner 

quelques perspectives. 
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I.1 Introduction 

Tous les jours, les activités humaines, qu'elles soient industrielles, agricoles ou 

résidentielles, ont pour conséquence le rejet dans l'atmosphère de grandes quantités de produits 

chimiques naturels et synthétiques. À l’époque contemporaine, un nouveau type de pollution 

s’est ajouté à la pollution industrielle : la pollution automobile où les moyens de transports 

actuels sont responsables du rejet de 87% de monoxyde de carbone, à cause des combustions 

incomplètes et du rejet de 70% d’oxydes d’azotes [W1].  

Afin de réduire ces émissions polluantes, les industrielles d’automobiles proposent des 

solutions innovantes qui font usage de la machine électrique.  Plusieurs études montrent que les 

Machines Synchrones à Aimants Permanents (MSAP) sont souvent utilisées dans le domaine de 

la traction électrique (routière ou ferroviaire). Ces machines offrent la possibilité de fonctionner 

à vitesse variable (alternateurs d’automobiles, avions, éoliennes…) [6], [7]. Cependant, 

l’inconvénient principal que présente les MSAP réside dans la difficulté de contrôler le flux 

inducteur crée par les aimants, on parle dans ce cas de défluxage (réduction du flux dans 

l’entrefer) [4], [6], [8].  

Les machines synchrones à double excitation, grâce au degré de liberté supplémentaire dont 

elle dispose (la double excitation), allient les avantages des machines à aimants permanent (bon 

rendement, puissance massique élevée) avec ceux des machines à excitation bobinée (souplesse 

de fonctionnement à vitesse élevée). Le défluxage de ces machines (réduction du flux dans 

l’entrefer) est plus aisé que celui des machines à aimants permanents. De plus, il est également 

possible de faire coïncider les zones de bon rendement avec les zones de fonctionnement les plus 

fréquemment sollicitées du véhicule afin d’optimiser la gestion de l’énergie embarquée et de 

minimiser les rejets d’émissions polluantes [5], [9]. 

Ce premier chapitre est consacré à la définition du contexte général de notre étude. Un 

aperçu sur l’utilisation, dans le domaine de la traction électrique, des structures innovantes à 

aimants permanents permettant de réduire la consommation de carburant et d’émissions de CO2 

est présenté. Ce chapitre inclut également une présentation des principes de fonctionnement des 

machines à double excitation ainsi qu’un état de l’art sur la modélisation pour le 

dimensionnement des machines électriques qui nous intéresse à savoir la machine synchrone à 

double excitation série et la machine à commutation du flux. 
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I.2 Transport et pollution atmosphérique  

La pollution atmosphérique (ou pollution de l'air) est un type de pollution défini par une 

altération de la pureté de l'air, par une ou plusieurs substances ou particules présentes à des 

concentrations et durant des temps suffisants pour créer un effet toxique ou écotoxique [W1]. On 

peut diviser les causes conduisant à cette pollution atmosphérique en deux grandes parties : tout 

d’abord, celles provenant directement de la nature, puis celles qui sont anthropiques (dues à une 

action dévastatrice de l’homme) [W1], [W2].  

Les origines naturelles de la pollution sont notamment les activités géologiques de la terre, 

comme le volcanisme (émission du soufre dans l’air), c’est le cas du volcan en Irlande qui s’est 

mis en éruption en Avril 2010 (figure I.1), on trouve aussi, par exemple, les évènements 

météorologiques tels que les orages qui font apparaître du dioxyde d’azote. L’autre grande cause 

naturelle de la pollution atmosphérique est la combustion qui provoque un dégagement important 

de CO2 (figure I.2).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ce n’est pas la présence de ces polluants, qui sont d’origine naturelle, dans l’atmosphère qui 

pollue mais leur trop forte concentration qui l’est. Cependant, la pollution a considérablement 

augmenté depuis la révolution industrielle, principalement à cause des combustions. Celles-ci se 

font à tous les niveaux, depuis les moteurs de voitures et les installations de chauffage aux 

centrales électriques [W1], [W2]. 

En effet, de plus en plus nombreux, les véhicules à moteur rejettent des gaz polluants: gaz 

carbonique, monoxyde de carbone, oxydes d'azote jusque dans la haute atmosphère avec les 

avions et fusées. La plupart des moteurs font appel aux énergies fossiles (pétrole, houille, gaz 

naturel), à l'origine d'une pollution chronique depuis le début du XX
e
 siècle.  

Fig.I.1 : Nuage de cendres craché 

par le volcan Eyjafjöll (Avril 2010) 

Fig.I.2 : Les feux de forêt en 

Australie(2003).  190 millions de tonnes 

de CO2 étaient émis  

 

http://fr.wikipedia.org/wiki/Pollution
http://fr.wikipedia.org/wiki/Air
http://fr.wikipedia.org/wiki/Toxique
http://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89cotoxicologie
http://fr.wikipedia.org/wiki/Gaz_carbonique
http://fr.wikipedia.org/wiki/Gaz_carbonique
http://fr.wikipedia.org/wiki/Monoxyde_de_carbone
http://fr.wikipedia.org/wiki/Oxyde_d%27azote
http://fr.wikipedia.org/wiki/Avion
http://fr.wikipedia.org/wiki/Fus%C3%A9e_spatiale
http://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89nergies_fossiles
http://fr.wikipedia.org/wiki/P%C3%A9trole
http://fr.wikipedia.org/wiki/Houille
http://fr.wikipedia.org/wiki/Gaz_naturel
http://fr.wikipedia.org/wiki/Gaz_naturel
http://fr.wikipedia.org/wiki/Pollution
http://lci.tf1.fr/infos/volcan/volcan-1.html
http://lci.tf1.fr/infos/eyjafjoll/eyjafjoll-1.html
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Il existe trois types de polluants qui contribuent à l’échauffement planétaire (l’effet de serre) 

: le dioxyde de carbone (CO2) à 63,4 %, le méthane (CH4) à 20,3 % et l’oxyde nitreux (N2O) et 

les CFC (chlorofluorocarbures) à 10 %. Théoriquement, le gaz carbonique est la cause directe de 

l’effet de serre, les statistiques indiquent que près de 25 % des gaz à effet de serre sortent des 

pots d'échappement.  

 On peut citer d’autres gaz qui contribuent à la pollution atmosphérique par exemple le 

monoxyde de carbone (CO), les hydrocarbures imbrûlés (HC), des particules en suspension 

(hydrocarbures partiellement brulés), le dioxyde de soufre (SO2). 

Les effets de la pollution sont multiples et même l’être humain en subit les conséquences. 

Des taux très élevés de quelques maladies augmentent rapidement voir des troubles 

cardiovasculaires et respiratoires, ainsi que des maladies pulmonaires comme les bronchites, 

l’asthme, le cancer…etc. L’homme est d’emblée atteint de ses maladies, surtout si son 

environnement est fortement pollué comme à Mexico où cette métropole, l’une des plus grandes 

au monde, subit une pollution catastrophique. Dans ce type de milieu pollué, plus de la moitié de 

la population souffre de maladies respiratoires. L’accident le plus grave et tragique se produisit à 

Londres pendant l’hiver 1952, où le smog (brouillard en fumé constitué d’ozone) provoqua 4000 

morts (figures I.3, I.4 et I.5). [W1], [W2], [W3], [5]. 

  

                                                                         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Plusieurs conférences internationales qui portent sur le thème de la pollution atmosphérique 

se sont tenues, on peut citer le protocole de Kyoto ainsi que les accords de Rio 1992 

« convention sur les changements climatiques », qui rentre dans le cadre de la convention des 

Nations Unies sur les changements climatiques. Ce protocole est entré en vigueur le 16 Février 

2005 et qui a été ratifié à ce jour par 183 pays, à l'exception notable des États-Unis [5], [W3]. 

Fig.I.3 : La colonne Nelson 

durant le grand smog de 

Londres de 1952. [W3] 

Fig.I.4 : La colonne Nelson 

par beau temps. [W3] 

Fig.I.5 : le smog à New 

York (1988). [W1] 

http://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89tats-Unis
http://fr.wikipedia.org/wiki/Colonne_Nelson_%28Londres%29
http://fr.wikipedia.org/wiki/Smog
http://fr.wikipedia.org/wiki/Colonne_Nelson_%28Londres%29
http://fr.wikipedia.org/wiki/Smog
http://fr.wikipedia.org/wiki/New_York
http://fr.wikipedia.org/wiki/New_York
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Fig.I.6 : Photochimie effet de serre. [W4] 

 

Depuis 2006 notamment, la Chine est devenue le premier pays émetteur de CO2 devant les  

États-Unis en totalisant presque 20% des émissions globales [W1]. 

L’objectif du protocole de Kyoto est de limiter et réduire le gaz à effet de serre qui provoque 

l’échauffement planétaire (figures I.6 et I.7). 

Malgré que les rejets de polluants 

industriels régressent, ceux des gaz 

d’échappement augmentent sans cesse. Le 

secteur des transports, en particulier les 

transports routiers, pèse fortement dans le 

bilan global des émissions des substances 

impliquées dans la pollution atmosphérique. 

Pour faire face à ce problème alarmant et 

afin de diminuer les rejets polluants, les 

industriels se sont retournés vers des énergies 

moins polluantes.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

I.3 Les énergies renouvelables 

 Une énergie renouvelable est une énergie dont les réserves ne s'épuisent pas. En d'autres 

termes, sa vitesse de formation doit être plus grande que sa vitesse d'utilisation. Les énergies 

renouvelables ne sont pas forcément plus respectueuses de l’environnement que les autres car le 

fait qu'une énergie se reconstitue n'implique pas que les déchets d'exploitation de cette énergie 

disparaissent [W6]. On peut lister les principales sources d’énergies renouvelables de la manière 

suivante : 

Fig.I.7 : Objectifs de réduction des gaz à effet de serre par zones d’ici 2012. [W5] 

 

http://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89nergie
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I.3.1 L’énergie hydraulique 

De nombreuses civilisations se sont servies de la force de l'eau, qui représentait une des 

sources d'énergie les plus importantes avant l'ère de l'électricité. Un exemple connu est celui des 

moulins à eau. De nos jours l'énergie hydraulique est utilisée au niveau des barrages et sert 

principalement à la production d'électricité.  

 

I.3.2 L’énergie éolienne 

L'énergie éolienne est utilisée depuis très long 

temps. Les voiliers, les moulins à vents sont utilisés 

depuis l'antiquité. L'énergie éolienne est aussi convertie 

en électricité par un générateur. Aujourd'hui, on 

récupère l’énergie du courant dans les océans, on parle 

de courantolienne (figure I.8) [W7]. 

 

I.3.3 L’énergie solaire photovoltaïque  

L'énergie solaire photovoltaïque est une énergie électrique coûteuse produite à partir du 

rayonnement solaire. L’installation solaire est privilégiée dans une région qui bénéficie d’un fort 

ensoleillement comme dans l’Afrique subsaharienne [W8].  

 

I.3.4 L’énergie de la biomasse 

Le terme de biomasse regroupe l'ensemble des matières organiques pouvant devenir des 

sources d'énergie. Ces matières organiques qui proviennent des plantes sont une forme de 

stockage de l'énergie solaire, captée et utilisée par les plantes grâce à la chlorophylle [W9].  

 

I.3.5 L’énergie géothermique 

 L’énergie géothermique provient du noyau terrestre en fusion. Le principe consiste à extraire 

l’énergie géothermique contenue dans le sol pour l’utiliser sous forme de chauffage ou pour la 

transformer en électricité [5], [W6].  

 

I.4 Technologies innovantes dans le secteur de l’automobile  

Dans le but de développer des moyens de transports moins polluants, les industrielles 

d’automobile doivent faire face à plusieurs défis. En effet, ils doivent explorer de nouvelles 

solutions technologiques et de mettre en œuvre des alternatives au véhicule thermique 

conventionnel. Plusieurs solutions ont été proposées, on cite les voitures électriques (la jamais 

Fig.I.8 : Vue d’une courantolienne. 

[W7] 

 

http://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89lectricit%C3%A9
http://fr.wikipedia.org/wiki/Moulin_%C3%A0_eau
http://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89nergie_%C3%A9lectrique
http://fr.wikipedia.org/wiki/Rayonnement_solaire
http://fr.wikipedia.org/wiki/Mati%C3%A8re_organique
http://fr.wikipedia.org/wiki/Plante
http://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89nergie_solaire
http://fr.wikipedia.org/wiki/Chlorophylle
http://fr.wikipedia.org/wiki/Chauffage
http://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89lectricit%C3%A9
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contente 1889 (figures I.9, I.10), hybrides, ou au gaz et voir même la voiture à alimentation par 

pile à combustible (figure I.11). Toutefois le choix de la solution est fonction de l’usage.  

 

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

De nos jours, l’utilisation du moteur électrique (machine électrique) est très répondue dans 

le domaine de l’industrie automobile. Les machines électriques sont nombreuses et variées, le 

choix est large avec la machine à courant continu, la machine asynchrone, la machine synchrone 

à rotor bobiné, à aimants permanents ou à reluctance variable. La machine électrique 

sélectionnée doit répondre à un cahier des charges déterminé intégrant des contraintes de 

diverses natures (thermique, mécanique, contrôle du flux, coût, encombrement, couple massique, 

vitesse maximale, etc.) [10], [11], [12]. 

Dans le domaine de la traction électrique, les Machines Synchrones à Aimants Permanents 

(MSAP) occupent une place de premier ordre [11], [12], [13], [14]. Elles offrent des 

caractéristiques de fonctionnement intéressantes et concurrentielles [5], [6], [11].  

Les aimants sont utilisés dans ce type de machines comme inducteurs, ainsi selon la façon dont 

on  monte ces aimants, on obtient différentes structures parmi les quelles on peut citer : les 

structures dont les aimants sont placés directement sur le surface du rotor SPM (Surface 

Permanent Magnet Machine), structures où les aimants sont insérés dans le rotor mais qui 

débouchent à la surface (Insert Permanent Magnet), et structures où les aimants sont enterrés 

IPM (Interior/Inside Permanent Magnet machines) [4], [5], [6].  

Les MSAP fonctionnent à flux d’excitation fixe ce qui constitue un inconvénient majeur. En 

effet, la machine doit fonctionner à puissance constante sur une large gamme de vitesse ce qui 

nécessite le contrôle du flux d’excitation crée par les aimants (défluxage). Le contrôle du flux 

dans l’entrefer peut être effectué soit par introduction d’une deuxième source d’excitation 

bobinée (Double Excitation), soit grâce à l’utilisation d’un convertisseur commandable [5], [6]. 

Fig.I.9 : La « jamais contente » Fig.I.10 : Schéma simplifié d’un 

véhicule électrique 

Fig.I.11 : Principe de 

fonctionnement d’une pile à 

combustibles 
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Le but de cette partie est d’expliquer globalement les différents points qu’on vient de citer 

précédemment. 

 

I.5 Cahier des charges  

Le cahier des charges donne une palette d’informations en matière de puissance, couple, 

coût, vitesse, dimensions…etc. De manière générale, on peut résumer  les différentes contraintes 

d’un cahier des charges comme suit [5], [6], [10], [14] :  

 Construction assez simple (encombrement) avec une masse volumique la plus faible possible ; 

 Coût non prohibitif (maintenance réduite, matériaux) avec un bon rendement global ; 

 Possibilité de récupération d’énergie au freinage ; 

 Fiabilité avec une durée de vie appréciable ; 

 Système non polluant (bruit+CEM). 

Ces contraintes peuvent donner lieu à des compromis.  

 

I.6 La Désexcitation  

La figure I.12 représente les allures des caractéristiques couple, tension, flux et puissance en 

fonction de la vitesse auxquelles doit répondre le système de traction [15], [16]. La machine 

électrique à choisir doit fonctionner dans n’importe quel point de l’espace couple/vitesse [5], 

[10], [14]. 

 

 

 

 

 

Fig.I.12 : Caractéristiques d’un cahier des charges type 

Ωbase  

Puissance  

Couple  

Ωbase  Vitesse  0  

Tension 

Flux 

Vitesse  0  
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Si on analyse ces caractéristiques, on distingue deux zones de fonctionnement : 

 Une première zone à couple constant. La plage de variation de vitesse va de zéro jusqu’à une 

vitesse dite vitesse de base ; 

 Pour la deuxième zone de fonctionnement, au-delà de la vitesse de base, la puissance est 

constante.  

À partir de l’expression classique de la puissance pour un système triphasé, on peut écrire 

que : 

cos3 EICP emem  , avec :  cos3 IpPpE em   et  EI


,  

On peut écrire l’expression du couple moyen  cos3 IpCem  . 

À la vitesse de base la tension est maximale (ainsi que la puissance), au-delà de cette vitesse il 

faut réduire le flux (défluxer = flux weakening). Pour y parvenir on a trois possibilités [5], [6] : 

 Par maîtrise du flux inducteur, on fait varier le flux   en 1  ; 

 Par la commande électronique, on fait varier le flux cosI  en 1  ; 

 Par la combinaison de la maîtrise du flux inducteur et de la commande électronique. 

Selon la machine électrique à utiliser, le défluxage va introduire d’autres contraintes ce qui peut 

conduire à des solutions différentes. Aussi, il faut noter que selon l’équipe de conception la 

solution va varier énormément [5], [14]. 

 

I.7 Les Machines Synchrones à Aimants Permanents « MSAP » 

Les MASP par leurs performances intéressantes en couple massique ainsi que par leur bon 

rendement, constituent des solutions avantageuses par rapport aux autres machines. Le tableau 

comparatif (Tableau-2), résume les avantages et les inconvénients des différents types de 

machines électriques [5], [10]. 
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Type de machine Avantages  Inconvénients  

Machine à Courant Continu (MCC) 

 Electronique de commande simple ; 

 Défluxage + montée en vitesses 

élevées facile à réaliser pour les MCC 

à inducteur bobiné. 

 Coût d’entretient élevé (usure du 

système ballais-collecteur) ; 

 Fort encombrement suite à la 

présence des enroulements de 

compensation ; 

 Puissance massique faible ; 

 Refroidissement difficile à réaliser à 

cause du mouvement de l’induit. 

Machine Asynchrone à cage d’écureuil 

ou à rotor massif (MAS) 

 Fabrication assez simple ; 

 Machine robuste. 

 Mauvais facteur de puissance ; 

 Pertes Joule importantes au rotor  

(refroidissement difficile) ; 

 Rendement relativement faible. 

Machine à Réluctance Variable à 

Double Saillance (MRVDS) (figure 13) 

 Fabrication simple ; 

 Fonctionnement sur une large plage 

de vitesse ; 

 Bon rapport couple/masse. 

 Electronique de commande assez 

compliquée ; 

 Bruit et vibrations ; 

 Mauvais facteur de puissance ; 

 Surdimensionnement de 

l’alimentation. 

Machine Synchrone à Réluctance 

Variable (MSRV) (figure 14) 

 Montée en survitesse facile (rotor 

passif) ; 

 Rendement meilleur que les MAS. 

 Facteur de puissance assez faible ; 

 Electronique de commande 

compliquée ; 

 Nécessité d’un rapport de saillance 

élevé. 

Machine Synchrone à Rotor Bobiné 

(MSRB) (figure 15) 

 Bon rendement ; 

 Défluxage aisé par action sur le 

courant d’excitation. 

 Contacts glissants limitant les 

vitesses de rotation ; 

 Rapport couple/mass plus faible que 

pour les machines synchrones à 

aimants ; 

 Rendement plus faible suite à la 

présence des pertes Joule dans le 

rotor ; 

 Electronique de commande assez 

compliquée. 

Machine Synchrone à Aimants 

Permanents (MSAP) (figure 16) 

 Puissance massique élevée ; 

 Pas d’échauffement au rotor 

(utilisation des aimants) ; 

 Refroidissement aisé ; 

 Bon rendement. 

 Coût lié à celui des aimants ; 

 Technologie coûteuse (structure). 

Tableau.2 : Comparaison des différents types de machine électrique 

Enroulement

s  

Stator 
Rotor  

Fig.I.13 : Machine à Réluctance 

Variable à Double Saillance 

Fig.I.14 : Rotor d’une 

Machine Synchrone à 

Réluctance Variable  

Stator  

Rotor   

Fig.I.15 : Machine 

Synchrone à Rotor Bobiné 



                                                                                                                                                     Chapitre I : Position du problème 

 

 -16- 

En général, le stator de la MSAP est analogue à celui des machines synchrones ou 

asynchrones classique, la différence réside au rotor où les aimants peuvent être montés en 

surface, insérés ou enfuis dans le fer rotorique (figure I.16) [17].   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

On classe la MSAP selon plusieurs critères car il existe, entre autre, des machines [14] : 

 Tournantes ou linéaires ; 

 A aimants statorique ou rotorique ; 

 A rotor extérieur ou intérieur ; 

 Monophasés ou polyphasés ; 

 A pôles lisses, à simple saillance, à double saillance ; 

 A entrefer axial ou radial…etc. 

Selon le type de la machine à aimants permanents de nouveaux avantages et inconvénients 

vont apparaître et qu’on peut résumer comme suit : 

1. Pour les machines dont les aimants sont montés directement sur la surface rotorique (figure 

I.16.a) dites SPM (Surface Permanent Magnets Machine), il est nécessaire de fretter afin de 

maintenir les aimants et aussi d’éviter le court-circuit. Cependant, cette frette constitue un 

entrefer additionnel qui s’ajoute à l’entrefer mécanique [5], [6], [14], [17]. En outre, pour ce type 

de machine, on utilise des aimants terres rares pour avoir de bonnes performances, mais 

l’utilisation de ces aimants conduit à un coût prohibitif (contrainte coût violée) [19], [20]. Le 

risque de démagnétisation irréversible des aimants à cause de la réaction d’induit vient s’ajouter 

aux difficultés liées à ce genre de construction. Par conséquent, le défluxage se présente comme 

une tâche très délicate [5], [21], [22].  

Fig.I.16 : Rotors des Machines Synchrones à Aimants Permanents [18], [19] 

(a) Rotor à Aimants montés en Surface 

(b) Rotor à Aimants insérés    

(c) Rotor à Aimants  (radiaux) enterrés  

(d) Rotor à Aimants  (azimutaux) enterrés 

(e) Rotor à Aimants  (laminés axialement) enterrés  

 

 

(a) (b) (c) (d) (e) 
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2. Pour les machines dont les aimants sont insérés dans le rotor (figure I.16.b) mais débouchent 

à leur surface, on retrouve globalement les mêmes problèmes que précédemment. Ces structures 

sont dites Insert Permanent Magnet machines [5], [17].  

3. Les machines dont les rotors sont représentés sur les figures (figures I.16.c, I.16.d et I.16.e) 

sont dites IPM (Interior/Inside Permanent Magnet machines). Ces machines dont le rotor est 

plus complexe que celui d’une SPM, offrent la possibilité de fonctionner à des grandes vitesses 

de rotation. De plus, les IPM peuvent donner lieu à la concentration de flux ce qui permet 

d’utiliser des aimants de type ferrites (contrainte coût respectée), aussi l’entrefer est minimum 

car on n’utilise pas de frettes afin de fixer les aimants [4], [5], [6], [10], [17]. En terme de 

défluxage, la construction du rotor de ces structures, permet de contrôler le flux crée par les 

aimants sans les exposés à la démagnétisation comme pour le cas des SPM [5], [17], [23]. 

L’utilisation des aimants permanents, augmente significativement le rendement et le rapport 

couple/masse. Cependant, la présence des aimants engendre un problème lié à la nature du flux 

d’excitation. Pour des machines associées à des convertisseurs commendables, on peut contrôler 

le flux total en agissant sur le courant d’induit où la réaction d’induit doit être égale au flux 

d’excitation crée par les aimants. Si maintenant, le convertisseur est non commendable, le 

problème reste entier [5], [21]. 

Afin de contrôler le flux dans l’entrefer des MSAP, plusieurs équipes de recherche 

proposent d’utiliser des structures à plusieurs systèmes d’excitation (Poly-excitation) [15]. 

Généralement, on utilise deux différentes sources d’excitation [4], [5], [8], [24], [25], le flux est 

ainsi crée par des aimants et par un enroulement d’excitation (bobine d’excitation). La deuxième 

source sert essentiellement à contrôler le flux crée par les aimants [5], [21]. 

Selon l’agencement des circuits d’excitation, on peut classer ces machines comme suit : 

 Machine Synchrone à Double Excitation Série ; 

 Machine Synchrone à Double Excitation Parallèle 

 

I. 8 Machines Synchrones à Double Excitation Série 

Dans ce type de machine, l’excitation bobinée est magnétiquement mise en série avec celle 

relative aux aimants, la (figure I.17) schématise ce principe de fonctionnement [5], [8], [15], 

[24]. 
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L’inconvénient majeur pour ce type de configuration, réside dans le fait que le flux 

d’excitation bobiné traverse les aimants, ce qui engendre en premier lieu un  risque de 

démagnétisation. En second lieu, il faut prendre en considération que la perméabilité des aimants 

est proche de celle de l’air, ainsi les bobines d’excitation voient une réluctance magnétique 

élevée ce qui réduit considérablement l’efficacité du défluxage [5], [15]. D’autre part, un 

défluxage total conduit à des pertes Joule dans l’inducteur très importantes [5], [15].  

 

I.9 Machines Synchrones à Double Excitation Parallèle 

A l’inverse de la double excitation série, et dans le cas de la double excitation parallèle, les 

flux des aimants et de l’excitation bobinée n’ont pas toujours le même chemin (figure I.18). 

Ainsi les deux circuits d’excitation sont partiellement découplés, il existe également des 

topologies où ces deux circuits d’excitation sont complètement découplés [5], [15]. Dans ce cas 

on peut éviter le risque de démagnétisation. Le défluxage est fonction de l’agencement des 

circuits d’excitation [5], [25], [26], [27]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. I.17 : Schéma et prototype d’une Machine Synchrone à Double Excitation Série 

Bobine d’induit 

Bobine d’excitation 

Aimant  

Stator 

Rotor 
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Bobine d’induit 

Aimant 

Bobine d’excitation 

Rotor  

Stator  

a) Schéma de principe  b) Prototype : Alternateurs à Griffes  [28] 

a) Schéma de principe  b) Construction de la machine  [5], [25] 

a) Schéma de principe  b) Double Excitation Parallèle à Flux Unipolaire [4], [5] 

Fig.I.18 : Machines à Double Excitation Parallèle : Schémas de principe et Prototypes  

Stator  Rotor  Flasques   

Induit  

Aimant 

Bobine d’excitation 

Stator  

Rotor  

Flasque  

Bobine d’induit 

Aimant 

Bobine 

d’excitation 

Jonction amagnétique 

Stator  

Rotor  

Induit 

commun 

Jonction amagnétique 

Rotor bobiné 
Rotor à aimants 

permanents 
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La modélisation analytique ou numérique des machines à double excitation, permet 

essentiellement de dégager les performances et les limites de chaque structure. Dans notre 

travail, on s’intéresse en premier lieu à un cas particulier de la machine à double excitation série, 

c’est la SPM et en second lieu à une structure innovante dite Machine à Commutation de Flux 

MCF dont le principe est basé sur la concentration de flux. Cette machine présente l’avantage 

d’utiliser le défluxage électronique qui permet de fonctionner à puissance maximale constante 

sur une large plage de vitesse [18]. 

 

I. 10 Méthodes de modélisation et dimensionnement 

D’une manière générale, l’analyse d’un dispositif nécessite sa subdivision en éléments plus 

simples. De ce point de vue, les méthodes de modélisation actuellement disponibles se 

répartissent en deux groupes [30], [31]. 

En premier lieu, on trouve les méthodes numériques (basées sur une discrétisation spatiale 

et/ou temporelle fine du problème) qui sont d’une mise en œuvre rapide, à condition de pouvoir 

se procurer un logiciel performant, grâce aux facilités d’entrée des données et de l’exploitation 

des résultats [29], [30]. La méthode des éléments finis (MEF), qui est une méthode numérique, 

se présente aujourd’hui comme une des méthodes les plus robustes [1], [31]. 

En second lieu, il existe des méthodes dites analytiques. Elles consistent en l’exploitation 

des modèles décrivant de manière analytique le comportement dimensionnel de la structure. 

Certes moins fines et précises, ces représentations, à caractère global, sont bien adaptées à la 

prise en compte de phénomènes physiques de diverses natures [2], [3]. Ces méthodes continuent 

à se développer en tenant compte de l’évolution de la technique et de la plus grande disponibilité 

des moyens de calcul (techniques de calcul symbolique, techniques de programmation 

automatique) [29], [30]. 

 

I.11 Étude de la machine à aimants montés en surface SPM 

Une SPM équipée d’un enroulement triphasé équilibré, présente l’avantage d’avoir une 

configuration très simple par contre elle a l’inconvénient majeur d’avoir une inductance 

statorique ( dL inductance selon l’axe direct) de faible valeur car l’entrefer est important, par 

conséquent le contrôle de flux (défluxage) devient une tâche très délicate [20], [21]. 

Pour faire face à ce problème, plusieurs travaux ont montré que l'utilisation des 

enroulements concentrés ou modulaires (non-overlapping and modular winding) permet de 
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contrôler le flux d’excitation de façon optimale [21], [22], [32]. En effet, suite à l’emploi de ce 

type d’enroulement l’inductance aura une valeur plus importante. 

En outre, les auteurs indiquent [4], [8] et [14] que le rapport du rayon interne du stator au 

rayon externe du stator (Optimum Split Ratio) est un paramètre de conception très important car 

il influe significativement lors du calcul du couple, de celui du rendement et sur le coût de la 

machine. Une expression analytique simple a été développée afin d'obtenir la valeur optimale de 

ce rapport [19], [20].  

 

I.11.1 Définition et avantages de l’enroulement concentrique 

La définition la plus courante de l’enroulement concentrique étant un enroulement qui se 

concentre autour d’une dent (figure I.19). Ainsi, deux configurations possibles sont souvent 

employées [21], [33]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

La première configuration est dite enroulement concentrique à simple couche (single-layer 

concentrated windings) (figure I.20.a et I.20.b). Celle-ci présente l’avantage de passer à un 

nombre réduit d'enroulements, égal à la moitié du nombre d’encoches [21]. La deuxième 

configuration est appelée enroulement concentrique à double couche (double-layer concentrated 

windings) où on trouve deux différentes manières de disposer les enroulements. La figure I.20.c 

présente le premier cas de l’enroulement concentrique à double couche où deux enroulements de 

deux phases différentes occupent la même encoche. Dans le deuxième cas, dit enroulement 

modulaire (Modular windings), les enroulements de la même phase logent dans des encoches 

consécutives (figure I.20.d) [21], [34]. 

Pratiquement, avec les enroulements concentriques le volume de cuivre utilisé est réduit 

[21], ce qui permet de minimiser les pertes Joule et d’améliorer considérablement le rendement. 

(b) 

S N 

W U V 

Courtes têtes de bobines  

0.5 encoches/pôle/phase 

 Bobinage concentrique (2p = 2)  

Fig.I.19 : (a) Bobinage triphasé réparti (2p = 2) ;  (b) Bobinage concentrique (2p = 2) 

U W V 

Têtes de bobines 

importantes 

1 encoches/pôle/phase  

Bobinage réparti triphasé (2p = 2)  

N N S 

(a) 
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Fig.I.20.a : Enroulement concentrique à simple couche 

Fig.I.20.b : Enroulement concentrique à simple couche avec distribution  

Fig.I.20.c : Enroulement concentrique à double couche irrégulière des encoches 

Fig.I.20.d : Enroulement modulaire 

 

 

 

 

 

B+ B+ 

B - B - 

A - 

A - 

A + 

A + 
C - 

C - 

C + 

C + 

a b c d 

Fig.I.21.a : Photo représentant la technique 

nommée plug-in-teeth 

Fig.I.21.b : Technique de construction dite  

« joint-lapped core »  

En outre, un excellent facteur de remplissage peut être réalisé avec la technique « laminated 

plug-in-tooth » jusqu'à 78 % (figure I.20.a) et jusqu’à 75% avec la technique de « Joint-lapped 

core » (figure I.21.b)[21], [33], [35]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

I.11.2 Réalisation de l’enroulement concentrique 

 La réalisation d’un enroulement triphasé équilibré est conditionnée par [21], [33], [36] : 

  
C

pSPGCD

S
 3

2,
  (I.1) 

Avec : S le nombre d’encoches, p le nombre de paires de pôles, C un entier positif (1, 2 …) et 

PGCD le plus grand commun diviseur. 

On définit le nombre d’encoches par pole et par phase comme suit: 

mp

S
S pp




2
  (I.2) 

Avec m présente le nombre de phase.  
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Fig.I.21 : Coupe transversal d’une SPM 

A+ 

B- 

C+ 

A- 

B+ C- 
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B- 

C+ 

A- 
B+ C- 

Wt 
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De 

hbi 

ht 

tpm 

Les machines triphasées équipées d’enroulements concentriques présentent un bon 

rendement lorsque le Spp est inférieur ou égal à 1/2. Le tableau.1 résume toutes les combinaisons 

possibles (nombre d’encoches, nombre de paires de pôles) ainsi que le Spp et le facteur de 

bobinage wk qui y va avec [21], [33]. Dans le cas où la machine possède une seule encoche par 

pôle et par phase, le facteur de bobinage est égal à un ( 1wk ) si les encoches ne sont pas 

inclinées, dans le cas inverse ce facteur aura une valeur réduite de 0.955 [21]. 

Des valeurs du facteur de bobinage dans le tableau sont entourées par des parenthèses 

lorsqu’il est possible d'augmenter le pas d’enroulements. Pour les structures qui peuvent être 

équipées d’enroulement concentrique à une simple couche le ppS est souligné. Dans ce cas, le 

nombre réduit d'encoches (S/2) simplifie la fabrication et les assemblages [21], [33], [37]. 

 

 

I.11.3 Dimensionnement par optimisation du rapport D/De 

Le rapport du diamètre intérieur du stator 

noté D sur le diamètre extérieur du stator noté 

De, est l'un des paramètres de conception les plus 

importants pour les MSAP car il influe 

considérablement sur la densité de puissance et 

le rendement à la fois [19], [20], [37], [38], [39]. 

La figure I.21 illustre une coupe transversale 

d'une SPM. Au cours de notre analyse deux 

types d’enroulement sont considérés (figure 

I.22), à savoir un enroulement réparti triphasé et 

un enroulement concentrique à double couche 

2p 

S 

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 

3 
1/2 

0.866 

1/4 

0.866 
 

1/8 

(0.866) 

1/10 

(0.866) 
 

1/14 

(0.866) 

1/16 

(0.866) 
 

1/20 

(0.866) 

1/22 

(0.866) 
 

6 
1 

0.5 

1/2 

0.866 
 

1/4 

(0.866) 

1/5 

(0.5) 
 

1/7 

(0.5) 

1/8 

(0.866) 
 

1/10 

(0.866) 

1/11 

(0.5) 
 

9  
3/4 

0.617 

1/2 

0.866 

3/8 

0.945 

3/10 

0.945 

1/4 

(0.866) 

3/14 

(0.617) 

3/16 

(0.328) 
 

3/20 

(0.328) 

3/22 

(0.617) 

1/8 

(0.866) 

12 
2 

0.259 

1 

0.5 
 

1/2 

0.866 

2/5 

0.966 
 

2/7 

(0.966) 

1/4 

(0.966) 
 

1/5 

(0.5) 

2/11 

(0.259) 
 

15    
5/8 

0.711 

1/2 

0.866 
 

5/14 

0.951 

5/16 

0.951 
 

1/4 

(0.866) 

5/22 

(0.711) 
 

18   
1 

0.5 

3/4 

0.617 

3/5 

0.735 

1/2 

0.866 

3/7 

0.902 

3/8 

0.945 
 

3/10 

0.945 

3/11 

(0.902) 

1/4 

(0.866) 

21    
7/8 

0.538 

7/10 

0.650 
 

1/2 

0.866 

7/16 

0.870 
 

7/20 

0.953 

7/22 

0.953 
 

24  
2 

0.259 
 

1 
0.5 

4/5 
0.588 

 
4/7 

0.760 
1/2 

0.866 
 

2/5 
0.966 

4/11 
0.958 

 

Tableau.1: Résumé des combinaisons possible entre le nombre d’encoches (S) et le nombre de paires de 

pôles (2p) pour la réalisation d’un enroulement concentrique équilibré  
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Fig.I.22.e : Lignes de flux à vide 

nombre d’encoches / nombre de paire de pôle = 3 /2  

Fig.I.22.b : Lignes de flux à vide 

nombre d’encoches / nombre de paire de pôle = 6 /2  

A+ 

B- 

C+ 

A- 
B+ C- 

A+ 

B- 

C+ 

A- 
B+ C- 

Fig.I.22.a : Enroulement réparti (12 encoches) Fig.I.22.d : Enroulement concentrique (6 encoches) 

S S N 

B+ A- C+ B- A+ C- B+ A- C+ B-  A+ A-   C+ C-   B+ C-  B+ 

S S N 

Fig.I.22.f : Couple de détente en fonction de la                  

position angulaire (enroulement concentrique)  

Fig.I.22.c : Couple de détente en fonction de                    

la position angulaire (enroulement réparti) 

C+ C- 
A- 

C+ C- 
A- 

A+ 

A+ 

B+ 

B+ 

B- 

B- 

[39]. Une première approche en utilisant la méthode des éléments finis (FEMM


-ver.4.2) va 

permettre de visualiser les grandeurs globales de la machine dans les deux cas.  

Pour le modèle analytique, initialement, on s’intéresse à une SPM équipée d’un enroulement 

triphasé équilibré réparti. On va chercher à optimiser le rapport du diamètre intérieur au diamètre 

extérieur du stator  ee DDRR  . On suppose que les parois des dents sont parallèles et on 

néglige l’effet des têtes de bobines [20], [22], [39].  
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L’expression de l’induction dans l’entrefer gB en fonction de l’induction rémanente de 

l’aimant rB , de la perméabilité relative rm et des autres grandeurs de la machine peut être 

donnée par la relation suivante [20], [40], [41], [42], [43]: 

 
  r

mrpmc

mrpm
g B

tgk

t
B .

. 




   (I.3) 

Or 
 pmgrm
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
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





    et  

S

D
s





  

Avec: pmt la hauteur de l’aimant dans la direction de magnétisation, g entrefer mécanique, 0b

largeur de l’ouverture de l’encoche, s pas d’encoches, D diamètre intérieur et ck coefficient de 

Carter. 

 

I.11.4 Élément de dimensionnement 

a. Relations géométrique 

Les relations géométriques sont exprimées en fonction de l’induction dans l’entrefer gB , de 

l’induction dans les dents tB  et dans la culasse statorique biB : 

p2B2

DB
h

bi

g
bi




   (I.4) 

bi
e

t h
2

DD
h 


   (I.5) 

SB

DB
w

t

g
t




   (I.6) 

Avec: bih hauteur de la culasse statorique, th hauteur de la dent, tw largeur de la dent et eD  

diamètre extérieur du stator. 

À partir de la figure (figure I.22.a), et en négligeant les extrémités des dents (les parois des 

dents sont parallèles), la surface de l’encoche peut être écrite comme suit: 

   tt
22

bieS hwDh2D
S4

A 



   (I.7) 
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En utilisant les équations (I.4), (I.5), (I.6) et après réarrangement, la surface de l’encoche 

peut être réécrite de la manière suivante [19], [21], [37], [39]: 
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    (I.8) 

maxB représente la valeur maximale de l’induction dans les dents et la culasse statorique. 

Compte tenu de l’équation (I.3), on obtient: 


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e

2
e

S ,,,,
max

  (I.9) 

b. Équation du couple 

 Le couple d’une SPM peut s’exprimer [37]: 

 pm
2

gs pLDBKT  sin   (I.10) 

Avec: pm2 ouverture angulaire de l’aimant, sK densité de courant linéique qui est définie par 

[37]: 

D

JASk

D

ISk
K cuwencw

s












22
  (I.11) 

Où wk représente le facteur de bobinage, cuA surface du cuivre dans une encoche et encI le 

courant.  

La surface du cuivre peut être exprimée en fonction de la section de l’encoche encA comme 

suit: 

cond

wenc
cu

n

kA
A


   (I.12) 

Avec: wk facteur de remplissage et condn le nombre de conducteur par encoche, égal au nombre 

de tours par bobine [21], et qui est défini par [44]: 

pp

1wp
cond

Sp

N
n




   (I.13) 

1N représente le nombre de tours en série par phase, p nombre de voies parallèle et w nombre 

de fils en parallèle [44], [45]. 

En utilisant l’équation (I.2), la surface du cuivre peut se mettre sous la forme suivante [38]: 
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S

N
m

k
2

A

A
1

b
S

cu





 ;  11  wp et    (I.14) 

c. Pertes joule 

Les pertes dues à l’effet Joule sont données par l’expression suivante : 

2
enccu IRmP    (I.15) 

La résistance R est définie par: 

cuA

L
R     (I.16) 

En combinant les équations (I.15) et (I.16) l’expression de la densité de courant peut être 

exprimé par: 

LAm

P
JAJI

cu

cu
cuenc





  (I.17) 

Si on fixe les pertes joule et en utilisant les équations (I.10), (I.16) et (I.17), le couple 

électromagnétique par unité de volume peut se mettre sous la forme [5] : 

S
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e
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T






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
   (I.18) 

En substituant l’équation (I.8), la dernière relation va permettre de relier  eDDVT ,  et 

d’obtenir par différenciation par rapport à D/De, la valeur maximale du couple par unité de 

volume. La formule obtenue après différenciation est une équation quadratique dont la solution 

est exprimée par [19], [20], [38], [39]: 
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 (I.19) 

On remarque clairement que pour une valeur fixe des pertes joule et pour une valeur 

maximale du couple par unité de volume, la valeur optimale du rapport D/De est en fonction du 

rapport maxBBg et du nombre de paire de pôle [19], [38]. On représente sur les figures I.23 et 
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I.24 l’effet de maxB et l’effet de la variation du rapport maxBBg sur l’évolution de la valeur 

optimale du rapport D/De. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

On peut aussi étudier la variation du couple électromagnétique en fonction de la valeur 

optimale du rapport D/De [19], [38]. On peut écrire dans ce cas : 
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En substituant l’équation (I.14) dans la dernière relation, l’expression du couple peut être écrite 

ainsi :  
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La surface d’encoche peut se mettre sous la forme suivante: 
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Finalement, l’équation (I.20-3) devient:   
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2 1

2

  (I.21) 

Cette relation va nous permettre d’étudier la variation du couple en fonction du rapport 

D/De. 

Fig.I.23 : Effet de  Bmax sur        

le rapport optimal D/De  

Fig.I.24 Variation du rapport optimal D/De en   

fonction du Bg/Bmax pour un enroulement réparti 
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On remarque clairement à partir de la figure I.25 qu’une valeur optimale du rapport D/De 

existe, tandis qu’à partir de la figure I.26 on constate que cette valeur varie de 0.45 à 0.6 pour un 

nombre de paire de pôle qui va de 2 à 8 [19], [38]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

On rappelle qu’on a utilisé un enroulement réparti. Lorsqu’on emploie un enroulement 

concentrique c’est l’expression de la surface de l’encoche qui change. 

 

I.11.5 Optimisation du rapport D/De pour un enroulement concentrique 

Pour les machines présentant un rapport nombre d’encoches au nombre de paire de pôle 3/2 

et en procédant de la même manière que précédemment, la surface de l’encoche peut être donné 
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      (I.22) 

Avec: 
2

1
k   lorsque l’enroulement utilisé est un enroulement triphasé équilibré réparti (équation 

(I.8)) 

           
3

1
k   lorsque l’enroulement est concentrique [38] 

La figure I.27 représente la variation du rapport optimal D/De pour un enroulement réparti et 

un autre concentrique. On constate que le rapport optimal est plus important lorsque 

l’enroulement utilisé est concentrique. Tandis qu’à partir de la figure I.28 on remarque nettement 

Fig.I.25 : Variation du couple en fonction du 

rapport D/De pour différente valeurs de Bg.                

2p = 4;  S = 6;  Bmax = 1.5 T; De = 90 mm;                   

L = 50 mm; Pcu = 50 W 

 

Fig.I.26 : Variation du couple en fonction du 

rapport D/De pour différente valeurs de p.        

Bg = 0.8; S = 6; Bmax = 1.5 T ; De = 90 mm;         

L = 50 mm; Pcu = 50 W 
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que le couple électromagnétique est plus important lorsque la machine est équipée d’un 

enroulement concentrique. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Cette première étude nous a permis de visualiser un ensemble des grandeurs globales de la SPM. 

Pour l’étude de la MCF, on se limite à une étude numérique par éléments finis. 

 

I.12 Étude de la Machine à Commutation de Flux « MCF » 

Certaines machines polarisées/hybrides (l’excitation dans ces machines est obtenue par 

aimants permanents) sont dites à inversion du flux lorsque le déplacement de l’aimant inverse le 

flux magnétique dans un bobinage, et dites à commutation de flux lorsque l’élément mobile 

passif permet lors de son déplacement de diriger (commuter) le flux de l’aimant inducteur 

alternativement dans un sens puis dans l’autre sens à travers un bobinage [46]. La figure I.39 

représente la classification en fonction des diagrammes Flux/Ampère-tour pour un moteur à 

réluctance variable pure, un moteur à réluctance variable polarisé et pour un moteur à 

inversion/commutation de flux. 

La présence d’aimants permet d’utiliser un courant unidirectionnel ou bidirectionnel, 

cependant on doit faire face à une limitation en courant à cause du phénomène de désaimantation 

des aimants [46].  

 

 

 

 

 

 

Fig.I.27 : Variation du rapport optimal D/De 

en fonction du nombre de paire de pôle et du 

type d’enroulement 

Fig.I.28 : Variation du couple électromagnétique 

en fonction du rapport optimal D/De et du type 

d’enroulement 
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I < > 0 

α 

I < > 0 

α 

I < > 0 

α 

(a) : Moteur à réluctance 

variable pure 

(b): Moteur à réluctance 

variable polarisé 

(c) : Moteur à inversion ou 

commutation de flux 

Fig.I.39 : Classification des moteurs en fonction des diagrammes Flux/Ampères tour 

Aimant 

Aimant 

α = 0° 

α = 90° 

ni 

ϕ 

ni 

α = 0° 

α = 90° 

- nI  nI 

ϕ 

ni 

α = 0° 

α = 180° 

- nI  nI 

ϕ 

 

 

I.12.1 Présentation de la MCF à double excitation 

Le stator de cette structure comporte toutes les sources de flux à savoir les aimants 

permanents, le bobinage de double excitation et le bobinage d'induit (figures I.40 et I.41), tandis 

que le rotor est totalement passif. Le bobinage de double excitation est alimenté par un courant 

bidirectionnel et apte à établir localement un flux magnétique réglable dans une direction 

circonférentielle inverse de celle du flux crée par les aimants [26], [47], [48]. 

La machine comprend un même nombre d’aimants permanents, de bobinages d’excitation et de 

bobinages d’induit, régulièrement répartis sur la circonférence du stator. Par contre les dents de 

commutation au rotor sont à répartition angulaire différente de celle du bobinage d’induit, de 

manière à opérer avec des courants polyphasés dans les différents bobinages d’induits [26]. 
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Fig.I.40.b : Photo du stator 

sans bobinage [47] 

Fig.I.40.a : Machine à commutation 

de flux présentée par S. Halioui [47] 

Fig.I.40.c : Photo du stator avec 

bobinage [47] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Le contrôle du flux dans la MCF peut 

s’effectuer aussi sans avoir recours à un 

bobinage d’excitation, c’est l’une des 

propriétés les plus intéressantes de cette 

machine. Le contrôle du flux est réalisé en 

adoptant une technique de défluxage 

électronique [49], on s’intéresse 

particulièrement à cette structure cellulaire qui 

permet de produire un couple statique 

comparable à celui des meilleures machines synchrones à aimants (ex : à concentration de flux). 

 

 

I.12.2 Présentation de la MCF 

La machine à commutation de flux triphasée à 

étudier (figure I.42) est constituée d’une partie fixe le 

stator qui comprend les bobinages de l’induit et les 

aimants permanents réalisant la fonction de l’inducteur 

[49], [50], [51], [52]. On dispose de 12 aimants au stator, 

donc chaque phase est constituée de 4 aimants et 4 

bobinages [51]. La deuxième partie mobile est le rotor, 

complément passif, constitué d’un empilement de tôles 

ferromagnétiques. On note que les vitesses de rotation 

sont élevées. 

Fig.I.42.a : Section transversale 

de la machine 

Fig.I.42.b : Photo du stator 

et du rotor  

Fig.I.41 : Machine à commutation de flux étudiée 

par A. D. Akemakou [26] 

Bobinage 

d’induit 

Bobinage 

d’excitation 

Aimant 

permanent 
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Le déplacement de la partie passive (rotor) permet de commuter le flux alternativement dans 

un sens et dans l’autre à travers le bobinage d’induit (stator) d’où l’appellation Machine à 

commutation de Flux (figure I.43) [28], [46]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

On définit la cellule élémentaire (figure I.44), et qui va nous permettre de réaliser le 

prototype de la (figure I.42.a), de la manière suivante:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Avec : 

q  : Nombre de phase ; 

cN  : Nombre de cellule par phase ; 

sN  : Nombre de dents au stator ; 

rN  : Nombre de dents au rotor ; 

Ec  : Epaisseur de la culasse statorique ; 

a  : Flux crée par l’aimant ; 

cs

s
NqN




22
  : Largeur angulaire de la cellule au stator ;  

Fig.I.43.a : Flux de l’aimant traversant 

de bas en haut la bobine 

Fig.I.43.b : Flux de l’aimant traversant 

de haut en bas la bobine 

Fig.I.43 : Principe de la commutation de flux d’un aimant dans la bobine 

Fig.I.44 : Définition de la cellule élémentaire 
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A 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

B C 

Fig.I.45 : Distribution de l’enroulement concentrique  

r

r
N




2
  : Largeur angulaire de la cellule au rotor ; 

aw : Largeur angulaire de l’aimant statorique ; 

dsw : Largeur angulaire d’une dent statorique ; 

esw : Largeur angulaire de l’encoche statorique ; 

erw : Largeur angulaire d’une dent rotorique. 

Afin de se familiariser avec cette structure et ses caractéristiques intéressantes, une étude 

numérique basée sur la méthode des éléments finis a été entamée. Au début on a exploité le 

logiciel FEMM


-ver.4.2, qu’on peut facilement piloter par MATLAB, afin de visualiser les 

grandeurs globales de la machine, puis et au cours de notre séjour scientifique au sein du 

Laboratoire GREAH (Groupe de Recherche en Electrotechnique et Automatique au Havre) on a 

pu perfectionner cette étude numérique grâce à l’emploi du logiciel performant (Flux2D


). 

 

I.12.3 Étude numérique de la MCF 

On représente sur la (figure I.45) la 

machine qu’on a étudiée. Cette 

machine triphasée contient 12 aimants 

au stator. En ce qui concerne l’induit, 

on va considérer deux types de 

bobinages, le premier concentrique à 

double couche et le deuxième à simple 

couple. Le rotor comporte 10 dents. On 

donne en annexe. A (§ A.3), les 

paramètres de cette machine.   

Au cours de cette étude on a pu 

visualiser les lignes de flux à vide 

(figures I.46 et I.48), on a pu tracer 

aussi le flux par phase (figure I.48) 

ainsi que la force électromotrice (FEM) 

par phase (figure I.49). Nos résultats 

sont en bonnes concordances avec ceux 

cités dans la littérature scientifique 

[49], [50], [51] et [52]. 
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On remarque que la forme des courbes du flux et des FEM correspondantes, sont 

essentiellement sinusoïdales. Si on analyse les lignes de flux à vide (figures I.46 et I.47) on 

constate que le flux des bobines (A1,A7) et (A4,A10) sont considérablement différents et ceci est 

dû essentiellement à la position des dents statoriques par rapport à celles rotorique [52], 

A10 

Fig.II.48 : Variation du flux dans les 3 bobines A, B et C en fonction de la position du rotor 
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Fig.II.49 : Variation de la FEM pour les 3 bobines A, B et C  
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Fig.I.46 : Lignes de flux à vide, le flux de 

la phase A = 0 

Fig.II.48 : Variation du flux dans les 3 bobines A, B et C en fonction de la position du rotor 
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Fig.II.49 : Variation de la FEM pour les 3 bobines A, B et C  
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Fig.I.47 : Lignes de flux à vide, le flux de 

la phase A est = max 

a b c 

c b 
a 
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d’ailleurs après une rotation de 9° de l’axe de la dent au dessous de la bobine A4, le flux passe à 

sa valeur maximum (voir figure I.48). 

Pour mieux voir la différence, on a tracé la variation du flux au niveau de la bobine A1 et A4     

(figure I.50), on note que la forme obtenue des courbes n’est pas sinusoïdale [52], mais c’est la 

contribution de toutes les bobines qui donne une forme du flux sinusoïdale.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Maintenant, on reprend la même structure mais on va changer le type d’enroulement (figure 

I.51), puis on trace la variation du flux (figure I.52) et la FEM (figure I.53) pour les trois bobines 

A, B et C en fonction de la position angulaire du rotor.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.II.50 : Variation du flux dans la bobine A1 et A4 en fonction de la position du rotor 

 

Bobine A1 Bobine A4 

Fig.I.51: Distribution de l’enroulement 

concentrique à simple couche                                                  
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Il est clair que l’utilisation d’un enroulement à double couche offre plus d’avantages qu’un 

enroulement à simple couche, mais il faut savoir déterminer la distribution optimale des 

enroulements dans ce cas. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

I.12.4 Étude de la réaction magnétique d’induit 

On se propose maintenant d’étudier la réaction magnétique d’induit suite à l’injection de 

courant statorique. Au début, on ne va alimenter que la première bobine puis on va reprendre le 

même exemple et on rajoute la non linéarité. Les aimants sont remplacés par de l’air, une fois le 

programme exécuté on trace le flux, la FEM et la variation de l’inductance en fonction de la 

position du rotor (figure I.54). 
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Fig.I.53 : Variation de la FEM pour les 3 bobines A, B et C  

 

Fig.I.52: Variation du flux dans les 3 bobines A, B et C en fonction de la position du rotor 

a 

a b c 

b c 
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Pour compléter cette étude, on s’est proposé d’évaluer les grandeurs globales de la machine 

à commutation de flux en utilisant le logiciel Flux2D


. Uniquement la moitié de la machine a été 

modélisé (figure I.55), on a défini dans ce cas des conditions de périodicité et des couplages de 

nœuds au niveau des extrémités. On représente sur la (figure II.56) un agrandissement de la zone 

d’entrefer tandis que la (figure I.57) représente le circuit électrique utilisé à vide. 

Fig. I. 54.a : Variation du flux 

(phase A) 

Fig. I. 54.b : Variation de la 

FEM (phase A) 

Fig. I. 54.c : Variation de 

l’inductance (phase A) 

Fig. I. 54.d : Variation du flux 

(phase B) 

Fig. I. 54.e : Variation de la FEM 

(phase B) 

Fig. I. 54.f : Variation de la 

mutuelle (phase B) 

Fig. I. 54.g : Variation du flux 

(phase C) 

Fig. I. 54.h : Variation de la FEM 

(phase C) 

Fig. I. 54.i : Variation de la 

mutuelle (phase C) 
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Grâce à cette étude on a pu estimer la répartition de l’induction dans l’entrefer (figure I.58), 

on a même tracé le couple de détente (figure I.59) et les lignes de flux à vide (figure I.60). On 

s’est particulièrement intéressé à la FEM (figure I.61) vu qu’avec FLUX 2D on dispose d’un 

outil de construction de circuits électriques (Electriflux), ce qui n’est pas le cas avec le logiciel 

FEMM où le calcul du flux, de la FEM et de l’inductance est obtenu après programmation et 

récupération de l’induction au niveau des encoches. 

On donne dans l’annexe. A (§A.4) les caractéristiques de la machine étudiée. 

 

 

 

Fig.II.55 : Domaine étudié avec le modèle éléments finis 2D  

Demi-entrefer statorique 

Demi-entrefer rotorique 

Zone de glissement 

Fig.I.56 : Détail du maillage dans l’entrefer 

rotorique 

Fig.I.57 : Circuit électrique utilisé à vide  
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Résultats isovaleurs
Grandeur : Equi flux Weber
 
Temps (s.) : 0,008 Pos (deg): 36
Ligne / Valeur
  1    /    -759,11521E-6
  2    /    -604,13673E-6
  3    /    -449,15819E-6
  4    /    -294,17968E-6
  5    /    -139,20116E-6
  6    /    15,77736E-6
  7    /    170,75588E-6
  8    /    325,73441E-6
  9    /    480,71292E-6
 10    /    635,69145E-6
 11    /    790,66993E-6

Résultats isovaleurs
Grandeur : Equi flux Weber
 
Temps (s.) : 31,25E-6 Pos (deg): 140,625E-3
Ligne / Valeur
  1    /    -759,96696E-6
  2    /    -604,90245E-6
  3    /    -449,83791E-6
  4    /    -294,77343E-6
  5    /    -139,70892E-6
  6    /    15,35559E-6
  7    /    170,4201E-6
  8    /    325,48461E-6
  9    /    480,54909E-6
 10    /    635,61363E-6
 11    /    790,67814E-6

Fig.I.60 : Lignes de flux à vide pour  = 0° et  = 36° 

Fig.I.58 : Distribution de l’induction au 

milieu de l’entrefer 

Fig.I.59 : Variation du couple de détente en 

fonction de la position du rotor 

Fig.I.61 : Variation de la FEM en fonction de la 

position angulaire du rotor 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

À partir de la (figure I.58) on remarque 

clairement que la valeur maximale de 

l’induction dépasse 2 T suite à la 

concentration de flux au niveau des 

extrémités des dents statorique et rotorique, 

aussi il est nettement visible que la répartition 

de l’induction n’est pas sinusoïdale à cause de 

la topologie de la machine qui est une 

topologie à double saillance ce qui rappel 

bien le comportement de la machine à 

réluctance variable [52]. 
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I.13 Conclusion 

Dans le domaine de la traction électrique, nous avons vu que la Machine Synchrone à 

Aimants Permanents MSAP, mis à part le problème du contrôle du flux, est celle qui répond le 

mieux au cahier des charges imposé. Le défluxage peut être effectué soit par introduction d’une 

source d’excitation bobinée, soit grâce à un convertisseur commandable. 

Au cours de ce chapitre nous avons présenté les différentes réalisations existantes ainsi que 

les principes de fonctionnement des machines synchrones à double excitation. Ceci nous a 

conduit à citer les différentes méthodes et modèles élaborés pour modéliser les deux machines 

qui nous intéressent. Nous avons traité au début un cas particulier de la machine à double 

excitation série qui est la machine à aimants permanents montés en surface (SPM). Puis nous 

avons étudié une autre machine innovante dite à Commutation de Flux (MCF)  

L’étude de la SPM, a montré que malgré la configuration très simple de cette machine la 

valeur de son inductance suivant l’axe direct est faible car l’entrefer est important, ce qui rend le 

contrôle de flux dans l’entrefer assez délicat. Pour remédier à ce problème, nous avons opté pour 

l’utilisation des enroulements concentriques. Une étude analytique, basée sur l’optimisation du 

rapport du diamètre intérieur sur le diamètre extérieur du stator a été faite où nous avons pu voir 

clairement l’apport de l’enroulement concentrique. 

Pour la MCF une étude numérique afin de connaitre et de se familiariser avec cette structure 

innovante a été effectuée. La MCF étant une machine cellulaire à concentration de flux, permet 

d’avoir une valeur maximum de l’induction dans l’entrefer dépassant 2 T. Grâce à cette étude 

nous avons pu dégager un ensemble important des propriétés de cette machine.   
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II.1 Introduction 

Après avoir dressé une synthèse des principes de fonctionnement des machines à double 

excitation, nous présentons dans ce chapitre le travail que nous avons effectué au cours de notre 

séjour scientifique en France, au sein du Groupe de Recherche en Electrotechnique et 

Automatique du Havre (GREAH), en collaboration avec l’équipe « Électrotechnique et 

Actionneurs » dirigée par le professeur Georges Barakat, sur la modélisation analytique des 

machines synchrones à double excitation.  

L’équipe « Électrotechnique et Actionneurs » du GREAH, fort de son expérience de plus 

d’une décennie dans le domaine de la conception des machines électriques tournantes, se 

propose de contribuer à l’amélioration des performances des machines synchrones à double 

excitation pour la production d’énergie électrique à bord des véhicules, ce qui rentre dans le 

cadre de notre travail.  

 Il s’agit de développer un outil de conception pour la machine synchrone à double 

excitation série, s’appuyant sur la résolution analytique des équations de Maxwell, en utilisant la 

méthode de séparation des variables, dans les régions à faible perméabilité. La validation des 

résultats a été faite grâce à l’emploi du logiciel performant Flux2D


 basé sur la méthode des 

éléments finis. 

 

II.2 Modélisation analytique de la machine synchrone à double excitation série 

La machine synchrone à aimants montés en surface sert fréquemment de moteur de 

référence dans l’optique d’une comparaison avec des moteurs innovants (Figure II.1) [53]. On 

rappelle que l’inconvénient majeur de cette machine est l’emplacement des aimants ce qui rend 

les applications à haute vitesse difficiles. C’est pourquoi, pour diminuer le risque de décollement 

des aimants, le rotor de la machine peut être placé à l’extérieur du stator (Figure II.2). 
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Fig.II.2 : Machine à rotor externe Fig.II.1 : Machine à rotor interne 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

II.2.1 Formulation magnétostatique du problème et hypothèses de calcul 

Le but est d’établir un modèle de base, rigoureux, permettant d’avoir une approche des 

grandeurs globales et des grandeurs locales de la machine. Pour se faire, on admet l’ensemble 

des hypothèses simplificatrices suivantes : 

 Perméabilité infinie des parties en fer ; 

 Le champ dans la machine ne possède pas de composante selon z ; 

 La longueur selon z est infinie ; 

 On néglige les pertes par courants de 

Foucault ; 

 Puisque les fréquences de 

fonctionnement sont relativement basses 

en électrotechnique, il est donc possible 

de négliger le terme lié à la densité de 

courant de déplacement 

















0

t

D


 

On représente sur la figure II.3 une coupe 

axiale de la machine. La modélisation 

proposée repose sur la résolution des 

équations de Maxwell en magnétostatique, 

dans les parties à faible perméabilité  

(aimants permanents, entrefer, encoches), où les équations sont résolues pour un φ donné.  Dans 

Fig.II.3 : Couple axiale de la machine pour un 

z donné (repère en coordonnées cylindriques). 
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cette modélisation les dents et les encoches gardent la même proportion angulaire quelque soit le 

rayon considéré. 

Le potentiel vecteur magnétique ne possède qu’une seule composante qui est delon l’axe z 

ou cette composante ne dépend que de r et φ.  

Les équations de Maxwell en magnétostatique se mettent sous la forme suivante : 

JHtor


      et    0Bdiv


   avec    AtorB


  (II.1) 

Les relations du milieu pour les régions concernées dans la structure étudiée (air et aimants) 

sont : 

HB


0    et       RBHMHB


 00           Avec :     



 z

r

1 A

r
B ; 

r

A
B




 z

  (II.2) 

La combinaison des équations de Maxwell et des relations du milieu auxquelles on rajoute la 

jauge de Coulomb  0Adiv


 pour garantir l’unicité de la solution, conduit à la formulation 

magnétostatique vectorielle qui s’écrit de la façon suivante : 

00  MtorJA


  (II.3) 

Compte tenu des hypothèses précédentes, le Laplacien du potentiel vecteur, exprimé en 

coordonnées cylindriques, est donné par : 

z
zzz e

r

A

r

A

rr

A
A
































11
2

2

22

2


                                   (II.4) 

L’équation précédente est à redéfinir dans chaque région du problème : 

 Région I (encoches) 






















charge)(en       

 vide)(à             011
2

2

22

2

Jr

A

r

A

rr

A zzz


                                             (II.5) 

 Région II (entrefer) 

0
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2
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
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
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







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rr

A zzz


                                                (II.6) 

 Région III (nappe aimantée) 

 
11 0

2

2

22

2














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



















M

M

rr

A

r

A

rr

A rzzz                                   (II.7) 

Où l’expression de l’aimantation peut être donnée par la relation suivante : 
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 
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  (II.8) 

 Région IV (évidements rotorique) 




















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f0

2
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2

2
z

J
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A
r

rr



 (II.9) 

 

On résout ces différentes équations dans les deux cas suivants : 

1. à vide (pas de courant dans les encoches) ; 

2. en présence des courants dans les encoches, mais sans les aimants. 

Le premier cas correspond au fonctionnement à vide, le fonctionnement en charge 

correspondra à la superposition des solutions des deux cas. La solution en potentiel vecteur 

magnétique satisfaisant les équations aux dérivées partielles peut être obtenue analytiquement 

par la méthode de séparation de variable et se met sous la forme générale suivante [54], [55] : 

   





∞

1

-
43

-
210 )(sin)()(cos)(),(,

n

n
m

n
m

nn
m

n
m

npsz mraramrararAarA nnnn  (II.10) 

Pour aboutir à cette équation, on suppose que Az est une fonction sinusoïdale en (mn·φ), avec : 

 pNPGCDetnm sn ,;                                                          (II.11) 

Où, PGCD(Ns, p) est le plus grand commun diviseur entre Ns (le nombre d’encoches) et p (le 

nombre de paires de pôles). s est le pas d’encoche et p est le pas polaire. Il est à noter que : 

  22 ps pNs                                                      (II.12) 

psA représente la solution particulière dans la région des aimants et dont l’expression est écrite 

sous la forme suivante : 

   






1

)(sin)()(cos)(,

n

nnnnps mrHmrGrA   (II.13) 

 

II.2.2 Solution dans les différentes régions de la machine à vide 

a. Solution dans la région I (encoches) 

L’équation à résoudre dans la région des encoches est la suivante : 
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En supposant que le potentiel vecteur est de la forme Az = f(r)·g(φ), la méthode de séparation 

des variables permet d’écrire l’expression du potentiel vecteur dans chaque encoche i comme 

suit: 

      



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1

4321 )sin()cos(

n
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m
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m
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I

zi mAmArArAA nn                   (II.15) 

Avec i = 1, 2, 3, ……, Ns. 

A.1. Conditions aux limites 

Pour une encoches i, les conditions aux limites sont données par : 
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 L’exploitation de ces conditions aux limites, et après redéfinition des coefficients, on aboutit 

aux écritures suivantes : 
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 (II.17) 
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On pose :  
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b. Solution dans la région II (entrefer) 

L’équation aux dérivées partielles dans la région de l’entrefer est la suivante : 
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En supposant que le potentiel vecteur est de la forme Az = f(r)·g(φ), la méthode de 

séparation des variables permet d’écrire : 
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B.1. Conditions aux limites 

En face d’une dent i, les conditions aux limites sont les suivantes : 
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La solution peut être écrite sous la forme suivante : 
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c. Solution dans la région III (aimants permanents) 

 L’équation à résoudre dans la région de la nappe aimantée est la suivante : 
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En appliquant la méthode de séparation des variables, le potentiel vecteur dans cette région 

s’écrira comme suit : 
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Cette dernière équation peut se mettre sous la forme [56] : 
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On en déduit que 
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Aps représente la solution particulière lorsque λ=1. Pour les machines ayant λ>1, la solution 

particulière est donnée par : 
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On a aussi l’expression de l’induction rémanente : 
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Où φd représente le déplacement de l’armature mobile par rapport au repère fixe du stator. 



                                                               Chapitre II : Modélisation Analytique de la Machines Synchrone à double excitation série 

 

 -52- 

En passant par un changement de variables, on peut écrire que : 
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On rappelle que l’équation aux dérivées partielles à résoudre est donnée par : 
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À partir de ces deux dernières relations (a) et (b) on obtient : 
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La prise en compte de la condition du milieu et des équations (II.8) et (II.28) conduit à l’écriture 
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C.1. Conditions aux limites 

Il n’y a qu’une seule condition aux limites donnée par : 
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L’exploitation de cette équation va permettre d’écrire : 
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d. Solution dans la région IV (encoches pour bobinage d’excitation) 

Cette région est similaire à celle des encoches statoriques (figure II.4). Ainsi on va suivre la 

même démarche que précédemment. 

D.1. Conditions aux limites 

 Les conditions aux limites qu’il faut prendre en 

considération sont données par : 
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En exploitant les conditions aux limites et en 

calculant les composantes d’induction on obtient, après redéfinition des coefficients, les écritures 

suivantes : 

Fig.II.4 : Position angulaire des encoches 

rotoriques  
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II.3 Exploitation des conditions de passage entre les différentes régions 

II.3.1 Conditions de passage entre les régions I et II 

Les relations de passage à la frontière de la région I (encoches) et la région II (entrefer) se 

déclinent de la manière suivante : 
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Les composantes de l’induction dans la région II, à r = R3, sont des fonctions périodiques en 

φ de période
p) ,(NsPGCD

Ns s . Ces composantes sont donc développables en séries de Fourier [55], 

[56], [59]. 
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Avec : 
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Après calcul, on obtient les expressions suivantes (Annexe § B.1) : 
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II.3.2 Conditions de passage entre les régions II et III 

De même que précédemment, on commence par écrire les conditions de passage entre les 

régions II et III comme suit : 
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Les équations du milieu pour les aimants permanents sont données par : 
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En regroupant les termes en cosinus et les termes en sinus les écritures précédentes 

conduisent aux expressions qu’on peut écrire après simplification sous la forme (Annexe § B.2) : 
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II.3.3 Conditions de passage entre les régions III et IV 

À la surface de séparation entre la région ‘nappe aimantée’ III et la région ‘encoches 

rotorique’ IV, les conditions de passage sur la composante normale de l’induction et la 

composante tangentielle du champ d’excitation s’écrivent : 
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Les composantes de l’induction dans la région III, à r = R1, sont des fonctions périodiques 

en φ de période
) ,( pNsPGCD

p s . Ces composantes sont donc développables en séries de Fourier 

(Annexe § B.3) [55], [56], [59]. 
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Les différents coefficients C9n, C10n, C11n et C12n  (pour mn≠0 et mn=0) sont obtenus en 

regroupant les termes en cosinus et en sinus issues après développement de la relation (II.46) et 

(II.25). On obtient : 
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On trouve après calcul : 
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II.4 Système d’équation dérivant de l’exploitation des conditions de passage 

L’exploitation des équations établies plus haut ((II.37.1), (II.40), (II.41), (II.44.1), (II.44.2), 

(II.47.1), (III.47.2), (II.50) et (II.51)) va nous permettre de construire un système d’algèbre 

linéaire dont les inconnus sont les coefficients de l’induction dans la région des aimants (le 
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calcul est donné dans l’annexe § B.4). Le mouvement est pris en considération où les matrices 

 5M  et  12M  sont en fonction de d la position relative du rotor. La résolution du système 

matricielle donné ci-dessous est effectuée par emploi de la méthode d’élimination de Gauss. 
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 (II.52) 

Une fois que les coefficients dans la région des aimants sont calculés, les coefficients de 

l’induction dans les autres régions sont déterminés directement grâce à la propriété 

d’orthogonalité des termes deux à deux. 

 

II.5 Exploitation et validation des résultats  

La validation du modèle analytique, basé sur la résolution des équations de Maxwell, qu’on 

vient de proposer nécessite l’emploi d’un modèle numérique précis. Au fait, le logiciel de calcul 

numérique basé sur les éléments finis (FLUX 2D, Ansys) a été utilisé. La modélisation de la 

structure étudiée sera limitée au sixième de la machine (figure II.5) où on a défini des conditions 

de périodicité (pour  = 0 et  = 2/3) et des conditions de Dirichlet au niveau du rayon externe 

et interne de la structure. 

Les grandeurs caractéristiques de la machine sont données dans le tableau.1. 

 

 

     

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Nombres de pairs de pôles 6 

Nombres d’encoches 18 

Distribution des aimants Parallèle 

R0, R1, R2, R3 and R4 (mm) 26.67, 50, 56, 57.5 et 

81.5 

ws (rad)  / 18 

wr (rad)  / 15 

Vitesse de rotation 1000 tr/min 

Tableau.1 : Listes des principales grandeurs 

caractéristiques de la machine 

Fig.II.5 : 1/6 de la machine étudiée 

Bobines 

d’excitation 
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Les figures II.6, II.7, II.8 et II.9 illustrent la distribution de l’induction magnétique, pour les 

différentes régions de la machine, calculée à l’aide du modèle analytique et comparée avec celle 

obtenue à l’aide d’une simulation par éléments finis. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

L’analyse de ces résultats confirme la fiabilité du modèle analytique proposé dans un 

processus de dimensionnement. De même, la solution analytique exacte dans la région des 

Fig.II.8 : Distribution de l’induction dans 

la région III pour r = (R1 + R2)/2 

Fig.II.9 : Distribution de l’induction dans 

la région IV pour r = (R0 + R1)/2 

Fig.II.6 : Distribution de l’induction dans 

la région I pour r = (R3 + R4)/2 

Fig.II.7 : Distribution de l’induction dans 

la région II pour r = (R2 + R3)/2 
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aimants permet de contrôler la valeur du champ d’excitation magnétique et de prévenir donc la 

désaimantation. 

 

II.6 Modélisation analytique du champ créé par l’excitation bobinée 

Dans cette partie, on se propose de calculer la répartition de l’induction due seulement à la 

présence de courants d’excitation, on ne considère qu’une seule phase par encoche et on 

remplace les aimants par de l’air [55], [58], [60]. 

L’équation qui régit le potentiel vecteur magnétique s’écrit dans ce cas de la manière 

suivante : 
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La solution générale de cette équation est identique à celle donné en (II.10) sauf que la solution 

particulière dans la région IV change, pour chaque encoche rotorique (j) on écrit : 
















2
)(

2

μ 2
2
0

)(0 r
rLnRJA

j
fps   (II.54) 

 

II.6.1 Solution dans les différentes régions de la machine  

a. Solution dans la région I (encoches) 

En gardant la même forme de la solution générale (II.15) avec les mêmes conditions aux 

limites (II.16) pour cette région, la solution est donnée par la relation suivante : 
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À l’interface entre la région I et la région II, les conditions de passage restent inchangées (II.36), 

par conséquence l’exploitation de ces conditions est identique à celle développer dans annexe   

(§ B.1). 

 

b. Solution dans la région II (entrefer) 

La solution dans cette région garde la même forme (II.19) par contre les conditions de 

passage changent, dans ce cas on écrit : 
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    (II.56)  

À l’interface pour r = R2, les conditions de passage entre la région II et la région III sont données 

par : 
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c. Solution dans la région III (aimants permanents) 

Puisque les aimants sont sans aimantation ils présentent les mêmes caractéristiques que l’air 

[55], [59], [60]. Dans ce cas, la solution générale aura la même forme que celle donnée pour la 

région II, on obtient : 
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    (II.58)  

La seule condition aux limites et les conditions de passage à l’interface des régions III et IV 

sont données successivement par :  

  0),( 1  RB III  (II.59) 
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L’exploitation de ces conditions est donnée dans l’annexe B (§ B.5.2). Il suffit de noter que 

puisque les aimants sont remplacés par de l’air c’est les vecteurs      321 ,, VVV  et  4V  (vecteurs 

des sources d’excitations) qui changent. 

  

d. Solution dans la région IV (encoches pour bobinage d’excitation) 

 Les conditions aux limites pour cette régions restent aussi inchangées (II.34), par contre la 

forme de la solution change suite à la présence de courants d’excitation dont la forme est donnée 

par (II.52). 

 Pour chaque encoche j les différentes composantes de l’induction s’écrivent comme suit : 
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II.7 Système d’équation dérivant de l’exploitation des conditions de passage 

De la même façon que dans le paragraphe (§ II.4) on aboutit à un système d’équation 

linéaire dont la résolution, par la méthode d’élimination de Gauss, va nous donner directement la 

solution dans la région d’entrefer (Annexe § B.6). Ceci va nous permettre de déterminer la 

répartition de l’induction dans les autres régions. Le système à résoudre est donné par : 
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 (II.62) 

  

Pour obtenir la distribution de l’induction, il suffit de calculer la somme de la solution à vide 

et de la solution en présence de courant d’excitation 
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II.8 Exploitation et validation des résultats  

Afin d’étudier la validité des formulations proposées ci-dessus, on a comparé les résultats de 

la méthode de référence (simulation Ansys) avec les résultats analytiques. Sur les figures II.10, 

II.11, II.12 et II.13, on présente la forme d’onde de l’induction dans toutes les régions de la 

structure étudiée. La même machine prise comme exemple précédemment, pour valider les 

résultats du modèle à vide, est considérée ici. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

On constate clairement une très bonne adéquation entre les résultats analytiques obtenus du 

modèle développé et du modèle numérique implémenté. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.II.10 : Distribution de l’induction dans la 

région I pour r = (R3 + R4)/2 

 

Fig.II.11 : Distribution de l’induction dans la 

région II pour r = (R2 + R3)/2 

 

Fig.II.12 : Distribution de l’induction dans 

la région III pour r = (R2 + R1)/2 

 

Fig.II.13 : Distribution de l’induction dans 

la région IV pour r = (R1 + R0)/2 
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II.9 Calcul des grandeurs globales de la machine 

Le calcul des grandeurs globales à savoir le flux, la FEM, le couple de détente et 

l’inductance de phase, permet de mieux appréhender les performances de la machine [55], [58], 

[60]. En outre, le calcul de ces grandeurs va permettre de réaliser le couplage champ-circuit 

qu’on va introduire à la fin du chapitre [57]. 
 

 

II.9.1 Calcul des forces et du couple de détente 

Le calcul de la force exercée passe par l’introduction du tenseur de Maxwell. En fait, à 

l’aide des équations de Maxwell en régime quasi-statique, on peut parvenir à l’expression du 

tenseur de Maxwell à partir de l’équation de la force de Laplace HHtorBJ


 0 . Sachant 

que seulement la contrainte normale contribue à la production de la force car à la surface du 

stator et du rotor il n’existe que la composante normale, la force aura pour expression : 
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F   (II.63) 

Ainsi, en partant de la forme locale de l’équation de Laplace et les équations de Maxwell, on 

peut écrire l’expression de la force totale exercée sur un volume sous la forme suivante [55]: 
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Sachant qu’en tout point de la surface renfermant le volume de l’entrefer, on a: 
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Donc la force totale appliqué à la surface des aimants s’exprime comme suit : 
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Seule la contrainte normale contribue à la production du couple de détente. En remplaçant n


 

par son expression, le couple développé par la machine est donné par (Annexe § B.7) : 
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a b c 

Fig.II.14 : Différentes distribution de phases dans une encoche 

On note seulement que la période du couple de détente est différente de la période électrique ce 

qui engendre un pas angulaire différent donné par la relation suivante 
 s

méca
détente

Npppcm ,

360
  

 

II.9.2 Calcul du flux et de la force électromotrice 

Il existe deux méthodes pour calculer la FEM, une première est basée sur la théorie de 

fonction de bobinage qu’on va introduire par la suite dans notre travail, la deuxième méthode 

consiste en l’exploitation du théorème de Stokes et qu’on va exposer maintenant. 

Si on attribue tout d’abord le flux 
c
l à la bobine « c » de la phase « l », localisée dans les 

encoches d’indices « i1 » et « i2 », par le moyen du potentiel vecteur magnétique comme suit: 
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) ,() ,( 21  (II.68) 

Où La, Sc et Nt sont la longueur axiale active de la machine, la section de la bobine et le nombre 

de tours en série par bobine respectivement. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

La figure II.14 illustre les différentes dispositions de phases dans une encoche. La figure 

II.14.a correspond au cas où l’encoche ne contient qu’une seule phase, c’est le cas des bobinages 

répartis classique à pas polaire. Les figures II.14.b et II.14.c correspondent aux cas où l’encoche 

contient deux phases répartis selon la hauteur (figure II.14.b) (cas des bobinages réparties à pas 

raccourci) ou selon l’épaisseur (largeur) (figure II.14.c) (cas des bobinages concentriques). La 

solution particulière doit s’adapter à chaque cas [59], [60]. 

Ainsi à partir de l’équation (II.68) et après calcul et simplification, on obtient (Annexe B  (§ 

B.8)) : 

 
    21 ,

0
,
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at
c
l ccLN   (II.69) 

Avec : 
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La FEM est calculée, en appliquant la loi de Faraday, comme suit : 
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d
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II.9.3 Calcul des inductances propres 

Pour le calcul de l’inductance propre on va utiliser l’expression du potentiel vecteur 

magnétique dans la région des encoches rotoriques dont l’expression est donnée par : 

 























































































 














 










 

2
)(

2

)(cos

2
2
0

0

1 00
11

r
rLnRJ

w

m

R

r

R

r
EaA

j
f

m

rjr
r

w

m

w

m

jm
j

zj
rr








 (II.72) 

En se basant sur le calcul du flux, pour déterminer l’expression de l’inductance propre, on adapte 

la même démarche que précédemment (§ II.9.1), on aboutit à la relation suivante : 
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Où Nte représente le nombre de spires en série, les expressions de 
 jIV

b
,

0 et U sont données par : 
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Les figures suivantes sont les résultats de simulation où on a tracé la variation du flux, la FEM, 

le couple de détente et de l’inductance propre en fonction de la position angulaire pour plusieurs 

valeurs de la densité de courant. 

 

 

 

 

 

    

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

On remarque une très bonne concordance entre les résultats analytiques et numériques. On 

peut voir aussi l’effet d’encoche prononcé au niveau de l’entrefer (figures II.7 et II.11) tandis 

qu’il est moins prononcé dans la région des aimants (figures II.8 et II.12). Cet effet d’encoche on 

le retrouve sur la (figure II.17) [59]. 

 

Fig.II.15 : Variation du flux par spire pour 

plusieurs valeurs de la densité de courant  

Fig.II.16 : Variation du FEM par spire pour 

plusieurs valeurs de la densité de courant  

Fig.II.18 : Variation du couple de détente 

par unité de longueur pour plusieurs 

valeurs de la densité de courant  

Fig.II.17 : Variation de l’inductance 

propre par unité de longueur  
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II.9.4 Minimisation du couple de détente  

Le couple de détente peut avoir un impact sur les ondulations du couple en fonctionnement 

nominal et peut entrainer un bruit gênant pour certaines applications, donc on cherche à le 

minimiser [61]. Dans ce contexte, plusieurs méthodes ont été proposées on peut citer : 

l’inclinaison des encoches, l’utilisation des dents d’ouverture différentes, l’introduction de pôles 

auxiliaires et la modification de la forme d’onde des courants statoriques. Pour le rotor, on peut 

citer : l’inclinaison des aimants et la distribution asymétrique des aimants [55],…etc. 

Dans notre cas, on va adopter la technique d’inclinaison au stator avec un angle s égale au 

pas d’encoche statorique. On trace ainsi la FEM, le couple de détente et l’inductance propre [59]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.II.20 : Variation du couple de détente 

pour plusieurs angles d’inclinaisons 

Fig.II.21 : Variation de l’inductance pour 

plusieurs angles d’inclinaisons 

Fig II.19 : Variation de la FEM pour plusieurs angles d’inclinaisons   

θs=0° θs/2 θs 
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Pour les courbes qui représentent la variation de la FEM (figure II.19) et du couple de 

détente (figure II.20), pour un courant d’excitation nul, on remarque que l’inclinaison des 

encoches permet de réduire les harmoniques de la FEM et permet de réduire le couple de détente 

au point de l’éliminer pour un angle d’inclinaison égale au pas d’encoche s [59]. On a remarqué 

que pour des valeurs de l’angle d’inclinaison inférieures à celle du pas d’encoche, la valeur 

maximale des grandeurs étudiées diminue par contre si l’angle d’inclinaison est supérieur à cet 

angle les valeurs maximales ne changent pas. Les mêmes remarques restent valables lorsqu’un 

courant d’excitation est injecté dans les bobines. Aussi, on voit clairement que l’inclinaison des 

encoches permet de réduire aussi l’effet d’encoche (figure II.21) et que la variation de la 

reluctance du circuit magnétique suite à la rotation du rotor, devient constante pour un angle égal 

au pas d’encoche s [59]. 

 

II.10 Prise en compte des équations du circuit 

 Lorsque des dispositifs électromagnétiques sont associés à des circuits d’alimentation, il est 

nécessaire de considérer le couplage entre les équations du circuit et les équations du champ de 

la structure [57], [62], [63].  

La structure étudiée est représentée sur la 

figure II.22 où on retrouve 4 différentes 

régions, comme précédemment, sauf que la 

quatrième région ne représente plus la région 

des encoches du bobinage d’excitation, mais 

c’est une culasse de retour du flux qui n’est 

considérée que lorsqu’elle est prise comme un 

support amagnétique des aimants.  

 Les équations aux dérivées partielles 

gouvernant le champ magnétique, en terme de 

jauge de Coulomb ( 0Adiv


) et en se basant 

sur ce qui a été fait précédemment, sont données comme suit : 
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Fig.II.22 : Couple axiale de la machine pour un 

z donné. 
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 Réaction magnétique d’induit : 
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La solution générale de l’équation (II.74), (II.75) est obtenue grâce à la méthode de 

séparation des variables et elle est donnée par la relation (II.10). La combinaison de cette 

solution, dans chaque région, avec les conditions aux limites ainsi que les conditions de passage 

(§ II.3 et § II.4) permet d’établir un système linéaire (NHNH) (où NH est le nombre 

d’harmoniques considérés), où les inconnues sont les coefficients du potentiel vecteur dans la 

région III [56], [64]. 

 

Remarque :   

Le modèle développé peut s’adapter aussi bien à une 

structure à rotor interne qu’externe (figure II.23) [54]. 

 

II.10.1 Calcul des grandeurs global à partir des 

grandeurs locales 

Comme on l’a mentionné plus haut (§ II.9), le calcul des grandeurs globales (la FEM, 

inductances propres et mutuelles, flux et couple de détente) va nous permettre d’introduire les 

équations de circuit, mais pour cela on va faire appel à une autre technique. Au fait, le calcul des 

grandeurs globales dans cette partie revient au calcul du flux embrassé par une phase statorique 

en utilisant la fonction de bobinage. 

 

II.10.2 Fonction de distribution d’une phase statorique 

Soit une bobine ayant Nt spires en série 

placée dans un stator ayant Ns encoches. La 

figure II.24 illustre un exemple de la fonction 

de distribution sur une paire de pôle (machine 

ayant une périodicité correspondant à une paire 

de pôles) d’une bobine ayant un angle 

d’ouverture θc.[54], [55], [57]. 

Fig.II.23 : Structure à rotor externe 

 

 p   p  

 FD() 

 Nt 
 s 

  

 c 

Fig.II.24 : Fonction de distribution d’une phase 

ayant Nt spires en série 
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Remarque : Au fait, la fonction de distribution dépend aussi du type du bobinage utilisé 

(bobinage à pôles conséquents, pas raccourci, deux couches,…etc.) (figure II.14) [54]. 

 

La fonction de distribution d’une bobine s’écrit en prenant l’axe d’une bobine comme axe de 

référence [57] de la manière suivante : 
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La fonction de distribution d’une phase statorique est la somme des fonctions de distribution 

de toutes les bobines constituant la phase. Elle définit la forme de distribution des conducteurs 

d’une phase le long de l’alésage statorique. Dans le cas d’un bobinage distribué à une seule 

couche, à pas diamétral et à p paires de pôles, le développement en série de Fourier de la 

fonction de distribution de la phase « i » se met sous la forme : 
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D’une manière générale, la fonction de distribution d’une phase donnée « i » peut être 

exprimée sous la forme d’une série de Fourier, comme suit : 
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II.10.3 Calcul de la FEM 

Considérons une phase « i » de la machine, décrite par une fonction de distribution  
iDF . 

La FEM pour cette phase est calculée en dérivant le flux total la traversant, à vide, par rapport au 

temps (loi de Faraday). Si SRi représente le flux embrassé par cette phase, dont la surface est 

égale à Sph, il peut être exprimé sous la forme : 
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Où II
rB  représente la composante radiale de l’induction à vide dans la région II. 

Une fois le flux SRi  est déterminé, on passe à une interpolation spline du troisième ordre 

le long de l’intervalle de calcul  2,0 . En multipliant le résultat par la vitesse de rotation on 

obtient directement la FEM.  

Cette façon de travailler simplifie le calcul de la dérivée par rapport au temps et permet un 

couplage direct avec les équations du circuit. 

 





d

d

d

d

dt

d

dt

d
e SRiSRiSRi

i








  (II.80) 

Avec :   vitesse de rotation de la machine. 

 

II.10.4 Calcul de l’inductance magnétisante et mutuelle  

En utilisant la théorie des fonctions de distribution, l’inductance mutuelle se calcule à partir 

du flux envoyé par un enroulement « k » parcouru par un courant i (t) à travers l'enroulement 

« i ». Son expression est donnée par : 
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L’inductance magnétisante d’une phase statorique « k » se calcule de la même manière que 

l’inductance mutuelle, sauf qu’il faut lui rajouter l’inductance de fuite dont l’expression dépend 

du type de bobinage utilisé [55], [56]. 

II
rkB est la composante radiale de l’induction dans l’entrefer crée suite au passage du courant 

unitaire dans la bobine « k ». 

L’expression de l’inductance de fuite dans notre cas, pour un courant unitaire, est donnée par : 

 drrBLNl
R

R
j

Ij
axtj  ,

3

2

 

    (II.82) 

Où IjB  représente la composante tangentielle de l’induction dans l’encoche « j » et  j  la 

position angulaire au milieu de l’encoche « j ». 

 

II.10.5 Calcul du couple 

Le couple électromagnétique peut être calculé, en appliquant le tenseur de Maxwell            

(§ II.9.1), grâce à la relation suivante :  
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Fig.II.25 : Machine à aimants associée à un redresseur 

(en charge) 
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Avec II
rB et IIB sont les composantes radiales et tangentielles de l’induction dans l’entrefer en 

charge. À vide, l’équation (II.83) donne le couple de détente [56]. 

 

II.11 Équations du circuit 

Grâce à la démarche adoptée, on 

peut rajouter au calcul analytique en 

charge, à partir des grandeurs 

électromagnétiques locales, un calcul 

des grandeurs électriques globales du 

circuit électrique associé. Dans notre 

cas, le circuit retenu est représenté 

sur la (figure II.25) [28], [55], [56]. 

La résistance Rbat supposée 

constante, modélise la résistance 

interne de la batterie tandis que la source idéale de tension Ebat en série avec la capacité Cbat 

modélise la partie linéaire sur les courbes de charge et de décharge. Rload représente une charge 

de consommation tandis que Llis est une inductance de lissage. L’influence de la température est 

négligeable pour ce modèle [55]. 

On considère deux modes de fonctionnements du redresseur i.e. conduction à deux ou trois 

diodes. On aboutit aux deux équations, notées sous forme matricielle, reliant les grandeurs 

électriques alternatives aux grandeurs électriques redressées comme suit : 
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Où : 

- ir et vr représente le courant et la tension du redresseur ; 

-  VC est le vecteur de commutation de dimension (3x1) dont les éléments sont -1, 0 et 1 qui 

dépendent de l’état de conduction des diodes ; 

-  Di est le vecteur des courants traversant les diodes de dimension (6x1), les éléments de ce 

vecteur sont soit 1 lorsque la diode conduit sinon 0 dans le cas contraire ; 

- DonR la résistance interne de la diode ; 

- DFV tension de seuil ; 

- mi  courant de maille ; 

-  rmi  et  VrmC  sont définies comme suit :    mr
t

rm iii   et    02 rVrm vC   ; 

-  DrmC et  VrmC matrices de commutation dépendant du type de commutation dont les 

dimensions sont (3x2) et (6x2) respectivement ; 

-  Si  est le vecteur des courants des phases statoriques ; 

-  SV est le vecteur des tensions des phases statoriques ; 

 

L’application des lois de Kirchhoff va nous permettre d’écrire l’équation d’une phase 

statorique « i » de résistance Rsi soumise à la tension vsi et parcourue par le courant isi de la 

manière suivante : 

dt

d

dt

d
iRv SRiSSi
sisisi


                  (II.85) 

Avec : SSi le flux provenant des phases statoriques y compris la phase « i » elle même et SRi le 

flux crée par les aimants permanents. 

 

En généralisant l’équation (II.85) à toutes les phases statoriques, l’équation du stator sous 

forme matricielle peut être formulée comme suit : 

 
 

 
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dt

id
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


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








 (II.86) 

Où  SR ,  SR et  SSL représentent respectivement le vecteur des flux à vide, la matrice 

diagonale regroupant les résistances des phases statoriques et la matrice symétrique contenant les 

différentes inductances, à savoir l’inductance propre, de fuite et mutuelle [55], [56], [65].  

En combinant les relations (II.84) et (II.86), on arrive aux équations suivantes : 
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- Conductions à deux diodes 
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- Conduction à trios diodes 
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 II.11.1 Exploitation du modèle développé 

Les paramètres de la génératrice de 

10 kW à aimants permanents sont donnés 

dans le tableau.2.  

On commence par visualiser la 

variation de l’induction magnétique dans 

les différentes régions de la machine. En 

comparant les résultats analytiques avec 

ceux obtenus numériquement, on constate 

une très bonne concordance et donc la 

fiabilité du modèle développé (figures 

II.26, II.27, II.28, II.29, II.30 et II.31).  

 

Cette partie a été ajoutée pour illustrer la maniabilité du modèle développé qui peut être 

utilisé, par la suite, lors d’une étude de conception optimale. 

 

 

 

 

 

Nombre de pôles 28 

Nombre d’encoches 84 

Induction rémanente 1.25 T 

w /84 

Rapport de l’arc polaire de l’aimant 

par rapport au pas polaire 
85% 

R0 328.9 mm 

R1 334 mm 

R2 335.3 mm 

R3 341.4 mm 

Longueur axiale active 50 mm 

Tableau.2:Paramètres de la machine étudiée 
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II.12 Conclusion 

Dans ce chapitre nous avons étudié la modélisation et le dimensionnement d’une machine 

synchrone à double excitation série en utilisant des outils analytiques puis des outils de calculs 

numériques afin de valider.  

Au cours de la première partie, nous avons développé un formalisme mathématique basé sur 

un modèle analytique issu de la résolution des équations de Maxwell par la méthode de 

séparation des variables dans les différentes régions de la machine étudiée. Ce modèle permet de 

calculer la répartition exacte de l’induction dans l’entrefer à vide et en charge avec une bonne 

précision et un temps de calcul raisonnable, et d’établir par la suite les expressions locales des 

performances et des grandeurs caractéristiques de la machine (FEM, couple, différentes 

Fig.II.30 : Variation des 

courants des phases 

statoriques 

Fig.II.29 : Variation de la FEM Fig.II.31 : Variation du 

courant de charge et courant 

de la batterie 

Fig.II.26 : Distribution de 

l’induction dans la région I 

pour r = (R2+R3) / 2 

Fig.II.27 : Distribution de 

l’induction dans la région II 

pour r = (R1+R1) / 2 

Fig.II.28 : Distribution de 

l’induction dans la région III 

pour r = (R0+R1) / 2 
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inductances) en utilisant la théorie des fonctions de bobinage dans un premier temps. Puis, et 

dans un deuxième temps, nous avons montré que le modèle construit permet d’établir un 

couplage fort des équations du circuit et des équations du champ. Ce couplage peut être utilisé 

ultérieurement dans un processus d’optimisation.  

Afin de mettre en évidence l’apport du modèle analytique développé, et dans le but de 

minimiser le couple de détente nous avons adopté la technique d’inclinaison des encoches avec 

un angle égale au pas d’encoche statorique. Les performances locales ont été ensuite évaluées et 

comparées avec celles issues du calcul numérique. Nous constatons que les résultats concordent. 

Comme deuxième partie, un calcul par la méthode des éléments finis nous a permis de 

mettre en évidence la puissance et la précision de l’outil d’analyse développé. 





 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Chapitre III – Modélisation Analytique De La Machine                             

À Commutation De Flux  
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III.1 Introduction 

Après avoir acquis une bonne connaissance du modèle analytique issue du formalisme de 

Maxwell d’une machine synchrone à double excitation série, on présente au cours de ce chapitre 

des modèles analytiques dans le but de modéliser la machine à commutation de flux « MCF ». 

Malgré que la MCF soit une structure cellulaire présentant des symétries magnétiques, elle 

se prête difficilement à la modélisation analytique. Pour cette raison on va subdiviser le 

problème afin de se familiariser et de prendre en main les équations correspondantes.  

Les résultats analytiques sont ensuite comparés à ceux obtenus par calcul numérique basé 

sur la méthode des éléments finis (FEMM


-ver.4.2).  

 

III.2 Présentation de la machine étudiée 

La machine qu’on va étudier est la même 

qu’on a vu au cours du premier chapitre. On 

rappelle qu’elle est constituée d’une partie 

fixe, le stator, qui comprend les bobinages de 

l’induit et les aimants permanents réalisant la 

fonction de l’inducteur [49], [50], [51], [52] et 

[66].   

On dispose de 12 aimants au stator (figure 

III.1). La deuxième partie mobile est le rotor, 

complètement passif, constitué d’un 

empilement de tôles ferromagnétiques.  

 

 

 

III.2.1 Définition des différentes régions de la machine 

La figure III.2 représente les différentes régions de la machine où l’équation de diffusion 

électromagnétique doit être résolue : 

 

 

Fig.III.1 : Section de la machine étudiée 

Ns = 12, 2p = 20 et q = 3 
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III.2.2 Solution générale de la formulation magnétostatique en potentiel vecteur à vide 

Afin de modéliser la structure de la (figure III.2) les hypothèses simplificatrices suivantes 

sont adoptées : 

 la perméabilité relative du fer est infinie, 

 la conductivité du fer est nulle, 

 la caractéristique B(H) des aimants permanents est linéaire, 

 la perméabilité relative des aimants permanents est égale à celle de l’air, 

 la conductivité des aimants permanents est nulle. 

 

Fig.III.2 : Schéma de référence de la machine à étudier 
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Le motif de la (figure III.2) est supposé invariant selon l’axe z’Oz et le potentiel vecteur 

magnétique A n’a donc qu’une seule composante selon l’axe z’Oz : 



 zz eAA  (III.1) 

L’induction magnétique est donc bidimensionnelle et a pour composantes dans le système 

cartésien de la (figure III.2): 






 xx e

y

A
B   et  






 yy e

x

A
B  

Les équations de Maxwell dans le cas de la magnétostatique se mettent sous la forme 

suivante : 

JHtor


          et            0Bdiv


           avec             AtorB


         (III.2) 

Les relations du milieu pour les régions concernées dans la structure étudiée (air & aimants) 

sont : 

HB


0            et             RBHMHB


 00   (III.3) 

L’exploitation des équations de Maxwell (III.2) et des relations du milieu (III.3) auxquelles 

on rajoute la jauge de Coulomb, conduit à la formulation magnétostatique vectorielle qui s’écrit, 

en linéaire, de la façon suivante : 

000  MtorJA


  (III.4) 

La formulation magnétostatique précédente se décline, en coordonnées cartésiennes, dans 

les différentes régions de la machine et à vide comme suit : 

- région des évidements rotoriques : région (I) 
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 (III.5) 

- région de l’entrefer : région (II)  
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 (III.6) 

- région des aimants permanents : région (III) 
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 (III.7) 

- région des encoches : région (IV)  
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  (III.8) 
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- région air extérieur : Région (V)  

0
2

2

2

2











y

A

x

A
  (III.9) 

 

La solution en potentiel vecteur satisfaisant les équations aux dérivées partielles précédentes 

peut être obtenue analytiquement par la méthode de séparation des variables et se met donc sous 

la forme suivante : 

           






0

0 sincossinhcosh,

n

nnnnnnnn xkFxkEykDykCayxA   (III.10) 

La structure étudiée est périodique de période Lper. Si on désigne par Ns le nombre d’encoches 

statoriques et par p le nombre de paires de pôles, la période peut donc être écrite de la façon 

suivante : 

 s
per

NpPGCD ,

2
  (III.11) 

Si on désigne par Rmoy le rayon moyen de l’entrefer, la longueur d’une période est donc : 

permoyper RL   (III.12) 

Ainsi, le nombre d’encoches statoriques d’un motif élémentaire est égal au nombre d’aimants du 

même motif Nm et s’écrit donc : 

 s

s
m

NpPGCD

N
N

,
  (III.13) 

 

Au début de notre travail, on a essayé de résoudre le problème en entier mais on a trouvé 

trop de difficultés pour aboutir à un système d’équations linéaires. Afin de prendre en main ces 

équations, on a décidé de décomposer. Dans un premier temps, on ne va considérer que les 

aimants et on va calculer la répartition du champ dans toute la machine. Puis, et en un deuxième 

temps, on rajoute les évidements rotoriques. La présence de ces derniers va influencer 

considérablement la répartition du champ. 

 

III.3 Définition des différentes régions de la machine (en présence des aimants seulement) 

La figure III.4 représente les différentes régions de la machine à étudier 
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IV.3.1 Solution générale de la formulation magnétostatique en potentiel vecteur à vide 

Les hypothèses simplificatrices déjà mentionnées sont adoptées. La formulation 

magnétostatique, en coordonnées cartésiennes, dans les différentes régions de la machine à vide, 

se décline comme précédemment où les équations  (III.6), (III.7) et (III.9) sont retenues.  

La forme générale de la solution en potentiel vecteur satisfaisant les équations aux dérivées 

partielles est aussi obtenue analytiquement par la méthode de séparation des variables et donnée 

par la relation (III.10). 

La structure étudiée est périodique de période Θper. Si p désigne le nombre de paires de 

pôles, la période peut donc être écrite de la façon suivante : 

p
per

2
  (III.14) 

Si on désigne par Rmoy le rayon moyen de l’entrefer, la longueur d’une période est donnée par : 

permoyper RL   (III.15) 

Fig.III.4 : Schéma de référence de la machine à étudier 
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a. Solution dans la région 1 (entrefer) 

La solution dans cette région en terme du potentiel vecteur tenant compte de la périodicité 

Lper du motif étudié, peut être écrite sous la forme suivante : 
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 (III.16) 

En tenant compte de la seule condition au limite, qui consiste en la nullité de la composante 

tangentielle à la surface du fer rotorique, l’expression de l’induction après calcul peut se mettre 

sous la forme suivante : 
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b. Solution dans la région 2 (aimants permanents) 

Dans cette région l’équation aux dérivées partielles est donnée par : 
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Sur un motif périodique, les aimants sont au nombre de Nm avec une induction rémanente 

alternée et parallèle à l’axe x’Ox. En se référant au repère cartésien de la (figure III.4) où l’axe 

y’Oy est solidaire de l’axe de l’aimant correspondant à l=0, les parois de gauche des régions 

aimantées ont les abscisses suivantes : 
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Les conditions de passage à la surface des parois séparant un aimant du fer statorique, se 

traduisent, en absence de densité superficielle de courant, par les relations suivantes : 
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Ces mêmes conditions de passage s’écrivent en fonction des composantes de l’induction en 

tenant compte des relations du milieu, de la façon suivante : 
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L’exploitation de ces conditions conduit aux formes suivantes pour le potentiel vecteur et les 

composantes de l’induction : 
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c. Solution dans la région 3 (air extérieur) 

L’expression du potentiel vecteur solution de l’équation (III.9) tenant compte de la 

périodicité du motif étudié, peut être écrite sous la forme suivante : 
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La condition aux limites dans cette région s’exprime par la nullité des composantes de 

l’induction pour y  et se traduit donc par : 
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Les expressions du potentiel vecteur et des composantes de l’induction s’écrivent ainsi pour 

cette région par : 
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III.4 Exploitation des relations de passage entre les régions 1 et 2 

Les relations de passage à la frontière de la région entrefer 1 et de la région des aimants 

permanents 2, en tenant compte des relations du milieu, se déclinent de la manière suivante : 
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En développant les équations précédentes, on obtient les relations suivantes (Annexe § C.1) : 
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 III.5 Exploitation des relations de passage entre les régions 2 et 3 

Les relations de passage à la frontière de la région des aimants 2 d’un côté, et de la région de 

l’air extérieur 3 de l’autre, avec prise en compte des relations du milieu, se traduisent de la 

manière suivante (Annexe § C.2) : 
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L’exploitation des relations précédentes peut se faire par le calcul des intégrales de la série 

de Fourier appliqué aux coefficients de la région 3. Tout calcul fait, on aboutit aux relations 

suivantes entre les coefficients de la région « air extérieur » et de la région « des aimants » : 
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Il nous reste maintenant le calcul de 
 lD ,2
0  et ceci en exploitant les conditions de passage en 

fonction du potentiel vecteur magnétique. 

 

III.6 Détermination de la constante 
 lD ,2
0  : 

La détermination des constantes arbitraires des expressions des potentiels vecteurs dans la 

région 2, se base sur l’hypothèse de la nullité de la constante des régions 1 et 3 successivement. 

La continuité du potentiel vecteur magnétique entre la région 1 et la région 2 conduit aux 

écritures suivantes pour y = 0 : 
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On encore : 
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L’intégration de l’équation (III.29) sur aw  permet d’écrire : 
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On trouve après développement et simplification : 
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De même, la continuité du potentiel vecteur à la frontière entre la région 2 et la région 3, 

pour y = ha, permet d’écrire : 
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En remplaçant 
  a
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 et 

  ahxA ,3
 par leurs expressions, on aura : 
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L’intégration de cette équation comme précédemment permet d’écrire : 
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Après simplification on obtient : 
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En substituant 
 la ,2
0  par son expression (équation (III.30)), on aboutit à l’expression déterminant 

les constantes du potentiel vecteur dans les aimants : 
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III.7 Mise en équation sous la forme d’un système d’algèbre linéaire 

À partir des équations (III.20), (III.21), (III.22), (III.23), (III.24), (III.25), (III.26), (III.27) et 

(III.34) on aboutit à un système d’algèbre linéaire qu’on peut résoudre par la méthode directe de 

Gauss (Annexe § C.3) : 
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III.8 Résultats obtenus 

Les résultats analytiques obtenus sont comparés à ceux obtenus par application de la 

méthode des éléments finis (logiciel FEMM


-ver.4.2). On trace pour commencer la variation de 

l’induction dans l’entrefer de la machine (figure III.5) et dans l’air extérieur (figure III.6). 

L’analyse de ces résultats confirme la fiabilité du modèle analytique proposé dans un processus 

de dimensionnement. 
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Fig.III.6 : Distribution de l’induction dans la 

région III pour une hauteur  y = ha + 0.005 

 

Fig.III.5 : Distribution de l’induction 

au milieu de l’entrefer 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

III.8.1 Calcul des coefficients dans la région des aimants 

On reprend la condition de passage entre la région 1 et la région 2 comme première étape, 

on peut écrire que : 
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Grâce à la propriété d’orthogonalité des termes deux à deux, on peut écrire directement que : 
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Après développement et intégration, on trouve que : 
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Pour calculer la dernière constante, on va utiliser la condition de passage entre la région 2 et 

la région 3 et ceci en utilisant la propriété d’orthogonalité des termes deux à deux, où on peut 

écrire que :  
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Ce qui nous permet d’écrire directement que : 
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Après intégration et développement, on aboutit à la relation suivante : 
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Fig.III.7 : Maillage utilisé (20736 nœuds et 41207 éléments) 
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Ainsi  l
kC

,2 peut être calculé en utilisant l’expression suivante : 
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  (III.36) 

Une fois 
 l
mC ,2

 et
 l
mD ,2

sont calculés, on peut tracer la variation de l’induction dans la région 2.   
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Fig.III.8 : Distribution de l’induction dans la 

région II. Pour une hauteur  y = ha / 2 
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Fig.III.9 : Schéma de référence de la machine à étudier 
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La (figure III.7) représente le maillage 

élaboré avec le logiciel FEMM tandis que 

la (figure III.8) représente les résultats 

analytiques et numériques obtenus. Ces 

résultats confirment la fiabilité du modèle 

développé.  

Après cette première étude, on rajoute 

les évidements rotoriques pour voir la 

distribution du champ. Pour cela, on 

commence par identifier les différentes 

régions de la machine.  

 

III.9 Définition des différentes régions de la machine à étudier (sans encoches statoriques) 

La figure suivante (figure III.9) représente les différentes régions de la machine où 

l’équation de diffusion électromagnétique va être résolue. 
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III.9.1 Solution générale de la formulation magnétostatique en potentiel vecteur à vide 

Au cours de cette partie on a rajouté une nouvelle région. Les équations (III.5), (III.6), (III.7) 

et (III.8) sont retenues et la solution en potentiel vecteur magnétique est toujours donnée par 

(III.10).  

La structure étudiée est périodique de période Lper. Si on désigne par Ns le nombre d’évidements 

où logent les aimants et par p le nombre de paires de pôles, la période peut donc être écrite de la 

façon suivante : 

 s
per

NpPGCD ,

2


 

(III.37)

 

Si on désigne par Rmoy le rayon moyen de l’entrefer, la longueur d’une période est donc : 

permoyper RL 
 

(III.38) 

Ainsi, le nombre d’évidements où logent les aimants d’un motif élémentaire est noté Nm et s’écrit 

donc : 

 s

s
m

NpPGCD

N
N

,


 

(III.39) 

 

a. Solution dans la région 1 (évidements rotoriques) 

Cette région est similaire à celle des encoches statoriques dans le cas du fonctionnement à 

vide ce qui permet de donner directement les expressions du potentiel vecteur et des 

composantes de l’induction après adaptation des paramètres (ce développement a déjà été 

entrepris à plusieurs reprises dans d’autres travaux au GREAH [55], [57] et [58]). Ainsi, on 

considère un référentiel rotorique de coordonnées (xR, yR) défini de la façon suivante par rapport 

au référentiel statorique : 

 SRSR xxeteyy  

Où  est la position du rotor par rapport au stator. 

On considère 
 s

dR
d

NpPGCD

N
N

,
  évidements rotoriques numérotés de 0 à Nd-1 pour un motif 

élémentaire où NdR représente le nombre de dents au rotor. Ainsi, le référentiel rotorique est tel 

que l’axe des ordonnées est confondu avec l’axe de l’évidement rotorique correspondant à l=0. 

Par conséquent, les abscisses des parois de l’évidement ‘l’ se mettent sous la forme suivante : 

1..0avec
2

 d

d

perer
dl Nl

N

L
l

w
x  
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Dans ces conditions, la forme de la solution pour le potentiel vecteur et les composantes de 

l’induction, est la suivante : 
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 (III.40) 

Pour les autres régions, on garde la même forme des solutions déjà utilisées lors de la 

première approximation. 

 

III.10 Résumé des expressions 
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Région 2 : entrefer 
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Région 3 : aimants permanents 
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Région 4 : air extérieur 

      

      















































































































































1

444

1

444

2
cos

2
sin

2
exp,

2
sin

2
cos

2
exp,

n per
n

per
n

per
y

n per
n

per
n

per
x

x
L

n
Fx

L

n
Ey

L

n
yxB

x
L

n
Fx

L

n
Ey

L

n
yxB





   

  

III.11 Exploitation des relations de passage entre les régions 1 et 2 

Les relations de passage à la frontière de la région des évidements rotoriques 1 et la région 

de l’entrefer 2, en tenant compte des conditions du milieu, se déclinent de la manière suivante : 
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L’exploitation de ces conditions nous permet d’aboutir aux écritures suivantes (Annexe § 

C.4.1) 
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et 
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III.12 Exploitation des relations de passage entre les régions 2 et 3 

 Les relations de passage à la frontière de la région entrefer 2 et de la région des aimants 

permanents 3, se déclinent de la manière suivante : 

   

    

















1..0
pour

0,0,

0,0,
),3()2(

),3()2(

m

aalSal

S
l

ySy

S
l

xSx

Nl

wxxx

xBxB

xHxH
     

et : 

  1
)2( pour00,  alSaalSx xxwxxH     

On rappelle les expressions des abscisses des parois des logements des aimants et des encoches : 

s
a

al l
w

x 
2

 avec 
m

per
s

N

L
  

En tenant compte des relations du milieu caractérisant les différentes régions, les relations de 

passage précédentes deviennent : 

     

    

















1..0
pour

0,0,

10,0,
),3()2(

),3()2(

m

aalSal

S
l

ySy

R
l

S
l

xSx

Nl

wxxx

xBxB

BxBxB
    

et :    1
)2( pour00,  alSaalSx xxwxxB   



                                                                                    Chapitre III : Modélisation Analytique de la Machine à commutation de Flux 

 

 -104- 

De l’exploitation de ces conditions et en se basant sur des calculs déjà établis, on trouve 

(Annexe § C.4.2) : 
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III.13 Exploitation des relations de passage entre les régions 3 et 4 

Les relations de passage à la frontière de la région des aimants 3 d’un côté, et de la région de 

l’air extérieur 4 de l’autre, restent inchangées (annexe § C.4.3) :  
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III.14 Détermination de la constante 
 lD ,2
0   

La détermination du coefficient 
 lD ,2
0 revient en l’exploitation de la continuité du potentiel 

vecteur magnétique entre la région 2 et la région 3, puis entre la région 3 et 4 et ceci en se basant 

sur l’hypothèse de la nullité de la constante de la région 1, 2 et 4 successivement. On trouve ainsi 

après calcul que : 
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III.15 Synthèse des équations obtenues  

En substituant 
 lD ,2
0  par son expression et après des manipulations mathématiques 

analogues à ceux faites précédemment (Annexe § C. 3), et à partir des relations (III.41), (III.42), 

(III.43), (III.44), (III.45), (III.46), (III.47), (III.48), (III.49) et (III.50), on obtient le système 

d’algèbre linéaire qu’on peut mettre sous la forme matricielle simplifiée suivante : 
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La résolution de ce système matriciel est effectuée grâce à la méthode d’élimination de 

Gauss. On obtient directement les coefficients de la région 2 et 4. Pour ce qui est du 

déplacement, il est pris en considération suite à la présence du terme   (§ III.9.2) dans 

différentes matrices. 

 

III.16 Résultats obtenus 

Afin d’étudier la validité des formulations proposées ci-dessus, on a comparé les résultats de 

la méthode de référence (simulation MEF (FEMM


-ver.4.2)) avec les résultats obtenus avec 

notre modèle analytique. Les figures III.10 et III.11 représentent la variation de l’induction dans 

la 2
éme

 région (entrefer) et dans la 4
éme

 région (air extérieur)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Fig.III.10 : Distribution de 

l’induction au milieu de l’entrefer 

 

Fig.III.11 : Distribution de l’induction dans la région  

4 pour une hauteur  y = ha + 0.005 
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On remarque clairement, que malgré l’absence des encoches statoriques, la configuration de 

la machine favorise la concentration du flux, où la forme de l’induction dans l’entrefer est non 

sinusoïdale et dépasse 2 T. On note bien une très bonne concordance entre les résultats et donc la 

crédibilité de notre modèle. 

 

III.17 Calcul des coefficients dans la région 1 et la région 3 

De la même façon lors de la première approximation, les coefficients  l
kK

,1 , 
 l
mC ,3

 et 
 l
mD ,3

peuvent être calculés en utilisant la propriété d’orthogonalité des termes deux à deux. Par 

conséquent, le calcul des coefficients de Fourier de l’expression de  0,),1( S
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On peut directement écrire que : 
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Après développement et intégration, on trouve la relation suivante : 
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 (III.52) 

La résolution de cette équation va nous permettre de calculer le coefficient 
 l
kK ,1

et de tracer 

la variation de l’induction dans les évidements rotoriques en utilisant la relation  

    
 

 

    
 

 









































































































0

,1,1

0

,1,1

sin

cosh

cosh

,

cos

cosh

sinh

,

m

dlR
er

dr
er

drR
erl

mRR
l

y

m

dlR
er

dr
er

drR
erl

mRR
l

x

xx
w

m

h
w

m

hy
w

m

KyxB

xx
w

m

h
w

m

hy
w

m

KyxB













    

 



                                                                                    Chapitre III : Modélisation Analytique de la Machine à commutation de Flux 

 

 -110- 

Fig.III.12 : Distribution de l’induction dans la région 1 

pour une hauteur  y = - hdr / 2 

 

La figure suivante représente la 

variation de l’induction pour y = -hdr / 2. 

La solution analytique est comparée à 

celle obtenue numériquement (figure 

III.12). On remarque encore une fois la 

bonne concordance entre les résultats 

analytiques et numériques. La légère 

différence est due essentiellement à des 

soucis lors du maillage.  

On passe maintenant au calcul des 

coefficients 
 l
mC ,3

 et 
 l
mD ,3

. On rappelle 

qu’on a obtenu l’expression suivante lors 

de l’exploitation de la condition de 

passage entre la région 2 et la région 3 : 
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Grâce à la propriété d’orthogonalité des termes deux à deux, on peut écrire directement que : 
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Après calcul, on trouve : 
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On passe maintenant à l’exploitation de la condition de passage entre la région 3 et la région 

4 afin de déterminer la dernière constante  l
kC

,3  comme suit : 
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Encore une fois et grâce à la propriété d’orthogonalité, on peut écrire directement que : 
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Après développement et intégration, on trouve la relation suivante : 
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Ainsi  l
kC

,3 peut être calculé en utilisant l’expression suivante : 
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Au cours de l’analyse des résultats, 

on a remarqué qu’il a une différence entre 

les résultats analytique et numérique et 

ceci est dû au maillage. Malgré cela on a 

pu confirmer la justesse du modèle 

développé (figure III.13).  

La composante normale est nulle car 

l’aimantation n’a qu’une seule 

composante selon l’axe Ox. 

 

 

 

IV.18 Conclusion 

Le but de ce chapitre était de mettre en place un modèle analytique permettant d’étudier la 

machine à commutation de flux. Malheureusement, et vu la complexité des équations et afin de 

se familiariser avec, nous avons décidé de découpler le problème.  

En effet, nous avons développé, dans ce chapitre, deux modèles mathématiques, basés sur la 

résolution analytique des équations de Maxwell par la méthode de séparation des variables afin 

Fig.III.13 : Distribution de l’induction dans la 

région des aimants (y =  ha / 2) 
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d’étudier la répartition du champ. Nous avons remarqué que malgré l’absence des encoches 

statoriques, la variation de l’induction dans l’entrefer est non sinusoïdale ce qui est le cas de la 

MCF (voir chapitre.2). Une autre difficulté dont il a fallu faire face était le maillage. 

L’exploitation du modèle complet, avec prise en compte des encoches statoriques, n’a pas était 

achevé et rentre dans le cadre des perspectives de ce travail. 
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Dans notre travail nous avons abordé la problématique posée par la conception des machines 

synchrones à aimants permanents à double excitation. L’étude développée dans ce mémoire de 

thèse présente une méthodologie qui permet d’évaluer la répartition du champ analytiquement, 

avec un temps de calcul réduit et une excellente précision, à partir du formalisme de Maxwell. 

Au début nous avons passées par des notions principales afin de présenter les différentes 

réalisations existantes et les principes de fonctionnement des machines synchrones à double 

excitation. Ceci nous a conduit à citer les différentes méthodes et modèles élaborés pour 

modéliser les deux machines qui nous intéressent : la machine à double excitation série où un cas 

particulier de cette machine a été traité, c’est la machine à aimants permanents montés en surface 

(SPM), puis nous avons étudié la machine à Commutation de Flux (MCF). 

Au second chapitre, nous avons développé un outil d’analyse analytique, issue de la 

résolution des équations de Maxwell par la méthode de séparation des variables, d’une machine 

synchrone à double excitation série. Grâce à ce modèle nous avons pu évaluer la répartition 

exacte de l’induction dans l’entrefer à vide et en charge dans les différentes régions de la 

machine à faibles perméabilité (encoches, entrefer et région des aimants permanents). Les 

expressions des grandeurs globales (FEM, couple, différentes inductances) sont écrites dans un 

premier temps en appliquant le théorème de Stokes, puis en utilisant la théorie des fonctions de 

bobinage ce qui nous a permis de réaliser un couplage fort entre les équations du champ et les 

équations du circuit. Le couple de détente a été calculé en appliquant le tenseur de Maxwell à la 

surface des aimants permanents et dans le but de le minimiser, nous avons adopté la technique 

d’inclinaison des encoches avec un angle égale au pas d’encoche statorique. Une comparaison 

des résultats analytiques à ceux issues d’une simulation par la méthode des éléments finis, nous a 

permis de mettre en évidence la puissance et la précision de l’outil d’analyse développé. 

Finalement, au niveau du troisième chapitre nous avons voulu modéliser la MCF par la 

même voie mais cette machine se prête difficilement à la modélisation analytique malgré qu’elle 

soit une structure cellulaire présentant des symétries magnétiques. Pour cette raison nous avons 

subdivisé le problème afin de prendre en main les équations correspondantes. Les résultats 

analytiques obtenus sont ensuite comparés à ceux obtenus par calcul numérique basé sur la 
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méthode des éléments finis (FEMM


-ver.4.2) où nous avons confirmé la fiabilité du modèle 

élaboré.  

Un important travail a été effectué et plusieurs perspectives se dégagent. Nous pouvons 

commencer par améliorer la précision du modèle en considérant, en premier lieu, plusieurs 

phénomènes que nous avons ignorés, à savoir l’effet de saturation, effet de la température, 

encoches semi-fermées…etc. En second lieu, l’extension de la méthodologie vers un processus 

d’optimisation multi-objectif de la structure étudiée peut être envisagée. Aussi l’élaboration du 

modèle complet de la machine à commutation de flux rentre dans le cadre des perspectives de ce 

travail. 
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Réalisation de l’enroulement concentrique 

 

 

A.1 Réalisation de l’enroulement concentrique 

On considère une machine à commutation de flux constituée de 12 encoches (S = 12) et 10 

dents. La réalisation du bobinage concentrique/modulaire passe par les étapes suivantes [21], 

[33] : 

1. On calcule Spp (nombre d’encoche/pôle/phase) comme suit : 

mp2

S
S pp


 ; Avec m nombre de phases. Dans notre cas, on obtient : 

b

a
S pp 

5

1

20

4

3*20

12
 

2. La séquence initiale peut être obtenue grâce à la notation suivante :
  

  

b

aab

110000



. 

 Donc, dans notre cas la séquence initiale est : 00001 

 

3. La séquence optimale est la suivante : 10000 

 

4. La séquence optimale est répétée 3 fois selon la distribution classique des enroulements 

AC
’
BA

’
CB

’
 comme suit : 

 1   0    0   0   0   1   0   0   0   0    1   0   0   0   0 

 A  C
’
  B  A

’
  C  B

’
  A  C

’  
B  A

’
  C  B

’
  A  C

’
  B   

 

5. On reprend seulement les phases correspondant à 1 : on obtient    A  B
’
  C  

 

6. Pour avoir un enroulement à double couche, on note : 

A    B
’ 
  C 

            A
’
   B    C

’
       

 On obtient la distribution suivante: 
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A.2 Calcul de la résistance   (12 slots / 10 dents  enroulement concentrique à double couches) 

Pour expliquer la façon dont le calcul de la résistance se fait, on considère un bobinage à 

double couche (figure.1).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

On définit: 

co  : La largeur de la spire la plus écartée;  

sR  : Rayon intérieur du stator; 

SN  : Nombre d’encoches; 

tend wL min,  ; Longueur de la spire la plus profonde; 

Avec :
 adst www  2 ; 

2
max,

co
endL


 ; Longueur de la spire la plus écartée; avec sco  

 

s : Pas d’encoches où tess

S

s wwR
N





2

 ; 

Sachant que avgendL , représente la longueur moyenne des têtes de bobines: 

2

max,min,

,

endend

avgend

LL
L


  

Alors, la longueur moyenne d’une spire est donnée par: 

avgendeffavgturn LLL ,, 22   

Puisque le bobinage utilisé est à double couche, la section transversale d’une spire est formulée 

par 

Fig.1 : Bobinage à double couche 

τCo 

τC 

W

s 

hs Wa 

 

La spire la plus profonde 

La spire la plus écartée 

Leff 

τCo 

 

Wa 



                                                                                                                                                                                               Annexe. A 

 

 

 

 
-135- 

cond

fslot
turn

n

kA
A 

2
 

slotA  : Section transversale de l’encoche; 

fk  : Facteur de remplissage; 

condn  : Nombre de conducteurs/encoches; 

La résistance de la bobine est donnée par: 

turn

condavgturn

cucoil
A

nL
R




,
  Où cu  la résistivité du cuivre.  

Puisque les enroulements sont connectés en série, la résistance de phase est calculée comme suit: 

ccoilphase NRR 
 

Où Nc représente le nombre de spires/ phase 

 

A.3 Première analyse par éléments finis 

La première modélisation numérique est faite en utilisant le logiciel FEMM


-ver.4.2. On 

donne, dans le tableau. 1, les caractéristiques de la machine étudiée 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

entrefer e = 0.2 mm 

épaisseur de la culasse 5 mm 

Nombre de dents au stator Ns = 12 

Diamètre extérieur du stator D = 150 mm 

Diamètre intérieur du stator De = 100 mm 

Longueur axiale active La = 60 mm 

Induction rémanente Br = 1.25 T 

Vitesse de rotation N = 7450 tr/min 

Nombre de phase q = 3 

Nombre de dents au rotor Nr = 10 

Nombre de spires en série nt = 20 

Nombre de cellules par phase Nc = 4 

Largeur angulaire d’une dent statorique ws = 2 / (4qNc) 

Tableau.1 : Caractéristiques de la machine à commutation de flux étudiée 
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A.4 Seconde analyse par éléments finis 

La modélisation numérique est effectuée en second lieu grâce au logiciel performant 

(Flux2D


). Le Tableau.2 regroupe les données de la machine à commutation de flux. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

entrefer e = 0.6 mm 

épaisseur de la culasse 8 mm 

Nombre de dents au stator Ns = 12 

Diamètre extérieur du stator D = 150 mm 

Diamètre intérieur du stator De = 100 mm 

Longueur axiale active La = 60 mm 

Induction rémanente Br = 1.25 T 

Vitesse de rotation N = 750 tr/min 

Nombre de phase q = 3 

Nombre de dents au rotor Nr = 10 

Nombre de spires en série de la phase nt = 10 

Nombre de cellules par phase Nc = 4 

Largeur angulaire d’une dent statorique ws = 2 / (4qNc) 

Tableau.2 : Caractéristiques de la machine à commutation de flux étudiée 
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Compléments sur l’exploitation des conditions aux limites et calculs des coefficients 

Machine synchrone à double excitation série 

 

B.1 Exploitation des relations de passage entre les régions I et II 

B.1.1. Calcul des coefficients B5n, B6n, B7n et B8n 

Le calcul intégral des coefficients de Fourier dans la région II se traduit par : 

 











) ,(

35 )cos(),(
) ,(2

pNPGCD

N

n
II

ss

s
n

s

ss
i

i

dmRB
N

pNPGCD
B






 


                         (B.1) 

 

 











) ,(

36 )sin(),(
) ,(2

pNPGCD

N

n
II

ss

s
n

s

ss
i

i

dmRxB
N

pNPGCD
B






 


                        (B.2) 

 

 











) ,(

37 )cos(),(
) ,(2

pNPGCD

N

n
II

r
ss

s
n

s

ss
i

i

dmRzB
N

pNPGCD
B









                       (B.3) 

 

 











) ,(

38 )sin(),(
) ,(2

pNPGCD

N

n
II

r
ss

s
n

s

ss
i

i

dmRB
N

pNPGCD
B









                       (B.4) 

 

On pose : 
p) ,(NsPGCD

N
N s

sp   et en sachant que 







 













 sinon     0

Z)  avec ,(   de multipleest n  si     
2

exp

1

0

mxmnxx

x
inj

x

i


 

Après calculs et simplifications on trouve que : 

 

 Calcul de B5n 
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 Calcul de B6n 
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B.2 Conditions de passage entre les régions II et III 

Les conditions de passage entre les régions II et III sont données par la relation (II.42) 
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En considérant les équations du milieu pour les aimants permanents, on trouve : 
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Dans la région III : 

 Cas 1nm  
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En regroupant les termes en cosinus et les termes en sinus les écritures précédentes 

conduisent aux expressions qu’on peut écrire, après simplification, sous la forme : 
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 Cas 1nm  

On procède de la même manière que dans le paragraphe précédent, on peut écrire dans ce 

cas : 
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En regroupant les termes en cosinus et les termes en sinus des équations (B.11) et (B.14), on 

trouve après simplification que : 
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B.3 Conditions de passage entre les régions III et IV 

 On adopte la même démarche que précédemment (§ B.1), on peut écrire dans ce cas : 
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 Calcul de B10n 
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 Calcul de B11n 
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 Calcul de B12n 
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B.4 Détermination de la distribution de l’aimantation 

Pour une aimantation parallèle, et selon les travaux de [67], l’expression générale de cette 

aimantation est donnée par : 
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L’exploitation des relations (B.26), (II.8), (II.28) et (II.29), nous permet d’aboutir aux équations 

suivantes : 
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B.4 Système d’équation dérivant de l’exploitation des conditions de passage 

Afin d’aboutir à un système linéaire, on pose :  































1
3414

1
3313

1
3212

1
3111

n

n

n

n

m
nn

m
nn

m
nn

m
nn

RBB

RBB

RBB

RBB

 (B.27) 






























1
3515

1
3414

1
3212

1
3111

n

n

n

n

m
nn

m
nn

m
nn

m
nn

RCC

RCC

RCC

RCC

 (B.28) 



                                                                                                                                                                                    Annexe.B 

 

 

 

 
-147- 

En combinant les équations (II.37.1), (II.40), (II.41) et (B.27) on obtient une relation liant B1n1, 

B2n1,  B3n1 et B4n1 comme suit : 
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En utilisant la relation (B.29), les équations (B.13), (B.15), (II.50) et (II.51) peuvent être 

réécrites comme suit : 
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La relation (B.29) peut être formulée d’une autre manière et ceci en intégrant les dernières 

relations développées. En effet sous forme matricielle elle peut être écrite comme suit : 
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n = 2, 3, 4, …, Nb 

 En suivant la même démarche par rapport à l’équation (B.32), avec prise en compte des  

équations (II.47.1) et (II.47.2), et après calculs et simplifications, on obtient les relations 

matricielles suivantes : 
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On peut aussi écrire que : 

     MSMM  1
55  

 








































 ij     si             )),(),((1

ij      si                )),(),((

),(

11

1

3

1

11

1

3

1

1
5

iifiig
R

R
m

jifjig
R

R
m

jiM
i

ji

m

i

m

j

 



                                                                                                                                                                                    Annexe.B 

 

 

 

 
-151- 










 ij     si        )in(m

ij      si                      0
),(

di s
jiMS  

 Matrice M6 

 

















































b

b

di

m

i

dj

m

j

Nj

Ni
avec

miifiig
R

R
m

mjifjig
R

R
m

jiM
i

ji

,,2,1

,,2,1

 ij     si       )sin()),(),((1

ij      si             )sin()),(),((

),(

11

1

3

1

11

1

3

1

6








Ou bien : 

     MSMM  1
66  

 








































 ij     si                     )),(),((1

ij      si                           )),(),((

),(

11

1

3

1

11

1

3

1

1
6

iifiig
R

R
m

jifjig
R

R
m

jiM
i

ji

m

i

m

j

 

 

 Matrice M7 

 

















































b

b

di

m

i

dj

m

j

Nj

Ni
avec

miifiig
R

R
m

mjifjig
R

R
m

jiM
i

j

,,2,1

,,2,1

 ij     si        )cos()),(),((1

ij      si            )cos()),(),((

),(

11

1

3

1

11

1

3

1

7








On peut réécrire  7M  sous la forme suivante : 
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 Matrice M9 
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 Vecteur V3 
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 Vecteur V4 
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B.5 Détermination des coefficients des autres régions 

En reprenant les conditions de passage entre les différentes régions, et grâce à la propriété de 

l’orthogonalité des termes deux à deux, on peut calculer les coefficients de toutes les régions. On 

ne donne que les résultats sans passer par les calculs. 
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 Coefficient de la région IV 
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B.5 Modélisation analytique du champ créé par l’excitation bobinée 

B.5.1 Exploitation des relations de passage entre les régions I et II 

Puisque les conditions de passage sont inchangées, l’exploitation nous conduit aux mêmes 

résultats que précédemment.  

 

B.5.2 Exploitation des relations de passage entre les régions III et IV 

On va suivre la même démarche mentionnée dans le paragraphe (§ B.1) sauf que le terme de 

la densité de courant apparaît, on trouve après calcul : 
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 Calcul de B12n 
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B.6 Système d’équation dérivant de l’exploitation des conditions de passage 

 De la manière similaire que dans le paragraphe précédent (§ B.4), on arrive au système 

matricielle suivant où les matrices  1M ,  2M ,  3M ,  4M ,  5M ,  6M ,  7M ,  8M ,  9M , 

 10M ,  11M , et  12M sont définies récemment : 
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On rappel que :
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B.7 Calcul du couple de détente  

Le couple de détente est donné par la relation suivante : 
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On rappelle que la solution totale revient à sommer l’expression de la solution à vide (avec 

aimants) et la solution avec courant d’excitation (sans aimants), on obtient : 
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On obtient dans ce cas : 
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En revenant à l’équation (B.40), on peut écrire que : 
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B.8 Calcul du flux 

La continuité du potentiel vecteur magnétique entre la région (I) et la région (II) conduit aux 

écritures suivantes pour r = R3. 
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La détermination des constantes arbitraires 
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L’intégration de l’équation (B.44) sur sw  permet d’écrire : 

       
 






w

n
m

n
m

nn
m

n
m

n
s

iI

r

r

nnnn dmRDRDmRDRD
w

c







1n

34333231
,

0 )sin( )cos( 
1

 

Après développement, on aboutit à l’expression donnant les constantes du potentiel vecteur dans 

les encoches : 
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On revient maintenant au calcul de la relation (II.68) où on doit déterminer l’intégrale suivant : 
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 On commence par évaluer la première intégrale : 

 

  












 








 





 






 








 









































































































































































1

1

4

1

4

1 44

)(cos

)(cos

4

3

4

3

m

w

i

R

R

w

m

w

m

mi

m

R

R

w

i
s

w

m

w

m

mi

i

i

i

i

d
w

m
dr

R

r

R

r
E

drdr
w

m

R

r

R

r
E



















 

On a à calculer l’expression suivante : 
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 On évalue la deuxième intégrale :  
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À partir de (B.45.a) et (B.45.b) on obtient : 
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Donc, l’expression finale du flux est donnée par : 
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Compléments sur l’exploitation des conditions aux limites et calculs des coefficients 

Machine à commutation de flux 

 

C.1 Exploitation des relations de passage entre les régions 1 et 2 

Les relations de passage à la frontière de la région entrefer 1 et de la région des aimants 

permanents 2, sont données par : 
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On reprend les expressions des composantes de l’induction dans les régions 1 et 2, et on exploite 

les conditions de passage. 

 

C.1.1 Exploitation de la condition de passage sur la composante tangentielle de l’induction 

La condition de passage sur la composante tangentielle de l’induction se traduit par la relation 

suivante : 
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Le calcul intégral des coefficients de Fourier appliqué aux coefficients de la région 1 est donné 

par : 
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Tout calcul fait, on aboutit aux relations suivantes : 
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C.1.2 Exploitation de la condition de passage sur la composante normale de l’induction 

La condition de passage imposée sur la composante normale de l’induction se traduit par les 

relations suivantes : 
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De même que précédemment, l’exploitation de cette condition de passage par le calcul des 

coefficients de Fourier de l’induction dans la région 2, se traduit par : 
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Les équations (C.3) et (C.4) peuvent se mettre sous la forme suivante : 
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À ce niveau, on exploite la mise sous forme de sommation des sinus cardinaux, établie dans des 

travaux précédents, afin de transformer les termes en sinus en une somme pour pouvoir faire des 

simplifications pour le reste du calcul [55], [57], [58]: 
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L’introduction des expressions des sinus cardinaux dans les écritures (C.5) et (C.6) conduit au 

système suivant : 
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C.2 Exploitation des relations de passage entre les régions 2 et 3 

Les conditions de passage entre la région « des aimants » et la région « air extérieur » 

conduisent à écrire: 
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De façon analogue (§ C.1), on reprend les expressions des composantes de l’induction dans les 

régions 2 et 3, et on exploite les conditions de passage. 

 

C.2.1 Exploitation de la condition de passage sur la composante tangentielle de l’induction 
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Le calcul des coefficients de la série de Fourier de l’expression de  asx hxB ,)3(
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Après développement et intégration, on trouve les deux relations suivantes: 
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C.2.2 Exploitation de la condition de passage sur la composante normale de l’induction 

De même que pour la composante tangentielle, les conditions de passage sur la composante 

normale en ahy   s’écrivent de la manière suivante : 
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Le calcul intégral des coefficients de Fourier Ek
(3)

 et Fk
(3)

 de l’expression de l’induction 

normale dans la région 3 se traduit par : 
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En tenant compte de la mise sous forme de sommation des sinus cardinaux et des relations 

trigonométriques suivantes : 
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le développement des intégrales précédentes dans les expressions de Ek
(3)

 et Fk
(3)

 conduit aux 

nouvelles expressions suivantes pour ces deux coefficients : 



                                                                                                                                                                                                Annexe.C 

 

 -174- 

 

   

 

   













































































































































































































per

am

per

a

qNkn
n

per

a

per

a
na

per
m

per

am

per

a

qNkn
n

per

a

per

a
na

per
m

a
a

mka
a

mk

L

w
kn

L

w
kn

L

w
nm

L

w
nm

Eh
L

nN

L

w
kn

L

w
kn

L

w
nm

L

w
nm

Eh
L

nN

h
w

m
h

w

m

m

m















cos)1(cos

2

1

2

12
exp

cos)1(cos

2

1

2

12
exp

sinhcosh

1

3

1

3

  

 (C.11) 

 

   

 

   









































































































































































































per

am

per

a

qNkn
n

per

a

per

a
na

per
m

per

am

per

a

qNkn
n

per

a

per

a
na

per
m

a
a

ma
a

mk

L

w
kn

L

w
kn

L

w
nm

L

w
nm

Fh
L

nN

L

w
kn

L

w
kn

L

w
nm

L

w
nm

Fh
L

nN

h
w

m
h

w

m

m

m















cos)1(cos

2

1

2

12
exp

cos)1(cos

2

1

2

12
exp

sinhcosh

1

3

1

3

 (C.12) 

 

C.3 Mise en équation sous la forme d’un système d’algèbre linéaire 

Pour aboutir à un système d’algèbre linéaire qu’on peut résoudre par la méthode directe de 

Gauss, on suit les étapes suivantes. On commence par tirer les expressions de mk et m à partir 

des équations (C.11) et (C.12) et en injectant adéquatement les équations obtenues dans (C.9) et 

(C.10), on obtient après réarrangement les relations suivantes : 

: 
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Maintenant, en remplaçant mk  et mk  par leurs expressions (équations (C.7) et (C.8)), les 

équations qu’on a obtenu récemment ((C.13) et (C.14)) se mettent sous la forme suivante : 
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Avec : 
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On va refaire le même travail par rapport aux équations (C.1) et (C.2), on trouve que : 
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En remplaçant 
 lD ,2
0  par son expression (III.34), on obtient le système linéaire suivant : 
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Ces quatre dernières équations, peuvent se mettre sous la forme matricielle simplifiée suivante : 
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C.4 Étude du 2
éme

  modèle (prise en compte des évidements rotoriques)  

C.4.1 Exploitation des relations de passage entre les régions 1 et 2 

En reprenant les expressions des composantes de l’induction dans les régions 1 et 2, les 

conditions de passage se mettent sous la forme suivante : 
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C.4.1.1 Exploitation de la condition de passage sur la composante tangentielle de l’induction 

Le calcul intégral des coefficients de Fourier de l’expression de l’induction tangentielle dans 

la région 2 se traduit par : 
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En tenant compte des conditions de passage et après tout calcul fait, on aboutit aux relations 

suivantes :   



                                                                                                                                                                                                Annexe.C 

 

 

 -185- 

   


































































































































































































































































































dper

er

dper

erm

er

per

er

per

er

dper

er

dper

erm

m

N

l er

per

er

per

er
dr

er

l
m

per

er

per
k

per
k

N
l

L

w
k

N
l

L

w
k

w

m

L

w
km

L

w
km

N
l

L

w
k

N
l

L

w
k

w

m

L

w
km

L

w
km

h
w

m
K

L

w

e
L

kDe
L

kC

d



























2
cos

2
cos)1(

sin

2

1

2

1

2
sin

2
sin)1(

cos

2

1

2

1
tanh

2
cosh

2
sinh

1

1

0

),1(

22

 (C.23) 

et 

   


































































































































































































































































































dper

er

dper

erm

er

per

er

per

er

dper

er

dper

erm

m

N

l er

per

er

per

er
dr

er

l
m

per

er

per
k

per
k

N
l

L

w
k

N
l

L

w
k

w

m

L

w
km

L

w
km

N
l

L

w
k

N
l

L

w
k

w

m

L

w
km

L

w
km

h
w

m
K

L

w

e
L

kFe
L

kE

d



























2
sin

2
sin)1(

sin

2

1

2

1

2
cos

2
cos)1(

cos

2

1

2

1
tanh

2
cosh

2
sinh

1

1

0

),1(

22

 (C.24) 

 

C.4.1.2 Exploitation de la condition de passage sur la composante normale de l’induction  

L’exploitation de la condition de passage par le calcul des coefficients de Fourier de 

l’induction dans la région 2, se traduit par : 
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En adoptant une démarche analogue à celle utiliser précédemment (§ C.2.2), et après tout calcul 

fait, on obtient les relations suivantes : 
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Où les fonctions nk , nk , nk et nk sont définies comme suit : 
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Les relations (C.25) et (C.26) peuvent se mettre sous la forme matricielle suivante : 
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C.4.2 Exploitation des relations de passage entre les régions 2 et 3 

C.4.2.1 Exploitation de la condition de passage sur la composante tangentielle de l’induction 

En reprenant les expressions des composantes de l’induction dans les régions 2 et 3, 

l’exploitation de la condition de passage sur la composante tangentielle de l’induction nous 

permet d’aboutir à la même expression mentionnée lors de la première approximation. Donc la 

relation (C.1) et (C.2) sont retenus : 
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C.4.2.2 Exploitation de la condition de passage sur la composante normale de l’induction 

En reprenant les expressions des composantes de l’induction dans les régions 2 et 3, la condition 

de passage imposée sur la composante normale de l’induction se traduit par les relations 

suivantes : 
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Le calcul intégral des coefficients de Fourier de l’expression de l’induction normale dans la     

région 2 se traduit par : 
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En tenant compte des relations trigonométriques suivantes : 
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De façon similaire que dans le paragraphe (§ C.2.2), le développement des intégrales précédentes 

dans les expressions de Ek
(2)

 et Ck
(2)

 conduit aux nouvelles expressions suivantes pour ces deux 

coefficients : 
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C.4.3 Exploitation des relations de passage entre les régions 3 et 4 

De façon analogue que dans le paragraphe (§ C.2), on aura : 
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C.5 Synthèse des équations obtenues : 

En substituant 
 lD ,2
0 par son expression et après des manipulations mathématiques, et à 

partir des relations (III.41), (III.42), (III.43), (III.44), (III.45), (III.46), (III.47), (III.48), (III.49) et 

(III.50), on obtient le système d’algèbre linéaire qu’on peut mettre sous la forme matricielle 

simplifiée suivante : 
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