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Résumé — L’intégration de dispositifs électriques a bord des véhicules propres ou a faible
niveau d’émissions polluantes fait appel a des structures électrotechniques innovantes. Notre
travail rentre dans cette optique et vise a développer une méthodologie de dimensionnement des
machines synchrones a double excitation. Avec cette méthodologie, basée sur la résolution des
équations de Maxwell en utilisant la méthode de séparation des variables, on arrive a prédire
exactement la distribution de [’induction a vide et en charge pour une machine synchrone a
aimants montés sur la surface du rotor ainsi que pour une machine a commutation du flux. Une
comparaison avec les résultats issus de calculs par éléments finis valide le modéle de
dimensionnement propose.

Mots clés : Machines synchrones a double excitation, méthode des éléments finis, équations de
Maxwell, machine a commutation de flux, dimensionnement.

Abstract — The integration of electrical devices inside clean vehicles or with low pollution
emission levels uses innovative electrical structures. Our work deals within this perspective and
aims to develop a methodology to design a permanent magnet synchronous machine with
double excitation. With this methodology, based on solving Maxwell's equations using the
method of separation of variables, we arrive to predict exactly the field distribution for Surface
Permanent Magnet synchronous machine and for a Flux-Switching Permanent Magnet
Machine. A comparison with finite element results valid the proposed design model.

Keywords: Double excitation permanent magnets synchronous machines, finite elements method,
Maxwell equations, Flux-Switching permanent magnet machine, design.
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Introduction générale

Actuellement, le transport est 1’un des contributeurs les plus importants d’émission de gaz a
effet de serre. Compte tenu de cela et des nouvelles législations au niveau international visant a
réduire les émissions polluantes, les constructeurs automobiles ont pris des initiatives pour
promouvoir 1’utilisation de véhicules propres ou a faible niveau d’émissions polluantes. Ainsi,
on assiste a I'intégration de plus en plus de dispositifs électriques a bord des véhicules. Pour
satisfaire cette augmentation des besoins en énergie électrique, 1’alternateur doit répondre a un
cahier des charges intégrant des contraintes de diverses natures (thermique, mécanique, contréle
du flux, colt, encombrement, couple massique, vitesse maximale, etc.) [1], [2], [3].

Les machines a aimants permanents de par leurs bonnes performances (bon rendement,
puissance massique €levée, ...etc.) semblent de bonnes candidates pour répondre a un tel cahier
des charges. Cependant, le fait que le flux des aimants permanents ne soit pas facilement
contrélable rend les machines a aimants permanents moins aptes pour le fonctionnement a haute
vitesse.

Les machines synchrones a aimants permanents double excitation, grace au degré de liberté
supplémentaire dont elle dispose (la double excitation), répond a ce cahier des charges en alliant
les avantages des machines a aimants permanents (bon rendement, puissance massique élevée)
avec ceux des machines a excitation bobinée (souplesse de fonctionnement a vitesse élevée). Le
défluxage de ces machines (réduction du flux dans I’entrefer) est plus aisé que celui des
machines a aimants permanents. De plus, il est également possible de faire coincider les zones de
bon rendement avec les zones de fonctionnement les plus freqguemment sollicitées du véhicule
afin d’optimiser la gestion de 1’énergie embarquée et de minimiser les rejets d’émissions
polluantes [4], [5].

Dans cette optique, des structures électrotechniques innovantes sont étudiées. Dans notre
travail, on s’intéresse plus particulierement a la modélisation analytique de structures a double
excitation.

Notre manuscrit de These comporte essentiellement trois parties.

La premiere est consacrée a la définition du contexte général de notre etude. Un apergu sur
I’utilisation, dans le domaine de la traction électrique, des structures innovantes a aimants
permanents permettant de réduire la consommation de carburant et d’émissions de CO; est

présenté. Cette partie inclut également une présentation des principes de fonctionnement des
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machines a double excitation ainsi qu’un état de I’art sur la modélisation pour le
dimensionnement des machines électriques.

La seconde partie de la these est consacrée a la présentation du modele analytique d’une
machine a double excitation série. Ce modele est basé sur la résolution des équations de Maxwell
en utilisant la méthode de séparation des variables dans les parties a faible permeabilité de la
machine étudiée (encoches, entrefer et région des aimants permanents). Ce modéle permet de
calculer la répartition exacte de I’induction dans ’entrefer a vide et en charge et d’établir par la
suite les expressions locales des performances et des grandeurs caractéristiques de la machine en
fonction de ses parameétres géometriques et physiques. Le modele construit permet, en plus, un
couplage fort des équations du circuit et des équations du champ. Ce couplage peut étre utilisé
ultérieurement dans un processus d’optimisation.

La validation des résultats est réalisée par comparaison avec des calculs éléments finis.

La troisiéme partie du manuscrit présente 1’étude de modélisation analytique de la machine a
commutation de flux, résultant également de la résolution des équations de Maxwell.

Enfin, la conclusion nous permettra de revenir sur les acquis de ce travail et de donner

quelques perspectives.
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Chapitre | : Position du probléme

1.1 Introduction

Tous les jours, les activités humaines, qu'elles soient industrielles, agricoles ou
résidentielles, ont pour conséquence le rejet dans I'atmosphére de grandes quantités de produits
chimiques naturels et synthétiques. A 1’époque contemporaine, un nouveau type de pollution
s’est ajouté a la pollution industrielle : la pollution automobile ou les moyens de transports
actuels sont responsables du rejet de 87% de monoxyde de carbone, a cause des combustions
incomplétes et du rejet de 70% d’oxydes d’azotes [W1].

Afin de réduire ces émissions polluantes, les industrielles d’automobiles proposent des
solutions innovantes qui font usage de la machine électrique. Plusieurs études montrent que les
Machines Synchrones a Aimants Permanents (MSAP) sont souvent utilisées dans le domaine de
la traction électrique (routiere ou ferroviaire). Ces machines offrent la possibilité de fonctionner
a vitesse variable (alternateurs d’automobiles, avions, éoliennes...) [6], [7]. Cependant,
I’inconvénient principal que présente les MSAP réside dans la difficulté de controler le flux
inducteur crée par les aimants, on parle dans ce cas de défluxage (réduction du flux dans
I’entrefer) [4], [6], [8].

Les machines synchrones a double excitation, grace au degré de liberté supplémentaire dont
elle dispose (la double excitation), allient les avantages des machines a aimants permanent (bon
rendement, puissance massique élevée) avec ceux des machines a excitation bobinée (souplesse
de fonctionnement a vitesse élevée). Le défluxage de ces machines (réduction du flux dans
I’entrefer) est plus aisé que celui des machines a aimants permanents. De plus, il est également
possible de faire coincider les zones de bon rendement avec les zones de fonctionnement les plus
fréeqguemment sollicitées du véhicule afin d’optimiser la gestion de 1’énergiec embarquée et de
minimiser les rejets d’émissions polluantes [5], [9].

Ce premier chapitre est consacré a la définition du contexte général de notre étude. Un
apercu sur I’utilisation, dans le domaine de la traction électrique, des structures innovantes a
aimants permanents permettant de réduire la consommation de carburant et d’émissions de CO;
est presenté. Ce chapitre inclut également une présentation des principes de fonctionnement des
machines a double excitation ainsi qu’un état de D’art sur la modélisation pour le
dimensionnement des machines électriques qui nous intéresse a savoir la machine synchrone a

double excitation série et la machine a commutation du flux.
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1.2 Transport et pollution atmosphérique

La pollution atmosphérique (ou pollution de I'air) est un type de pollution défini par une
altération de la pureté de I'air, par une ou plusieurs substances ou particules présentes a des
concentrations et durant des temps suffisants pour créer un effet toxique ou ecotoxique [W1]. On
peut diviser les causes conduisant a cette pollution atmosphérique en deux grandes parties : tout
d’abord, celles provenant directement de la nature, puis celles qui sont anthropiques (dues a une
action dévastatrice de I’homme) [W1], [W2].

Les origines naturelles de la pollution sont notamment les activités géologiques de la terre,
comme le volcanisme (émission du soufre dans I’air), c’est le cas du volcan en Irlande qui s’est
mis en eruption en Avril 2010 (figure 1.1), on trouve aussi, par exemple, les événements
météorologiques tels que les orages qui font apparaitre du dioxyde d’azote. L’autre grande cause
naturelle de la pollution atmosphérique est la combustion qui provoque un dégagement important
de CO2 (figure 1.2).

Fig.l.1 : Nuage de cendres craché Fig.1.2 : Les feux de forét en

par le volcan Eyjafjoll (Avril 2010) Australie(2003). 190 millions de tonnes
de CO, étaient émis

Ce n’est pas la présence de ces polluants, qui sont d’origine naturelle, dans 1’atmosphére qui
pollue mais leur trop forte concentration qui I’est. Cependant, la pollution a considérablement
augmenté depuis la révolution industrielle, principalement a cause des combustions. Celles-ci se
font a tous les niveaux, depuis les moteurs de voitures et les installations de chauffage aux
centrales électriques [W1], [W2].

En effet, de plus en plus nombreux, les véhicules a moteur rejettent des gaz polluants: gaz
carbonique, monoxyde de carbone, oxydes d'azote jusque dans la haute atmosphére avec les
avions et fusees. La plupart des moteurs font appel aux énergies fossiles (pétrole, houille, gaz
naturel), a I'origine d'une pollution chronique depuis le début du XX°® siécle.
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Il existe trois types de polluants qui contribuent & 1’échauffement planétaire (I’effet de serre)
: le dioxyde de carbone (CO;) a 63,4 %, le méthane (CH,) a 20,3 % et I’oxyde nitreux (N,O) et
les CFC (chlorofluorocarbures) a 10 %. Théoriquement, le gaz carbonique est la cause directe de
I’effet de serre, les statistiques indiquent que prés de 25 % des gaz a effet de serre sortent des
pots d'échappement.

On peut citer d’autres gaz qui contribuent a la pollution atmosphérique par exemple le
monoxyde de carbone (CO), les hydrocarbures imbrilés (HC), des particules en suspension
(hydrocarbures partiellement brulés), le dioxyde de soufre (SO,).

Les effets de la pollution sont multiples et méme I’étre humain en subit les conséquences.
Des taux trés élevés de quelques maladies augmentent rapidement voir des troubles
cardiovasculaires et respiratoires, ainsi que des maladies pulmonaires comme les bronchites,
I’asthme, le cancer...etc. L’homme est d’emblée atteint de ses maladies, surtout si son
environnement est fortement pollué comme a Mexico ou cette métropole, I’'une des plus grandes
au monde, subit une pollution catastrophique. Dans ce type de milieu pollué, plus de la moitié de
la population souffre de maladies respiratoires. L’accident le plus grave et tragique se produisit a
Londres pendant I’hiver 1952, ou le smog (brouillard en fumé constitué d’ozone) provoqua 4000
morts (figures 1.3, 1.4 et 1.5). [W1], [W2], [W3], [5].

Fig.1.3 : La colonne Nelson Fig.1.4 : La colonne Nelson Fig.1.5 : le smog a New
durant le grand smog de par beau temps. [W3] York (1988). [W1]
Londres de 1952. [W3]

Plusieurs conférences internationales qui portent sur le theme de la pollution atmosphérique
se sont tenues, on peut citer le protocole de Kyoto ainsi que les accords de Rio 1992
« convention sur les changements climatiques », qui rentre dans le cadre de la convention des
Nations Unies sur les changements climatiques. Ce protocole est entré en vigueur le 16 Février
2005 et qui a été ratifié a ce jour par 183 pays, a I'exception notable des Etats-Unis [5], [W3].
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Depuis 2006 notamment, la Chine est devenue le premier pays émetteur de CO, devant les
Etats-Unis en totalisant presque 20% des émissions globales [W1].

L’objectif du protocole de Kyoto est de limiter et réduire le gaz a effet de serre qui provoque

I’échauffement planétaire (figures 1.6 et 1.7).
Malgré que les rejets de polluants
industriels  regressent, ceux des gaz crstonneall - N
d’échappement augmentent sans cesse. Le :11_ km e photochimia
secteur des transports, en particulier les o re"""""
transports routiers, pése fortement dans le D Ni”mw- e
bilan global des émissions des substances -
L . i B
impliquées dans la pollution atmosphérique. z%."?ﬁmwm m?a::n::;m el = =
Pour faire face a ce probléme alarmant et “‘m% R
afin de diminuer les rejets polluants, les e
industriels se sont retournés vers des énergies Fig.1.6 : Photochimie effet de serre. [W4]

moins polluantes.

|
| Emissions de gaz 4 effet de serre
Y [m 1990, en milliers de tonnes

—

>~
- Réductions promises d'ici 2012

{ - 8% Union européene *
* sauf Luxembourg

entation autorisée
des émissions d'ici 2012

Fig.1.7 : Objectifs de réduction des gaz a effet de serre par zones d’ici 2012. [W5]

1.3 Les énergies renouvelables

Une énergie renouvelable est une énergie dont les réserves ne s'épuisent pas. En d'autres
termes, sa vitesse de formation doit étre plus grande que sa vitesse d'utilisation. Les énergies
renouvelables ne sont pas forcement plus respectueuses de 1’environnement que les autres car le
fait qu'une énergie se reconstitue n'implique pas que les déchets d'exploitation de cette énergie
disparaissent [W6]. On peut lister les principales sources d’énergies renouvelables de la maniére

suivante :
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1.3.1 L’énergie hydraulique

De nombreuses civilisations se sont servies de la force de I'eau, qui représentait une des
sources d'énergie les plus importantes avant I'ére de I'électricité. Un exemple connu est celui des
moulins a eau. De nos jours I'énergie hydraulique est utilisée au niveau des barrages et sert

principalement a la production d'électricité.

1.3.2 L’énergie éolienne

L'énergie éolienne est utilisée depuis trés long
temps. Les voiliers, les moulins a vents sont utilisés
depuis l'antiquité. L'énergie éolienne est aussi convertie
en électricité par un générateur. Aujourd’hui, on
récupere I’énergie du courant dans les océans, on parle

de courantolienne (figure 1.8) [W7].

Fig.1.8 : Vue d’une courantolienne.

1.3.3 L’énergie solaire photovoltaique [W7]

L'énergie solaire photovoltaique est une énergie électrique colteuse produite a partir du
rayonnement solaire. L’installation solaire est privilégiée dans une région qui bénéficie d’un fort

ensoleillement comme dans 1’ Afrique subsaharienne [WS].

1.3.4 L’énergie de la biomasse
Le terme de biomasse regroupe lI'ensemble des matiéres organiques pouvant devenir des
sources d'énergie. Ces matiéres organiques qui proviennent des plantes sont une forme de

stockage de I'énergie solaire, captée et utilisée par les plantes grace a la chlorophylle [W9].

1.3.5 L’énergie géothermique
L’énergie géothermique provient du noyau terrestre en fusion. Le principe consiste a extraire
I’énergie géothermique contenue dans le sol pour 1’utiliser sous forme de chauffage ou pour la

transformer en électricité [5], [W6].

1.4 Technologies innovantes dans le secteur de I’automobile

Dans le but de développer des moyens de transports moins polluants, les industrielles
d’automobile doivent faire face a plusieurs défis. En effet, ils doivent explorer de nouvelles
solutions technologiques et de mettre en ceuvre des alternatives au véhicule thermique

conventionnel. Plusieurs solutions ont eté proposées, on cite les voitures électriques (la jamais
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contente 1889 (figures 1.9, 1.10), hybrides, ou au gaz et voir méme la voiture a alimentation par

pile a combustible (figure 1.11). Toutefois le choix de la solution est fonction de 1’usage.

ALIMENTATION

CONTR LE
ELECTRONIQUE

CHARGEUR MOTEUR

ELECTRIQUE  BATTERIE ELECTRIQUE 6%3)5553

Fig.1.9 : La « jamais contente » Fig.1.10 : Schéma simplifié d’un Fig.1.11 : Principe de
véhicule électrique fonctionnement d’une pile 2

combustibles

De nos jours, I'utilisation du moteur électrique (machine électrique) est trés répondue dans
le domaine de I’industrie automobile. Les machines électriques sont nombreuses et variées, le
choix est large avec la machine a courant continu, la machine asynchrone, la machine synchrone
a rotor bobiné, a aimants permanents ou a reluctance variable. La machine électrique
sélectionnée doit répondre a un cahier des charges déterminé intégrant des contraintes de
diverses natures (thermique, mécanique, contrdle du flux, co(t, encombrement, couple massique,
vitesse maximale, etc.) [10], [11], [12].

Dans le domaine de la traction électrique, les Machines Synchrones a Aimants Permanents

(MSAP) occupent une place de premier ordre [11], [12], [13], [14]. Elles offrent des
caractéristiques de fonctionnement intéressantes et concurrentielles [5], [6], [11].
Les aimants sont utilisés dans ce type de machines comme inducteurs, ainsi selon la facon dont
on monte ces aimants, on obtient différentes structures parmi les quelles on peut citer : les
structures dont les aimants sont placés directement sur le surface du rotor SPM (Surface
Permanent Magnet Machine), structures ou les aimants sont insérés dans le rotor mais qui
débouchent a la surface (Insert Permanent Magnet), et structures ou les aimants sont enterrés
IPM (Interior/Inside Permanent Magnet machines) [4], [5], [6].

Les MSAP fonctionnent a flux d’excitation fixe ce qui constitue un inconvénient majeur. En
effet, la machine doit fonctionner a puissance constante sur une large gamme de vitesse ce qui
nécessite le contrdle du flux d’excitation crée par les aimants (défluxage). Le contrdle du flux
dans D’entrefer peut étre effectué soit par introduction d’une deuxieme source d’excitation

bobinée (Double Excitation), soit grace a I’utilisation d’un convertisseur commandable [5], [6].

-12-
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Le but de cette partie est d’expliquer globalement les différents points qu’on vient de citer

précédemment.

1.5 Cahier des charges

Le cahier des charges donne une palette d’informations en mati¢re de puissance, couple,

colt, vitesse, dimensions...etc. De maniére générale, on peut résumer les différentes contraintes

d’un cahier des charges comme suit [5], [6], [10], [14] :

Construction assez simple (encombrement) avec une masse volumique la plus faible possible ;
Co0t non prohibitif (maintenance réduite, matériaux) avec un bon rendement global ;
Possibilité de récupération d’énergie au freinage ;

Fiabilité avec une durée de vie appréciable ;

Systeme non polluant (bruit+CEM).

Ces contraintes peuvent donner lieu & des compromis.

1.6 La Désexcitation

La figure 1.12 représente les allures des caractéristiques couple, tension, flux et puissance en

fonction de la vitesse auxquelles doit répondre le systéme de traction [15], [16]. La machine

¢électrique a choisir doit fonctionner dans n’importe quel point de I’espace couple/vitesse [5],

[10], [14].
Puissance
Tension
Couple : Flux
0 Qs Vitesse 0 Opase Vitesse
Fig.1.12 : Caractéristiques d’un cahier des charges type
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Si on analyse ces caractéristiques, on distingue deux zones de fonctionnement :

e Une premiére zone a couple constant. La plage de variation de vitesse va de zéro jusqu’a une

vitesse dite vitesse de base ;

e Pour la deuxiéme zone de fonctionnement, au-dela de la vitesse de base, la puissance est

constante.

A partir de 1’expression classique de la puissance pour un systéme triphasé, on peut écrire
que :
Py =Com-Q=3-Elcosy ,avec: E=p-Q-¢=P,, =3-p-Q-¢- 1 cosy et y/=(f, E)
On peut écrire I’expression du couple moyenC,, =3-p-¢- 1 cosy .
A la vitesse de base la tension est maximale (ainsi que la puissance), au-dela de cette vitesse il
faut réduire le flux (défluxer = flux weakening). Pour y parvenir on a trois possibilités [5], [6] :

e Par maitrise du flux inducteur, on fait varier le flux ¢ en 1/Q ;
e Par la commande électronique, on fait varier le flux 1 cosy en 1/Q ;

e Par la combinaison de la maitrise du flux inducteur et de la commande électronique.
Selon la machine électrique a utiliser, le défluxage va introduire d’autres contraintes ce qui peut
conduire a des solutions différentes. Aussi, il faut noter que selon I’équipe de conception la

solution va varier énormément [5], [14].

1.7 Les Machines Synchrones a Aimants Permanents « MSAP »

Les MASP par leurs performances intéressantes en couple massique ainsi que par leur bon
rendement, constituent des solutions avantageuses par rapport aux autres machines. Le tableau
comparatif (Tableau-2), résume les avantages et les inconvénients des différents types de

machines électriques [5], [10].
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Type de machine

Avantages

Inconvénients

Machine a Courant Continu (MCC)

Electronique de commande simple ;
Défluxage + montée en vitesses
élevées facile a réaliser pour les MCC
a inducteur bobiné.

Cout d’entretient élevé (usure du
systéme ballais-collecteur) ;

Fort encombrement suite a la
présence des enroulements de
compensation ;

Puissance massique faible ;
Refroidissement difficile a réaliser a
cause du mouvement de 1’induit.

Machine Asynchrone a cage d’écureuil | o
ou a rotor massif (MAS)

Fabrication assez simple ;
Machine robuste.

Mauvais facteur de puissance ;
Pertes Joule importantes au rotor
(refroidissement difficile) ;
Rendement relativement faible.

Machine a Réluctance Variable a
Double Saillance (MRVDS) (figure 13) |

Fabrication simple ;

Fonctionnement sur une large plage
de vitesse ;

Bon rapport couple/masse.

Electronique de commande assez
compliquée ;

Bruit et vibrations ;

Mauvais facteur de puissance ;
Surdimensionnement de
I’alimentation.

Machine Synchrone & Réluctance
Variable (MSRV) (figure 14)

Montée en survitesse facile (rotor

passif) ;
Rendement meilleur que les MAS.

Facteur de puissance assez faible ;
Electronique de commande
compliquée ;

Nécessité d’un rapport de saillance
élevé.

Machine Synchrone a Rotor Bobiné
(MSRB) (figure 15)

e Bon rendement ;

Défluxage aisé par action sur le
courant d’excitation.

Contacts glissants limitant les
vitesses de rotation ;

Rapport couple/mass plus faible que
pour les machines synchrones a
aimants ;

Rendement plus faible suite a la
présence des pertes Joule dans le
rotor ;

Electronique de commande assez
compliquée.

Machine Synchrone & Aimants
Permanents (MSAP) (figure 16)

Puissance massique élevée ;
Pas  d’échauffement au
(utilisation des aimants) ;
Refroidissement aisé ;

Bon rendement.

rotor

Codt lié a celui des aimants ;
Technologie colteuse (structure).

Tableau.2 : Comparaison des différents types de machine électrique

Enroulement

Stator Rotor

Fig.1.13 : Machine & Réluctance

Variable a Double Saillance

Fig.1.14 : Rotor d’une
Machine Synchrone a

Réluctance Variable

Stator

Fig.1.15 : Machine

Synchrone a Rotor Bobiné
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En général, le stator de la MSAP est analogue a celui des machines synchrones ou
asynchrones classique, la différence réside au rotor ou les aimants peuvent étre montés en

surface, insérés ou enfuis dans le fer rotorique (figure 1.16) [17].

(a) Rotor a Aimants montés en Surface
(b) Rotor a Aimants insérés
(c) Rotor a Aimants (radiaux) enterrés
(d) Rotor a Aimants (azimutaux) enterrés
(e) Rotor a Aimants (laminés axialement) enterrés

Fig.1.16 : Rotors des Machines Synchrones a Aimants Permanents [18], [19]

On classe la MSAP selon plusieurs critéres car il existe, entre autre, des machines [14] :
e Tournantes ou linéaires ;
e A aimants statorique ou rotorique ;
e A rotor extérieur ou intérieur ;
e Monophaseés ou polyphasés ;
o A plles lisses, a simple saillance, & double saillance ;
e A entrefer axial ou radial...etc.

Selon le type de la machine a aimants permanents de nouveaux avantages et inconvénients
vont apparaitre et qu’on peut résumer comme suit :
1. Pour les machines dont les aimants sont montés directement sur la surface rotorique (figure
1.16.a) dites SPM (Surface Permanent Magnets Machine), il est nécessaire de fretter afin de
maintenir les aimants et aussi d’éviter le court-circuit. Cependant, cette frette constitue un
entrefer additionnel qui s’ajoute a I’entrefer mécanique [5], [6], [14], [17]. En outre, pour ce type
de machine, on utilise des aimants terres rares pour avoir de bonnes performances, mais
I’utilisation de ces aimants conduit a un cott prohibitif (contrainte codt violée) [19], [20]. Le
risque de démagnétisation irréversible des aimants a cause de la réaction d’induit vient s’ajouter
aux difficultés liées a ce genre de construction. Par conséquent, le défluxage se présente comme
une tache tres délicate [5], [21], [22].



Chapitre | : Position du probléme

2. Pour les machines dont les aimants sont insérés dans le rotor (figure 1.16.b) mais débouchent
a leur surface, on retrouve globalement les mémes problémes que précédemment. Ces structures
sont dites Insert Permanent Magnet machines [5], [17].

3. Les machines dont les rotors sont représentés sur les figures (figures 1.16.c, 1.16.d et 1.16.e)
sont dites IPM (Interior/Inside Permanent Magnet machines). Ces machines dont le rotor est
plus complexe que celui d’une SPM, offrent la possibilité de fonctionner a des grandes vitesses
de rotation. De plus, les IPM peuvent donner lieu a la concentration de flux ce qui permet
d’utiliser des aimants de type ferrites (contrainte colit respectée), aussi I’entrefer est minimum
car on n’utilise pas de frettes afin de fixer les aimants [4], [5], [6], [10], [17]. En terme de
défluxage, la construction du rotor de ces structures, permet de contrbler le flux crée par les
aimants sans les exposeés a la démagnétisation comme pour le cas des SPM [5], [17], [23].

L’utilisation des aimants permanents, augmente significativement le rendement et le rapport
couple/masse. Cependant, la présence des aimants engendre un probléme lié a la nature du flux
d’excitation. Pour des machines associées a des convertisseurs commendables, on peut controler
le flux total en agissant sur le courant d’induit ou la réaction d’induit doit étre égale au flux
d’excitation crée par les aimants. Si maintenant, le convertisseur est non commendable, le
probleme reste entier [5], [21].

Afin de controler le flux dans D’entrefer des MSAP, plusieurs équipes de recherche
proposent d’utiliser des structures a plusieurs systémes d’excitation (Poly-excitation) [15].
Généralement, on utilise deux différentes sources d’excitation [4], [5], [8], [24], [25], le flux est
ainsi crée par des aimants et par un enroulement d’excitation (bobine d’excitation). La deuxiéme
source sert essentiellement & controler le flux crée par les aimants [5], [21].

Selon I’agencement des circuits d’excitation, on peut classer ces machines comme suit :

e Machine Synchrone & Double Excitation Série ;

e Machine Synchrone a Double Excitation Paralléle

I. 8 Machines Synchrones a Double Excitation Série

Dans ce type de machine, I’excitation bobinée est magnétiquement mise en série avec celle
relative aux aimants, la (figure 1.17) schématise ce principe de fonctionnement [5], [8], [15],
[24].
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Bobine d’induit
|

] Aimant

-: Rotor

. e
Bobine d’excitation Aimant Bobine d excitation

Fig. 1.17 : Schéma et prototype d’une Machine Synchrone a Double Excitation Série

L’inconvénient majeur pour ce type de configuration, réside dans le fait que le flux
d’excitation bobiné traverse les aimants, ce qui engendre en premier lieu un risque de
démagnétisation. En second lieu, il faut prendre en considération que la perméabilité des aimants
est proche de celle de I’air, ainsi les bobines d’excitation voient une réluctance magnétique
¢levée ce qui réduit considérablement 1’efficacité du défluxage [5], [15]. D’autre part, un

défluxage total conduit a des pertes Joule dans 1’inducteur trés importantes [5], [15].

1.9 Machines Synchrones a Double Excitation Parallele

A P’inverse de la double excitation série, et dans le cas de la double excitation paralléle, les
flux des aimants et de 1’excitation bobinée n’ont pas toujours le méme chemin (figure 1.18).
Ainsi les deux circuits d’excitation sont partiellement découplés, il existe également des
topologies ou ces deux circuits d’excitation sont completement découplés [5], [15]. Dans ce cas
on peut éviter le risque de démagnétisation. Le défluxage est fonction de 1’agencement des

circuits d’excitation [5], [25], [26], [27].

-18-



Chapitre | : Position du probléme

Bobine d’induit
[ X ]
Stator
Aimant
Rotor
[ |
Bobine d’excitation
a) Schéma de principe b) Prototype : Alternateurs a Griffes [28]
Bobine d’induit . -
/ \ Jonction amagnétique
[X ] X
[ BT Bl Stator Induit
commun
Aimant Rotor
= |
||
Bobine Jonction amagnétique Rotor bobiné otor & aimants
o permanents
d’excitation
a) Schéma de principe b) Construction de la machine [5], [25]
Bobine d’excitation
- Stator
|
Induit
Flasque
Rotor
Aimant Stator Rotor Flasques
a) Schéma de principe b) Double Excitation Parallele a Flux Unipolaire [4], [5]

Fig.1.18 : Machines a Double Excitation Parallele : Schémas de principe et Prototypes
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La modélisation analytique ou numérique des machines a double excitation, permet
essentiellement de dégager les performances et les limites de chaque structure. Dans notre
travail, on s’intéresse en premier lieu a un cas particulier de la machine a double excitation série,
c’est la SPM et en second lieu a une structure innovante dite Machine a Commutation de Flux
MCEF dont le principe est basé sur la concentration de flux. Cette machine présente I’avantage
d’utiliser le défluxage électronique qui permet de fonctionner a puissance maximale constante

sur une large plage de vitesse [18].

I. 10 Méthodes de modélisation et dimensionnement
D’une maniére générale, I’analyse d’un dispositif nécessite sa subdivision en éléments plus
simples. De ce point de vue, les méthodes de modélisation actuellement disponibles se

répartissent en deux groupes [30], [31].

En premier lieu, on trouve les méthodes numériques (basées sur une discrétisation spatiale

et/ou temporelle fine du probléme) qui sont d’une mise en ceuvre rapide, a condition de pouvoir
se procurer un logiciel performant, grace aux facilités d’entrée des données et de 1’exploitation
des résultats [29], [30]. La méthode des éléments finis (MEF), qui est une méthode numérique,

se présente aujourd’hui comme une des méthodes les plus robustes [1], [31].

En second lieu, il existe des méthodes dites analytiques. Elles consistent en 1I’exploitation

des modeéles décrivant de maniere analytique le comportement dimensionnel de la structure.
Certes moins fines et précises, ces représentations, a caractere global, sont bien adaptées a la
prise en compte de phénomeénes physiques de diverses natures [2], [3]. Ces méthodes continuent
a se développer en tenant compte de 1’évolution de la technique et de la plus grande disponibilité
des moyens de calcul (techniques de calcul symbolique, techniques de programmation
automatique) [29], [30].

1.11 Etude de la machine a aimants montés en surface SPM

Une SPM équipée d’un enroulement triphasé équilibré, présente 1’avantage d’avoir une
configuration trés simple par contre elle a 1’inconvénient majeur d’avoir une inductance
statorique (Ly inductance selon 1’axe direct) de faible valeur car I’entrefer est important, par
conséquent le controle de flux (défluxage) devient une tache tres délicate [20], [21].

Pour faire face a ce probleme, plusieurs travaux ont montré que l'utilisation des

enroulements concentrés ou modulaires (non-overlapping and modular winding) permet de
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contrdler le flux d’excitation de fagcon optimale [21], [22], [32]. En effet, suite a I’emploi de ce
type d’enroulement 1’inductance aura une valeur plus importante.

En outre, les auteurs indiquent [4], [8] et [14] que le rapport du rayon interne du stator au
rayon externe du stator (Optimum Split Ratio) est un paramétre de conception tres important car
il influe significativement lors du calcul du couple, de celui du rendement et sur le colt de la
machine. Une expression analytique simple a été développée afin d'obtenir la valeur optimale de
ce rapport [19], [20].

1.11.1 Définition et avantages de ’enroulement concentrique

La définition la plus courante de I’enroulement concentrique étant un enroulement qui se
concentre autour d’une dent (figure 1.19). Ainsi, deux configurations possibles sont souvent
employees [21], [33].

Courtes tétes de bobines

Tétes de bobines
importantes
(b)
U W V
@ uv w v [ N [ s 1]

I N I s |

R 0.5 encoches/pble/phase
1 encoches/pble/phase

. ) - , Bobinage concentrique (2p = 2)
Bobinage réparti triphasé (2p = 2)

Fig.1.19 : (a) Bobinage triphasé réparti (2p = 2) ; (b) Bobinage concentrique (2p = 2)

La premiére configuration est dite enroulement concentrique a simple couche (single-layer
concentrated windings) (figure 1.20.a et 1.20.b). Celle-ci présente 1’avantage de passer a un
nombre reduit d'enroulements, égal a la moitié du nombre d’encoches [21]. La deuxiéme
configuration est appelée enroulement concentrique a double couche (double-layer concentrated
windings) ou on trouve deux différentes manieres de disposer les enroulements. La figure 1.20.c
présente le premier cas de I’enroulement concentrique a double couche ou deux enroulements de
deux phases différentes occupent la méme encoche. Dans le deuxieéme cas, dit enroulement
modulaire (Modular windings), les enroulements de la méme phase logent dans des encoches
consecutives (figure 1.20.d) [21], [34].

Pratiqguement, avec les enroulements concentriques le volume de cuivre utilisé est réduit

[21], ce qui permet de minimiser les pertes Joule et d’améliorer considérablement le rendement.
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En outre, un excellent facteur de remplissage peut étre réalisé avec la technique « laminated
plug-in-tooth » jusqu'a 78 % (figure 1.20.a) et jusqu’a 75% avec la technique de « Joint-lapped
core » (figure 1.21.b)[21], [33], [35].

Fig.1.20.a : Enroulement concentrique & simple couche
Fig.1.20.b : Enroulement concentrique a simple couche avec distribution
Fig.1.20.c : Enroulement concentrique a double couche irréguliére des encoches

Fig.1.20.d : Enroulement modulaire

Variant 1 Variant 2

connection

Fig.l1.21.a : Photo représentant la technique Fig.1.21.b : Technique de construction dite

nommée plug-in-teeth « joint-lapped core »

1.11.2 Réalisation de I’enroulement concentrique
La réalisation d’un enroulement triphasé équilibré est conditionnée par [21], [33], [36] :

S

[PGcD 2] o C (11)

Avec : S le nombre d’encoches, p le hombre de paires de p6les, C un entier positif (1,2 ...) et
PGCD le plus grand commun diviseur.
On définit le nombre d’encoches par pole et par phase comme suit:

S
pp me

(12)

Avec m présente le nombre de phase.

[ 2]
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Les machines triphasees équipées d’enroulements concentriques présentent un bon
rendement lorsque le Sy, est inférieur ou égal a 1/2. Le tableau.1 résume toutes les combinaisons
possibles (nombre d’encoches, nombre de paires de poles) ainsi que le Sy, et le facteur de

bobinage k,, qui y va avec [21], [33]. Dans le cas ou la machine possede une seule encoche par
pble et par phase, le facteur de bobinage est egal a un (k, =1) si les encoches ne sont pas

inclinées, dans le cas inverse ce facteur aura une valeur réduite de 0.955 [21].
Des valeurs du facteur de bobinage dans le tableau sont entourées par des parenthéses
lorsqu’il est possible d'augmenter le pas d’enroulements. Pour les structures qui peuvent étre

équipées d’enroulement concentrique a une simple couche le Sy est souligné. Dans ce cas, le

nombre réduit d'encoches (S/2) simplifie la fabrication et les assemblages [21], [33], [37].

2p 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
S
R 172 1/4 1/8 1/10 114 1/16 1720 1/22
0.866 | 0.866 (0.866) | (0.866) (0.866) | (0.866) (0.866) | (0.866)
5 1 172 14 1/5 17 1/8 1/10 111
05 0.866 (0.866) | (0.5) (0.5) | (0.866) (0.866) | (0.5)
5 304 172 3/8 3/10 14 3/14 3/16 3/20 322 18
0617 | 0866 | 0945 | 0945 | (0.866) | (0.617) | (0.328) (0.328) | (0.617) | (0.866)
12 2 1 12 2/5 207 1/4 15 2/11
0.259 05 0.866 | 0.966 (0.966) | (0.966) 05) | (0.259)
. 5/8 172 5/14 5/16 1/4 522
0711 | 0866 0951 | 0951 (0.866) | (0.711)
8 1 34 3/5 172 37 3/8 3/10 3/11 1/4
05 0617 | 0735 | 0866 | 0902 | 0.945 0945 | (0.902) | (0.866)
o 718 7/10 12 7116 7120 7122
0538 | 0650 0.866 | 0.870 0953 | 0953
24 2 1 4/5 417 12 2/5 4/11
0.259 05 0.588 0760 | 0.866 0966 | 0.958

Tableau.1l: Résumé des combinaisons possible entre le nombre d’encoches (S) et le nombre de paires de
pbles (2p) pour la réalisation d’un enroulement concentrique équilibré

1.11.3 Dimensionnement par optimisation du rapport D/D,

Le rapport du diametre intérieur du stator

noté D sur le diametre extérieur du stator noté

De, est I'un des paramétres de conception les plus

importants pour les MSAP car il influe

considérablement sur la densité de puissance et
le rendement a la fois [19], [20], [37], [38], [39].

La figure 1.21 illustre une coupe transversale

d'une SPM. Au cours de notre analyse deux

types d’enroulement sont considérés (figure

1.22), a savoir un enroulement réparti triphasé et

un enroulement concentrique a double couche

Fig.1.21 : Coupe transversal d’une SPM
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[39]. Une premiére approche en utilisant la méthode des éléments finis (FEMM®-ver.4.2) va
permettre de visualiser les grandeurs globales de la machine dans les deux cas.

Pour le modéle analytique, initialement, on s’intéresse a une SPM équipée d’un enroulement
triphaseé équilibré réparti. On va chercher & optimiser le rapport du diamétre intérieur au diametre

extérieur du stator(R/Re = D/De). On suppose que les parois des dents sont paralléles et on

néglige I’effet des tétes de bobines [20], [22], [39].

Fig.1.22.b : Lignes de flux a vide Fig.1.22.e : Lignes de flux a vide

nombre d’encoches / nombre de paire de ple=6/2  nombre d’encoches / nombre de paire de pole =3 /2

1.5

) \ | /

=4
o

o

Couple de détente [ Nm]
Couple de détente [ Nm ]

1.6 \ * /
25 5 10 15 20 25 30 15 5 10 15 20 25 30
Angle mécanique [°] Angle mécanique [°]
Fig.1.22.c : Couple de détente en fonction de Fig.1.22.f : Couple de détente en fonction de la

la position angulaire (enroulement réparti) position angulaire (enroulement concentrique)




Chapitre | : Position du probléme

L’expression de I'induction dans Ientrefer Bgyen fonction de I’induction rémanente de

I’aimant B, , de la perméabilité relative et des autres grandeurs de la machine peut étre

donnée par la relation suivante [20], [40], [41], [42], [43]:

_ (tpm/,urm) B (1.3)
B, .
’ kc-g+(tpm/ﬂrm)
B

Or B, = g etl,=k. g

g 1+,urm-(|g/tpm) g ¢
kC: Ts > ~ stz et TS:—E'SD

4 | by [ by by To—— 9
— | 0 .tan”t| 0 |-log,[1+]| 2 s g,
ot o a2 - tog 2 5gby

Avec: tpnla hauteur de I’aimant dans la direction de magnétisation, g entrefer mécanique, by

largeur de I’ouverture de I’encoche, 1 pas d’encoches, D diametre intérieur et k. coefficient de

Carter.

1.11.4 Elément de dimensionnement
a. Relations géométrique
Les relations géométriques sont exprimées en fonction de I’induction dans Ientrefer By, de

I’induction dans les dents B, et dans la culasse statorique By :

Bg~7t-D

hy=—9 1.4
bi 2'Bbi'2p ( )
he = P =D — (15)
2
B, -mn-D
w=—2 (16)
Bt'S

Avec: hy;hauteur de la culasse statorique, h hauteur de la dent, w; largeur de la dent et D,

diametre extérieur du stator.
A partir de la figure (figure 1.22.a), et en négligeant les extrémités des dents (les parois des

dents sont paralléles), la surface de I’encoche peut étre écrite comme suit:

Ag :%[(De—z-hbi)z—Dz]—wt-ht (1.7)
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En utilisant les équations (1.4), (1.5), (1.6) et aprés réarrangement, la surface de 1’encoche

peut étre réécrite de la maniére suivante [19], [21], [37], [39]:

2 2
G R B RE RS
4-S De 2p 2p )\ Biyex Birex De 2p )\ Birex

(1.8)
Biax représente la valeur maximale de I’induction dans les dents et la culasse statorique.
Compte tenu de 1’équation (1.3), on obtient:
D2 (D lg B
A = 4.5 f[D—e,tp—m, B ,pr,Zp} (1.9)
b. Equation du couple
Le couple d’une SPM peut s’exprimer [37]:
T =Kq-By -D?-L-sin(pot p) (1.10)

Avec: 2a.,,ouverture angulaire de ’aimant, Kgdensité de courant linéique qui est définie par
[37]:

:\/E’kw’s'lenc :\/E’kw’s"a‘cu":I
7-D 7-D

K, (1.12)

Ou k,,représente le facteur de bobinage, A.,surface du cuivre dans une encoche et I, le

courant.

La surface du cuivre peut étre exprimée en fonction de la section de I’encoche A, comme
suit:
-k
A, = Aenc K (1.12)
Neond

Avec: k,, facteur de remplissage et ng,,qle nombre de conducteur par encoche, égal au nombre
de tours par bobine [21], et qui est défini par [44]:
Oy -0y - Ng
Neond = s = (1.13)
P-Spp

N, représente le nombre de tours en série par phase, o, nombre de voies parallele eto.,, nombre

P
de fils en paralléle [44], [45].

En utilisant I’équation (I.2), la surface du cuivre peut se mettre sous la forme suivante [38]:
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Aoy =2 N ;o =1et @, =1) (1.14)
1

c. Pertes joule

Les pertes dues a I’effet Joule sont données par I’expression suivante :
P,=m-R-12, (1.15)

La résistance R est définie par:

L
R= p-a (1.16)
En combinant les équations (1.15) et (I1.16) I’expression de la densité de courant peut étre
exprimé par:
lenc=J-Ay=>J = S T (1.17)
m-p-Ay-L

Si on fixe les pertes joule et en utilisant les équations (1.10), (1.16) et (1.17), le couple

électromagnétique par unité de volume peut se mettre sous la forme [5] :
T D ?
—oc || —| -Ag (1.18)
\ D.
En substituant Iéquation (I.8), la derniére relation va permettre de relier (T/V, D/ D) et

d’obtenir par différenciation par rapport a D/De, la valeur maximale du couple par unité de
volume. La formule obtenue apres différenciation est une équation quadratique dont la solution
est exprimée par [19], [20], [38], [39]:

RRIERICSREIY

D -b+vb®-4ac B
—= Avec: J,,_ _al| 7 ) g (1.19)
0 o552} (2 )

On remarque clairement que pour une valeur fixe des pertes joule et pour une valeur
maximale du couple par unité de volume, la valeur optimale du rapport D/D. est en fonction du

rapport Bg/B,mX et du nombre de paire de pble [19], [38]. On représente sur les figures 1.23 et
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1.24 Teffet de By et Ieffet de la variation du rapport By /By, sur I’évolution de la valeur

optimale du rapport D/De.

0.7 i 0.7 § H H
| —— 2p=2 R
0.65 . e 2p=4 || 0.65 \ B
. 2p=6 ) \*\‘\’*‘\\ . G
* ‘~-~‘ e,
8 0.6 - 8 o6 T o
B 9.55 g a 2p=12 \ TR
5 T 0.55 R
E e, E ~N
= 0.5 <3 =
g \ ““1“_ g 0.5 \
h = S b=
S 0.45 \ S \
2 e s
2 g4 \ 2 0.45 b
\ 0.4} ——Bmax =1 \_,_
0.35 T -%-Bmax=1.5
Bmax =2
01 02 03 04 05 06 07 08 035—33 04 06 08 1 1.2
Bg / Bmax Bg (T
Fig.1.23 : Effet de Bpax SUr Fig.1.24 Variation du rapport optimal D/D, en
le rapport optimal D/D, fonction du By/Bx pour un enroulement réparti

On peut aussi étudier la variation du couple électromagnétique en fonction de la valeur

optimale du rapport D/D. [19], [38]. On peut écrire dans ce cas :

T:—kW'S'*/E.ACU. TR -By -D*-L-sin(p-a) (1.20-1)
2 2

:T:kW S-Bg-DZ- 2 PCU L ACU .Sin(p.a) (|.20-2)
n-D m-p-Ay L

En substituant 1’équation (I.14) dans la derniére relation, 1’expression du couple peut étre écrite

ainsi :
T K-S By ~D-\/P°“ LoAs Ky oS -sin(p-a) (1.20-3)
T-Mm P Nl
La surface d’encoche peut se mettre sous la forme suivante:
n-D?
Ag = .0 1.20.4
S =45 ( )

o (o) (e alan) (e e e lon )

Finalement, 1’équation (1.20-3) devient:

2
7 k'S .Bg_De_\/ﬂ'Pcu'G)'L'kb'(D/De) sin(p-a) (1.21)
2-7-m PNy

Cette relation va nous permettre d’étudier la variation du couple en fonction du rapport

D/De.
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On remarque clairement a partir de la figure [.25 qu’une valeur optimale du rapport D/De
existe, tandis qu’a partir de la figure 1.26 on constate que cette valeur varie de 0.45 & 0.6 pour un

nombre de paire de p6le qui va de 2 a 8 [19], [38].

8
:ngOAT — 2p=2
_ - Ba=0eT e ] e — :
E - Bg=07T :E 2p=8
= Bg=08T =6
R e Bg=09T .
e it oo Ll L T i :
% ’/:: --------------- ﬁn;‘""" \é
|5 S SIS i e A I v AR AR 7
§ __________________ e ﬁki %;ﬁﬁ“ﬁaﬂAﬂﬂdﬂ
D gl e ] 2
E— L — IR L §_2, ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, -
Ljaadd‘dddﬂﬁ 81
6.3 0.4 0.5 0.6 0.7 8.3 0.4 0.5 0.6 0.7
Rapport D / De Rapport D / De
Fig.1.25 : Variation du couple en fonction du Fig.1.26 : Variation du couple en fonction du
rapport D/D. pour différente valeurs de B, rapport D/D. pour différente valeurs de p.
2p=4; S=6; Brax=1.5T; De = 90 mm; By=0.8;5S=6; Bnax=15T; D. =90 mm;
L =50 mm; Pcu =50 W L =50 mm; Pcu =50 W

On rappelle qu’on a utilisé un enroulement réparti. Lorsqu’on emploie un enroulement

concentrique c’est I’expression de la surface de I’encoche qui change.

1.11.5 Optimisation du rapport D/D, pour un enroulement concentrique
Pour les machines présentant un rapport nombre d’encoches au nombre de paire de pole 3/2
et en procédant de la méme maniére que précédemment, la surface de 1’encoche peut étre donné

par .
7-D? D2 Vs 7 By ) B D r B
o Gl G S G R Ea G S Cal
4-S De k-p K- P\ Brax Brrax D, K- P\ Brax

(1.22)

Avec: k =3 lorsque I’enroulement utilisé est un enroulement triphasé équilibré réparti (équation
(1.8))
1 , :
k= 3 lorsque I’enroulement est concentrique [38]

La figure 1.27 représente la variation du rapport optimal D/D, pour un enroulement réparti et
un autre concentriqgue. On constate que le rapport optimal est plus important lorsque

I’enroulement utilisé est concentrique. Tandis qu’a partir de la figure .28 on remarque nettement
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que le couple électromagnétique est plus important lorsque la machine est équipée d’un

enroulement concentrique.

o7 o 9 —— Bg =1 T, Enroulement concentrique
0.65 PR —— Bg =1 T, Enroulement réparti
Q\\‘x\:'"‘ ES —— Bg = 0.7 T, Enroulement concentrique H
0.6 N, Bg = 0.7 T, Enroulement réparti
° e ; — Bg = 0.4 T, Enroulement concentrique
2 055 RS ';7 L~ Bg =0.4 T, Enroulement réparti
3 . Fl _—
w 0.5 . " ‘»,____\ 6 4#““***—*“; Wb,
g 04 N S5 e e
S ~ £ e :
g 04 “‘n.e_\‘\,e 8 | K’\f
o« e, @ 4k
0.35[| —— 2p = 6 Enroulement concentrique s §' //,,‘—-4—’_'_—’
s 2p = 6 Enroulement réparti O 4 _ ke
0.3[| —— 2p = 2 Enroulement concentrique et e
--9- 2p = 2 Enroulement réparti i
0.250 0.2 0.4 0.6 0.8 3.3 0.4 0.5 0.6 0.7
Bg / Bmax Rapport D / De
Fig.1.27 : Variation du rapport optimal D/D, Fig.1.28 : Variation du couple électromagnétique
en fonction du nombre de paire de pdle et du en fonction du rapport optimal D/D; et du type
type d’enroulement d’enroulement

Cette premiére étude nous a permis de visualiser un ensemble des grandeurs globales de la SPM.

Pour I’étude de la MCF, on se limite a une étude numérique par eléments finis.

1.12 Etude de la Machine & Commutation de Flux « MCF »

Certaines machines polarisées/hybrides (I’excitation dans ces machines est obtenue par
aimants permanents) sont dites a inversion du flux lorsque le déplacement de 1’aimant inverse le
flux magnétique dans un bobinage, et dites a commutation de flux lorsque 1’élément mobile
passif permet lors de son déplacement de diriger (commuter) le flux de 1’aimant inducteur
alternativement dans un sens puis dans 1’autre sens a travers un bobinage [46]. La figure 1.39
représente la classification en fonction des diagrammes Flux/Ampére-tour pour un moteur a
réluctance variable pure, un moteur a réluctance variable polarisé et pour un moteur a
inversion/commutation de flux.

La présence d’aimants permet d’utiliser un courant unidirectionnel ou bidirectionnel,
cependant on doit faire face a une limitation en courant a cause du phénomene de désaimantation

des aimants [46].
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Aimant
|<>0§ 9 |<>0§ C> |<>o§ '
= ¢ = = A& Aimant
¢ A a=0°
o4 b A
c0=0°
o= 00 L. /
_ / T a=90° >
o=90° / -nl nl  ni
> S — / o =180°
ni -nl nl"  ni
(a) : Moteur a réluctance (b): Moteur a réluctance (c) : Moteur a inversion ou
variable pure variable polarisé commutation de flux
Fig.1.39 : Classification des moteurs en fonction des diagrammes Flux/Ampéres tour

1.12.1 Présentation de la MCF a double excitation

Le stator de cette structure comporte toutes les sources de flux a savoir les aimants
permanents, le bobinage de double excitation et le bobinage d'induit (figures 1.40 et 1.41), tandis
que le rotor est totalement passif. Le bobinage de double excitation est alimenté par un courant
bidirectionnel et apte a établir localement un flux magnétique réglable dans une direction
circonférentielle inverse de celle du flux crée par les aimants [26], [47], [48].
La machine comprend un méme nombre d’aimants permanents, de bobinages d’excitation et de
bobinages d’induit, réguliérement répartis sur la circonférence du stator. Par contre les dents de
commutation au rotor sont a répartition angulaire différente de celle du bobinage d’induit, de

maniere a opérer avec des courants polyphasés dans les différents bobinages d’induits [26].
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Bobines de
double excitation

Aimants
permanents

Fig.1.40.a : Machine & commutation Fig.1.40.b : Photo du stator

de flux présentée par S. Halioui [47] sans bobinage [47]

Bobinages
de I'induit
7/

Bobinages de
double excitati

Fig.1.40.c : Photo du stator avec
bobinage [47]

Le controle du flux dans la MCF peut

s’effectuer aussi sans avoir recours a un Bobinage

) Y , , d’induit
bobinage d’excitation, c’est 1'une des
propriétés les plus intéressantes de cette

Aimant

machine. Le controle du flux est réalisé en permanent
adoptant une technique de défluxage
¢lectronique [49], on s’intéresse

particulierement a cette structure cellulaire qui

Bobinage

d’excitation

Fig.1.41 : Machine & commutation de flux étudiée

par A. D. Akemakou [26]

permet de produire un couple statique

comparable a celui des meilleures machines synchrones a aimants (ex : a concentration de flux).

1.12.2 Présentation de la MCF

La machine a commutation de flux triphasée a
étudier (figure 1.42) est constituée d’une partie fixe le
stator qui comprend les bobinages de I’induit et les
aimants permanents réalisant la fonction de I’inducteur
[49], [50], [51], [52]. On dispose de 12 aimants au stator,
donc chaque phase est constituée de 4 aimants et 4
bobinages [51]. La deuxiéme partie mobile est le rotor,
complément passif, constitué¢ d’un empilement de toles
ferromagnétiques. On note que les vitesses de rotation

sont élevées.

Fig.l.42.a : Section transversale

de la machine

. :'
Fig.1.42.b : Photo du stator

et du rotor

[ e
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Le déplacement de la partie passive (rotor) permet de commuter le flux alternativement dans
un sens et dans l’autre a travers le bobinage d’induit (stator) d’ou I’appellation Machine a

commutation de Flux (figure 1.43) [28], [46].

| L

<

«

Fig.l.43.a : Flux de I’aimant traversant Fig.1.43.b : Flux de ’aimant traversant

de bas en haut la bobine de haut en bas la bobine

Fig.1.43 : Principe de la commutation de flux d’un aimant dans la bobine

On définit la cellule élémentaire (figure 1.44), et qui va nous permettre de réaliser le
prototype de la (figure 1.42.a), de la maniére suivante:

o, o, o,

Fig.1.44 : Définition de la cellule élémentaire

AvVec :

q : Nombre de phase ;

N. : Nombre de cellule par phase ;

N, : Nombre de dents au stator ;

N, : Nombre de dents au rotor ;

Ec : Epaisseur de la culasse statorique ;
@, : Flux crée par ’aimant ;

6, 27 _27m
N gN

S C

. Largeur angulaire de la cellule au stator ;
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2r .
6. =—— : Largeur angulaire de la cellule au rotor ;

r
r

w, : Largeur angulaire de I’aimant statorique ;
W, : Largeur angulaire d’une dent statorique ;
W, : Largeur angulaire de 1’encoche statorique ;
W,, : Largeur angulaire d’une dent rotorique.

Afin de se familiariser avec cette structure et ses caractéristiques intéressantes, une étude
numérique basée sur la méthode des éléments finis a été entamée. Au début on a exploité le
logiciel FEMM®-ver.4.2, qu’on peut facilement piloter par MATLAB, afin de visualiser les
grandeurs globales de la machine, puis et au cours de notre séjour scientifique au sein du
Laboratoire GREAH (Groupe de Recherche en Electrotechnique et Automatique au Havre) on a

pu perfectionner cette étude numérique grace a I’emploi du logiciel performant (Flux2D®).

1.12.3 Etude numérique de la MCF

On représente sur la (figure 1.45) la
machine qu’on a étudiée. Cette
machine triphasée contient 12 aimants
au stator. En ce qui concerne I’induit,
on va considérer deux types de
bobinages, le premier concentrique a
double couche et le deuxieme a simple
couple. Le rotor comporte 10 dents. On
donne en annexe. A (8 A.3), les
parametres de cette machine.

Au cours de cette étude on a pu

visualiser les lignes de flux a vide

(figures 1.46 et 1.48), on a pu tracer 1
aussi le flux par phase (figure 1.48) ﬂ?
A

[
»

000000000

ainsi que la force électromotrice (FEM)

BACA >

par phase (figure 1.49). Nos résultats

sont en bonnes concordances avec ceux Fig.1.45 : Distribution de ’enroulement concentrique

cités dans la littérature scientifique
[49], [50], [51] et [52].
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Fig.1.46 : Lignes de flux a vide, le flux de Fig.1.47 : Lignes de flux a vide, le flux de
laphase A=0 la phase A est = max
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Fig.11.48 : Variation du flux dans les 3 bobines A, B et C en fonction de la position du rotor
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Fig.11.49 : Variation de la FEM pour les 3 bobines A, B et C

On remarque que la forme des courbes du flux et des FEM correspondantes, sont
essentiellement sinusoidales. Si on analyse les lignes de flux & vide (figures 1.46 et 1.47) on
constate que le flux des bobines (A1,A7) et (As,A10) sont considérablement différents et ceci est

dd essentiellement a la position des dents statoriques par rapport a celles rotorique [52],
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d’ailleurs aprés une rotation de 9° de 1’axe de la dent au dessous de la bobine A4, le flux passe a
sa valeur maximum (voir figure 1.48).

Pour mieux voir la différence, on a tracé la variation du flux au niveau de la bobine A; et A4
(figure 1.50), on note que la forme obtenue des courbes n’est pas sinusoidale [52], mais c’est la

contribution de toutes les bobines qui donne une forme du flux sinusoidale.

25 2

s

!
)
b

//
|

Bobine A; / 1 / Bobine A, f \

L
T

-

FEM de la bobine A1 [V]
o
o @
FEM de la bobine A4 [V]
o
\\

P
A

L/ ./

K L 2

2
25
0 5 10 15A | 20 25 EU 0 5 10 15 20 25 30 3%
ngle [7] Angle []

Fig.11.50 : Variation du flux dans la bobine A; et A,en fonction de la position du rotor

Maintenant, on reprend la méme structure mais on va changer le type d’enroulement (figure
1.51), puis on trace la variation du flux (figure 1.52) et la FEM (figure 1.53) pour les trois bobines
A, B et C en fonction de la position angulaire du rotor.

1 2 3 4 5 6
Aﬁ? f'}= > {\Y {?# ?
B 4 C / v *

Fig.1.51: Distribution de ’enroulement

concentrique a simple couche
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I1 est clair que I’utilisation d’un enroulement a double couche offre plus d’avantages qu’un
enroulement a simple couche, mais il faut savoir déterminer la distribution optimale des

enroulements dans ce cas.

0.025 0.025 0.025
002 = 002 —\\ 002 //—
0.015 0.015 | 0.015

= \ da = 0] / T \

2 oo 2 2 oo

=l @ \ 0 /
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%] %] %]

© @ ©

c 0 c 0 = 0

Q Q Q

L 0005 & 0005 L 0005

[} [} [}

g /] ¢ \ g /

= 001 \ x 001 / = 001 \

3 3 3

L o015 / L o015 \ L o015 /
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|~ N |~
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Fig.1.52: Variation du flux dans les 3 bobines A, B et C en fonction de la position du rotor
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Fig.1.53 : Variation de la FEM pour les 3 bobines A, B et C

1.12.4 Etude de la réaction magnétique d’induit

On se propose maintenant d’étudier la réaction magnétique d’induit suite a 1’injection de
courant statorique. Au début, on ne va alimenter que la premiére bobine puis on va reprendre le
méme exemple et on rajoute la non linéarité. Les aimants sont remplacés par de I’air, une fois le
programme exécuté on trace le flux, la FEM et la variation de 1’inductance en fonction de la

position du rotor (figure 1.54).
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Fig. I. 54.g : Variation du flux Fig. I. 54.h : Variation de la FEM Fig. I. 54.i : Variation de la
(phase C) (phase C) mutuelle (phase C)

Pour compléter cette étude, on s’est proposé d’évaluer les grandeurs globales de la machine

a commutation de flux en utilisant le logiciel Flux2D®. Uniquement la moitié de la machine a été

modélisé (figure 1.55), on a défini dans ce cas des conditions de périodicité et des couplages de

nceuds au niveau des extrémités. On représente sur la (figure 11.56) un agrandissement de la zone

d’entrefer tandis que la (figure 1.57) représente le circuit électrique utilisé a vide.
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Fig.1.56 : Détail du maillage dans I’entrefer
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Fig.1.57 : Circuit électrique utilisé a vide

Gréce a cette étude on a pu estimer la répartition de I’induction dans I’entrefer (figure 1.58),

on a méme tracé le couple de détente (figure 1.59) et les lignes de flux a vide (figure 1.60). On

s’est particuliérement intéressé a la FEM (figure 1.61) vu qu’avec FLUX 2D on dispose d’un

outil de construction de circuits électriques (Electriflux), ce qui n’est pas le cas avec le logiciel

FEMM ou le calcul du flux, de la FEM et de I’inductance est obtenu aprés programmation et

récupération de I’induction au niveau des encoches.

On donne dans I’annexe. A (§A.4) les caractéristiques de la machine étudiée.
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1.13 Conclusion

Dans le domaine de la traction électrique, nous avons vu que la Machine Synchrone a
Aimants Permanents MSAP, mis a part le probléeme du contréle du flux, est celle qui répond le
mieux au cahier des charges imposé. Le défluxage peut étre effectué soit par introduction d’une
source d’excitation bobinée, soit grace a un convertisseur commandable.

Au cours de ce chapitre nous avons présenté les différentes réalisations existantes ainsi que
les principes de fonctionnement des machines synchrones a double excitation. Ceci nous a
conduit a citer les différentes méthodes et modeéles élaborés pour modéliser les deux machines
qui nous intéressent. Nous avons traité au début un cas particulier de la machine a double
excitation série qui est la machine a aimants permanents montés en surface (SPM). Puis nous
avons étudié une autre machine innovante dite a Commutation de Flux (MCF)

L’étude de la SPM, a montré que malgré la configuration trés simple de cette machine la
valeur de son inductance suivant 1’axe direct est faible car I’entrefer est important, ce qui rend le
controle de flux dans I’entrefer assez délicat. Pour remédier a ce probléme, nous avons opté pour
I’utilisation des enroulements concentriques. Une étude analytique, basée sur 1’optimisation du
rapport du diameétre intérieur sur le diametre extérieur du stator a été faite ou nous avons pu voir
clairement 1’apport de I’enroulement concentrique.

Pour la MCF une étude numérique afin de connaitre et de se familiariser avec cette structure
innovante a été effectuée. La MCF étant une machine cellulaire a concentration de flux, permet
d’avoir une valeur maximum de I’induction dans I’entrefer dépassant 2 T. Grace a cette étude

nous avons pu dégager un ensemble important des propriétés de cette machine.
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Chapitre 11 : Modélisation Analytique de la Machines Synchrone a double excitation série

11.1 Introduction

Apres avoir dressé une synthése des principes de fonctionnement des machines a double
excitation, nous présentons dans ce chapitre le travail que nous avons effectué au cours de notre
séjour scientifique en France, au sein du Groupe de Recherche en Electrotechnique et
Automatique du Havre (GREAH), en collaboration avec 1’équipe « Electrotechnique et
Actionneurs » dirigée par le professeur Georges Barakat, sur la modélisation analytique des
machines synchrones a double excitation.

L’équipe « Electrotechnique et Actionneurs » du GREAH, fort de son expérience de plus
d’une décennie dans le domaine de la conception des machines €lectriques tournantes, se
propose de contribuer a I’amélioration des performances des machines synchrones a double
excitation pour la production d’énergie électrique a bord des véhicules, ce qui rentre dans le
cadre de notre travail.

Il s’agit de développer un outil de conception pour la machine synchrone a double
excitation série, s’appuyant sur la résolution analytique des équations de Maxwell, en utilisant la
méthode de séparation des variables, dans les régions a faible permeabilité. La validation des
résultats a été faite grace a 1’emploi du logiciel performant Flux2D® basé sur la méthode des

éléments finis.

11.2 Modélisation analytique de la machine synchrone a double excitation série

La machine synchrone & aimants montés en surface sert fréquemment de moteur de
référence dans I’optique d’une comparaison avec des moteurs innovants (Figure 11.1) [53]. On
rappelle que I’inconvénient majeur de cette machine est I’emplacement des aimants ce qui rend
les applications a haute vitesse difficiles. C’est pourquoi, pour diminuer le risque de décollement

des aimants, le rotor de la machine peut étre placé a I’extérieur du stator (Figure 11.2).
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Fig.l11.1 : Machine & rotor interne Fig.l11.2 : Machine & rotor externe

11.2.1 Formulation magnétostatique du probléme et hypotheses de calcul

Le but est d’établir un modé¢le de base, rigoureux, permettant d’avoir une approche des
grandeurs globales et des grandeurs locales de la machine. Pour se faire, on admet I’ensemble
des hypotheses simplificatrices suivantes :
=  Perméabilité infinie des parties en fer ;
= Le champ dans la machine ne posséde pas de composante selon z ;
= Lalongueur selon z est infinie ;

= On néglige les pertes par courants de

Foucault ;

= Puisque les fréquences de
fonctionnement sont relativement basses
en électrotechnique, il est donc possible

de négliger le terme lié a la densité de
. D
courant de déplacement (% = OJ

On représente sur la figure 11.3 une coupe

axiale de la machine. La modélisation

proposée repose sur la résolution des ) _ )
Fig.11.3 : Couple axiale de la machine pour un

équations de Maxwell en magnétostatique, z donné (repére en coordonnées cylindriques).

dans les parties & faible perméabilité

(aimants permanents, entrefer, encoches), ou les équations sont résolues pour un ¢ donné. Dans
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cette modélisation les dents et les encoches gardent la méme proportion angulaire quelque soit le
rayon considéré.

Le potentiel vecteur magnétique ne posséde qu’une seule composante qui est delon 1’axe z
ou cette composante ne dépend que de r et ¢.

Les équations de Maxwell en magnétostatique se mettent sous la forme suivante :

rot H=J et divB=0 avec B=rot A (11.2)
Les relations du milieu pour les régions concernées dans la structure étudiée (air et aimants)

sont :

B=u,H et I§=y0(ﬁ+h7l):;zoﬁ+l§R Avec : Br:E%' B, - (11.2)

rop 7 or

La combinaison des équations de Maxwell et des relations du milieu auxquelles on rajoute la
jauge de Coulomb (div AzO) pour garantir I'unicité de la solution, conduit a la formulation
magnétostatique vectorielle qui s’écrit de la fagon suivante :
AA+ 113 + g r6tM =0 (11.3)
Compte tenu des hypothéses précédentes, le Laplacien du potentiel vecteur, exprimé en

coordonnées cylindriques, est donné par :

2 2
e 19
r r 0 r or

L’€équation précédente est a redéfinir dans chaque région du probleme :

= Réqgion | (encoches)

2 2 0 a vide

6,§Z+i2a A22+16AZ:{ (a vide) (11.5)
or r< op r or —u-J  (encharge)
= Réqgion |l (entrefer)

2 2

G L 1 1o
or®  r? op* roar
= Réqgion Il (nappe aimantée)

2 2

6A2+i6 AZ+16AZ:& aMr_M¢ (17)
o2 r? op* ror r\ op

Ou I’expression de I’aimantation peut étre donnée par la relation suivante :
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~+00
M, = Z(M rin €08 (Mp@) + M 5, Sin(mn(P))
n=1

(11.8)
+00
M, = Z(M 10 €0S (My@) + M 5 sm(mngo))
n=1
= Région IV (évidements rotorique)
) 0 a vide
li(r%)+ia A _ (11.9)
rorl or ) r? o¢p?

— HoJs en charge

On résout ces différentes équations dans les deux cas suivants :
1. avide (pas de courant dans les encoches) ;
2. en présence des courants dans les encoches, mais sans les aimants.

Le premier cas correspond au fonctionnement a vide, le fonctionnement en charge
correspondra a la superposition des solutions des deux cas. La solution en potentiel vecteur
magnétique satisfaisant les équations aux dérivées partielles peut étre obtenue analytiquement
par la méthode de séparation de variable et se met sous la forme générale suivante [54], [55] :

A, (r.p)=ag + Aps(r.p)+ io[(alnrm” +a,,r ™ )cos(My@) + (ag,r™ +ay,r ™ )sin(m, ) [(11.10)
n=1
Pour aboutir a cette équation, on suppose que A, est une fonction sinusoidale en (mp-¢), avec :
m,=n-4; et 1=PGCD(Ns,p) (11.11)
Ou, PGCD(Ns, p) est le plus grand commun diviseur entre N (le nombre d’encoches) et p (le
nombre de paires de poles). os est le pas d’encoche et o est le pas polaire. Il est a noter que :
Ns-ag=2-p-a,=2-7 (1.12)
Apsrepresente la solution particuliere dans la région des aimants et dont I’expression est écrite

sous la forme suivante :

+00

Aos(1,9)= 3 [Gy (Ncos(myg) + Hy (Nsin(myg)] (11.13)
n=1

11.2.2 Solution dans les différentes régions de la machine a vide
a. Solution dans la région | (encoches)

L’équation a résoudre dans la région des encoches est la suivante :
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A, +i2 O?A, LLoA,

-0 11.14
or? r? op? roar (1114

En supposant que le potentiel vecteur est de la forme A, = f{r)-g(p), la méthode de séparation

des variables permet d’écrire I’expression du potentiel vecteur dans chaque encoche i comme

suit:

Ag:) = i[(Alm -y Aoni - ) (A3ni -coS(My, - @) + Agpi - sin(my, (0))] (11.15)
n=1

Aveci=1,2 3, ......, Ns.

A.1. Conditions aux limites

Pour une encoches i, les conditions aux limites sont données par :

He(r,g)=0
H,(r,p; +w)=0
W . W
et ; avec (pi:as—5+(l—1)-aszl-as—5 (11.16)
H¢(R4’¢)EO

L’exploitation de ces conditions aux limites, et aprés redéfinition des coefficients, on aboutit
aux écritures suivantes :

m_z”" | L(Wﬁj L_(ﬁ. (M _ j
AZI _m:1 Fmi [R4] +(R4] CosS W (o (0|)

(N ryo i@ | —Fmi mez |1 [ ij_ r _( Vf] . (M . )
B’ (1) = o —mZ::l . " [RJ 3 cos o (p—o;)
B r)—l.M_f “Fmi Mz (mwﬁj+ ) mV.V”j -sin(M-( - ~)]

RIAPT) =1 o _m:1 r W R, R, w P9

(11.17)

A3ni 'Alni ’ R4 "

o)
cos| — - ¢
w

Avec: Fni=

On pose :
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H(r):_Tl. ( r J(WJ[LJ[”‘{] ot G(r)=_Tl~ [ r J( w )+(LJ[WJ

R,

b. Solution dans la région Il (entrefer)
L’équation aux derivees partielles dans la région de 1’entrefer est la suivante :
oA, +i82AZ JLoA,
or? r? ap? roar

(11.18)

En supposant que le potentiel vecteur est de la forme A, = f{r)-g(p), la méthode de

séparation des variables permet d’écrire :

Al = i[(Bln r™ 4By, rM ) cos(m,, - ) +(B3n r™ 4By, -r~M )-sin(mn -go)] (11.19)

B.1. Conditions aux limites

En face d’une dent i, les conditions aux limites sont les suivantes :

. w
H,(Rs3,¢)=0 pour gelp —as+w,ep] avec o =ias— (11.20)

La solution peut étre écrite sous la forme suivante :

+00
BE”) = Zm[— (Blnrmn + By r ™ )sin(mnqo) + (Bro,nrmn + By r )cos(mn(o)]
r
ffl (11.21)
“m _ “m )
B((o”) = ZT”[— (Blnrmn — B, r ™ )COS(mn(p)—(B3nl’m” —B,,r ™ )sm(mn(o)]
n=1
c. Solution dans la région I11 (aimants permanents)
L’équation a résoudre dans la région de la nappe aimantée est la suivante :
0°A, 1 0°A, 10A, 1(oBg 0(rBgy)
n + = (1.22)
or2 12 992 ror r( op or

%A, +i62AZ JL0A _1(0Bg o
o2 12992 ror rlop ?

En appliquant la méthode de séparation des variables, le potentiel vecteur dans cette région

s’écrira comme suit :
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(Cln 1™ 4+ Cop 1™ +Ca, 'r)'cos(m“ 2

A§|”) = + ’
1| \Cup - r™ +Cs, - r—m +Cep 'r)'Sin(m” ) (11.23)
(Clo -r+ C20 . I’_l + CBO - Ln(r)) COS((D)

+
(C40 F+Cgq-r 1 +Cgp-r- Ln(r))- sin(e)

Cette derniére équation peut se mettre sous la forme [56] :
+00

Al — Aps + Z[(Cln ™ 4+ Cypy o™ ) cos(m,, - @) + (C4n ™ 4 Cgor ™ )-sin(mn -go)]
n=1

(11.24)
On en déduit que

am [ 10y &my [( (my m, , ~(1) mn)- ( any .m, , ~(1) —mn)
B = FE_ET Ci ™M csit r™ Jsin(m,p) —(Ca r™ + CS 1™ Jeos(mye)

aA +00
B{" =[——;S =3 lef e b 1 Joos(myg) + (G 17 - v )sin<mn¢>}

n=1
(11.25)
Avec :
» (Clo F+Cpp-F Lt 4Cygq-r- Ln(r))- cos(¢)
Aps = rZ[CSn -cos(m,, - ) + Cgp -sin(m, '(P)]+ +
n=2 Cyo-F+Ceq-r 1 +Cgq-r- Ln(r))-sin((p)
(11.26)

Aps represente la solution particuliére lorsque A=1. Pour les machines ayant 2>1, la solution

particuliére est donnée par :

~+00
Aps =1 _[Csy - cos(my, - ) + Cgp -sin(my, - )] (11.27)
n=2

On a aussi I’expression de 1’induction rémanente :

BR(p(@) = Z(Clnr -cos(mn (9 -0y ))+Can 'Sin(mn (o -0y )))

n=1 (11.28)

Brr (@) = Z(CBnr 'cos(mn (9 -4 ))+ Canr 'Sin(mn (-4 )))
n=1

Ou ¢q représente le déplacement de I’armature mobile par rapport au repere fixe du stator.
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En passant par un changement de variables, on peut écrire que :

+00
Bry(#) = D (Cinro -€0S(My - 9) + Canro -sin(my, - 0))

:;1 (11. 29)
Brr (¢) = Z(C3nr0 +€0s(Mp, - ) + Cypro -siN(M, (P))

n=1

Avec :

{Clnro = Cqpy -€OS(My, - @y ) = Copp -siN(M, - ¢4 )
Canro =Conr - €0OS(My, - g ) + Cypp -siN(My, - 94 )
et (11.30)
{CSnrO = Canr -€0S(Mpy - @4 ) —Cany -SIN(My -4
Canro =Canr -€0S(My, - @g ) + Capy -SIN(M,, - 904 )

On rappelle que 1’équation aux dérivées partielles a résoudre est donnée par :

oA, +i62AZ LL10A, _1(3Bg o
ore  r? 6(02 ror r\ op Re

D’une part,on a :

1(oB B~ :
F( a;r - BR(@) =r 'Z((mn *Canro —Canro) -€08(My, - @) — (My, - Caprg + Conro) -sin(my, (P)) @)
n=1

Et d’autre part, on peut écrire que :

+00

> (@=mg)-(Cgy -c08(My ) + Cep -SiN(My -0))

=1

?A, 1 0°A, 1A, My #1
+—2 +— =r .

or? r2op? ror |+
2-(Czq-cos(p) + Cgq -sin(e))

(b)

Avec .
m -m
o (Cln~r "+Coyr "+C3n-r)-cos(mn~(p)
A = + +
n=1 m -m :
m #1| \Can -1 " +Cgp -1 n+C6n-r)-sm(mn'(p)

(Clo r+Cyp- rt+ Cyp-r- Ln(r))- cos(p)
+

(C40 F+Cgy- T 14 Cgp-r- Ln(r))- sin(e)

A partir de ces deux derniéres relations (a) et (b) on obtient :
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+00
D (1-mf) - (Cap - OS(My ) + Cgp - SiN(My -0))
n=1
m, #1 _ +2@((mn *C4nro = Cinro) - cOS(M, - @) J
+ n=1\" (Mp - Canro +Conrg) -sin(m, - @)
2-(Cgp - cos(¢) + Cgp - sin(e))

Donc :

{(1mrj)'c3n :(mn 'C4nrO_Clnr0) pour m, +1
(1_ mn) ) C6n = _(mn 'CSnrO + C2nr0)

et (c)

{2 Ca0 = (C4nr0 - C1nr0)
2-Cgo =—(Canro + Conro)

La prise en compte de la condition du milieu et des équations (11.8) et (11.28) conduit a 1’écriture

suivante :

pour m, =1

Co = Ho(My, - M p2n ~Mp)
3n — (1_m2)
n
pour m, =1
c __,Uo(mn 'M(pln +Mi2n)
6n — (1_m2)
n
et (11.31)
Co - Ho(M 21 —=My11)
30 — 2
pour m, =1
oM 11 +Mi39)
Ceo =~ >
Cinro = Ho -M1p
C =y M
Avec - 2nr0 0 ran

Canro = oM oln

Canro =M @2n

C.1. Conditions aux limites
Il n’y a qu’une seule condition aux limites donnée par :

Hgll)(R1,¢)EO = _%(Rl'(P)_BR(pZO (“32)

L’exploitation de cette équation va permettre d’écrire :
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i mp -1 —mp-1 i I C _C * R_Z
Cin-Ri —Con-Ry +% -cos(m, - @) 10 =20
o m, +Cz0-Ln(Ry) +C5
Z Mp | + +|+
n=1 et o _ 52
s [C4n'R1 —Csn Ry +C6nj'5in(mn‘¢) Ca0=Cso Ry
L n i + C60 . LI’](Rl) + CGO
+00
+ " (Cinro - COS(My @) + Cop g -sin(my, - )
n=1
Donc :
1 m1 C
mn'(cln'Rl -Con Ry +%]=_ﬂ0'lvlr1n
" pour m, =1
mnp-1 -m-1  C
mn'(c4n'R1 —Con Ry +ﬂ]:_ﬂ0'Mr2n
mn
et
-2
Cin—=Con-Ry +Csy-LN(R))+Cyqy=—1-M
10 —Ca0 1_2 30 - LN(R) +Cg0 =—49-M 4, pour m_ =1
Cs0—Cs0-Ry +Ce0-LN(Ry)+Cpo =419 M2,

d. Solution dans la région IV (encoches pour bobinage d’excitation)

] +C0s(¢)

]~sin(go)

(11.33)

Cette région est similaire a celle des encoches statoriques (figure 11.4). Ainsi on va suivre la

méme démarche que précédemment.
D.1. Conditions aux limites

Les conditions aux limites qu’il faut prendre en
considération sont données par :
Pour une encoche j, on a:

H (r, o4 + 1) =0

{Hr(n(/’d +@rj+wW,)=0
et
H,(Ro.0)=0

. W,
avec (Drj = J(Zp —7

En exploitant les conditions aux limites et en

(11.34)

Ivj

Fig.11.4 : Position angulaire des encoches

rotoriques

calculant les composantes d’induction on obtient, apres redéfinition des coefficients, les écritures

suivantes :
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stlv)((/), r)=+Z.O “Fmj moz, (L](VW]+[LJ(MJ ~sin£mv\;”~(§0r ﬂ”rj)}
m=1

r

- (11.35)

e A R EC
m=1 r

r

Hy()="1 (Rﬂm (Rﬂm
Onpose : ¢, =p—g@y et ) .
Gl(")=_71. (RLJ[MJ_{RLJ (Wr]

11.3 Exploitation des conditions de passage entre les différentes régions
11.3.1 Conditions de passage entre les régions | et Il

Les relations de passage a la frontiére de la région I (encoches) et la région Il (entrefer) se
déclinent de la maniere suivante :

{Hg)(w,Ra)Hé")(w,Rs) = {Bg)(cﬂ,Rs)Bgl)((ﬂ’RS)

B{')(¢,Rs) = B{") (¢, R3) B{')(¢,Rs) =B (0, R3)
(11.36)

ma (i) =i~
pour gelp,g+w] avec {947 ST 2

et 1=12,3,...,Ng

Les composantes de I’induction dans la région II, a r = R3, sont des fonctions périodiques en

@ de périodeM. Ces composantes sont donc développables en séries de Fourier [55],
PGCD(Ns, p)
[56], [59].
(“) +00
By /(9. Rs) = D (Bsy, - cos(my, - ) + Bg, - sin(m, - )
f:j (11.37)
B(" (¢, Rs) = > (B, - cos(my - 9) + Bgy -sin(m, - ¢))
n=1

AvVec :
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1
BSn N
sp s
1
BGn -
Ngp-as

Nsp

i=1

+00

m=0

m _
BSn = _R_n(Bln . R3m an R3 Mn )
3
BGn = _%(Bsn . R3mn _ B4n R3—mn )
3

m-z 1 3 1

m-z 1 1
—— H(Ry)- _
W

Fi -

{eofm {13 - {2 |

Zg(n k)- Bwa(n K)- B7k—2(g(n k) + f (n,k))- By

k=1

k=1

= > F(nk)- By =D 9(n,k)-Bg = D (f(n,k)—g(n,k))- Bg
k=1 k=1 k=1

11.3.2 Conditions de passage entre les régions Il et 111

(11.37.1)

(11.38)

(11.39)

(11.40)

(11.41)

De méme que précédemment, on commence par écrire les conditions de passage entre les

régions Il et Il comme suit :

(p,Ry) =HIM(p,Ry)
B{")(p,R,) =B{"(p,R,)

Les equations du milieu pour les aimants permanents sont données par :

(11.42)
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R {B;")(w, R,) = By (¢, Ry) - Bg, (11.43)

B{'(p,Ry) = B" (9, Ry)

En regroupant les termes en cosinus et les termes en sinus les écritures précédentes

conduisent aux expressions qu’on peut écrire apres simplification sous la forme (Annexe § B.2) :

» Cas m, =1

C 1 ~mp+1 , Ho-M -my, +1
B.. =Cy. +230 {14~ [.R7Mn+L, 20" Trin p=My
1n 1n [ m ) 2 2-mn 2

an C2n +C3n . 1—i .R?n+1_ﬂo 'Mrln _Rgnn-l-l
2 My, 2-m,
pour mp #1 (11.44.1)
Ban =Cun +C6n . 1+i .Rz_mn+1+ﬂO'Mr2n -Rz_m”+1
2 My, 2:m,
B4n C5n +C6n . 1—i .R?n+1_ﬂo 'Man _Rgnn-‘rl
2 My, 2:m,
> Cas m, =1
B11=Cyo +%-(1+2- Ln(Rz))+/‘0'TMrll
(11.44.2)

Ba; = Cag +%-(1+2- |_n(Rz))+“0'T'\"r21

C 2 Hg-M 2
CSO_ 260'R2— 0 2[’21_R2

By1=
11.3.3 Conditions de passage entre les régions Il et IV

A la surface de séparation entre la région ‘nappe aimantée’ III et la région ‘encoches
rotorique’ IV, les conditions de passage sur la composante normale de I’induction et la

composante tangentielle du champ d’excitation s’écrivent :
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B"(R,0) = BM)(R,, ) BI" (R, ¢) = B" (R, )

H((DIII)(Rl’go) _ H(E,IV)(Rl,(D) = B;"')(Rl,qo)—l\:—:= B(E)IV)(R]_,(D) (11.45)

pour ¢@e [(Dd T @rjr P T+ Prj +Wr]
Les composantes de 1’induction dans la région IIl, a r = Ry, sont des fonctions périodiques

p-as
PGCD(Ns, p)

(Annexe § B.3) [55], [56], [59].

en ¢ de période . Ces composantes sont donc développables en séries de Fourier

M +00 _
BY" (. Ro) == % = 37 (Con +€08(My -9r) + Caoy sin(my 1)
0 n=1

(11.46)

Bﬁ”')((p, Ry) = i(clln -cos(My, - @) + Cp gy -siN(M, '(/7r))
n=1

Les différents coefficients Cg,, Cion, C11n €t Ci2n  (pour my#0 et m,=0) sont obtenus en
regroupant les termes en cosinus et en sinus issues apres développement de la relation (11.46) et
(11.25). On obtient :

(Cln'len_l—Czn 'R{mn_l+%+%]'cos(mn “9q)
n n
Con =—Mp -

+(C4n : len_l ~Cgn Ry ™ - +%+m}sin(mn “9q)

[Ca oy gt S0 S0 L,
Cion =My " "
(1.47.1)
+(Cln ' len - —Con- Rl_mn - +%+m}3in(mn “9q)
M M

i -1 -m, -1
(C4n R +Cgy R +C6n)' cos(my, - ¢q )
Citn =My -

- (Cln R+ Cn R T 4Gy )-sin(mn “Pq)
_(Cln R4 Cop - RE™ T 4Gy ) cos(my - ¢y )]

Cion =My m. -1 “m. -1 .
__(C4n'R1 " +Ch RN +C6n)‘3'n(mn'(ﬂd)
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Clll:

Cor= [(Clo +C39—Cpo- R “+Cgo- LN(Ry) + C11ro)' cos(¢g) }
+ (C4o +Cgo—Csg Ry > +Cgo- LN(Ry) + C21r0)'5in((/7d)

E (C4o +Cgo—Cso-Ri > +Cgp- LN(Ry) + CerO)' cos(gyq )}
|+ (Clo +C30—Cyo-Ri > +Cgp-LN(Ry) + Cllro)'Sin(%)
_(040 +Csq- R 2 +Ceq- Ln(Rl))' cos(¢q) ]
- (ClO +Cago-Ri % +Caq- Ln(Rl))'Sin((/’d)
Crpy = {(Clo +Cpo Ry +Cyo- Ln(Rl))' cos(¢q) }

+ (C4o +Cs0 Ry > +Cgp- L”(Rl))'Sin(%)

On trouve apres calcul :

m-z 1 1
Foi -H; (R -
rP +0 mli Wr 1( 1) m-rz m-rz
Z Z mpy + W » -m,
rp "%p 21 m=0 r r
1 W, .
(-1 -sin I ap+7 =sinf m, | -y —
m-z 1 1
Frnai “Hi(Ry) —
SIS Wy m-z m-z
C10n z Z m, + W W -m,
rp i=1 m=0 r r
. W, . W,
(Cos(mn'("ap _%jJ " COS[mn~(I~ap+—rj]j

Cion = D_(01(n.K)+ f1(n,k))-Cyy

k=1

+00

Con = > (f1(n,K) = 91(n,K))-Cyp

k=1

I1.4 Systeme d’équation dérivant de I’exploitation des conditions de passage
L’exploitation des équations établies plus haut ((11.37.1), (11.40), (IL.41), (11.44.1), (11.44.2),
(I1.47.1), (111.47.2), (I1.50) et (I1.51)) va nous permettre de construire un systeéme d’algébre

(11.47.2)

(11.48)

(11.49)

(11.50)

(11.51)

linéaire dont les inconnus sont les coefficients de 1’induction dans la région des aimants (le
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calcul est donné dans I’annexe § B.4). Le mouvement est pris en considération ou les matrices

[Ms] et [My,] sont en fonction de ¢ la position relative du rotor. La résolution du systéme

matricielle donné ci-dessous est effectuée par emploi de la méthode d’¢élimination de Gauss.
[M1]-{Cs }+ M, |- {Cy} = M1]

[M3]-{Co}+[My]-{C1} = [V, ]
(11.52)

[Ms]-{Cy}+[Mg]-{Co )+ M7 ]-{C4}+[Mg]- {C5 } = V5]

[Mg]-{C1}+[Myo]- {Co}+ [My1]- {Ca }+ M1, ]- {Cs } = [Va ]
Une fois que les coefficients dans la région des aimants sont calcules, les coefficients de
I’induction dans les autres régions sont déterminés directement grace a la propriété

d’orthogonalité des termes deux a deux.

11.5 Exploitation et validation des résultats

La validation du mode¢le analytique, basé sur la résolution des équations de Maxwell, qu’on
vient de proposer nécessite I’emploi d’un mod¢le numérique précis. Au fait, le logiciel de calcul
numérique basé sur les éléments finis (FLUX 2D, Ansys) a été utilisé. La modélisation de la
structure étudiée sera limitée au sixieme de la machine (figure 11.5) ou on a défini des conditions
de périodicité (pour ¢ = 0 et ¢ = 21/3) et des conditions de Dirichlet au niveau du rayon externe
et interne de la structure.

Les grandeurs caractéristiques de la machine sont données dans le tableau.1.

28p = 2n/3 Nombres de pairs de poles 6
Nombres d’encoches 18
Distribution des aimants Parallele
00 Ro, R1, Ry, Rz and R, (mm) 26.67, 50, 56, 57.5 et
81.5
w; (rad) n/18
w, (rad
Bobines ' ( ) m/15
d’excitation Vitesse de rotation 1000 tr/min
Fig.I11.5 : 1/6 de la machine étudiée Tableau.1 : Listes des principales grandeurs

caractéristiques de la machine
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0.02 T T ; ; ; T ; ; 1 T T
L R 1 & Br (MEF)
0.015 Z: g&k M f T g;((;:nn:gﬁ?ue)
0.01 0:4 I ‘Qj i w % ------- ?¢ (Analytnqu?)
| B hbh B &

0.005

Induction a vide [ T]

Induction a vide [ T]
¢ e
(LN
?G'c
| e

-0.005

L : H :
oL & | ¢ Br(mEF) 0.6 5 £ f 3
001 dd g€ |——Br (Analytique) | : |
L S| ° Ba(MEF) 0.8 5
st : : R B¢ (Analytique) :
Q015 i e a1 i i
028 03 032 034 036 038 04 042 0 05 1 15 2
Position angulaire [ rad ] Position angulaire [ rad ]
Fig.11.6 : Distribution de I’induction dans Fig.11.7 : Distribution de I’induction dans
la région I pour r = (Rs + Ry)/2 la région Il pour r = (R, + R3)/2

Les figures 11.6, 11.7, 11.8 et 11.9 illustrent la distribution de I’induction magnétique, pour les
différentes régions de la machine, calculée a 1’aide du modele analytique et comparée avec celle

obtenue a 1’aide d’une simulation par éléments finis.

1 3X 10
: | ¢ Br (MEF) 3 & Br (MEF) g
0.8 ; s — Br (Analytique) | 25r — Br (Analytique) [
: s —&— B¢ (MEF) g | o B (MEF) i
L] St e A B¢ (Analytique) || PR S B¢ (Analytique)
— 04 _ ‘ : 5
- +
P I
T T
> >
“o 1]
S §
S - 5
= =
g E.
-0.6
0.8 S i
A1 \ \ 2 i i f i
0 0.5 . 1 ) 1.5 2 0.95 1 1.05 11 1.15
Position anguliare [rad ] Position angulaire [ rad ]
Fig.11.8 : Distribution de I’induction dans Fig.11.9 : Distribution de I’induction dans

la région 111 pour r = (Ry + Ry)/2 la région IV pour r = (Ry + Ry)/2

L’analyse de ces résultats confirme la fiabilit¢ du modéle analytique proposé dans un

processus de dimensionnement. De méme, la solution analytique exacte dans la région des



Chapitre 11 : Modélisation Analytique de la Machines Synchrone a double excitation série

aimants permet de contréler la valeur du champ d’excitation magnétique et de prévenir donc la

désaimantation.

11.6 Modélisation analytique du champ créé par I’excitation bobinée

Dans cette partie, on se propose de calculer la répartition de 1’induction due seulement a la
présence de courants d’excitation, on ne considére qu’une seule phase par encoche et on
remplace les aimants par de I’air [55], [58], [60].

L’¢équation qui régit le potentiel vecteur magnétique s’écrit dans ce cas de la maniére

suivante :
) 0 régions I, Il et 11
li(r%}ria A _ (11.53)
ror\" or ) r? 8¢? .
— Hgds  region IV

La solution générale de cette équation est identique a celle donné en (11.10) sauf que la solution
particuliere dans la région IV change, pour chaque encoche rotorique (j) on écrit :

2
__Ho q(i)
A =—-21
ps 2 f(

R2 Ln(r) —%J (11.54)

11.6.1 Solution dans les différentes régions de la machine
a. Solution dans la région | (encoches)
En gardant la méme forme de la solution générale (11.15) avec les mémes conditions aux

limites (11.16) pour cette région, la solution est donnée par la relation suivante :

Avec : Ep;

COoS
w

7"(/’i

J

- S8 (o) o)
m:1: i N (11.55)
517505 () et
_ Agni - Auni - Rgm\Nﬁ)
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A I’interface entre la région I et la région II, les conditions de passage restent inchangées (I1.36),
par conséquence I’exploitation de ces conditions est identique a celle développer dans annexe

(§B.1).

b. Solution dans la région Il (entrefer)
La solution dans cette région garde la méme forme (11.19) par contre les conditions de

passage changent, dans ce cas on écrit :

~+00

(") :Z%[— (blnrmn +h,,r ™ )sin(mr,go)Jr(b3nrmn +hy,r~m™ )COS(mnCD)]

n=1 (11.56)

+00
B(E,”) :Z%[_ (blnrmn —byr )Cos(mn(ﬂ)_(b3nrmn —lyr )Sin(mn(/’)]
n=1

A P’interface pour r = Ry, les conditions de passage entre la région 1l et la région 111 sont données

par :

B{(Ry, 0) = B{'"(R,, )
(11.57)

B! (R,, ) = B (R,, )

c. Solution dans la région 111 (aimants permanents)

Puisque les aimants sont sans aimantation ils présentent les mémes caractéristiques que 1’air
[55], [59], [60]. Dans ce cas, la solution générale aura la méme forme que celle donnée pour la
région Il, on obtient :

~+00

BE'”) _ Z%[_ (alnrmn +a,,r )sin(mngo) + (a3nl’m” +a,,r )COS(mn(/’)]

n=1 (11.58)

+00
B((p“l) — Z%[_ (alnrmn _ aznr_mﬂ )Cos(mn¢) — (a3nrmn — a4nr_mn )Sm(mn(p)]
n=1

La seule condition aux limites et les conditions de passage a I’interface des régions III et IV

sont données successivement par :
BU'"(R, ) =0 (11.59)
BY)'"(R., 0) = BYV)(Ry, )

(11.60)
BI'"(Ry, ¢) = B (R, )
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L’exploitation de ces conditions est donnée dans I’annexe B (§ B.5.2). Il suffit de noter que

puisque les aimants sont remplacés par de Iair c’est les vecteurs [V; ] [V, ] [V5] et V,] (vecteurs

des sources d’excitations) qui changent.

d. Solution dans la région IV (encoches pour bobinage d’excitation)

Les conditions aux limites pour cette régions restent aussi inchangées (11.34), par contre la
forme de la solution change suite a la présence de courants d’excitation dont la forme est donnée
par (11.52).

Pour chaque encoche j les différentes composantes de I’induction s’écrivent comme suit :

BSJ'IV)((D, r= fﬂ nz. [L](Tf} +(L][TVHJ -sin[mv\;ﬁ (o —("j)j
m=1

r Wy RO RO r
(mﬁj m-z )
~~Emi mz|(r \w rlw m-r o R
B(IV) r) = —mlj_ _ G i . COS . — - +&J(J) _O_r
8 en=2 =7 S R WO [

(11.61)

I1.7 Systéme d’équation dérivant de I’exploitation des conditions de passage

De la méme facon que dans le paragraphe (§ I1.4) on aboutit a un systeme d’équation
linéaire dont la résolution, par la méthode d’élimination de Gauss, va nous donner directement la
solution dans la région d’entrefer (Annexe § B.6). Ceci va nous permettre de déterminer la

répartition de 1’induction dans les autres régions. Le systeme a résoudre est donné par :

[My]- {Bana | +[M3]- {Can } = [0]

[M3]- {Bona J+ [M 4] By} =[0]
(11.62)

[Ms ] By J+ [Mg ] {Bony )+ [M7]- {Cant | + [Mg ] {Bapa } = [Vs ]

[Mg]- By} + [M1o]- {Bona } + [M11] {Cana }+ M2 ] {Bap } = [Ve ]

Pour obtenir la distribution de 1’induction, il suffit de calculer la somme de la solution a vide

et de la solution en présence de courant d’excitation
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11.8 Exploitation et validation des résultats

Afin d’étudier la validité des formulations proposées ci-dessus, on a comparé les résultats de
la méthode de référence (simulation Ansys) avec les résultats analytiques. Sur les figures 11.10,
11.11, 11.12 et 11.13, on présente la forme d’onde de I’induction dans toutes les régions de la
structure étudiée. La méme machine prise comme exemple précédemment, pour valider les

résultats du modeéle a vide, est considérée ici.

1.5

0.1

: : : | < Br (MEF)
Q | | —Br (Analytique)
1 R— SN R i| o Bg(MEF)
T R B¢ (Analytique)
0.5 =, _—

¢ Br (MEF)

0.08 | — Br (Analytique) |-
o B¢ (MEF)

------- Bo (Analytique)

0.06

0.04

0.02-

v

-0.02 A S N - e B

0.5 e : : T S ¢ 3 '
: | 004 h b e SRR -

-0.06 [ B B o S — b =

A 1\\0 o B 5 5 5
i i ‘ D0y, -0.08 e et Y (R e -
bb% ; gy
Il Il Il Il K
028 03 032 034 036 038 0.4 042 01 0.5 1 15 2
Postion angulaire [rad ] Position angulaire [ rad ]

Induction due au courant d'excitation [ T]
(=]
er
Induction due courant d'excitation[ T]
(=]

1.5

Fig.11.10 : Distribution de I’induction dans la Fig.11.11 : Distribution de ’induction dans la
région I pour r = (Rs + Ry)/2 région Il pour r = (R, + R3)/2

On constate clairement une tres bonne adéquation entre les résultats analytiques obtenus du

modéle développe et du modéle numérique implémenté.

0.1 3 3 3 3 0.01
: 0.08 % % fw : 0 i VVVVVVVjVVVVVVVV?VVVVVVVV?VVVVVV
§ 006 1 1 1 5 |
- ) | | | \a § 0.01}
T 0.041% 1 § § h T :
3 9 | | f | ,ﬁ’x X : |
T 0,02 Y | ! ! i o 0.021- :
g0 Y | j 5 4 = i 3 5 ¢ Br (MEF)
g 0 e, 2 o8y AT g 0.03 — Br (Analytique) ||
3 Ko g q [ o o2 g™ 3 . : : : o B¢ (MEF)
. : Vo 7 [ e B¢ (Analytique
5 O'UZt | éel P 8 .0.04] ® (Analytave)
g | Y ] i | |
3 0.04 : | : 3 g
c \ s f:‘e’“’ ‘ £ .0.05|-
£ -0.06 | | o Br(MEF) | 2 e
S i i — Br (Analytique) 5 5
3 ‘ : T -0.06] . ‘
£ -0.08F% ; ; o B¢ (MEF) H £ Tl 00 e0000000000000 0000800080000
| N . B¢ (Analytique) i | i | |
=0. | | T T _007 1 | 1 | |
0 10 0.5 1 1.5 2 0.95 1 1.05 1.1 1.15
Position angulaire [ rad ] Position angulaire [ rad ]
Fig.11.12 : Distribution de ’induction dans Fig.11.13 : Distribution de I’induction dans
la région 111 pour r = (R, + Ry)/2 la région 1V pour r = (R; + Ry)/2
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11.9 Calcul des grandeurs globales de la machine

Le calcul des grandeurs globales a savoir le flux, la FEM, le couple de détente et
I’inductance de phase, permet de mieux appréhender les performances de la machine [55], [58],
[60]. En outre, le calcul de ces grandeurs va permettre de realiser le couplage champ-circuit

qu’on va introduire a la fin du chapitre [57].

11.9.1 Calcul des forces et du couple de détente
Le calcul de la force exercée passe par I’introduction du tenseur de Maxwell. En fait, a
I’aide des équations de Maxwell en régime quasi-statique, on peut parvenir a 1’expression du

tenseur de Maxwell a partir de I’équation de la force de Laplace J A B = ,uorﬁtﬁ A H . Sachant

que seulement la contrainte normale contribue a la production de la force car a la surface du

stator et du rotor il n’existe que la composante normale, la force aura pour expression :
2

— Bn

F o=
" 2u

(11.63)

Ainsi, en partant de la forme locale de 1’équation de Laplace et les équations de Maxwell, on

peut écrire I’expression de la force totale exercée sur un volume sous la forme suivante [55]:

ﬁ:ﬁ(yo(ﬁ-ﬁ)ﬁ _H;ﬁ] ds (11.64)

S

Sachant qu’en tout point de la surface renfermant le volume de ’entrefer, on a:
dF =dF, +dF, ; avec  A=f, et H=H,-&+H,-§, (11.65)

Donc la force totale appliqué a la surface des aimants s’exprime comme suit :

dF :y{(ﬁ 5 A —HTZér}ds :%[(HE ~H2)&, ds + o[(H, H, )&, ]ds

. B (11.66)
dF= o, ds+ oy ds
= -
contrainte contrainte
normle tan gentielle

Seule la contrainte normale contribue a la production du couple de détente. En remplagant &,

par son expression, le couple développé par la machine est donné par (Annexe § B.7) :

2n +00

[800.RIBY0. R, dp = 225Nk [y Dy~ Dy D] (1167)
3 Ho o

L R>
Listente = —=
Ho
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On note seulement que la période du couple de détente est différente de la période électrique ce

. o ces . . . 3604
qui engendre un pas angulaire différent donné par la relation suivante G ente = meea

ppem(p, Ng)

11.9.2 Calcul du flux et de la force électromotrice

Il existe deux méthodes pour calculer la FEM, une premiére est basée sur la théorie de

fonction de bobinage qu’on va introduire par la suite dans notre travail, la deuxiéme méthode

consiste en 1’exploitation du théoréme de Stokes et qu’on va exposer maintenant.

Si on attribue tout d’abord le flux ¢ a la bobine « ¢ » de la phase « | », localisée dans les

encoches d’indices « iy » et « i, », par le moyen du potentiel vecteur magnétique comme suit:

ﬁczs_i” A§|,i1)d\,_” Ag,iz)dv} (11.68)

Ou L,, Sc et N¢sont la longueur axiale active de la machine, la section de la bobine et le nombre
de tours en série par bobine respectivement.

!
i ‘
! 1 I
! 4 !
4 i 4 I
: ; \ Phase o / ) 3 | @ ;
! i ! B
il i
| Phase o / | ! | ¥ 9 h
' ! \ / \ _g _8 /
i i
. , | Phase p ! | a | o !
! i
: , \\ !
\ / \
a

Fig.11.14 : Différentes distribution de phases dans une encoche

La figure 11.14 illustre les différentes dispositions de phases dans une encoche. La figure
II.14.a correspond au cas ou I’encoche ne contient qu’une seule phase, c’est le cas des bobinages
répartis classique a pas polaire. Les figures 11.14.b et II.14.c correspondent aux cas ou 1’encoche
contient deux phases répartis selon la hauteur (figure 11.14.b) (cas des bobinages réparties a pas

raccourci) ou selon 1’épaisseur (largeur) (figure I1.14.c) (cas des bobinages concentriques). La
solution particuliere doit s’adapter a chaque cas [59], [60].

Ainsi a partir de I’équation (I1.68) et apres calcul et simplification, on obtient (Annexe B (8
B.8)):

o = Nt'—a(C(()I’il) _C(()I,iz))

(11.69)
AVec :
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(c{r']' )R{,"“ + cg'n' )Rg Mn )cos(mn (qpi + gD

~+00
_13 2 ( ) (11.70)
Cy' == sin| my, :
an—; M 2 +(c(”)Rrnn + iRy ™ )sin m,| o+
3n 13 4n" 13 n| Pi 5
La FEM est calculée, en appliquant la loi de Faraday, comme suit :
- 99__o 49 (11.71)

dt d (O

11.9.3 Calcul des inductances propres
Pour le calcul de I’inductance propre on va utiliser 1’expression du potentiel vecteur

magnétique dans la région des encoches rotoriques dont 1’expression est donnée par :

[m-ﬁj [mﬂ]

+00 -

: r w, r W, m-z

A-=alj+ Emij- (_j +£_J ‘COS( '(¢r_¢r')j +
Z) % milj RO RO W J

r

(1.72)
. 2
%.J@.(Rg.mm_%

En se basant sur le calcul du flux, pour déterminer I’expression de I’inductance propre, on adapte

la méme démarche que précédemment (§ 11.9.1), on aboutit a la relation suivante :

fexc = Nie  La lb(()IV'jl) - b(glv’ iz) HoJ gjl)UJ (1.73)

Ou N représente le nombre de spires en série, les expressions de b(()'v’j)et U sont données par :
b - o o -2

N L ]

> sin| m, — |x
m, 2

n=1 Wr
b(()IV,j) _Jy

_ 2
% J gl)(RgLn(Rl) —%]

U= Ro {Rf(Ln(Rl)—%j—Rg(Ln(Ro)—1}}—M

RZ-R2 2 4
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Les figures suivantes sont les résultats de simulation ou on a tracé la variation du flux, la FEM,

le couple de détente et de I’inductance propre en fonction de la position angulaire pour plusieurs

valeurs de la densité de courant.

Flux par spire [ mWb / m]

Inductance propre [HH/ m ]

100

[2.]
[=]

(=]

0 0.5 1

18.5

-
o
(2]

-
&0

| * (MEF) Jf = + 10 Aimm2

| — (Analytique)

{ o (MEF)Jf=0Amm2

{ - (Analytique)

e ¥ .| ¢ (MEF)Jf=-10 Almm2
(Analytique)

1.5 2
Position angulaire [ rad ]

Fig.11.15 : Variation du flux par spire pour

plusieurs valeurs de la densité de courant

o MEF
— Modeéle analytique

17
0

i i i
0.2 0.3 04 0.5 0.6
Position angulaire [ rad ]

Fig.11.17 : Variation de I’inductance

0.1

propre par unité de longueur
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.......... (Analythue)
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0! .......................................................................................
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Fig.11.16 : Variation du FEM par spire pour
plusieurs valeurs de la densité de courant
100{| * (MEF)Jf =+ 10 A/mm2
goll — (Analytique)
o (MEF) Jf = 0 A/mm2
60H - (Analytique) A
20 ¢ (MEF) Jf=-10 Aimm2 |/ 7

i i
0.1 0.15

i i
0.2 0.25

Position angulaire [ rad ]

Fig.11.18 : Variation du couple de détente

par unité de longueur pour plusieurs

valeurs de la densité de courant

On remarque une tres bonne concordance entre les résultats analytiques et numériques. On

peut voir aussi 1’effet d’encoche prononcé au niveau de I’entrefer (figures 11.7 et 11.11) tandis

qu’il est moins prononcé dans la région des aimants (figures 11.8 et 11.12). Cet effet d’encoche on

le retrouve sur la (figure 11.17) [59].
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11.9.4 Minimisation du couple de détente

Le couple de détente peut avoir un impact sur les ondulations du couple en fonctionnement
nominal et peut entrainer un bruit génant pour certaines applications, donc on cherche a le
minimiser [61]. Dans ce contexte, plusieurs méthodes ont été proposeées on peut citer
I’inclinaison des encoches, 1’utilisation des dents d’ouverture différentes, 1’introduction de pdles
auxiliaires et la modification de la forme d’onde des courants statoriques. Pour le rotor, on peut
citer : I’inclinaison des aimants et la distribution asymétrique des aimants [55],...etc.

Dans notre cas, on va adopter la technique d’inclinaison au stator avec un angle 6, égale au

pas d’encoche statorique. On trace ainsi la FEM, le couple de détente et I’inductance propre [59].

30 : 30 30

.4 X * MEF ‘Y MEF I ‘1’ MEF
ﬁ/\/{\a\ — Analytique ?)"7\ ’X-’\x\ — Analytique fr * — Analytique
200 : \ : X

e
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Fig 11.19 : Variation de la FEM pour plusieurs angles d’inclinaisons
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Pour les courbes qui représentent la variation de la FEM (figure 11.19) et du couple de
détente (figure I1.20), pour un courant d’excitation nul, on remarque que l’inclinaison des
encoches permet de réduire les harmoniques de la FEM et permet de réduire le couple de détente

au point de 1’¢éliminer pour un angle d’inclinaison égale au pas d’encoche 6 [59]. On a remarque

que pour des valeurs de 1’angle d’inclinaison inférieures a celle du pas d’encoche, la valeur
maximale des grandeurs étudiées diminue par contre si I’angle d’inclinaison est supéricur a cet
angle les valeurs maximales ne changent pas. Les mémes remarques restent valables lorsqu’un
courant d’excitation est injecté dans les bobines. Aussi, on voit clairement que ’inclinaison des
encoches permet de réduire aussi 1’effet d’encoche (figure I1.21) et que la variation de la
reluctance du circuit magnétique suite a la rotation du rotor, devient constante pour un angle égal

au pas d’encoche 6 [59].

11.10 Prise en compte des équations du circuit

Lorsque des dispositifs électromagnétiques sont associés a des circuits d’alimentation, il est
nécessaire de considérer le couplage entre les équations du circuit et les équations du champ de
la structure [57], [62], [63].

La structure étudiée est représentée sur la

figure 11.22 ou on retrouve 4 différentes
régions, comme précédemment, sauf que la
quatrieme région ne représente plus la région
des encoches du bobinage d’excitation, mais
c’est une culasse de retour du flux qui n’est
considérée que lorsqu’elle est prise comme un

support amagnétique des aimants.

Les équations aux dériveées partielles

L. Fig.11.22 : Couple axiale de la machine pour un
gouvernant le champ magnétique, en terme de donné
Z donne.

jauge de Coulomb (divA=0) et en se basant
sur ce qui a été fait précédemment, sont données comme suit :

e Avide:

o

pour les régions I, Il et IV

10( oA 1 8%A
?5@ érz}rr_2 a¢2z = %(i’;ﬂr (11.74)
@

— ij pour la région 111



Chapitre 11 : Modélisation Analytique de la Machines Synchrone a double excitation série

e  Réaction magnétique d’induit :

2 0 our les régions 11, 111 et IV
128,105 [0 | st e

ror\" or ) (2 5p? |-upds  pourlarégion |

La solution générale de I’équation (I1.74), (I.75) est obtenue grace a la méthode de
séparation des variables et elle est donnée par la relation (11.10). La combinaison de cette
solution, dans chaque région, avec les conditions aux limites ainsi que les conditions de passage
(§ I3 et § I1.4) permet d’établir un systéme linéaire (NyxNpy) (ou Ny est le nombre
d’harmoniques considérés), ou les inconnues sont les coefficients du potentiel vecteur dans la

région 111 [56], [64].

2 W By

Remarque :
Le modele développé peut s’adapter aussi bien a une

structure a rotor interne qu 'externe (figure 11.23) [54].

N

Fig.11.23 : Structure a rotor externe

11.10.1 Calcul des grandeurs global a partir des

grandeurs locales

Comme on I’a mentionné plus haut (§ 11.9), le calcul des grandeurs globales (la FEM,
inductances propres et mutuelles, flux et couple de détente) va nous permettre d’introduire les
équations de circuit, mais pour cela on va faire appel a une autre technique. Au fait, le calcul des
grandeurs globales dans cette partie revient au calcul du flux embrassé par une phase statorique

en utilisant la fonction de bobinage.

I1.10.2 Fonction de distribution d’une phase statorique

Soit une bobine ayant N; spires en série

Fo(9)
placée dans un stator ayant Ns encoches. La 61 i
i N
figure 11.24 illustre un exemple de la fonction o/ \

G
/
s

de distribution sur une paire de p6le (machine : A .
-7/p 7/ p

-

ayant une periodicité correspondant a une paire &

& ©

Fig.11.24 : Fonction de distribution d’une phase

Y.

de poles) d’une bobine ayant un angle

d’ouverture 6..[54], [55], [57]. ayant N, spires en série
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Remarque : Au fait, la fonction de distribution dépend aussi du type du bobinage utilisé

(bobinage a poles conséquents, pas raccourci, deux couches, ...etc.) (figure 11.14) [54].

La fonction de distribution d’une bobine s’écrit en prenant 1’axe d’une bobine comme axe de

référence [57] de la maniére suivante :

0 pour goe[—ﬂ; —(90295){\)[(00293) ;ﬂ:l
&(¢+9C+95j pour(p&_l:_(ﬁc+l95) ;_(ec—es)[
. (0)= zi 2 o {_ (902;95) | (gf;as)[ (11.76)

La fonction de distribution d’une phase statorique est la somme des fonctions de distribution
de toutes les bobines constituant la phase. Elle définit la forme de distribution des conducteurs
d’une phase le long de 1’alésage statorique. Dans le cas d’un bobinage distribué a une seule
couche, a pas diamétral et a p paires de pbles, le développement en série de Fourier de la

fonction de distribution de la phase « i » se met sous la forme :

+00

o 6,
Fo, ()= i N + Z;C NI (6:) T (65 )cos(npé; ) (1.77)
n=1

. sin(ne/2
Ou I (W): ( o/ )
ne/2
D’une maniére générale, la fonction de distribution d’une phase donnée «i» peut étre

exprimée sous la forme d’une série de Fourier, comme suit :

~+00

Fo, (p)= ) + > ecos(mqp) + 1 sin(mqp) (11.78)
n=1

11.10.3 Calcul de la FEM

Considérons une phase « i » de la machine, décrite par une fonction de distribution Fp, ().

La FEM pour cette phase est calculée en dérivant le flux total la traversant, a vide, par rapport au

temps (loi de Faraday). Si ®gg;représente le flux embrassé par cette phase, dont la surface est

égale a Syn, il peut étre exprimé sous la forme :
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= 27
Dggj = H B.dS = Nt'—aszo Foi(¢)Br' (Ry. 0)do (11.79)
S

ph
Ou B:' représente la composante radiale de I’induction a vide dans la région II.
Une fois le flux dgg; est déterming, on passe a une interpolation spline du troisieme ordre

le long de I’intervalle de calcul [0, 2z]. En multipliant le résultat par la vitesse de rotation on

obtient directement la FEM.
Cette fagon de travailler simplifie le calcul de la dérivée par rapport au temps et permet un

couplage direct avec les équations du circuit.

dPgg;  dep ddg; dDgp;
e =—— 9o 7. SR __().— =R 11.80
12 dt dt  de do (11.80)

Avec : Q) vitesse de rotation de la machine.

I1.10.4 Calcul de I’inductance magnétisante et mutuelle
En utilisant la théorie des fonctions de distribution, 1’inductance mutuelle se calcule a partir
du flux envoyé par un enroulement « k » parcouru par un courant i (t) a travers I'enroulement

« 1 », Son expression est donnée par :

2
Mix = NiLacRs [ Foi(0) Blk (Re.0) e (11.81)

L’inductance magnétisante d’une phase statorique « k » se calcule de la méme maniére que
I’inductance mutuelle, sauf qu’il faut lui rajouter I’inductance de fuite dont I’expression dépend

du type de bobinage utilisé [55], [56].
Br|||( est la composante radiale de 1’induction dans I’entrefer crée suite au passage du courant

unitaire dans la bobine « k ».

L’expression de I’inductance de fuite dans notre cas, pour un courant unitaire, est donnée par :
Rs

g = Nela | BY(r,¢; )dr (11.82)
2

Ou B(/Lj représente la composante tangentielle de 1’induction dans I’encoche «j» et ?j la

position angulaire au milieu de I’encoche « j ».

11.10.5 Calcul du couple
Le couple électromagnétique peut étre calculé, en appliquant le tenseur de Maxwell

(8 11.9.1), gréce a la relation suivante :
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L R
Ho

Ty = IZ”B“(R B! (R, ) d 11.83
elm = o °F 1,9) go( 1, ¢) do (11.83)

Avec B:' et B(/l,I sont les composantes radiales et tangentielles de I’induction dans 1’entrefer en

charge. A vide, I’équation (11.83) donne le couple de détente [56].

11.11 Equations du circuit
Grace a la déemarche adoptée, on

peut rajouter au calcul analytique en D,

charge, a partir des grandeurs

électromagnétiques locales, un calcul

des grandeurs électriques globales du

circuit électrique associé. Dans notre é*r_Dl*_

cas, le circuit retenu est représenté

sur la (figure 11.25) [28], [55], [56]. Fig.11.25 : Machine a aimants associée & un redresseur
La résistance Rpax SUppOSée (en charge)

constante, modélise la résistance
interne de la batterie tandis que la source idéale de tension Eps: en série avec la capacité Cpa
modeélise la partie linéaire sur les courbes de charge et de décharge. Rjoaq représente une charge
de consommation tandis que Ljis est une inductance de lissage. L’influence de la température est
négligeable pour ce modeéle [55].

On considére deux modes de fonctionnements du redresseur i.e. conduction a deux ou trois
diodes. On aboutit aux deux équations, notées sous forme matricielle, reliant les grandeurs
électriques alternatives aux grandeurs électriques redressées comme sulit :

lis]=[cv] i,
ip]=[Cp i Conduction a deux diodes

Vi = [CV ]t[VS]_ [CD]I[ONE](VDF + RDon ir)

[iS]:%[CVrm][irm] (11.84)
1

[iD]=E[CDrm][|rm] Conduction  trois diodes

l .
[Vem] = ~[Comm] E[CDrm]RDOH['rm]

+[Co]'Voe

+ [CVrm]t [VS]
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Ou:
- iy etv, représente le courant et la tension du redresseur ;

- [cy Jest le vecteur de commutation de dimension (3x1) dont les éléments sont -1, 0 et 1 qui
dépendent de 1’état de conduction des diodes ;

- [ip]est le vecteur des courants traversant les diodes de dimension (6x1), les éléments de ce
vecteur sont soit 1 lorsque la diode conduit sinon 0 dans le cas contraire ;

- Rponla résistance interne de la diode ;

- Vpgtension de seuil ;

- I, courant de maille ;

- [irm] et [Cyrm] SOt définies comme suit : [i, || =iy in] et [Cyrm]=[2v; O] ;

- [Cormlet [Cyrm]matrices de commutation dépendant du type de commutation dont les
dimensions sont (3x2) et (6x2) respectivement ;

- [ig] est le vecteur des courants des phases statoriques ;

- Vs ]est le vecteur des tensions des phases statoriques ;

L’application des lois de Kirchhoff va nous permettre d’écrire 1’équation d’une phase
statorique « i» de résistance Rs soumise a la tension vg et parcourue par le courant ig de la

maniére suivante :

. Ofssi | desp
V'I—R"l'——|+—| 11.85

S SISl dt dt ( )
Avec : ggsile flux provenant des phases statoriques y compris la phase « i » elle méme et ggg;le

flux crée par les aimants permanents.

En généralisant 1’équation (I1.85) a toutes les phases statoriques, 1’équation du stator sous

forme matricielle peut étre formulée comme suit :

A (e AR LT (156)

Ou[dgr], [Rg]et [Lss]représentent respectivement le vecteur des flux a vide, la matrice

diagonale regroupant les résistances des phases statoriques et la matrice symetrique contenant les
différentes inductances, a savoir 1’inductance propre, de fuite et mutuelle [55], [56], [65].

En combinant les relations (11.84) et (11.86), on arrive aux équations suivantes :
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- Conductions a deux diodes

(R a s le e oo HoneRo

di -
S —fe HussIov )+ ifoe] 1.87)
+ocy ] T‘S,R— [Co I ONENMpE —v,
- Conduction a trios diodes
_ . . -
(E [CVrm]t[LSS][CVrm])
dfirm] 1 d[L .
dt N _E([CVrm]t([RS ]"‘ Q%}[CVW]*‘ [(:Drm]t [CDrm]RDonj[Irm]
X
d|®
0l 255 [, Hleo Mor e
(11.88)
11.11.1 Exploitation du modele développé
Les paramétres de la génératrice de Nombre de poles -
10 kW a aimants permanents sont donnes Nombre doneoch ”
ombpre d encocnes
dans le tableau.2.
Induction rémanente 125T
On commence par Vvisualiser la .
W T
variation de 1’induction magnétique dans
] ) ) Rapport de I’arc polaire de I’aimant
les différentes régions de la machine. En oar rapport au pas polaire 85%
comparant les résultats analytiques avec R 328.9 mm
0 .
ceux obtenus numériquement, on constate R 334 mm
1
une tres bonne concordance et donc la B 335.3 mm
2 .
fiabilit¢ du modeéle développé (figures R 3414 mm
3 .
11.26, 11.27, 11.28, 11.29, 11.30 et 11.31). Longueur axiale active 50 mm

Tableau.2:Parametres de la machine étudiée
Cette partie a été ajoutée pour illustrer la maniabilité du modele développé qui peut étre

utilisé, par la suite, lors d’une étude de conception optimale.
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R
002
003
004
005
00
007

& BriFinite elernent)
—Br (Analytical model)
© B8 (Finite glement)
"""" B8 (Analytical model)

Magnetic field components (Tesla)

=

Magnetic field compaonents (Tesla)
o

125

002 Q,QOOGGGGQ% 125 & Br{Finite element) 125 4 Br(Finite elerent)
e B | —Br (Analytical model) | | —— Br{Anahtical modl)
001F ﬂQQ . o Ba(Finite element) Alog Ba(Finite clement) 1
1 075 b B8 (Analtical model) | 4 075

008 9 95 10 105

Fig.11.26 : Distribution de
I’induction dans la région |
pour r = (R,*+R3) / 2
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Fig.11.29 : Variation de la FEM
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Fig.11.27 : Distribution de
I’induction dans la région Il

pour r = (Ry+Ry) / 2
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Fig.11.30 : Variation des
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Fig.11.28 : Distribution de
I’induction dans la région III

pour r = (Rg+Ry) / 2
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Fig.11.31 : Variation du
courant de charge et courant

de la batterie

11.12 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étudié¢ la modélisation et le dimensionnement d’une machine
synchrone a double excitation série en utilisant des outils analytiques puis des outils de calculs

numériques afin de valider.

Au cours de la premiere partie, nous avons développé un formalisme mathématique basé sur
un modéle analytique issu de la résolution des équations de Maxwell par la méthode de
séparation des variables dans les différentes régions de la machine étudiée. Ce modéle permet de
calculer la répartition exacte de I’induction dans I’entrefer a vide et en charge avec une bonne
précision et un temps de calcul raisonnable, et d’établir par la suite les expressions locales des

performances et des grandeurs caractéristiques de la machine (FEM, couple, différentes
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inductances) en utilisant la théorie des fonctions de bobinage dans un premier temps. Puis, et
dans un deuxiéme temps, nous avons montré que le modele construit permet d’établir un
couplage fort des équations du circuit et des équations du champ. Ce couplage peut étre utilisé
ultérieurement dans un processus d’optimisation.

Afin de mettre en évidence ’apport du mod¢ele analytique développé, et dans le but de
minimiser le couple de détente nous avons adopté la technique d’inclinaison des encoches avec
un angle égale au pas d’encoche statorique. Les performances locales ont été ensuite évaluées et
comparees avec celles issues du calcul numérique. Nous constatons que les résultats concordent.

Comme deuxiéme partie, un calcul par la méthode des éléments finis nous a permis de

mettre en évidence la puissance et la précision de I’outil d’analyse développé.
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I11.1 Introduction

Apres avoir acquis une bonne connaissance du modele analytique issue du formalisme de
Maxwell d’une machine synchrone a double excitation série, on présente au cours de ce chapitre
des modeles analytiques dans le but de modéliser la machine a commutation de flux « MCF ».

Malgré que la MCF soit une structure cellulaire présentant des symétries magnétiques, elle
se préte difficilement a la modélisation analytique. Pour cette raison on va subdiviser le
probléme afin de se familiariser et de prendre en main les équations correspondantes.

Les résultats analytiques sont ensuite comparés a ceux obtenus par calcul numérique basé

sur la méthode des éléments finis (FEMM®-ver.4.2).

111.2 Présentation de la machine étudiée
. e 1 N Enroulements
La machine qu’on va étudier est la méme N
] . statorique
qu’on a vu au cours du premier chapitre. On
) ] Stator
rappelle qu’elle est constituée d’une partie
fixe, le stator, qui comprend les bobinages de
’induit et les aimants permanents réalisant la Q
fonction de I’inducteur [49], [50], [51], [52] et
Rotor
[66].
On dispose de 12 aimants au stator (figure
I11.1). La deuxiéme partie mobile est le rotor, Aimants
compleétement  passif, constitu¢é  d’un permanents
emp”ement de toles ferromagnétiques_ Flgl 11.1 : Section de la machine étudiée
Ns=12,2p=20etq=3

111.2.1 Définition des différentes régions de la machine
La figure 111.2 représente les différentes régions de la machine ou 1’équation de diffusion

électromagnétique doit étre résolue :
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« [
Région:

(an g

”'Régi{)ﬁ )

Région (1)

Région (1)

oo RdOLRCOOR

Fig.I11.2 : Schéma de référence de la machine a étudier

111.2.2 Solution générale de la formulation magnétostatique en potentiel vecteur a vide
Afin de modéliser la structure de la (figure 111.2) les hypothéses simplificatrices suivantes
sont adoptées :
= la perméabilité relative du fer est infinie,
= laconductivité du fer est nulle,
= |a caractéristique B(H) des aimants permanents est linéaire,
* ]a perméabilité relative des aimants permanents est égale a celle de I’air,

= la conductivité des aimants permanents est nulle.
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Le motif de la (figure I11.2) est supposé invariant selon 1’axe z’Oz et le potentiel vecteur

magnétique A n’a donc qu’une seule composante selon I’axe z’Oz :

- -
A=A e, (111.1)
L’induction magnétique est donc bidimensionnelle et a pour composantes dans le systeme

cartésien de la (figure 111.2):

Les équations de Maxwell dans le cas de la magnétostatique se mettent sous la forme
suivante :
rotH=J et divB=0 avec B=rot A (111.2)

Les relations du milieu pour les régions concernées dans la structure étudiée (air & aimants)

sont :

B =,H et B =110 (H + M )= i + By (111.3)
L’exploitation des équations de Maxwell (II1.2) et des relations du milieu (III.3) auxquelles

on rajoute la jauge de Coulomb, conduit a la formulation magnétostatique vectorielle qui s’écrit,

en linéaire, de la fagon suivante :
AA+ 115d + 11grSt M =0 (111.4)
La formulation magnétostatique précédente se décline, en coordonnées cartésiennes, dans

les différentes régions de la machine et a vide comme suit :

- région des evidements rotoriques : région (I)
*A A
PR
oX= oy

- région de ’entrefer : région (1)

0 (111.5)

2 2
a—f‘+a—f‘=0 (111.6)
ox~ oy

- région des aimants permanents : région (111)

O’A O°A_oB, 9B,

+ = .7
ox> oy oy o (HL.7)
- région des encoches : région (1V)

2 2
CALTA (111.8)

aXZ + ayZ
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- région air extérieur : Région (V)
2 2
A A
ox- oy
La solution en potentiel vecteur satisfaisant les équations aux dérivées partielles précédentes
peut étre obtenue analytiquement par la méthode de séparation des variables et se met donc sous

la forme suivante :

Alx,y)=ag + f(cn cosh(k,, y)+ Dy, sinh(k, y))- (E, cos(k, x)+ F, sin(k, X)) (111.10)
n=0

La structure étudiée est péeriodique de periode Lper. Si on désigne par Ns le nombre d’encoches

statoriques et par p le nombre de paires de pbles, la période peut donc étre écrite de la fagon

suivante :
2r
Oper=——F— 11.11
P& PGCD(p, Ng) (1-11)
Si on désigne par Rpoy le rayon moyen de I’entrefer, la longueur d’une période est donc :
Loer = Rinoy® per (111.12)

Ainsi, le nombre d’encoches statoriques d’un motif €lémentaire est €gal au nombre d’aimants du
méme motif N, et s’écrit donc :
N
Npy=——""—— (111.13)
PGCD(p,Ns)

Au début de notre travail, on a essayé de résoudre le probleme en entier mais on a trouve
trop de difficultés pour aboutir a un systéme d’équations linéaires. Afin de prendre en main ces
équations, on a décidé de décomposer. Dans un premier temps, on ne va considérer que les
aimants et on va calculer la répartition du champ dans toute la machine. Puis, et en un deuxieme
temps, on rajoute les évidements rotoriques. La présence de ces derniers va influencer

considérablement la répartition du champ.

111.3 Definition des différentes régions de la machine (en présence des aimants seulement)

La figure 111.4 représente les différentes régions de la machine a étudier
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Région Air Extérieur (3)

-«— 1 —
Région “|Région
(2) (2)

Région (1)

Fig.l111.4 : Schéma de référence de la machine & étudier

1V.3.1 Solution générale de la formulation magnétostatique en potentiel vecteur a vide

Les hypothéses simplificatrices déja mentionnées sont adoptées. La formulation
magnétostatique, en coordonnées cartésiennes, dans les différentes régions de la machine a vide,
se décline comme précédemment ou les équations (111.6), (111.7) et (111.9) sont retenues.

La forme générale de la solution en potentiel vecteur satisfaisant les équations aux dérivées
partielles est aussi obtenue analytiquement par la méthode de séparation des variables et donnée
par la relation (111.10).

La structure etudiée est périodique de période ®per. Si p désigne le nombre de paires de
poles, la période peut donc étre écrite de la fagon suivante :
®per:2—ﬁ (1n1.14)

P
Si on désigne par Rmoy le rayon moyen de I’entrefer, la longueur d’une période est donnée par :

Loer = Rinoy© per (111.15)
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a. Solution dans la région 1 (entrefer)
La solution dans cette région en terme du potentiel vecteur tenant compte de la périodicité

Lper du motif étudié, peut étre écrite sous la forme suivante :
) L per 2 (1) i 2 2
AD(x, y)=al +Z U cosh| n-2Z—y |+ DV sinh| n y | |-cos| n X
Cper bper bper (11.16)

+| EW cosh nz—ﬂy + FWsinh nz—”y sin| n-2%—x
Lper I—per I—per

En tenant compte de la seule condition au limite, qui consiste en la nullité de la composante

tangentielle a la surface du fer rotorique, I’expression de I’induction apres calcul peut se mettre

sous la forme suivante :

n=1 per per

. 2
sinh| n y
}] ( 2z J [ L per J
X | | x| cosh nL y |+
per tanh| n 27 entrefer
I—per

27
- cosh| n i y
x y :Z D(1 sin| n-2%- —Fn(l)-cos n-2 x| || sinh| n-2~ yi+ =
n=1 Lper I—per I—per tanh(n 27

entrefer j

B)((l)(x, y)= f{D,@ : co.{n LZ—” XJ + Fn(l)- sin[n 27

per

(111.17)

b. Solution dans la région 2 (aimants permanents)

Dans cette région 1’équation aux dérivées partielles est donnée par :
ok A o A _ B, 5Bry
o oy oy ox

Sur un motif périodique, les aimants sont au nombre de Ny, avec une induction rémanente

alternée et parallele a ’axe x’Ox. En se référant au repere cartésien de la (figure 111.4) ou I’axe
'Oy est solidaire de 1’axe de 1’aimant correspondant a 1=0, les parois de gauche des régions

aimantées ont les abscisses suivantes :

W.
Xop=——2+11 avec =01 et T, =
al 2 p p

Les conditions de passage a la surface des parois séparant un aimant du fer statorique, se

traduisent, en absence de densité superficielle de courant, par les relations suivantes :

H§2’I)(XahY)=0 et ngyl)(xa' +Wp,Y)=0
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Ces mémes conditions de passage s’écrivent en fonction des composantes de 1’induction en

tenant compte des relations du milieu, de la fagon suivante :
B (ka1 y)=0 et BEV(xy +wy,y)=0

L’exploitation de ces conditions conduit aux formes suivantes pour le potentiel vecteur et les

composantes de 1’induction :

1) 4 pfeh 2) cosh| MZ y |+ D@V sinh| 07 M7 (x—
CO(x,y)=al" + y+z 7[[ cos(wa y |+ Dysin) —=y | |cos m (x=x,)

m=0 a

B2 (x, y) = D2V + Z( smh( y] + D@ cosh(M yD COS(M (x—x, )J
m=0 W, Wa Wa

B(x,y)= 3| & cosh| ™%y |+ DY sinh| ™% y | |sin| M (x - x
y ( y) mzio(m Way m Way Wa( al)

(111.18)

c. Solution dans la région 3 (air extérieur)
L’expression du potentiel vecteur solution de 1’équation (II.9) tenant compte de la

périodicité du motif étudié, peut étre écrite sous la forme suivante :

A®¥(x,y)=af +z ) cosh —y + D sinh 2—y E"® cos N7y +F%sin 20z
Lper Lper I-per Lper

La condition aux limites dans cette région s’exprime par la nullit¢ des composantes de

I’induction pour y—»+oo et se traduit donc par :

Lim Cr(,a)cosh 2”_”y +Dr(,3)sinh 2n7zy _
y—>+00 Lper Lper

L Lim {(cr(ﬁ) + D,(f))exp[ﬁ”—” y]+(C,(]3) - D,(f))exp[— 2nz yﬂ -0

2 y—>+©

~ =@
Les expressions du potentiel vecteur et des composantes de 1’induction s’écrivent ainsi pour

cette région par :
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o L 2Nz pALY 4 .| 2nx
AB(x,y)=a® =3 " exp| — | E® cos| == x |+ F¥sin| =—=x
( y) ° ; 2n7z. )<p Lper y ! Lper " Lper
BI(x, y)=Zexp(——|2_m yJ {E( )cos(in—”x}r Fe )sin[lz_n—”xB (111.19)

per per
B{*)( Zexp —2n—ﬁy —~E¥sin 2z +F®cos 2z
n= per Lper Lper

111.4 Exploitation des relations de passage entre les régions 1 et 2

Les relations de passage a la frontiere de la région entrefer 1 et de la région des aimants

permanents 2, en tenant compte des relations du milieu, se déclinent de la maniére suivante :

B (xs,0)= B (xs,0)+(-1)' By bour {Xal < Xg < Xy + Wy
B{Y (xs.0)=B{*"(xs.0) 1=0.Ny, -1
al+l

et: B®(x,,0)=0 pour X, +W, <X <X

En développant les équations précédentes, on obtient les relations suivantes (Annexe § C.1) :

W, 1 1
D = ™ 27w, 2w, [k
per m=1 mz +k a —k =2
per Lper
Nm
+ 18 (D@0 4 (1) B )| sin| K| 211 27 || _sin| K - May g 27
kz (= L per Npm L per N
(111.20)
1) W — 1 1
__Wa _
R =1 2 27, 270, Am
per m=1l mz +k -k (1.212)
per I-per )

N, -1
S (D((JZ")+(—1)I BR) cos| k| a1 1 27 || cos| k| - a4 27
kr & Loer  Npp Loer  Npm
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I N +Z.O Dr(ll) ( 1 + 1 X
mk =~ Nm
n=1 tonhl n 27 e || mz—n2z Wa_  mzin2z Va
n+k=qN, per Lper I—per
w w
x| cos| (n+k)z—2- |- (~1)™ cos| (n —k )z —2
( [ L per L per (111.22)
+00 1
+Np, z Dr(‘) ( 1 W + 1 W X
n=1 tanh[n % eJLmﬂ'—HZﬂ' & mr+n2zr-—2
n—k=qgN L
per per per
x| cos| (n—k )z 2| — (—1)™ cos| (n+ k )}z —a
I—per I—per
Amk =—Np i is ( L + 1 x
n=1 ¢nhl n 27 e || mz—n2z Wa mz+n2zNa
n+k=gN, per per
per

5 (cos{(n k) I:Na } (=™ cos[(n —k)z C’Va D 1.23)
per per y

+00 @ (
S F 1 . 1

— 2 _ Wa Wa
n+kr]:ale tanh(n 5 % eJLmﬂ n2z 3 mmz + N2z

per per per

x (cos{(n —k)z LWa :l —=p" cos{(n +k)z LWa :D
per per

111.5 Exploitation des relations de passage entre les regions 2 et 3

Les relations de passage a la frontiére de la région des aimants 2 d’un c0té, et de la région de

I’air extérieur 3 de 1’autre, avec prise en compte des relations du milieu, se traduisent de la
maniere suivante (Annexe § C.2) :

B (xq,h, )=B®"(xs,h, )+(~1) B, X, < Xg <Xy +W,
SRR S
et:
B (xs,hy)=0 pour Xal + W < X5 < X4

-91-
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L’exploitation des relations précédentes peut se faire par le calcul des intégrales de la série

de Fourier appliqué aux coefficients de la région 3. Tout calcul fait, on aboutit aux relations

suivantes entre les coefficients de la région « air extérieur » et de la région « des aimants » :

exp{—k L27T ha]EIEB) =

per

+00
w
+—2

-1

> (@) + (1) BR){sin(k

1=0

11

L

27W
per m=ll mzr +k—2 mx—Kk

per

27W,

per

My 27 | sin| K| - Va1 2%
I-per N I-per N

. m mrz
—sinh| —h, [, +cosh| ——h,, |IT
X (W aJ mk (W aj mk

a a

(111.24)

K| Ma ) 27 || ool k| - Ma g 27
Lper Nm Lper Nm

~+00
Wa L — L >{sinh(m ha]Amk +cosh(m hajAka
Lper matl mz—k ™2 mz 1k “Ma Wa Wa
per per
(111.25)
mrz . (mx
| cosh( W, ha)—l‘lmk smh( W, ha)
+00 1 1
=Np >, exp[—n ha}-E,(F) v o |
n=1 Lper mz—n2z—2 mz+n2z—2
n+k=qu per per
x| cos| (n+k)z—2a_ | (—1)™ cos| (n— k )z —a
Lper Lper
< 27 1 1
- Np, exp[—n haJ-Er(f’) VR vl ke
n=1 L per mz—n2z—2 mr+n2zr-—2
n—k=gN, per per
w w
x| cos| (n—k)z—2- |- (-1)™ cos| (n + k )z —2
{ [ Lper} L per (111.26)

-92-
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m . (mx
Ak cosh[ w. haj+Am smh[ W haj

+o0o
=Ny > exp[—nf” haj-Fn@) 1 + ! x

W. W.
n=1 per mz—-n2z—2- mz+n2z—2
n+k=gN, per per

x (cosli(n +k)z LWa } —-=p" cos{(n —k)r LW"" D
per per

+o0o
+N op| —n-2"_n,_ |.F® 1 + 1 x
m L a |"Fn W W
n=1 per mz—n2z—2 mzr+n2zr—2
n—k=gN, per per

x (cos[(n —k)z IiNa } - (D" cot{(n +k)r IiNa D 1127
per per .

Il nous reste maintenant le calcul de D(gz") et ceci en exploitant les conditions de passage en

fonction du potentiel vecteur magnétique.

I11.6 Détermination de la constante D(()Z") :

La détermination des constantes arbitraires des expressions des potentiels vecteurs dans la
région 2, se base sur I’hypothése de la nullité de la constante des régions 1 et 3 successivement.
La continuité du potentiel vecteur magnétique entre la région 1 et la région 2 conduit aux

écritures suivantes poury =0 :

< <
AD(x,0)=ACD(x0)  pour {Xa' =% =%l Tl (111.28)
|=0.N,, -1
On encore :
al2! ¢ %%C,ﬁf ) cos(r:v—:(x — X )j =

(111.29)

per

L
2 %{Dr(}).cos[n LZE Xj‘f’ Fn(l).sin(n LZE XHX 1
n2z
n=t ber per tanh(n 27 eJ

L’intégration de 1’équation (II1.29) sur w, permet d’écrire :



Chapitre 111 : Modélisation Analytique de la Machine a commutation de Flux

1 L 2 2 1
a2l = = _[ > 2= DY - cos| n-=x |+ FW-sin| n-“"x | |x dx
Wa n=1 N2z I-per I-per 2
Xal 7 tanh n——e
I-per
On trouve apres developpement et simplification :

2) per Z > 1 [Dr(,l)cos(nlz—ﬂ}r Fn(l)sin(nlz—ﬂ]]sin nMa
27[ Wa n=1 N tanh[n 2r ] N Nm L per

€
per

(111.30)
De méme, la continuité du potentiel vecteur a la frontiere entre la région 2 et la région 3,

pour y = h,, permet d’écrire :

A®)(x,h,)= AP (x,h,)  pour {Ixi'; LS S_Xl"’" " (111.31)

En remplagant A@V(x,h.) et A®)(x, h,) par leurs expressions, on aura :
al?! Dh, + cla cosh —h +D@Ysinh| Mk, | cos| ™F (x - xy) | =
n;)mﬂ_ m W, a W, ( al)

+oo
Z Cper ool - 217 hy || @) cos 2nz + F®sin 2z,
n=1 n” Lper I-per Lper

(111.32)

L’intégration de cette équation comme précédemment permet d’écrire :

Xal +Wy +o0
a2 p@p —_ 1 Lper exp| -2V b || E® cos| 207 x |+ F® sin 27 | ix
0 0 a Xp a n
Wa Xgq N=1 2nz I—per I—per I—per

Aprés simplification on obtient :

a2l y p2h —_ Ler +ZOO:iexp _2n7y, E(S)cos[nlz—”]+ F(S)sin[nlz—”] sin| n 2
° ol 2772Wa n=1 n’ L per . N " Npy L per
(111.33)

En substituant a(()z,l) par son expression (équation (II1.30)), on aboutit a I’expression déterminant

les constantes du potentiel vecteur dans les aimants :
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exp —2nﬂh E®) cos nlz—ﬁ + F®sin nlz—ﬁ
. W L a n N n N
2 L, sinn . per m m
per per

D((,Z") =— Z 3 +

27%haw, n
1 DW cos nl 2% +FYsin nl 2%
tanh{n 2z j Nm Nm

per

(111.34)

I11.7 Mise en équation sous la forme d’un systéme d’algebre linéaire
A partir des équations (111.20), (111.21), (111.22), (111.23), (111.24), (111.25), (111.26), (111.27) et

(II1.34) on aboutit a un systéme d’algebre linéaire qu’on peut résoudre par la méthode directe de

Gauss (Annexe § C.3) :

[MipaID® b+ My JF O+ MigaJE@ + MuraJF@ )= [B0t] (@)
Moo D Mo JF O+ Mg JE® Moo lF @< [Ex2] (6)
[Mapu PO b+ Mo JF O+ M3 E® + Mo F = [Exa] (e)
[Map D f+ M JF O+ MagaJE@ f MaralF @ = [Ex2] (@)

111.8 Résultats obtenus
Les résultats analytiques obtenus sont comparés a ceux obtenus par application de la

méthode des éléments finis (logiciel FEMM®-ver.4.2). On trace pour commencer la variation de
I’induction dans I’entrefer de la machine (figure II1.5) et dans Dl’air extérieur (figure II1.6).
L’analyse de ces résultats confirme la fiabilit¢ du modéle analytique proposé dans un processus

de dimensionnement.
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Fig.111.5 : Distribution de I’induction Fig.111.6 : Distribution de I’induction dans la
au milieu de I’entrefer région 111 pour une hauteur y = ha + 0.005

111.8.1 Calcul des coefficients dans la région des aimants

On reprend la condition de passage entre la région 1 et la région 2 comme premiere étape,
on peut écrire que :

+0
(-1)'Bg + D +ZD2I cos(n\:va (x - xa,)] ZD(l)cos nL2 x |+ FUsin| n 27

m=0 n=1 per per

pour Xal < Xg < Xa) + Wy

Gréce a la propriété d’orthogonalité des termes deux a deux, on peut écrire directement que :

2 Xa1 +Wy k
D,Ez") I B (xq O)COS(W (x— xa,)]dx
a

Xal
m—1 Xal TWa k 2
v T
" ZD Z j. cos(w—(x—xa,)Jcos n-—=—x |dx
n=1 1=0 Xal a per
= Dlﬁz") =4+
m—1 Xal+Wa
ZFl Z I cos(—(x—xa,)}m n—="—x |dx
Wahot 00 i a per

Aprés développement et intégration, on trouve que :
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+oo Np-1

ZDr(ll) 12 - 12 Z (—1)k sin{n[ W +I2”B—sin[ [— W +I2”D

n= kz+en™a gz nMa i Lper N Lper  Ni
I-per I-per

Dlgz"): +

< 1 1 Nott Y 2 W, 2

ZFn(l) PR 5 Z (—1)k CO{n[ a +I”]]—cos{ (— a +I7TD

1 | kz-nT™a krin™a D Loer N Loer N
per per

(111.35)

Pour calculer la derniére constante, on va utiliser la condition de passage entre la région 2 et
la région 3 et ceci en utilisant la propriété d’orthogonalité des termes deux a deux, ou on peut

écrire que :

2| mz (21) mz m 7z
+n§:0[ smh[ ", h j+ D cosh[ ", h Bcos( ", T (x— xa,)j

2n7r (3) 2Nz (3) 2nrx
Zexp( Lo J [En cos(l_per XJ-FF sm{Lper XD

pour Xal < Xg < Xal + Wy

Ce qui nous permet d’écrire directement que :

Xal W3y
. k7 kz 2 kz
CIEZ")smh(— haJ+ D;EZ’I)COSh[W—haj:W— I B (Xs,h )COS( W, (X_Xal)jdx

W.
a a
Xal

Yar Wl oo 2n71' (3) 2Nz 3) ein| 2N7 k
j (Ze { Lo J (En cos Lperx +F\3sin mx cos W—a(x—xa,) dx
Xal

2n Np—1 Xal+Wa k 2
£ ZEXF{ 7 } E®) j cos(w—:(x— xa,)) co{n L::r x}dx

Wa 1o per IR
=i+
+00 Nm—]_ Xal +Wg
iZ:exp _2nx hy |- F® _[ cos(k—”(x—xa,)}in 27 x |dx
Wa 721 Lper 1=0 Xa| Wa I-per

Aprés intégration et développement, on aboultit a la relation suivante :
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Ci(f")sinh[k” ha]+ Dlgz") cosh(k” ha] =
Wa Wa
+00
Sool -2 e g,
n=1 L per krenMa gz _pn™a
per Lper
+
+00
Zexp[— 2nz ha]'Fn(S) 12 B 12
n=1 L per kz-n dac kz+n W
per per

per per
N, -1
(1)< cos| n 2 127 || _cog| | — Ma ) 27
1=0 per N I-per N

Ainsi Cﬁz’l)peut étre calculé en utilisant 1’expression suivante :

c)=_p" coth[k” ha]+
a
nrx
- x| — ha j
+Z [ L per E0) 1 B 1
n
n=1 sinh[k”haj kz+n—32 k;r—nZﬂWa
Wy per per
+
nrx
© X — haj
i { L per FB) 1 1
n
n=1 ginh klh k;z—n27ZWa k7r+n27zwa
> a L L
Wy per per

(111.36)

Une fois Cr(nz’l) et Dr(nz’l) sont calculés, on peut tracer la variation de I’'induction dans la région 2.
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Fig.l111.7 : Maillage utilisé (20736 nceuds et 41207 éléments)
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La (figure 111.7) représente le maillage
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élaboré avec le logiciel FEMM tandis que SRS AN SNNUNS SN EA SN S
la (figure 111.8) représente les résultats 0.6 SISO USROS USSR S SO U ]
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111.9 Définition des différentes régions de la machine a étudier (sans encoches statoriques)
La figure suivante (figure 111.9) représente les différentes régions de la machine ou

I’équation de diffusion électromagnétique va étre résolue.
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<
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Fig.I11.9 : Schéma de référence de la machine a étudier
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111.9.1 Solution générale de la formulation magnétostatique en potentiel vecteur a vide

Au cours de cette partie on a rajouté une nouvelle région. Les équations (111.5), (111.6), (111.7)
et (111.8) sont retenues et la solution en potentiel vecteur magnétique est toujours donnée par
(111.10).
La structure étudiée est periodique de période Lper. Si on désigne par Ns le nombre d’évidements
ou logent les aimants et par p le nombre de paires de pdles, la période peut donc étre écrite de la
facon suivante :

2r

Oper =—-7T—— 11.37
P PGCD(p, Ny) ( )

Si on désigne par Rmoy le rayon moyen de ’entrefer, la longueur d’une période est donc :

Lper = Rmnoy® per (111.38)

Ainsi, le nombre d’évidements ou logent les aimants d’un motif élémentaire est noté Ny, et s’écrit

donc :

No——Ns (111.39)
PGCD(p, Ny)

a. Solution dans la région 1 (évidements rotoriques)

Cette région est similaire a celle des encoches statoriques dans le cas du fonctionnement a
vide ce qui permet de donner directement les expressions du potentiel vecteur et des
composantes de 1’induction aprés adaptation des parameétres (ce développement a déja été
entrepris a plusieurs reprises dans d’autres travaux au GREAH [55], [57] et [58]). Ainsi, on
considere un référentiel rotorique de coordonnées (xg, Yr) défini de la fagon suivante par rapport
au référentiel statorique :

Yr =Yg +€ et Xg =Xg —O
Ou 6 est la position du rotor par rapport au stator.

Ngr

On considére Ny =———+——
PGCD(p,N,)

évidements rotoriques numérotés de 0 a Ng-1 pour un motif

élémentaire ou Ngr représente le nombre de dents au rotor. Ainsi, le référentiel rotorique est tel
que 1’axe des ordonnées est confondu avec 1’axe de I’évidement rotorique correspondant a 1=0.

Par conséquent, les abscisses des parois de 1’évidement ‘I’ se mettent sous la forme suivante :

avec 1=0..Ny-1
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Dans ces conditions, la forme de la solution pour le potentiel vecteur et les composantes de

I’induction, est la suivante :

T
cosh(w (Yr + hdr)J
m
A(l’l)(XR7yR) 1I + Zme;'r K @ erm COS[Wﬂ(XR _Xdl)j
m=0 cosh( id her o
er
_(mx
» smh( (Vg + hdr)J
w . 111.40
B (xp, yr)= > KD erm COS( i _XdI)J e
m=0 COSh( id hdrj o
Wer
. cosh[vmvﬂ (Ve + hdr)j
m
Bgl')(xR, YR)— ZKr(%I) er sm(W”(XR Xdl)j
m=0 cosh( d hdr} o
er

Pour les autres régions, on garde la méme forme des solutions déja utilisées lors de la

premiére approximation.
111.10 Résumé des expressions

Région 1 : évidements rotoriques
st )
Wer

x XR YR)= ZK“ 0
m#0 cosh(”hdr]

er

m
cos[ W: (Xg — Xq1 )j

Z ) cosh(wer (Vg + hdr)jSin(m” . Xdl)]

XR Yr)= -
m#0 cosh(” hdrj

er
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Région 2 : entrefer

B)((Z)(X,y)zi Cr(]z)sinh nziy +Dr(]2)COSh n 2z y ‘Cos[n 27 X]
n=1 Lper Lper Lper
* Ergz)Sinh(”Z”Y}L Fn(z)cosh(nhy] .sin(n or XJ
Lper Lper Lper
BS/Z)(X! y)= x Cr(lz)COSh nziy +Dr(]2)sinh[n2ﬂ'y .sinl n 27 X]
n=t Cper L per L per
_[ESZ)COSh[”Z”YJJF Fn(z)Sinh(nZ”yB.cos[n on x]
Lper Lper Lper

Région 3 : aimants permanents

m m
BG(x,y D(3 ') +n§6[ smh( ", yJ+ D,(T?")cosh[W—: yDcos(W—:(x—xa,)J
Bg,?’")(x, y)= i(cr(ng") cosh(M yj +DBY sinh(r\rllv—;Z yjjsin(r:v—:(x — Xg) )]

m=0 Wa

Région 4 : air extérieur

)(x,y)= Zexp( 2Nz ] Er(,4)cos[2r]—ﬂxJ+ F4 )sm(zmZ XB
L L
per per per

)(x, y)= Zexp( 2nz ] E,(f)sin{—znﬂ x]+ F®) cos[—zn” XB
L L
per per per

111.11 Exploitation des relations de passage entre les régions 1 et 2

Les relations de passage a la frontiére de la région des évidements rotoriques 1 et la région

de ’entrefer 2, en tenant compte des conditions du milieu, se déclinent de la maniére suivante :

{Bf(z) (xs,—&)=B{"(xs ~5,0) {Xm <Xg =0 < Xgp +Wer
pour I

B{” (xs,—€)=B{""(x; ~5.0) =0..Ng -1
et : B (x5,—€)=0 pour Xgi +Wyp < Xg =8 < Xy
W, Lper
On rappelle que : X4 :_%HN_ avec 1=0..N4-1
d

L’exploitation de ces conditions nous permet d’aboutir aux écritures suivantes (Annexe §
C.4.1)
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—cPsinh| k—"—¢ |+ D{?) cosh| k 27 o |-
per I—per
111.41
- > E® cosh| n-2% eJ—Frgz)sinh n-2% eJ x(znk(n+k)+(pnk(n—k))( )
n=0 Lper Lper
ntk=qNy
+ > c? cosh nz—”eJ—Dr(]z)sinh n-2% e} X (G (N + k)= @p (N —k))
L L
n=0 per per
ntk=gNy
et
—Esinh k-2" e + F® cosh| k 27 o=
I—per Lper
2r . 2r
E(Z)cosh[n—eJ—F(z)smh(n e} (A (N +K)+ ppe(n—k))
; { " Loer ) L per " " (111.42)
ntk=qgNy

n=0 per per
n+k=qNy

+ [Cr(lz)cosh[n LZH e)—Dgz)sinh{n 2z er(ank(n+k)—rnk(n—k))

111.12 Exploitation des relations de passage entre les régions 2 et 3
Les relations de passage a la frontiere de la région entrefer 2 et de la région des aimants

permanents 3, se déclinent de la maniére suivante :

H? (x5.0)=H.>" (x5.0) pour {Xa' SXg SXg T W,

et:
H (2)( 0) -0 <Xe <
x \Xs.U)= pour Xal T Wa = Xg = Xg141
On rappelle les expressions des abscisses des parois des logements des aimants et des encoches :

W. L er
Xg =——2+lzg  avec 7g=—"
2

m
En tenant compte des relations du milieu caractérisant les différentes régions, les relations de
passage précédentes deviennent :

B® (xs,0)=B&" (x5,0)+(-1)' By pour {Xal SXg SXg +W,
B§,2) (XS ,O)= B§,3’I) (XS ,O) I=0..N, -1

et: B{?(xs,0)=0 pour Xap +Wy < Xs < Xa141
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De I’exploitation de ces conditions et en se basant sur des calculs déja établis, on trouve

(Annexe § C.4.2) :

W, 1 1
D = ™ 272, 2w, [k
_ a a
per m1| mz +k mz —k (111.43)
per L per '
N -1
S D (Dg&'h(—l)' BR) sin| k| Va1 27 || _sin| k| - ™Ma 4 27
kr & Loer  Nim Loer  Nim
~+00
2 W 1 1
Fk():La 27w, 20, |
Per m=1f msz +k & mr-k a
per I-per
Np -1
1 > (D(()3")+(—1)'BR) cos| k| a1 27 || _cos| k| - a1 27
kﬂ 1=0 Lper Nm per Nm
(I11.44)
_Amk—

N, S @ L + L x [cos{(n +k)r IiNa }— " cos{(n —k)r IiNa D

per per

per per

N, S @ L + L x {cos{(n —k)r |1Na :l— " cos{(n +k)r IiNa D

(111.45)

+
N ZC,(]Z) 1 + 1 x| cos| (n+k)z—a_ | (—1)™ cos| (n - k )}z —a
W, W, L L
n=1 mz —n2zx mz + N2z —— per per
per per

N fcrﬂz) 1 + 1 x (cos{(n —k)z IiNa } —(-p" cos{(n +Kk)rz IiNa D

per per

n—k=qgN

m per per

(111.46)
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111.13 Exploitation des relations de passage entre les régions 3 et 4
Les relations de passage a la frontiere de la région des aimants 3 d’un c6té, et de la région de

I’air extérieur 4 de I’autre, restent inchangées (annexe § C.4.3) :

27 @ 16 | (v, 27 . W, | 27
exp| —k hy [EXY =— > (D" +(~1) Bg )| sin| k +1-== | | —sin| k| — +1==
I-per T 120 I-per Nm I-per N
400
+ W 12 - 12 y —sinh(mhajl“mk+cosh[mhaJHmk
I—per m=1 mmz +k 7Wa mﬂ_kﬂ Wy Wy
per per
(111.47)
N, -1
exp| —k 2z h, Fk("'):—i (D(()3*')+(—1)I BR) cos| k| Na +I2—7r —cos| k| - ™a +I2—7[
pr k7Z'|:0 Lpﬂ N Lpa Np
+00
+ Y 12 + 12 x(sinh(m”haJAmk +cosh[mhajAka
Lper iz mz +k Wa mz —k Wa Wa Wa
per per
(111.48)
mz _(mzx
[y coshf —h, | =TT, sinh| —h
mk [Wa aj mk [Wa a]
« 2 1 1
=Np Y, exp[—nL—ha]-E,(f‘) o -
n=. per mz-n2zr—% mz+n2z—2
n+k=gN,
per per
x| cos| (n+ k)7 2|~ ()™ cos| (n— k)7 2
I-per I-per
< 2 1 1
Ny Y. exp[—nL haj-E,(f) — -
n= per mz-n2z—2 mrz+n2zr—2
n—-k=gN,
per per
w W
x| cos| (n—k)z—2 |- (=)™ cos| (n+k)r—2
e e LA N

et
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mz . (mz
Amk cosh(W haj + Ak smh(W ha]

a a

+00
=Np . exp[—n Lzﬂ ha)Fn(“) L Lt 1 .
n= per mz-n2z—2- mz+n2r—2
n+k=gN,,
per per
x| cos| (n+ k)2 | - (=)™ cos| (n — k) —a
I-per I-per
< 2z 1 1
+Np Y exp[—n haJ 4 +
n= per mz-n2z—2- mz+n2r—2
n—-k=gN,,
per per

x [cos[(n —k)r C’Va :l -(-p" COS[(” +k)z I_Wan (111.50)

111.14 Détermination de la constante D(()Z")

La détermination du coefficient D(gz")revient en I’exploitation de la continuité du potentiel

vecteur magnétique entre la région 2 et la région 3, puis entre la région 3 et 4 et ceci en se basant

sur I’hypothése de la nullité de la constante de la région 1, 2 et 4 successivement. On trouve ainsi

[ aw Cr(IZ)COS nl 2% +E§,2)sin 2%
2 o, SinEn 3 a Nm N,
per Z 2per 4

0 27%h,w, £ n
arand 2nrx (4) 27 (4) o 2
exp| — C h, | Ey” cos nIN— + F,"sin nIN—

per m m

aprés calcul que :

DG __

(111.51)

111.15 Synthese des équations obtenues
En substituant D((,Z") par son expression et aprés des manipulations mathématiques

analogues a ceux faites précédemment (Annexe § C. 3), et a partir des relations (111.41), (111.42),
(111.43), (111.44), (111.45), (111.46), (111.47), (111.48), (111.49) et (111.50), on obtient le systéme

d’algebre linéaire qu’on peut mettre sous la forme matricielle simplifiée suivante :
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MlCZ]{C()}+[M1D2]{ } MlEZ]{E()} [MlFZ]{F(z)}+[M1E4]{E(4)}+[M1F4]{F(4)}:[0] (a)
Mzcz]{c( )}+ MZDZ]{D }+[M2E2]{E(Z)}+[M2F2 F(z)}+[M2E4]{E( )} [M2F4]{F( )} o]  (b)

Macz]{ )+M3D2]{D +[M

|
M4C2]{C }+[
|

—_—
_|_
~
T
~
=
M
—
=
—_—
——
m
x
~—
=
—_
N—

M} e JE
Mpo] {D }+ [Mae] {E(z) }+ [M4F2]{F(2) }+ [Mye4] {E(“)
Mspo] } }

[Msc,] {C( +[

[Mecz{ } [MGDZ]{D } [MGEZ]{E(Z)}"'[MGFZ]{F(Z)}+[M6E4]{E(4)}+[M6F4]{F(4)}=[EXtZ] (f)

La résolution de ce systéme matriciel est effectuée grace a la méthode d’élimination de
Gauss. On obtient directement les coefficients de la région 2 et 4. Pour ce qui est du
déplacement, il est pris en considération suite a la présence du terme(s5)(§8 111.9.2) dans

différentes matrices.

111.16 Résultats obtenus

Afin d’étudier la validité des formulations proposées ci-dessus, on a comparé les résultats de
la méthode de référence (simulation MEF (FEMM®-ver.4.2)) avec les résultats obtenus avec
notre modele analytique. Les figures IT1.10 et ITI.11 représentent la variation de I’induction dans
oéme

la région (entrefer) et dans la 4°™ région (air extérieur)

4 1 1 T i i 1 w ‘
B or (Analvthue) o (Analytique)
3| © Brom (MEF) | A— SR - A B, , (MEF)
_______ Bang (Analytique) ~--B,,_ (Analytique)
tang (MEF) |} . o I i i - ¢ B {tang) (MEF)

induction a vide [ T]
Induction a vide [ T]

JA I S S N SN N BN AN SO I N N

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0 0.02 0.04 0.06 0.08 01
Position [m ] Position [m ]
Fig.111.10 : Distribution de Fig.111.11 : Distribution de I’induction dans la région

I’induction au milieu de ’entrefer 4 pour une hauteur y = ha + 0.005
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On remarque clairement, que malgré 1’absence des encoches statoriques, la configuration de
la machine favorise la concentration du flux, ou la forme de 1’induction dans 1’entrefer est non
sinusoidale et dépasse 2 T. On note bien une trés bonne concordance entre les résultats et donc la

crédibilité de notre modele.

111.17 Calcul des coefficients dans la région 1 et la région 3

De la méme facon lors de la premiére approximation, les coefficients Klgl"), C,(ﬁ"') et Dr(ﬁ’")
peuvent étre calculés en utilisant la propriété d’orthogonalité des termes deux a deux. Par
conséquent, le calcul des coefficients de Fourier de I’expression de B)&l’l)(xs ~5,0) permet

d’écrire :

ZK (w1) tanh(w—hdrjcos(welr (xg —6— xd|)]

m=0 er

+00
Z —C,gz)sinh nz—”e +D,(12)cosh n 27 e||-cos|l n 2z Xg
n=1 Lper Lper Lper
~EPsinh n-2%_¢ +F @ cosh| n 27 o ||.sin| n-2Z Xg
Lper L per L per

On peut directement écrire que :

@)t K7 o2 g0 kr
Ky tanh(W hdrj J. By (x5,0)cos

er er

“E(xg -6 - Xdl)Jd

er
Xdl

= K( )tanh(k” her

We r

oo Ng =1 Xdi+Wer

2 (2) i 27 2) 2r 2r (kﬂ'
—Cy?sinh{ n—==—e |+ Dy?) cosh| n-="—e | |- cos| == xg |cos| —— (x5 — & — Xg; ) [dx
Wer nz;_ |Z: I " [ Lper ] ! Lper Lper Wer

2 @Gt 21 2r 2r k
— —EWsinh| n-"e |+ F?) cosh| n-—e ||-sin| n-"x cos((xS —5—xd|)jdx
Wer n=1 1=0 Lper Lper Lper Wer

d

x

Aprés développement et intégration, on trouve la relation suivante :
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—E@sinh n-2% ¢ +F? cosh n-2" ¢ ||x
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1 1 W,
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(111.52)

La résolution de cette équation va nous permettre de calculer le coefficient K,El")et de tracer

la variation de I’induction dans les évidements rotoriques en utilisant la relation

BX

B

XR yR

XR YR

smh( ﬂ(yR +hdr)j
:E:|< ll Wer
hdrj

cosh[rmz
w,
Ty + hdr>j

er
er
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W,

m=0 er

cosh(W
ZK )

m
cosh
w

er

m=0

- (mz
sm[ (Xg
Wel"

(xg ~ XdI)J

—xd.)J
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La figure suivante représente la

.. . . 0.1
variation de 1’induction pour y = -hgr/ 2. B _ " (Analytique)
. ] L o.os-
La solution analytique est comparée a nor(MEF) |
‘o . 0.06 -~ tang (Analytique) |-
celle obtenue numériquement (figure (MEF) :

0.041 ta"g
111.12). On remarque encore une fois la : 1

bonne concordance entre les résultats
analytiqgues et numériques. La légére

différence est due essentiellement a des

Induction a vide [ T]

soucis lors du maillage.

On passe maintenant au calcul des

-0.08

ici (3.1) (3.1) i i i i i i i i
coefficients Cp"” et Dy, On rappelle 01006 0062 0064 0066 0068 007 0072 0074
, , . . Position [m ]
qu’on a obtenu I’expression suivante lors ) o . . .
Fig.111.12 : Distribution de I’induction dans la région 1

de Dexploitation de la condition de pour une hauteur y = - hy, / 2

passage entre la région 2 et la région 3 :

(-1)'Bg + DV + ZDSICOS( (x— ij ZD cosn2 x+F(2)smn27[
a

m=0 IO I—per

Gréce a la propriété d’orthogonalité des termes deux a deux, on peut écrire directement que :

Xa|+Wa
o= 2" s oo K2 - o
& X ¢
oo Nm_]_ Xa1 +Wy
WizDr(]z) > J‘ Co{tv_”(x—xm)}cos ”|_2ﬂ X Jdx
a n=1 1=0 Xal 2 -

2 +00 Ny —1 Xal+Wa K 2
£ Z |:n(2) cos(—(x — Xg )Jsin n X |dx
Wa 1 1=0 Wa Lper

Xal

Aprés calcul, on trouve :



Chapitre 111 : Modélisation Analytique de la Machine a commutation de Flux

D&3,|)

. 1 1 ot W 2 W, 27

ZD,(]Z) - (=1)sin| n| =2 4122 | |—sin| n| -2 41 =2

n=1 kﬂ_+n27Z\Na kzz'—nZﬂW"’l 1=0 Lper N Lper N
I—per I—per

+

+00 1 1 N,-1 N 2 . 2

ZFn(Z) - > | (<2) cos| n| =2 +1Z |~ cos| n| - & | 2
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(111.53)
On passe maintenant a 1I’exploitation de la condition de passage entre la région 3 et la région

4 afin de déterminer la derniére constante C&S") comme suit :

pi (31) mz M7 _x..)|=
+n§£ smh( o, h ]+ D\ cosh( . ha]]cos( ", (x xa,)]
Zexp[ 2nz ] [Er(]4)cos£2r]—”x]+ F,]("’)siann—”xD
per I-per I-per

Encore une fois et gréace a la propriété d’orthogonalité, on peut écrire directement que :

c§3v')sinh[k—”haJ+ DSv')cosh(k” h ] 2
w W.

a a Wa

Xa1 +Wy k
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Apres développement et intégration, on trouve la relation suivante :

Cﬁs'l)sinh[k”h j+ D(3')cosh[k”h j:
Wa Wa
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ZGXP[— ha]~Fr,(4) P 5 Z (1) cos n( a +IJ — oS (— a +|J
n=1 Lpef kz—-n TWa kz+n Wa 1=0 Lper N Lper N
Lper Lper

-111-



Chapitre 111 : Modélisation Analytique de la Machine a commutation de Flux

Ainsi C&S’I)peut étre calculé en utilisant I’expression suivante :

2nr
< exp[— Lper ha} (4 1 1 R T > . mw, 27
Z 'En) T > (=1)sin| n| =2 +1== | |=sin| n| ——2 ] ==
n=1 sinh k—”h kr+nNe z_nMa i Loer  Nm Lper N
S . 3

a per per
+
exp(— 2nr h ]
& Loer 1 1N w2 W, 2
> P/ g4 e o (1) cos| n| =2+ 12 | |~ cos| n| -2 412
"=l sinh klha kz—n—"2 kz+n=—"2|I=0 Loer N Loer N
a I-per per
(111.54)
, , R .S, ]
Au cours de I’analyse des résultats,
on a remarqué qu’il a une différence entre y ° i ° H T i
. - H | | | i 3 i
les résultats analytique et numérique et 3 B e — B, _, (Analytique) |
. R . , = ; ; B__ (MEF
ceci est di au maillage. Malgré celaona | «-02 ? Bhor (1EF) N
S | | | e Btang (Analytique)
pu confirmer la justesse du modéle § 031 ¢ By, o (MEF)
. £ I I | i | i
développé (figure 111.13). PO I N SN RN N S N
- 6006006660060¢66006660060066{}
La composante normale est nulle car 1 i : i i i
I’aimantation ~ n’a  qu'une  seule | | | ' |
composante selon I’axe Ox. 0.035 0.036 Poos-i(t]i?)-rn [mO].038 0.039 0.04
Fig.111.13 : Distribution de I’induction dans la
région des aimants (y = h,/2)

1VV.18 Conclusion

Le but de ce chapitre était de mettre en place un modele analytique permettant d’étudier la
machine a commutation de flux. Malheureusement, et vu la complexité des équations et afin de
se familiariser avec, nous avons décidé de découpler le probléme.
En effet, nous avons développé, dans ce chapitre, deux modéles mathématiques, basés sur la

résolution analytique des équations de Maxwell par la méthode de séparation des variables afin
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d’étudier la répartition du champ. Nous avons remarqué que malgré 1’absence des encoches
statoriques, la variation de I’induction dans I’entrefer est non sinusoidale ce qui est le cas de la
MCF (voir chapitre.2). Une autre difficulté dont il a fallu faire face était le maillage.
L’exploitation du modele complet, avec prise en compte des encoches statoriques, n’a pas était

achevé et rentre dans le cadre des perspectives de ce travail.
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Dans notre travail nous avons abordé la problématique posée par la conception des machines
synchrones a aimants permanents a double excitation. L’¢tude développée dans ce mémoire de
these présente une méthodologie qui permet d’évaluer la répartition du champ analytiquement,

avec un temps de calcul réduit et une excellente précision, a partir du formalisme de Maxwell.

Au début nous avons passées par des notions principales afin de présenter les différentes
réalisations existantes et les principes de fonctionnement des machines synchrones a double
excitation. Ceci nous a conduit a citer les différentes méthodes et modeéles élaborés pour
modéliser les deux machines qui nous intéressent : la machine a double excitation série ou un cas
particulier de cette machine a été traité, c’est la machine a aimants permanents montés en surface

(SPM), puis nous avons étudié la machine a Commutation de Flux (MCF).

Au second chapitre, nous avons développé un outil d’analyse analytique, issue de la
résolution des équations de Maxwell par la méthode de séparation des variables, d’une machine
synchrone a double excitation série. Grace a ce modéle nous avons pu évaluer la répartition
exacte de I’induction dans I’entrefer a vide et en charge dans les différentes régions de la
machine a faibles perméabilité (encoches, entrefer et région des aimants permanents). Les
expressions des grandeurs globales (FEM, couple, différentes inductances) sont écrites dans un
premier temps en appliquant le théoréme de Stokes, puis en utilisant la théorie des fonctions de
bobinage ce qui nous a permis de réaliser un couplage fort entre les équations du champ et les
équations du circuit. Le couple de détente a été calculé en appliquant le tenseur de Maxwell a la
surface des aimants permanents et dans le but de le minimiser, nous avons adopté la technique
d’inclinaison des encoches avec un angle égale au pas d’encoche statorique. Une comparaison
des résultats analytiques a ceux issues d’une simulation par la méthode des éléments finis, nous a
permis de mettre en évidence la puissance et la précision de 1’outil d’analyse développé.

Finalement, au niveau du troisieme chapitre nous avons voulu modéliser la MCF par la
méme voie mais cette machine se préte difficilement a la modélisation analytique malgré qu’elle
soit une structure cellulaire présentant des symetries magnétiques. Pour cette raison nous avons
subdivisé le probléeme afin de prendre en main les équations correspondantes. Les résultats

analytiques obtenus sont ensuite comparés a ceux obtenus par calcul numérique basé sur la
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méthode des éléments finis (FEMM®-ver.4.2) ol nous avons confirmé la fiabilité du modeéle
élabore.

Un important travail a été effectué et plusieurs perspectives se dégagent. Nous pouvons
commencer par améliorer la précision du modele en considérant, en premier lieu, plusieurs
phénomeénes que nous avons ignorés, a savoir I’effet de saturation, effet de la température,
encoches semi-fermées...etc. En second lieu, ’extension de la méthodologie vers un processus
d’optimisation multi-objectif de la structure étudiée peut étre envisagée. Aussi 1’¢laboration du
modele complet de la machine & commutation de flux rentre dans le cadre des perspectives de ce

travail.
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Annexe. A

Réalisation de I’enroulement concentrique

A.1 Réalisation de I’enroulement concentrique

On considére une machine a commutation de flux constituée de 12 encoches (S = 12) et 10
dents. La réalisation du bobinage concentrique/modulaire passe par les étapes suivantes [21],
[33]:

1. On calcule Sy, (nombre d’encoche/p0le/phase) comme suit :

Spp = ; Avec m nombre de phases. Dans notre cas, on obtient:
2p-m
12 4 1 a
203 20 5 b
b
2. La séquence initiale peut étre obtenue grace a la notation suivante : 000...... 01...... 1.
b-a a

Donc, dans notre cas la séquence initiale est : 00001
3. La séquence optimale est la suivante : 10000

4. La séquence optimale est répétée 3 fois selon la distribution classique des enroulements
AC BA CB’ comme suit :
10 00010000 100O00O0
ACBACBACBACBACSB

5. On reprend seulement les phases correspondant & 1 : on obtient A B C

6. Pour avoir un enroulement a double couche, on note :
A B C
A B C

On obtient la distribution suivante:
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A.2 Calcul de la résistance (12 slots / 10 dents enroulement concentrique a double couches)
Pour expliquer la facon dont le calcul de la résistance se fait, on considére un bobinage a

double couche (figure.1).

La spire la plus profonde

Tc : Tco

Tco . , .
La spire la plus écartée

Fig.1 : Bobinage a double couche

On définit:

7., - La largeur de la spire la plus écartée;
R, : Rayon intérieur du stator;

N : Nombre d’encoches;

L ~ W, ; Longueur de la spire la plus profonde;

end,min

Avec: W, =2wW, +W,;

T . 7 .
Leng mex & 2°° ; Longueur de la spire la plus écartée; avecr, = 7,

\ 2
7, Pasd’encochesou 7, =—R, =w, +W, ;
S

Sachant que L,

end,avg

L +L

|_ __ —end,min end, max
end,avg
’ 2

représente la longueur moyenne des tétes de bobines:

Alors, la longueur moyenne d’une spire est donnée par:

Lturn,avg = 2 * Leff + 2 * L

end,avg

Puisque le bobinage utilisé est a double couche, la section transversale d’une spire est formulée

par
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_ Aslot . kf
Aurn 2 n

cond

A,,; - Section transversale de I’encoche;
k, : Facteur de remplissage;
Neona - NOMbre de conducteurs/encoches;

La résistance de la bobine est donnée par:

Lturn,avg * ncond

Rl = P ———— Ou p,, laresistivité du cuivre.

A\urn
Puisque les enroulements sont connectés en série, la résistance de phase est calculée comme suit:
Rphase = RcoiI * Nc

Ou N représente le nombre de spires/ phase

A.3 Premiere analyse par éléments finis
La premiére modélisation numérique est faite en utilisant le logiciel FEMM®-ver.4.2. On

donne, dans le tableau. 1, les caractéristiques de la machine étudiée

entrefer e=0.2mm
épaisseur de la culasse 5 mm
Nombre de dents au stator Ns=12
Diameétre extérieur du stator D =150 mm
Diametre intérieur du stator D, =100 mm
Longueur axiale active L, =60 mm
Induction rémanente B, =125T
Vitesse de rotation N = 7450 tr/min
Nombre de phase qg=3
Nombre de dents au rotor N, =10
Nombre de spires en série n =20
Nombre de cellules par phase N.=4

Largeur angulaire d’une dent statorique  wg = 27t/ (4gN,)

Tableau.1 : Caractéristiques de la machine a commutation de flux étudiée
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A.4 Seconde analyse par éléments finis

La modélisation numérique est effectuée en second lieu grace au logiciel performant
(Flux2D®). Le Tableau.2 regroupe les données de la machine & commutation de flux.

entrefer e=0.6 mm
épaisseur de la culasse 8 mm
Nombre de dents au stator Ns=12
Diameétre extérieur du stator D =150 mm
Diametre intérieur du stator D, =100 mm
Longueur axiale active L, =60 mm
Induction rémanente B, =125T
Vitesse de rotation N = 750 tr/min
Nombre de phase g=3
Nombre de dents au rotor N, =10
Nombre de spires en série de la phase n.=10
Nombre de cellules par phase N.=4
Largeur angulaire d’une dent statorique  wg =271/ (4gN,)

Tableau.2 : Caractéristiques de la machine a commutation de flux étudiée

-136-



ANNEXE B







Annexe.B

Compléments sur ’exploitation des conditions aux limites et calculs des coefficients

Machine synchrone a double excitation série

B.1 Exploitation des relations de passage entre les regions | et 1
B.1.1. Calcul des coefficients Bsy, Ben, B7n et Bgn

Le calcul intégral des coefficients de Fourier dans la région Il se traduit par :

o Nsas
2.PGCD(N,, p) " pocom, )
By, = . s' P jBé” (¢,R3)-cos(m,, - ) -de (B.1)
S S
Pi
_ Ny o
2-PGCD(Ng, p) " m
Bon = P IB(/,“ (X,R3)-sin(m,, - @) -dg (B.2)
S S
i
. Neas
2.PGCD(N;, p) " oo, P
B, = = s ) IBr” (z,R3)-cos(m, - ¢) - dg (B.3)
S S
i
_ Ng-ag
2-PGCD(Ny, p) " m
By = = P). jBr” (¢,Rg)-sin(m, -¢)-de (B.4)
S S
i
On pose : N, =L et en sachant que
PGCD(Ns, p)
w_1 X sinestmultiplede x(n=m=x, avecmeZ)

Sl

Apres calculs et simplifications on trouve que :

0 sinon

= Calcul de Bsy,
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Nsp  +oo I:mi H(Rs) m
T m-z
1) o) [n ]
sp' % 1 meo
((—1)m sm[mn (I as+gD—sin(mn.(| g — JD
= Calcul de Bgn
N Foi- ™7 H(Ry) r 1
1 sp 4o mi W 3 m-z m-z
B0 Ny 2 () (7 -m) ®5)
sp' % 1m0
-(cos(mn -(i Oy —ﬂj)—(—l)m -cos[mn -[i ot +ﬂDJ
L 2 2)))]
= Calcul de By
+© +00 +00
Bon =2 .0(n.K)-Byy + > F(nk)-Bz = > (a(n.k)+ f(n,k))- By (B.7)
k=1 k=1 k=1
= Calcul de Bgn
+o© +00 +00
Bsy = ) f(n,k)-Bgy — > 9(n,k)- By = > (f(n,k)—g(n,k))- By (B.8)
k=1 k=1 k=1
Avec :
H(Rs) 1 ~ 1 . 1 .
1 = G(R3) m-z m-z m-z m-z
2 M) Cw 7™M ™) ™
W-as m=0
Fnk)= -| cos| (k+n)- 27 W —(_]_)m.cos (k—n)- 2z w
Ngp-ars 2 s 2
si(k+n)=a-Ng,
0sinon
(B.9)
Et
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H(Rs) | 1 _ 1 _ 1 . 1
1 5| GRs) (m +m-ﬂJ (m-ﬂ_mj [m-ﬂmj [m-ff_mj
W.as,z n W W n W k W k
g(n,k) = . )2 W qpym W
(cos[(k n) N, . ZJ (-2 cos[(k+n) 0t ZD

si(k—n)=a-Ng

0sinon
(B.10)

B.2 Conditions de passage entre les régions Il et 111
Les conditions de passage entre les régions Il et 11l sont données par la relation (11.42)

comme suit :
HI (@, Ry) =HIM(p,Ry)
B (p,Ry) =B"(p,Ry)

En considérant les équations du milieu pour les aimants permanents, on trouve :

Dans la région Il :

A +0o0
B0 (9. Ro) =~ 22 (pR) =~ my | +
n=1

(Bln ’ Rg]n - Ban 'Rz_mn_l)' cos(m, - ¢ |
(BSn ) Rgnn - Ban - Rz_mn _1)' i

. (B.11)
mp — -m, -
(Bsn * RZ + B4n ° R2

1 oA -
Bgn)((/" Rz):? 8(; (o, R2)=Zmn~ -
n=1

(Bln'Rgnn_l"'BZn 'Rz_mn_

Dans la région Il :

» Cas m, =1
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n

(Cln : Rg]n - —Con- Rz_mn - +%j -cos(my, - )
+

aA +00
B (p.Rg) =~ (pRp) =Dy
r n=1

(C4n ) Rgn" - —Csp - Rz_mn - +%J‘Sin(mn X2

n

m,-1 -m, -1
. ((:4n-R2n +Cgn-R, +C6n)-cos(mn-(p)
oA,
P ((oaRZ):Zmn' -
¢ n=1 m, -1 -m, -1 .
Cin-Ry" " +Cyn R, +Cs, J-sin(my, - )

8" (. Ry) =

(B.12)
En regroupant les termes en cosinus et les termes en sinus les écritures précédentes

conduisent aux expressions qu’on peut écrire, aprés simplification, sous la forme :

Bln :Cln +ﬁ. 1+i ,Rz_mn+1+ﬂO'Mrln _Rz—mn+l
2 my, 2-m,

-M
an :CZH CBn . 1_i R;n” +1_M.R£nn+l

+ —
2 mp 2-m,
pour m, =1 (B.13)
B3, =Cun +h. 1+i .Rz—mn+l+ﬂ0'Mr2n -Rz_m”+l
2 m, 2-m,

Con . 1_i .Rgnn”_luff—l\/leH.Rg‘n*l
2 m, 2:m,

» Cas m, =1

On procede de la méme maniére que dans le paragraphe précédent, on peut écrire dans ce

cas .



Annexe.B

(cln Ry _Cyp-R;™ T +fnﬂj-c08(mn )
n
=D Myl +

n=1
n-1 -m,-1, C .
¢)|||(¢’R2)__%( Ry) = [C4n'R£n ~Csp Ry " +%)-SIn(mn-gp)

n

( Cy0+Ca—Cyo Ry % +Cap- Ln(Rz)) cos(¢)
+

( 40+C60 Cso-Ry” +Ceo- Ln(Rz)) sin(e)

C4n mn - +Csp - Rgmn - +C6n)' cos(my, - )

Z

n=

((:1n Ry™ 1+02n-Rgmn‘1+c3n)-sin(mn-(p)

- (Clo +Cpg-R5% +Cgp- Ln(RZ))-sin((p)
+|+

(Cao+Cao-Ra? +Ceo-LN(Ry) -cos(e)

1 0A
Brn(@.Ry) ==——%(p,R,) =
r op

(B.14)
En regroupant les termes en cosinus et les termes en sinus des équations (B.11) et (B.14), on
trouve aprés simplification que :

Bll_C10+C -(1+2-Ln(R,)) + 20 Tril 2"”1

C 2 MHp-M 2
821:C20— 30'R _ M0 rll‘R2

2
02 2 y (B.15)
Bay =Cap + 22 (1+2- Ln(R, ))+%
BMZCSO_CGO_R22_#0'Mr21_R22
2 2
B.3 Conditions de passage entre les régions Il et IV
On adopte la méme démarche que précédemment (8 B.1), on peut écrire dans ce cas :
. P-as
2- PGCD(N;, p) o Reco
By == e [B (g Ry -cos(my ) dp (8.16)
S

?d *Prj
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Bion =

Biin =

Bion =

Cion =

C1 On
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VRN Y
. 4P " pGCD(Ng, p)
-PGCD(Ng, p) | IBchII)(w’ R;)-sin(m, -@,)-do
p-a
S @d +Prj
L opas
d T T bGCD(Ng, p)

2-PGCD(Ng, p)

Calcul de By

m-mx
TP —+00 lei‘ H
5353 I
p Otp i=1 m=0

Calcul de Byin

= (91(n,k)+ 1 (n,k))-Cy

k=1

Calcul de Bya

J‘Bpu)

(¢, Ry)-cos(m;, - @) -do

p'as
?d *¢rj
o, Pas
Pd TN Y b GCD(NG, p)
2 PGCD(Nsv p) X J'Bp')(go, Rl).sin(mn @r)d(D
p'as
Pd +¢rj
Calcul de By,
Nip 4o Fnti -—— H1(Ry)- m- - m-
S IR
rp "Zp 21 m=0 W, W,
(( nm sm[ (icap+%n—sin(mn.[i.ap _%Dj

(B.17)

(B.18)

(B.19)

(B.20)

(B.21)

(B.22)
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on =2 (f1(n.K) =gy (nk)) - Cyp

(B.23)
k=1
Avec :
_ 2p
P PGCD(Ns, p)
Hi(Ry) | 1 + 1
1 +o Gl(Rl) m-7Z'+m m-7Z'_m
W. - Z W, K W, K
r P m=0
fi(n,k) =
(k) cos (k+n) or W |_ -cos| (k—n)- r W
Nep-ap 2 Npp-ap 2
si(k+n)=a-Ny,
0sinon
(B.24)
Et
Hi(Ry) 1 B 1 . 1 s 1
3l (TNCESY ([EERNNEERN
. n n
W, - ap r;) Wy Wy Wy r
n,k) =
%:(nk) /| cos| (k—n)- 2 W —(-1)™ -cos| (k+n)- or W
Nep-arp 2 Nep-arp 2
si(k-n)=a-N,
0sinon

B.4 Détermination de la distribution de ’aimantation

(B.25)

Pour une aimantation parallele, et selon les travaux de [67], ’expression générale de cette

aimantation est donnée par :
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M, =Ry [K (0 p+1)+K(n- p-1)
o (B.26.1)
M, :%-ap Kn(n-p+1)-K(n-p-1)]
0

Avec : n nombre d’harmoniques et bien sdr p le nombre de paires de p6les. On note oa comme

¢tant 1’espace entre aimants.

) . . .
ap = —™ représente le rapport d’arc polaire de ’aimant et du pas polaire.
T
p

Kp(e)= sin(o a, TZ'DJ/[. a, TZDJ

L’exploitation des relations (B.26), (IL.8), (I1.28) et (I1.29), nous permet d’aboutir aux équations

suivantes :
T, —0a T, —0a
5 - sin(n-p+1)-(p) sin(n-p—l)-(p)
Cinr =B, -—p-sin(n—j- 2 - 2
7 2 (n-p+1) (n-p-1)
Conr =0
2nr (B.26.2)
Canr =0
T, —0a T, —0a
sin(n‘p+l)'(p) sin(n'p—l)-( P )
C =B Qsm[nﬁj 2 4 2
4nr — Pr
T 2 (n-p+1) (n-p-1)
B.4 Systeme d’équation dérivant de I’exploitation des conditions de passage
Afin d’aboutir a un systéme linéaire, on pose :
n-1
Bin1 = Bin Rsr’n
Bont = Bon Rz ™
2nl 2n ?n B (B.27)
B3y = Bsn - R3 "
-m, -1
Ban1 = Ban - R3 "
m,-1
Cint =Cin - Ry
Con =Con-Rz™ ™
2nl 2n ;:,n . (B.28)
Cyn1 =Cyn -R3"
-m,-1
Csny =Cspy - Rs "




Annexe.B

En combinant les équations (11.37.1), (11.40), (11.41) et (B.27) on obtient une relation liant Bypns,
Bon1, Bani et Bans cOmme suit :

+00 +
My Bany = Y (9(N,K)+ f(n,K)) - My - Byyq =My -Bagg + > (9(n, k) + f (n,K))-my - By

k:]. k=1 (B,29)

My Bt — Y (9(n,K) = £ (n,K))- My Byjeg =My - B + D, (9(0, k) — £ (n,K))-my - Byyg
k=1 k=1

En utilisant la relation (B.29), les éequations (B.13), (B.15), (11.50) et (I1.51) peuvent étre
réécrites comme suit :

C C
B111=C101+%'(1+2'Ln(Rz))Jr%
2 2
B —c...C30 [Re] Cuwo [Re
21120177, Ry 5 Ry
c c (B.30)
B311=C401+%-(1+2-Ln(RZ))+%
2 2
B. —C.. .60 [Ra| _Cowo [Ry
411= 5017 Ry 5 Ry
-m,+1 -my+1
_c 1S gy ][R Cinro | Re
Bing = Cunt + 2 + +
m, ) { Rs 2-m, (R
m,+1 m,+1
B C +ﬁ. 1_i R _Cinro [ R
2nl 2nl
m, ) \ Rs 2-m, (R
(B.31)
C 1 R -my+1 c R —-my+1
BSnl C4nl+ﬂ' 1+ —|- 2 +ﬂ. 2
m, ) \ Rs 2-m, (R
m,+1 m,+1
8, ~Co +Con (1L )[R C(R_]
4nl — “~5nl
2 m, ) ( Rs 2-m, (R3
+00
Cion = (G(N)+ f(0D)-Cryq+ D (91(nK) + f1(n,K))-Cyy
fj (B.32)
Con = (fi(0) = g1(n.D)-Cro1+ Y (Fo(n, k) = gy(n, K))-Cya
k=2

La relation (B.29) peut étre formulée d’une autre maniére et ceci en intégrant les derniéres
relations développées. En effet sous forme matricielle elle peut étre écrite comme suit :
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[M{]-{Cs}+[M;]-{Caj= 1]

[ (B.33)
[Ms]-{Cof+[My]-{Cof =V ]
Avec .
e Matrice M1
I\/Il(i’j):{—(g(i,j)+-f-(i,j))--m!- si -j;t-i avec {i-=1,2 ..... Np
m - (gl )+ fGQ )] si j=i j=12,...N,
e Matrice M2
Mz(i’j)z{—(g(i.JHf_(i,_J'))-m_j_ si_ Jstl Ve {i.zl,z ..... Np
—m; L+ (g, )+ FG,j)]  si j=i j=12,...,N,
e Matrice M3
Mg(i,j)={_(g(i’j)__f_(i'j))'!mf' Si_ _ji_i avec {ilzl,z ..... N,
m;-[L-(gG, j)-f@Q,j)] si j=i i=12,...,N,
e Matrice M4
I\/Ill(i’j):{—(g(i,j)—f-(i,-j))-m-j- si -j;t-i Avec {i-zl,z ..... Np
—mi -+ (9@ ) - TG )] s =i j=12,...,Ny
e VecteurV1 Pourm,=1
2 2
Cso Cowo , Ceo (R Cowro [R2

Vi@ =

+(g@D) + f(11)- (%

(g + fLD)- [@

k=2

Pour m, =1

2 (Rg
+ (9@ k) + F(Lk))-my -
k=2

+ (9@ k) + F LK) -my -

A+2- Ln(Rz))+%j
& 2
Rs

-m +1
frala)™
me ) (R3

jmk+l

Cokro
2

Cokro
2 'mk

™
=

Rz
Rs

~ Cokro
2 ‘my




(T o
vy (n) = ) ,
1(n) = —(g(n,D)+ f(n1))- {% (%} +C22|<ro (Ezj }
3 3
& -my +1
+Z(g(n,k)+ f(n,k))-my - Cek {1+LJ(&J
k=2 mk 3
— my +1
+Z(g(n,k)+f(n,k».mk.C%k.(l_ij.(&} )
L k=2 mk 3
n=2 34, ..., Ny

Vo (1) =
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-m, +1
m . Cen [1, L ][R L Canro [ Re
2 m, ) \Rg 2 Rs
mp, +1 m,
—m .Cen . 1—i & +C2nr0 &
n 2 mn R3 2 R3
Ceo C

Vecteur V2 Pourm, =1

+(g(1) - f(ll))( 3 (142 Ln(R,)) + 121roj

~ (9@ - Cao (Re| , Cuwo [Re
(9(D) f(11))( (RJ -G (RSN
* s
2 my Rs
e
2 3

+ 3 (g k) = f LK) my -
k=2

+ > (g k)~ F LK) my -

k=2

Pour m, =1

2
ﬁ-(1+2-Ln(R2))+m+@. Ry +Cllr0
2 2 2 |R 2

—my +1
]
Jmk +1

-my +1
L Cawro [ Re “
2-m (Rg

[ Re
R3

m, +1
Coro (R2 )"
2:my \ Ry

JZ

—-my +1
Curo [Ro)
2-mg \ Rg

my +1
Curo (Ro )"
2-m \ Rg
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5
V,(n) = ) ,
»(n) —(g(n1)- f(n,l)).(%{i_ﬁ +%(%j J

+o0 -mp +1
+ 3 (9(n,K)—  (n,K)-my - ﬁ-(ui]-[ﬁJ +Stoo
k=2

2 my R3 2-my
i C 1) (R ™ C
+ n1k_fn’k -m | =3k, 1___2 _ ~1kr0 |
é(g( )— f(n,k))-my 5 ( mk][RJ 2.m,

n=23,4, ..., Ny

En suivant la méme démarche par rapport a 1’équation (B.32), avec prise en compte des

équations (11.47.1) et (11.47.2), et apres calculs et simplifications, on obtient les relations

matricielles suivantes :

[Ms]-{C1 }+[Mg]-{Co }+[M7 |- {Cq }+[Mg |- {Cs } = [Vs]

[Mg]-{C1}+[My0]-{C }+[M11]-{Ca }+ M1, ] {Cs 1= V4 ]

Avec :
e Matrice M5
R L
B mj(R—Sj (91(1, 1) + (0, 1)) -sin(m; - o4 ) si J=i
Ms(i, j) =

m; -1
m[%} [ (o (i) + Fy (D)) sin(my-gg)  si j=i
3

On peut aussi écrire que :

[Ms]= M2 [ms]

mj; -1
mr(%} (CAGERAB)) si i
HOE o
mi{ﬁ] L@+ @] i j=i
R3
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Ry
R3

avec {

)

(B.34)

i=12,...,N,
i=12,...,N,
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... |0 si i
MS(I’J)_{sin(mi-god) si j=i
e Matrice M6
-m, -1
mr[%j (910, §) + 10, ) -sin(m; - ) si j#i TN
Mol =1 avec{j—_l’zl---, ;
mi.[%] J=1+(9yGi) + 16, 0))]-sin(m; <) si j=i 2, b
3
Ou bien :
[Mq]= M3 [ms]
R -mji -1
mj-(R—lj SR ERA)) si jei
Mg, ) = R
mi-(ﬁj 1 (90 (0) + 3] Si j=i
R3
e Matrice M7

m, -1
—m; [%j (910, J) + (1, §))-cos(m; - g ) si. j#i
M- (@, j) = ’ 1 avec {
—m; (%] [+ (i) + fy (i) cos(mi-gg)  si j=i

3

i=12,...,N,
i=12...,N,

On peut réécrire [M-] sous la forme suivante :

[M;]=m3 |- [mc]

m;-1
—m,--[%] SCAODEXAE)): S jei
M3, J) = R
—mi(ﬁ—;j JIENRRA®) si j=i
... |0 si j#I
MC(I’J)_{cos(mi-(pd) si j=i

e Matrice M8
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-m; -1
—m,—{%j (9103, )+ o, 1)) -cos(m; -¢g)
.. 3
Mg(i, j) = it
m; (E—;j L~ gy (i,0) + 1, 1)) ] cos(m; - g)
Ou bien :
[M]= M2 [mc]
R -mj-1
—m (—1j YCAERAE))
1,- R3
Mg(i, j) =

e Matrice M9

Mo (i, ) =

Ou bien :

3

_m, .[ﬁ
Rs

L

[Mo]=[Mm3]-[Mmc]

M3, j)

_m..
J (RS

e Matrice M10

Mio(i, J) =

Ou bien :

3

Ry

[Myo]= lMlloJ' [MC]

-m; -1
j R ER AT

m;-1
j (@1, ) = 91 (i, 1)) -cos(m; - g )

m; -1
J L= (f1G,1) — 91(,1))]- cos(m; - g )

m;-1
—J (10, §) — 0101, J))

m; -1
] L= (£,G,1) - 01 G, 1))

-m;-1
(R_j (i ) - 010, ) -cos(m; )
3

m; [R—
3

m; -1
j 1= (1) - g, cos(mi-gg) i =i

si j=i )
|=1,2 ..... Nb
avec <
j=1,2 ..... Nb
sij=i
si j#I
si j=i
si j#i )
|=1,2 ..... Nb
avec - .
J=1,2 ..... Nb
si j=i
si =i
si =i
si j=i

i=12,...N,
avec .
J =1,2 ..... Nb
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-m; -1
—mj-(%J (f1(i, §) = 9,3, 1)) si j=i
Mo, J) = -
mr[%] [=1= (£, 1) = 94 (i, )] si j=i
3
e Matrice M11
m; -1
—mj-(%j (@1, J) = 9a(i, J)) -cos(m; - q) si j=i 12 N
Myy(i, j) = i avec {1_12 Nb
[ =14..., b
mi-[g—;j 1= (£16,0) = 94 (1.0)) |- cos(m; - 0g) si j=i
Ou bien :
[Myy]= M ] [ms]
R m; -1
—mj{R—lj (f1(i, 1) = 913, 1)) si j=i
M, §) = o
m[%} SR CAEAM))] si j=i
3
e Matrice M12
-mj-1
—mj'[%J (f1(i, ) = 9131, ) -sin(m; - 9q ) si. J#i 15 N
My (i, J) = v avec {1—12 b
i =L4L,... b
mi'(::_;J 1= (1) - 9, ()] sin(m; - og) i j=i
Ou bien :

[Myp] =M, | [Ms]

o

Vecteur V3

M1, j) =

-m; -1
%J (4, 1) - 0,6 ) i e
3
“m -1
] 1 (30 - 9,3, Sijei
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V(1) =

Cas m,

V3(n) =

i=1,2

(91D + f1(LD) - [Coo - LN(Ry) - c05(g) — C3 - LN(Ry) - 5in(pg )]
+(Cgo +Cgo - LN(Ry) + Ca1,0) - €05(9g ) — (C30 + Cag - LN(Ry) + Cy19)-Sin(ey)

+ > (G @ K) + f1 (LK) - my - [Cp - cOS(M, - ¢9) = Cay -SiN(M, - 0g)]

L k=2

=1

(91(n2) + f1(n,D)-[Ceo - LN(Ry) - c0s(@y) — Cso - LN(Ry) -sin(ey )]

+ 2 (91(n, k) + f1(n,Kk)) - my -[Cg - cos(My - 9g) = Cyyc -sin(My, - 5]
k=2

3, ..., Mo

e Vecteur V4

V@) =

Cas m,

Vy(n) =

i=1,2

—(C30 +Csg - LN(Ry) + Cy110)- €05(9g ) — (Cgp + Cep - LN(Ry) + Co1rg)-sin(g)
+(f(L1) - 0,(1D) - [C30 - LN(Ry) - c05(pg) + Cgp - LN(Ry) - sin(py)]

+ > (f1 (LK) = gy (L K)) - My -[Cgp - cOs(My, - g ) + Cgp - sin(My, - 0g)]

L k=2

+(Cgn +Conro) - cos(M, - @q) — (Cgpy +Cipro) -SIN(M,, - ) ; Cas m, =1

=1
| T
(f1(0D) - g1(n)-[Cy0- LN(Ry) - cos(pg) + Cgo - LN(Ry) - sin(py)]
—(C3n +Canro) - €0s(My, - @) = (Cgpn + Conro) -SiN(M,, - ¢4) ;Cas m, =1

+ D (f1(n,k) = gy(n, K)) - my - [Cyy - cos(my - 4) + Ce - sin(my - )] |
L k=2

3, ..., Mo

B.5 Détermination des coefficients des autres régions

En reprenant les conditions de passage entre les différentes régions, et grace a la propriété de

I’orthogonalité des termes deux a deux, on peut calculer les coefficients de toutes les régions. On

ne donne que les résultats sans passer par les calculs.
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e Coefficient de la région |

o Coefficient de la région IV

~2-R

lej =
m-z

|2

L(

ANGE

| cos(m, - @) — (=)™ - cos(m, - (¢; +w))

| sin(m, - @) = (=" -sin(m, - (¢; +w))

Sl

m-m
w

Sl

m-mx
w

| cos(my @) = (D™ - cos(my, - (¢ + W)

m M7 o m
n Wr n

sin(m, - ;) = (-D* -sin(m, - (¢; +w,))

m-xz m-mz
-my, |- +m,
W, W,

m-z
Wy

B.5 Modélisation analytique du champ créé par I’excitation bobinée

B.5.1 Exploitation des relations de passage entre les régions | et 11

Puisque les conditions de passage sont inchangées, I’exploitation nous conduit aux mémes

résultats que précédemment.

B.5.2 Exploitation des relations de passage entre les régions I11 et IV
On va suivre la méme démarche mentionnée dans le paragraphe (§ B.1) sauf que le terme de

la densité de courant apparait, on trouve apres calcul :

|
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= Calcul de By,
m- 1 1
Epgi -~ Hy (Ry)- -
Wr mﬂ' mﬂ'
et o
W, W,
1 Nm +00
Con = N Z Z {(—Dm ‘sin(mn '(i -a, +—rD—sin(mn (i cay —%D] (B.34)
7P izl mz0
P R2 Nrp
0 .| 20 _R |-si S .
+n.” [Rl RlJ sm(mn j IZ:;[J fi -cos(m, -1 ap)]
= Calcul de Bion
m-z 1 1
Emgi -— H1(Ry)- -
W, m-z m-z
ot [
r r
1 & W, W,
Cion = N ZZ -(cos[mn -(i ap —?D—(—l)m -cos(mn -(i ap +7rD]
7P izl m=0
Lo R—g—R -sin(m ﬂ]%[\] i-sin(m, -i-« )]
n-r Rl 1 n 2 - fi n p
(B.35)
= Calcul de Bii
+00 P R2 W Nrp
Cion = Z(gl(n: k)+ f1(n,k)) - Crik +ﬁ'[?0— le'sm(mn éjZ[J fi - sin(my, 'i'ap)]
k=1 1 i=1
(B.36)
= Calcul de By,
+00 RZ W Nrp
Cqp = Z(fl(n,k)— 91(n,K)) - Cy o +:—°ﬁ-(?°— Rl}sin(mn 702[\] fi - cos(m, -i-ap)]
k=1 1 i=1
(B.37)
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B.6 Systéme d’équation dérivant de ’exploitation des conditions de passage

De la maniére similaire que dans le paragraphe précédent (§8 B.4), on arrive au systéeme
matricielle suivant ou les matrices [M;], [M,], [M3], [M4], [Ms], [Mg], [M+], [Mg], [Mq],

[M1o], [M14], et [My,]sont définies récemment :
[M1]- {Bana f+[M2]- {Cara } = [0]
[M3]- {Bom }+ [M4]- {Byra } = [0]

(B.38)
[Ms]- {Bin1 }+ [Me ] {Bons }+ [M7 ] {Cant } + [Mg |- {Bama = [Vs ]

[Mg]- {Bina }+[Mio]- {Bona |+ [M11]- {Cant } + [M12]- {Bant § = [Ve]

-1
By = b1y - Rsr)nn

—mp -1
) Bom = b2n ) RS i
On rappel que : I
B = D3y - RB "

_ -mp-1
B4n1 = b4n ’ RS

Nrp
[Vs]—n% [R le sm(mn 2) ;[Jf, sin(m,, -i ap)]

(B.39)
Nrp

[Vd:&-(i—g— Rll-sin(mn %j [J i - cos(m, -i~ap)]

i=1

B.7 Calcul du couple de détente
Le couple de détente est donné par la relation suivante :

L R2 2n
Fcogging:il—OZJ‘BS“)((ﬂ, R2)BU (o, Ry) d o (B.40)
0
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On rappelle que la solution totale revient a sommer 1’expression de la solution a vide (avec

aimants) et la solution avec courant d’excitation (sans aimants), on obtient :

B(II) _ Jioﬂ - ((Bln + b1n)rrnn + (BZn + bZn)'ﬁmn )Sin(mn¢) "‘:I
r = _((BSH + b3n)rmn + (B4n + b4n )r_m" )COS(mnq))

B(II) _ iﬂ - ((Bln + b1n)rmn - (BZn + bZn)r_mn )COS(mnq)) —]

= _((B3n +b3n)rm" _(B4n er4n)r_m" )Sin(mn(ﬁ) (B.41)
BS“) - f%[— (Dln r™ + Dy, rm )sin(mngo) + (D3n r™ + Dy, r )cos(mn(p)]
— n=1
B((ﬂ”) i% (Dln rm - Dan r )COS(mngo) - (Dsn r - Din r )Sin(mn¢)]
n=1
Dy, = (Bln + bln)
AVeC - D2n = (BZn + b2n

On obtient dans ce cas :

-1 -mpy -1 ]
+o0 (Dln : Rgnn — Doy Ry i ) cos(m, - )
S
" D3y - Rzmn e Dyn - Rz_mn _1)'Sin(mn '(0)_

B{"(¢, Ry) - BY (g, Rp) =

v (BRI 4 Dy RS- cos(my - )

X
[
3
|

(D1n RPN+ Dy - Ry™ ) -sin(my, - ) |

En revenant a I’équation (B.40), on peut écrire que :

27

[ 8RB0, R, 0
0

(Dln R Dy, - Rl_m”_l)~ (D3n R4 Dy, - Rl‘mn‘l)

+00
:—E.Zmﬁ o —
n=1

(DSn ) len - D4n ) Rl_mn_l)' (Dln ) len -+ + D2n ) Rl_mn _1)

+0
:_2'”‘R2_2'Zmr21'[D1n'D4n_D2n'D3n]
n=1
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Donc :
L 27Z' < 2
Fdétente: a 'Zmn '[DZn : D3n - Dln ) D4n] (B-42)
0 n=1

B.8 Calcul du flux
La continuité du potentiel vecteur magnétique entre la région (1) et la région (I1) conduit aux

écritures suivantes pour r = R,

ARy, @)= Al'(Rs,p)  pour ¢ <p<gp +w (B.43)
Avec :
Do e S E L(U_L_[Wj. (M . j
Ay’ (o) Co +mZ:l Emi [R4) (R4j Cos W (0—o;)
Al = a(o”) + Z[(Dlnrm“ — D, r ™ )cos(mngo) + (D3nrmn —Dy,r ™ )sin(mngo)]
n=1

La détermination des constantes arbitraires c(()' i) de I’expression du potentiel vecteur dans la

- , \ o - I
region I, se base sur I’hypothese de la nullité de la constante de la région 11 (a(O ) = 0).

On peut écrire que :

m-z

), & ) R Y] (me
03"”; Emi-(i—ﬂ —[E—j) -cos[mT-((p—wi)j=

+00
Z[(Dln Ry™ — Dy Ry ™ Jcos(my ) + (DayRe™ — DR ™ Jsin(myg)]
n=1

(B.44)
L’intégration de 1’équation (B.44) sur wg permet d’écrire :

PriW L
. 1 _ - i
C(()I Y= W, J. Z[(Dln R3™ — DanRs n )COS(mn(p) + (DSn Rg"™ — DynRs i )Sm(mn(ﬁ)]d§0
s
Pr n=1

Apres développement, on aboutit a I’expression donnant les constantes du potentiel vecteur dans

les encoches :
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(Dl(,'l')R:';“” + Dg'n')Rgm“ )COSLmn((pi +%D

() mp ()p—Mp |ei LW
+(D3n R;" + Dy 'Ry )sm[mn(go, + ZD

On revient maintenant au calcul de la relation (I1.68) ou on doit déterminer 1’intégrale suivant :

c("i) :i isin(mn ﬂjx (B.45)

R, ¢, +W

R, @ +W o m-z (mz
J'(OJ- +Z Emi' [RL‘lJ[Wj_(RLAr](WJ -COS(%'((P—@)) r.d¢.dr
2 R, ¢ M=l

W(RE_R??) R, ¢, +W

e On commence par évaluer la premiere intégrale :

Slen] [RLJ(W] {RLJWJ .Cos(mv\;:z | (q)_@i))r_dw'dr

m=1 R, ¢
m-z m-z
:f E .. Fff T [w)+1+ T _[T}Ll dr |- (pijrwcos(M.(gp_m)j.dgp
] mi R, R, W i
- R, b
On a a calculer I’expression suivante :
Pi+wW Qi +W
jcos(M'(qo—cai)j‘dco:l.[sin(m.(w—cai)ﬂ ¥ Jsin(m-z)-sin(0)]=0
w m-z w o m-z
Pi
Donc :
+o0 R, ¢, +w mz |z
>, Emi.j I (LJ( " J+[Lj ( WJ -COS(M-(go—goi)j-l‘-dgo-dl‘ =0 (B.45.a)
_ R4 R4 w
m=1 R, o

e On évalue la deuxieme intégrale :
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A partir de (B.45.a) et (B.45.b) on obtient :

R, ¢, +w )
IAzi r-de-dr =cf"
;i

2z

Donc, I’expression finale du flux est donnée par :

o = NtLa(Cgl‘il) _C(()I,iz))

(B.45.b)

(B.46)
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Compléments sur ’exploitation des conditions aux limites et calculs des coefficients

Machine a commutation de flux

C.1 Exploitation des relations de passage entre les régions 1 et 2
Les relations de passage a la frontiere de la région entrefer 1 et de la région des aimants

permanents 2, sont données par :

B (xs,0) = B (x5,0)+ (_1)I By our Xar S Xg = Xy + W,
BY (x, 0)= B (x;.0) P 1=0.N, -1

et: B?(x,,0)=0 pour X, +W, < Xg <X,

On reprend les expressions des composantes de I’induction dans les régions 1 et 2, et on exploite

les conditions de passage.

C.1.1 Exploitation de la condition de passage sur la composante tangentielle de [’induction

La condition de passage sur la composante tangentielle de I’induction se traduit par la relation
suivante :

m=0 a

< 2 . 2 Xa1 S Xg < Xy +W
DY cos| n-==-x |+ FY-sin| n-==x | |= al = 7s = Tal T Ma
Z{ n { L ] n 3 pour IZO.N, 1

n=1 per per

0 pour Xg +W, < X5 < X0

Le calcul intégral des coefficients de Fourier appliqué aux coefficients de la région 1 est donné

par :
9 XarFLper
DY = I BW(x,0)cos| k=" x |dx
I-per X, per
i X, W, ]
(D((J3")+(—1)' BR)I co{k d x]dx
+o0 N, -1 per
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Et
2 XL per 9
FY = J- BW(x,0)sin| k-2 x |dx
per Lper
i Xy W, ) )
(D(gg")+(—1)I BR) I sin| k—="—x [dx
+oo N -1 Lper
FO__2 X
< Lper i1 10 oLt m 2
o +D2) J- cos(—ﬂ(x—xm)}sin k=" x [dx
X, Wy I-per

Tout calcul fait, on aboutit aux relations suivantes :

W, <= 1 1
Dlgl) =— Z - [k
per m=1 m7z+k2ﬂ m7z—k27ZWa
per I-per
Non 1 W 27 27
> (D((JZ")+(—1)'BR) sin| k| 28 41 2% | | _sin| k| - Ma | 2%
7 1=0 Lper Nm per Nm
(C.1)
@ W, i 1 1
Fk = a - Amk
per m=1 mﬂ-+k2ﬂ m;z-_kzﬂ
per Lper
-1
13 (2.1) W, 2z W, 2z
- D>/ +(—1) By ]| cos| k +1——||—cos| k| — | —
Kz ;( 0 (-1) R){ ( ( per  Np per  Nm
(C.2)
Avec :

"ot (2,1) . W, 2 . W, 2
M= > Dl (—1)"sin| k| =2 +1== | |=sin| k| — =2 +] ==
1=0 Lper Nm Lper Nm
"ot W, 27 W, 2
Apk= D D@D — (=)™ cos| k| 22 11 % | |4 cos| k| - a4 X
1=0 Lper Nm Lper Nm

C.1.2 Exploitation de la condition de passage sur la composante normale de l’induction

La condition de passage imposée sur la composante normale de 1’induction se traduit par les

relations suivantes :
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] 27
o sin| n 3 X
Z DW. per /) _
n
n=1 tanh| n 2r e
L I-per

COS(H L
=Y

27

|

per

.
tanh[n 2r
L

|

per

+oo
ZC,(T]Z")sin(mﬂ (x—
m=0 Wa

) o |

] 2 27
. sin| n i X cos| n i X

DW. per _EW. per

n n

n=1 2 27

tanh| n e tanh| n e
I-per I—per |
pour Xz +Wy < Xg < Xg141

Xal < Xg < Xg1 + Wy
1=0.N,, -1

De méme que précédemment, 1’exploitation de cette condition de passage par le calcul des

coefficients de Fourier de I’induction dans la région 2, se traduit par :

Xal+|—per

D® ) imNpl
k _
tanh| k e
I—per
Et
XaI+L er
R 2
L
tanh nz—”e P
Lper
-RY 2 &N
tanh| k s e bper =1 10
per

Bil)(x,o)sin[

[ BY(x0)cos

Xa) + Wy
C,(nz") J. sin(M

n
Xal +Wa tanh[n

n
Xal +Wa tanh[n 2

kz—ﬂx

per

de
(X_ Xal

.

a
Xal

))sin[k LZ” dex+

per

)
Cos| n L X
_ |:n(1)

( 2
Xy sin| n
j D@ . .

2—ﬁdex

&

per

cl2! alj asin(m”(x—xm)

W,
a
Xal

,TXJ

sin[n 2
Xal+1
D® ;

per
T
e]

per

x}dx +
72- J
X

{ 2
Cos| n
FO L

per
e]

n
tanh(n 2r
L

per

Jcos(k 2r
L

per

ber per sin(k LZ” x}dx
s e tanh{ n 2r e per
per Lper

cos(k 2r
L

dex

per
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Aprés calcul on obtient :

(1) +0 Ny
Dy _ Wa Cr(ng'l) 1 — N 1 _ y
tanhl n 2z e Lper m=11=0 mr+2k "2 mr-2k-2
per per per
0 sin[ZkiWesJ
Dy’ per Joy_
x| — (1) sin| k| a A2 | sin ] = Ma 1 27| K 1-NmWes  Niy 2k=qN,,
Loer  Nim Loer N tanhl 2 e L per s 2k
per
sin| (n+k)™a sin| (n—k)™a
+NJ +ZDO: Dr(ll) I-per _Nim +Z°°: Dr(11) Lper
4 n=1 27 n+k T ~ 2 n—k
nek tanhin—e " tanhn-""—e
n+k=qNp, per n-k=gN,, per
(C.3)
et
_F(l) W & Nm (3|) 1 1
2r B I-pir zzcm 2 a " 27zWa
tanh k-——"e m=11=0 mz +k mz -k
per per per
M sin[Zk ﬂWa]
F
X[—(—l)m cos[k[ W +|2”D+cos[k[— MW +|27[]D+ 1My g Np " per
V4
per m per m tanh[k L27r e] per
et 2k=qNp,
sinf (n+k)-—2 sinf (n—k) ™
+% +00 Fn(l) per +% +00 Fn(l) er
n+k T n—k
hok tanhi n—"=e "=l tanh n—""e
n+k=gNp, per n—k=gN,, per
(C.49)
Sachant que :
sin{ (n+k)=—=| sin| 2k =2 sin| (n—k)—=2
; Lper Lper . Lper 7w,
n—k (n + k) 2k n—k (n _ k) Lper

Les équations (C.3) et (C.4) peuvent se mettre sous la forme suivante :
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sin| (n+k)—2
m
Lper mmt mz+2k —2& mz-2k—2 d =l tanh| n 27 e nk
L L n=k
per per n+k=qN, Lpe"

n—-k=gN
(C.5)
sin| (n+ k) ™Ma
W, XA 1 1 Np <o R bper
L Z 27W. + 271N, Amk o k
per m=1l mz +k ——2 mz-k-_—2 n=l. tanh| n e "
per Lper n+k=qN,
per
sin| (n— k) a
No 5 R P
—~ n—-k
n+k=gN,, tanhi n e
per
(C.6)

A ce niveau, on exploite la mise sous forme de sommation des sinus cardinaux, établie dans des
travaux précédents, afin de transformer les termes en sinus en une somme pour pouvoir faire des
simplifications pour le reste du calcul [55], [57], [58]:

sin| (n+k) Wa
Lper B ﬂwa +00 1 1 1 1

k L 2 w, w Wy W |

n+

Per m=1l mz — k27 —2 mz +k2zx—2 mz —n2z —2 mz +n2z—2
per per per per

[cos{(n +k)r Ii’:ir :l e cos{(n k) Ii’::ir D
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L :| +00
per W, 1 N 1 1 N 1

W. W W.
mz+k2z—2 | mz-n2zx—23 mz+n2zr—2-
per per per per

[cos{(n —K) Ii’:; } (=" cos{(n +k)z LV\;: D

L’introduction des expressions des sinus cardinaux dans les écritures (C.5) et (C.6) conduit au

systéme suivant :

& p) ( 1 1
ka = —Nm Z n W + W X
n=1  tanh mz—-n2zr—2 mrz+n2zr—2
n+k=aN I-per per
Wy W.
cos n+k — (D)™ cos| (n—k)zr —2
( per:l l: L per (C.7)
+00 (1) (
+Np, Z 1 1 W x
n=l  tanhl n mz — n27z mz + N2z —2
n—k=aN er per
cos — (D)™ cos| (n+ k)z a
per I-per
et
< FY ( 1 1
Amk =—Np z f W + W x
n=1 tonhl n 27 ell mzr—n2z =2 mz+n2z -2
n+k=qN per Lper Lper
x| cos| (n+k)z—Ya_ | —(—1)™ cos| (n — k }z ——a
Lper L per (C.8)
+00 @ (
- Nm F 1 + 1 X
n=1 mrz — n27z mz + n27r
n+k=0Np tanh[ JL Lper per

x {cos{(n —k)z LV\F:: } —(=pm cos[(n +k)z LV\;Zr D
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C.2 Exploitation des relations de passage entre les régions 2 et 3

Les conditions de passage entre la région « des aimants » et la région «air extérieur »
conduisent & écrire:

B9 (x..h,)= B (s, h, )+ (1) B, I R
B (1. h, )= B (.1, ; 120N, 1

et:
B>(<3)(XS ’ ha)= 0 pour Xal + Wy < Xg < Xa|41

De facon analogue (8 C.1), on reprend les expressions des composantes de I’induction dans les
régions 2 et 3, et on exploite les conditions de passage.

C.2.1 Exploitation de la condition de passage sur la composante tangentielle de ['induction

La condition de passage sur la composante tangentielle de I’induction est donnée par :

~+00
Zexp _2nz hy |- Er(13)cos 2n—”x +Fn(3)sin 2n—ﬂx =
n= Lper Lper Lper

~+00 < <
D&Y 4 Z(sz")sinh(M haJ +D&" cosh(% haDcos(%(x — Xg )j pour {Xa' =% = Xa Tl

X X 1=0.N,, -1

0 pour  Xg +W,; <Xg < Xgqn

Le calcul des coefficients de la série de Fourier de 1’expression de B)((B) (xs,h,) permet
d’écrire :

X, +L

exp| — k-2~ hy [EQ = 2 J B{3)(x,0)cos| k 27y lox
L L per

er er
p p X,

2 Nm*]. XaI+Lper 2
> Dc(,z") J. cos| k—="—x |dx +
Lper - , I-per

2 &Nast M @) i M7 @) mz mz 2r
1 > I (Cm sinh| ~~=hg |+ D" cosh| —=h, | |cos W—(x—xa,) cos| k= x [dx

Perm=l1=0 a a a per

a
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XarHLper
exp| —k 2r hy [F&) = 2 J' B (x, h, )sin| k 27y lax
Lper Lpel’ Xy Lper

Xar+Lper 9
Z D2I I sin[k il xjdx+
per =0 %, I-per

al

=

2 +o0 N

-1 XytW,
@1) gjnp| M7 (21) mrz mz . 27
> j [Cm smh[ . ha]+ D, cosh[ o, h JJCOS( ", 7 (x =g )]sm(k ™ dex

per m=l 1=0 a

L

al

Aprés développement et intégration, on trouve les deux relations suivantes:

N, -1
27 @ _ 1 (1) I . W, 21 . Wy 27
exp| —k hy [ = > Dy +(-1) Bg )| sin| k +1 == ||=sin| k| - w1 ==
( I-per aJ K k7 |_o( ° R) I-per N Lper N

W, < 1 1 . (mx mz
- —sinh| —h, | h| ——h, [IT
T Z_: T, 7w, x( sin (Wa aJ "k +COS [Wa aJ ka

per per

(C.9)

27 ?) W, 2 W, 2
exp| —k Foo = cos| k +1—— | |-cos| k| — +1—
( Lper J zo ( )[ [ [Lper Nm Lper Nm

~+00
~ Y > 127zW - 127zW x(sinh(mﬁha Ami +cosh[m”haJAmk]
Lper mat| mz—k ™2z 4k SMa Wa Wa

per per

(C.10)

C.2.2 Exploitation de la condition de passage sur la composante normale de [’induction

De méme que pour la composante tangentielle, les conditions de passage sur la composante
normale en y =h, s’écrivent de la maniére suivante :

+00

> exp| -k G —E¥sin 27 +F¥ cos L

k=1 L per L per L per

+00

Z(Cr(nz")cosh[mha}L Dﬁf")sinh[mhansin(m(x—xa,)J pour Xz < Xg < Xg + W,
Wa Wa Wa

m=0

+00
> exp| —n 27 h, |-| - E@sin anz +F¥ cos anz POUr  Xgy + Wy < Xs < Xq4
L L per L per L per




Annexe.C

Le calcul intégral des coefficients de Fourier E(® et F® de I’expression de I’induction

normale dans la région 3 se traduit par :

XaI+Lper
—exp{—k L2” ha]ES’) =L2 j B,((?’)(x,o)sin{k 27 x}dx
p

er er
p Xy p

N, —1 Xt W,
(2, 21) gjpp| M7= inl M7 (x — inl k27
Lo IZO: );[I Lio(cm cosh[ . h J+ D\ smh( . haﬂmn[ " (x xa|)ﬂsm[k Lo x}dx

et e 2n 2n 2
Z I Zexp{ j ( Er(13)sin[”x}+ Fn(3)cos[ﬂxjj sin(k ad x]dx
Lper 135 4 % [ 022 L per L per L per L per
o XarFLper
exp[—k Sh JFG) —L— j B( xO)cos(k
per

27 X |dx
per X, I-per
_1XaI+Wa +00 m m m 2
Z [Cr(nz' cosh(h }L Dr(,f")sinh(”hansin(”(x—xm )J cos| k-2 |dx
per =0 x, Lmz0 Wa Wa Wa I-per
Zexp —E2sin 2z, +F® cos 207 | cos| k2% |dix
I-per I-per I-per

n=1
En tenant compte de la mise sous forme de sommation des sinus cardinaux et des relations

et:

2 N, -1 Xa
T >

PEr 1=0 x_+w,

trigonométriques suivantes :

s (v 28 qsifo )

1=0

qz_%cos{(n + k)[@ + ﬂﬂ = qcos[(n+k)ps]

1=0

: W,
sin| (n+k)™a | gin| 2k ™a sin| (n—k)-—2
Lper Lper . I-per 7MWy

I _ et lim —L 1_
ok (n+k) 2k ok (n—k)

Lper
le développement des intégrales précédentes dans les expressions de Ex® et F® conduit aux

nouvelles expressions suivantes pour ces deux coefficients :
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mz . (mx
| cosh[W haJ — T smh[w haJ

a a

+00
=N, > ep|-n 27 h, |-EQ) L + 1 x
_ L W, A
n=1 per mz —n2zx mz +n2zx
n+k=qNy, per per
x| cos| (n+k)z |~ (~1)™ cos| (n - k)z 2
Lper I-per
< 2 1 1
Ny D] exp[—n haj EG) x
— L a Wa
n=1 per mz —n2z mrz +n2zx
n-k=qN per Lpef
x| cos| (n—k)z—a_ |~ (—1)™ cos| (n + k)7 2
I-per I-per
(C.11)
mz o (mx
Ak cosh[%hajﬂxmsmh[%ha]
<~ 2z 1 1
=Np Y, exp(—n haJ-Fn(s) + x
_ I— a Wa
n=1 per mz —n2z mz +n2z
n+k=aNp, per per
x| cos| (n+k)z 2 |- (~1)™ cos| (n—k )z -2
I—per I-per
+a0
+Np, exp(—n 2r ha] F ! ! x
n=1 L per mz-n2z—2 mz+n2z—2
N—k=qNp per per
x| cos| (n—k)z-—a_ | - (~1)™ cos| (n+ k )z -2
Lper I-per
(C.12)

C.3 Mise en équation sous la forme d’un systéme d’algébre linéaire
Pour aboutir a un systeme d’algebre linéaire qu’on peut résoudre par la méthode directe de

Gauss, on suit les etapes suivantes. On commence par tirer les expressions de I, et A, a partir

des équations (C.11) et (C.12) et en injectant adéquatement les équations obtenues dans (C.9) et

(C.10), on obtient apres réarrangement les relations suivantes :
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+00
+ N 12 - 5 |xsinh mzy coth[ ﬂha] 1}rmk
Loer mot| mz 4+ k M2 gk ZMa Wa a
per Lper
+00 27[ +00 27[
- > exp[—n ha]-Er(,3)ank(n+k)+ exp| —n ha]-E,@ﬁnk(n—k)
n=1 L per n=1 L per
n+k=qN, n—k=qN,
(C.13)
Np-1
exp| —k 2z h, Fk(3):iext2—i Z D(()Z") cos| k %HZ—” —cos| k| - Ma +I2—”
L per kz kz =5 Lper  Np Lper  Np
+00
Wy 1 1 . (m;z j[ 2 Mz ]
+ - xsinh| —h, | coth®l —h, [-1|Ax
Lper% m7Z'—k27ZWa +k27ZWa W, a W, a m
per I-per
+00 +00
- Z eXp| —n o ha ’Fn(s)ank(n‘H<)_M Z eXp| —n o ha 'Fn(g)ﬂnk(n_k)
n=1 L per per n=i per
n+k=qNp n+k=qN,
(C.14)
Avec :
extl= Z By | sin (| o) 27 || il g = P 27
I-per Nm Lper Nm
N, -1
ext2=->"(-1) By | cos| k Mo 127 1| o) k| — a1 27
1=0 Lper Nm I—per Nm
N W, < mz 1 1
ank(n+k)=MZcoth( haj TR P
per m=1 Wa mr+k—2 mz-k—-32
per I-per
x 1 —— 1 - {COS|:(H+|()7Z’ a }—(—1)mcos{(n—k)ﬂ Wa D
mz-n2zr —2 mz+n2zr—2 per Lper
per I-per
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+00
ﬂnk(n—k):MZcoth(mﬂhaJ 1 - !
per m=1 Wa mz + K 270 mz —k 270
per per
x L S+ L [cos{(nk);z Wa }—(—1)mcos{(n+k)zr Wa D
mz-n2z—2 mz+n2z-—2 Lper Lper
per Lper

Maintenant, en remplacant I, et A_, par leurs expressions (équations (C.7) et (C.8)), les

équations qu’on a obtenu récemment ((C.13) et (C.14)) se mettent sous la forme suivante :

2 1 1\t Ny 2 Ny 2
oxp| —k-"h, [ED = —ext1+— > DV | sin| k| 21 22 || _sin| k| - 22 1 =2
L per kz kz =5 Loer  Np Loer  Np

< 2 <~ 2 C.15
- > exp(—n Lﬂ ha}-Er(,S)ank(n+k)+ > exp(—n L” haJ-E,(f)ﬂnk(n—k) (C.15)
n=1 per n=1 per
n+k=qNp n—k=gN,

_ +Z.0Dr(]1) yu(n+k) +2'°D(1) i (n —k)

n
L tanh n-2" e n-kgn tanh n 27 ¢
Lper " Lper

n+k=qNp
2 1 1 et w2 w2
oxp| k- h, [F@ = = ext2——= Y D@V cos| k| a1 || - cos| k| - a2
Loer 2) ¢ "k k 0 L N L N
per 4 7[ 1=0 per m per m

t® 2 +00 2
- Z exp{—n Lﬁ ha}'Fn@)ank(n"'k)_ Z exp[—n Lﬁ ha}.Fn@)ﬂnk(n—k)
n=1 per n=1 per
n+k=gNp, n+k=qN,
~OSEY ya(n+k) SO i (n — k)

n=1 2r
n+k=gN,, tanh(n i

e} n+k”jq1,\,m tanh[n LZﬁ e]
per

(C.16)

Avec :
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+o
Fe(n+ k) = N $° . 1 " 1 y
Loer a1 mz+k & mr-k almr—n2zr—2 mmz+n2zr—2
per per per per
x;x[cos{(njuk);z Wa :l—(—l)mcos{(n—k)zr 4 D
sinh[mﬂ haJ I—per per
Wa
+00
poe(n—k) = Nma 12ﬂW ~ 12ﬂW 1 1 5
Loer m2l mz+k & mr-k &l mzr—-n2r—2 mz+n2z—2
per per per per
x;x(cos{(n—k)n Wa }—(—1)m cos{(n+k)7r Wa D
sinh[m” haJ I—per I-per
Wa
On va refaire le méme travail par rapport aux équations (C.1) et (C.2), on trouve que :
Np—1
p® = Lext1+ = > D] sin| k| a1 22 || _sin| k| - Mo 2L
kz kz =3 Loer Nm Loer Np
+00 RS
B zDr(]l) i (n+k) N ZDr(ll) Ba(n—k) (C.17)
nkeaN. tanh{n LZﬁ e} nKaN. tanh{n L27[ ej
per per
+00 272_ 3 +00 271_ (3)
- Z eXp(_nL_ha]'En)XVnk(n"'k)"' z eXp(_nL ha]'En Unk(n_k)
n=1 per n=1 per
n+k=qN, n—k=qN,
et
Np—1
Y 1o L Z D(gz") cos| k| Na 41 27 || _cog| K| - Ma 4| 27
kz kz =5 Loer Np L per N
4 iFn(l) ap(n+k) + +Z.0Fn(1) Pui(n—k)
n+krlz]f\lm tanh(n 2r e} n+k121Nm tanh[n L27T e] (C18)
per per
+ Z exp| —n hy 'Fn(3)7/nk(n+k)+ Z exp| —n hy 'Fn(3)77nk(n_k)
n=1 Lper n=1 Lper
n+k=qNp, n—k=qN,

En remplagant D(()Z") par son expression (111.34), on obtient le systeme linéaire suivant :
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exp| —k 2n h, Eﬁziextl— ZD V(N +k) n ZD i (0 k)
Lper kz el 27 = o
nik—gn, tanhin L €| n_k=gn, tanhin . e
per per

5 e ebaene § ool ebpinn

n=1 n=1
n+k=qgN, n—k=gNp,

( aw,
2 L SN , ,
L L sin| k| 2 1 27 || _gin| k| - a7 1 |«
2k”haw, 13 n 1=0 Lper N Lper N
exp| — 217 h, (E,(]3)cos[nlz—”j+ Fr](S)sin(nIZ—”D
L per N N

X9+
1 @) 2 @) o; 2
- [Dn cos(nIN—mj+ Fo” sin nIN—m (C.19)
tanh| n e
per
27 @ _ 1 e rak(n+k) S e k(n—k)
exp| —k——h, |[F" =—ext2— F —— - Fa
Xp[ Lper aJ ¢ kr Z ' Z

n+kn:=qle tanh(n L27[ e] n+kn qlN tanh(n LZH eJ
per per

+00 2 +00 2
h Z eXp(_nLﬂ- ha]'Fn(s)ank(n"'k)_ Z eXp[_nLﬂ- ha]'Fn(s)ﬂnk(n_k)

n=1 per
n+k=qgNp n+k=qNp

. W,
2 L., sinin 3 N, -1 , 5
+ 3per Z zper cos| k| a4 27 || _cos| k| — a4 27| |«
2k haWa n=1 n 1=0 I—per Nm Lper Nm
2nrz (3) ( 27;] () i [ 2
exp| — h, | Ey” cos| nl — |+ F;* sin| nl —
( L per ""J( n N, n N,
1 (1) 27 ) 2r
— | Dy’cos| nl — |+ Fy”/sin| nl —
( 2 J[ “ ( NmJ i G (C20)
tanh| n e
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+
- > exp{—nf” haJ~E,(]3)x5nk(n+k)+

n=1 per n=1
n+k=qgN, n—k=qN,

. Pl
2 o sm[nL aJN 1
SR S sin| k| a1 27 || _gin| k| - a1 27 ||,
2k haWa n=1 n 1=0 I-per Nm I-per Nm
exp| — 2Nz h, (Er(f) cos(nlz—ﬂj+ Fn(a)sin(nlz—”B
Lper Nm Nm
1 (1) ( 27Z'J (1).( 27z]
Dy’ cos| nl — |+ Fy” sin| nl —
2 ( " Nm " N (C.21)
tanh( n

e

per

FO = L ey an(l) ancn+k) i,:(l) Bor(n—k)

n
T
~L  tanh| n-2" e nekion tanhin 27
" Lper

n+k=qN,
per
+o
+ . exp(—nl_z—ﬁhaJ-Fn(3)6nk(n+k)+ > exp[—nl_z—ﬂha]-Fn(g')/ink(n—k)
r per

p® cos(nl S—”j . Fn(l)sin(nl S—”D (C.22)
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Ces quatre dernieres equations, peuvent se mettre sous la forme matricielle simplifiée suivante :

Muoa OO f+ Mo JF 1+ Mg JE® f+ MaeaJF O =[] (@)

Moo D f Mo JF O+ Mg JE® b+ Moo lF @< [Ex2] (0)
Mo b+ Mara JF O} M3 fE@ f+ Maea @ =[Bt] (o)
Mo D f+ M JF O+ MagaJE@ f+ MaralF @ = Ex2] (@)

Avec :

sin| n aj
Mips]= Z V(N +K) _ f Mok (n—k) 4 szer f (Lper
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[ ow
, sm[n a J
Lper i Lper

2kz3h,w, 4= n2

N, -1
x > |sin| k Mo 27 || _sin| k| - a1 27 exp| — 2nz ha sin(nlsz
1=0 I—per N I-per Nm I-per N

[Ext1]= ki extl

T
) W
) sm{n a J
L I® L
per Z per

2kz3h,w, &= n
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Mo ]=-

Mopa]= > yon+k) f Mk (n—k) Ler i [ per]

- - - 2kz3hw, £ n
n+kn=_qle tanh(nf”e] n+kn:_qle tanh(n |_27[ eJ et
per

per
. 27
N, -1 ) w ) sm(nlNJ
x (cos(k( |7_ZWa +IN_”B_COS[I{_ - a4 Nﬂ ]D m
) per m per m tanhl n 27 o
per

X

5 sin(n Wa ]
Lper i Lper

2kz3h,w, &5 n?

"ot W, 2 W 2 2nz 2
x > | cos| k| =2 +1== ||-cos| k| ———2+1=— || |exp| — hy cos{nl—}
1=0 Lper Nm Lper Nm Lper Nm

eral- 3 o0 Zn fanloekse 3 onl -2 n|aio-w

n=1 per n=1 per
n+k=gN,, n+k=gN,

. W,
) sm[n a J
Lper +Z.O Lper

2kz3h,w, &5 n

N, 1
x > | cos| k Ma | 27 || _cog| K| - Ma ) 27 X eXp _2n7rha sin(nlz—ﬂJ
-0 Lper N I-per N I-per N
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[Ext2]= L ext2
kz

[M 3p; | = diagonal (k,k)+ f _ann+k) f i (n—k)

— 2 _ 2
n+k”:‘qle tanh{n 3 dd e} nfk”:‘qle tanh(n 3 dd eJ
per per

2 o sin[n 7sza JN i cos(nlliﬁj
bPr N L P in k| e 2| gin K - ey 22 m
n2 & Loer N Loer  Np

3
2k hawWy 1 per m

) sin[n We ]
Lper io: Lper

M =
M1 ] 2kz3haw, &= n?
] 2
N, -1 ) . 5 sm{nle
37 [ sin| k| a1 2| | _sin| k| - a4 =F m
1=0 I-per Nm I-per Nm 27
- tanh( n e
per

n=1 LPET
n+k=qN,, n—k=gqN

[M3E3]=_ io eXp[_n o ha}'é‘nk(n"’k)"' io eXp[_nLZE haj'ﬂnk(n_k)

) sin(n Wa J
I-per i I—per

2kz3hyw, &= n?

N -1
x sin| k| a1 27 || _gjn| k| - Ma_y | 27 xexp| — 2nz ha cos[nlz—”j
1=0 I-per Nm Lper N I-per Nm

+
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v aw(n+k) f  Buln=k)

[M 41 ] = diagonal (k,k)- >’
0 +k:}\lm tanh[n d eJ N +k:}\lm tanh(n LZ” e}
per

per
[ w
2 . sm[n 3 2 j N1 ) ) sin(nI;ﬁJ
';zloer Z zper X cos| k| Ve 127 | | _cog| K| — a4 1 E7 |||« m
2k haWa n=1 n 1=0 I—per Nm Lper I\Im

tanh| n 27 e
Lper

) sin(n W J
I-per f LDEF

M - _
[Mea] 2k7z3hawa — n?
N,-1
x " | cos| k Mo 27 || cos| k| - a4 27 X eXp _2nx hy cos[nlz—”J
1=0 I-per Nm I-per Nm I-per Nm
~+00 272_ +00 272_
[M4F3]:_ Z exp _nL_ha '5nk(n+k)_ Z eXp _nL ha 'ﬁnk(n_k)
n= per n=1 per
n+k=qN,, n—-k=gN,

C.4 Etude du 2°™ modeéle (prise en compte des évidements rotoriques)
C.4.1 Exploitation des relations de passage entre les régions 1 et 2
En reprenant les expressions des composantes de 1’induction dans les régions 1 et 2, les

conditions de passage se mettent sous la forme suivante :

+00
Z —C,(]z)sinh nz—”e +Dr(,2)cosh n 27 e||-cos| n 27 Xs
n=1 I-per Lper Lper
—Er(F)Sinh nz—”e +Fn(2)cosh n 27 e||-sin/ n 27 Xg
Lper Lper I—per

= +ZOO: K (L) tanh[% hdrjcos(¥ (xg =& —Xq )j

m=0 er er
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~+00

> ' cosh 2% e —~DPsinh 2% ¢ ||-sin| n-2 Xs

n=1 I—per I-per I-per

~| E@cosh| n 27 — FPsinh| n 27 ¢ ||-cos| n-2% Xg
L per L per L per

Bra{zio

m=0

pour Xy <Xg—0 <Xy +W,,, et

400
> —CcWsinh n-2% ¢ +D® cosh| n 27 o ||-cos| n-2% Xs
) L per L per L per
+| —E@sinh n-2"_¢ +F@ cosh| n 27 o ||.sin| n-2% X [[=0
I-per I-per Lper

pour Xy +Wer <Xg =8 < Xgy.1.

C.4.1.1 Exploitation de la condition de passage sur la composante tangentielle de l’induction

Le calcul intégral des coefficients de Fourier de I’expression de I’induction tangentielle dans

la région 2 se traduit par :

XdI+Lper
—C&Z)sinh kz—ﬂe +D|£2)cosh k 27 e|= 2 _f B)((Z)(x,—e)cos k 2n X |dx
Lper Lper L Lper

Ny =1 | Xar + W

Xd|+1
_ 2 > .f B)((Z)(x,—e)cos[k 27y ldx+ I B{? (x,—e)cos| k 2n x]dx
Lper 20| 7 L per

dl dl er

xd|+Lper
—gPsinh k-2 e +F? cosh| k 27 o ]2 I B{? (x,—e)sin| k 27y ldx
L per Lper per ;. per
2 Ny =1 | Xar + W 2 Xap1 2
- Z j B (x,—e)sin| k—="—x [dx + j B (x,—e)sin| k-="—x |dx
L per =0 I-per L per
= Xq1 Xy +W,,

En tenant compte des conditions de passage et apres tout calcul fait, on aboutit aux relations

suivantes :
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—Clgz)sinh[k 27 ¢ +D cosh(k 27 ¢

per
+oo Ny—1
Wer Y KRED tanh —hdr - ! cos[Méj
L Wer Wer W,
per m=1 1=0 m;r+k27r mz —k2zr —— er

er per

(1) sm g Ner ) 27 il k| — 7 Wer ) 2%
Lper Ng I-per Ny

1 1 . (mx
— w + W sin W—5
mz+k2z—¢" mz —k27z er

per per

m Wer 2z Wer 2z
Xl:(_l) COS[k(ﬂ'E+ I EJJ—COS[I({—”E-F | Nd JJ]} (C23)
et

—Elgz)sinh k—— 2z e +Fk cosh k il
Lpe L

+o0 Ny-1
Wer Z z K& tanh(m” ) - 1 cos(wZ 5)
L per 1 10 mrz — k27r Wer mz + k27 Wer Wer
per per
We|r Wey 27
x| (<1)™ cos| k| 7—— —cos| k| —m——+1—
L Lper Ny
- L ! sin(mﬁé
mz—k2zr—" mr+k2r Wer
per per

m o Wer 27 : Wer | 27
x[(—l) Sm(k[ﬂm-i-IN_dJ —sm[k(—ﬂmﬂmj}” (C.24)

C.4.1.2 Exploitation de la condition de passage sur la composante normale de [’induction

L’exploitation de la condition de passage par le calcul des coefficients de Fourier de

I’induction dans la région 2, se traduit par :
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E&Z)Cosh(k LZ” eJ— Fk(z)sinh(k L2ﬂ

per

5 X+ Lper 2
-__“ (2 (y _ 4
ej - I By~ (x, e).cos[k L dex

er
P Xa1

Nd -1 XdI+Wer

xd|+1
- L2 > I B{? (x,—e).cos(k LZH dex+ j B§,2)(x,—e).cos[k Lzl:; dex

per |=0 X, per

Xdl +Wer

X+ Loer
Clgz)cosh(k Z—Ee]— Dlgz)sinh[k LZE eJ __2 j B (x,—e).sin(k L27T dex
r per

per pe per Xy,
N *l XdI +Wer

Xd|+1
_ 2 > j B§,2)(x,—e).sin[k L2” x}dx+ j B§2)(x,—e).sin[k L27T x}dx
per

L
er |= er
p I O XdI p Xdl +Wer

En adoptant une démarche analogue a celle utiliser précédemment (8§ C.2.2), et apres tout calcul

fait, on obtient les relations suivantes :

—C&z)sinh(k LZ” e [+D? cosh(k 27 eJ:

per I—per
- > E(? cosh nl_z—”e}—Fn(z)sinh nL27T e | |x(xn(n+Kk)+ o (n—k))
n=0 per per
ntk=qNy
+ > c? cosh| n 27 eJ—D,(f)sinh n-2%_ ¢ x (O (N +Kk)— o (N —K))
n=0 L per L per
ntk=qNy
(C.25)
et
—Elgz)sinh kz—ﬁe +Fk(2)cosh k 27 el=
Lper Lper
> {E,(f) cosh(nz—”eJ— Fn(z)sinh[n 27 e]Jx(ﬂnk(n+k)+ Prk(n=k))
n=0 Lper Lper
n+k=qNgy

+ > (C,ﬁz)cosh[nf—ﬂe}—Dgz)sinh[n%er(onk(nJrk)—rnk(n—k))

n=0 per
n+k=qNy

(C.26)

Ou les fonctions ynk , onk , Ghk €t onk sont définies comme suit :
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-1

2
herx 14| ZKWer ion (m’zaJ tan(mﬁé‘}x
Wer ML per Wer Wer

an(n+k EI’ Zt [

er

1 1 2kw, 1 1
x W we | mL W, w
mz+k2z—e  mz—k2z—e | Mbper| mzik2zr—e mz—k2z—er
per per per L per
x ! ——+ L = (cos{(n + k)7r—zver :l —(-p" cosli(n — k);z—zver D
mz—n2z—" mz+n2z—¢ per per
per per

-1

2
NgWer <o mz 2kw, mz mz
(pnk(n—k):%Ztanh(w herx 1+£m e’ tan ( 5}} tan( 5J><

per m=1 er I-per Wer Wer
1 1 2kwy, 1 1
) W, " W, " L Wor W,
mz+k27z—2  mz—k2z—e_ | Mbper| mzik2zr—e mz—k27z—er
Lper per Lper per
1 1
x o —— | cos (n—K)z e | (—1)™ cos| (n + k )z —er-
mz—-n2zr—" mz+n2zr—— Lper I—per
Lpei’ I—per

-1

2
N, w 2kw, mrz

O (n+k)= d er E tanh| —% h 1+ ==C tan| — & x

nk( ( er [mL (Wer J

per
. 1 _ 1 _ _21:_wer tanz(mﬂé, 1 __, 1 _
mz+k2r— mr—k2zr—— Mbper Wer mz+k2zr— mz—k2zr——
per per per per
W, W
x ! —— L - (cos{(nij)nLi}—(—l)mcos{(n—k);zLiD
mz-n2z—— mz+n2z—— per per
per per
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+00 2
wnk(n+k):%2tanh(¥hd,]x 1+[§]"Lweft (ﬂdl x

per m=1 er per Wer
y 1 __ 1 _ _2|T_wer tanz(m;zé 1 _ 1 _
mz+k2z—¢  mz—k2zr—er | Mbper Wer mz+k2z— mz-k2zr—"—
per per per per
x 1 + ! cos| (n—k)z—er_ | _ (—1)™ cos| (n+ k Jz —ver
W, W, L L
mz—n2zr—"— mz+n2zr—= per per
per per
2k ok
W, W,
Ap(n+k)= d eth (—hdrj 1+ e tan (m’%] x
er er mLper Wer
y 1 _ 1 _ +2I:_wer tanz[mn5J 1 __, 1 _
mz+k2z & mz—k2z e | Mbper Wer mrz+k2z—" mr-k2zr -
per per per per

x 1 + ! {cos{(n +k)z

W,
mrz—n2zr—" mz+n2r—8—

er }— )™ cos{(n k) Der D
I-per

per
per I-per
o\l
N ~ 2k
pnk(n—k)zﬂZtanh(m” hdr]x 14| SNer tan{mﬁ 5) x
Lper m=1 Wer mI—per Wer
y 1 _ 1 _ | 2k tanz[mﬂéj 1 __, 1 _
mz+k2r et mz—_k2z Yer | Mlper Wer mrz+k2zr—~ mz—k2z -
per per per per
1 1
x o+ | cos (n— k);zL — (=)™ cos (n+k)7zL
mz—n2z—" mz+n2zr—" per per
Lper per
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| 2w 1 B 1 B 1 1
ML per mz + k272'h mz —k27x Wer msz + k2ﬂk mz —k2x Wer
Lper Lper Lper Lper

x 1 + 1 [cosl:(n + k)7 Z"i} — (=" cosli(n — k)7 Eviﬂ

W, W,
mz—n2z— mz+n2z—&— pe per
per per

+o0 2
rnk(n—k)=%2“taﬂh(m7r hdrjx 1+[§1kwer tan(m” 5}} xtan(m” 5j><
W Wer Wer

per m=1 er L per

| 2kw 1 ~ 1 ~ 1 . 1

W, w w W,
ML per mz+k2z—" mz—k2z ¢ mz+k2z—2" mz—k2z "

per per per per

x 1 + 1 [cos{(n — k) I\_Ni} —(=pm cos{(n +k) I\_NiD

mn—nZnh r per per

W,
mmz +n2z —&
per per

Les relations (C.25) et (C.26) peuvent se mettre sous la forme matricielle suivante :

[M 01]{0(2) }+ [M Dl]{D(Z) }: [M El]{E(Z) }+ [m Fl]{F @) }

Mo JE@ J+ [Mp D@ }= M, JE@ 1+ M, JF @ |

C.4.2 Exploitation des relations de passage entre les régions 2 et 3

C.4.2.1 Exploitation de la condition de passage sur la composante tangentielle de ['induction

En reprenant les expressions des composantes de 1’induction dans les régions 2 et 3,
I’exploitation de la condition de passage sur la composante tangentielle de 1’induction nous
permet d’aboutir a la méme expression mentionnée lors de la premiére approximation. Donc la

relation (C.1) et (C.2) sont retenus :
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+0o0
) _ W, 1 1
D=1 Z 2w, Zan [k
per m=1| mxz + k a k a (C 27)
per I-per '
1 Nt W 27 27
+—Z(D(()3') (- 1)BR)smk & | == || —sin| k| ——2 +1 ==
kﬂ- 1=0 Lper Nm per Nm
F(Z) Wa i 1 1 A
[ - mk
Loer mt mrz +k 27y mz —k 27y
per L per
Nm
—iZ( BR) cos| k| e 1 27 || cos| k| - a4 27
kr & Loer  Np Loer  Npp
(C.28)

N,-1
Ay = 3 DV —(<1)" cos| k| e 41 27 | |4 co| k| - Mo ) 27
1=0 I-per Nm I—per Nm

C.4.2.2 Exploitation de la condition de passage sur la composante normale de ['induction

En reprenant les expressions des composantes de 1’induction dans les régions 2 et 3, la condition

de passage imposée sur la composante normale de I’induction se traduit par les relations

suivantes :

+o0
Z E(z)cos n-2%_x +C( Jsin| n-2%_x
n=1 Lper I-per

Xy < Xo < Xap +W
ZC3'3m (x—xg ) |pour {7 =78 =7al T T8
1=0.N, 1
m=0

Z E(2 cos[n L x]+C()sin(nL2”

per

XJ pour Xgy + W, < Xg < Xgp

Le calcul intégral des coefficients de Fourier de 1’expression de I’induction normale dans la

région 2 se traduit par :
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Xal +L per

2 2
e B(2)(x,0)cos] k X [dx
k L J. y I—per

Xal

m Xal +Wg m 2”
- ch?,l) I sin( " (x—xa,)Jcos(k Lo xjdx

Lper mm1izo X a

2 & 27 27 27
+ > > I ~EWcos| n-2Z x |+ CPsin| n-"x | |cos| k x |dx
Loper &4 L L L
n—lI—OXa|+Wa per per per

2 Xal"'l-per 2
(o S —— B(2)(x,0)sin| k-"-x |dx
ke L y L
per Xal per

+oo Ny Xal +Wy
__ 2 chr(ﬁ?,l) I_[ sin[r:v_:(x—xa,)jsin(k

2
X |dx
Per m=11=0 Xa I-per

2 B8 o 27 27 27
+ > j ~ED cos| n-Lx |+CPsin[ n-=Z x| |sin| k X |dx
Lper <5 L L L
n=11=0x_, +w, per per per
En tenant compte des relations trigonométriques suivantes :

gsin{(nik{@wﬂ =gsin[(n £k)s]

1=0

L e R e

1=0
De facon similaire que dans le paragraphe (8 C.2.2), le développement des intégrales précédentes
dans les expressions de E? et C? conduit aux nouvelles expressions suivantes pour ces deux

coefficients :
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+00 1 1
N Z Er(12) +
n=1 mz —n2rx Wa mz +n2x “e
n+k=qN,,
per per
x[cos{(nﬁtk)fr a }—(—Dmcos{(”_k)’f - D
L per L per (C.29)
— Ay =4+
+00
No S ED T
n= mz -n2z—%- mz+n2z—2
n—k=gN,, per her
x| cos| (n— k)2 |~ (~)™ cos| (n+ k) —2
Lper Lper
Et
+00 1 1
Np >
=1 mz-n27 8 mz+n2z—2
n+k=gN,,
per per
x[cos{(n+k)7r Wa }_(_1)mcos|:(n—k)7f e D
Lper Lper (C.30)
T =9—
+00 1 1
Np >.c?
n=1 mz—n2z 2 mz+n2za
n-k=gN,, per per
x| cos| (n—k)r 2|~ (=)™ cos| (n+ k)r 2
Lper per
Avec .
Np -1 @ 0 N, | 27 A | 27
Amk_ z Cm _(_1) cos| k L IN_ reos K- IN_
- per m per m
. Ny, -1 @) . AN 2 . Wy 2
mk = Z Cn —(—1) sin| k | — | |+sin| k| — +1—
2 I—per N, Lper N
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C.4.3 Exploitation des relations de passage entre les régions 3 et 4
De fagon analogue que dans le paragraphe (8 C.2), on aura :

27 Vo 1 Nm‘l( B0 1) By N, 2 m, | 27
exp| —k h, E® == DIV +(-1)' By )| sin| k| —2 +1== | | —sin| k| - —2 4+ ==
[ I-per aj K kz ; 0 I-per Ny, I-per Np
+00
+ a > 12 - 12 x[—sinh(m”haJka +cosh[m” haJl‘[ka
I-per m=1 mrz+Kk W mz —k Wy Wy W,
per per
(C.31)
2 1 st m, | 2r mw, o 2r
oxp| —k-"h, R =—— (D(()3")+(—1)I BR) cos| k| —2 +1== | |-cos| k| ——2 +1--=
I—per kz 1=0 I—per Nm Lper Nm
+00
+|1Na > 127zW + 127zW x(sinh(m”haJAmk +cosh{mﬂhajAka
Perm=1 mz+k=—=2 mzr—k—2 Wa Wa
per per
(C.32)
mz (mz
I, coshl —h, |-II,, sinhf —h
mk [Wa aj mk [Wa a]
S 27 1 1
=Np Y, exp[—nl_—ha EW o -
n= per mr-n2z— mr+n2r—2
mk=aN, per per
x| cos| (n+ k)7 2|~ ()™ cos| (n— k)7 2
I-per I-per
3 27 1 1
Ny Y. exp[—nL h, | EW — -
n= per mr-n2r—% mz+n2z—2
n—k=aN, per per

X [cos[(n ~k)r LWa :l— D" COS[(“ +k)z I_Wa H (C.33)

per per

et
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mz . (mz
Amk COSh(vva haj + Ak smh(Wa ha]

+00
=Np . exp[—n 2z ha)Fn(“) L Lt L -
n=l Lper mz —n2xz mz +n2z—2
nk=aN per per
x| cos| (n+ k)2 | - (=)™ cos| (n — k) —a
I-per I-per
3 2r 1 1
+Np Y exp[—n haJ-Fn("') Lt o
n= L per mz—n2zx mz+n2z—2
n-k=aN, per per
W W
x| cos| (n—k)r—2~ |- (-1)™ cos| (n +k )z —2—
[ [( ) Lper:| (1) [( ) ™ D (C.34)

C.5 Syntheése des équations obtenues :
En substituant D((,Z")par son expression et aprés des manipulations mathématiques, et a

partir des relations (111.41), (111.42), (111.43), (111.44), (111.45), (111.46), (111.47), (111.48), (I11.49) et

(II.50), on obtient le systeme d’algébre linéaire qu’on peut mettre sous la forme matricielle

simplifiée suivante :

[M1C2]{C(2)}+ [Mip, JiD { } MlEZ]{E( )} [Mle]{F (2)}+[M1E4]{E(4) }+ [M1F4]{F (4)}:[0] (a)
[M 2c2]{C(2) }+ MZDZ]{D }+ MzEz]{E(Z)}+ [M e, ] {F(Z)}+ Mg, {E( )} [M2F4]{F(4)}:[0] (b)
[Macz]{c(z) +[ MSDZ]{D +[M3e, ] {E(Z)}Jr M3F2]F(2)}+ [M3e4] {E(4) +[M3e4] {F( )} [Ext2] (c)

+[M 4E2]{E(2) + M4F2]{F @

U

+[Myps] +

|
[M 402]{C {E @ }+ [M4r4] {F (4)} [Ext1] (d)
|

Jo! | f+[Macq]
{D + M5Ez]{E(2) }+ Mse, ] {F(Z)}+[M5E4 {E(4) +[Msg] F(4)} [Ext1] (e)
|

| I
) o)
[Mscollc® + Mo 1)
| )

[Mec] {C(Z) +[Megp2] {D +[ MeEz]{E(Z) +[M6F2]{F(2) }+ M6E4]{E(4)}+ M6F4]{F(4)} [Ext2] (f)

Avec :
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[M1C2]= —Slnh{k |_27z-

eJ— > Cr(,z)coshﬂn 2 e)x(enk(n+k)—a>nk(n—k))

per n=0 per
ntk=gqNqy
[MlDZ]zcosh(k LZ” eJ+ > Dr(]z)sinh(n I_Zﬂ e}x(ﬁnk(njtk)—a)nk(n—k))
per nz0 per
nxk=qNy

Mieel 3 o] n 2o+ 1)

n=0 per
ntk=qNqy
. 2
Mircl— 3 R n 2 a0 o1
er
niEi(O]Nd P
[Migq]=0
[Mig4]=0
2
Moco]== D° ng)cosh(nL” ejx(ank(n+k)—rnk(n—k))
er
n+EigNd P

Mapo]= 3 sinh[nfﬂ ejx(ank(mk)_rnk(n_k))

n=0 per
n+k=qgNy
[MZEZ]:—sinh(k 2 eJ— 3 cosh(n 2 eJx(Ank(n+k)+ Pric(n—K))
per n=0 per
ntk=gqNy
[Mz,:z]:coshﬂk LZE e)+ > sinh[n I_Z” eJx(/lnk(n+k)+pnk(n—k))
per n=0 per
ntk=gNq
[Mzg4]=0
[Map4]=0
—+00 ~+00
Macol= D ymcn+k)= D mnc(n—k)
n+ktﬁhm n—ktékm

[ g
2 UL L N, ~1 ) , ,
+ 3per Z Zper Z cos(nl—ﬂ] sinl kl a1 27 || _ginl k| = a_, 27
2k72' haWa n=1 n 1=0 Nm Lper Nm Lper Nm
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N2t 2 W 27 W 27
stin[nl—J sin| k| /2 +1 == | |=sin| k| - —2& +] ==
1=0 Nm Lper Nm Lper Nm

[Mag,]=0
27 < 27 < 27
[M3E4]:eXp —k ha + Z exp _n_ha ank(n+k)_ Z eXp _n_ha 'ﬂnk(n_k)
L per n= L per n=1 L per
n+k=gN, n—k=gN,,
2nr A
2 o exp(—l_ha]sm[n 3 J
per Z per per
2kz3h,w, n?

N -1
chos(nlz—ﬂ]x sin| k ﬂWa+I2—7r —sin k—ﬂWa+I2—”
1=0 Nm Lper Nm Lper Nm

M _
[ 4C2] 272'2haWa nZ;- n2
N -1
x cos(nl—) cos| k a +I2—7[ —cos| k| -—2 I2—7r
1=0 m per Nm per Nm
[Myp2]=0
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(- aw,
) sin n
M zy (k) S peln—k)s e 0L e
452 nk - nk\" 2 2
n=1 2z haWa n=1 n
n+k qN n—k=gqNp,
Non 2 2 wm, 2 w, 2
x Zsin(nl—ﬂj cos| k| 222 4| 2% || —cos| k| - a1 £
-0 Npm I-per N I-per N
[Mye,]=0
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Annexe.C
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Annexe.C
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