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RESUME

Dans cette étude, on s'intéresse principalement &4 des filtres
numériques récursif représentés par les variables d'état et réali-
sés avec des structures qui minimisent le bruit d'arrondi et re-
duisent le nombre de multiplieurs. Aussi, afin d'analyser le com-
portement de ces filtres vis-a-vis de la limite de précision de
toutes les valeurs intervenant dans l'opération du filtrage, deux
types de structures sont étudiédes:

~ Structures avec minimum de bruit de calcul et (N+1)? nultipli-
elurs.
~ Structures de compromis basées sur la décomposition du filtre

en des sections de second ordre, avec (4N+1) multiplieurs.
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CHAPITRE I

Sl el b Ll |

INTRODUCTION  |Pstiomease — o oo,

Ecels Haiionsie Patytecinigue

1.1 Généralités

La pénétration du numérique dans les sciences de 1'ingé-
nieur , une fois passée le stade de 1la transposition du filtre
analogique en algorithme de calcul, a conduit A une théorie propre
au traitement du signal; en vue d'extraire une information mieux
adaptée et ce avant méme sa quantification. Alors le pas et la
finesse de la numérisation peuvent &tre optimisés en vue de la
charge du calculateur ou la taille du microprocesseur du filtrage.

Le filtrage numérique réﬁrésente 1'ensemble des opérations,
calculs arithmétiques et manipulation de nombres, qui sont &ffect-
ués sur un signal A traiter, représenté par une suite ou un en-
senble de nombres, en vue de fournir une autre suite ou un autre
ensenble de nombres, gqui représente le signal traité.

En traitement du signal, les techniques numériques appor-
tent des possaibilités avantageuses et prodigieuses: La conception
rigoureuse des systemes, une grande reproductibilité des équipe-
ments, une grande stabilité dans le temps, la précision et la
miniaturisation. Mais, est-ce dire qu'il n'y a aucune contrainte
liée a la réalisation d'un filtre numérique ? Certes Non, et on en
citera essentiellement deux, rencontré dans ce travail:

- Le probléme de la précision des calculs, 1ié 3a la longueur
finie des mots binaires sur lesquels travaille 1'unité de calcul
et les convertigsseurs analogique-numérique {(C.A.N).

- Le probléme de la rapidité de calcul, 1ié A la conception des
structures du filtre numérique.

En fait, pour mettre en oeuvre un filtre numérique, on
exécute les différentes étapes suivantes:

1°~ Spécification prototype du filtre.

2°- syntheése du filtre.



3°- Choix de la structure ayant une bonne performance et un
faible cofit.

4°- Sipulation et test de la structure choisgie.

5°— Réalisation et implantation sur un " Hardware spécialisé .
Une fois spécification et syn%ﬂése du filtre obtenues, 1'objectaif
de notre étude se limite aux étapes 3 et 4 sus—-cités. Ainsi, lors
de la réalisation du filtre sur " Hardware spécialisé " utilisé en
temps réel (étape 5} A l1'aide d'une unité de calcul travaillant en
virgule fixe sur des mots de longueur finie, on egt obligé de
tenir compte de l'inextricabilité des erreurs de calculs d'ail-
leurs indésirées. Tandis qu'a;éc 1'utilisation d'un ordinateur 2
usage général, pour un traitement en tenps différé, le probléme de

ces erreurs ne ge pose pas via la grande précision de l'ordinateur.

1.2 Description synoptigue de la thése

Ce travail traite 1'étude des filtres numériques récursifs
linéairesg invariants dans le temps, pour la raison gque ces der-
niers présenfent des réalisations efficaces et ont plusieurs
propriétés intéressantes caractérisées par la forme raide de la
réponse du filtre et par la haute qualité du signal de sortie.
Cependant, cette étude peut étre approchée par deux méthodes dif-
férentes: La premi2re est basée sur la synthése et l'analyse de la
fonction de transfert (description externe), malheureusement,
celle-ci présente quelques problémes imprévisibles dues au mangue
d'informations dans la fonction de transfert. Ceci peut étre remé-
dier par l'utilisation du seconde approche qui utilise les réali-
sations d'espace d'état, en spécifiant les structures du filtre
avec plusieurs représentations. Il présente une information comp-
lete, concernant le comportement interne du filtre et un modeéele
mathématigue traitable dans 1'ensemble.

Par l1'utilisation de la réalisation d'espace d'état, des
nouvelles structures des filtres numériques récursifs sont synthe-
tisées et évaluées par leur performances dans cette étude. En
particulier, ces structures sont caractérisées avec quelques pro-
priétés souhaitahlés, telle que 1'efficacité de calcul et faible

bruit d'arrondi vis-a-vis des effets de la longueur finie du mot.



Cependant, les structurég?optimales ainsi obtenues présen-
tent une certaine complexité dans leur réalisation, vu le nombre
élevé d'opérations a effectuer. Ce qui nous améne A chercher des
structures de compromis gqui ont pour but de maintenir la réduction
du bruit de calcul et simplifier la complexité de réalisation
matérielle. De ce fait, on étudiera d'autres structures qui
peuvent surélever ce probléme:; héux sont les structures décompo-
sées en des cellules de second ordre, connectées en paralleéle ou
en cascade. ‘ : .

Actuellement, il existe deux méthodes de base permettant de
construire les structures A faible bruit de calcul: la méthode -de
5. Hwang [1] et celle de Muliis—Roberts [2]. Pour 1le cas des
structures optimalés de second ordre, en dehors de ces deux der-
niéres nméthodes d'optimisation , il existe celle de B. Bomar [3]
et W. Barnes [4]. Ces méthodes différent du point de vue traite-
ment mathématique, mais aboutissent toutes au méme gain minimum de
bruit de calcul. De ce fait, dans notre travail 1'approche métho-
dologique utilisée pour la synthese des nouvelles structures avec
minimum d'erreﬁrs de calcul est celle de S. Hwang [1]. Avec cette
méthode, les structures dérivées (optimale et décomposée optimale)

de la canonique ou forme directe, sont évaludes et compardées selon

leur complexités et performances.

1.3 Organisation générale de la thage

Aprés le chapitre d'introduction, le .chapitre TI portera
sur des généralités de réalisations des filtres nunériques récur-
sifs, en particulier leur représentations pPar les variables
d'état. Cette théorie préliminaire de représentation est utile
pour la suite du travail.

Dans le chapitre III, aprés avoir rappelé quelques possibi-
lités de codage des nombres, on consacrera entidrement une partie
pour donner quelques principes qui permettent de calculer les
erreurs propres aux structures de réalisations choisies des filt-
res numériques. 7

Les chapitres IV et V, sont consacrés au développement en

détail de la procédure d'optimisation des erreurs de calcul 2 la



sortie du filtre, on trouvera donc, les structures optimales et
décomposées optimales. Dans chaque chapitre, des exemples numéri-
ques sont utilisés, pour présenter et interpréter les résultats
obtenus par simulation.

Et enfin, on termine ce travail par une conclusion générale
au chapitre VI.
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CHAPITRE IT

REPRESENTATION DES FILTRES NUMERIQUES

2.1 Introduction

Un filtre numérique egt un algorithme de calcul par lequel
une séquence de nombre u(k) dite séQuence d'entrée est transformée
en une autre séquence de nombre y(k} dite séguence de sortie.

D'une mani&re générale, un filtre numérigque est constitud
par (Fig 2.1) ‘

—-On ou plusieurs organes de retard (registres a décalage).
-Des sommateurs et des multiplicateurs.

-Des registres fournissant les coefficients de pondération du
filtre.

u(k) Sy EaLE sy (k)

Fig 2.1: Organisation d'un filtre numérique

On distingue parmi un grand nombre de famille de ces filtres,

les
filtres récursifs & réponse impulsionnelle infinie (R.I.I) et non
récursifs A& réponse impulsionnelle finie (R.I.F) [51, [6], dont
les principales propriétés sont résumées dans le tableaun

ci-degssous (Tab 2.1}.

2.2 La formulation externe

La relation gqui lie la sunite des valeurs d'entrée u(k) aux

valeurs de sortie y(k) constitue une opération linéaire discrote



Tab 2.1: Propriétés desg filtres "R.I.F" et "R.I.I"

MODE

FILTRE
RECURSIF (R.I.I)

FILTRE
NCN RECURSIF (R.I.F)

foction de
transfert B(2}

des pbles et
degs zéron

uniquement des
zE&ros

coéfficient hin)
de la réponse
impulsionnelle

infinité de wvaleurs
non nulles
[

tous nuls, sauf pour
un nombre fini de
valeurs

rieur du‘cercle unité}

longueur de infinie finie
mémoire :
stable (8i les pdles
stabilité de H(Z) sont & ]1'inté- toujours stablie

utilisant des coefficients de pondération (ai,bi), cette opération

est donnée par 1'équation de récurrence suivante:

vy(k) =
i=0

M,
i b ulk-i) - Z

aiy(kui)
1

(2.1)

ot N représente l'ordre du filtre. L'analyse des systémes discrets

peut s'effectuer grice A la transformée en Z.

pliquée a (2.1},

rigque, donnée par:

H{Z) =

fournit la fonction de transfert du filtre

8i 1'on développe H(Z) sous la forme d'une série en Z ',

parait comme un facteur de retard,

1 + S aiz'i

1wl

la sortie y(k) peut

Cette dernire

ap-
numé-

qui ap-

s'exprimer

par la convolution discrete des coefficients h(k) avec les valeurs

de l'entrée ul(k}, i.e:

y(k) = i h(i) u{k-i) =S hik-1).a(1)=hi{k)*ulk)
i=0

ia—m



B -k
H{Z) —kioh(k}.z (2.3)

L'inconvénient de la formulation externe réside dans le fait qu'on

ne peut rien prévoir sur le comportement des différentes variables

internes du filtre, d'oll recours a la formulation d'état.

2.3 La formulation d'état

Dans une repreésentation -d4'état, on recherche donc
I'information nécessaire et suffisante qu'il convient de connaitre
a l'instant k pour prédire lé comportement futur du syst2me dJdans
1'intervalle de témps (k,k+1) connaissant les causes dans un méne
intervalle. Cet ensemble de parametres x(k) qui est une némoire
sélective condensée du systeéme, s'appele 1'état du systeme. On

aura alors la relation suivante:
yik)= £ [ x{k),ul(k) 1] (2.4)

Si on applique cette relation a 1'état lui méme, on aura 1'équa-—

tion d'état du systéme représentée par:

{x(k+l) £, xtk),utk) ] (2.5

y (k) fé [ x(k),u(k) 1

Lorsque fiet fzsont des relations linéaires a parametres constanis
il vient par suite:

x{k+1)
y (k)

ou x(k) est le vecteur d'état qui donne 2 tout instant 1'état du

A x(k) + B ulk)
C x(k) + D ulk) (2.6)

systéme. Aussi, la dimension minimale de c¢e vecteur représente
1'ordre du filtre (systéme) donnée par N.

* y(k) et u(k) représentent la sortie et 1'entrée, respecti-
vement .

* A La matrice d'évolution (NxN}.
* B La matrice de commande {(Nx1).
* ¢ La matrice d'observation (1xN).

* D La matrice de transmission (1lxl).



La représentation par les variables d'état, permet de donner une
structure qui lie les différentes relations entre les variables
internes d@du filtre. Pour chaque fonction de transfert, on peut
trouver un nombre infini de feprésentations par les vwvariables
d'état. Toutes les représentations sont liées par des transforma-

tions non singuliéres.

Exemple: Représentation Canonique

A partir de la fonction de transfert (2.2), on donne la

représentation temporelle du filtre

yik) = i biu(k*i)'- i aiy(k"i) (2.7
120 i€1

en utilisant la transformée en Z, on obtient la fonction de trans-
fert suivante:

L Y(z)
u(z)

ou U(Z) et Y{Z) sont les transformées en Z de 1'entréde et de

H{Z)

la sortie du filtre respectivement. On pose:

Y(z) _ N(Z) Wz
0z - Dbzy - €t W2 =—xrh

ce qui donne:

ufk) = wi{k) + alw(k—l) + ee. + an(k~N). (2.8)
Par linéarité on trouve:
y(k) = i b wik-i) (2.9)
io '
Les deux égunations (2.8) et (2.9) donnent le schéma canonique

présenté par la figure (fig 2.2}.

b : g
: - b :

X(&) ¥k) sran AL T Mk -2) ~—b | 1 (k)
__°¢l EOE.J Z S OSSN 7~ rsom]i yix
IT T-31 -a :

2
-a
N

Fig 2.2: Structure cancnique d'un filtre numérique



Si on choisit chaque é&lément de retard z"! comme variable interne:

x {k+1) x (k)
i -1 i
Z
On trouve la formulation d'état suivante:
xi(k+1) 6 1 0. .. 10 x](k) 0
X, (k+1) -/ 99 1...0 L0010 01 9 bao 20108
: . .. 1 : :

ylk) = [}bn-anbo) . . (bzuazbo) (bivalbDE] iltt; + bﬂ.u(k)
2

x;(k) " {2.10b)

On retrouve la forme (2.6). En termes de (A,B,C,D), 1la réponse

impulsionnelle causale h{k)} pour un tel filtre est donnée par:

0 k<0
h(k) = D k=0 (2.11)
ca*'m k>0
et
H(Z) = C (2 I -A)Y'B + D (2.12)

L
Remarque: Si on applique une transformation quelcongue (non sin-
guliére) au vecteur d'état x(k), on trouve une autre représen-

tation d'état mais caractérisée par la méme fonction de transfert.

Soit x'(k) un autre vecteur d'état tel que:

x" (k)=T"'x (J) (2.13)

ou T désigne une transformation d'état non singuliére (NxN). La

nouvelle représentation d'état est donnée par:



{x'(ku) (T A T) x' (k) + (T 'B) ulk)

{(2.14)
Y(k) = (CT} x'"{k) + D ulk)
La structure (A,B,C.,D) devient aprés cette transformation:
(r'a T, T'B, CT, D) (2.15)

mais la fonction de transfert H{Z) et la réponse impulsionnelle

h(k) restent invariantes.

NOTE: La stabilité du filtre, mis .sous la forme d*état, est véri-
fiée lorsque les modules des valeurs propres de la matrice A dans
l'expression x{k+1)=3A x{(k)+B ulk), sont inférieurs a 1'unité.

Aussi, les valeurs propres de A sont les pdles du filtre.

2.4 Conclusion

Etant donné, que tout systéme numérique n'effectue que
trois types d'opérations: les additions, les mnultiplications et
les décalages; la réalisation d'un filtre numérique exige en plus
de la détermination de la fonction de transfert (formulation
entrée-sortie), la connaissance de 1'hiérarchie des opérations
élémentaires a exécuter. Cependant, 1l devient impératif de
concevoir une représentation plus détaillée du filtre, afin de
décrire les opérations internesg du filtrage, d'oll recours 3a la
formulation d'état, qui permet de connaitre 1la maniére dont
s'effectuent les opérations 4 1'intérieur du filtre, de mieux
analyser les erreurs internes, et constituer en plus d'un ountil
mathématique puissant, un moyen d'analyse souple et efficace. De
plus, le fait gn'il y a une infinité de représentations.d’'état, on
peut choisir la meilleur représentation vis-a-vis des performances

souhaitées.

10
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CHAPITRE IIX

ANALYSE DES ERREURS DE CALCUL DANS
LES FILTRES NUMERIQUES

3.1 Introduction

Une fois la syntheése effectuée et la structure choisie pour
un filtre numérique, 1'implantation de ce dernier sur un hardware
nécessite l'écriture et 1'exploitation d'un programme de calcul
correspondant & une succession de taches telles que la conversion
des coefficients en nombres binaires, leur stockage en mémoire et
l'exécution d’'opérations arithmétiques (additions, multiplica-
tions, décalage). On peut juger les performances de ce pProgramme
et du filtre qu'il revnrésente selon des critéres tels que

~La taille du programme.

-Le temps d'exécution.

~Le nombre de coefficients.

-La précision des résultats obtenus.
Pour apprécier a priori la qualité d'une mise en oeuvre, il de-
vrait y avoir un compromis entre tous ces critéres et aboutir a
une implantation possible A faibles erreurs, autrement dit le
dernier mot reste donc &4 la simulation. A ce titre, nous donnons

quelques principes qui permettent de calculer les erreurs propres

aux structures de r4szlisations choisies.

3.2 Bruit de quantification

La quantification est uﬁe régle de correspondance entre le
nombre infini de valeurs possigles da signal d'entrée u(t) et un
nombre fini de valeurs assignées au signal de sortie uq(t). La
regle de correspondance se traduit par une approximation uq(k) de
la valeur de l'entrée u(kT) A une valeur voisine que 1’on peut

obtenir par arrondi ou par troncature avec un pas de quantifica-

“  *

11



tion q qui joue un réle analogue au bit de poids le plus faible
dans le codage binaire des nombres . Toutes les valeurs d'entrée
appartenant au méme intervalle sont donc représentées par le méme
niveau quantifié, qui correspond généralement a4 la valeur médiane
de l'intervalle pour la quantification par arrondi ou a sa valeur
minimale pour la quantification par troncature (Fig 3.1}). Un tel

processus introduit naturellement une distorsion intrinséque qui

4\l1q
~ ?‘.?.I: ‘(?‘r! d:.'.‘ ....................
troncature l +

~{ 2q UG

1 - ! i 5 u

-39 -2q. 9 29 3q
=19
----- ——— u-2q
..... 1 _3q

Fig 3.1: Effet de 1'arrondi et de la troncature sur un signal

dépend autant de la nature da signal que de la loi de quantifica-
tion adoptée., L'effet de cette approximation est de superposer au
signal d'origine, un signal d'erreur e(k) désignée par distorsion

ou bruit de quantification, il vient ainsi:
uq(k) = ulk) + e{k) (3.1)

On formule ainsi le probl&me en termes statistiques, en interpré-
tant ]l'erreur de mesure comme étant une variable aléatoire addi-
tionnelle (Fig 3.2). L'hypothese de calcul formulde est que,
moyennant un pas de quantification suffisamment petit, 1la densité
de probabilité associée est suppesée uniformément répartie sur une
plage de valeurs g. On admet de plas, que l'erreur commise n'est

pas corrélée avec le signal. Ces hypotheses permettant d'exﬁrimer

12



“elk)

uni{k) [jz [ g (k)

Fig 3.2: Interprétation statistique d'un quantificateur

le lien entre les propriétés statistiques du signal quantifié et
du signal de départ. De ce fait, l'erreur due 3 1'arrondi ou la
troncature peut &tre statistiguement modélisée comme une source de
bruit additive. La moyenne me et la variance o2 de ce bruit dépend
de la distance entre deux nombres adjacents quantifiés. Si q re-

présente le pas de quantification, on aura dans le cas d'arrondi:

“‘g:‘]; (3.2)
ge=q F12.

et dans le cas de la troncature:
S R (3.3)
Oe = q / 12-

N 2 . .
ou m et o reprégsentent la moyenne et la variance, respective-
e e -

ment, du bruit de quantification.

3.3 Effets du codage des nombres sur calculateurs

Il existe divers facons d'établir la correspondance entre
l'ensemble des amplitudes quantifiées et 1’ensemble des nombres
binaires qui doivent les représenter. Les signaux a coder ayant
des valeurs, en général, positives et négatives; les représenta-
tions préférées sont celles qui conservent 1'information du signe.
En ce qui concerne la position de la virgule, le calculateur uti-
lise deux arithmétiques:

Arithmétique a virgule fixe

Le mot binaire représente soil un nombre entier, soit un
nombre fractionnaire selon que par convention, on fait 1'hypoth2se
d'une virgule a droite ou a gauche du mot binaire. Une fois 1la
position de la virgule est choisie, on peut adopter pour les opé-
rations le principe de l'arrondi ou la troncature sur le résultat.

L’arrondi convertit le résultat en nombre codé le plus proche, La

13



troncature abandonne les bitévde poids les plus faibles non repré-
sentatifs. Si1 b désigns la base, n le nombre de bits significa-
tifs, un majorant e de l1'erreur peut &Lre donné dans le cas des
nombres fracticnnaires de la facgon suivante [6],[71):

pn
e =5 cas de l'arrondi

=N
e =) cas de la troncature

Arithmétique a virgule flottante

La précédente arithmétique présente l'inconvénient d'avoir
une gamme dynamique faihle. Pour remédier i ce probléme, on uti-
lise 1'arithmétique a virgule flottante, od le nombre s'écrit sous

la forme suivante : .
a=mb

m représente un nombre fractionnaire désignant la mantisse et e un
nombre entier désignant l'exposant. La base étant représentée par
b. Dans cette arithmétique, les erreurs de troncature ou d'arrondi
n'affectent ‘que la mantisse. De méme si n désigne le nombre de

bits de la mantisse, un majorant de l'erreur est donné par
e =b"" cas de 1'arrondi
e = 2.b° " cas de la troncature

Ce type de représentation permet une extension de la gamme dyna-
mique, du fait de 1'effet multiplicatif introduit par 1'exposant.
Cependant, il entraine une complication des opérations arithméti-
ques et des circuits [7]1. Par contre, les performances de l'ari-
thmétique & virgule fixe sont inverses, c.A.d elle est plus rapide
et demande moins de mémoire.

3.4 Effets de la longueur finie du mot

Dans les réalisations aussi bien matérielles que logi-
cielles des filtres numériques, on est amené A stocker les nombres
dans des registres de longueurs finies. Par conséquent, les coef-
ficients doivent &tre quantifiés par arrondi ou troncature avant
qu'ils soient stockés dans les registres. Le procédé de cette

quantification entrainera donc trois types d'erreurs:

L
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1- L'inexactitude de la réponse du filtre due & la guantifica-
tion des coefficients.

2- Le bruit arrondi causé par la quantification des produits a
1"intérieur de la réalisation.

3- les cycles limites dues aux effets non linéaires de la guan-
tification [6].

En plus des erreurs citées, il existe un autre type d'er~
reur due a 1'effet de la conversion analogique-numérique. Seule-
ment, cette erreur concerne 1ﬂ;xtérieur du filtre (cf. section
3.2); par conséguent, elle est indépendante de la réalisation du
filtre. Les autres effets, cités précédemment,‘affectent la per-
formance du filtre et dépendent essentiellement:

* du type d'arithmétique utilisé dans l'algorithme du filtre.
* du type de la guantification utilisée pour réduire les mots a
la longqueur désirée (arrondi Bﬁ troncature).

* de la structure choisie du filtre utiligé.

Erreurs de quantification des coefficients

Les efreurs de quantification des coefficients, introdui-
senl des perturbatidns dans les pdles et zérog de la fonction de
transfert, qui a leur toufs introduisent des erreurs dans la ré-
ponse fréquentielle. Dans ces conditions, le filtre peut ne pas
satisfaire les spécifications désirées, cet effet est appels
sensibilité du filtre A la quantification. C'est un effet détermi-
niste qui peut étre négligé devant le bruit de calcul [81. Soient
a. et bi les valeurs exactes (non quantifiées) des coefficients,
a; et b; leur valeurs réelles apr2s quantification, A savoir:

a' = a + o
1 X

i
b+ B

bl
i
aiet Bisont les erreurs introduites par la quantification. L'équa-

tion de récurrence du filtre A coefficients non quantifiés est

donnée par (2.1) et celle du filtre 4 coefficients quantifiés est:

y' k) = z b! u(k-i) - Z al y'(k-i) (3.4)
1

1

Ainsi, l'erreur e(k) s'écrit:

etk) = y'(k) - ytk)
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- z B oulk-1) - 2 a ly' (k=i)-ytk-i)] -z @y (k-i)
1 1

1

1l vient par suite:

e(k) + Z aje(k—i) = z Biu(k—i) - z ai[y(k—i) + elk-1)1 (3.5)
1 1 1
Ebiz“
Si on pose: H(Z) = —2 _ - _N&
z az’ D(Z)
5 1
Al{Z)Y = z o« 27t
T X
B(Z) = Z B2

3

et on prend la transformée en Z de l'équaticn (3.5), on obtient:

Eiz) - _B(Z) D(Z) - ALZ) N(Z) .. (3.6)

D(Z) (1 + D{(Z) + A(Z)]

O E(Z) est la transformée en Z de e(k). On pose:

B(Z) D(Z) - A(Z) N(Z)
D(Z) [1 + D{(Z) + A(Z)]

A(Z) =

On substitue A(Z) dans (3.6):

E(Z) = Y'(Z) - Y(Z) = A(Z2).0(Z) (3.7)
Par conséquent:
Y'(Z) _ Y(Z)
Tz - oy T AE
> B'(Z) = H(Z) + A(Z) (3.8)

H(Z) est la fonction de transfert du filtre & coefficients non
quantifiés, H'(Z} celle du filtre &4 coefficients quantifiés, et
A(Z) celle du "filtre d'erreur”. Ainsi le filtre a coefficients
quantifiés apparait, comnme la'hise en parall&le de deux filtres
H{Z) et A{Z).

Erreurs de quantification de produit

Il s'agit de l'errenr la plus délicate, celle causédée par la
quantification des opérations arithmétiques. A chagque instant,
dans un filtre numérique, un signal représenté par b1 bits est

multiplié par un coefficient représenté par b2 bits, en donnant A
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la sortie du multiplieur un résultat sur b1+b2 bits. Comme la
longueur des registres est fixée pour tout le systéne, chaque
sortie des multiplieurs doit &tre quantifiée avant la prochaine
opération. Cependant, on peut accommoder 1'accroissement de 1la
longueur des mots par l'utilisation de régistres plus longs (accu-
mulateurs A précision infinie) que ceux du signal original afin de
stocker les résultats d'opérations arithmétiques, Seulement en
pratique, il est d'ordinaire que la taille des mots soit réduite.
Si on considére le.éoué—bloc représenté par la figure (3.3), cette
erreur additive e(k), doit figurer aprés chaque produit dans cha-

que élément multiplicateur. En général, dans la structure d'un

: -..-ﬁ‘"u]. t L ] : -
x k) i { x :[:}wi———a [ci.x(k)]Q

c,T e(k)T

1

'
Fig 3.3: Introduction des erreurs de quantification
de produit.

filtre représenté par 1'implantation 2a wvirgule fixe, 1'erreur
arrondie ou troncaturée apparait 4 chaque noeud de calcul, oi
chaque multiplieur représenté par le modele de 1la figure (3.3),

peut &tre remplacé comme dans la figure (3.4). A savoir, chaque

e, e, b0 e, Iq e
;1:L , NI s R 1““1" _
ul(k) L—— l = Som.| y{k)
F s ! ! ~
_azl z™! b,

s | N s | N

L__X_] —: ‘ > —IX[ >
F _all Z-l lbz A

Fig 3.4: Modéle de bruit pour une section canonique de

second ordre.

signal bruit ei(k) peut étre représenté, dans le cas d'arrondi par

exemple, comme un processus de bruit avec une densité de probabi-
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lité uniforme [8],1i.e.,

1/q pour —q/2 ¢ ei(k) < +q/2.

ple ,k) = {(3.9)
! 0 ailleurs.

avec la considération des deux hypothéses suivantes:

1°- ei(k) et ei(k+n) sont statistiquement indépendants pour

toute valeur de n (n # 0).

2% ei{k) et ej{k+n) sont statistiquement indépendants pour
toute valeur de k ou n (i # %%

Phénoménes d'oscilllations

Dans l'étude du bruit de calcul, on suppose que les valeurs
des échantillons du signal d'entrée du filtre numérique sont de
méme ordre de grandeur que lep'différentes multiples du pas de
quantification g. Ce qui nous permet d'admettre qgue les échantil-
lons du bruit de calcul sont statistiquement incorrélés aussi bien
entre eux qu'avec la suite du signal d'entrée. Mais dans le cas ol
ces satisfactions ne sont pas obtenues, les oscillations qui
peuvent apparaitre sont de deux sortes:

- Oscillations & faibles amplitudes dites: " Oscillations de
cycles limites ™.

- Oscillations a4 fortes amplitudes dites: " Oscillations de

dépassements ".

Oscillations de cycles limites

Si le signal A travers le filtre nunérique peut atteindre
des valeurs constantes ou nulles dans un certain intervalle de
temps, alors les erreurs de quantification tendent & devenir for-
tement correlées aussi bien entre eux qu'avec le signal d'entrée
et peuvent causer la déviation ou la distorsion du filtre par
1'apparition d'une avto-oscillation appelée " cycle limite " pour
une entrée constante ou nulle {6], [9].

Oscillations de dépassements

Si l'amplitﬁde d'un signal interne d'une réalisation en
virgule fixe excéde la gamme dynamigue, un dépassement se produit.

Aussi, aprés un dépassement interne la sortie du filtre peut , en
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dépendant des pbdles de celui-ci, devenir indépendante du signal
d’entrée, donc distordue: Ce qui provogque des " Oscillations de
dépassements " [8], [8]. Toutefois, la représentation du nombre
dépassant la gamme est obtenue selon la caractéristique de dépas-
sement choisie, parmi lesquelles on cite:

- La caractéristique de complément & 2 (fig 3.5a): Elle est
périodique et a pour propriété d'annuler les dépassements intermé-
diaires dans un acc?mulateur et d'obtenir des résultats de somme
qui soient dans la*gaﬁme [el, [101. | .

- La caractériétique de satﬁrétion (fig 3.5b): L'erreur de dé-
passement de cette caractéristigue est inférieure A celle de comp-

lément & deux mais elle est difficile A réaliser matériellement
{81, [10].

4\f (t) Af (t)
c2 8

N |
V l/ t “p P Tt
-p

-p

(a) {b)
Fig 3.5: Caractéristiques de dépassements

(a) Complément A 2 et (b) Saturation

Remarques:

1- Les cycles limites peuvent étre minimisées par 1'utili-
sation de la troncature au lieu de l'arrondi [9]. Si le nombre de
bits de mémoire est suffisamment grand c.a.d le pas q suffisamment
petit, ces cycles peuvent étre réduites ou éliminées [81.

2- les oscillations de dépassement, peuvent &tre minimisées
en utilisant une normalisation appropriée ou en élargissant la

gamme des représentations possibles, et ceci en augmentant la

valeur du pas q, qui entraine en conséquence 1'augmentation de
1'erreur de quantification.
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3.5 Conclusion

Le présent chapitre nous a montré 1'origine multiple des
erreurs de mise en oeuvre d'un filtre numérique. Les conséquences
sont de trois ordres: divergences, oscillations et imprécision de
la sortie filtrée. Le phénom2ne de divergence (sensibilité des
coefficients) peut étre aisément maitriser par l'analyse des pdles
(vu la stabilité du filtre) aprés codage. La gquantification du
signal d'entrée ne présente pas vraiment de difficultés, 1'erreur
introduite par le codage pouvént 8tre représentée par- un bruit
additif dont la taille dépend du pas de guantification. En revan-
che, l'analyse des erreurs de calcul et leur propagation s'avére
fastidieuse, d'autant plus pour les filtres R.I.I wvu la contre
réaction qui présentent, c.a.d les valeurs calculées précédemment
par le filtre servent A la détermination des valeurs suivantes,
d'olr 1'obligation de tenir compte des erreurs de calcul ainsi

propagées.
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CHAPITRE IV

STRUCTURES DE REALISATIONS D’ETAT OPTIMALES

4.1 Introduction

Le probléme?des filtres numériques a virgule fixe avec un
minimum de bruit d'arrondi revient‘a déterminer les structures du
filtre qui minimisent 1l1'inexactitude causée par la longﬁeur finie
du mot arithmétique. Dans 1l'absence de cet effet, la synth2se est
triviale. Par exemple, la connaissance des coefficients du numéra-
teur et dénominateur présente une réalisation de forme directe,
cependant une telle réalisation qui est rarement utilisée, peut
produire l1'imprécision a laquelle 1'ordre de grandeur est nette-
ment plus grand que celui des autres réalisations. Du fait qu'en
pratique, la réalisation d'un filtre numérique est basée sur des
registres de longueur finie, cette limite du nombre de bits intro-
dult une dégradation de la performance du filtre due a l'effet de
la guantification des coefficients, ainsi gque les différents pro-
duits rencontrés dans le calcul. On développe dans ce chapitre, un
algorithme de calcul celui de S.Hwang [1], qui permet de réaliser
une structure de filtre numérique récursif avec une variance de

l'erreur de calcul A la sortie du filtre minimum.

4.2 Normalisation des filtres numériques en virgule fixe

Le but de la r2gle de normalisation est de limiter la pro-
babilité de dépassement dans les registres internes du filtre.
Normaliser revient donc a mettre toutes les valeurs numériques des
variables internes dans une gamme appropriée A la réalisation
matérielle. Dans la représentation A virgule fixe, les nombres,
une fois normalisés, sont inférieurs 3 1'unité. Ceci signifie que
le point décimal est positionné aprés le 1°" bit (le bit le plus
significatif). Dans un tel cas, on essaie de limiter tous les

nombres possibles qu'on peut représenter par la gamme dynamique.
- w Y
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Dans l'étude qui suit, on opte pour la norme L2 [8], elle

permet de conserver moyennement la gamme dynamique (i.e diminuer
la probabilité d'overflow). Elle est définit par:
2 1/2
& £}, = & [ i f (k)] =1 : (4.1)
K=o

ol f(k) représente la réponse impulsionnelle entre 1'entrée u(k)
et la variable d'état x(k), et § un parametre de normalisation
choisi subjectivement afin d'obtenir une bonne représentation des
valeurs dans la gamme souhaitée, d'éviter ainsi les oscillations
de dépassements et de réduire les erreurs d'arrondi. En général
6=1, mais les résultats de simulation ont montfé‘que 6=4 [7] (8},
représente un compromis optimal entre les erreurs de calcul et les
erreurs de dépassement. Si on augmente &, on fait diminuer la
probabilité de dépassement mals& on augnente les erreurs de calcul,
car 1l'augmentation de & introduit une mauvaise correspondance
entre la gamme dynamique et les nombres A représenter. Etant don-

née la norme Lz, on définit la mesure suivante:

22 é'[ S f?(k)] (4.2)
1 kgﬂ 1

¢
et par l'égalité de Parseval, on obtient:

MelE s s $ R @ F e 2 A
|z} =1

I
_ 1 jb 2
= 5 Inl F (e'®) 1% ao

dme mode d'état (vari-

ol fi(k) est la réponse impulsionnelle du i
able d'état) et Fi(Z) est la fonction de transfert correspondante
entre 1'entrée utk) et le i®™® mode d'état x (k) (Fig 4.1).

Si l'entrée ul{k) du filtre est un processus de bruit blanc avec

éme

. 2 . .
une moyenne nulle et une variance 05, la i variable d'état est
u

. . - 2

aussl aléatoire avec une moyenne nulle et une variance o¢° donnée
1

par:

o® = o° S £2(x) = o® || £]% = 0% 7 (4.3)
i uk:ﬂ i u i®2 u i

ol Xf n'est autre que la mesure définie par 1'équation (4.2). Par
conséquent on définit le vecteur réponse impulsionnelle f(k) [Nx1l]
entrée-variable d'état par:
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Fig 4.1 Structure d'espace d'état d'un filtre de secohd ordre.

T -
£ (k) = [:f1(k) fz(k) .« o o fN(k{] (4.4)

£' désigne la transposée de f et fi(k) i = 1...N, sont les répon-
ses impulsionnelles [7]. Pour une réalisation & variable d'état,

en termes de (A,B,C,D), on exprime le vecteur d'état par [8]:

x(k) = i al B utk-1-1)
1=0

et la réponse impulsionnelle séquentielle par:

a 0 vk £ 0
fi(k) = { (Ak-lB)i X > 0 {4.5)

Ainsi, la fonction de transfert correspondante est donnée par:
F(z) = [ (21 -3)7"B ] (4.6)

A partir du vecteur f(k) (4.4), on construit une matrice K [NxN]

de la facon suilvante: ‘-

K =§f(k) £7 (k) (4.7)

k=0

Par développement de (4.7), on obtient:

- ‘ —_
. f1(k) fl(k)fz(k) « . . fi(k)futk)
2
K = fz(k)fitk) fz(k) R fztk)fN(k)
k=0 .
: 2
__fu(¥)f1(k) f“(k}fz(k) e . e fN(k) i
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On remarque que les éléments diagonaux de la matrice K sont ceux
de la mesure 1?. Par conséquent, avec une normalisation de type
(4.1b), les éléments diagonaux

K =kzoff(k) = £
sont tous égaux A 1/8% Dans le cas ol & = 1, Kii= 1 (i=1,...,N}.
Par conséquent, pour normaliser un filtre, il faut 1lui applicuer
une transformationhd}état T de normalisation. Vu la nouvelle re-

présentation d'état donnée par (2.15), celle du vecteur réponse
sera:

£r(k) = T ! £(k) : ' (4.8)
ce qui induit celle de la matrice K:
K' =7 ' KT (4.9)

avec une contrainte de normalisation:

8 K! =1 (4.10)
1] suffit donc de prendre comme matrice de normalisation T satis-

faisant a la contrainte (4.10), celle donnée par:

T =-Diag ( &/ K, .- 8/'K22, S v K, ) (4.11)
Diag{.) indique la matrice diagonale. Il vient par suite:
K. .
| - 1]
ij .
Tii Tjj (4.12)
. _ 2
K!=1/8

Remarque:

L'équation (4.7) montre que la matrice K est définie posi-
tive symétrique, peut é&tre interprétée comme matrice de covariance
du vecteur d'état du filtre, pour une entrée de bruit blanc centré
normalisé, c.-a-d.:

K = E [ xtk) x' (k) ]

En fonction des paramétres (A,B), elle s'exprime comme suit:
K = S (a*B) (a*s)’ (4.13)
k=0
Par conséquent, elle vérifie l*équation de Lyapunov [81:

K =AKA+ B B’ (4.14)

vy
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La résolution de cette équation nous permet de déterminer la mat-
rice K pour un filtre donné. Le calcul de K est résumé

dans 1'organigramme prééenté par la figure (Fig 5.7).

4.3 Analyse de bruit de calcul dans le filtre numérique RII

Aprés avoir posé le probléme des erreurs de calcul dans un
filtre numérique dans le chapitre précédent, on établira dans cet-
te section 1'expréésion générale de la variance de bruit de calcul
A la sortie d'un filtre numérique récursif. En présence d'un si-
gnal d’entrée, c.-a-d., pour des valeurs non nulleé de u{k),
1'opération d"arrondi ou de troncature avant mise en mémoire avec
un pas de quantification q, est équivalente a la superposition au
signal d'entrée un signal d'erreur qui, appliqué a 1'entrée du
filtre, subit la fonction filtrage, dont la variance a la sortie
du filtre s'exprime par:

o* = o 2 h% (k) o (4.15)

y e Lo
Aussi, d'auftes arrondis interviennent dans les multiplications,
donc 1l apparait clairement que les signaux d'erreurs prodults
sont a4 ajouter a chaque noeud de calcul dans le filtre (cf. sec-
tion 3.4), et au signal de sortie de ce filtre, comme le montre la
figure ci-dessous {(Fig 4.2). On suppose dans cette analyse, le mo-
dele de bruit arrondi remplit les deux hypothéses suivantes:

* Les sources d'erreurs de différents accumulateurs sont incor-
rélées.

* Chagque source supposée blanche est incorrélée avec 1'entrée.
En ce qui concerne les erreuig de dépassements, celles-ci  sont
treés faibles aprés une normalisation appropriée des regilstres
internes du filtre; elles n'apparaissent pas dans l'expregssion du
bruit de calcul. Par conséguent pour déterminer le bruit de calcul
32 la sortie du filtre, il est nécessaire d'identifier la fonction
de transfert variable d'état-sortie G(2) (i=1,...,N) (Fig 4.2},
Comme pour la construction de Fi(Z) en termes de (A,B), Gi(Z)

s'exprime en termes de (A,C) comme suit:

_ - -1
G (z) = ( C(ZI - A7), (4.16)
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Fig4.2:Frreurs arrondis dans une structuredfespace'
d'état de. second ordre.

ainsi, la réponse impulsionnelle correspondante est donnée par:

_ 0 k<0
gi(k) = { (c A% 1) k> 0 (4.17)

i
On remarque sur la figure (4.2), qu'il existe trois sources de
bruit arrondi dans le filtre. Elles occupent les noeuds 1, 2 et 3
(registre de sortie), dont chacun subit la contribution de trois
sources de bruit. Chaque produit est remplacé donc par son nodéle
de bruit équivalent, par conséquent la variance de bruit de sortie
totale due aux quantifications des produits est obtenue par 1la
sommation des variances des bruits de sortie associés avec toutes
les sources de bruit internes.

Pour le nceud 1, par exemple, la variance de bruit de sor-
tie due aux trois sources de bruit blanc est donnde par:

2 _ 2 2 2 2 2 2
o = Oe i 91(k) + Oe, i gitk) *ooel S 91(k)
k=0 k=0 k=0

2 2 2 2
-3 "euzo"l”" =30 | g, |7

De facoh similaire, le bruit causé par la quantification du noeud

2 donne:

2

2 2
0’2 = 3 O'e2 " g2 "

2
et celui, du noeud de sortie 3 donne:
2 2.
03 = (43
3 3 oe

La variance du bruit de sortie arrondi est donc, donné par la

26



somme des trois supposés incorrélés:

op =308 (L+ g 13+ 19, l2)

2 2 2 2 . . _
oll e = Oe, = Oe_ = Qe représentent la variance de bruit de cal-

cul aux noeuds i, 2 et 3, respectivement.

En général, une structure de variable d'état d'ordre N
contient N+1 noeuds qui génerent des bruits arrondis ou troncatu-
rés. De ce fait, diverses multiplications sont effectudes pour le
calcul de la i°™® ﬁariable d'état, donc on a divers arrondis incu-
rés dans le méme calcul. Si v, est le nombre de ses arrondis, et

s1 chacun est supposé &€tre non correlé avec les autres, alors le

calcul de la i*™® variable d'état produit un bruit de sortie ar-

rondi donné par:

2 2 2 2 2

ol = uioekio g k) = voe | g | (4.18a)
avec )

ot =k [eft0)] = a°/ 12 (4.18b)

S1 les arrondis sont aussi non correlés d'un noeud 4 un noeud a

1'intérieur du filtre, alors le bruit arrondi A la sortie du fil-
tre est donné par:

. LI
2 2 2 2 2
a = o [ uo+'i v, { i g, (k) ) ] + 0. ? h“ (k) (4.19)
iwl k=0 ksl

e
=0

analogique-numérigque de l'entrée (4.15). v, désigne le nombre

Le terme ozz hZ(k), généralement faible, est di a4 1la conversion

d'arrondis pour le calcul de lg sortie du filtre. Si on utilise un
accumulateur a double précision, c.-a-d. l'arrondi s'effectue
aprés l'addition de toutes les branches qui aboutissent au noeud
correspondant, on aura par conséquent, L= 1 s1 non v = N+l; c'est
le cas d'accumulateur a simple précision, oll on suppose que la ma-
trice A est compléte (le cas le plus défavorable). A partir de

1'équation (4.19), le rapport aj/b: donne:
' 2
G' =+ i v i g, i (4.20)
i=1
o le terme de la guantification de 1l'entrée est négligé. G' est
appelé le gain de bruit de calcul. Il est clair, que le terme

2 vngiH: soit aussi faible que possible, afin que o° donnée par
. Y
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(4.19) le soit aussi, ainsi avolr une structure a faible bruit de
calcul. De ce fait, on construit wune matrice W de la maniére
suivante:

W = i gi(k) g' (k) . (4.21)

k=0
aveac

g" (k) =|:91th g,(k) ... gN(k)] o 4.22)

qui représente le vecteur réponse impulsionnelle variable d'état-

sortie de dimension [1xN]}, par conséquent W s'écrit:

-y

, ‘
. _gltk) gl(k)gztk) . gi(k)gN(k)
2
W = gz(k)gi(k) gztk) . .. gatk)gu(k)
k=0 .
* 2
__gN(k)gl(k) gN{k)gz(k) . .. gN(k) B

w o
Il est évident gue les éléments diagonaux de W apparaissent dans

l*expression du gain (4.20). Par substitution on obtient:
. .
G' = Ly +.i v, Wii (4.23)
i=1
autrement dit, pour tout i= 1,...,N cn a dans 1le cas le plus
défavorable: ‘o

G"(simple précision) = (N+1) (1 + Tr{W)) {4.24a)
et dans le cas le plus favorable:
G'{double précision} = 1 + Tri{wW) (4.24b)

Tr{.) désigne la trace de la matrice.
Si on applique une transformation d'état T non singuli2re
au vecteur d'état (2.13), alors le vecteur gl(k) {(4.22) sera trans-

formée de la facon suivante:

g'tk) = T' gtk) (4.25)
la matrice W devient [B1]:
W' =T W T (4.26)

En particulier, si1 T est la transformation de normalisation défi-

nie par (4.11}), W' aura pour composantes:
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wo=8uw /K K _

1] 13 11 3]
Par conséquent, aprés normalisation ]l'expression globale du gain
de bruit de calcul en fonction des parametres du filtre non norma-

ligé est donnée par:
G'= v +62iu, K W (4.27)
4] 1Ly i ii i

Remarque

L'équation (4.21) montre gque la matrice W est définie posi-
tive synétrique, peut &tre interprétée comme matrice de 1'élément
bruit du filtre numérique, en fonction des paramétres (A,C), elle
s'exprime comme suit:

W = S (ca*)" (ca) (4.28)
k=0

Par conségquent, elle vérifie l'équation de Lyapunov [81:

w=a"wa+c c ., (4.29)
La résolution de cette.équation nous permet de déterminer la mat-
rice W pour un filtre donné. Le calcul de W est résumé dans un
organigramme présenté 3 la figure (fig 5.7) en remplacant K par W,
A par AT et B par ct.

4.4 Sensibilité du filtre '’

La limite du nombre de bits des coefficients se traduit par
le fait qu'ils ne peuvent prendre qu'un nombre limité de wvaleurs;
il s'en suit que les pdles ont un nombre limité de positions' pos-
sibles a 1'intérieur du cercle unité. De ce fait, si la fonction
de transfert H(Z) du filtre numérique a été calculée d'abord et
gue la limitation des nombres de coefficients intervient ensuite,
H(Z) se trouve modifide par l1'introduction des polyndmes parasites

e (Z) et e (Z) & savolr:
num den

N(Z) + enum(Z)

H'(Z) =

D(Z) + e (Z)
den
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Il est donc important dans desgsconsidérations pratiques de synthé-
tiser des filtres dont la fonction de transfert présente une faib-
le sensibilité aux variations de ses coefficients dues 3 la limite
de leur représentation arithmétique; Pour évaluer ainsi la sensi-
bi1lité de H(z) dans l'espace d'état, on exprime les dérivées par-
tielles de H(Z) par rapport a chadque élément des param2tres d’'état
(A,B,C,D) du filtre. On obtient le systéme suivant:

_ELE£E)=[c(ZI - A)'l] =G (Z)
a bi PO
. -—9-5i§3=[(z1 - A)“‘Bq =F (Z) (4.30)
8 ¢ i !
1
-—-@-_H—‘i’mci(m F (Z)
a a J

ij

On définit ainsi, les différentes sensibilités indexées yp°, ¥, et

a

wij a partir. des équations (4.7) et (4.21), de la maniere
suivante [111}: '

[ » 2
v, = | s |
c 2
v o= [ F "2 (4.31)
2 2 2
R AN R R S

en fonction des param2tres K et W, le systéme (4.31) devient:

b _

L Wii

c —

v = K (4.32)
a

wijﬁ ii j}

a partir du systéme (4.32), on définit la mesure de sensibilité de
H(Z) par rapport A chague param&tre (A,B,C,D) comme suit:
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2]
1]
<
1l

Tr{w)

<

< s =

Tr{K) {4.33)

i=1

C wl
s =5: i Pp° si i W K = Tr{wW) Tr(K)
a ij ii jj
i=1 Tel
L

i=1 1=1

Par conséquent, la mesure de sensibilité globale s'exprime par la
somme suivante [6]:
M

S' + 8 + 8
a b [+

Tr(K) Tr(W}) + Tr(K) + Tr(w) (4.34)
ol1 S; est la borne inférieure de S, . Si on applique une transfor-

mation de normalisation telle que:

Tr(K) = N (k, =1 .,i=1,....N)
1'équation (4.34) devient alors:
M = (N+1) Tr(w) + N (4.35)

On remarque,.le terme Tr{W} apparait a la fois dans 1'expression
de la mesure de sensibilité et celle du gain de bruit de calcul.
Par conséguent, des structures gqui minimisent le bruit «’arrondi,

minimisent aussl la sensibilité du filtre.

4.5 Structures avec minimum d*erreur de calcul

Minimiser le gain de bruit de calcul d'un filtre numérique
décrit par ses paramétres d'état (A,B,C.D) et les matrices (K,W),
revient A trouver une transformation d'état T non singuliére, qui
donne la nouvelle structure (T 'AT,T 'B,CT,D) & faible bruit sous
Ja contrainte de normalisation.

Le procédé de minimisation de S. Hwang est basé sur la

décomposition polaire de la matrice T, qui reste a déterminer.

Borne inférieure du gain de bruit

Soit T une matrice arbitraire réelle non singuliére, alors
: .
1l existe une matrice unigue orthogonale R, et une matrice définie

positive symétrique S telles dque la matrice T s'écrit par décom-
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position polaire, comme suit:

T =R S
= R (R0 P Rz) (par diagonalisation de S)
=R, PR’
1 0

ol Ro et R1 sont des matrices orthogonales et P une matrice diago-
nale donnée par:

P=Diag[li] i=1,...,N

Etant donné les matrices KD et W0 du systéme original (A,B,C,D),
en appliquant la transformation T 4 la matrice Wo , 1"équation du
gain a minimiser devient:
G=G6"'-1
- T
= Tr(T W_T) (4.36)

On substitue T , dans (4.36) on obtient:

T
Tr(T T W)

@
"

2 T
Tr(P" R, W R )

= ) 2% y? (4.37)
1 1
i=1
.éme

ol uf est le i élément diagonal de (RZWORl). De méme T substi-

tuée dans (4.9) donne la contrainte de normalisation comme suit:

. (4.38)

Par ailleurs, on obtient [18?:

N
2

ll1 w2 Det(Wo)

g (4.39)

2

Tli; Al & Det(K ) N

ot Det(.) désigne le déterminant de la matrice. On applique 1'iné-

galité de la moyenne arithmétique-géométrique (18] a (4.37), il

vient par suite de calcul:

N N N 1/N
T 2 2 _ 2 2
Tr{ T wo'r)zNTr(1iui)-N[T!11H'ui]

i=1 i=1 i=1
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ce qui impligue:
1/N - 1/N
Tr( T W, T ) 2 N [ Det(K ) pet(w)) |"" = n [ pet(kw,) ]
On note par: ,
Br = N [ pet{xw) |*"" - (4.40)

la borne inférieure du gain de bruit de calcul. Elle est atteinte
si et seulement si [11]: “y

- KW, est syméfrique.

- Kéi et W sont équivalentes & une constante pres.
Cette borne inférieure est exprimée en termes du produit des va-
leurs propres de KW, donc il en ezt de méme pour le minimum
absolu (4.24b). Le produit KW, des matrices K, et W, apres appli-
cation de la transformation d!état 7T, donne:

kW = (T'R,TT7) (T'W,T)

-1
T hﬂwo T

H

1

Ce qul montre que les valeurs propres sont invariantes sous une
transformation d'état, et elles sont déterminées uniquement par la
fonction de transfert du filtre. Ce sont des constantes universel-
les pour toutes les réalisations d'espace d'état d'un filtre
donné. On note que, cette borne inférieure n'est atteinte que pour

certains filtres trés particuliers comme le filtre pass-tout [11].

Gain de bruit minimum

Une premiére application de la transformation T, aura pour
but de réduire la matrice KO a une matrice identité, i.e.,

’d P -1 -T _
Ri = TD Ko T0 = I

- T
> K0 = TuTo (4.41)
donc on peut obtenir la matrice TD en effectuant la factorisation
de Cholesky pour la matrice Ko {(cf. Annexe A). Par suite, on a:
~ mT
W1 = ED WG To

Sans perte de généralité, il est plus simple de considérer la mi-
nimisation la minimisation du gain de bruit dans le syst2me K1 et

Wi, respectivement, ainai le probléme devient:

Minimiser
T S 2 T
Tr(T W, T) = Tr(P" R, W R )
= i xf uf (4.42a)
“iel
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soumis & (4.38), qui devient

1 X
K, = Ro P~ R = Y. (4.42b)

On considére respectivement, la trace et le déterminant de
(4.42h), il est remarguable gque les éléments li de la matrice P

sont contrarids par:

'.ud
~.
>
- R
1l

" ' (4.43a)
et '

- .
2 ‘ .
TT» 21 | | © (4.43b)

i=1
Cependant, (4.43a) = (4.43b) par 1'indgalité de la moyenne
arithmétique-géommetriaue, donc (4.43a) sera une contrainte néces-
saire et suffisante. Ailnsi, Pour minimiser (4.42a), ol les li sont

soumis a (4.43a), on appligue la méthode de Lagrange, définie par
la fonction suivante:

F(),a) = Sxfuf v o [ il/}ff - m:| (4.44)
i=1 - i=1

oll o est le multiplicatenr lagrangien. Par conséquent on a:

B F _gs 32 X

d li inpi.m_ ui' ui> 0 pour tout 1 {4.45a)
4

3 F _ — _ 1 :

fs) di- 0 = dioptm“ Niiiui (4.45b)

en substituant (4.45a) dans {(4.44), on obtient:

F(kioptm,a) = 24 « iziui - a N
d'otn
AF = F{r,a) - F(x, £00)
ioptm
2
PG
15 1 1 )\.

i

AF 2 0 montre que (4.452) est 1'unigque minimum global de (4.42a).
Par suite, substituons (4.4%a) et (4.45b) dans (4.42a), on
obtient:

Min Tr(T'W,T) = —éf- [iui) (4.46)
il
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-éme

oll v est la racine carrée du i élément diagonal de la matrice

(R:W1R1). Si on désigne par ¢i:£..,¢i les valeurs propres de KW,
par invariance, sont aussi ceux de W1 (K1= I), alors en considé-

rant la trace et le déterminant de la matrice définie positive
(R'W R ), on obtient:

i pé = i ¢f =‘Tr(W1) : (4.47a)
et iz 1 ! i=m1 :
o2 N 2

!!1“1 2 El1¢i = Det(K W ) (4.47b)

La somme (4.46) est donc, soumis & ces contraintes (4.47a) et
(4.47b). Par conséguent, si uz,...,ui et ¢§,...,¢i sont les élé-
ments diagonaux et les valeurs propres, respectivement, de la

matrice définie positive symétrigue (R:W1R1)' alors &}ﬂ :

i u, > i ¢i ui> 0 et ¢ > 0 pour tout 1
1
im1 iw1l

et 1'égalité aura lieu si et seulement si la matrice est diago-
nale. Ce qui‘}mplique, que la condition B = ¢i pour tout i, est la
solution unique du minimum global de (4.46), ce dernier est at-
teint si et seulement si la matrice orthogonale R1 est la matrice
de diagonalisation de Wi. Par conséquent, 1'expression du gain de
bruit minimum, pour une réalisation d'espace d'état d'un filtre

numérique d'ordre N, soumis a la contrainte de normalisation, est

2
I
Goptm— w [ ilfbi} (4.48)

is

donné par:

ou les ¢i {i=1,...,N) sont les racines carrées positives des va-
leurs propres invariantes de la matrice KW. Elles sont appelées
modes du second ordre, et sont invariantes aussi a une transforma-
tion frégquentielle [12}.

Transformation d'état d'optimisation

la structure du filtre numérique a bruit minimum, peut &tre
obtenue a partir d'une réalisation d'espace d'état arbitraire
initiale (A,B,C,D), en utilisant une transformation d'état T non
singulilére donnée par:

T =T R P T
1] 1

oétm R, (4.49)
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avec

= Diag{ 2

| )
optm loptm Noptm

1/2
ol A J.optm SQ) / N ¢

R, matrice orthogonale représente la matrice des vecteurs propres
de W= Toquo telle que:

2
R T" W T R = ! |
1 4] (4] [4] 1 2

0 ¢NJ

R est une matrice ortnogonale et la méthode de son calcul est
donnée dans l1'annexe B, et T donnée par (4.41) dont le calcul est
effectué par le procédé de Cholesky [18] (Annexe A).

Exemple numérique

Dans le but de clarifier les étapes de calcul de la réali-
sation d'une structure d'état optimale, on considére 1'exenple de
la fonction dé transfert d'un filtre passe-bas de Butterworth,

d'ordre 4 avec une fréguence de coupure de r/20. Soit:

0.00003 (z+1)*
z'- 3.58973 7%+ 4.85127 z°- 2.92405 zZ+ 0.66301

H{Z) =

les éléments A, B, C et D de la structure canonigque sonkt:

0 1 0 0 0
1o 0 1 0 . |o
A=l 0 0 1 i B =y
-.66301 2.92405 -4.85127 3.58973 1

C =[:.00001 .00021 .00003 .00023:] ;D = .00003

En utilisant les équations (4.13) et (4.28), on cobtient la matrice
de covariance d'état Koet celle de 1'élément bruit WU:

207396.557%4 206327.35472 203146.30016 157931.49460
206327.35472 207396.55794 206327.35472 203146.30016
o 203146.30016 206327.35472 207396.55794 206327.35472

197931.49460 203146.30016 206327.35472 207396.55794



.02254 -~-.07699 .08812 -.03382
W = -.07699 .26318 -.30151 .11587
o .08812 -~.30151 .34581 -.1330C7

~.03382 .11587 -.13307 .05]_28“J

Pour une telle structure, le gain de bruit est donnée par:
G = 141615.93999
can
et la mesure de sensibilité correspondante par:
M _= 708083.69995
avec un choix de facteur de normalisation §=1, l'application de la

transformation d'état donnée par {(4.11) aux matrices _KO et W,

donne:
1 .99484 .97950 .95436
K _ .99484 1 .39484 . 97950
ner .97950 .99484 1 .59484

.95436 . 97950 . 99484 1

4675.39231 -15968.09196 18276.02542 -7015.92461

W = -15968.09196 54584.00536 -62534.03902 24032.83031
nor 18276.02542 -62534.03902 71720.56853 -27598.39380
~7015.92461 24032.83031 -27598.,39380 10635.97378

Les racines carrées des valeurs propres de la matrice produit KW,

sont celles de la matrice‘Km”an; elles sont données par:

¢1= 0.86593 ¢2= 0.48296
a
¢3= $.12940 ¢4= 0.01238

Pour trouver la transformation d'état T qui permet de donner un
gain minimum, on doit calculer les différentes matrices suivantes:

* Matrice T0 donnée par la factorisation de Cholesky:

1 0 0 0

_| -99484 .10141 0 0
o | .97950 .20104 .01221 0
.0

.95436 ,29645 .03598 0293

* Matrice R1 donnée par les vecteurs propres de TgonD:

.63149 -.87204 .42222 -.,05154
.74564 13142 ~-.74065 .20187
1 .50129 .62624 »22733  -.47441
27149 -51109 .63232 .44143
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* Matrice R0 donnée par application des rotations successives de

la forme (A.8) a la matrice (pOPUJ“1:

.57470 0 .818356 0
R = 0 .87500 0 48411
0 -.57866 -.34232 40637 .61872
.57866 -.34232 -.40637 .61872
avec P = Diag [ .65602 .87843 1.69699 5.48583 ]
optm

Par conséquent, la matrice T est donnée par:

-.80717 .03581

.82445 .13871
T = .74440 -.73840 .12297 .18161
| .66345 -.67205 .08370 .30292
.58627 ~.60488 .02744 .40038
A partir de 1'équation (4.48), on calcule le gain optimal:
G = 0.5h554
optm
aussl la mesure de sengibilité minimum correspondante sera:
= 6.77770
optm

ainsi, la structure 4'état optimale du filtre considéré est donnée

par:
.88788 ~.01606 .01671 .07666 .33284
_{--03961  .88046  .01119 -.09579 | = _| .32924
optm |—.12509 ~.14477 .89589 .05720 " Toptm |—.06763
L:.06254 .01859 -.16872 .92549 .02014
~ -
=| .15142 -.15290 .017140 .06624 ; D = 00003
optm ] optm
On note que le programme qui'éynthétise la structure optimale est
donné dans 1l'annexe C.
4.6 Performanceg d'une structure optimale
Dang cette section, on développe les performances de la
structure optimale vis-a-vis de la structure canonique d'un filtre
numérique récursif au moyen de simulation sur ordinateur avec la

représentation 3 virgule fixe.
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Gain de bruit de calcul

.-
Afin de mettre en évidence 1'effet de 1la transformation

fréquéentielle sur les performances de chaque type de structure, on
étudie la variation du gain de bruit de'calcul en fonction de la
largeur de la bande passante du filtre. Pour cela on synthétise un
filtre passe~bas de Butterworth d'ordre 10 avec des fréquences de
coupure différentes (normalisées par n).

La figure fFig 4.3) nmnontre l'invariance du gain de la
structure optimale, par contre‘celui de la structure canonigue
varie sensiblerent avec la fréqueﬁce de coupure et il est impor-
tant pour les filtres & bande étroite.

Pour des filtres prototypes de Butterworth avec la méme
fréquence de coupure normalisée n/20, le tableau (Tab 4.1} donne
le gain des deux types de structures considérées en fonction de
l'ordre du filtre. On remarque pour un ordre élevé, le gain cano-

nigue est tr2s important et le gain optimal dameure faible.

Tab 4.1: Gain de bruit de calcul d'un filtre de Butterworth

avec une frégquence de coupure de n/20.

N can can optm optm

4 9.03093 49.15468 0.55554 6.77770
6 247.72205 1740.05439 0.71213 10.98492
8 8019.68367 72185.15306 0.85972 15.73755
10 276762.16968 3044393.86655 1.00251 21.02765
12 9932605.91334 129123888.87354 1.14226 26.84946

Qualité du filtrage avec un nombre de bhits limité:

Afin de voir le comportement du filtre numérique réalisé
par la structure minimisée vis-a-vis de la structure canonique, on
simule un filtre passe-bas de Butterworth d'ordre 10 avec une fré-
quence de coupure normalisde de n/4. Pour cela, on utilisera comme
type de signaux a 1'entrée:

- Un signal bruit blanc de distribution gausienne, centrée et de
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variance unité {(Fig 4.4).

- Un signal périodique résultant de la somme de deux sinuscides

{Fig 4.7), donné par:

U(k) = 0.3 sm(—g—k) + 0,2 sm(-—g-k)

Aussi la représentation binaire en arithmétique A virgule fixe est
effectuée par une fonction de gquantification par arrondi avec
caractéristique de saturation. ,

On constate'que lorsqud 'la représentation binaire est faite
sur des mots dont la Qrécision'ést celle de l'ordinateur {supposée
infinie), la fonction de filtrage ést carrectement effectude en
éliminant les composantes de hautes fréguences pour le bruit blanc
(Fig 4.4) et rejetant la fr&quence %n/2 pour le signal sinusoidal
{Fig 4.7}. Cependant, en limitant la longueur des mots binaires
représentant le signal de l'entrée, les coefficients du filtre et
les registres de stockage, on remargue pour la structure minimisée
les signaux de la sortie sont conservés a partir de 8 bits (Fig
4.5) et (Fig 4.8), alors que pour la structure canonique, le fil-

trage n'est satisfaisant qu'a partir de 12 bits (Fig 4.6 et 4.9}).

Sensibilité du filtre avec un nombre de bits limité

Les figures (Fig 4.10 et 4.11) présentent 1'effet de la
variation des coefficients de la fonction de transfert dua filtre
simulé, dii & la longueur finie des registres utilisés. On remarque
une nette amélicration de la réponse fréguentielle pour la struc-
ture minimisée par rapport a la structure canonigue, en particu-

lier le cas des registres a faible nombre de bits.

Variance de l'erreur de calcul a4 la sortie du filtre

La figure {(Fig 4.12) présente la wvariation de Il'erreur de
la sortie du filtre en fonction du nombre de bits représentant la
longueur du mot du registre utilisé. Dans le cas d'un accumulateur
double, le nombre est représenté par b bits aprés 1'opération
arithmétique, le résultat est accumulé dans un registre de 2b
bits. Contrairemenﬁ 32 un accumulateur simple, auquel aprés chaque

opération l'arrondi est effectué et le résultat est sur b bits, ce
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qui illustre la différence en grandeur des variances sur les figu-
res (Fig 4.12a et 4.12b}. A noter gque la variance simple est su-
perieur a la variance double pour un nombre de bits fini.

D'autre part, on remarque le rapprochement entre la vari-
ance théorique donnée par (4.19) et la variance pratique , calculée

pour une entrée bruit blanc centrée de variance unité, donnée par:

2 1 2 1 2
g = e X E° (k) —[ — E E(k)] (4.50)
prat L L

k=1 R k=1 -

ol E(k} = y(k) - y'(k) (y'(k) donnée par (3.4)) représente 1l'er-
reur A la sortie du filtre et L le nombre d'échantillons du signal
de sortie. Ce qui justifie 1l'application de 1'approche utilisée

pour la structure optimale.

Remarque

Dans le calcul de la variance du bruit &'arrondi, on a
utilisé la quantification par arrondi avec saturation ou le point
décimal considéré comme mobile, du fait que 1la mobilité de 1la
virgule dana\cette quantification est destinée A élargir la dyna-
mique afin de ne considérer que les erreurs de calcul car la proba-

bilité de dépassmement sera faible.

FIE

4.7 Conclusion

La minimisation du gain de bruit est relative A la variance
de 1'erreur de calcul a la sortie du filtre, elle n'aura de ‘'sens
que si l'on suppose que le facteur de normalisation a été convena-
blement choisi afin de rendre les dépassements peu probables et
1'augmentation du bruit de calcul qui en découle négligeable,
comme 11 a été confirmé par les résultas précédents. D'autre part
par une simple transformatien orthogonale, une infinité de trans-
formation d'optimisation T est possible pour un méme filtre numé-
rique réalisé par la structure optimale.

Bien que, les structures optimales offrent des gains de
bruit minimum, leurs réalisations pratigues s'aveérent complexes
lorsqu'il s'agit des filtres d'ordre N assez grand. Fn effet, de

~telles structures requijérent (N+1)° meltiplications pour calculer
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CHAPITRE V

STRUCTURES DECOMPOSEES OPTIMALES

5.1 Introduction

Pour obtenir des structures de comprdmis entre le nombre de
miltiplications et le gain de bruit de calcul, on utilise une
méthode traditionnelle qui permet de décomposer le filtre d'ordre
N en des sections d'ordre 2, connectées soit en parallzle, soit en
cascade, et éventuellement une cellule de premier ordre si N est
impair. Plus souvent, les sections d'ordre 2 sont réalisées par la
forme canonigque ou directe, ce gui résulte en (2N+1) multiplica-
tions par sortie. Dans le cas des filtres & bruit m;nimum, la
décomposition permet de réduire le nombre de multiplications de
(N+1)% a (4N+1) avec des cellules de second ordre.

La réalisation décomposée augmente le gain minimal du 'fil—

tre, mais simplifie énormément sa conception. De ce fait, si on
décompose H(Z) en M sous-filtres (A, B, ¢, p"’) i =
l,....M connectés en cascade ou en parall&le, on aura alors ™

problémes de minimisation a réscoudre. L'optimisation formulée dans
ce cas par la connexion globale des M sous-filtres est différente
de celle de la structure originale du filtre. Par conséquent, les
modes d'ordre 2 du bloc, ne sont plus les m&mes que ceux du filtre
d'ordre N, i1l en est de méme pour le gain du bruit. Dans le cas
d'une connexion cascade, on appellera les filtres a bruit minimum
qui préservent une connexion globale des sous-filtres: les struc-
tures de bloc optimal et ceux qui préservent la connexion des
sous—~filtres avec une optimisation isolée de chaque section: les
structures de sections optimales. En cascade les deux formes de
structures citées ne présentept pas les mémes caractéristiques.
Dans ce présent chapitre, on étudiera en premier lieu le
procédé de minimisation de B. Bomar [3] et celui de S. Hwang [1]

pour le cas de second ordre, ensuite on développera une théorie de
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la représentation des structures de sections optimales et de bloc
optimal pour le cas cascade [2], qui sera sulvie des résultats

interprétés par simalation.

5.2 Structure optimale du second ordre

Bruit de calcul

On congideére un filtre numérique de second ordre ayanlt une
fonction de transfert spécifiéde par
Y(z) 942-1 92-2

H{Z) = - = + '
0lz) qu‘ q} * P71, P72

(5.1)

[81]

ol q,r 9, P, et P, sont des constantes réelles. Une telle fonc-
tion de transfert peut &tre réalisée par une structure d'espace
d'état de la forme:

x{k+l)
y{k)

a a b
A = a?‘ 312 : B = bi ;: C = [ci cz:] et D = q_
21 22 2

ol A est une matrice (2x2), B, ¢’ sont des vecteurs {(2x1) et D le

A x(k) + B u(k)
c x(k) + D ulk) (5.2)

o

avec

chemin direct entrée-sortie du filtre. En conséquence, on définit
la matrice de covariance d'état K (2x2) et la matrice de l'élément
bruit W (2x2) par:

K=AKA" + B B'

W Al w A+ cC ol (5.3)

H

En utilisant la norme L2 définie par (4.1b) (n=2), il est néces-
salre (cf.section 4.2), que:

K.,= K, = 1 (5=1) (5.4)
1l vient par suite le gain du bruit de calcul pour une cellule

d'ordre 2:

L} =
G v, + 91W11 + uzwzz (5.5)

on Vor v, et v, représentent le nombre d'arrondis utilisé pour le
calcul de y(k}, xi(k) et xztk), respectivement. Si l'arrondi s'ef-
fectue aprés la somme (accumulateur a double précision), on a:

LIt \ = = = 13
G 1 0+ Wr1 + sz (uo V.=, 1) (5.6)
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Procédure de minimisation

La fonction de transfert de la structure d'espace d'état
présentée par (5.1), peut s'exprimer sous la forme suivante:

H(Z) = g + ¢’ (zr -a)'sm (5.7)
L'identification de (5.1) et (5.7), donne les relations entre les
coefficients de la fonction de transfert et ceux de la structure
(A,B,C), qui se résument dans le systéme suivant:

[ =cb +c.b
1 3 2 2

q,
= a + ¢ ba -~ cba - ¢ b a
9, c1b2 12 21 21 171 22 272711
(5.8)
= - a +
B, ( 11 azz)
= a__a - a_ _a
P, 11 22 12721

Ces expressions forment ainsi, un syst2me de 4 équations A 8 coef-
ficients de (A,B,C); elles permettent d'avoir 4 réalisations équi-
valentes gui différent seulement par les signes des coefficients
(a11, Aor A Ay b1' bz’ c, cz) [3]. En plus du systeéeme
(5.8), deux autres coefficients de contraintes s'ajoutent A cause

des exigences de la normalisation (5.4). Ce qui permet d'écrire

(5.3a) comme suit:
-AKA" + Kk =B BT

{5.9)
Sachant que K,.,= K, (K matrice symétrique) et K,= K_=1, en
substituant les éléments de A, K et B dans (5.9), on obtient:
B a a +a a +bb
a2+ a2+ b’ 1=-2a a 11521 1222 12
11 12 1 11 12 1 -a a - a

a
12 21 11 22

(5.10)
a a +a a +
2 2 2 11721 12 22 b1b2
a +a +b-1=-2a a
11 22 2 2112 1 - a a - a a
12721 11722

Ainsi, (5.8) et (5.10) forment un systéme de 6 équations a 8 coef-
ficients de (A,B,C). De ce fait, deux autres contraintes additi-

ves, caractérisant la structure 3 bruit minimum, sont données

par

les deux conditions nécessaires et suffisantes dJd'optimisation ([81]:
K=8WS . (s matrice diagonale) (5.11)
Kiiwii = KJjoj (Kiiz ij: 1l ; i,j = 1'2)
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En termes d'éléments (A,B,C), les conditions (5.11) deviennent:

a = a
{ 1 22 (5.12)
b c bce
1 1 2 2

H

Par congséquent le systéme formé par (5.8), (5.10) et (5.12) permet
de donner les coefficients de la structure optimale du second
ordre (Fig 5.1). Ce processug purement algébrigue et ples direct,
a été proposé par B. Bomar [3]; il permet d'obtenir un certain
nombre de structures optimales d'ordre 2, auxquelles parmi ces
dernieres on trouve celles quilréduisent davantage le nombre (4N)
multiplications a (3N) en utilisant d'autres contraintes comme le
résume la figure (5.1).

La procédure de S. Hwang [11, décrit dans le chapitre pré-
cedant dans le cas général d'ordre N, permet de donner dans le cas
particulier (N=2) la structure optimale, par un processus de cal-
cul assez direct et plus simple. Ce dernier consiste a établir une
transformation de minimisation et de normalisation T (2x2) (cf.
section 4.6), dont le calcul eat résumé  dans un organigramme

présenté a la figure (5.2).

Remarques

1- On note la simplicité et la rapidité de calcul par rap-
port au cas général d'ordre N, pour I'obtention d'une structure
minimisée. Par exemple, le calcul de K et W ou celui des valeurs
et vecteurs propres d'une matrice, etc..., d'ou l'avantage d'uti-
liser les structures décomposées. ‘

2- D'autres procédures de minimisation des structures d'or-
dre 2, n'ont pas été citées dans ce travail, comme celle de
C.W.Barnes [4] [14]}, concerne surtout les structures normales, et
celle de Mullis Roberts [21, {81, obtenu du cas général d'ordre N.
En fait, toutes ces structures citées, diffeérent du point de vue

traitement mathématigue, mais aboutissent & un méme gain optimal.
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H(Z) ~q 92 + 9, . |Résolution Syst. Quant ités intermediaires
18 BEguats. (5.8}, _ ) - 172
AN SV & (5.10) et (5.12) V1_(:"'2/‘211 PV, p1v1+pz}
T VSV -V, V, =V vV
T a 5.12) 3 1 2 4 1 72
L31é:_b222 = vszpz—l PVeT Py 1
RS T WU M 2 2% M v,ev (vi-pl) i v =(p,/2)"-p,
=0 it a, _“—a iioa, .= ia =1 | -
414 P %11 Tz b Taz L ez : l
b=0 i b=0 {i b>= it b=0
S S I S T S L l
(6 T‘i‘}t') 7 l?zﬂa't" (6 1:3;])1.) 6 r:u;t) Structure de second ordre
' : Optimale soumis a (5.13)
Pour une structure d'ordre N on obtient 311:3‘22:-91/2
avec: b1 =(V7l(291V3_V5(1_V3)2))‘1/2
(1),(3) et (4) —— 3N+1 mmlt. o 1s2
(2) ——  3.5N+1 mult. b, =(v,/(Zp,v,~v (1v)"))
(equat. 5.12) ——> 4N+l mlt. am=((pi+v5)v8/(pj+v8))“2
Fig 5.1: Structure de second ordre qui/zbm : C2:q1/2b2
optimisée, par le procédé de Bomar. a12=v9/321
Lire

(a,B,C,D)
Structure de
Second Ordre

/. 0

7 — -
¢1+ ¢2 0
Y 2 d-‘*1

e

11
2 —
l To®| iz K KoK P .
/¢ + @
¥ 1 2
| / / 1 2z
Calculer Kn Kn | L 2 (‘ba B
K et W . - —
gar 1 1 R_:Matrice des vecteurs
(Fqu-at05.3) /“"""ﬁ 1 T
l Yy 2 y 2 propres de W = T WI
| Ro= _ 1 1 T
Calcule [ T=T R PR
qb%etqbi /2 y 2 e
Valeurs Pro- i ) T
pres de (KW)
= r_m—1 T -1
G=K W  +K W |IK ='1T KT A =T 1A T
- 1 , W'=TWT Bminfr' B
Goin™ 200 ®) e ke W ke W |[c =T
min 11 11 22 22 min

Fig 5.2: Structure de second ordre optimisée par le procédé de S. Bwang.
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5.3 Structure paralléle optimale

Au lieu de réaliser H(Z) directement par (2.2}, on peut
effectuer une décomposition en somme de fractions rationnelles de
second ordre (N pair), réalisées séparément (fig 5.3). De ce fait,

on écrit H(Z) sous la forme: '

bz’ iciz""
H(Z) = —22 = b, + i=1 (5.13)
1+ i aiZ'i %+ a_Z"“j
avec 1= i=1 1
c=b - ba. i=1,...,8
' — l
l IR
H1(Z) >[jiJ
T
..................... H {Z)
H,  4{2)

Fig 5.3: Structure parallgle

L'approche de Baistrow [16] permet de décomposer le dénominateur
de (5.13) en un produit de polyndéme d'ordre 2 (N pair). Ce qui
permet de faire une décomposition en fraction rationnelle de second

ordre. Il vient par cette décomposition:

N2 O, .7 . 4,
H(Z) = b_+ S > :' r Tzi (N pair) (5.14}
i1 22 P2 4 Py,

C'est la forme représentée par la figqure (5.3), & savolr:

D=Dhb
et o

;271 922
I+'p,2-1, P,,Z-2

Bi(Z) = {5.15)

Les pboles de la fonction de transfert Hi(Z), sont en génédral des

complexes conjugqués donnés par:
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. * _
ai+ 3 Bi et li— a -3 Bi {(5.16)
_pli/ 2

1 2
"~ 2 V4R, TPy,

2i

En utilisant la construction (2.11), on peut avoir 1'ensemble des

structures canoniques du second ordre formant H{Z)}:

0 1 0 1
A =7 _ _ = 7.2 2
L P, 7Py L (ui+ Bi) 20,
- {5.17)
0 : = .
Bi= et Ci= 9, qiij
L1 =
A partir d'une telle reéalisation (Ai,Bi,Ci) i=1,...,N/2, on

obtient la structure optimale d'ordre 2 (aA''),B'"), ¢!}, en uti-
min min min

lisant le procédé de minimisation de la figure (5.1) ou (5.2). Par

conségquent le gain total issu de toutes les cellules de structures

optimales de second ordre, connectées en paralleéle, est donné par:
NLZ
G = 5: ¢t
min min
i=1
avec
G(%)=
min

1 2
- (o,,+ ¢,.) (5.18)

éme

ol ¢?i et ¢Zi représentent les valeurs propres de la i° cellule.

w ¥

Remarque

Si N est impair, on aura une cellule additive du premier

ordre, dont la fonction de transfert est:
_ X
H(Z) - z — B-
| et de gain optimal invariant,’ donné par:
2

1 G, = —“—2— (5=1)
(1-87)

Exemple numérigue

On reprend 1'exemple cité dans le chapitre précédent (fil-

tre de Butterworth d'ordre 4 ayant une fréquence de coupure de
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1/2), en considérant cette fois la structure décomposée.

cas d'une décomposition paralldle, la fonction de
filtre considéré s'éerit:

Dansg le

transfert du

H{Z) = Hi(Z) + HZ(Z) + D

avecgc

5 () - 0.14318 Z - 0.10801
! z° - 1.72593 7 + 0.74744

B (z) = —20:14294 2 + 0.12819

: , et D = .00003
z° - 1.86380 Z + 0.88703

Le tableau (Tab 5.1) présente les deux cellules du second ordre

’

o l'on note la grandeur assez faible du gain de bruit de calcul

du filtre d'ordre 4 réalisé par la structure décomposée
canonique par rapport A celle de la
(cf section 4.5).

parallele
structure globale canonique

5.4 Structure cascade optimale

La décomposition de H(Z) en produit correspond A la struc-

ture cascade ol le filtre esgt réalisé par une suite de cellule du
second ordre (Fig 5.4).

utk)
—_— H‘l(Z) N Hz(Z) ......................................

yik)

Fig 5.4 : Structure cascade

La reéalisation obtenue par la connexion des sections du second

ordre optimisée séparément differe de celle de 1'ensemble du bloc
optimisé, du fait que les sections avales ne sont pas correctement

normalisées. En isolation, la matrice de covariance de chagque

section est utilisée avec une entrée

bruit blanc commune pour
chaque sous-filtre,

alors qu'en cascade la matrice de covariance

[
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tab 5.1: Filtre passe-bas de Butterworth d'ordre 4 réalisé par

deux sections de second ordre connectées en parallele.

Cellule 1 Cellule 2
a 0 1 0 1
can | -.74744 1.72593 | -.88703 1.86380
Bcan 0] 0]
L1 ! |
c__ [ -.10801 14318 | | [ .12819 -.14294 |
Gaincan 22.69933 47.05897
Gain de la structure décomposée canonigque : 69.75830
T -7.69738 -15.44265 -8.07361 -13.74363
-4.87877 -13.51087 -6.10383 -14.26076
,modes .06783 ; .92138 .45213 ; .8056
d'ordre 2
.86296 02395 .93190 .17997
eptm | —.11421 .86296 -.10331 .93190
.53887 .43983
eptm | | -.26860 ~.25838
optm [ .13285 -.26653:} [-n16249 .27661j
Gain 0.48927 0.79105
ptm
Gain de la structure décomposée optimale 1.28033
pour chague section avale est calculée non pas pour une

bruit blanc mais plutdét par une entrée correlée. En général,

une normalisation correcte de la structure bloc,

on doit

1'ensemble des matrices K et W pour l'ensemble du filtre.

60

entrée
pour

calculer



Structure de sections ontimales

La décomposition de H(Z) présentée par (2.2), en produit de

gsections second ordre donne:

biz'i
A(Z) =20
w
1+ S az!
1'.=‘!.7:|I
N/2 22 q 2 q N/2
= b, - ML Sl AL H (Z) (5.19)
i1 L% 4+ P72 4 Py ist '
avec
Z2 , 9.7 . 9, q' 7 . 9!,
H(Z) = D + 1i +“21 - D.(l " 1i + 21 }
! V22 Pyl o4 Py, . 22 4 Py Z Py,
i (p,a};)z ,(p,al;) .
=D + (5.20)
: 22 4+ PyiZ 4 Py
ol q'u: « - a = - ot D = (b )ZIN
1i 1i 1i 7 21 95 2i i G

En utilisant la construction (2.11) et 1'équation (5.20), on peut
construire 1'ensemble des structures canoniques du second ordre

formant H{Z)}, & savolir:

P-O 1 0-}
Ai: Fa; TPy ; Bi: l_J
— ' (5.21)
C.= Di(qu_ PZi) Di(qxi“ Piii] ¢ D= (hu)ZIN
Une fois la réalisation de chaqgue section (Ai,Bi,Ci;Di)

i=1,...,N/2, est obtenue, on utilisera l'algorithme de la figure
(5.2), gui permet de minimiser ces sections séparément d'une part
et d'autre part, l1'étepe a suivre est d'obtenir la structure de
sections optimales (ASQ,BSO,CSO,DSQ) qui est résumée dans 1'orga-

nigramme présenté par la figure (5.5). On note que les é&léments

diagonaux de la matrice Kso ne sont pas tous égaux a 1/8°.
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N

Lire
(A., B, c ,D)
L i i i
Calculer ;
(kW) [2x2]
- ll (Equat: 5.3)
Optimiser .
(x ,W)
et construire o
(A(%)’B(f)rc(%)’nff))
min min min min
A l (Algo: Fig 5.2)
Construire
Non
(a,, B, € D )
=022 - (Algo: Fig 5.6)
oui . l
d Calculer )
—" K W [NxN]
= + ( r
p=irl se SI (Algo: Fig 5.7)
‘ G, -y Krwe
g0 = 11 11

+

Fig 5.5 : Organigramme d'une structure cascade avec sections
optimales {(so)

Exenple nunmérigue

La fonction transfert de 1'exemple précédant, décomposée
selon la représentation {(5.19) en un produit de deux fonctions

d'ordre 2, s'écrit comme suil:

H(z) = H1(Z) HZ(Z)

avec

0.020681 % + 0.00141
7% ~ 1.72593 Z + 0.74744

0.00558

Hi(z)
et
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0.02159 7 + 0.00063
72 - 1.86380 Z + 0.88703

= 0.00558

HZ(Z)

Le tableau (Tab 5.2) présente les deux cellules du second ordre.

Tab 5.2: Filtre passe-bas de Butterworth d'ordre 4 réalisé par

deux sections de second ordre connectées en cascade.

Cellule 1 Cellule 2
A o 1 0 1
can _-.74744 1.72593 | . ~.88703 1.86380
B 0 0
can “l _1
¢ .00141 .02082:] .00063 .02159i]
can -
D .00558
can
Gain_ 6.59816 32,41557
T ~1.02786 -10.29038 -1.16311 -14.21831
1.02786 -8.89536 1.16311 -13.38690
Juodes 1 49354 . 64263 .43253 ; .91369
d'ordre 2
.86296  .01470 .93190  .11766
°ptm | | -.18608  .86296 . --15803  .93190
.52181 .44282
eptm ot | -.05212 | -.03622
.01995 —.19977] ~-.16249 .27661:
optm
.00558 .00558
optm
Gain . 0.29312 0.90616

Par conséquent,

les deux cellules réalisées en structures minimi-
sées et connectées en cascade selon la structure présentée par la
figure (fig5.6), on obtient la

sections optimales, donnée par:

structure déconmposée cascade de
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1 ~.67859 .20971 ~.13292h1
X = -.67859 1 -.40805 .47291
so .20971 -.40805 .26405 . -.19297
L_—.l3292 47291 -.15297 .53993

B .
.16383 -.11117 .11285 .09737
W = -.11117 .11205 -.18488 -.02737
so 11285 -.18488 .45308 -.16193
05737 02737 -.16193 .45308

.86296 01470 0 0 .52181
A ~.18608 .36296 0 0 B -.05212
80 .0G883 -.08846 .931580 .11766 " Tso .00247
-.00072 .00723 -.15803 .93190 -.00020
C 00011 -.00111 .02438 —..29807—-l ; D = .00003
50 858G

Les matrices K et W correspondantes sont données par:
SO BO

Par conséquent, le gain du bruit de calcul est donné par:

Gain = i k.2 w'’= p.64016
=14 ) 11 11
i=1
On remarque bien, que la matrice de covariance K n’est pas repré-
sentée correctement avec la normalisation du filtre (&=1), les

éléments diagonaux ne sont pas tous &guaux a 1.

Structure de bloc optimal

Ayant la réalisation canonique de chaque section d'ordre 2,
(Ai,Bi,Ci,Di) i=1l,....,N/2, donnée par 1'éguation (5.20). On
la bloc
(A.,B,C,D) d'ordre N de l'ensemble des sections mises

doit

trouver, dans une premiare

é&tape, structure originale

en cascade.
d'ob-
tenir une telle structure & partir de la description suivante:
Pour la cellule 1, on a:

( xl(k+1) = ijj(k) + Biu(k)

yl{k) = C1x1(k) + Dlu(k)

Il existe une technique mathématique récurrente, qui permet

Pour la cellule 2,

{

on obtient:
xz(k+1) = Azxz(k) + B2Y1(k)
yatk) = sza(k) + Dzya(k)
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Par conségquent, la structure bloc d'ordre 4 formée A partir de ces

deux premleéres cellules, est donnée sous la forme suivante:

x(k+1) = Ai 0 x(k) + B1 uf{k)
B C A B D
_ | T2 2| z 1
v{k) = __D2C1 C%" x{k) + DzD1 uftk)

51 on continue jusqu'a la (N/2)éme celiule d'ordre 2, on obtient
ainsl la structure bloc d'ordre N, donnée par 1la figure (5.6).
Ainsi, la structure bloc (A,B,C,D) obtenue, on calcule 1'ensemble
des matrices (K,W) de cette structure d'ordre N, par les équations

(4.14) et (4.29) en utilisant 1'algorithme de la figure (5.7).

Initialiser Calculer Elever F ?gfzifg)
Fe—A . > K e— FKF'+ K > au carré2 > Jusqu'a
K «— BB F ¢ F E oo 0

(1) (2) (3) TN

Fig 5.7: Algorithme de calcul des matrices K et W

A partir de (K,W) de l'ensemble du filtre, on extrait les blocs
diagonaux (Ki,wi) d'ordre 2, i=1,...,N/2, K. et W seront la mat-
rice de covariance et celle de 1'élément bruit, respectivement, de
chaque section individuelle.sBe ce fait, on optimise ces différen-
tes sections individuelles en utilisant le procédé de 1la figure
(5.1) ou (5.2), ainsi on trouve pour chaque pair (Ki,wi), une
transformation d'état d'optimisation Ti (2x2) i=1,...,N/2, qui
satisfont par constructicn le choix par bloc diagonal et permet-
tent de trouver les structures optimales de second ordre connec-
tées en cascade. Par exemple; 'dans le cas de la connexion de deux

cellules d'ordre 2, on opte pour le choix bloc diagonal de forme:
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A 0 0 0 0 0—]
B C A 0 0 0 0
21 2
B,C,D B.C, A 0 0 0
B ¢ D B C.D B C 0 0 0
A= | a1 472 473
M-3 M- 4 M-5
By G4P By CP BM-1C1D B.Cu-2 By-s 0
Bc D2 B.c D" BC D * BC D BC . A
| M1 M2 M3 M H-2 MM-1 M|
“B1 -
- M-1 M-2 2
an C - [:C1D CZD CM-2D CM—‘lD CMJ
B _ B3D(2)
= Avec 1 M =N/ 2 (N pair)
: D_—!i]— D Di: b)ll/pl ixl,-..,M
(M-1) - i
B D i=1 j L
M ] D D1D2“‘DJ‘ 3 =0,....M
Fig 5.6: Structure cascade bloc (A,B,C,D)
Lire Construire Calculer
(Ai B..C D) , (AO,BO 'Co'Do) (k,,W ) d'ordre N
Sections d'ordre 2 Structure Cascade Correspondantes
i=1...N/2 Bloc Originale NxN a ()
(1) {2) (3
{Algo. Fig 5.6) (Algo. | :Fig 5.7)
Appliquer Cptimiser Extraire
Transformations ¢ (Ki W) (Ki 'Wi) i=1...N/2
d'optimisations L Matrices Blocs
T a () _ i=l...N/2 Diagonales 2x2
i Sections d'ordre 2
(4) 0 {5) (6}
{algo. :Fig 5.2)
Construire Calculer Calculer
N 1 ¥ : 3 3
(A, B, _.C D )i, (k,W,) d'ordre N , __|Gain Bloc Optinal
Structure Cascads Correspondantes G - S g(be)lbo)
Bloc Optimal HaN a (7) bo L Tii i
(7) _ (8) (9)
(Algo. :Fig 5.6) (Algo: :Fig 5.7)

Fig 5.8: Organigramwe d' une structure cascade
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le résultat de la structure bloc optimale est le suivant:

H r"1 r *! m _‘
A B T 0 A 0 B r, 0 ¢
M = BC A, BDJl O T O (5.22a)
- - 2 271 2 .
_ D, c DD 0 0 1
min min 2 2 1
0 0 r'aTr o T'B
-1 1 1 1 1
={0 T AT T B 0 I 0 (5.22b)
2 2 2
0 C.T D C. T D

o
4
™
——
=
-

Dans 1'équation (5.22a), les transformations individuelles d'opti-
nisation sont appliquées en forme de bloc diagonale afin de pré-
server la structure cascade en bloc. Ce résultat est éEquivalent
aux transformations d'optimigation, qui donnent les structures
(ﬁiiAiTi, T:Bi, ¢T., D), i=1,...,N/2, séparément comme le montre
l'équation (5.22b). Par ces différentes structures optimales, on
forme la structure bloc optimal (A ,B .C ,D )} d'ordre N, en
utilisant la structure de la fiqure (5.6). Enfin, on résume les
différentes étapes de la réalisation de la structure cascade de

bloc optimal dans un organigramme présenté par la figure (5.8).

Exemple numérique

Avec le méme exemple , la mé&me décomposition de la fonction
de transfert et a partir des deux sections canoniques de second
ordre (Tab 5.2), on déduit la structure bloc original d'ordre 4

(Fig 5.6), a savoir:

0 1 0 0 0
A | —-74744 1.72595 0 0 R Bt
1o 0 0 1 A
.00141  .02082 -.88703 86380 .00558
-
—
C =| .00001 .00012  .00063 .02159] : D = .00003

Les matrices originales K et W correspondantes A4 cette structure

sont données par: -

67



P~

F92VS930T9ITASEYE 62.61736 67.95149
K =|121:45323 92,59321; 57.28323  62.61736

6261736 AT IR 10312894 7102760112:
67.95149 62.61736 ;102.60112 103,12894:

CTUU2B4TTTIU03TEE: (01874 -.01673
W =|in:03784 .05096; -.03046  .02845

SOYBTETTIUE046 T U046 TS 08290
-.01673  .02845 i-.08290  .09463

Ainsi, le gain du bruit de calcul de 1la structure cascade bloc

original est donné par:

- ==§ K W = 24.78883
original i&4 ii ii

En extrant les blocs diagonaux (2x2) des matrices K et W, on ob-

tient des cellules d'ordre 2 qu'on minimise séparément (Tab 5.3).

Tab 5.3: Minimisation de deux cellules de second ordre

extraites de la structure cascade bloc original

Cellule 1 Cellule 2
K " 92.59321 91,45323 7103.12894 102.60112
0 91.45323 92.59321 ©102.60112 103.12894
W .02841 -.03784 .07446 -.08290 "
_-.03784 . ,~05096 _-.08290 .09463
Gain 7.34948 17.43934
r -2.71789 -11.52776 1.63542 -9.29001
-.40362 -9.92611 2.77474 -8.56179
_modes .08787 ; .64734 .22375 ; .61376
d'ordre 2
[ .86871 .01630 .91805 .13706
°ptm i | -.16980  .85721 |_-.13706  .94574
- - - -
.51635 .78894
eptm | ~.12174 | .13886
[ -.01224 -,22298 ] .06095 -.19076 ]
optm - - - -
.00558 .00558
optm
Gain 0.27027 0.35072
optm
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Par conséquent, la structure bloc optimal est donnée par:

—

86871  .01630 0 0 51635
A .| --16980  .85721 0 0 . g ol —-12174
“bo”| -.00965 ~-.17592  .91805 .13706 | ¢ “ho .00440
-.00170 -.03096 -.13706 -.94574 ~.00077
I
choz[}.00007 -.00124  .06095 -.19076 | ; D= .00003

Les matrices Kb
[}

et Wbo correspondantes sont donndées par:

1 -.76095  .40939 -.11500

« | —-76095 1 -.79751  .48841
bo | .40939 -.79751 1 ~.46566

-.11500  .48841 -.46566 1
[~ 7

.13513 -,10283  .03112 .06798

W | --10283  .13513 -.10723 -.03526
bo | .03112 ~.10723  .17536 -.08166
.06798 -.03526 -.0B166 .17536

d'olr le gain du bruit de calcul de la structure bloc optimal:

G "—‘SK(bO)
bo i ii
izl

W(bo)

ii

= 0.62099

On note bien, que tous les éléments diagonaux de la matrice X sont

égaux a 1, aussi la différence de gains entre cette structure et

celle de sections optimales est faible.

5.5 Performances d'une structure décomposée optimale

Bod

D'une maniere similaire, on développe dans cette section

les mémes critéres de performances vus pour la structure optimale.

Gain du bruit de calcul

Avec le méme filtre passe-bas de Butterworth d'ordre

utilisé au chapitre IV, on obtient la figure (Fig 5.9) qui

10
montre
1'invariance du gain de bruit de la structure décomposée parallele
et cascade respectivement, par contre celui de la structure décom-
de

coupure, et il est assez important pour les fréquences faibles par

posée canonique (paralléle et cascade) varie avec la fréquence

69



rapport a la structure canonique globale (Fig 4.3).

Le tableau (Tab 5.4) présente la variation du gain de bruit
du filtre considéré des différentes structures décomposées, en
fonction de 1'ordre du filtre. A titre comparatif avec le tableau
(Tab 4.1), on en déduit la série des gains de bruit de calcul d'un

filtre prototype, classés par ordre décroissant:

; G ;.G ; G : ;
can global dec can paral dec optm paral dec can casca

G ; G
dec optm casca’ optm global {H.23)

Tab 5.4: Gain de bruif de calcul d'un filtre passe-bas de
Butterworth pour différentes structures d'état décomposées.

{(fréquence de coupure /4)

N .
Gain 4 6 8 10 12
Can. 3.41424| 14.47701| 83.02936] 564.51865|4233.52343
Paral.
Optm. 1.28023 4.93440] 25.77941] 166.59017!1211.31653
Paral.
Can. 1.34721 2.20685 3.34356 4.95160 7.34363
Casca.
Bloc optm 0.62094 0.93202 1.33910 1.90665 2.73214
Casca.
Sect optm 0.64011 0.96655 1.39867 2.01184 2.91910
CdSC‘a -

Qualité du filtrage avec un nombre de bits limité

L'opération du filtrage sur le signal sinuscidal utilisé
dans le chapitre précédent (cf. section 4.6), est refailte dans
cette partie en utilisant les structures décomposdes paralléele et
cascade . Aussi, on fait varier la longueur des mots binaires pour
chaque type de structure. Par conséquent, On obtient les fiqures
(Fig 5.10 et 5.11}) correspondantes 3 la structure décomposée opti-
male parallale et cascade respectivement, sur lesquelles on cons-
tate que la sinusoide de sortie est conservée bien avant 10 bits,

et une nette amélicration de cette derniére par rapport au cas
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global optimal (Fig 4.8). D'autre part, sur les figqures (Fig 5.12
et 5.13), a partir de B bits le signal n'est plus distordu relati-

vement au cas global canonigque (Fig 4.9).

Sensibilité du filtre avec un nombre de bits limité

Pour différentes valeurs de longuear du registre, on trace
la réponse fréguentielle du filtre considéré pour les structures
décomposées. On remardgue pour les cas décomposés optimal paralléle
et. optimal cascade (Fig 5.14 et 5.15), respectivement, la distor-
sion de la courbe disparait A partir de 6 bits donc, une améliora-
tion par rapport au cas global optimal (Fig 4.10). Pour le cas
décomposé canonique (Fig 5.16 et 5.17), 1'amélioration apparait a
partir 8 bits alors que le cas global canonigue (4.11) c¢'est a

partir de 14 bits.

5.6 Conclusion

La thécorie de la décomposition du filtre en cellules de
second ordre [41 connectdfes en parallele ou en cascade a permis
d'étudier le compromis entre le gain de bruit de calcul et la
complexité de réalisation. Les procédures d'optimisalion utilisées
par Hwang [1], Bomar [3] et Barneg [4] aboutissent & des sections
de second ordre A gain de bruit minimum, ce qui réduit le nombre
de multiplications pour un filtre d'ordre N & (4N+1). Cependant,
le gain de bruit d'une telle structure est supérieur 3 celui de la
structure globale optimale. D'autre part, le nombre de multiplica-
tions est de (2N+1) pour la structure globale canonique, il en est
de méme pour la décomposée canonique mais de gain en bruit de
calcul beaucoup plus faible, ce gui rend c¢e type de structure,
ainsi que la décomposée optimale Dbeaucoup plus intéressant, a
savoir avec les structures décomposdées, la complexité du filtre
est énormément simplifiée en revanche d'ine légére augmentation du
gain de bruit de calcul. Toutefois ce dernier peut 8tre amélioré
de 6 db en ajoutant un bit a la longueur du mot, donec 1'augmenta-
tion du gain de bruit peut &tre compensée par un prix trés faible

d'on 1'intérét d'utilisation de ces structures.
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CHAPITRE VI

CONCLUSICN GENERALE

Une étude sur les filtres numérigue récursifs (R.I.T1)
représentés par la structure d'espace d'état est établie dans ce
travail afin de déduire précisément 1’opération interne du fi1l1-
trage, du fait que ces filtres présentent des réalisations effica-
ces et leur représentation en espace d'état permet de décrire leur
comportement intérne (cf. Chap.II). De plus, grace a la propriétée
de changement de coordonnées dans une telle représentation, par
ﬁne simple transformation non singuliére on peut choisir la meil-
leure représentation vis—éfvis de multiple erreurs de mise en
oeuvre d'un filtre numérique {(cf. Chap.III).

Le choix et la simulation des structures des filtres numné-
rigques synthétisés avant leur implantation permettent de résoudre
les problémes que peut poser leur réalisation matérielle; en plus
des problémes classiques: échantillonnage, facteur de qualité,
binarisation, représentation arithmétigque, ... il y'a le probléne
de la précision avec la quelle doit s'opérer le filtrage & cause
de l1'utilisation de registres de tailles réelles pour représenter
les valeurs des paramétres des filtres et des signaux gui les
parcourent ainsi que les valeurs résultant des diverses opérations
arithmétiques, d'olt 1'obligation de tenir compte des effets néfas-
tes des erreurs de calcul, ainsi est donc 1'intérét primordial de
notre étude: Minimiser davantage ses erreurs de calculs.

Dans ce travail, la s}éulation des filtres numériques est
faite sur la base d'une représentation des nombres bilnaires en
arithmétique A virgule fixe. Pour une telle réalisation, on est
amené a optimiser les effets non linéaires introduits par la quan-
tification des coefficients et des résultats des opérations
arithmétiques en utilisant des registres de stockage a longueur de
mot de bit bien finie. Par c;ﬁséquent, ces effets affectent la

performance du filtre, d'ol1 la nécessitée de trouver une structure
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dont !'ensemble de ses erreurs de calculs est minimisé (cf. Chap.
Iv).

La néthode d'approchg4ptilisée dans notre étude, pour 1l'oh-
tention d'une structure a gaih de bruit minimal, est celle de S.
Hwang [11. Sous.une contrainte de normalisation convenablement
choisie, cette approche permet de rendre les dépassements peu
probables et 1'augmentation du bruit de calcul gqui en découle
négligeable vis-a-vig de la structure canonique (forme directe).
L'inconvénient majeur des structures & faible bruit de calcul
réside dans la complexité de leurs réalisations matérielles due au
grand nombre de multiplications gu'elles nécessitent; soit (N+1)°
pour un filtre d'ordre N, alors qu'il n'est que de (2N+1) pour les
structures canoniques. Cependant, on a attaché une grande impor-
tance au choix définitif d'un ensemble de compromis entre coeffi-
cients et erreurs guidées par la structure optimale. En particu-
lier, pour obtenir une rapidité de calcul satisfaisante, on fait
réduire le nombre d'opérationsg, tout en tenant compte de la capa-
cité des registres utilisés et aux sources de bruits Internes et
externes {c-a-d en maintenant un niveau de bruit faible), d’od le
recours aux structures décomposées en sections d'ordre 2 (cf.
Chap.V), du fait que:

* Le probl2dme de minimisation d'une section de second ordre
présente une facilité de procédure du point de vue trailement
mathématique par rapport au cas général d'ordre N.

* Le nombre d'opérations arithmétigues est réduit & (4N+1) par
rapport a la structure optimale.

* La faible sensibilité aux arrondis des coefficients et du
bruit de calcul, malgré que ce dernier augmente légérement par
rapport a4 celui d'une structure optimale globale.

En utilisant une procédure d'optimisation des filtres de
second ordre, soit celle de Hwang [1] o0 celle de Bomar [3]1, on
peut obtenir une structure décomposée optimale, soit en paralléale
ou en cascade (bloc optimal ou sections optimales) tel gqu'il est
décrit dans le chapitre V, avec un gain de bruit de calcul mini-
mal, mais pas assez supérieur a celui de la structure globale

optimale.

La simulation d'un filtre numérique de Butterworth nous a
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permis de vérifier les résultaﬁs élaborés en théorie ainsi gque Ia
validité des hypotheses faites sur les erreurs de calcul pour
1'ensemble des différentes structures utilisées dans cette étude.
Par conséguent, on peut conclure que les structures décomposées
optimales et canoniques présentent un certain équilibre de perfor-
mances du point de vue erreurs de calcul et nombre d'opérations,
donc un bon compromis qui se situe entre les deux structures ex-
trémes A savoir la canonique et l'optimale globale. D'autre part
avec les structures décomposées, l'augmentation légére du gain de
bruit de calcul par rapport aux structures optimales peut é&tre
compensée en ajoutant quelgues bits & la longueur du mot, du fait
que l'élargissement de cette dernitre de 1 bit correspond 3 une
amélioration du gain de 6 db, donc c¢'est un effet indésiré qui
peut &tre compensé par un prix trés faible.

Aussi, la réalisation d'un filtre numérique récursif en
virgule fixe n'est pas unique, elle dépend de la structure d'étatl
qui doit &tre choisie de facon & répondre au cahier de charges
exigé pour une application donnée, a savoir le coiit de réalisa-
tions vu l'aépect économique (nombre de multiplieurs nécessaires),
et la gualité du filtrage vu 1'aspect technique (tolérances en

bruit de calcul et rapport signal/bruit désiré).
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ZNNEXE A

METHODE DE CHOLESKY

. Pour une matrice A définie positive symétrique, on peut
toujours la décomposer sous‘{a forme suivante [181;:
A=ss' (A.1)
olt S est une matrice triangulaire inférieure.

a _ a . a s 0 O | s . e . B
11 Sz * " 1N 11 T 11 12 S 0w
a a .« . a s s « . 0 0 « e .
21 T2z * Yo 21 22 ° S22 2N
- L ] -
a .« a s - . 8 0 0 « « .« 8
Nt "Nz * NN | N1 TNz * NN | NN

ol les coefficients sij sont donnés

par:
) ial 2 1/2
s = [ a, - E g ] i1 =1...,N (A.2)
il il ij
i1

0 i> 3
s . = 1 il {A.3)
! [a..—zs_ s_] 3 = i+l,i+2,...,N

g ij ik ik

ii k=1

Cette méthode permet de calculer la matrice de transformation T,

de normalisation, donnée par 1'équation (4.41).



ANNEXE B

METHODE DE CALCUL D'UNE MATRICE ORTHOGONALE DE TRANSFORMATTION
D'ETAT OPTIMALE

Pour une structure d'état optimale, la matrice de transfor-
mation d'optimalisée (4.49) est donnde par:

T =T R P R (B.1)
0 1 optm 0
Afin de calculer la matrice orthogonale Ro’ on considére une
matrice M diagonale d'ordre N, telle gue les éléments diagonaux

s 2 o
positifs LN vérifient:

u? = N vour tout i (B.2)
i=1 !
alors, il existe une matrice orthogonale R telle que, tous leg
é¢léments diagonaux de la matrice définie positive
K =R MR’ (B.3)
0 0
sont égaux a 1'unité, avec R ndonnée par le produit suivant 1
R0 = RN R"hl. . .R2 {B.4)
ol les éléments de la matrice orthogonale Ri, 1 =2,...,N ont la
forme suivante:
- N
1 0 ; 0
..................... co3 (IP ) ettt e SiN{w } SR
R = o I 0 i = 2,...N
1 .
..................... ‘-SIN(U)_ ) - CcOS (1.“ ) e
0 : 0 : I (B.5)

Le calcul des cos{yp ) et SIN(wi) est donné par un processus récur-
1

rent, qui permet de calculer en premier lieu la matrice Ro’ en

1'explicitant de la nanidre sulvante:



M1 = R2 M R2 =
S B B : a0
| cos(e,) SIN(v,) ol w0 o | coste) sy .
| Eme,) cosle) 1L e stelv,) | coslv,)
2
i 0 I-‘_ 0 uLL_ 0 I_
Par suite de calcul, on trouve:
T2 2 2 2 2 2 . N
W cos (y )+ u SIN(v )} (u,-wl}cos{y, }sin(y,) :
2 2 2 2 2 2 i
w2008 )TN, ) 008 by wSIN v,
1 1 z
u3
0 2
L uN_
Par un cholix convenable, les deux premiers éléuments diagonaux de

la matrice M1 sont &gaux & l1'unité, par conséquent ce
”2 1 1/2
cos(v,) = | ———
U2 Ui
et
‘ r 1 - “i 1/2
SIH(w2, - % 2 2
Ly T ¥y

Cependant, avec la conditicn (B8.2) on aura:

N

uf<1 et u’ > 1

=

le cas oit uf = 1, n'est pas considéré. Par suite en
{B.6) et (B.7) dans la matrice M1’ on obtient:

—

1 (1~ui)(u2—l) 0 ...
— B
M =g Mr'= Jil_u1)(u2—l) pYy ¢ .o
1 2z 0 o 2
: : : 3
a9 4] 0 cen

choix donne:

(B.6)

(B.7)

substituant

(p.8)




ol uézz uf + u: -1 > 0. Des"‘considérations similaires et des
transformations peuvent é&tre appliquées aux sons matrices diago-
nales [(N-l}x{N—l}] de (B.8), aussi on continue le processus
jusqu'a la derniére sous matrice [2x2] et obtenir enfin la matrice

donnée par (B.3}, sous la forme:

T 1 X
ROMRD: o, : (B.9)
¥ "1

S

d'on la matrice de transformation d'optimalisée est:

- - - R (B-lo)
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PROGRAMME DE MINIMISATION

Ce programme permet d'obtenir une structure d'état d'un filtre
nuEnérigue prototype avec un gain de bruit de calcul minimmm, a
partir d'une structure canonigoe.

Paramdtres d’entrée:

N : Ordre du filtre myfrigue choisie.

Q : Vecteur des coefficients du nmmdrateur.
P : Verteur des coefficionts dn dénominateur.
Del : Facteur de nommalisation (8).

Paramtres intermddiaires: -

(A.B,C,D): Structure caronigue; (K,W): Matrices correspondantes.

T : Matrice de tranzformation d*optimisation.

{2m,Bn,Cn,D): Structure optimale; (Km,Wm): Matrices correspondantes.

Paramdtres de sortie:
Ge : Gain de la structure canonicue.
Go : Gain de la structure optimale.

IMPLICIT RFAL*8 (A-{1,0-Z)
DIMENSION A(50,50),8(50),C(50),wW(50,50),P{51),Q(51)
DIMENSION AM{50,50),B4{50),@4(50),w1(50,50),T(50,59)
REAL*8 K{(50,50) ,KM{50,50

OPEN (UNIT=17, FIiE="COEF.DAT',STATUS="OLD'")

WRITE(*,*)" °
WRITE{*,*) "Domer facteur de normalisation’
READ{* , *}DEL
WRITE(* ,*)"' '
WRITE{(* ,*) '"Donner ordre N
READ{* ,*IN
DO I=1,N+1
READ(LT, *)0QL(T)
END DO
DO I=1,N+1
READ(17,*)P(T)
END DD

Call ConstC (Q,P,A,B,C,N)
D=O{N+1)

Iflag=%

Call Calow(A,B,K, N, Iflag)
Iflag=1

Call Calkw(a,C,W,N,Iflag)
Call VART (¥,W N.Go)

CALY, MINO (K%, T,H,G0,Del)
CALL O™ (T,A,B,C, AN, BM,04,N)
CALY WR (K, W, 7, KM M, 1)
CAYY, VART (KM, W, N, Ca)

WRITE(*,*)y"
WRITE(*,*)' Gain structure canonicgue =',Gc
WRITE(*,*)' Gain structure canonicue =',00

STOP
END
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Subroutine Conste (Q,P,A,B,C,N)
Cette subroutine permet de construire la structure d'état canonique

Paraméties d'enbrée:

Q,P : Vecteurs des coefficients du nundrateur et dénosninateur,
respectivement du filtre choisi.

N : 1fordre de filtre.

Faramdtres de gortie:
A,B,C : Matrice A (NxN) ; Vecteur B {Nx1) ; Vecteur C (1xN)

Real*8 A{(50,50),8{50),C{50),B(51),0(51)
Do 10 J=1,N
AN, I ) =—1.006%P (42T}
Continue
Do 20 I=1,N-1
A(Y,T+1)=1.D0
Continue
Do 30 J=1,N
C{T)=0{J)~P{N+2-T)*Q{N+1)
Continue
B{N)=1.D0
Retummnm

End

C*******t*****ﬂ**************&****************t***t**t**t*it**t*****t
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Subroutine Calkw (A,B,Y,N,Iflag)
Cette subroutine permet de construire la matrice de covariance K,
et la matrice de 1*élément bruit W.

Paramdtres d'entrée:
Elé&nents A(NxN) et B(Nxl) nour le calcul de K

ou
Eldments A(NxN) et C{1xN) vour le calcul de W.
Iflag : Iflag=0 pour le calenl! de K (A —%A et B —— B ).

Iflag=1l vour le calcul de W (A ——= K et B —= 7).,
N : ordre cu filtre.

Param®tres de sortie:
Y : Matrice (N¥N) représentant soit K ou soit W.

REAL*8 A(50,50),B(59) ,¥Y{(53,50),F¢50,50) ,8(50,50),D(50,50)
RFAL*8 T,Epsilon
Epcsilon=1.0-10
Do 20 i=1,n
Do 10 3=1,n
¥Y{i,1)=B(1)*B{3)
Continue
Contimie
Ir (Iflag.mQ.0) Then
Do 20 i=1l,n
PBo 25 j=1.n
P(i,3i=a{1,1)
Continue
Continue
Elge
Do 40 i=1,n
Do 35 3=1,n
R, 3)=A03,1)



35 Continue
40 Continue
end if
45  fx=0
Call M (F,Y,E,N,FX)
fyr=-1
Ccall ™ {(E,F,D,N,F{)
ODo 60 1=1,n
Do 50 j=1,n
yvii,3r=Y{i,3)+D(1,])
50 Continze
60 Continue o
Call puiss{F,N)
T=0.50
Do 80 i=1,n
Do 70 j=1,n
T=T+raRs(ri, 1))
70 Continue
80 Continue
If{T.Gr.Epsilon) goto 45
Retirn ‘-
End

Ct****ﬁ*ﬁi*i***********ﬁﬁ****ﬁﬁitt**k**ﬁ**k**********i**ﬁt*****ikktt*

Subroutine Puiss (F,N)

C Cette subroutine permet de calculer le carré d'une matrice.
C Parametres d'entrée:

C N : l'ordre de la matrice.

C F : la matrice F{EzN)

c Parambtres de sortie:

C P : La matrice résultat:exemple F= Fxtb.

REAL*8 F{50,50),%(50,50)
Do 30 I=1,W
Do 20 J=1,H
X(I,.J7:=0.00
D 10 X=1,N
X(I,J)=X(I,J)'%'F{I,-.'*.";*F{!.(.J)
106 Cortinus
20 Continue
30 Continue
o 50 I=1,N
no 20 J=1.,K
I, =X(T,T)
40 Contine
50 Conttinuwe
Return
End

C****t******ﬁt***ﬁ#tﬂt***kﬂ&ﬂ**i*ﬁt*ﬂﬁk*****i*t*****#******xtt*itt***

Subroutine Pm (A,B,C,N,FX)

C cette subroutine permet de faire le preduit de deux matrices.
C Paramatres d'entrée:

C N : l'ordre des matrices.

C A,B : Matrices NxN.

C Fx : Fx=0 produit A x B

Fx=-1 produit A x B¥
Fx=+1 produit A x B



C Paramdtres de sortie:
C C : Matrice régultat NxN (C=AxB).

REAL*8 A(50,50),B{590,50),C(50,50)
o4 1=1,R
m 4 K=1,N
C(I,K)=0.D0
DO 4 J=1,N
If (FX) 1,2.3
1 C(I,X}=C(I,K)+A(I , J})*B(K,J)
GO 4 ‘
2 C{X,K}=C(I,K)+A(Y,J)*B{J,K)
GOTOo 4
3 C(I,K)=C(I,K}+AlJ,I)*B{J.K}
4 CONTINDE
Return
End
C*t*******ﬂ**t*t**********tkﬁ*t****ﬁtt**t**t****t****t****t**k****t***
Subrauatine Malt (A,B,C,N,FM)
Cette subroutine permet de faire le produit d'une matrice (NxW) par
un vecteur (Nzl) et vice versa.

Nl

Param®tres d'entrée:
N : L'ordre de la mstrice et du vecteur, respectivement.
A : Matrice {(NxN).
B : Vecteur (Nxl).
Fmm : Fin=0 produit A x B
=1 produit B x &

eNeReNoNe!

Param2tres de sortie:
C : Vecteur résultat Hxl {(C=AxR).

Qo

Real*8 A{50,50),B{50},C{50)
Do 20 I=1,N
C(I)=0
DO 10 J=1,N
IF (FM.EQ.0) THEN
C{L)=C{X)}+A(T ,J}*B(T)
EISE
CII=C(L)+B(T}*A(J, 1)
END IF
10 Continus
20 Continue
Return oy
End
C*****ﬁ*i*t***#ﬁ*i*kﬁ*ﬁﬁ*ﬂﬂ***#ﬁ***ﬁ***t#*t*t******l**i**k*****t*****
Subroutine Vari (K,W,N,G}
C Cette subrcutine peimet de calculer le gain du brit de calcul
C d'une structure d'état dia filtre mméricue choisi.

C Param&tres d'entrée:
C N : 1'ordre du filtre.
C K,W : Matrices de covariance {K) et de 1'élément bruit (W).

C Paramttres de sortie:
C G : Gain de bruit du calcul.

REAL*8 K(50,50),W(50,50),G
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+K(T, T)1*W(T,T)
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RETURN
END

C****‘k:k**‘k**ﬁ*****k********k******tt****t**t*tt*****t:‘!t************t**

Subroutine Mino (Ks,We,T,H,Guin,Del)

c Cette subroutine permet d'obtenir la matrice de transformation

C d'optimisation T en untilisant une normalisation appropriée.

C Paramitres d'enbrde:

cC N : L'ordre du filtre.

C Ks,Ws : Matrices K et W de la structure canconigoe.

C Del ¢ Paramdtre de normaligation,

C Paramdtres intermédiaires:

C Wr : Vecteur d'ordre N donnant les valeurs propres de la matrice
c produit V=Kx#W, dont leur racines carrées représentent les
C modes de sacond ordice.

C Paramtres de sortie:

C T : Matrice (NxN) d‘état'd'optimisation.

c Grin : Gain du bruit de calcul en fonction des modes de second
C ordre.

IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-Z)
DIMENSION Z{50,50),wR{50) ,WI{58),70(50,50),V(50,50),ws(50,50)
DIMENSTION WL(50,50),17(50,50) ,50(50,50) ,W(50,50) ,R(50,50;
DIMENSION AA(50,50),B5B(50,50),TL(50,50) ,UN(50,50),T(50,50) ,%{50)
REAL*8 K(50,58) ,m(50,50),ID{50,50),K=(50,50)
oo I=1,8 v
UN{I,I)=DEL*DSORT(Ka(I,I))
FND [0
Call WX (Xs, ¥We,UH.K,W,N)
K =0 :
Call PM {(K,®,V,N,FY)
Call Eigen (V,SCALE,7,WR,WI,N,IERR)

Gmin=0.120
oo 20 I=1,N

Crin=Cmin+DSORT{R{1))
20 CONTINDE .
Crin={CGain**2} /N
Call TransTC (k,T0,%)
Fi=1
Call 4 (T4O,W,U,N, 0
=0
Call P (U, T0, WL H,TX)
a1l Bigen (W GCRYE, Y, WR,WILNIERR)
Call Matriced (M,X, A%, 0W)
Call MatriceR( (M, X,R148,K)

EFX:=0

Call PM (Z,AA,BB,N,FX)
FX=-1

Call PM(BB,RO,T1,N,FX)
FX=0 .
Call pM (T0,71,T,N,FX)
RETURN

END



A

Ct****t*****t*t******t*t*t*************h*t*i*t****iit***i*t**ﬁi**t***

Subroutine WK (K,W,T,8B,PP,N)

c Cette subroutine permst de calculer les nouvelles matrices aprag
C avoir appliguer une matrice d'état de transformation.

c Param&tres d'entrée:

c N : L'ordre du filtre,

C T : Matrice d'état de transformabion.

C KW  : Matrices K et W originales.

C Paramttres de sortie;

C BB,PP : Matrices X et W transformées (BB=T'KT" et DP=1 Wr).

IMPLICIT REAL*8 {(A-H,0-Z)
DIMENSION W(50,50),W1(50,50),0(55,50)
DIMENSION TT(50,50),V(50,50),PP{50,50)
DIMINSTION BB{50,58), 150,50}
REAL*8 X{50,50} :
o I=1.N

Do J=1,N

TMI,T=T{I,J)

END DO
END DO
CAIL INVERSE (TT,N,IER)
Fx=1
CALL PM {T,W,YU,N,.FX)
Fx=0
CALL PM (U,T,PP,N.FY)
CALL B4 (TT,K,V,N,FY)
FX=~1
CALL, PM (V,TT,BB,N,FX)
RETURN
END @

C******tt*t*t***ﬁ*****tt*t*t*t*****t*t*************tt*****t*****t***t

Subroutine TransT0 (K,T0,N)

c Cette subroutine permet de décomposer une matrice symétrigue
C (NxN} en produit de natrices triangulaires inférieure et supérieure,
C regpectivement, en utilisant la méthode de Chelosky. A ce but
C On définit la matrice de transformation TO telle gue K=TOxTOY .
C Param®tres d’entrée:
C N : L'ordre du filtre. "
C K : Matrice de covariance ¥ {(NxM).
c Param®tres de sortie:
c TG : Matrice de transformation (NuN) qui transforme la matrice K
C originale en wne matrice identité.
REAL*8 K(50,50),T6{50,50},51,82
TO(1,1)=DS0RT{X{1,11)
DO 10 J=2,i |
TOLY, L)=K{1, /10,
10 CONTINUE
DO 50 XI=2,N
$1=0.p0

Do 20 J1=1,1-1
S1=S1+T0(1,J1}**2
20 QONTINUE
TO(X,I)=DSORT(K{I,X)-S1}
DO 40 J2=I+1,N



30

40
50

$2=0.D0
DO 30 L=1,1-1
S2=82+TO{J2,. L) *T0(1,1)
CONTINUE
TO(I2, 1)=(K(X,32)-82)/T0{(1,1)
CONTINUE
CONTINUE
Return
End

C*****t****ti*****t**t*t**tti*t*t*#ﬁ*t*******ﬂ***********t***t****t*ﬁ
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Subroutine MatriceM (M,X,AA,WR,N)
Cette subroutine permet de calculer la matrice de transformation
d'état PY, qui est en forction des modes de second ordre.

Parametres 4d'entrée:

N : L'ordre du filtre.

Wr : Vecteur des valeurs propres de la matrice produit KxW.

Paramdtres intermédiaires: '

Lambda : Vecteur contenant des éléments optimums en fonction
des modes de second ordre (Méthode de S, Wwang).

Param*tres de sortie:

M : Matrice diagonale " P*" (IN) contenant les éldments inverses
du vecteur Lambda.

X : Vecteur contenant les éléments diagonaux de la matrice M.

AA ; Matrice inverse "(P¥)™' " (NxN) de M.

REAL*8 M(50,50) ,4WR{50),LAMBDA(50),X(50}),2A(50,50}) ,1>P
TEMP=0.D0
o 10 J=1,N
TEMP=TEMP+DSQRT(WR (1))
CONTINUE
Do 20 I=1.N
LAMBDA (T ) =TEMP/ (N*DSQRT{WR{(I) !}
CONTTNUE
DO 30 I= 1,N
MY, T)=1/TAMEON(T)
X(X)=M(X, 1)
AR{Y, T)=DSORT (LAMRDA(T))
CONTINCE
RETURN
END

C#****iﬁ*****ﬁ**ﬂ*******ﬁ***ﬁt**ﬁ*tﬁﬁ*ktﬁﬁﬂt***ﬁ***i**wiﬁﬁ***********
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Subroutine MatriceR0 (M,X,RD,N)
Cetle subrottine permel de calculer la matrice crthogonale RO de
tranaformation d'dtat.

Paramtres d'entrée:

N : Liordre du filtre,

M : Matrice diagonale P .

X : Vecteur contenant les éléments de M.

Paramstres intermédisires:
R : Matrice orthogonale (NxN) RgRHxRN_,.. xR, -

Param®tres de sortie:
RO : Matrice de transformation orthogonale (NiN).



Real*8 RO(50,50),R(50,50),X(50),CPST,SPST,H(50,50),5(50,50)
Real*8 T(50,50)
K=1
=1
JJ=1
Do I1=1,N
RO{1,1)=1.D0
END DO
1 TR ({X(K}.GT.1.AND.X{L+1) .LT.1) .OR. (X{K) .LT.1.AKD.X{L+1) .GQT'.1))
xGOTIO 2
I=L+1
R(L,L)=1.D0
GO1C 1
2 CPSI=DSORT((X{L+1)-1.D0) /{X(L+1)-X(K)))
SPST=DSORT{ (1 .D0-X(K) } /{X{L+1}-X{K)})
R{K,K)=CPSY
R{E+1,L4+1)=CPST
R{K,1L+1)=SPSI
R{L+1,K)=-1.N0*SPSI
Do 20 I=L,N
R{I+2,1+2)=1.00
20 Contimnme

L

FX=0
Call PM (R,R0,T,N,FX)
Do 1=1,8
Do J=1.,N
RO(T,J}= T(I1,J)
END DO
END DO
Call P4 (RO,M,S,N,FX)
FX=-1
Call 4 (3,R0,B,N,FX)
DO 40 I=1,L
Do 30 J=1,L

R{X,J+1}=0.DC
R(J+1,1)¥=0.D0
30 Continue
R(I,1}=1.D0
40 Continue
K=K+1
JI=JJ+1
X{L+1)=H{(L+1,L+1)
L=JJ
IF (JJ.NE.N) G010 1
Return
End

C***t*t*******tttt*tt**ﬁ**ﬁﬁ************t**************ﬁ:‘r***********t

Subroutine Inverse (AN,Ter)

C Cette subroutine pemet de calceler 1'inverse &'une matrice.
C Paranetres d'entrée: _

c N : L'ordre de la matrice.

c A : Matrice carrée NxN.

Parametres de sortie: “
A : Matrice inverse NxN (A} .

a0

Real*B8 A(50,50),E(50) ,Ainv(50,50)
Integer N,Ier,I,J,P{50)



Do 10 I=1,N
E(I}=0.D0
10 Continue
Call Lufactia,p,N,Ter)
Do 20 1=1,N
E{(1)=1.D0
Call Subst(a,P,E,Ainv,N,I)
E{I}=0.D0
20 Contimue
Do 40 I=1,N
Do 30 ¥3=1,N
AlY,3) =AY, T}
30 Corbinus
40 Continue
Return
nd
Subroutine Yafact{A,P, N,Ier)
Real*8 A(50,50),Pivot,Temp
Integer N,I,J,K,B{(55}),19,5
Ter=0
Do 5 T=1,H
B{1)=1
5 Continve
Do 58 K=1,N-1
Pivot=Dabs (A (X, X))
TP=K
Do 10 I=K+1,N
1£ (Pivort.Lt.Nahs(A{I,K))) Then
Pivot=Dabs{A(T,K})
™w=1
10 Continue
If (Pivot.Bg.0.D0) Goto 60
If (IP.Ne.K) Then
Do 20 I=1,%
Tewp=AlK,I)
AK, L)=A{LD,T)
A{TP,T}=Temp
20 Contisiue
L=P(X)
B{H}=P (1)
P’\'IP):IJ
Endif
Do 48 I=K+1,N
AT R)=A(I,KY/AK,K)
Do 30 J=R+1,0
AT, Th=n{T1 J}-A(T KI*A{K . )
30 Conbirae
490 Continue
50 Continue
If (A{N,N).Pq.0.D3) Cote 60
Return
60 Tersi
Return
End
Subroutine Subst{A,P,E,B,N,K)
Real*8 A(50,50),B(50,50),E(50),Y(50),Temp
Integer N,K,I,J,L,P(50) ..
Y(1)=E{P(1))



10

20

30

40

50

Do 20 I=2,N
Temp=0.D0
Do 10 J=1,1-1
Tenp=Tem+A (Y, J) *¥(.T)
Continue
Y{I)=E{P{1) )} Tenmp
Continue
Y{N}=Y{N)/A(M N}
Do 40 I=1,N-1
L=N-I
Temoa=0.D0
Do 30 J=L+1.,W
Termp=Temp AL, T} *V{7)
Continue
Y{L) = {Y{L)-Tesp} /A{L,L)
Continue
Do 50 =1,
B(I,K)=Y(I)
Continue
Rebturn
£nd

C**********ﬁ**ﬁ*k**************k*t***t*******t****t*t**t******ttttk*t
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Subroutine ConstM (T,A,8,C,A1,B1,CL.N)
Cette subroutine permet d'cbtenir la nouvelle structure d'etat
optimale du filtre nimerigue choisie.

Paranetres d'entree:

N : L'ordre du filtre.
A.B,C : Matrices A, B et C de la structure canonique.
T : Matrice de transformation d'optimisation.

Pazrametres de sortie:
Al,B1,C1 : Matrices Aoptm ,Bopitm el Copbm de la structure optimale.

IMPLICIT REAL*S (A-H,0-%Z)
DIMIENSION A(50,50),B(50},C(50),A1(50,50),B1(50),CL(50),TT(50,50)
DIMENSTON xD(50,53),T(50,50)
REAL*E K(50,50)
Do I=1,H

0 J=1,§

TE{I,J)=F(I,T)

END DO
IND DO
CALL, IWERSE (TT,N,IF)
FX=0
Call PM (TT,A,xD N FX)
CALL P (xD,T,A 1, 7%}
EM=0
CALL Malt (TT,B,Bl,N,FM)
M=l
CALL Milt (T,C,81,R,17)
RETURN
END

C*t***i**k*****ﬁtk**tk***t*it**kk*kt*k*ﬂ**************************1**

C
C
C
C

Le sous programme EIGEN faizant partie du Logiciel ELISPACK

a ete transcrit selon la procedare exposée dans:

NUM. MATH. 13, 293-304(15%69) BY PARLITT AND REINSCH.

HANDROOK FOR AUTO. COMP., VOL.II-LINEAR ALGEBRA, 315-326(1971).

C*****************t#*ﬁ#***Rkﬁﬂa**t**ﬁﬁ**wﬁ**ﬁ*********t*************i
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Programme de minimisation décomposée

Ce programme permet d'obtenir les structures décarposée paralldle
et cascade regpectivemsnt, avec un gain de bruit de calcul minimemm
a partir d'une structure décomposde canonigie

Paramdtres d'entrée:

Q,P: Vecteurs des coefficients du numérateunr et dénominateur,
respectivement du filtre prototype simude.

N : l'ordre du filtre.#

IN : Paramatre de normalisation.

Paramtres de sortie

Ge,Gm @ Gain canonique et minimisé respectivesment, de la structure
parallale.

CGee,Go @ Gain canonigue el minimiss respectivement, de la structure
Cascada.

IMPLYCIT REAL*B (A-H,0-Z)
Real®*8  P(21),0121),PB(21Y,IN

OPEN (UNIT=15,FILE="COEF.0AT',STATUS="0LD")

WRITE(*,*)* !

WRITE(*,*) " SYRUCTURES DECOMPCSRES '
WRITE(*,*)" Voulez vous la structure parall2le ou cascade?'
WRITE(*,*)' Appayez sur 1 si parallele ou 2 si cascade:’
REAG(*,*)pC

IF (PC.EQ.UIY THEN

WRITE(*, *)° '
WRITE(*,*) '"Donner facteur de normalisation &:°
READ{* , *}IN
FILSE
PRITE{*,*}" '

WRITE(*,*) "Bloc Optimal ou Sections Cptimaleg?’
KRITE(*,*) '"Appayez sur § gi Bloo optimal 1 si Sections Optimales'
KEAD{ *, * 3 CODiE
WRITEL(*, *)? '
VWRITE(*,*) "Donner facteur de normalisation &:'
READ( * , * ;TN -
END IF
WRITE(*,*) "Donner ordre N du filtre:'
READ(*, %N
Do I=1,N+1
READ(1S5,*)Q(I)

ERD DO
0O I=1,N+1

READ(IS, *1P{T)

PR{T}=P(I) .-
END 1I¥)

IF (PC.FQ.2) GOTO 19
CALL PARA (P,Q,N,IN,Gm,Gol

write{*,*;"' '

WRITE(*,*)} 'Pour la structure décomposée parall2le on trouve:'
RITE(*,*) "Gain cenchiogne=" ,Go

WRITE(*,* )} "Gain minimun=",0mn

write{* *}!' !



WRITE(*,*) 'Si vous voulez pour le méme filtre la décomposition
scascade; Faites votre choix; *

WRITE(*,*}'Bloc Optimal ou Sections Optimales?’

WRITE(*, *} 'Apmavez sur 0 si Bloc optimal 1 si Sections Optimales!'
WRITE(*,*)"S1 non tapez {3) SIN:?

READ(*, * ;0008

VRITE(*,*)° '

IF (CODE.F.3) GO0 20
10 CALL CASCA (PB,0,N,TN,Goo,Co,Code)

write(*, *)* - ‘
WRITE(*,*) "Pour la structure décomposde cascade on trouve:'
IF (QCHe.m.1) Then
RRATE(*,*) *Gain minimm (S0}=",Go
ELSE
WRITE(*,*)} "Cain canonigue=' Coc
WRITE(*, *) "Gain mindwem (B0)=7,80
END IF
writel® ) '

20 STCP

ERD
C****ﬁ**k***k***ﬁ*ﬁt**t*tt*i*************#:*t*ﬁﬁ*it****t**************
Subroutine Para (P,Q,N,IN,Ga,Ch)
Cette subroutine calcule le gain du bruit de caleul de la
strocture décomposde paralldle canoniaue et optimale, respectivement .

0

Param®bres d'entrée:

N : L'oxdre du filtre.

Q : Vecteur contenant les coefficients du nundrateur.

P 1 Vecteur contenant leg coefficients du dércminateur.
IN : Param@tre de nomalisation.

Qoo

Param&tres de sortie:
Cb : Gain canonigue de la structure paralldle.
Ga : Gain optimale de la structure parallale.

[eReNe!

IMPLICIT REAL*8 (A-11,0-7}
DIMENSYCN B{21;,0021) 920,200 ,wW2(2 (23 ,RE20),PP(IO) ,00(10)
DIMENSYON D30 ,0n010), Doy ﬁ),QD‘lG) Z2Z410) ,WHL10),0T(20)
DIMENSTION B;'Ji'}q,?},(f‘:{lﬂ,f},m At{l0,2,2) ,AT(20,20) ,30(20),PR(21)
COMPLEX*16 RN(I0) RO(A0Y,S8{10),5D010}), 1%1(:..0:,”2(1\.})
REAT*8 K(20,20},K2(2,2) ,AM{10,2,2),((10,2),110,2) ,IN
0o I=2 N1
BOT =0 I)“Q(l)*P\I)
END DO
K1=M
CALY, PATSTROW (P,PP,00,11,R2.81)
CALL CONSTRL (R, 00,0011, 52,86, 1%, (M, N)
=0
=0.D0
Gh=0.10
DO L=1,K/2
CALL GATN (aM,BM,(M,K2,W2,AA,BB,CC,G1,G2,L,FN, IN)
Ga=Ga+G2
GCb=GhGl
END DO
Return t



End

C*tt*********t*******t**********#**(ﬁ***t*****t***** o e e e Yo ke ok kol ok ke ke ok ok ok B ok
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Subroutine Casca (PB,Q,N,IN,Gce,Go,Code)
Cette subroutine calcule le gain du brait de calcul de la structure
décomposée cascade canonique ef optimale, respectivement.

Param2tres d'entrée:

N : L'ordre du filtre.

Q : Vectewr contenant les coefficients du madrateur.
b  : Vecteur contenant les coefficients du dénominateur.
In : Paramgtre de normalisation.

Param®tres de sortie: '
Coe & Gain de la structure cascade canonigue.
Go : Gain de la structure cascade optimale.

IMPEICIT REAL*8 (A-H,0~Z) .
DIMENSTON Q{215 ,W(20,20),W2(2,2) R{20),PP(10}),G(10)
DIMENSYON PR{10),QN(1G),PD{18),00(10),22(10) ,We{10),cr(20)
DIMERSION BB{106,2),0C(10,2),A0(10,2,2),AT(20,20),BT(20),PB(21)
QUMPLEX*16 RN(10),RD(10),8N{10),8D(10) ,R1{10) ,R2(10)
RFEAL*8 K{20,20),K2(2,2) na(10,2,2),4(10,2) ,B4(10,2) ,IN
D={Q{1})**(2./N) '
K1=N
IL=N
CALL BAISTROW (Q,PN,QN,EN,SN, K1)
CALY, BATSTROW (PB,PD,QD,RD,SD,L)
CALY, CONSTRZ (PH,QN,PD,00,D,AM M, (M, N)
IF (OODE.FQR.1) THEN
Fi=0
DO M=1,N/2
CATL GATN (AM,BM, M K2, %W2,AA,HB,CC,G1,G2,M,IN,IN)
END DD
ELSE
CALL ABCD (N,AM,BM,(M,D,AT,BT,CT)
IFLAG=0
CALY, CALKWL(AT,BT,X,N,IFLAG)
IFLAG=]1
CALL CALKWL(AT,CT,W, N, IFLAG)
GCC=0.00
oo I=1,N
GCC=GCC+WI{I,TY*¥(L, 1) t
D 0
Fu=1
Jorh zO
Do M=1,8-1,2
Do 1=1,2
Do J=1,2
K2{I,J)=K(I+M~-1 J+-1)
W2{I,J)=R(X+M-1  J+M-1)
END DO
END DO
MM=MM+L
CALL GATN (2M,01M,0M,K2,W2,8A,BB,CC,GL,G2, M4, FN, IN)
END DO
END IF .
CALL, ABD {(N,AA,BB,CC,D,AT,BF,CL)
IFLAG=0
CALL CALXWL(AT,BT,K,N,IFLAG)



TFLAG=1
CALL CALKW1 (AT,CT,W,N,IFLAG)
QO=0.00
o 1=1.,K
GO=GO+{1, I)*K{T,I)
END DO
Retum
End
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Subroutine Baistrow (£A,PP,00,1R1,12,%)
Cette subroutine permet de déconpeser un polynéme d'ordre N (pair)
en un produit de polyndme de second ordre par la méthode de Raistrow.

Param®tres d'entrée:
N : L'crdre du polyndme.
Fa : polyntme d'ordre H.

Paramatres de sortie: ,
PP, 1 Coefficients du polyndme de second ordre (X~+ppX+qgq).
R1.R2 : Les racines complexes du polvnéme de second ordre.

IMPLICIT REAL*E (A-H,0-Z7)

DIMENSION £A(20),B(20},C(20),PP{20),00{20) ,DET(20)

COMPLEX*16 RLI(20),R2(20)

M=K

S1=FA(1l)

Do I=1,N+1
fA{I)=ftA(I}/S1

FD 10

£=1.5-10

PRINT*, '‘Donner le couple (P,Q) imitial :*

READ*,P,Q

L=1

J=0

B{1)=£fA(1)

B(2)=fA(2)-(P*B{1))

DO K=3,N+1
B(K)=fA(K)-P*B{X~-1)-Q*B{X-2)

END O

c{1y=B(1) ‘-

C{2)=B{2)-P*C(1)

IF (N.E).3) GOTo 40

D5 K=3,8-1
C{K}=B{K}-P*C{(R-1)-Q*C{K-2)

END 0O

C{R)=-P*C({N--1)-Q*Cin-2)

D=CI{N-1i*C{N-1)~C({MNI}*CIN-2}

U=B M) *C {01 )= {3+1 %C{N-2)

V=N YR C{H-L) BN A 0)

[ {DLVEQ. Q) PRI, "PRS DE SOLIETONS!

¥i=u/D

Z1=V/0

P=p+Y1

Q=0+Z1

IF (DaBsS{Y1}+DARS{Z1).Lr.E) Qormo 70

J=J+1 .

IF (J.LE.S000) QUIO 60

PRINT*, "Changer le couple (P,Q)" TROP D’ ITERATIONS™'
GGLO



70 PP(L)=P
QO(L)=Q
N=N-2
DO I=1,N+1
fA(I)=B(I)
END DO
IF (N.GT.2) THEN
L=L+1
GOoTO 80
ELSE
IF (N.EQ.2) THEN
L=L+l
PP(L)=B(2)
O{LY=B(3)
ELSE
PRINT*,'N EST IMPATR'
ENDIF
ENDIF
DO L=1,M/2
DET(L)={PP(L)**2)-4*QQ (L)
IF (DET(L).GE.0) THEN
RI(L)=0.5*(DSQRT(DET(L})-PP(L})
R2{L)=~0.5*(DSQRT(DET(L) ) +PP(L))
ELSE
ALPHA=-0.5*PP(L)
BETA=0.5*DSQRT (-DET{L) )
R1 (L) =DCMPLX (ALPHA, BETA)
R2 (L) =DCMPLX (ALPHA, -BETA
END IF o
¥ND DO
RETURN
END

C***t*****ﬁt*i**t**tt*t*t**********t******tt*t******************t*****
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Subroutine Constrl (DN,PP,Q0,R1,1R2,AM,BM,CM,N)

Cette subroutine permet de décomposer une fraction rationnelle en
une sompe de fractions rationnelle d'ordre 2, ainsi d'chtenir les
sections d'ordre deux de la structure paralléle canonique.

Param>tres d'entrée:
N : L'ordre du filtre.

M : Le mméro de la section d'ordre 2 (M=1,...,N/2}.
Dn ; polynfme d'ordre (N-1) du numérateur.
PP,00 : coefficients du polyndme de second ordre (X*+ppX+gq)

R1,R2 : Les racines complexes du polyndm= de second ordre.

Paramitres de sortie:
Am,Bm,Cm : Structure de second ordre canonigue.

IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-Z)
DIMENSION DN(21),PP(10),00(10),2Z(10) ,WW(10)
DIMENSTON AM(10,2,2),131(10,2),1(10,2)
COMPLEX*16 R1(20),R2(20),AN(20),BN(20)
OOMPLEX*16 PD1,PD2,PN1,PN2,AD{20),BD(20},X(20),¥(20)
0O L=1,N/2
PN1=DN(N+1)
PN2=DN(N+1)
Do I1=1,N-1
PN1=PNI1+DN(N+1-I)*(R1(L}**I)
PN2=PN2+DN{N+1-T}*(R2(L)**I)



50

END DO

AN(L)=PN1

BN{(L)=PN2

PD1=(1,0)

PD2={1,0)

Lo 50 J=1,N/2
IF(J.B.L) GO1C 50
PO1=PD1* ((RI{LY**2)+(PP(J)*R1(L) ) +QQ(J))
PD2=PD2* ({R2(L)}**2)+(PP(I) *R2(L) ) +Q(T) }

CONTINUE

AD(L})=PDL

BD(L)=pD2 -

X(L}=A{L}/AD{L)

Y (L) =BN(L)}/BD{L)

Z2{LY=(X{L)-¥{L) /{RL{L)-R2(L})

WAL) =X(L)-ZZ{L) *12 (1)

ERD DO '

Congstruction des matrices A, B et € d’ordre 2.

DO M=1,K/2
BM(M,1}=0.D0 ,
BM(M,2}=1.D0 o
A4{M,1,1)=0.D0
AM(M,1,2)=1.D0
AM(M, 2,1)=-Q0(M)
AMUM,2,2)=-PD(M)
CHME{M, 1Y =0 (55)

CMUM, 2) =22 (55)

END DO

RETURN

END

C*tt**tk**t*k**ﬁt****t&***t*t**‘**R*********t'k*i{******&***k**t**i‘t**t*
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Subroutine Constr? (DR, QN, PD,OD,D,AM, BM, OM N}

Cette subroutine permet de congtruire les cellules de second ordre
canonicues issue d'une décomposition produit de la fonction de
transfert (structure cascade).

Paramatres d'entréoe:

N : L'ordrve du filtre,

D : Coefficient du degre 3 du polyrnfime Jdu mmérateur.

Pn,0n : Coefficients du polynfme du numérateur de second ordre.
Pd,0d : Coefficients éu polynine du dénominateur de second ordre.

Param®tres de sortie: ,
Am, Ba, 04 ¢ Struciure de senond ordre canonigue.

REAL*8 PN(10),PD(10),QN{10),0D(10) ,AM(10,2,2),PM(10,2) ,CM(10,2),D
Do L=1.N/2
3L, 1,1)=0.83
(L, Y,2)=1.00
AM(L,2,1)=-0D{L}
AM(L,2,2)=-PD(L)
B84{L,1)=0.D0
BM(L,2)=1.D0
CM(L, 1) =(ON(L)-QD(L} } *D
CM(L, 2)=(PN{L)~PD{L) )*D
END DO
RETURN



C*kt**E[j?'******t****t*t******t********************t#**tﬁ************t
Subroutine ABCD (L,AA,BB,CC,D,AT,BT,CT)

Cette subroutine permet d'obtenir la structure bloc cascade

a partir des cellules de second ordre.

Parametres d'entrée:

L : L'ordre du filtre.

AA,BB,CC,D : Structure A, B, C et D de second ordre.

e an

Paramdtres de sortie:
AT,BT,CT : Structure bloc A, B et C d'ordre M.

a0

IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-7)
DIMENSION AT(20,20),B8(10,2),00(10,2) ,AA(10,2,2)
DIMENSYION BC(16,10,2,2),PP(10,19,2,2),B1{20),Cr{20)
NN=L/2-1
DO ILB=1,NN
DO MM=1,NN
Do 1=1,2
55=0
Do J=1,2
BC(LB,MM, I,J)=BB(MM+LB,I)*CC(MM,J) *D** (1B-1)
END DO
END DO
END DO
NN=NN-1
END DO
DO K=1,L/2
oD I=1,2
0o J=1,2
PP(1,¥,I,J)=AA(K,1,.J)
EXD DD '

w Y

=1
Do M=3,1-1,2
H=tN~1
DO K=1,KNN-1
no I=1,2
Do J-1,2
PP{M,K,X,J)=BC{LLB,K,I,J)
END DO
END DO
END DO
LIp=rrn+l
END DO
NN=L/2+1
Do M=1,1~1,2
N=R-1
DO K=1,HN
Do 1I=1,2
Do J=1,2
ET(TAMI22K~3 , J+2*K-2)=PP(}M,K,1,J)
END DO
END DO
END DO
END DO
Ic=0



DO M=1,L/2
Do 1=1,2
IC=1C+1
BT(IC)=BB(M,T)*D**(M-1})
CT(IC)=CC(M, L) *D** (L/2-M)
END DO
END DO
RETURN
EnD

C***.’k*)'z**tk****k*****t**ﬁ#k***fu‘i*"k****************i**t***i*****ix*i**

oy

nooaoaaoagao

oo

14

Subroutine GATN E?ﬁ‘«i,ﬁ"i;m,!{,F‘J,M,BB,CC,G,%N,H,EN,W)
Cette subroutine permat de minimiser une structure d'crdre 2, en
utilisant la méthods de 8. Hwang.

Paramétreg d'entrée:
Am, i, On @ Structure canonigue (A,B,C) de second ordre.

K, W : Malrices d'ordre 2 extraites des matrices blocs K et W
d'ordre N (uniquement pour le cas cascade).

In ¢ Paramatre de nomalisation.

M ¢ Numéro de la structure (M=1,...,N/2).

Fn : 'n=0 YLa minimigation s'effectue a partir de (A,B,0).

: Fn=1 La minimisaticn s'effectue 3 partir de (K,W).

Paramdtres de sortie:
AA,BB,CC : Structure coptimale (A,B,C) de second ordre .

G ! Gain de la stivcturs canonique de second ordre.
Gmin t Gain de la gtrocture optimale de second ordre.
: o

IMPLICIT REAL*8 (A~H,0-Z)
BIMENSION A(2,2),B{(2),C(2},W(2,2),v0(2,2),V1(2,2),v2(2,2)
BIMENSTION AZ2(2,2},E(2),DP(2),VP{(2,2),R(2,2),0(2,2) ,Wi{2,2)
DIMENSION TI(2,2),DI{2,2),7T(2,2),A4(2,2),B1{2),C1(2),AM(10,2,2)
DIMENSTION AA(19,2,2),B8(10,2),00(10,2),0N(2,2),TH(2,2} ,BM(10,2)
REAL*B %(2,2),¥3(2,2),0M(10,25,IN
B2 I=1,2
B{X)=BM{M,I)
C{Xy=Cxi{M, I)
Bo J=1,2
A{T, Jy=RM{M,T,T)
EXD DO

1.2
{X,3¥=Al1.3)

END T3

IF (EN.NE.O) oD 14

iflag=0

CALL caliW (AB,X,1flag)
iflag=1

CALL calkw (A,C,W,iflag)
F¥=0

CALL PM (K, W,V0,FX,2)

CALY, BIGENZ (VO,DP,yp)
G=K(1,1)*W(1,1)+K(2,2)*W(2,2)
GIN=( (DSORT (DP (1) }+DEQRTIDP(2) ) ) **2) /2.D0
VO(1,1)=DSORT(X(1,1})
v0{(1,2)=0.D)
V0(2,1)=K{1,2)/v0{1,1)



V0(2,2)=(DSQRT({K(1,1)*K(2,2))-K(1,2)**2))/v0(1,1)
S=DSQRT(DP(1) ) +DSQRT(DP(2)) :
V1{1,1)=DSQRT(S/(2.DO*DSQRT(DP(2)}))
V1(2,2)=DSORT(S/ (2 .DO*DSORT(DP(1)}) )
0=1.D0/DSQRT(2.50)
DO I=1,2

PO J=1,2

V2(1,J)=Q

END DO
END DO
V2(2,1)=-1.D0*Q
FX=1
CALL PM (VO,W,A2,FX,2)
FX=0
CALL PM (A2,VO0,R,FX,2)
CALL EIGEN? (R,RP,VP)
CALL PM (VP,V1,A2,FX,2)
FX=-1
CALL PM (A2,V2,U,FX,2)
FX=0
CALL PM {V0,U,T,FX,2)
CALL INVERSE (,TI)
FX=1
CAIL P (T,W,A2,F¥,2)
FX=0 "
CALL PM (A2,T,Wl,FX,2)
CALL PM (TI,K,DI,FX,2)
FX=-1
CALL PM (DI,TI,K1,FX,2)
UN{1,1)=IN*DSQRT(K1(1,1)}
UN(2,2)=IN*DSORT(KL(2,2)}
CALL INVERSE {(ON,%T)
FX=1
CALL PM (UN,W!,A2,FX,2)
FX=0
CALL PM (A2,DUN,Wl,FX,2)
CALYL, PM (TT,K1,DIL,FX,2}
FX=-1
CALL PM (DI,TI,K1,FX,2)
FX=0
CALL PM (T,UN,TN,FX,2)
CALL INVERSE {(TN,TI)
CALL PM (TI,Al,DI,FX,2)
CALL PM (DI,TN,Al,FX,2)

V=0
CALL MULT (TI,B,081,7)
FM=1

CALY, MILT (IN,C,C1,EFM)
GL=RIA1, Ly*Wh{}, 1)+ 42, 2)7L{2,2)
Do I=1,
BB(M,X)=B1(1}
CC(M, I)=CL(I)
Do J3=1,2 -
BA(M, T . J)=AY(T,.T)
END DO
END DO
RETURN
END
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Subroutine Calkw (F,D,V,IFIAG) )
Cette subroutine permet de calculer les matrices K (2x2) et W(2x2)
A partir d'une résolution de systeme de 3 équations 4 3 inconnues.
Param®tres d'entrée:
F,D : Matrices A (2x2) (respect. A) et B (2xl1) (respect. C).
Iflag : Iflag=0 F=A et D=B (calcul de K{(2x2)).

Iflag=l F=A et D=C (calcul de W(2x2)).

Param®tres de sortie:
v : Matrice K {respect. W).

IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-7)

DIMENSION F(2,2),D(2),v(2,2)

IF (IFIAG.EQ.0) GOTO 10

U=F(1,2)

F(1,2)=F(2,1}

F{(2,1)=0

ALL=(F{1,1)**2)-1

AL2=2*F(1,1)*F(1,2)

AL3=F(1,2)}**2

BE1=F(1,1)}*F(2,1)
BEZ2=(F(1,2)*F(2,1))+(F(1,1)*F(2,2))-1
BE3=F(1,2)*F(2,2)

GAl=F(2,1)**2

GA2=2*F(2,1)*F(2,2)

GA3=(F(2,2)**2)-1
P1=(AL2*GAl)~{GA2*ALL)
PP1=(AL2*BE1}-(AL1*BE2)
P2={AL3*GA1)~(GA3*ALL)

PP2= (AL3*BE1 )~ {AL1*BE3)
Q1=((D(2)**2)*ALL)I-{{D(1)**2) *GAl)
Q2=(D(1)*D{2)*AL1) -((D(1)**2)*BE1)
VI(2,2)=({(PPL*Q1)-(P1*Q2) ) / ({PP1*P2)—{PP2*P1))
V(1,2)={Q1-(P2*V(2,2)))/P1
V(2,1)=V(1,2)

VAL, L) =D **2) +(AL2*V{1,2) ) +(AL3*V(2,2)) ) /{~1.D0*AL1)
RETURN

END

c*************t********t******kt****t****ﬂ***i*ttttxt*********t******

c
c

Subroutine Malt (A,B,C,FM)

Cette subroutine calcule le produit d'une matrice (2x2) par un
vecteur (2x1) et vice versa.

REAL*8 A(2,2),B(2),C(2)
Do 1=1,2
C{I)=0.D0
Do J=1,2
IF (FM.EQ.0) THEN
C(I}=C(X)+A{L,T)*B{T)
ELSE
C{I)=C{X1+B(II*AlT,T)
END IF -
END DO :
ERD DO
RETURN
END

C*****ﬁ****t*ﬁ***t**ﬁk***ﬁt***********t********i**t*t***t**t*t*******

C

Subroutine Eigen2 (A,DP,Vi)
Cette subroutine calcule les valeurs propres (Dp) et les vecteurs

P



¢ propres (Vp) d'une matrice A(2x2).

REAL*B A(2,2),.DP(2),vP(2,2),D,E,F.G

D=(AL, 1 +A(2,2))*%2) <4 {(A(1,1)*A(2,2) )~ (A(L,21*A(2,1)))

E=DSQRT(D)

DP(1)=0.5*(A(1,1)+A{2,2)-F)

DP(2)=0.5*(A(1,1)+A(2,2)+E)

VP(1,1)==2.D0*A(2,1)/(A{1,1)}-A(2,2)-E)

VP(1,2)==-2.D0*A(2, 1) /{A{L,)~-A(2,2)+E)

F=DSORT(1+VP{1,1)*%2)

G=DSORT{1+VP (1,2} **2)

vP(2,1)=1.DO/F

VP{2,2)=1.D0/G

VP(1,1)=vP(1,1)/F

VP(1,2)=vp{1,2) /G

RETURN

END
C*t**i***t***************t***********tt**tﬂ*************************t

Subroutine Inverse (A,AI)
cC Cette subroutine calcule la matrice inverse Ai(2x2) d'une matrice
c A{2x2}).

REAL*8 A(2,2),AT(2,2),DETA
DETA=(A(1,1)*A(2,2))-(A(L, 2)*A(2,1))
AT(1,1)=A(2,2)/DETA
AT(2,2)=A(1,1)/DETA
AI(1,2)=(~1.D0*A(1,2))/DETA
AT(2,1)=(-1.D0*A(2,1}) /DETA

RETURN

ERD
c********t*it***tk*****ti***t***#******************ﬁ***ﬁ*******i*****
c Note: Suobroutine Calkwl est la méme utilisde dans le programme
c précédent. de minimisation.

C**tkﬁt********k*****ﬁ******iik*ﬁ******i***************1******ﬁ**x*t*



